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Resumo

Este trabalho aborda aspectos peculiares da supercondutividade, especificamente, duas
propriedades pouco entendidas. A primeira, e a que sera o foco do trabalho, é sobre a queda
abaixo da linearidade da resistividade do supercondutor na fase de pseudogap. Acreditamos
que as flutuagdes que ocorrem acima da temperatura critica se confluem e isso cria um
caminho para a corrente supercondutora passar, que concorre em paralelo com a corrente
normal do material. As convolugbes que ocorrem com as ilhas de flutuagdo sdo estudadas
usando a teoria estatistica da percolacdo continua em uma rede bidimensional formada por
resistores, e 0 caminho da supercorrente é considerado um cluster infinito incipiente. O
segundo topico considerado nesse trabalho € o da dupla fase em perovskitas de mercdrio,
devido a dopagem de rénio. Esse problema sera abordado usando o modelo de Ginzburg-

Landau para dois parametros de ordem coexistentes.



Abstract

This work tackles unusual features of superconductivity, more precisally two property that are
little comprehended. The first one, which is the aim of this work, is the resistivity drop below
the linearity of superconductors in the pseudogap phase. We believe the above critical
temperature fluctuations overlap to form a path for the supercurrent, which will compete with
the normal current in a parallel arrengement. These overlaps are studied using the statistical
model of continnum percolation in a bidimensional network, formed by resistors, and the
supercurrent path is caracterized as a infinite incipient cluster. The second subject to be
considered is the double phase in Mercury perovskites, due to the Rhenium dopping. To
approach to this problem we use the Ginzburg — Landau model for two coexisting order

parameters.
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Introducgao

Transicao de fase é um assunto que aparece em fisica para descrever a natureza em
diversas escalas de energia. Desde os fen6menos envolvendo a fisica de altas energias,
esbocando as diversas transicdes por que passa o Universo até a fisica de baixas energias
(matéria condensada) usamos conceitos que procuram descrever como os sistemas fisicos, a
medida que a energia térmica diminui, apresentam novos comportamentos, uma nova

ordem [1].

Os Fenomenos Criticos - transicdes de fase foram primeiramente descritos por um
pardametro de ordem (ou um campo médio) que, quando a temperatura cai até um
determinado valor, se torna ndo nulo. Lev Landau descreveu as transicbes magnéticas
empregando, pela primeira vez este conceito. Em seguida, com a contribuicdo de Ginzburg
surge a primeira teoria de campo médio para explicar a transicdo de fase supercondutora

[2].

As teorias de campo médio descrevem uma transicao que ocorre instantaneamente, ou
seja, no caso da supercondutividade, a passagem do estado normal para o supercondutor se
dd imediatamente apds a temperatura critica ser alcancada. Isto se deve ao fato de estas

primeiras teorias ndo levarem em conta as flutua¢cdes em torno do pardmetro de ordem.

Com a descoberta das ceramicas supercondutoras em 1986 por Bernodz-Muller [3] a

influéncia destas flutuacdes ndo puderam mais ser desprezadas.

Esta tese aborda alguns aspectos peculiares sobre a supercondutividade levando em

conta as influéncias destas flutuacdes.
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Aqui serd atacado mais especificamente duas dessas propriedades: a mistura de fases
supercondutoras e o fendmeno do pseudogap. Enquanto o primeiro serd abordado através
das equacgdes de Ginzburg — Landau adaptada para dois parametros de ordem distintos que
coexistem no mesmo meio, para o segundo sera utilizado um método menos tradicional,
mas ainda assim bem aproveitado para a supercondutividade, que é a percolacdo da
corrente supercondutora através de caminhos otimos formados pelas flutuagdes

supercondutoras acima da temperatura critica.

A supercondutividade pode ser descrita como um fen6meno de percolacdo, porém esta
se trata de uma mudanca mais sutil, em que os estados presentes sdo “hd passagem de
informacdo entre A e B” e “ndo hd passagem de informacdo entre A e B”, e transi¢cdo ocorre
acima de uma determinada probabilidade de ocupacdo, que se denomina probabilidade

critica. Nesse sentido, a percolacdo e a supercondutividade se parecem.

O primeiro capitulo fard uma explanacao geral sobre a teoria da percolagdo, ressaltando
pontos cruciais como a diferenca de percolacio de sitio e de elos, topologias e
dimensionalidade, passando pelas varidveis de interesse como a probabilidade critica,
tamanho médio de cluster e comprimento de correlagdo, entre outros. Este capitulo se atera
a discorrer sobre a percolagdo discreta, fazendo associa¢gdes com tépicos importantes da

Fisica Estatistica como criticalidade, transicdo de fase e dimensao fractal.

O segundo capitulo abordara a percolagdo continua, no caso mais especifico de uma rede
bidimensional quadrada de resistores, em que cada resistor tem “pesos” distintos. A
imprevisibilidade a priori do arranjo de resistores é atribuida pela no¢ao de “desordem”, em
gue a resisténcia geral, formada pela associacdo de todos os elos de resistores, assume um

cardter mais resistivo (desordem forte) ou menos resistivo (desordem fraca). Nesse contexto
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também se estuda a formacdo de um caminho 6timo para a corrente elétrica, e como a
destruicdo de um elo em série desse caminho pode influenciar na redistribuicdo da corrente

por toda a rede.

O terceiro capitulo tratara de assuntos relativos a supercondutividade, ressaltando
aspectos de maior interesse para esta tese, comecando pela condutividade normal do
modelo de Drude, passando pelas equacdes de London, que tentam explicar
fenomenologicamente a supercondutividade pelas equacdes do eletromagnetismo, levando
em consideracdo o Efeito Meissner. Depois fala-se sobre a teoria de Ginzburg — Landau, que
tenta entender a supecondutividade em um nivel mais microscdépico, induzindo a existéncia
de um pardmetro de ordem responsdvel pela formacdo do estado supercondutor,
aproveitando esse aspecto para tratar em seguida das flutuacdes supercondutores que
ocorrem localmente no material quando este ainda esta no estado normal. O final do

capitulo ainda trara aspectos gerais sobre supercondutores do tipo Il.

O capitulo quatro tratard o fendmeno do pseudogap como uma rede bidimensional de
flutuagdes, que se confluem e formam um caminho 6timo para a corrente supercondutora,
gue nada mais é do que um cluster incipiente de flutuagdes, e cuja a fraca supercorrente
formada concorre em paralelo com a corrente normal do material. Sera feita uma
comparacdo entre os resultados calculados por essa teoria com os medidos pelo nosso

grupo em laboratério.

O quinto falara sobre a mistura de fases do supercondutor do tipo Il a base de mercurio.
Esse problema serd abordado pela teoria de Ginzburg — Landau aplicada a dois parametros

de ordem que coexistem nos graos de perovskita.

O capitulo seis sera a conclusdo da tese.
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Ainda ha um apéndice no final da tese, que engloba estudos realizados na area de
probabilidade e estatistica, em que se tenta aliar resultados da percolacdo com funcdes de

distribuicao.
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1 — Sistemas de percolacao discreta: sitios e ligacoes.

1.1 — O que é percolacao?

Muitos problemas envolvendo conectividade, difusividade e transicdes de fase podem ser
tratados dentro do escopo da percolacdo. Desde o estudo de duracdo de incéndios em
florestas|] a ligacdes moleculares que formam polimeros[], uma vasta gama de situacdo sao

atacadas utilizando-se a abordagem percolativa.

Tudo comeca com uma rede de pontos que podem ou ndo ter uma extensdo espacial,
mas que de alguma forma estdo conectados, de modo a deixar alguma informacdo ou fluido
viajar através deles. Se essa rede tem 100% de pontos existentes, toda informacado passard
de sua origem a seu destino sem problemas, no entanto se a rede tem pouquissimos pontos,

ndo havera transmissao.

Mas ha algum valor de probabilidade de ocupagdo p em que a informacgao passara de
ndo transmitida para transmitida com sucesso. Sabendo que a passagem sé ocorrera entre
pontos vizinhos ocupados, o conjunto desses vizinhos ocupados é denominado de cluster. A
partir de uma determinada probabilidade de ocupacado, se formara um cluster que ligara a

origem A ao destino B . Essa probabilidade é conhecida como probabilidade critica p, .

A probabilidade critica é o que determina a transicdo entre ‘ha percolacdo’ e ‘ndo ha
percolacao’ e ela depende da dimensionalidade e topologia da rede em questdo [4], e
também do tipo de percolacdo estudado, porém ela ndo tem dependéncia em relagdo ao

tamanho da rede.

A teoria da percolagdao vem em trés variedades: de sitio, de ligagao e continua.
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As percolacbes de sitio e de ligacdo sdo discretas, basicamente se preocupa com a
ocupacdo ou ndo do ponto ou aresta. A seguir hd uma tabela com valores de probabilidade

critica de sitio e ligacdo para diferentes topologias e dimensionalidades.

A percolacao continua trata ndo da ocupacdo, mas sim do “peso” do sitio ou ligacdo, que

pode variar por fatoresde O e 1.

A abordagem dada a percolagdo se restringira apenas a conexao entre vizinhos préximos
e ocupados, ndo importando outros tipos interacdes de qualquer natureza (elétrica,

gravitacional etc.).

Tabela 1.1: Valores de probabilidades criticas em percolagdo de sitio e de ligacdo, para
varios tipos de topologias de rede [4].

Rede Sitio Ligagdo
Hexagonal 0,6962 0,65271
Quadrada 0,592746 0,5000000
Triangular 0,5000 0,34729
Diamante 0,43 0,388
Cubica simples 0,3116 0,2488
Ccc 0,246 0,1803
CFC 0,198 0,119
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1.2 — Percolacdao em uma dimensao (1-D) infinita.

Como em qualquer problema de fisica tedrica comega-se primeiramente abordando o
caso mais trivial. Na percolagdo serd o caso unidimensional. Esse consiste em uma linha de
pontos, ligados por tragos, onde se avalia o comportamento do sistema para a falta de

alguns pontos (sitio) ou tragos (ligagdao), como se pode ver no esquema abaixo.

*—0—0—0—0

Figura 1.1: Um cluster unidimensional.

Esse conjunto de cinco pontos (ou quatro linhas) representa um cluster. Sabendo a
probabilidade de cada ponto existir, a idéia é calcular a probabilidade de se encontrar um
cluster com um determinado nimero de pontos (a partir daqui as analises serdo feitas
apenas para a percolacdo de sitio, sendo elas reprodutiveis de forma analoga na percolagao

de ligacGes).
n,=pl-p) (1.1).

A quantidade n, é a densidade de numero de cluster de S pontos, ou seja, a
probabilidade de se encontrar um cluster de S pontos na rede. A probabilidade de que um
determinado ponto individual faca parte de um cluster de S pontos é sn,. Todo sitio deve

pertencer a algum cluster, logo a somatdria de todas as probabilidades deve ser a chance

geral de existir um sitio na rede, que é igual a p. Ndo é dificil mostrar que isso é verdade.
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dns=>spl-p)f=01-p) > p dlp*)_ p(-p)’ 1(2 ps)

dp

oteot (125 o 5 i)

= pd-p)+p>=p-p*+p’°

dsn,=p (12).

Ao se falar de cluster finitos em uma rede unidimensional infinita, implica-se
necessariamente da ndo difusdo da informacdo desejada por essa rede, em outras palavras,
ndo ha percolacdo. Para que haja, é necessario que a rede tenha ocupacao igual a 100%, pois
a falta de um sitio implica na interrupcdo completa da transmissdo. Isso é o suficiente para

concluir que
p. =1 (1.3).

Em uma dimensdo ndo existe o caso p > p, . Isso significa que fora o caso trivialde p=1

, todas as outras configura¢des ndo ha a transicdo para a percolagao, e tudo que se possui
sdao clusters individuais. Mesmo nesses casos, € interessante o estudo de algumas

guantidades.

O tamanho médio de cluster ¢ uma dessas quantidades, calculada através da ponderacao

da probabilidade de um determinado sitio ocupado pertencer a um cluster de S pontos.

Essa probabilidade é dada por R onde pL é o numero médio de sitios ocupados. A
p

ponderacdo se da devido a um ponto ocupado ter maior chance de estar em um cluster de

maior nimero, por exemplo, um determinado ponto tem maior chance de pertencer a um
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cluster de cinco pontos do que ser um sitio isolado (ou um cluster de um ponto), e, a saber,

essa chance é cinco vezes maior. Logicamente para S pontos, passa a ser S vezes maior.

o0

S(p):%isk2 =iZsst (1.4).

k=1 pL s=1

Onde N, =L-n, é o nimero total de sitios (ocupados e ndo ocupados) em um espaco

unidimensional de comprimento L. Com L — o0, o numero de sitios também diverge e se

torna mais conveniente usar ng, que é independente do tamanho da rede.

Substituindo (1.2) em (1.4)

O desenvolvimento dessa equacgao, feito de um modo analogo a deduc¢dao da equacgao
(1.2), encontra-se a relacdo do tamanho médio de clusters com a probabilidade de

ocupagao.

S(p)zi—g (1.6).

Aqui acontece a divergéncia da equagdo (1.6) quando p —1, que no caso unidimensional

corresponde a probabilidade critica, de acordo com a equacdo (1.3). Como se verd mais

adiante essa divergéncia ocorre em todos os casos, apesar de ser mais evidente no caso
unidimensional. Porém ela se manifesta de forma geral como S o (pC - p)fy [4-6], onde y é

um expoente critico, semelhante ao utilizado em teorias de transicdo de fase de segunda

ordem.
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Uma explicagao plausivel para a divergéncia do tamanho médio de cluster seria que, na
probabilidade critica, comecaria a existir o cluster que seria responsavel pelo fendbmeno da
percolacao, conhecido como o cluster incipiente. Tal cluster deve ser infinito para que haja a
transmissdo da informacdo, uma vez de que se trata de uma rede infinita. No mundo real
todas as redes sdo finitas, mas quando se trata de modelos moleculares ou atémicos, ou até
mesmo de propagacdo do fogo em uma floresta (onde as arvores representariam os pontos
ocupados), para citar alguns exemplos de redes finitas com imenso numero de sitios, os

modelos tedricos infinitos sdo bastante satisfatorios(].

Voltando ao modelo unidimensional, se ao invés de se considerar a probabilidade de
existéncia de um cluster de S pontos, se verifica a possibilidade de dois sitios que estdo a
uma distancia de r pontos um do outro pertencerem ao mesmo cluster. Como todos os
pontos entre eles devem estar ocupados, eles passam a se relacionar pela fun¢do de

correlagdo.
gr)=p" (7).
Por se tratar de uma funcdo exponencial, ela pode se escrita de outra forma.

pr :erlnp :e_%

p

g(r):e_% (1.8).

Onde & é caracterizado como o comprimento de correlagdo que também tem relagao

andloga com o comprimento de coeréncia das teorias de transicao de fase[]. Sua
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importancia serd destacada mais adiante. Para o caso unidimensional especificamente, o

comprimento de correlagdo tem a mesma singularidade de S. De fato, £ diverge com

p — p., como se vera mais a frente.

1.3 — Percolacao em d>1.

Diferente da percolagdao em 1-D, as dimensGes maiores nao possuem solugdes exatas. E
essas sao justamente os casos de interesse cientifico. O motivo da falta de solu¢Ges exatas
se da devido a formacgdo de loops (circuito fechado de pontos) entre suas possibilidades de

formacao de clusters. O exemplo mais facil de se observar é a rede quadrada bidimensional.

o |

=2p*(L-p)’

~— 1

Figura 1.2: Clusters de dois e trés pontos de uma rede bidimensional quadrada.

n, =2p*1-p)f’ +4p°@L- p)’

Se todos os clusters fossem lineares como em S =2 haveria um padrdo na formacdo de

N, que seria analogo ao das cadeias de hidrocarbonetos saturados. O padrdo seria sempre

ng :2ps(l— p)25+2, sendo o coeficiente 2 representando as configuracbes vertical e

horizontal. Porém para S > 2 algumas organizac¢des dos sitios passam a ser ndo-colineares, o
que altera o nimero de vizinhos ndo ocupados em torno do cluster, que representam o

expoente do termo (1— p). O numero de vizinhos ndo ocupados em torno do cluster é
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denominado numero de perimetro do cluster. A medida que S cresce as configuracdes de
clusters se tornam cada vez mais complexas, ndo sendo possivel ndo sé determinar de
maneira elementar os numeros de perimetro, mas também o numero de configuracbes

existentes com aquele determinado ndmero de cluster e de perimetro, deixando assim n

da seguinte forma.
N :ngtps(l_ p)t (19)
t

Onde g, é a quantidade de clusters com S sitios e t de nimero de perimetro.

Embora casos de percolacdo em dimensdes maiores que 1 ndo tenham solucdo exata
(com excecdo da rede de Bethe []) existem solugdes assintdticas para a equacao (1.9). Porém
a relevancia desse resultado estd em calcular outras quantidades de maior importancia para
o fendbmeno da percolagdao. O tamanho médio de cluster , assim como no caso 1-D, pode ser
calculado tendo em maos a equacdo (1.9). Mas agora outra grandeza entra em cena para

maiores dimensodes: a forca do cluster infinito (P) .

O termo cluster infinito se refere basicamente ao conjunto de sitios que formam o
caminho da percolacdo, lembrando que fora casos tedricos, uma rede infinita ndo existe. A
forca do cluster infinito é a probabilidade de um sitio pertencer ao cluster percolativo. Em

uma rede com probabilidade de ocupagdo p, um sitio deve pertencer a um cluster finito

gue ndo percola, ou ao cluster percolativo, e isso é representado de tal forma,
P+>ns=p (p>p,) (1.10)
S

Para p < p, ndo ha cluster infinito e a equagdo (1.10) se torna a (1.2).
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E razodvel imaginar que P —0 quando p — p.. Assim em um regime préximo da

probabilidade critica pode-se fazer

Pc(p-p,), g>0 (111).

Onde [ é o expoente critico de P .

0 P, |

P

Figura 1.3: Uma representacdo esquematica de transicdo da percolagdo [7].

E como ja foi visto, S pode ser escrito como uma poténcia de um expoente critico da

mesma forma.

Scclp-p| " (112)

1.4 — Scaling.

Devido a impossibilidade de se encontrar respostas exatas para equa¢ées como a (1.9)
redes de d dimensdes, o entendimento de comportamentos assintdticos é imprescindivel.

Por exemplo, clusters pequenos sdo mais comuns que os grandes, e clusters extremamente
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grandes s3ao mais raros ainda. Logo pode-se estimar que o numero de cluster cai

rapidamente com S. Mas, qudo rapidamente? Isso dependerd dos comportamentos de n,

quando p=p, equando p# p,.

Na criticalidade a quantidade Soc(p—p,)” é divergente. Se n (p,) decaisse, por
exemplo, exponencialmente em S, pela equagdo (1.5) S seria finito em p.. Assim um

decaimento polinomial parece mais plausivel nesse caso, além de ser condizente com o

modelo de droplets de Fisher [8].
n(p,)ecs™ (1.13)

Para p# p, o decaimento é mais rapido para grande S. A queda se torna ainda mais

rapida depois de um certo valor s, de modo que

i) wae

Onde s, o (p - P, )7%, o é um expoente de scaling e f(x) uma fung¢do que decai muito

rapidamente para s >>s,. Vé-se também que para p=p, f(0)=l. Logo uma estimativa

razodavel seria a funcdo exponencial.

n.(p)ocs™ exp(— %gj (1.15).

A funcao f(x) é denominada funcao de scaling. O interessante em se usar a hipdtese de

scaling esta em relacionar os expoentes criticos de S e P . Através da equacdo (1.5).
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S o iszns ~ J;wsz‘” exp(— %st = sg‘fj‘uz" exp(—u)du u= S
s=1

Pela equagdo (1.12)

T—

g

Soc(p-p.)” «(p-p.)

y = 3- (1.16).

Pela equacdo (1.10)

P o p_zsns =P _ans +(p_ pc)zzsns(pc)_zsns(p)_'_(p_ pc)
s=1 s=1 s=1 s=1

A dltima igualdade vem do fatode P =0 em p,.

P o fsl{l—exp[— %gﬂdw(p— p.)=s2" [ u[i-exp(~u)ldu+(p- p,)

7-2

P oc Int[g(u)]x(p-p.)= +(p—p.)

Quando p — p., P ndo pode divergir, logo 7—2>0 e 7> 2. De acordo com a equagdo

(1.16), para y positivo, 7 < 3. Isso leva a condi¢do

2>7>3 (1.17).

p=2" (113)

(o)

A hipdtese de scaling é a relacdo que existe entre os expoentes criticos, que sao
fundamentais para se entender a natureza da singularidades. Muitas teorias fisicas de

transicdo de fase fazem uso desse recurso [9].
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Tabela 1.2: Valores de alguns expoentes criticos para diversas dimensionalidades [4].

Expoente | d =1 d=2 d=3 d=4 d=5 d>6
(Bethe)

B 0 %e 0,41 0,64 0,84 1

y 1 a3 180 144 118 1

7 2 187 218 231 2.41 %

o} 1 3% 0,45 0,48 0,49 JA

1.5 — O comprimento de correlacao e dimensdo fractal.

Assim como um cluster poder ser representado pelo seu nimero de pontos ou ligagdes,
ele também pode possuir tamanho, ou em outras palavras, uma representacdo espacial. E o
que foi feito na funcdo de correlacdo (1.7). De maneira andloga ao calculo do tamanho
médio de cluster S em (1.5), o comprimento de correlagdo pode ser calculado usando a

funcdo de correcao.

O comprimento de correlagdo seria a distancia média entre dois sitios que pertencem ao

mesmo cluster. Do mesmo modo que S, espera-se que & também divirjaem p=p,.
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v (1.20).

5 o | p- pc
Para duas dimensdes, argumentos ndo rigorosos mas plausiveis[] dizem que v =%, em

excelente concordancia com resultados numéricos.

Figura 1.4: Esquema da divergéncia do comprimento de correlagdo na probabilidade critica [7].

Como mostrado na figura, a singularidade de £ em p, se da devido ao aparecimento do
cluster infinito incipiente, o que faz a distancia média entre os pontos ser infinita. Abaixo da

criticalidade sé ha clusters de tamanho finito e acima essa quantidade passa a valer para a

distancia entre os buracos, os sitios ndo ocupados. Nesses dois regimes a rede é homogénea.

Clusters incipientes ndo apresentam tal homogeneidade, mas possuem uma caracteristica
interessante. A probabilidade critica ndo depende do tamanho da rede em si, depende

apenas de sua dimensionalidade e sua topologia. Logo se a rede for dobrada, aumentada
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vinte vezes ou um milhdo de vezes, ndo hd qualquer mudanca no valor da probabilidade

critica, ou seja, ela possui invaridncia de escala.

A invariéncia de escala, também denominada auto similaridade, é uma propriedade de
sistemas fractais. Fractais sdo amplamente conhecidos por seu padrao geométrico em que
partes de sua estrutura sdo iguais ao todo. Embora clusters infinitos incipientes ndo sejam
efetivamente fractais, eles podem emular caracteristicas destes sendo representados como
fractais randémicos. Apesar de os fractais randomicos ndo possuirem auto similaridade,
estocasticamente podem ter as mesmas propriedades estatisticas dos fractais

deterministicos. Um exemplo é o Carpete de Sierpinski[].

Figura 1.5: O Carpete de Sierpinski, sendo (a) a fractal deterministica e (b) a fractal randoémica.
Ambas apresentam o mesmo carater estatistico [7].

Tal auto similaridade sé é possivel para uma distdncia menor que o comprimento de
correlagdo. Para distancias maiores, a rede é essencialmente homogénea. Isso influencia na
contagem da quantidade de pontos no cluster percolativo, que sera convenientemente
denominada massa do cluster. Em sistemas homogéneos em geral, a densidade é constante

e se tem uma relacdo de proporcionalidade entre massa e capacidade.

M oc LY (1.22).
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Os fractais, no entanto, ndo apresentam essa proporcionalidade. O carpete de Sierpinski é
um bom exemplo disso. Sua célula inicial é formada por uma rede quadrada bidimensional
3X3 em que os oito sitios da borda estdo preenchidos e o do meio estd vazio. Esse padrao é
repetido numa escala 3:1. Isso significa que num escalonamento da rede para 9X9, ela terd

64 sitios ocupados. Uma representacdo pela equacdo (1.21) ndo seria fiel a essa proporcao,

mas sim M = LP.

g—3° p 1098
log3
D =1893

Onde D é conhecido como dimensao fractal. As dimensdes fractais geralmente ndo sdo
numeros inteiros e sdo menores que a dimensdo da rede em questdo. Para clusters

incipientes a densidade de massa ndo é uma constante, mas estd atrelada a relacdo
Mo L (1.22).
Como se a densidade passasse a depender de um fatorde L, p oc L em (1.21).

Porém ndo sdo apenas os clusters incipientes infinitos que se guiam por essa lei, mas em

qualquer regidao em que L <&, como uma parte menor de um cluster finito que possui S

pontos

soc R (1.23).
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.

¥

Figura 1.6: Representa¢do de um cluster infinito acima de p.. Para distancias menores que & o

cluster se comporta como um fractal [7].

Em que R, é o raio de giro, dado pela somatdria das distancias relativas dos pontos do

cluster a um centro de massa.

2 (1.24).

I, =centro de massa.

Pela relacdo (1.23) o comprimento de correlagdo pode ser associado a massa S,, que € a

massa de referéncia para a existéncia do cluster incipiente.
sl oc(p-p,)
go(p—p.)"
D= L (1.25).
ov

Assim obtém-se uma relacdo de Scaling para a dimensao fractal.
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As relagbes (1.21) e (1.22) ddo a relacdo para a massa do cluster em geral, mas em

diferentes regimes. Para L > £, que é quando p > p, e a maior parte da rede esta ocupada

pelo cluster percolativo, existe uma situacdo de homogeneidade, e a massa ndo é apenas

proporcional a drea ou volume do cluster, mas também a forca do mesmo.
MocPL', L>¢& (1.26).

Ja para L< ¢, estda bem explicito em (1.22). No limite em que L~ ¢ esses dois

comportamentos devem confluir, uma vez que a transicdo deve ser continua (22 ordem).

PLY =constL®, Loc(p-p,)”

(p—p. )™ oc(p-p, )"

D:d—@{ (1.27).

Chega-se assim a uma segunda relacdo de Scaling para a dimensao fractal, que também
envolve a dimensionalidade da rede. Quando a dimensionalidade esta envolvida numa lei de

scaling, esta passa a ser chamada de relacdo de hyperscaling. Por essa lei vé-se que

p=dv—-Dv
Poc(p-p.) =(p—p,) "™ oc &40

E com isso chega-se finalmente a relacdo da massa.

L<¢

M oc (1.28).




31

A lei de hyperscaling (1.27) sé funciona para d < 6. Usando o valor de 8 da tabela 1.2 e

v =%, em duas dimensdes tem-se na equagdo (1.27)
_9_ %/ _92_5/ ~92_01=
D=2-7 =2 Yg~2-01=19

A densidade no cluster incipiente varia com p oc L%,
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2 - Percolagao continua e fluxo de corrente em uma rede de
resistores randémicos.

2.1 — Percolacdo continua e meios desordenados.

Diferentemente da percolagao discreta, onde sé era necessario saber a proporg¢do de de
existéncia de sitios ou elos em uma determinada rede, na percolagdao continua ha uma
atencdo a ponderacdo. Nao basta o sitio ou elo existir, mas também importa seu peso, ou
como serd apresentado neste texto, o valor de desordem da rede [10-15]. Muitos sdo os

exemplos de aplica¢cdes da percolacao continua [4, 10-18].

Aqui serd estudado o problema de organizacdo aleatéria de uma rede de resistores [19-
21] com desordem exponencial [10-13, 22]. Sabe-se que entre dois resistores os tipos de
organizacdes possiveis se ddo ou em série ou em paralelo, porém para mais de dois tal
arranjo pode se complexar de inuUmeras maneiras. Esse arranjo exponencial serad dado por

uma rede de elos (resistores) L x L quadrada, e cada elo g serd

-eplax) @)

Onde a é o parametro da forca da desordem (Figura 2.1) e X; € um numero qualquer

entre zero e um. O arranjo exponencial é usado em diversos casos, como por exemplo, na

magneto resisténcia dos graos de Ni, de 10° grdos apenas uma quantidade da ordem de 10°

é relevante para a conducao elétrica [12].

A desordem do sistema caracteriza o quanto a rede é resistiva, pois se a é relativamente
pequeno, diz-se que o sistema se encontra em fraca desordem, que seria equivalente a

p —>1 na percolagdo discreta. Para a>>1, a desordem é forte, similar ao caso do
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aparecimento do cluster incipiente, ou melhor, um cluster com poucas bifurca¢des, fazendo
assim a resisténcia de cada ramificagdo ser a soma das resisténcias de cada elo que forma
esse caminho. E a resisténcia de cada caminho é dominada pelo elo mais resistivo,

Fex =exp(axmax). Praticamente toda a corrente deve passar pelo caminho em que X, €

minimo. Define-se o esse valor por X;.

';. J‘."'\l-""\'"""“ll’V,I'ltli'll'lﬂllqul'ﬁ*‘{-‘_-‘i N "'-'-

s
-3 L
- 1 l

(c) (d)

Figura 2.1: Configuragdes de correntes para diferentes desordens, (a) a = 5 (b) a = 20 (c) a = 45 (d) o caminho otimizado

correspondente a a = 45 [11].

Entre todos os caminhos que passam por X,, a corrente maxima passa pelo ramo que

minimiza o segundo maior valor de desordem X' e essa légica segue até se selecionar o

max

caminho de corrente maxima que coincide com o caminho otimizado.



34
O caminho otimizado é aquele que entre dois sitios, minimiza a soma Zexp(axij) [23—
ij
27]. O comprimento do caminho otimizado € dado por |, . Na desordem forte o caminho de

maxima corrente é similar ao cluster com concentragdo p que é uma distribuicao estreita

com valor médio iguala p, e com desvio padrao da ordem de L_% [28].

O que diferencia a desordem fraca da forte é basicamente a capacidade da corrente
bifurcar. Para isso deve-se imaginar um valor X, > X, que seria 0 que minimizaria X, C€aso
um elo do caminho de X, fosse cortado (Figura 2.2), e que caracterizasse a mesma
L

distribuicdo estreita com desvio (X2 - Xl)z . Esses caminhos come¢am a competir

entre si quando
exp(ax,)~ep(ax,) (2.2).

Entao
a(x —x)-7_ ~1 (2.3).
2 ! L%

Quando a >> L% a desordem é forte e a corrente maxima nao bifurca. Para a << L% a

desordem é fraca e a corrente pode bifurcar.

Esse resultado pode ser expresso da seguinte forma: na desordem forte a resisténcia
equivalente da rede bidimensional de resistores randémicos é dominada pela resisténcia
maxima ao longo do caminho otimizado, que é similar ao cluster incipiente, ou seja,

R oc exp(ap, ). Apds ser cortado o elo de maior corrente local, obtém-se um novo valor de
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resisténcia equivalente R onde a corrente se reorganiza pela rede inteira, fazendo

cut’

Ry € exp(ap). A razao Rau R fica

R }
—=t~opalp-p)-epas »

Usando & ~ L [28]

Rcut . a
R exp(%_%j (2.4).

Um esquema ilustrativo dessa relacdo é mostrado na figura 2.2.

2.2 - Propriedades de Scaling.

Uma vez determinado o limite entre os regimes de desordem, é importante agora voltar a

atencdo as estimativas do comprimento do caminho da corrente em cada regime.

Na desordem fraca a corrente tem poucos empecilhos para passar pela rede, fazendo
com que o comprimento de seu caminho seja da ordem do tamanho linear da rede, ou

| ~L.
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(b)
Figura 2.2: (a) A rede bidimensional de resistores randémicos em que se forma um caminho de méaxima corrente (em

laranja). (b) Um elo do caminho de maxima corrente é cortado, obrigando a corrente total a se reorganizar pela rede (no

dégradé de cores: elo mais laranja = menos resistivo; elo mais verde = mais resistivo) [12].

Na desordem forte, o comprimento passa a ser da ordem do comprimento do caminho

P r d . . ~ . P
otimizado, | =1, ~ L™, onde d, é a dimensdo fractal do caminho otimizado. Em duas

opt

dimensoes, dopt =1,22+0,01 e em trés dimensdes dOpt =142+0,02.

O comportamento na desordem forte é semelhante a relagdo da massa do cluster em

(1.28), e por um argumento tedrico [11], estima-se que o comprimento de correlagao da

ordem de &£ ~ a". Definindo-se a varidvel de crossover u = %V de modo que U >>1 sejaa

desordem fraca e U <<1 a desordem forte, espera-se para segmentos de distancias

. . d, .
menores que ¢ estejam sob o regime de desordem forte, fazendo Ig ~ <&, com desvio
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padrdo o, ~ gd‘”", Estimando que haja u = % segmentos de desordem forte em uma rede

. , T d , ,
com tamanho linear L na desordem fraca, através de | ~ué& ", é possivel agora formular

uma relagdo de scaling para | .

L fon u<<l

| oc (2.5).
fd”‘(gJ u>>1

A relagao de scaling (2.5) é similar a de (1.28). Expressando-a de outra maneira,

1 u<<l
[ oc L% x (2.6).
gt u>>1

Escrita agora em fungao da variavel U.

O desvio padrao é calculado pelos mesmos argumentos que levaram a (2.5) e (2.6).

1 u<<l
o. ~JUE™, o oo L x (2.7).
Q*dopt
uy u>>1

Os resultados de (2.5) e (2.6) serdo de grande importancia para este trabalho.
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3 - Flutua¢oes em supercondutores.

3.1 - O modelo de Drude

Trés anos apds a descoberta do elétron por J. J. Thomson, P. Drude [30] construiu uma teoria
sobre a condugdao elétrica e térmica em metais utilizando a teoria cinética do gas ideal e

fundamentos da mecanica classica. Seu modelo se baseia em quatro principais hipdteses:

1- Entre colisOes, a interacdo dos elétrons entre eles mesmos e entre os ions é negligencidvel.
Sem a interferéncia de um campo eletromagnético externo, cada elétron se move uniformemente
em linha reta. A negligéncia da interagdo elétron-elétron é conhecida como aproximagdo do elétron

independente. Ja a negligéncia da interacdo elétron-ion é chamada de aproximacgdo do elétron livre.

2- Cada colisdo muda abruptamente a velocidade de um elétron. Colisdo neste contexto entende-
se como a colisdo entre os elétrons e os ions da rede, o que seria o principal responsavel pela

resisténcia elétrica do material. Drude desconsiderou as colisGes dos elétrons entre si.

3- O tempo livre médio entre colisGes é dado por um valor 7 , de modo que a probabilidade de

ocorrer uma colisio em um intervalo de tempo muito pequeno entre um tempo t e um tempo

fol
t + & é dada por —.
T

4- Os elétrons estdo em equilibrio térmico com a vizinhanga. Isto quer dizer que suas velocidades
dependem apenas da temperatura em que se encontra o material e ndo das velocidades dos elétrons

apds suas Ultimas colisGes, saindo com dire¢des aleatdrias apds as colisdes.

Pelas hipdteses acima e dado o momento ﬁ(t) em um determinado instante de tempo t, para se
calcular o momento ﬁ(t + 5t) apds o intervalo de tempo infinitesimal Ot , pode-se aproximar

ﬁ(t + 5t) por uma série em poténcias de Ot , em torno do tempo t,
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Bt + )= Bo(t)+ P, ()t +O(&)  (3.0).

Ha ainda a necessidade de se considerar que ndo tenha havido uma colisdo durante o intervalo,

pois de acordo com a hipdtese 2, a colisdo mudaria a velocidade do elétron de maneira imprevisivel.

ot
Sendo assim, se a probabilidade de ocorrer uma colisdo, de acordo com a hipdtese 3, é — (desde
T

que Ot << 7 ), ent3o a probabilidade de n3o ocorrer colisdo alguma no intervalo ot é 1—— .0
T

momento no tempo t+ Ot é entdo calculado multiplicando-se a série (3.1) pela probabilidade de n3o

ocorrer colisdes no intervalo:

B(t + &) = [1_ %)[ﬁ(t)+ fx+o@?] e,

Bt +at) = B©)— = BO)+ F ()& + O(),

despreza-se os termos de ordem maior que Ot ,

pt+a)—pt) _  p) +Ft).
fo. i T

Fazendo ot — 0O,

dzgt) _ f’f) + () (3.

Em um material 6hmico (um fio) submetido a uma diferenca de potencial fixa, passara por este
material uma corrente elétrica estacionaria proporcional a tensdo aplicada. A constante de

proporcionalidade é a resisténcia elétrica:
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A corrente elétrica é definida como o fluxo de carga elétrica por unidade de tempo. Numa

situacdo em que a corrente elétrica é estacionaria, considera-se que todos os elétrons estdo a

mesma velocidade, uma velocidade média <\7> .Se N elétrons, cada um com carga — €, passam

por um pequeno trecho de caminho dl , ao longo de um fio, e definindo n como o nimero de

elétrons por unidade de volume, a corrente elétrica pode ser calculada como:

| =—ne dvol _ —neAﬂ =—neA(v) (3.5).
dt dt

A densidade de corrente J é dada por
J = L (3.6)
A .6).

Substituindo a equacgdo (1.6) em (1.5), e levando em conta que J é um vetor, tem-se
J=-ne(Vv) (37,

Lembrando que a tensdo é o produto do campo elétrico pelo comprimento do fio, e que a

L
resisténcia é dada por R = % , obtém-se

AV = EL = RI =leA=p|_J,

E=p0,
onde o é aresistividade elétrica do material.

Vé-se que a resistividade é a relagao entre o campo elétrico aplicado e o fluxo de carga que
atravessa a secgao do fio por unidade de area. Como se sabe que a corrente elétrica trafega no
sentido em que é aplicado o campo (é convencionado que a corrente saia da regido de maior

potencial para a de menor potencial), pode-se escrever a equagado acima na forma vetorial,
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E=pJ (38)

Assim, como a resisténcia elétrica s6 depende dos parametros relacionados diretamente com as
propriedades do fio, Drude sup6s que a resistividade era causada por fatores microscépicos, que sé
dizem respeito a estrutura atébmica do fio. Ele levou em conta que, se pela lei de ohm a corrente

elétrica é estacionaria a um campo elétrico constante aplicado, as flutuacdes das velocidades dos

dp _ ., 9v) _ 4

elétrons em relacdo a velocidade média eram negligenciaveis, de modo que E =m ot
entao
mv -
O=——" + T,
T
com 1? sendo a forcga elétrica, 1:" =—eE ,
V) _ e
m-—+ = —eE
T
i _ J
Pela equacdo (1.7), <V> =——,
ne
E=—-J (39
ne-r

Comparando com a equacgao (1.8), Drude encontrou que:

m
L= > (3.10).
ne-r

Se as colisGes eram responsaveis pela resistividade dos materiais, a equacdo (3.10) diz que quanto

maior for o tempo livre médio em que o elétron fica sem sofrer colisGes, menor serd a resistividade

elétrica. O tempo livre médio 7 é relacionado ao caminho livre médio, | , por | = Z'<\7> , 0 que
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equivale dizer que quanto maior for o caminho médio sem obstaculos, maior serd a conducdo dos

elétrons no material, ou seja, menor sera a resistividade.

3.2 - As equacoes de London

Em 1935, os irmdos London [31, 32, 33] desenvolveram uma teoria fenomenoldgica sobre a
supercondutividade utilizando o modelo de dois fluidos de elétrons, eletrodindmica classica e os

fenbmenos observados no estado supercondutor:
i) A resistividade nula;

ii) O efeito Meissner-Ochsenfeld [34].

Sabendo que a supercondutividade ocorre abaixo de uma temperatura critica TC , 0s irmaos

propuseram que abaixo dessa temperatura haveria elétrons que estariam nos estados normal e

supercondutor, tal como uma mistura de fase na termodinamica.

Sejam N, N, e N os numeros de elétrons total, normal e supercondutor da amostra,

respectivamente.

Entdo, N =N, + N e a quantidade de N é determinada pela temperatura. Em T =T_,
nN=n,,eemT <T_, N, = nS(T) até queem T =0, N = N, . Sendo assim, ao se aplicar
um campo elétrico E em um material supercondutor, os Ng elétrons se moverdo pela rede atémica

sem resisténcia elétrica (p —> O), e pela teoria de Drude, significa que os elétrons permaneceram
sem colisdes por um tempo “eterno” (T —> oo), ou o caminho livre dos elétrons é infinitamente

extenso (I —> oo), mas mantendo a velocidade média dos superelétrons \7S finita:

IImI;r—)oo_ VS-
T
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Aplicando o limite 7 —> o0 a equacdo de movimento (3.3), tem-se

onde € * é a carga dos portadores de carga supercondutores.

m =
—J
n.e

S

Usando P = MV, = —

s

-~ m dJ
E = > S
n.e“ dt
Operando com V x em ambos os lados:
%XEZ m2 d(VXJS)
n.e dt

Agora, escrevendo algumas equag¢des de Maxwell,
VxE=—"2(3.11),

VxB=,J (312,

obtém-se

E[m M $ Jj:o .13
ot n.e

S

O termo entre parénteses da equacdo (3.13) é independente do tempo, logo pode-se escrever

como uma fung¢do vetorial somente do espaco:
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VxJ=F(F) (3.14).

Substituindo J da equacdo (3.12) em (3.14)

— m = (.5 =
Ns€ L
Definindo a constante
m
A =——— (315),
Ns€" L,

e reconhecendo a identidade vetorial

VxV=xB=V(V-B)-V°E,
em conjunto com mais uma equac¢do de Maxwell

V-B=0 (3.16),

tem-se:

—

B-2V’B=F(r) (317

Até aqui ndo se fez nenhuma distingdo entre um supercondutor e um condutor perfeito. Porém

aqui aparece sua principal diferenca, o efeito Meissner-Ochsenfeld.

A equacdo (3.17) lembra, fora a parte temporal, uma equagdo de onda com fontes (a fonte nesse

caso seria a func3o espacial F ). Na verdade, essa é a equacio de Helmholtz ndo homogénea, ela é

obtida quando se realiza uma separa¢do de varidaveis na equac¢do da onda (separando a variavel

temporal das varidveis espaciais). Sendo assim, a expressdo acima diz que F é uma resposta

magnética no interior da amostra que s6 depende da posi¢cdao. Mas o efeito Meissner mostra que
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todo o campo magnético é expulso de dentro do miolo do supercondutor pela corrente de

superelétrons, B = O no interior. Portanto n3o ha resposta magnética dentro do supercondutor e

F = 0, assim

V2B = 15 (3.18).

2’2
Aplicando V x em ambos os lados, tem-se

2

v2d = ﬂi J  (3.19).

O mesmo argumento dado acima vale para J . Significa que ndo ha fontes geradoras de corrente
no supercondutor. Uma vez gerada, a corrente trafega sem ser freada enquanto o efeito de

supercondutividade vigorar.
A fim de simplificaco, seja B = B(X)i na equacio (3.18), entdo

gi'f’ — % B = B(x)=B,exp (%1)+ B, exp (- %) (8.20).

Como B —> O a medida que X cresce, escolhe-se a solu¢cdo com a exponencial negativa apenas,

—X

B=Be*Z (3.21)

A partir da equacdo (3.21), define-se A como o comprimento de penetracéo do supercondutor.

Representa a distancia média de quanto o campo magnético consegue penetrar o supercondutor. O

valor de A é varidvel para cada tipo de material e é dependente da temperatura através de n,.

Quanto menor for a temperatura do supercondutor, maior serd a quantidade de elétrons nesse

estado, e conseqlientemente menor serd o comprimento de penetragdo da amostra.

Vale notar que se pode chegar a equacdo (3.19) pela (3.14) com F=0 ,
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B+ 1, °VxJ =0 (322).
Aplicando V % na equacdo (3.22), tem-se

1T + 1, APV xVxJ =0,

e da relagdo VxVxJ= §(V j)—VZj. Para chegar a equacdo (3.19), V-J= 0, e
pela equacdo da continuidade

a—’o+§-3=0 (3.23).
ot

A equacdo apenas diz que ndo ha fugas de superelétrons para fora do supercondutor. As solucées

para J sdo similares as solu¢des para B em (3.20). Mas a equacdo (3.12) dentro do supercondutor,
onde B=0 , diz que J=0. Logo o Unico lugar que pode haver supercorrentes é na superficie

do supercondutor, o que nos leva a uma solucdo similar & equacdo (3.21) para J .

Outra informacdo importante que pode ser observada da equacdo (3.22) é substituindo

B=VxA,

Em conseqiiéncia da ndo fuga de elétrons da amostra, a escolha do calibre é feita de modo que

V-A= O, que é conhecido como calibre de London. Diferente da equac¢do de condutividade
(3.8), que necessitava da existéncia do campo elétrico como fonte geradora de corrente, a equagdo

(3.24) diz que a corrente induzida oposta se mantém enquanto houver campo magnético. Vale notar
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que A n3o é unicamente determinado, pois estd sujeito a transformacdo de calibre

A —> A+ VA . Essa discussdo sobre a escolha de calibre e a propria forma da equacdo (3.24)

sera mais natural pela teoria quantica, pois nessa o movimento de particulas carregadas em um

—

campo magnético é ditado pelo potencial vetor A .

3.3 - O modelo de Ginzburg-Landau

Na década de 30 L. Landau formulou um modelo que visava desenvolver os conceitos das
transi¢cOes de fase de segunda ordem. Seu modelo foi inicialmente criado na tentativa de explicar o
aparecimento de momento magnético em materiais ferromagnéticos abaixo da temperatura de

Curie.

Por volta dos anos 50, Ginzburg e Landau usaram o modelo para a supercondutividade [2]. A

teoria consiste em assumir a existéncia de um parametro de ordem ¥/ que seria responsavel pelo
fendbmeno da supercondutividade. O significado fisico desse parametro de ordem ndo é explicitado,

mas sabe-se que ele atua abaixo da temperatura critica TC , e acimade TC ,w=0.

Mais explicitamente

0, T>T,
W = (3.25).
w(T), T<T,

Ginzburg e Landau [2, 32, 33,] postularam que Y/ devia ser complexo, supondo que pudesse ser

~ ;. . . 4 .
a funcdo de onda macroscdpica para o supercondutor, em analogia a superfluidez do “He. A teoria
toda se baseia em observar o comportamento em temperaturas muito préximas da temperatura

critica, de modo que as variagdes de Y/ ndo sejam bruscas. Foi postulado também que a energia

livre por unidade de volume depende tanto da temperatura quanto do parametro de ordem. Como

para temperaturas préximas a critica ¥/ estd mais préoximo de zero, e se desconhece a dependéncia
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entre a energia livre e o parametro de ordem, pode-se fazer uma expansao em séries de poténcias
em |y

g, =9, +aly| +b|1//|2 +C|z//|3 +... (3.26),
onde os coeficiente dependem da temperatura.

A dependéncia estd em |l//| ao invés de Y porque a energia deve ser real. Deseja-se encontrar

solucBes que tenham minimos de energia finitos, pois o estado supercondutor é estavel abaixo de
T, , entdo se elimina as fungdes que decaem infinitamente, o que implicaria instabilidade. Para isso

excluem-se os termos impares da série, deixando s6 os pares. Reescrevendo a equacdo (3.26),

2 b, 4
g, =9, +aly| +E|l//| (3.27),

onde termos de maiores ordens foram desprezados.

A diferenca g, — J,, deve ter um minimo negativo, para que haja passagem natural para o

estado supercondutor abaixo de TC . Daf estipula-se que b > O sempre, pois sendo jamais haveria

minimo finito.

Para o minimo de QJ.:

o9 _
Byl Mo
-
a+byl =0 = |y[ = —% (3.28).

2
Aplicando |l//|0 em (3.27), obtém-se
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a) b(—-a)° a’ a? a’
gs—gn:a —B + — — :—F—F%:—% (329)

Para estimar a dependéncia dos parametros a e b em T, sdo analisadas as duas principais

condigBes em |l//(T ]2 :
) w(T.)=0.

ii) |1//(le >0,VT, pois |W| é real.

2 a
Uma vez que o ponto minimo de |l//| é — B , entdo pela condigdo i):

_%:o,mgo a(T,)=0.

Ja a condigdo ii) diz que

Agora, a pode ser > 0 ou < 0, pois, como ja foi discutido, b > 0. Se a > 0, o Gnico minimo

2
l//| tem um ponto de minimo # O. Lembrando que para

, , 2
possivel é |l//|o =0,ese a<O,

T > T, n3o temos o estado supercondutor, ou seja, ¥ =0, como no caso a > 0. E légico

pensar que

para T >T_ ,a>0,e
para T <T_ , a<O.

Como ndo se sabe a forma da funcdo a(T) e toda a teoria se baseia em explicar o

comportamento do supercondutor em temperaturas proximas a T, , pode-se aproximar a por
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a(M)=a,-(T-T,)+O(T -T.) +..., (3.30)
eb:
b(T)=b+O(T —T,)+.... (331)
E uma boa estimativa para b considerar
b(T ) = b = constante > 0.

Isso ja garante que b sempre serd > 0. Substituindo na densidade de energia (3.29):

2
_ag w (3.32).

9s =G0 = 2b

Quando a teoria de Ginzburg-Landau foi apresentada, ndo se sabia ao certo o significado fisico do
parametro de ordem, até que em 1959, Gor’kov [35] mostrou que a teoria GL era um caso limite da
teoria BCS em temperaturas préximas a critica. A partir dai, ¥ comegou a ser pensada como a

|2

funcdo de onda dos superelétrons, mais precisamente, seria as funcOes de onda dos dois

Vg

elétrons que formam o par de Cooper combinados. Agora, leva-se em conta que a corrente de

superelétrons é formada por pares de elétrons.
Reescrevendo a densidade de energia livre de Gibbs em um sistema ndo-homogéneo:

2 2

1
+‘LIO7—ILIOH‘HO, (333)

2m”*

Z§w—€ﬂw
|

2 b 4
gs = gn +a|l//| +E|l/l| +

com M* =2m e " = 2e, devido a serem dois elétrons (par de Cooper).

Os primeiros termos do lado direito da equagdo (3.33) sdo conhecidos pela equagdo (3.27), o

quarto termo seria responsével pela energia cinética dos pares, H seria o campo magnético gerado

pelas correntes de elétrons que ndo estdo no estado supercondutor (estado normal) e H,é o
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campo externo, aplicado sobre a amostra. O penultimo termo da equacdo (3.33) seria a energia de

campos magnéticos residuais gerados por elétrons normais, e o ultimo termo é a interacdo desses

campos com a magnetizagdo da amostra, M = —H  (efeito Meissner).

Integrando a equacdo (3.33) no volume para encontrar a energia efetiva, tem-se

G, =G +Hj a|y/|2+9|y/|4+iﬁﬁl//—26,&y/2+y H—z—,ul:|~|:| d’r. (3.34)
oo 2" am|i 2

\Y

O objetivo é realizar o cdlculo variacional da equacdo (3.34), para encontrar os parametros que

minimizem a energia. Para uma fungdo de varias varidveis f = f (X, Y, Z,...),
of of
df =—dx+—dy+...
OX oy

e df deve se anular em um ponto extremo (XO, Yo Zo,...). Para isso, suas derivadas parciais

devem se anular individualmente neste ponto,

a.':(XO’>/0”"):af(xo’yo’.'.):~-'zo
OX oy '

—

Estipulando que GS dependa de ¥/, l//* e A:

G,y (F)w” (F), AF)|= G|y (F)+ sy (7). (F)+ s (F), AF) + AT )|

~Gu O A= [[] e o+ By 4 e oa )

*
Agora é necessario investigar cada derivada individualmente. No caso de ¥/ e ¥/ s0 é preciso

investigar um dos parametros, pois o outro sai de maneira analoga. Assim,
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” d%{aw&f + bl//|l//|25l//* + %(ih@é‘w* - Ze,&é'y/*)- (— ih@y/ — ZeAy/)} =0.
\
Fazendo uma mudanca de variavel, F = (— iAV iy — 2eA l//):
o,.G =III d3F|:al//5w* +bl//|l//|2é‘1//* +i—h§é‘l//* -F _z2e A- ﬁé‘l//*:|.
MR/ 4m 4m

Utilizando a identidade vetorial %61#* F=V- (51//*|E)— 5(//*6 -F,

ﬂ d r[[al//+bl//|l//| ——v F—j—eA Fj&/f +%v (6" ﬁ)}:o.

O teorema da divergéncia diz que ”] AV (51//*|E)d °F = ﬁ 5l/l*|f -ds,
Vv S

1 - — ~ = * ih * =
d%F| ay +byly| +—(-inV —2eA)-F |6y " + f — s "F -AdS =0.
jl [Vf vy 4m( ) }l/l jé_hmw
Cada integral deve ser nula individualmente, portanto:

ay + bw|1//|2 + %(— AV — 281&)21// =0, (3.35)

(— AV iy — ZeAy/)- A=0. (3.36)

A equacdo (3.35) é andloga a equacdo de Schrodinger, mas com um termo ndo linear, pois existe

2
um termo que depende de |l//| . A equacgdo (3.36) por enquanto s6 da uma pista de que ndo ha

fugas de corrente da superficie do supercondutor, pois pela equacdo de London, J oc A.

Fazendo a variacdoem A,

0;G, =0,

As
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1 ( 2eihy VW+2€I7ZWVW —8e2A|w| )

=0,
LU +—(V>< A) (Vx&&)—i%xé)&-Ho
Ho Ko
'Md%{ (1//Vy/ y/Vt//)——Alw|}5A+ﬂi(VxA L,H )Vxé‘A} 0.
0
Utilizando a identidade vetorial V - (U < \7) =V -VxU—0-VxV
{ih (l//VW 1//V§//)—2—2A|1//| } 5A+i§-(§,&x A—ﬂO5AX I:|)
d°F 2m Hy
H-[ +—5A (VxVxA 1,V x H, ) =0
Hy

Fazendo uso mais uma vez do teorema da divergéncia,

.Ujdsl_;{[izh—;(l//§l//* —l//*ﬁl//)—%ez,&h//f +i§x§x A—V x I:IO]@E\}

+ﬁ,u_o[(VXA H, )xé‘;&]flds =0-

Como anteriormente, cada integral se anula independente da outra. A integral de superficie ndo

diz nada de relevante, a ndo ser que talvez as correntes supercondutoras sejam estacionarias, pois

uma variacdo em A na superficie equivale a variacdo de J , que é nula. Mas a integral de volume

diz que

*—»)29

w[’A=0. (337)
m

Tendo em mente que

!
X
>
|
W



e B estd associado ao campo das correntes de elétrons normais,
VxB=y,J,,

e VxH, = J;, que éacorrente total, devido ao campo externo. Entdo, tem-se:

w|"A=0.

J, —J +§—::(Wt//*—l//*§l//)— 222

Sendo a corrente total uma mistura de corrente normal e corrente supercondutora,

— —

‘]T = ‘]n +js: (3.38)

entdo,

3, = Sy -y V) 2e” | A.

= (3.39)
2m m
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A densidade de corrente supercondutora é a densidade de corrente quantica de uma particula de

carga 2e e massa 2m em um campo magnético, como deveria ser, ja que a particula em questdo é

um par de Cooper. Se a interpretacao do parametro de ordem for verdadeira, nada impede que a

“densidade de probabilidade” seja o numero de elétrons no estado supercondutor por unidade de

volume, como geralmente é interpretada a fungdo de onda efetiva,

—n*="5 (349
> G

v o= se'’  (3.41)

Aplicando na equagéo (3.39)
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. 2
J. = ﬁ&(eievefia _efigveiH)_zi& A,
2m 2 m 2
. 2
g, ehn, (g ) ne 5
2m 2 m
n.e’ 1
Lembrando que = >
m LA
J, = Neng g A (3.42)
2m LA

E 0 mesmo resultado encontrado pela teoria de London, diferindo apenas de um termo gradiente
de um escalar, e que foi comentado anteriormente como simples escolha de calibre na teoria de
London. Porém aqui passa a ter um significado fisico real, embora discutivel, pois se trata da fase da
funcdo de onda do par de Cooper, e a fase em si ndo tem significado fisico certo na prdépria teoria
quantica. Mas é certo que pela teoria de London jamais se poderia ter previsto esse termo, até

porque é uma teoria classica.

3.4 — Flutuacoes: supercondutividade acima de Tc.

O modelo de Ginzburg-Landau é uma teoria de campo médio, isso significa que ndo leva em
consideracgdo as flutuacGes térmicas. Tais flutuagbes podem induzir efeitos de supercondutividade

em temperaturas acima da critica, ja que varia¢des de ¥/ para ¥ + O/ podem aumentar a

energia livre em quantidades na ordem de kBT , onde kB € a constante de Boltzmann, com

-G
probabilidade € ABT . Uma analise desse comportamento pode ser feita examinando a equagao

(3.35) com campo magnético nulo e calibre A=0.

2

A Vo +a(ly + bly |y =0
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2

O termo tem dimens3o de [comprimento]?. Dai define-se

hZ
4ma

& = o (T-T.)" (3.43).

Onde §0 € o comprimento de coeréncia (o indice subscrito é para diferenciar do comprimento

de correlagdo). Fisicamente ele representa a distancia da superficie do supercondutor ao seu interior

de modo que o parametro de ordem fique cada vez mais préximo do valor que minimiza a energia

livre ¥/, , como mostrado na figura 3.1.

Yo
/ [
v b,
R
-
T

Figura 3.1: Parametro de ordem de um supercondutor préximo a superficie [32].

Uma estimativa das flutuacdes pode ser feita considerando um pequeno volume V no
supercondutor, com didmetro muito menor que o comprimento de coeréncia, de modo que se pode

considerar ¥/ constante por todo o volume. A energia livre no estado normal é reescrita a partir de

(3.27)

g, =aly|" + by
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Sabe-se que nesse estado @ > 0 e Y, = O e as flutuagdes aparecem na segunda ordem da

expansdode g,

_ 1 6%g > kgT
. —— n 5 ~ B
(90— 8u) =3 e WO( w) ==
2
Com g; =2a
oy~ |,
kT K, T
Sy ) ~ = B 44).
@) av  a,(T-T, Vv 344

2
Se |l//| é interpretado como o numero de superelétrons, o resultado de (3.44) é uma fragdo de

elétrons que entram no estado supercondutor acima da temperatura critica. No estado
supercondutor tais flutuacGes sdo irrelevantes, mas no estado normal elas sdo responsdveis por

efeitos supercondutivos, como ilhas (ou bolhas) supercondutoras que surgem no material.

Para entender como essas ilhas influem na condutividade do material, é preciso estender o
dominio das flutuagdes para volumes de tamanho maior que &, onde Y n3o pode ser tratado
como uma constante ao longo da amostra. Isso é feito considerando o interior da amostra com
temperatura bem acima de T, para que os efeitos do termo quartico da energia livre na equagdo

(3.33) sejam desprezados. Considera-se também a auséncia de campos magnéticos.

2
(3.45).

h* |V
g a5

Como a > 0, ambos os termos s3o positivos e a energia livre é maior que a do estado normal

para i #= O . A equagdo linearizada de Ginzburg-Landau (sem o termo qudrtico) fica
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dma 1
—Viy =— e (3.46).
0]

Esse é basicamente a equagdo da onda livre, que pode ser expandida em séries de Fourrier
w(F)=> we "  (347).
K

Substituindo (3.47) na equacdo da energia livre e levando em conta a independéncia linear dos

termos da série

21,2
In =Z[a+ hk ]‘l//,;‘z (3.48).

c 4m

Integrando a energia no volume ela sera estimada pelo valor de KT

<‘W«‘2> _ kT _ kT (3.49).
K a+h2k2/4m all+k2&2)

Esse valor pode ser interpretado como o nimero de portadores de carga supercondutores que

pertencem a um volume do espaco K de 47k ?dk . O ntimero total de portadores de carga seria a

1

soma em todos os nimeros de onda até um valor de corte K =~ ———, que é onde a teoria de
»(0)

Ginzgurg-Landau tem validade.

Com isso em maos é possivel calcular a contribuicdo das ilhas de flutuagdo na condutividade do

material, fazendo uma analogia com a equag¢do do modelo de Drude (3.10)

(3.50).

e)’ ‘WE‘Z Tk
INCOS NN

|; 2
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21,2
Aqui T, € o tempo de relaxamento para o estado de energia o dado pela equacgao de
m

Ginzburg-Landau dependente do tempo [36-41]

—=——1-&5V T>T, 3.51).
at To( 50 )V c ( )

7th ik-r

Onde 7, = —————~ . Resolvendo para = Ae
° T Bk (T —T,) para ¥

T

=—20 _  (3.52).
7y 1+k2§02 (3.52)

Um calculo preliminar pode ser feito substituindo-se (3.49) e (3.52) em (3.50), e aproximando a

L. . 31, .. .
somatdria por uma integral em d °K . Para este trabalho o caso mais importante é o 2D, uma placa

27kdk

de espessura d << &, e o fator de densidade de estados fica d Kk — W
T

|

o :(2e)2 4m ro Ko TEZ 7h 1 27K 5
"o2m B o 14 k*E2 8k, (T —T,)1+k*E2 (27)°d

e’ T
C2nd \ T —T,

Resolvendo a integral,

2
j k"fg ~dk
0 1+ K=&

2
o, = © [ T j (3.53).
Ard \ T —T,

O resultado acima estd quatro vezes maior que o valor exato, que foi calculado por Aslamov e

Larkin [42] e estd em excelente concordancia com medidas de Glover [43].

o = e T (3.54)
" 16ad \ T —T, .
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Desse resultado é importante ressaltar a dependéncia da condutividade com a temperatura por

T
[T T é vdlido apenas no caso bidimensional, sendo essa dependéncia dada de maneira geral
e

T _(4—(%
o~ .
P! (T T, ]

3.5 — Anisotropia em supercondutores do tipo |l

Até 1957, os supercondutores eram descritos por duas caracteristicas principais: resistividade
zero e efeito Meissner. O efeito Meissner se caracteriza especialemente pela espelhamento do
campo magnético, que nado sé blinda o campo magnético externo (até um determinado limite,
conhecido como campo critico) que tenta adentrar o supercondutor, mas também desfaz a
magnetizacdo que por ventura o material tenha antes de entrar no estado de superconducdo. Isso se
da devido ao baixo comprimento de penetragdo do campo magnético dado em (3.15), que é menor

gue o comprimento de coeréncia em (3.43)

Abrikosov [44] especulou como seria um supercondutor, em que o comprimento de coeréncia
fosse menor que o de penetragdo, &, < A, e ele mostrou que um campo magnético externo pode
penetrar no supercondutor através de vértices, como mostrado na figura 3.2, com um campo acima
de um dado valor H.q. Ha ainda outro valor de campo critico, H.;, em que a patir dele a

supercondutividade é destruida.
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1/

/IN /1N

Figura 3.2: Vértices no supercondutor tipo Il [45].

Os materiais que possuem tais caracteristicas sdo denominados supercondutores do tipo Il, sdo
em geral materiais feitos de ligas metalicas ou ceramica (grdos de peroviskita), diferente dos do tipo |
gue sdo geralmente metais puros. Mas a diferenca principal estd no fato de haver no tipo Il um
estado intermedidrio entre o estado normal e o diamagnetismo perfeito (efeito Meissner), que
ocorre quando ha um campo magnético externo H.; < H < H,, (figura 3.3). Nesse estado, o campo
penetra em alguns pontos da amostra, acontecendo o que se chama de pinning, as linhas de campo
estdo presas a esses pontos e a corrente supercondutora forma uma espécie de redemoinho ao

redor das linhas, causando os vortices.

Type I Type II

M Hey Hey

e 1 ]

M

Y

Figura 3.3: Diagrama de magnetizagdo x campo para os supercondutores dos tipos | (Onde o efeito Meissner atua
deixando-o um diamagnético perfeito, até o valor de campo critico) e Il (onde o supercondutor esta no efeito Meissner até
o primeiro campo critico, depois passa para o estado descrito pro Abrikosov e deixa de ser supercondutor depois do
segundo campo critico) [45].
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A caracteristica em comum que existe em todas as ceramicas supercondutoras sdo os planos de
2— . ;. .
cuprato (CUO2 ), gue cedem elétrons para os reservatérios de carga, como mostrado na figura 3.4

para o caso do CaCu0,. S3o nos planos onde ocorre a supercondutividade. Para se ter uma idéia
disso é importante considerar a anisotropia que a supercorrente sofre, comparando as massas

efetivas do elétron paralelo ao plano com a do elétron perpendicular a ele [33, 45].

_ m,,
y=_[— (3.55).
mL

Pelas equagdes (3.15) e (3.43), a anisotropia ¥ pode ser reescrita:

A
y="1" = Sor (3.56).
/’i’L 0L

Em termos do comprimento de coeréncia, uma grande anisotropia implica num comprimento de
coeréncia perpendicular ao plano de cuprato pequeno. Se esse comprimento é menor que a
distancia entre os planos, significa que ndo ha influéncia de supercondutividade saindo do plano e a
supercorrente percorre as superficie das placas, fazendo a supercondutividade ter um carater
bidimensional. Lawrence e Donniach [46] demonstraram que ha uma temperatura a partir da qual a
supercondutividade em 2D se torna 3D, e para muitos compostos [45], essa temperatura difere em

apenas alguns décimos da temperatura critica.

Para este trabalho, s6 a supercondutividade em duas dimensdes sera relevante.
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. Superconducting block

Figura 3.4: Esquema das estrutura de camadas do cuprato supercondutor [45].
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4 — Percolacao em bolhas supercondutoras na fase do

pseudogap em ceramicas (Hg,Re)-1223.

4.1 — Descricao do problema

Um dos desafios a se resolver na fisica de supercondutores de alta temperatura critica é
entender plenamente a fase de pseudogap [47], que se encontra na faixa de temperatura

entre a critica e uma temperatura de pseudogap T *, acimade T,.

A altas temperaturas, a resistividade p(T) tem um comportamento linear, até chegar a
T *, onde comeca a decair abaixo da linearidade. Sabe-se que a temperatura do pseudogap
é proporcional a dopagem quimica do material supercondutor, uma vez que a dopagem
altera o nox dos planos de cuprato, onde de fato ocorre a supercondutividade. O objetivo
deste trabalho ndo é determinar uma forma de calculo para T *, que sabe-se ndo ter
concordancia quanto ao seu valor de acordo com alguns trabalhos publicados [48-52], mas
sim explanar fenomenologicamente o mecanismo por tras desse comportamento tao

peculiar, para um dado T * [53].

Neste trabalho acreditamos que hd o inicio de formacdo de “ilhas” supercondutoras nos
planos de crupato acima da temperatura critica. Tais ilhas surgem como flutuacdes instaveis,
que duram uma fracdo minima de tempo. A medida que a temperatura cai, as ilhas
supercondutoras aparecem cada vez maiores e duram mais tempo. Eventualmente, as ilhas
se encontram e algumas fazem um overlap entre si, criando-se assim um caminho
supercondutor que concorre com o caminho da corrente que passa pela parte nao

supercondutora do material, fazendo uma coexisténcia de fases. A partir da temperatura do
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pseudogap, T *, ocorre um cluster incipiente com os overlaps dessas ilhas que permite a
passagem de uma fraca corrente supercondutora, analoga a situacdo da desordem forte
para uma rede bidimensional quadrada de resistores explicitada no capitulo 2. E importante
frisar que esse modelo se restringe ao regime de duas dimensdes, e portanto ndo se
considera a interacdo entre os planos, e conseqlientemente a percolacdo em 3D, como em

outros trabalhos [54].

Focamos no supercondutor do tipo (Hg,Re) — 1223, que sdo supercondutores ceramicos
com temperatura critica de T, =133K e temperatura do pseudogap estimada em
T*=154K . Todo o modelo aqui tratado é bidimensional, portanto, sua analise ndo se dard
até a temperatura critica, mas sera feita até a temperatura de Lawrence-Doniach, em torno
de 140K, para evitar o overlap de planos e a mudanca para uma rede percolativa em trés

dimensoes.

4.2 — Modelo de percolacao em flutuacoes.

Em T >T *, a condutividade do material é normal e dada pela lei de Drude (3.10).

Com 7 sendo o tempo de intervalo entre colisdes. 7 tem dependéncia com a

temperatura.

r~T7  (4.1).

Quando o cluster incipiente é criado em T * aparece a condutividade das flutuagdes o,

queem 2D é
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o = e’ T
" 16rd (T-T,)

(4.2).

Onde d é a espessura do plano. Em duas dimensdes, o, escala com o inverso de

(T —T,), diferente do caso tridimensional, onde o, ~ (T =T, )% Quanto mais a

temperatura cai, mais as ilhas se convoluem até chegar a fase supercondutora completa.
Na temperatura do pseudogap as fases normal e supercondutora coexistem e a

condutancia do sistema fica como um todo

oA
G=G, +G, ="IHA+I;* (4.3).

n

A secdo de area é igual para todas, mas o caminho da corrente supercondutora depende
da temperatura. Se o sistema se encontra proximo a temperatura do pseudogap, a corrente
supercondutora percolara através do cluster de bolhas convoluidas. Nesse regime, podemos
dizer que a apari¢ao e permanéncia das bolhas é mais caética, ou como dito em [11], um

comportamento de desordem forte.

Quando T se aproxima de T., a maior parte das bolhas estd conectada, e o estado

¢
supercondutor fica dominante em relacdo ao estado normal. Esse € o comportamento de
desordem fraca. O comportamento de desordem fraca pode ser entendido como um estado
intermediario entre a desordem forte e o comeco das interacdes interplanares. A transicdo
entre as desordens forte e fraca é tdo suave que nao ha uma diferenca significativa entre

esses estados. O fator de desordem é associado ao parametro a, que é associado a

resisténcia elétrica da seguinte forma.

R=e* (4.4).
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Onde 0< p <1 é a proporgdo de overlaps entre bolhas na rede. Quanto maior o valor de

a maior é a resisténcia da rede e mais forte é a desordem.

O caminho da corrente também é influenciado pela desordem através da variavel
u =%V , com L sendo o tamanho linear da rede e v o expoente de conectividade da

percolagao.

d

L% L
Ao, +o,L)
Lgdop[—l
A(O'nfdop[’l + 0y )’

u<x<l
(4.5).
u>>1

Onde & ~ (p— P, )7V é o comprimento de correlagcdo da percolacao. Na desordem fraca,

& ~a” e ocomportamento da desordem se da na pratica quando L <<¢ (forte) e L>>¢

(fraca).

Na desordem forte, ao se somarem os termos das condutividades no denominador, fica

evidente a dependéncia de R~ (T(T'Ij}) . Sendo a Constante um
Const, x\' ¢ % + Const,T

relativa a condutividade normal, ela é muito maior que a Constante Dois, relativa a
condutividade supercondutora, como se verd a seguir. Com Const, >> Const,, a resisténcia

assume um carater préximo do linear em relagdo a temperatura.
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Na desordem fraca, pela relagdo que R passa a ter com £, e indiretamente com p, é
preciso explicitar a relagdo p= p(T). Um argumento plausivel para justificar tal

dependéncia é analogo ao de Wu [8], para o caso da rede de resistores, e Strelniker [12],

para o caso das flutua¢gdes da magnetorresisténcia.

O argumento principal é que quando se corta um resistor do caminho onde a corrente é
maxima, a corrente elétrica deverd se redistribuir por todos os resistores da rede. A

resisténcia de corte seriaa R_,. e, para o caso das flutuagdes supercondutoras, ela ocorre na

cut

temperatura do pseudogap.

R(T*)=R,, (4.6).

cut

Aqui assume-se que a resisténcia ainda estd no regime de desordem forte, portanto,

pode-se por conveniéncia fazer R~T.

Antes do corte, a resisténcia é dada prevalentemente pela do estreito caminho de
maxima corrente, R ~e®™. Apds o corte, a corrente se reorganiza e toma um novo caminho

otimizado, dado por R, ~ €®. Relacionando ambos,

R

Logo,

RT*)~ R )PP =  ealrn) - ;

* -V
&~ {In[%ﬂ ,entdo R na desordem fraca fica
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Onde F(T ) oy =122 e v =42,

Const, (T;T°) [INT *~InT]***+ Const, T

O grafico da resistividade (p:R%) pela temperatura assume uma caracteristica

préxima a linearidade.

4.3 — Comparacao com dados experimentais.

A temperatura do pseudogap marca a transicdo do estado completamente normal para
um estado normal de desordem forte, mas ndo ha uma temperatura especifica que marque
a transicdo da desordem forte para a fraca, pois esta é uma transicdo muito suave. Para fins
de calculos e comparacoes, estimar uma temperatura de transicdo entre as desordens se faz
necessario. Observa-se, pela formula (4.5), que a mudanca é continua (embora ndo se pode

dizer que é derivavel), ou seja,sedaem S~ L.

Em Passos et al. [53] amostras supercondutoras foram cortadas de modo que L =7,0mm

. Como ndo hd informacdo sobre a unidade do comprimento de correlagdo, por conveniéncia
T
estabelece-se que & tem o valor numérico de 70, considerando que & ~|Inf — , e

T

aplicando os valoresde T * e v

704:|n1$—4 — T =147,7K
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Assume-se que temperaturas acima de 148K até 160K o sistema esteja na desordem forte

e abaixo na desordem fraca até a temperatura critica.

E necessario também determinar as constantes 1 e 2. A constante 2 tem origem na

2
e
equacdo (4.2) sendo const, = To7d

e d o espacamento dos planos de CuO. De acordo com

a referéncia [53], d ~100nm. Fazendo os célculos com as constantes fundamentais.

const, =152,381(chm-m)™

. - o 1
A constante 1 é encontrada fazendo-se a regressao linear da condutividade por T na fase

K
ohm-m’

normal. Seu valor estimado é const, = 8,50x10°

Com esses dados em maos o algoritmo que relaciona resistividade e tempratura se

manifesta a seguir

T >160K
const;
T
L™ (T T
- ( dC)(T -T.) 160k <T <154k
const,LT +const, L™ ¢ % ==
—v(dom—l)
*
CESIA
] 154K <T <139K
T-T, T* ™
const,T + const, In| —
T T

O grafico a seguir foi efetuado na planilha do Microsoft Office Excel 2007.
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Figura 4.1: Relagdo entre resistividade e temperatura fornecida pela equacgéo (4.9).
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Os dados a seguir sdo medicdes experimentais realizadas no laboratério PRESLAB — UFES.

A comparacao entre os dados tedricos e experimentais fica evidente na figura abaixo.

Resistivity {Ohm x m)

Temperature {K)

T
120 140 180 180 =00 220

Figura 4.2: Comparacdo entre dados experimentais (curva continua preta) e estimativa tedrica (linha pontilhada vermelha).
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5 — Supercondutor (Hg,Re) — 1223 nao homogéneo.

5.1 — Mistura de fases.

Supercondutores de alta temperatura critica possuem diversas caracteristicas pouco
convencionais e as apresentam desde sua descoberta em 1986 [3]. Se trata geralmente de
supercondutores feito de materiais isolantes (ceramica), o que por si s6 ja é um
contrassenso. Além do fato de que a teoria BCS ndao consegue explicar a existéncia de
supercondutividade nesses materiais, pois ela se restringe a supercondutores de
temperatura até 30K [55], ou supercondutores do tipo I. Dentre as vdrias caracteristicas
pitorescas dos supercondutores ceramicos (ou do tipo Il), ou mais especificamente no caso
desse trabalho, supercondutores a base de mercurio, muitas delas estdo associadas a
dopagem desses materiais. O fendmeno observado na fase de pseudogap é uma delas, pois
a temperatura de pseudogap depende linearmente da dopagem de Rénio que se faz no
material. A dopagem de Rénio também causa a separacdo de fase, ou estado inomogéneo

[56], onde existe distingdo de fases supercondutoras na ceramica HgBa,Ca,Cu,O,,,; e

Hg, Re, , Ba,Ca,Cu,0,, ;.

Em 1993 Putilin et al [57] sintetizaram os primeiros compostos da familia

HgBa,Ca, ,Cu,O,, ,.s, conhecidos também por Hg-12(n-1)n. Em seu trabalho
especificamente, Putilin estudou o Hg-1201 (HgBa,CuO,,,;) que apresentou T, =94K . A

partir dai, novos cupratos dessa série foram desenvolvidos a partir de uma exaustiva

investigacdo pelos grupos de pesquisa.
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A figura 5.1 mostra uma estrutura tipica da série HgBa,Ca, ,Cu,O,, ,.;comn=1,2,3

e 4, com suas respectivas temperaturas criticas.

© 0
I
®
® ca
@ Ba

97 K 127 K 134 K 128 K

Figura 5.1: Estrutura cristalina da familia Hg-12(n-1)n, para n=1, 2, 3 e 4.

A dopagem de rénio em supercondutores de mercurio é feita para evitar a perda das
propriedades supercondutoras devido ao CO, [58, 59]. Ambas as amostras, dopadas e ndo
dopadas, exibem a mesma simetria cristalina. Porém foi observado através de experiéncias
com difracdo de raio x [60, 61] uma fase supercondutora de Hg-1223 coexistindo com a fase
de Hg,Re-1223 (figura 5.2). Ndo ha diferenciacdo das fases numa amostra com tamanho de
grao muito grande, acima de 1xm, porém ao se esmagar a amostra para tamanho de grdo

em torno de 600nm, depositada em um filme isolante com espagcamento médio de 1xm
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entre as particulas, as suscetibilidade magnética no filme, em AC, teve temperaturas criticas

de T, =133K e T, =98K (figura 5.3). Foi interpretado que sempre que um supercondutor

com tamanho de grao grande é esmagado, a resposta magnética é dividida em duas.

12000
w000 S Sample Hg,Re-1223
2
] A=117T70 A
8000 S
"'('ﬁl“ 4
2 oo
=
= _
o
= 4000
2000 -
04 ‘-_._____]_'L_w__l‘._,_.!'.L,. 'L'*J-J-L.I-u..-]-lr'u I ..._i|-.d|._|.|.x |-.|.LJ..LJ-J|IMIJJ..L_.._I,_»IJA_’N,LI.LA_'\_‘JJ PN 7T
T T T T T T T T T 1

T
0 20 40 60 80 100
28

Figura 5.2: Padr&es de difracdo de raio-x para amostras de (Hg,Re)-1223.

Tal comportamento ndo é explicado através de uma abordagem mais difusiva, como no
caso do pseudogap, em que a formacdo de uma supercorrente se daria em um cluster
incipiente de flutuacdes, e portanto o problema da mistura de fases ndo pode ser atacado
usando a percolacdo. Porém ha evidéncias [62] de que o acoplamento Josephson formado
entre grdos vizinhos pode formar uma resisténcia elétrica com caracteristicas similares a da

resisténcia de corte R, .
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Figura 5.3: Detalhe do pico de difragdo do Hg,Re-1223.

Nao existindo um modelo percolativo que possa descrever satisfatoriamente as
propriedades da mistura de fase intrinseca do supercondutor Hg,Re-1223, resta desenvolver
essa questdao por um viés mais energético, o que se faz tradicionalmente pelo método de
Ginzburg-Landau aplicado a um campo médio, denotando casa fase por um campo escalar

complexo.

5.2 — Energia de Gibbs

A variacdo molar da energia livre de Gibbs é fornecida pela equacdo (3.27) e pode ser

reescrita a seguir

Ag =ay *y+bly <y ) gy
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Com seu minimo de energia dado por 1//0:—%. Considerando cada fase do

supercondutor (Hg-1223 + Hg,Re-1223) como uma mistura de liquidos, para grandes
tamanhos de graos a amostra tem apenas um minimo de energia em (5.1). Mas ap0s triturar

a amostra a resposta magnética se divide em duas magnitudes.

Esse comportamento peculiar dos grdos triturados sugere uma extensdo na expressao de
Gibbs, que pode ser feita introduzindo um par de escalares complexos, representando cada

fase individualmente. Esses escalares sdo y, e y,, que representam as fases Hg-1223 e

Hg,Re-1223, respectivamente, e eles interagem entre si por um campo y =y, +iy,.

Fazendo a mudancga em (5.1)

Ag=ay*y+b(y=yf (5.2)
Como cada fase tem uma temperatura critica diferente, é razodvel pensar que a energia
possa ser representada por termos de massas diferentes a, (T) [63, 64].
Ag = (ayy, +iagy, ) * (A, +iaw,)+bly xw)  (5.3).
Reorganizando

2

a ia,a
Ag=(y,* v, *)( N 122][%J (5.4).
—-iaa, a, \v,
Essa expressao pode ser reescrita de outra forma

oot nf o aeslio, (1) oy

- ialaz €Xp [_ i(t92 - 01 )] a, m,

Onde v, =17,e0(i0,) e w, =1, exp(i6,).
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Nota-se que os autovalores da matriz quadrada sdao O e al2 +a§. Logo a condensagao
nesse esquema apresenta a contribuicdo dos dois fluidos. Até aqui ndo houve diferenca
entre essa descricdo matemadtica e o modelo de Ginzburg-Landau, e portanto, isso também
implica na nao diferencia¢do da condensacdo de um ou dois superfluidos. O que mostra essa
diferenca é a separacdo das respostas magnéticas quando a amostra tem graos de tamanho

médio de 600nm e separac¢do de 1000nm entre as particulas.

5.3 - Energia de Gibbs estendida e as duas fases.

Considerando o caso em que os graos estdo separados e, portanto, ndo hd tunelamento

Josephson, fazendo a expressao (5.4) ter a forma:

20
Ag = ([//1 * y, *{a(;)l aZJ(Z:l] (5.6).
2 2

A pastilha supercondutora, apds ser pulverizada, foi colocada em um susceptémetro, e
medidas de sua susceptibilidade foram feitas, como mostrado na figura 5.4. Na figura 5.5 ha

um padrado qualitativo que explana o que ocorre na amostra em pé e na forma de pastilha.

A figura 5.4 mostra duas temperaturas de condensacdo: 133K e 98K. O grafico mostra
gue, com a hipétese de que ha dois superfluidos com diferentes gaps de energia, as
respostas magnéticas se iniciam nas duas temperaturas. E possivel assim, pela

descontinuidades na derivada da susceptibilidade magnética em relacdo a
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Figura 5.4: Susceptibilidade magnética em AC como fungdo da temperatura para diferentes granulosidades.

temperatura, calcular as temperaturas criticas associadas com a condensacdo dos dois

fluidos. As respectivas energias de condensagdo (EC) sao

3 a,
Ecl=b—2' ECZ :b_z-

Usando os valores experimentais de temperatura critica é possivel calcular a energia de

condensagdo para cada fase, as saber E, =1146,061x10°eV e E_ =988,617x10°eV,

4
com a taxa de E% = EV =116.
c2 az
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Figura 5.5: Modelo fenomenoldgico proposto para duas fases do superfluido apresentado nas amostras ceramicas de
Hg,Re-1223.
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6 - Conclusao

Desde sua descoberta, os supercondutores ceramicos, especialmente os a base de
mercurio, tem apresentado propriedades muito peculiares, que fogem completamente do
escopo de previsdes da teoria BCS. A teoria de campo médio de Ginzburg-Landau, apesar de
fenomenoldgica, tem sido de grande valia no entendimento dos mecanismos das tais

propriedades, tanto estatisticamente como conceitualmente.

Este trabalho se propds a atacar o problema da queda de linearidade do pseudogap
utilizando fundamentos estatisticos da percolacdo, que dispensa a abordagem energética de
GL. Alia-se isso ao conceito de que flutuacdes do estado de superconducdo influem na

resistividade média da rede e obtém-se uma boa fiabilidade entre teoria e experimento.

Outra propriedade abordada aqui foi a dupla fase dos supercondutores granulares, que
embora ndo tenha uma verificacdo quantitativa com a teoria da percolacdo de flutuacdes,
ela apresenta grande similaridade com alguns conceitos particulares derivados, como a

resisténcia de corte.

Para trabalhos futuros, pretende-se fazer a devida verificacdo quantitativa e mais
gualitativa da mistura de fase dos grdos supercondutores pela abordagem percolativa, e
para o caso das flutuacdes, um estudo mais voltado para o tempo de duracdo das bolhas, o

gue envolve um aparato de mecanica quantica mais aprofundado.
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Apéndice

Este apéndice é uma compilagdo de estudos realizados relacionando a estatistica da
percolacdo com algumas fungdes de distribuicdo. Tal estudo ndo estd completo, por isso estd
aqui apresentado apenas como adendo.

A - Variaveis aleatodrias discretas e continuas; Distribuicao
de probabilidade

A.1 - A distribuicao binomial

Nesse tipo de distribuicdo é desejado calcular a probabilidade em se ter um determinado
numero de sucessos em uma quantidade definida de tentativas. Aqui a varidvel aleatéria é o

numero de sucessos. Cada sucesso tem uma probabilidade igual a pde ocorrer e,
conseqlientemente, uma probabilidade 1— pde haver fracasso. Hd de se considerar

também as diferentes maneiras de se ocorrer X sucessos em n tentativas. Por exemplo: em
oito arremessos de uma moeda, obtém-se trés coroas. De quantas formas pode-se distribuir
trés coroas em oito arremessos de moedas? E necessério fazer a combinacdo de oito trés a

trés, ou seja,

8!
Cs,a =TS A
(8-23)13!

Com isso, monta-se a fungao de distribuicdo binomial.

f,(x)=C,,p*@-p)"™" (A1)

Esse tipo de distribuicdo é chamada de binomial devido a funcdo ser um termo do

polindmio de um bindmio elevado ao grau n.

(a+b)n :ZCn,xaxbn_x (A.2)
x=0
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n
Fazendo a=p e b=1-p, encontra-se 1= ZCM p*(L—p)"™, que é justamente a
x=0

somatoria de todas as probabilidades possiveis. Logo se verifica que

n f.(x)=1 (A3)

x=0

A.2 - Média e variancia

A distribuicdo f(X) serve para encontrar, se discreta, a probabilidade de ocorrer um
valor de X especifico e, se continua, a probabilidade de ocorrer um evento dentro de um

intervalo [Xi,xf J E conveniente trabalhar, em ensemble estatistico que obedece a uma

determinada fung¢do de probabilidade, com valores esperados e com suas discrepancias.

Para isso calcula-se a média amostral:
u=E(x)=>xf(x) (A4)

E a variancia:

o? =V(x)=> (x—u) f(x) (A.5)

X

A média representa o valor esperado do resultado que a varidvel de tomar apds uma
medida. Por exemplo, se dez moedas forem lancadas, supondo que ndo sejam viciadas, o
resultado esperado é que caiam cinco caras e cinco coroas, pois basicamente é o que tem
mais chance de acontecer. Porém nada impede que caiam seis caras e quatro coroas, ou
sete coroas e trés caras, mas quanto mais vezes as dez moedas forem jogadas, mais vezes se

repetira o resultado esperado, seguido de perto por resultados menos discrepantes (seis
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caras e quatro coroas, por exemplo), e menos ocorrera resultados muito distantes da média.

Os mais raros serdao os eventos em que caem dez caras ou dez coroas.

No caso da distribui¢ao binomial, se um evento tem p chances de acontecer, e sdao dadas
N tentativas, é logico se pensar que a média de acertos é de np. Ha de se provar isso. Uma

maneira facil de ver isso colocando o nimero de sucessos em fungao de outra varidvel.

X = zn:xk
k=1

c « 1, k = acerto
°M % 710,k = erro

A média para essa variavel fica

=}

E(x)= E(ixkazzn:xk f(x):Zn:Zxk f(x)=> E(x,)

x k=1 k=1 x k=1

Como a variavel k é muda, pode-se inverter as somatdrias. Assim

H=2.P=np (A6)
k=1

O mesmo calculo pode ser feito para a variancia.

V(x)=@-p)p+0-pFl-p) = V(x)=@-pNp-p’+p’)=pl-p)

n n
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o’ =np(l-p) (A7)

A distribuicdo binomial pode convergir para outras funcdes de distribuicdo de
probabilidade, das quais as duas principais sdo a de Poisson (semi-continua) e a Gaussiana

(continua). As condig¢Bes para essas transformacgdes vem a seguir.

A.3 - A distribuicao de Poisson

Suponha que a probabilidade de algum evento isolado ocorra ndo seja mais constante,
mas sim atrelado ao numero de tentativas dadas, de modo que a média da distribuicdo

binomial fique constante, 1 =np =const, e que o numero de tentativas fosse muito grande,

podendo assim se considerar N — co. Reescrevendo a distribuicdao binomial,

f.(x)= (Z]px(l— p)" = (L p*@-p)"™* (A8)

n—x)xl
Recorrendo a férmula de Stirling: n!~ n"e™" /27N para n — .

E fazendo p = H
n

0 (e ) (5)

T (n=x)"e ) 2m(— X

mn p X P n-x
f (x)~ n)Tn
n(x) nm—X(l_%)n_XeX,ll—%X!(nj (1 n)

nx IL[X IL[ n l[,[ —X
f (x)~ _H) (M
) A—x%)@-x)"e*\1-% nxx!(l nj (1 nj
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@-%)"J1-% 51 = n—oow,mas (1-%) —>e*

X

g XgmH
0= 1,00 =25 ()-22" as)

A equacdo (A.9) é a distribuicdo de Poisson.

A.4 - Gaussiana

A Gaussiana é a principal funcdo de distribuicdo estudada na estatistica, descrevendo
praticamente todos os sistemas de equilibrio, sendo também conhecida como distribuicao
normal. Ela é uma distribuicdo continua e assim como a Poisson, ela também pode ser

derivada da binomial. As condi¢bes que levam a isso sdo descritas abaixo:

1-Por ser uma distribuicdo continua, ela requer uma grande quantidade de medidas de
uma amostra para melhor refinamento da fungdao com os dados plotados. Isso significa que,

assim como em Poisson, o numero de tentativas € muito grande, ou seja, N — .

2- Diferentemente de Poisson, ndo ha decrescimento na probabilidade individual de um
evento em detrimento do aumento do nimero de tentativas. Em geral, a probabilidade de
Bernoulli é constante. Em conseqiiéncia disso a média ndo tem um valor assintdtico, e cresce

de acordo com n.

3- O numero de acertos ndo se distancia muito da média, ja que para valores distantes
demais da média a funcdo cai para zero muito rapidamente. Sendo assim a aproximacao

suficientemente boa na regido x ~ u.

Substituindo a férmula de Stirling na equacao (8).
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n"e "y2zn < nox
fn (X) ~ n—x ,(n,x) X —X p (1_ p)
(n—x)""e ") J22n(1- %, )x e > 27x

A formula de Stirling também foi aplicada a X! devido as condi¢des 2 e 3. Resumindo

algumas contas a funcao geral fica

W) (2]
() (e (-5

17 _f1oqimP) _fpizhtive =(1+X_”pJ.
1%, 1%, 1%, n—x

Introduzindo a variavel & = x—np. Pela condicdo 1 e 3, & <<x,n.

f(x)= ﬁ(l—gjx(br %jnx

2
(-t
5 5 52
W1 s ey
5 &° 5 52 2 2
o [‘x‘zﬂ](‘)[i‘z(n—xfj e‘SZX ]
f(x)= ~  f(x)=
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5% (n—x}+o%x
2x(n-x)

"= iy

Relembrando que 6 = x—np, entdo x=95+np

n—x:n—5—np:n(1—p—§Jzn(l— p)

-ns?
ez(np+5)n(l—p)
f(x)

X)= , desprezando 6 em relacdo a np.
PrmpoNi-p) Foa

_52
2np(1-p)
f(x)= & (A10)
J2mp(- p)
O que leva a forma final da funcdo de Gauss,
—(x—p)?
202
f(x)= (A.11).
o

N3ao dificil de chegar a conclusdo que

E(x)= f;xf (xx=x (A12) e V(x)= rm(x —u) f(x)dx =o? (A.13).

A.5 - Distribuicoes geométrica e binomial negativa

Imagine que se deseja saber a probabilidade de se conseguir um acerto apds um
determinado numero de tentativas, ou seja, na n-ésima tentativa, consegue-se o primeiro
sucesso. O que significa que foi necessario passar por n—1 fracassos. Para esse tipo de

situagao utiliza-se um outro tipo de fungdo discreta, a fungao geométrica.
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f(x)=1-p)"p (A14).

Onde 1< X <oo. E bom observar que agora o nimero de tentativas é a variavel aleatéria

da funcdo de distribuicdo. Com um breve cdlculo de um somatério de uma P.G. infinita,

0
verifica-se se a funcdo é normalizada, isto é, se Z f(x)=1.
x=1

o0

Y pL-p) = pi(l— p) = p-% =1.

x=1 x=1

Encontrando a média e a variancia dessa distribuicdo.

=Sl o =0 L S0 p) = p S 2] ]

) x=0 dp p Y

U= (A.15)

ol = i(x ,U) {ile p _zﬂz 1 p +ﬂ2>;z::(l_p)x1}

X x=1

o0

=p2(x2—xX1—p)X —p g+ —prx 1)1-p)* - p)> x(x-1)1- p)*
x=2

x=1 X=!

d 2 a2 (1 2

—p)— p(1— —p(1-p)=

dpz X:O p)dp (pj p(. p)p3
52 = 2=p) (A.16).

2

A distribuicdo geométrica é necessdria para a explanacdo de outra distribuicdo mais
importante. Supondo que agora seja interessante obter um nlimero de sucesso maior que

um. Se dois sucessos forem requeridos, as tentativas se cessardo assim que o segundo
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sucesso for obtido, mas nada deixa claro quando o primeiro vai ocorrer. O primeiro sucesso
pode se dar em qualquer das outras X—1 tentativas anteriores, o que d4d uma funcdo de

probabilidade de tal forma

f,(x)=(x=1)p*@1-p)*

Se um numero maior que dois de acertos forem desejados, digamos r acertos, os r—1
primeiros acertos estariam distribuidos nas X—1 primeiras tentativas, o que levaria a

seguinte funcao.

r-1

f(x)= (X_ljpr(l— )" (A17).

Essa é a distribuicdo binomial negativa. Aqui a varidvel aleatdria, sendo ela o nimero de
tentativas, estd entre o numero de acertos (considerando um aproveitamento de 100%) e
um numero indefinidamente grande, ou seja, r < X < oo. E facil verificar que a fun¢do cobre

todas as possibilidades.

R e o= = L

X=r

1)'2 X — 1)(X 2 ( —I’+1)(1— p)x’r :(rpfrl)!(_l)di il(x_l)(x_z)____(x_r_'_z)(l_ p)x—r+j

X=r—.

pr_d* i(x_1)~---(x—r+3)(1— p) " = 2l (-2) drr i(l_ p)’

“(r-1rdp? &, (r-1)" 7 dp' &

I’

ﬂimz( ) p" (1) (r-1p_,

(r-1) dp’ (r-20 p'

Para calcular a média e a varidncia da distribuicido binomial negativa, segue-se o

raciocinio: os r acertos estdo distribuidos em X tentativas. Se o primeiro sucesso acontece
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depois de X, tentativas, o segundo apds X,, e assim por diante, pode-se pensar na funcdo

binomial negativa como a composicdo de r funcdes geométricas. Desse modo,

X:ZXk.
k

A.6 - A distribuicdo gama

A distribuicdo gama é uma funcgao continua definida por

ryr-14-4x
f(x)_ﬂx e

- 1)

(A.20).

Onde F(r) é a funcdo gama definida por

r(r)=[ x"e™dx (a.20)
Se r for inteiro, entdo
I(r)=(r—1)! (a22).

Quando se substitui a equacao (A.22) em (A.20), se obtém o caso especial da distribuicdo

gama, a distribuicdo de Erlang. E interessante também notar a variavel A . Ela tem um papel
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analogo ao da varidvel p, mas ao invés de ser a probabilidade de ocorréncia de um

determinado evento, ela caracteriza a freqiiéncia por unidade de medida (comprimento,
area, volume) em que tal evento se passa. E mais légico estudar distribuicdes continuas sob

esse ponto de vista

A distribuicdo de Erlang pode ser vista como o limite continuo da binomial negativa, assim
como a gaussiana o é para a binomial. Relembrando a férmula de Stirling para X muito

grande,

(x=1p~ (x=1)Te "V 2r(x~1) = x*}(1- %) e 2m(1- %)
(=P~ x " (@L-5) e 2m(l-%) x>0
(=D~ x (L= %) @-%) e 2m(l- %)
L-%)—1 L-x%) —»e*

(x—1)p~ x* e e ™ 2% = x* e V27X .

Substituindo em (17)

T et a1 - ) (r =112 e /A1) (r-1) 1-7

r-1

X p' r—-xp\)
Y (1_%)(r—1)!(1Jr x—rj '

" . . R ~ . . .
A média da binomial negativa é — (equacdo A.18). Assim como a gaussiana, a gama tera
p

melhor precisdo com a variavel aleatdria préxima da média. Logo
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X—=r X—=r X—=r

_ x=r (x=r)In 1= _ _
(RLE I S 1 70) T

r-1..r (x—r)(%j r-1..r r—xp
Xp e - Xp e

f(x):\/l——%(r—l)! N Y

~ T . L. N ~ , L \
A razao — retorna um valor muito préoximo ap. A fungdao (A.23) é bem similar a
X

distribuicdo de Erlang, e é de interesse deste trabalho investigar suas propriedades para

casos percolativos.

A.7 - Sobre a utilizacdo da funcao de Erlang como densidade

probabilistica em sistemas percolativos.

E sabido que poucos sistemas de percolacdo tém uma solu¢do exata, os principais
exemplos sdo as redes: unidimensional infinita e de Bethe [4]. Outros de casos de maior
interesse fisico, como os casos bi e tridimensionais, ainda sdo resolvidos por técnicas de
computagao numérica ou, se utilizando uma abordagem mais tedrica, por invariancia de

escala.

Na invariancia de escala as quantidades importantes sdo os chamados expoentes criticos.
S3o expoentes que revelam o comportamento assintético das principais grandezas fisicas
envolvidas no estudo de longas cadeias de clusters. Por exemplo, o numero de cluster, que é
a probabilidade de se encontrar na rede um cluster de determinado tamanho S, para
quando S é um numero muito grande, tem-se um comportamento assintdtico de acordo

com [4]
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n.oce™®  (A.24).

S

Onde a proépria constante C se comporta como uma invariancia de escala
c=(p-p,)e (A25).

Observa-se que quando temos a probabilidade igual a critica, c =0 e o niUmero de cluster

toma uma diferente caracteristica, a saber,

n(p=p,)cs™ (A.26).

Os nimeros o e 7 s3o exemplos de expoentes criticos. E importante notar a mudanca

da proporcionalidade de N, quando se esta na probabilidade critica. Isso acontece com
outras quantidades de interesse, como o comprimento de correlagdo &. Embora os regimes

assintoticos lidem bem com grande parte dos problemas atacados pela percolacdo, a teoria
carece de um tratamento estatistico mais rigoroso. O objetivo desse trabalho é indicar como

pode ser colocada a percolacdo dentro do escopo das distribuicdes estatisticas.
Por que a Func¢ado de Erlang?

Aqui sera dado enfoque a distribuicao de Erlang, que é um caso especial da distribuicdo
Gama. Mas por que usar essa distribuicao especifica, em detrimento de outras mais comuns
na literatura, como a Gaussiana? A Gaussiana é uma func¢do de equilibrio, assim como a
binomial. Isso quer dizer que elas tém um padrdo simétrico em torno de suas respectivas
médias. Nao é dificil mostrar que a Gaussiana é o caso continuo da binomial. Na binomial, se

um evento tem uma chance p de acontecer, em N tentativas ha uma expectativa de que o

tal evento ocorra Np vezes. Logo a média de uma distribuicdo binomial, que seria o nimero
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esperado de sucessos em um determinado acontecimento, para um nimero de tentativas n

énp.

A funcdo de Erlang é o caso continuo da binomial negativa, diferindo desta apenas por
um fator dependente de p. Na binomial negativa a varidvel estatistica € o numero de
tentativas, mantendo o numero de sucessos fixo. Nesse cenario, para que se obtenha r

ocorréncias de um determinado evento que tem chance p de acontecer, sem limites de

. , - . T
tentativas, o nimero médio de tentativas sera —.

p

Mas o que isso tudo tem a ver com a percolagao?

Ao se analisar cluster em duas ou trés dimensdes, vé-se que ndo apenas o numero de
sitios ocupados importa, mas também os sitios ndo ocupados que ficam no entorno do
cluster, vizinhos préximos dos sitios ocupados. A esses sitios se atribui o nome de perimetro.
Um cluster com S sitios ocupados pode ter diversos valores do nimero de perimetro t, e
guanto maior for S, maior sera a variagcdao do range de t. Por exemplo, se em uma rede
qguadrada tiver um cluster de quatro pontos, e todos os pontos alinhados como em uma rede
unidimensional, como mostrado abaixo, cada sitio do meio teria dois vizinhos ndo ocupados

e os dois sitios da ponta teriam trés vizinhos ndo ocupados.
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Tem-se entdo S=4 e t=10. O exemplo acima se assemelha muito a de uma cadeia de
hidrocarboneto, tendo como resultado geral t =2s+2.

Nesse cendrio, o nimero de perimetro entra em conta para se construir o nimero de

cluster.

n,=>n, (A27)
t

N, =0.p°1-p) (A.28).

Onde g, é o coeficiente que indica a quantidade de configura¢des diferentes pode

assumir um cluster de tamanho S e perimetro t. Como o coeficiente ndo tem um padrao de
dependéncia em t e S conhecido, ndo ha formas de calculd-lo de forma elementar ou

analitica. Mas o comportamento assintético de g, é conhecido, sendo este definido por,
g, =>.0y (A29).
t

Para S muito grande, tem-se
g, cs’const®  (A.30).

O expoente 6 depende, surpreendentemente, apenas da dimensionalidade da rede,

3
sendo independente da topologia. Para duas dimensdes, @ =1, e para trés, 0 = E [65].

Esse trabalho sugere que a distribuicdo binomial negativa e, no regime apropriado, a

distribuicdo de Erlang sejam utilizadas como fung¢des analiticas de N, . Existem algumas

discordancias, como no comportamento assintético o J, da Gaussiana e de Erlang vale 1/2.
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Mas como essas fung¢des nao dizem nada a respeito da dimensionalidade e topologia da rede
em questdo, pode-se contornar esse problema usando uma poténcia apropriada de S como

peso da funcdo.

Ainda falta explicar o porqué da funcao de Erlang. A razdo é simples: quanto maior for §
mais valores de t estardo disponiveis nas configuracdes dos clusters. Para um s fixo e muito
grande, a varidvel de ng serd t, ou melhor, X=s+t, que é a variavel da distribuicdao
estatistica. Por X ser varidvel e maior que S, ele representa o numero de tentativas,
enguanto S representa o niumero de acertos. Quando o nimero de tentativas é variavel a
distribuicdo que melhor se aplica é a binomial negativa, da qual a funcdo de Erlang pode ser

derivada.

Porém no caso das redes de percolacdo, a varidvel ndo vai de S a infinito. Ela depende do

range de t, ou em outras palavras, t;, <t <t .

O t, ja pode ser estimado pelo exemplo ja citado. Quando todos os sitios ocupados

estdo alinhados como uma cadeia de hidrocarbonetos, nenhum t serd maior o perimetro

dessa configuracdo. Logo se pode dizer que esse é o t e ele varia linearmente com S.

max ?

t. =as+b (A.31).

Os coeficientes a e b sdo pardmetros que dependem da topologia da rede, e de forma
mais indireta, também da dimensionalidade. Abaixo ha uma tabela com os valores para as

principais redes bidimensionais.
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Rede a b
Quadrada 2 2
Triangular 2 4
Hexagonal 1 2

Tabela A.1: indices da equacdo (A.31) para diferentes topologias de redes.

E nos perimetros mais préximos de t_. que o cluster tem sua configuragdo mais

incipiente, ou seja, sua difusdo é mais fraca e possui pouca condutividade, como se houvesse
uma rede de resistores de mesmo valor, mas todos conectados em série. Geralmente esse

tipo de cluster tem a probabilidade de ocupacao préoxima a critica.

E quanto ao t.,, ? Esse ja € mais dificil de estimar. Quando o numero de perimetro esta

mais proximo de t_;, significa que o cluster esta mais “recheado”, ou seja, a maior parte dos
sitios ocupados esta blindada por outros sitios ocupados. Os pontos de perimetro estdo em
sua maior parte na borda dessa area formada por pontos ocupados (ou volume para uma

rede 3D). Se o nimero S representa a drea (ou volume) do cluster, t . representa mais

efetivamente seu papel de contorno (ou superficie).

t st (A32).

min
Restringindo a analise para redes 2D, estima-se

t  =as” (A.33).

min
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O coeficiente & é mais complicado de se calcular. Para a rede quadrada, tem-se t .. = 4.

Partindo desses dados é possivel calcular n, pela equagdo (A.27), aproximando a

somatoria por uma integral e utilizando Erlang como ng,.

e X° PR Stte X° 0P (at)sb X* e
ns=.[ ————x j ——— X = —  (A.34).
Xenin (S 1)| S+ in (S 1)I s+as (S _]_)l
Fazendo uma substituicdo de variaveis.
X=su dx=sdu
Desenvolvendo a integral por partes.
b
s pe ™ (oup) e[y (sp) e
n, =~ s—~ — ——sdu=— +I s——— ——du

o (s-1y e e (s—1)

S

s+af : (pS-i— pa\/_) [(a+1)s+b] s [a+1sp+bp]57j
JZ; (s— i) 121: (s

Os primeiros termos, com j <<§, sdo os que prevalecem.

(pS + pa\/_) e P s+af) [(a + 1)Sp + bp] g P p[(a+1)s+b]

N Y (s-1)

ps s 1(1 + /\/_) ps+avs) (ps)s‘l(a 1 +%)§‘19—p[(a+1)s+b]
(s—1)

I b b
( pS)Sfl ea\/g_/\/ge—ps—pa\/g _ (a 4 1)S*le (a+1) (a+l)se—p(a+l)s—pb:|

] (s-1)

(pS)Sﬁl —ps(1+/f %)\/—j e s[(a+1)p- |n(a+l)]+(ab+l)|n(a+l)>pb]

) (s-1)

n
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Desprezando as poténcias de S menores que s'.

N~ (ps)s_le‘ps [1 _ e—S[ap—ln(a+1)]]

S (s—2)

(A.35).

Lembrando que o comportamento de N, de acordo com a invariancia de escala é dado

pela equacdo (A.24). Quando a probabilidade esta préxima da critica, N, se comporta como

uma poténcia de S, o que relativo ao caso em que os ultimos termos da somatdria, quando

] =S, prevalecem. Para tal, a equacdo (A.35) deve se aproximar de zero.

ap'—In(a+1)=0
p'= @ (A.36).

A probabilidade p' é uma estimativa de p,. Abaixo segue uma tabela para varias

topologias.

Redes A (estimado) P’ PC (tabelado)
Hexagonal 1 0,693 0,696
Quadrada 2 0,549 0,593
Triangular 2 0,549 0,500
Diamante 3 0,462 0,43

Cubica 4 0,402 0,312

BCC 6 0,324 0,246
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FCC 10 0,240 0,198

Tabela A.2: Comparagdo dos valores de pc de varias topologias com o valor calculado de (A.36). Dados de pc tabelado
estdo em [4].

O objetivo deste trabalho ndo é um calculo aproximado de p,, mas avaliar a viabilidade
da funcdo de Erlang como uma distribuicdo estatistica do numero de cluster. Mas a boa

estimativa de p' como P, especialmente para 2D, ajuda a reforgar essa idéia.
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