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Prof. Dr. José Alexandre Nogueira
Departamento de F́ısica - UFES

Prof. Dr. Nelson Pinto Neto
Centro Brasileiro de Pesquisas F́ısicas - CBPF

Prof. Dr. Oswaldo Monteiro Del Cima
Departamento de F́ısica - UFV



Para Alexandra.



Agradecimentos

Agradeço primeiramente a Deus, por ter me dado a capacidade e muita determinação
para vencer dificuldades e terminar este trabalho.

Ao meu Professor Orientador Dr. Olivier Piguet, por tudo que fez e faz por mim. Nestes
pouco mais de seis anos em que nos conhecemos e desde então trabalhamos juntos, aprendi
a ser um professor, um cientista e também uma pessoa melhor. É marcante para mim
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Resumo

O objetivo deste trabalho é explorar as simetrias e desenvolver a dinâmica associada a um
modelo do tipo BF com campos escalares acoplados, tanto a ńıvel clássico quanto a ńıvel
quântico. Para tal, desenvolvem-se ferramentas matemáticas apropriadas para se tratar
em geral uma teoria de calibre topológica do tipo Yang-Mills, para formular uma ação co-
variante e estudar suas simetrias via o método de quantização canônica de Dirac, também
conhecido como método hamiltoniano vinculado. Este método é desenvolvido extensa-
mente para os casos abeliano e não-abeliano do nosso modelo, e em seguida quantiza-se o
caso abeliano via laços para analisar o desenvolvimento da mecânica quântica nestas teo-
rias de calibre descrevendo a base para nossos funcionais de estado, chamada de rede de
cargas, bem como o cálculo de alguns observáveis associados a nossos estados cinemáticos
e f́ısicos.



Abstract

The main goal of this work is to explore the symmetries and develop the dynamics asso-
ciated to a BF model with coupled scalar fields, at the classical and quantum levels. To
achieve this we develop the proper mathematical tools to study a topological Yang-Mills
gauge theory in general, to formulate a covariant action and study its symmetries via
Dirac’s canonical quantization method, also known as constrained hamiltonian method.
This method is extensively developed for the abelian and non-abelian cases of our model,
which then we quantize the abelian model in order to analyze the development of the
quantum mechanics on these gauge theories, describing the basis for our state functions
which we call charge networks, as well as the calculation of some observables related to
our kinematic and physical states.
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3.5.2 Estabilidade dos v́ınculos secundários . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.5.3 Troca de base dos v́ınculos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.5.4 A forma final da hamiltoniana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.6 Os v́ınculos de primeira classe e a invariância da hamiltoniana - Modelo
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4.3.1 A Estrutura Simplética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.4 Hamiltoniana e v́ınculos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.4.1 A estabilidade dos v́ınculos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.4.2 Sumário dos v́ınculos remanescentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.4.3 O argumento geral de estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.5 Os v́ınculos de primeira classe e a invariância da hamiltoniana - Caso não-
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5.1 Regularização de uma rede versus redes de spin . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.2 O espaço de configurações - Caso Abeliano . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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Caṕıtulo 1

Introdução

A centenária teoria da Relatividade Geral (RG) [1–4], que apesar do seu enorme sucesso

em prever e explicar fenômenos associados à gravitação, ainda não possui uma versão

quântica. Tentativas anteriores de se quantizar a RG por métodos perturbativos mos-

traram que a teoria resultante não é renormalizável [5], enquanto as primeiras tentati-

vas não-perturbativas de Wheeler e DeWitt [6] tiveram seus sucessos concentrados nos

modelos de “minisuperespaço” reduzido dedicados à Cosmologia. Entretanto, progres-

sos notáveis foram feitos nas últimas décadas, especialmente com o formalismo da Loop

Quantum Gravity (LQG) [7–11] derivado a partir do método hamiltoniano canônico [12]

aplicado a uma parametrização particular da RG [11,13,14].

A RG como uma teoria independente de fundo (background), isto é, com nenhuma geo-

metria de fundo dada a priori, é uma teoria com geometria dinâmica e totalmente vin-

culada. Sua hamiltoniana é definida por uma soma de v́ınculos responsáveis por gerar

as invariâncias de calibre da teoria. A aplicação das técnicas de LQG visa implementar

os v́ınculos da teoria como operadores quânticos em um espaço de Hilbert pré-definido e

resolvê-los, encontrando um subespaço para os estados f́ısicos onde agem operadores auto

adjuntos que representam os observáveis da teoria. Alguns v́ınculos já foram resolvidos,

mas um último, chamado de v́ınculo escalar, ainda não foi completamente resolvido e di-

versas abordagens para resolvê-lo foram criadas, com a mais popular sendo o formalismo



14

dos spin foams. [7, 15–17]

Em contraste, teorias de gravitação de dimensões mais baixas são bem mais simples de

se lidar uma vez que elas podem ser descritas como teorias de calibre topológicas quando

não acopladas à matéria [18–22]. No entanto acoplar estas teorias à matéria faz com que

elas percam suas propriedades topológicas, exceto em alguns casos especiais onde uma

quantização via laços (loops) completa e relativamente simples pode ser obtida [23,24].

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que a partir de um modelo de brinquedo (toy

model) tipo BF [7, 25, 26] 2+1-dimensional, tal como o que foi constrúıdo anteriormente

em [19], pode-se acoplar uma estrutura que possa representar campos de matéria [8] e

desenvolver para este modelo o método de quantização canônica culminando na aplicação

das técnicas de LQG, discutindo brevemente a estrutura da teoria quântica obtida por este

processo bem como sua dinâmica, e estudar alguns operadores e observáveis dos nossos

estados quânticos.

Vale a pena ressaltar que o formalismo da LQG, seja pela via covariante ou pela via

canônica como estudado aqui, requer um modelo descrito em termos de conexões e mo-

mentos conjugados, o que permite obter representações independentes de fundo para o

espaço de Hilbert considerado. A teoria será baseada num modelo topológico de tipo

BF, ao qual serão acoplados minimamente campos escalares [27,28] que farão o papel de

matéria topológica, como os que aparecem em um modelo Sigma [29].

No caṕıtulo 2 revisam-se as bases da formulação e construção do modelo BF, cuja princi-

pal caracteŕıstica é ser uma teoria de calibre (gauge theory) topológica do tipo Yang-Mills

(YM) [27, 28], por consequência independente de fundo, isto é, uma teoria independente

de métrica. O modelo BF também possui outras propriedades interessantes por ser uma

teoria de calibre, como invariância sobre transformações gerais de coordenadas (difeomor-

fismos ativos) e invariância sobre transformações de calibre locais associadas ao grupo de

calibre da teoria. Focou-se neste trabalho no grupo U(1) ou grupo abeliano como exposto

no caṕıtulo 3, e na classe de grupos SO(n, 3−n) que são grupos não-abelianos, estudados

no caṕıtulo 4. Ao acoplar minimamente o modelo BF com os termos de matéria, estudou-
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se como este acoplamento afeta as simetrias esperadas para um modelo BF “puro” (sem

o acoplamento).

Nos caṕıtulos 3 e 4 estão as principais contribuições deste trabalho, que referem-se ao de-

senvolvimento do método do formalismo canônico para o modelo BF em 2+1 dimensões

com termos de matéria, método que foi proposto por Dirac [12,30] para resolver sistemas

cuja transformada de Legendre não é trivial, por existirem relações entre as coordenadas e

os momentos generalizados chamadas de v́ınculos. A partir dos resultados do formalismo

canônico obteve-se as grandezas clássicas (variáveis dinâmicas, v́ınculos e multiplicado-

res de Lagrange) que posteriormente se transformam em operadores ou parâmetros de

evolução de calibre, verificados para o caso abeliano neste trabalho e em [24] para o caso

não-abeliano. Com o método de quantização de laços introduzido no caṕıtulo 5 descreve-se

para o caso abeliano um espaço de Hilbert cinemático para estes operadores, derivado do

espaço de configurações clássico, e descrevem-se os estados quânticos de maneira análoga

ao formalismo das redes de spin. [15, 31–33]

Segue no caṕıtulo 6 uma discussão sobre as simetrias que prevalecem na teoria abeliana

quântica, isto é, a implementação completa dos v́ınculos canônicos e como estas simetrias

afetam a estrutura da nossa teoria de calibre quantizada, com a discussão de casos onde

temos operadores observáveis [34].
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Caṕıtulo 2

Introdução ao Modelo BF

O modelo BF é uma teoria de campos topológica que quando quantizada se torna uma

teoria quântica de campos topológica. Na sigla BF, como vê-se adiante, F denota a

curvatura de uma conexão Yang-Mills A, e B é outro campo forma acoplado de maneira

multiplicativa a F . O modelo BF é um toy model, ou modelo de brinquedo, devido ao

fato de ser uma teoria considerada aqui apenas para estudar a aplicação da quantização

de laços em uma teoria de campos independente de fundo.

Observe que a principal razão para se construir a teoria em 2+1 dimensões é que o

modelo BF nestas condições representa a RG1 formulada via o formalismo de primeira

ordem [35], feita a escolha do grupo de calibre apropriado (que é o SO(1, 2)) e também

pela simplificação dos cálculos no procedimento de quantização canônica, desenvolvido

em detalhes nas seções seguintes.

Nota: O leitor que não está familiarizado com as notações, conceitos e propriedades da

geometria diferencial é convidado a visitar o Apêndice A antes de prosseguir!

1As associações e analogias entre as duas teorias já foram discutidas em detalhes num trabalho anterior,
vide [19].
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2.1 Definições e Convenções

2.1.1 Índices

É conveniente adotar uma notação para os ı́ndices que aparecem nas variáveis, campos e

formas ao longo do texto. A dimensão do espaço-tempo considerada aqui é D = 2 + 1:

• Os ı́ndices de coordenadas do espaço-tempo são denotados pelas letras gregas (µ, ν, ρ, . . . )

assumindo os valores (0, 1, 2) ou (t, 1, 2);

• Os ı́ndices de coordenadas puramente espaciais são denotados pelas letras latinas

minúsculas (a, b, . . . ) assumindo os valores (1, 2);

• Os ı́ndices do grupo de calibre G pertencentes aos campos definidos no nosso modelo

são denotados pelas letras latinas maiúsculas (I, J,K, . . . ) e os valores que estes

assumem dependem do grupoG em questão. (Por exemplo, G = SO(3) , SO(n, 3−n)

assumirão valores (0, 1, 2).)

2.1.2 A Derivada Covariante

O modelo BF é uma teoria topológica, possuindo invariância de calibre local sob trans-

formações pertencentes a um grupo de Lie2 G. Isto é, dado um campo ψ(x), onde ψ(x)

está descrito numa representação R do grupo G:

ψ′(x) = R(g(x))ψ(x) (2.1)

onde R(g(x)) é a matriz que representa os elementos do grupo de calibre nesta repre-

sentação e os geradores g ∈ G. Também quer-se que a derivada deste campo se transforme

da mesma maneira que o campo, o que nos leva à definição da derivada covariante. Com

2Vide apêndice A.1
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efeito, de (2.1) tem-se:

∂µψ
′(x) = ∂µψ(x)R(g(x)) + ψ(x)∂µR(g(x)).

A derivada covariante Dµψ é definida de maneira a se transformar como (Dµψ(x))
′ =

R(g(x))Dµψ(x). Para tal, se introduz uma conexão Aµ ∈ G onde Aµ = AIµR(TI) é a

matriz da conexão A na representação base da álgebra de Lie que obedece a relações de

comutação:

[TI , TJ ] = f K
IJ TK , (2.2)

e que deve se transformar como

A′
µ = R(g−1)∂µR(g) +R(g−1)AµR(g) (2.3)

onde g−1 = g†. Toma-se g = eϵ para escrever a transformação infinitesimal de A:

A′
µ = (1− ϵ)∂µϵ+ (1− ϵ)Aµ(1 + ϵ)

A′
µ = Aµ + ∂µϵ+ [Aµ, ϵ]

δAµ = ∂µϵ+ [Aµ, ϵ]. (2.4)

Com este resultado tem-se o necessário para definir a derivada covariante e se escrever

novamente a equação (2.4), passando da notação matricial para a notação em componen-

tes3:

(Dµψ)
I = (δIJ∂µ − f IJKA

K
µ )ψ

J ≡ DI
µJψ

J (2.5)

onde denota-se o śımbolo DI
J de matriz derivada covariante, ou apenas derivada covari-

ante.

3Ver apêndice A para notações e definições.
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Verifica-se para esta definição que (Dµψ)
′ de fato se transforma de maneira covariante:

(Dµψ)
′ = ∂µR(g)ψ +R(g)∂µψ − (∂µR(g)R(g

−1) +R(g)AµR(g
−1))R(g)ψ

= ∂µR(g)ψ +R(g)(∂µψ − Aµψ)− ∂µR(g)ψ = R(g)(Dµψ). (2.6)

2.1.3 A curvatura de Yang-Mills F

Define-se também a curvatura de Yang-Mills:

F I
µν = ∂µA

I
ν − ∂νA

I
µ + f IJKA

J
µA

K
ν (2.7)

que para ser escrita na notação de formas diferenciais toma-se o tensor Fµν de rank 2

multiplicado por uma 2-forma e se utiliza a antissimetria do tensor Fµν :

F = dA+ A2 =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]. (2.8)

Não é dif́ıcil mostrar que a atuação do grupo sobre F é a adjunta: F ′ = R(g−1)FR(g).

Comparando (2.4) com (2.8), fica evidente que a curvatura F pode ser chamada de deri-

vada da conexão A.

2.2 Construindo o modelo BF

Para se começar a construção do modelo BF no espaço de dimensãoD = 2+1, é necessário

definir os objetos presentes na teoria.

Então têm-se:

• Um grupo de calibre G, G sendo um grupo de Lie;

• A 1-forma conexão A introduzida na seção (2.1.2) ;
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• Uma 1-forma B.

Nenhuma métrica foi definida pois o modelo BF é independente de fundo e portanto

independente de métricas.

Nota-se que o “F” do modelo BF já foi caracterizado na seção anterior, e agora caracteriza-

se o campo “B”. A ideia por trás da escolha de um modelo do tipo BF é de se ter

uma teoria de curvatura nula, isto é, com F = 0. Como é necessário construir uma

integral invariante sob difeomorfismos, o integrando precisa ser uma 3-forma, logo se deve

introduzir na ação um termo multiplicador de Lagrange 1-forma sobre F que também

possa ser definido no espaço tangente dual T ∗
P (M), para a prinćıpio garantir esta condição

de invariância.

Quer-se que nossa ação seja também invariante de calibre, então se B é uma forma que se

transforma na representação adjunta como B′ = R(g−1)BR(g), o produto B ∧ F poderá

ser escrito como invariante de calibre e de difeomorfismos da seguinte maneira4:

SBF = Tr

∫
M3

B ∧ F (A) (2.9)

onde M3 é a variedade tridimensional do espaço-tempo. Nota-se que os campos A,B e

F (A) estão representados aqui na forma de matrizes.

2.3 As invariâncias de calibre da teoria

A ação (2.9) foi constrúıda invariante de calibre e de difeomorfismos. Ver-se-á a seguir que

a ação possui mais uma invariância local. Para demonstrar tal fato, todas as invariâncias

de calibre do sistema deverão ser escritas.

4Na seção A.4.2 estão definidas as propriedades do traço de formas diferenciais.
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2.3.1 Todas as simetrias de calibre

O primeiro conjunto de transformações que deixa a ação invariante já é conhecido, são as

transformações do tipo Yang-Mills, na forma infinitesimal:

Transformações do 1o tipo

 δA = dω + [A,ω]

δB = [B,ω].
(2.10)

O segundo conjunto de transformações vem da identidade de Bianchi DF = 0 (que podem

ser vistas na seção A.2.8):

Transformações do 2o tipo

 δA = 0

δB = Dη = dη + [A, η].
(2.11)

Repare que se B é uma 1-forma η vai ser uma 0-forma, isto é, η tem a paridade oposta à

de B. Deve-se ter cuidado com o comutador generalizado [A, η] nesta situação, pois este

é um comutador graduado5. Verifica-se a invariância da ação sobre este segundo conjunto

de transformações:

δ Tr

∫
BF = Tr

∫
δBF = Tr

∫
DηF = − Tr

∫
ηDF +

=0︷ ︸︸ ︷
Tr

∫
d(ηF ) (2.12)

onde a regra de integração por partes que está mostrada no apêndice A.4.3 foi aplicada.

A teoria possui outras invariâncias além das já mostradas, como a invariância por difeo-

morfismos, isto é, sob as transformações:

Transformações de difeomorfismos

 δA = LξA

δB = LξB.
(2.13)

As transformações (2.13) são óbvias, mas é interessante ver que elas são consequência das

duas invariâncias de calibre definidas acima [36–38]. Discutiremos melhor estas trans-

formações na seção 2.5.2.

5Vide seção A.2.5.
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2.3.2 As equações de movimento do modelo BF

Agora analisa-se as equações de movimento da teoria, deduzidas da estacionariedade da

ação sob variações arbitrárias δA e δB. Uma variação δB arbitrária gera a equação:

F = 0. (2.14)

E para uma variação δA arbitrária:

δF = δ(dA+ A2) = dδA+ δAA+ AδA

= dδA+ [A, δA] = DδA. (2.15)

Então, utilizando a regra de integração por partes se encontra:

δS = −2 Tr

∫
BDδA = 2 Tr

∫
DBδA (2.16)

de onde segue a equação:

DB = 0. (2.17)

Estuda-se primeiramente a equação de movimento (2.14). Para tal, tomou-se um ansatz

para a solução desta equação como sendo uma conexão do tipo “puro gauge” A(x) =

h−1(x)dh(x), onde h(x) ∈ G e que pode ser verificada:

dA = dh−1dh = −h−1dhh−1dh = −A2 ⇒ F = 0.

Mas A = h−1dh não é solução geral, da mesma maneira que dω = 0 não implica em ω = dh

em espaços não-triviais, como um toróide. Contudo, o lema de Poincaré não-abeliano [39]

diz que localmente (em um aberto U ⊂ M) existirá um h(x) ∈ G tal que A = h−1dh.

Isto significa que a solução A é, localmente, a transformada de calibre da conexão nula.
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Com efeito, fazendo uma transformação de calibre com g = h−1 mostra-se que:

A′ = g−1dg + g−1Ag

= hdh−1 + hAh−1 = hdh−1 + hh−1dhh−1

= −hh−1dhh−1 + dhh−1 = 0. (2.18)

A equação de movimento (2.17) pode ser escrita como dB = 0 tomando A = 0. Conside-

rando que uma forma fechada é localmente uma forma exata, então segue que:

B = dB̂ = DB̂. (2.19)

Isto nada mais é do que a transformação de calibre de 2o tipo (2.11), com η = B̂, do campo

B = 0. Esta discussão mostra que, localmente, a solução das equações de movimento é

dada pela solução trivial A = B = 0 a menos das transformações de calibre.

Discutir-se-á novamente as equações de movimento após a formulação do Hamiltoniano

da teoria. Para tal, precisa-se desenvolver um método tal que a partir da ação do modelo

BF pode-se escrever a lagrangiana e convertê-la para uma hamiltoniana, e áı sim estudar

estas equações “de movimento” no espaço de fase apropriado.

2.4 O Formalismo Canônico do modelo BF

A quantização canônica é uma das várias maneiras na f́ısica de se quantizar uma teoria

clássica. A palavra canônica se refere à estrutura clássica que é preservada na teoria

quântica, chamada de estrutura simplética. Historicamente, a quantização canônica foi

o método utilizado por Dirac (que o denomina de método hamiltoniano) para construir

pela primeira vez a formulação de Mecânica Quântica (MQ) mais conhecida e utilizada

hoje [40–42], mostrando que a MQ das funções de onda de Schrödinger é a mesma MQ

das matrizes de Heisenberg. Uma visão geral deste método está no Apêndice B e é uma

boa introdução ao método de quantização canônica.
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2.4.1 O formalismo lagrangiano do Modelo BF

Seja a ação SBF dada pela equação (2.9) que pode ser reescrita como:

S =

∫
M
ηIJB

IF J =

∫
M3

d3xεµνρ
1

2
ηIJB

I
µF

J
νρ

=

∫
R
dt

∫
Σ

d2xL(t, x)︸ ︷︷ ︸
L

(2.20)

onde ηIJ é um tensor simétrico capaz de manipular apenas os ı́ndices do grupo G (latinos

maiúsculos), logo não constitui uma métrica para as coordenadas do espaço-tempo. Nota-

se que por não ter se definido nenhuma métrica para o espaço-tempo, não há nenhuma

receita para se manipular os ı́ndices de “espaço”.

No caso do modelo BF as coordenadas generalizadas6 são A,B e as velocidades generali-

zadas são ∂tA, ∂tB. As equações de Euler-Lagrange são dadas por (2.14) e (2.17). Mais

explicitamente, a ação (2.20) se escreve:

SBF =
1

2

∫
M
ηIJε

µνρd3x[BI
µ (∂νA

J
ρ − ∂ρA

J
ν + fJKLA

K
ν A

L
ρ )︸ ︷︷ ︸

FJ
νρ

]. (2.21)

Quando se define a lagrangiana L em (2.20), gera-se sobre o espaço uma restrição to-

pológica, que é a hipótese da existência de uma dimensão temporal homeomórfica à reta

real R e calcula-se a lagrangiana como uma integral sobre a subvariedade espacial. Nesta

teoria de calibre topológica não há nenhuma dimensão privilegiada a priori, mas o conceito

de tempo foi introduzido para se realizar o método de quantização canônica e espera-se

recuperar na teoria já quantizada esta liberdade de calibre para a dimensão temporal.

Em suma, restringe-se a variedade a admitir uma foliação MD = R× Σ (Fig. 2.1).

Denota-se por t a coordenada associada à linha de tempo R e por xa (a = 1, 2) as

coordenadas do espaço Σ. O “espaço” Σ é uma variedade de dimensão 2 e todas as folhas

Σt possuem a topologia de Σ. Assim, a “evolução temporal” preserva a topologia do

6Veja a seção B.1.1 para mais detalhes.
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Figura 2.1: Foliação de uma variedade M = R ⊗ Σ que mostra a decomposição da
variedade em várias “folhas” Σt.

espaço, de forma que se constrói a estrutura canônica independente do valor de t. Sendo

assim, separa-se a ação em partes temporal e espacial, onde os ı́ndices 0 = t e a, b = 1, 2

foram utilizados:

SBF =
ηIJ
2

∫
R

∫
Σ

d2xdt[ε0ab(BI
t F

J
ab) + εb0a(BI

bF
J
ta) + εab0(BI

aF
J
bt)]

note que por convenção ε0ab = εb0a = εab0 ≡ εab é um tensor de Levi-Civita completamente

antissimétrico. Então:

SBF =
ηIJ
2

∫
R

∫
Σ

d2xdt[εab(BI
t F

J
ab) + εab(BI

bF
J
ta) + εab(BI

aF
J
bt)]. (2.22)

Como os tensores εab e F J
ab são antissimétricos, o primeiro termo reescreve-se: BI

t (ε
abF J

ab) =

BI
t (ε

12F12 + ε21F21) = 2BI
t F

J
12 e com o tensor F J

ta escrito explicitamente, SBF fica:

SBF = ηIJ

∫
R

∫
Σ

d2xdt[BI
t F

J
12 + ∂tA

J
aε

abBI
b − εabBI

bDaA
J
t ]

onde se utilizou a definição da derivada covariante (2.5). Realiza-se uma integração por

partes (A.108) no terceiro termo para obter:

SBF = ηIJ

∫
R

∫
Σ

d2xdt[BI
t F

J
12 + ∂tA

J
aε

abBI
b + εabDI

aKB
K
b A

J
t ]. (2.23)
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Para simplificar a notação, define-se o dual de B:

B̃Ia ≡ εabBI
b (2.24)

e pode-se escrever a Lagrangiana do nosso sistema simplesmente como:

L = ηIJ

∫
Σ

d2x[BI
t F

J
12 + ∂tA

J
a B̃

aI + AJtD
I
aKB̃

aK ]. (2.25)

2.4.2 Os v́ınculos primários

Começa-se o método hamiltoniano convertendo a lagrangiana (2.25) para uma hamilto-

niana. Para notarmos as grandezas supracitadas no formalismo hamiltoniano introduz-se

os momentos Π conjugados aos campos AIµ, B
I
µ, definidos por

AΠa
I(x) =

δL

δ(∂tAIa(x))
= ηIJB̃

aJ = B̃a
I

BΠa
I(x) =

δL

δ(∂tBI
a(x))

= 0

AΠt
I(x) =

δL

δ(∂tAIt (x))
= 0

BΠt
I(x) =

δL

δ(∂tBI
t (x))

= 0

(2.26)

cujos colchetes com as coordenadas generalizadas geram uma estrutura simplética definida

pelos seguintes colchetes de Poisson:

{AIµ(x),AΠν
J(y)} = δIJδ

ν
µδ

2(x− y) , {BI
µ(x),

B Πν
J(y)} = δIJδ

ν
µδ

2(x− y) (2.27)

e todos os demais são nulos

{AIµ(x), AJν (y)} = {AΠµ
I (x),

AΠν
J(y)} = {AIµ(x), BJ

ν (y)} = . . . = 0. (2.28)

O resultado (2.26) é preocupante, pois os momentos conjugados são independentes das

velocidades e então não se pode escrever as velocidades como função dos momentos: tem-

se então um sistema vinculado.
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As equações (2.26) são v́ınculos primários, conforme a definição dada na seção B.1.3:

Φ a
1I ≡ AΠa

I − B̃a
I ≈ 0 (2.29)

Φ a
2I ≡ BΠa

I ≈ 0 (2.30)

Φ3I ≡ AΠt
I ≈ 0 (2.31)

Φ4I ≡ BΠt
I ≈ 0 (2.32)

e notados por Φm, com m = 1, 2, 3, 4, como sendo uma forma de agrupar as equações

(2.29) a (2.32), os quatro v́ınculos primários Φ.

2.4.3 A hamiltoniana canônica

Levando os v́ınculos primários em consideração, faz-se a transformação de Legendre para

obter a hamiltoniana canônica como a integral Hcan =

∫
Hcan(x)d

2x da densidade hamil-

toniana:

Hcan(x) = AΠa
I∂tA

I
a − L = −ηIJAJtDI

aKB̃
aK − ηIJB

I
t F

J
12. (2.33)

Esta hamiltoniana não é unicamente determinada, pois pode-se adicionar a ela qualquer

combinação linear de v́ınculos Φ’s, que são fracamente nulos. Escreve-se então HT:

HT =

∫
Σ

d2x′[Hcan(x
′) + λ I

1a(x
′)Φ a

1I(x
′) + λ I

2a(x
′)Φ a

2I(x
′) + λI3(x

′)Φ3I(x
′) + λI4(x

′)Φ4I(x
′)]

(2.34)

onde as funções arbitrárias λm(x) são multiplicadores de Lagrange. Usando o formalismo

dos colchetes de Poisson pode-se escrever7 a derivada temporal de um funcional g das

coordenadas generalizadas e momentos conjugados:

ġ = {g,HT} = {g,
∫
Σ

d2y′(Hcan +
4∑

m=1

λmΦm)} (2.35)

onde foi utilizada uma notação simplificada para a somatória sobre os v́ınculos primários.

7Vide a equação (B.8).
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2.4.4 A estabilidade dos v́ınculos primários

Começa-se o Algoritmo de Dirac-Bergmann8 verificando as condições de consistência dos

v́ınculos, tomando a equação (2.35) e trocando g por cada um dos Φ’s. Um v́ınculo é dito

consistente ou estável quando este não evolui no tempo, isto é, colocando ġ = 0 e g = Φm:

∫
Σ

d2y′{Φ µ
mI (x),Hcan(y

′)}+
∫
Σ

d2y′λ I
m′ν(y

′){Φ µ
mI (x),Φ

ν
m′J(y

′)} ≈ 0. (2.36)

Observa-se que deve se ter cuidado com a notação para µ e ν, pois µ, ν = a para Φ1 e Φ2

e µ, ν = t para Φ3 e Φ4, então temos a priori m = 4 verificações de estabilidade. Note

que essas verificações envolvem o cálculo de todos os colchetes de Poisson (m′ = 1, 2, 3, 4)

entre os v́ınculos.

Denota-se por Γ a matriz dos colchetes de Poisson entre os v́ınculos definida por Γmn =

{Φm,Φn}. Apenas um dos colchetes é não-nulo:

{Φa
1I(x),Φ

c
2K(y)} = Γac12 IK(x, y) = −ηIKεacδ2(x− y) = +Γac21 IK(x, y). (2.37)

Repare que Γ21 possui o mesmo sinal de Γ12 uma vez que o colchete é antissimétrico em

ab.

Voltando para a verificação da estabilidade dos v́ınculos, onde faz-se Φ̇ a
1I(x) = 0:

Φ̇ a
1I(x) =

∫
Σ

d2y({Φ a
1I(x),Hcan(y)}+ λ K

2b (y){Φ a
1I(x),Φ

b
2K(y)})

=

∫
Σ

d2y(−ALt (y)ηKLfKJIδ2(x− y)B̃aJ +BJ
t (y)ηJIε

ba∂yb δ
2(x− y) + (2.38)

−BJ
t (y)ηJLε

bafLIKA
K
b (y)δ

2(x− y)) +

∫
Σ

d2y(−λ J
2b (y)ηIJε

abδ2(x− y)) = 0

depois de uma integração por partes (A.108), reescreve-se a equação anterior como:

εabηIJλ
J

2b (x) = −ηKLfKJIALt (x)B̃aJ(x)− εbaDL
bI(ηJLB

J
t (x)).

8Vide seção B.1.4.
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Manipulando os ı́ndices de grupo pode-se escrever λ2 de maneira mais simples:

λ I
2a(x) = (DaBt)

I(x)− f IJKA
J
t (x)B

K
a (x) (2.39)

e caiu-se no caso onde Φ̇1 = 0 determina o multiplicador de Lagrange λ2 (2.39). O v́ınculo

Φ1 é consistente.

Agora, faz-se Φ̇ a
2I(x) = 0:

Φ̇ a
2I(x) =

∫
Σ

d2y({Φ a
2I(x),Hcan(y)}+ λ K

1b (y){Φ a
2I(x),Φ

b
1K(y)}) (2.40)

=

∫
Σ

d2yηJKA
K
t (y)ε

baDyJ
b Iδ

2(x− y) +

∫
Σ

d2y(−λ K
1b (y)ηIKε

abδ2(x− y)) = 0

εabηIJλ
J

1b (x) = εabDJ
bI(ηJKA

K
t (x))

λ I
1a(x) = (DaAt)

I(x). (2.41)

Caiu-se no caso onde Φ̇2 = 0 determina o multiplicador de Lagrange λ1 (2.41) e o v́ınculo

Φ2 é consistente. Vamos agora estudar a consistência dos v́ınculos Φ3 e Φ4.

Faz-se Φ̇3I(x) = 0:

Φ̇3I(x) =

∫
Σ

d2y{Φ3I(x),Hcan(y)} =

∫
Σ

d2y{AΠt
I(x),−ηJKAKt (y)D

yJ
a LB̃

aL(y)}

=

∫
Σ

d2yηJID
yJ
a LB̃

aL(y)δ2(x− y) = ηIJD
J
a LB̃

aL(x) (2.42)

este resultado gera um v́ınculo secundário

Φ5I ≡ (DaB̃
a)I ≈ 0. (2.43)

Faz-se Φ̇4I(x) = 0:

Φ̇4I(x) =

∫
Σ

d2y{Φ4I(x),Hcan(y)} =

∫
Σ

d2y{BΠt
I(x),−ηJKBJ

t (y)F
K
12(y)}

=

∫
Σ

d2yηIKF
K
12(y)δ

2(x− y) = F12I(x) (2.44)
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e este resultado também gera um v́ınculo secundário

Φ6I ≡
εab

2
FabI ≈ 0. (2.45)

2.4.5 A estabilidade dos v́ınculos secundários

Alguns v́ınculos primários geraram v́ınculos secundários, e estes ainda precisam ser estáveis.

Logo, o algoritmo se estende aos v́ınculos secundários, então deve-se fazer também a ve-

rificação da estabilidade dos v́ınculos Φ5I e Φ6I .

Faz-se Φ̇5I(x) = 0:

Φ̇5I(x) =

∫
Σ

d2y(λ L
1c (y){Φ5I(x),Φ

c
1L(y)}+ λ L

2c (y){Φ5I(x),Φ
c

2L(y)})

=

∫
Σ

d2y[−λ L
1c (y)ηIJf

J
KLB̃

cK(x)δ2(x− y) + λ L
2c (y)ηIJε

acDJ
aLδ

2(x− y)]

= −ηIJfJKLB̃cK(x)λ L
1c (x)− ηIJε

acDJ
aLλ

L
2c (x). (2.46)

De (2.39) e (2.41), escreve-se (2.46) como:

Φ̇5I = −ηIJfJKLB̃cK(DcAt)
L − ηIJε

acDJ
aLD

L
cMB

M
t + ηIJf

L
MKD

J
aL(A

M
t B̃

aK)

= −ηIJfJKMAMt (ΦK
5 )− [Φ6, Bt]I ≈ 0 (2.47)

que é uma expressão fracamente nula, logo Φ5I e consequentemente Φ3I são estáveis.

Finalmente, faz-se Φ̇6I(x) = 0:

Φ̇6I(x) =

∫
Σ

d2y λ L
1c (y){Φ6I(x),Φ

c
1L(y)}

=

∫
Σ

d2y λ L
1c (y)(ηIJε

acDJ
aLδ

2(x− y)) = −ηIJεacDJ
aLλ

L
1c (x). (2.48)

E de (2.41), escreve-se (2.48) como:

ηIJε
acDJ

aLλ
L

1c (x) = ηIJε
acDJ

aL(DcAt)
L = [Φ6, At]I ≈ 0 (2.49)
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o que mostra que Φ6I e Φ4I são consistentes e nenhum v́ınculo secundário gera mais

v́ınculos, então o algoritmo encerra.

Os colchetes de Poisson não-nulos entre os v́ınculos remanescentes vão ser:

Γac12 IK(x, y) = −ηIKεacδ2(x− y) = +Γac21 IK(x, y)

Γa15 IL(x, y) = −ηIJfJKLB̃aKδ2(x− y) = +Γa51 IL(x, y) (2.50)

Γa25 IL(x, y) = −ηIJεabDJ
bLδ

2(x− y) = +Γa52 IL(x, y) (2.51)

Γa16 IL(x, y) = −ηIJεabDJ
bLδ

2(x− y) = +Γa61 IL(x, y). (2.52)

Resumo dos v́ınculos:

Vı́nculos Primários Vı́nculos Secundários

Φ a
1I :

AΠa
I − B̃a

I ≈ 0

Φ a
2I :

BΠa
I ≈ 0

Φ3I :
AΠt

I ≈ 0

Φ4I :
BΠt

I ≈ 0

Φ5I : ηIJD
J
a KB̃

aK ≈ 0

Φ6I : F12I ≈ 0

2.4.6 A Hamiltoniana total

Antes de se escrever novamente a hamiltoniana, nota-se que os v́ınculos Φ3I e Φ4I são

v́ınculos que comutam fortemente com todos os outros, então uma vez definida a hamilto-

niana pode-se tomar estes v́ınculos como igualdades fortes AΠt = 0 e BΠt = 0, o que define

At e Bt como funções arbitrárias. No caso do modelo BF determinou-se explicitamente

λ I
1a(x) (2.41) e λ

I
2a(x) (2.39), e os demais λ são multiplicadores de Lagrange arbitrários.

Com isto, a hamiltoniana total se escreve como:

HT =

∫
Σ

d2x
[
−AIt (DaB̃

a)I −BI
t F12I + (DaAt)

IΦ a
1I + ((DaBt)

I − f IJKA
J
t B

K
a )Φ

a
2I

]
(2.53)

note que os dois primeiros termos são os v́ınculos Φ5I e Φ6I da teoria, então esta expressão

da hamiltoniana identifica AIt e BI
t como sendo os multiplicadores de lagrange λI5 e λI6
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destes v́ınculos.

Com a hamiltoniana nesta forma ainda não se pode aplicar o prinćıpio da correspondência

sobre a teoria canônica. Com efeito, na teoria quântica correspondente onde A,B são

operadores, os v́ınculos Φm também são operadores que restringem o funcional de onda

ψ, que geram condições do tipo:

Φ̂mψ = 0 , ou, equivalentemente, Ĥψ = 0. (2.54)

Só que quando se tem v́ınculos que não comutam entre si (chamados de v́ınculos de

segunda classe) aparecem alguns termos Γmn ̸= 0, tais como (2.37), etc. Ao se tomar

estes colchetes como ponto de partida para a quantização tem-se, por exemplo:

[Φ̂ a
1I(x), Φ̂

c
2J(y)] = −i~εacδIJδ2(x− y).

Contudo, este comutador é inconsistente com Φ̂1ψ = 0 e Φ̂2ψ = 0, pois:

[Φ̂ a
1I(x), Φ̂

c
2J(y)]ψ = −i~εacδIJδ2(x− y)ψ ̸= 0. (2.55)

Neste caso, não se pode construir uma teoria quântica a partir destes comutadores. Então

seguir-se-á o procedimento proposto por Dirac para a redefinição dos colchetes de Poisson

como colchetes de Dirac.

2.4.7 Os colchetes de Dirac

O propósito de se introduzir os colchetes de Dirac é eliminar os v́ınculos de segunda

classe, resolvendo-os no processo. Para definir o colchete de Dirac, primeiro escreve-se
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explicitamente a matriz Γ dos colchetes de Poisson entre os v́ınculos:

Γmn ≈ −ηIJ



0 εab fJKLB̃
aK εabDJ

bL

εab 0 εabDJ
bL 0

fJKLB̃
aK εabDJ

bL 0 0

εabDJ
bL 0 0 0


δ2(x− y) (2.56)

onde (m,n) = (1, 2, 5, 6), uma vez que Φ3 e Φ4 foram tomados como igualdades fortes.

A partir desta matriz realiza-se uma troca de base dos v́ınculos por um procedimento de

diagonalização em blocos, o que simplifica bastante a definição dos colchetes de Dirac. Os

v́ınculos secundários GI e FI (GI = Φ5I e FI = Φ6I) combinam-se com os v́ınculos Φ1 e

Φ2, para gerar:

G ′
I = GI + f J

I KB
K
a Φ

a
2J +DJ

aIΦ
a
1J (2.57)

F ′
I = FI +DJ

aIΦ
a
2J . (2.58)

Nota-se que G ′ e F ′ são os coeficientes de At e Bt na hamiltoniana (2.53).

Os v́ınculos G ′ e F ′ são v́ınculos de primeira classe de acordo com a terminologia de Dirac9

pois possuem colchetes de Poisson fracamente nulos com todos os demais, enquanto os

v́ınculos Φ1,Φ2 são v́ınculos de segunda classe, resultando na seguinte matriz Γ′ diagona-

lizada:

Γ′
mn ≈ −ηIJ



0 εab 0 0

εab 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


δ2(x− y) (2.59)

onde as linhas e colunas desta matriz são formadas por Φ1,Φ2,G ′ e F ′.

9Vide seção B.2.3.
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Um resumo dos nossos v́ınculos de acordo com a sua classe e origem, na nova base:

Vı́nculo Primário Secundário

Primeira Classe
G ′
I : GI + f J

I KB
K
a Φ

a
2J +DJ

aIΦ
a
1J

F ′
I : FI +DJ

aIΦ
a
2J

Segunda Classe
Φa

1I :
AΠa

I − B̃a
I ≈ 0

Φa
2I :

BΠa
I ≈ 0

Agora, nota-se por ∆ a matriz dos v́ınculos de segunda classe remanescentes, cujos ele-

mentos são definidos por:

∆ac
ss′ IJ = {Φa

sI(x),Φ
c
s′J(y)} = −εacηIJεss

′
δ2(x− y) (2.60)

onde (s, s′) = (1, 2). Invertendo10 a matriz ∆ obtém-se:

∆−1 = −εcaηIJδ2(y − x)

 0 1

1 0

 . (2.61)

Com esta matriz ∆−1 definem-se os colchetes de Dirac:

{ξ, χ}D = {ξ, χ} − {ξ,Φs}∆−1 ss′{Φs′ , χ} (2.62)

que se nota pelo śımbolo { , }D. Neste novo colchete, pode-se colocar os Φs = 0 uma

vez que, sendo g uma função qualquer dos campos A e B:

{g,Φs}D = {g,Φs} − {g,Φs}∆−1 ss′{Φs′ ,Φs}

= {g,Φs} − {g,Φs}∆−1 ss′ ·∆s′s

= {g,Φs} − {g,Φs} = 0. (2.63)

10No sentido da álgebra de convolução para os ı́ndices cont́ınuos (x) e (y): (g∗f)(x) =
∫
dy g(y)f(x−y).
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Logo, as equações Φs = 0 podem ser consideradas igualdades fortes, então:

Φ1 = 0 → AΠa
I = B̃a

I (2.64)

Φ2 = 0 → BΠa
I = 0 (2.65)

como AΠa
I ∝ B e BΠa

I = 0, excluem-se os momentos AΠa
I e BΠa

I da teoria e considera-se

(2.64) como o momento da variável AIa.

Da mesma maneira, temos que:

{AIa(x), AJb (y)}D = {AIa(x), AJb (y)} −
∫
d2x′d2y′{AIa(x),Φs(y

′)}∆−1 ss′{Φs′(x
′), AJb (y)}

= 0−
∫
d2x′d2y′{AIa(x),Φ1(y

′)}∆−1 12

=0︷ ︸︸ ︷
{Φ2(x

′), AJb (y)}

−
∫
d2x′d2y′

=0︷ ︸︸ ︷
{AIa(x),Φ2(y

′)}∆−1 21{Φ1(x
′), AJb (y)} = 0 (2.66)

{BI
a(x), B

J
b (y)}D = 0 (2.67)

{AIa(x), BJ
b (y)}D = {AIa(x), BJ

b (y)} −
∫
d2x′d2y′{AIa(x),Φs(y

′)}∆−1 ss′{Φs′(x
′), BJ

b (y)}

= 0−
∫
d2x′d2y′{AIa(x),Φ1(y

′)}∆−1 12{Φ2(x
′), BJ

b (y)}

−
∫
d2x′d2y′

=0︷ ︸︸ ︷
{AIa(x),Φ2(y

′)}∆−1 21{Φ1(x
′), BJ

b (y)}

= −εbaηIJδ2(y − x) (2.68)

A partir de agora o sub ı́ndice D do colchete de Dirac será omitido. Note que o último

colchete escreve-se de maneira simplificada na notação dual de B :

{AIa(x), B̃cJ(y)} = −εcbεbaηIJδ2(y − x) = δcaη
IJδ2(y − x). (2.69)
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2.5 Os v́ınculos de primeira classe e a invariância da

hamiltoniana

2.5.1 A forma final da hamiltoniana

A Hamiltoniana total (2.53) do nosso sistema agora fica:

HT =

∫
Σ

d2x
(
− AIt (DaB̃

a)I −BI
t F12I

)
. (2.70)

Como os campos −AIt e −BI
t são multiplicadores de Lagrange para os v́ınculos Φ5I =

GI = DaB̃
a e Φ6I = FI = F12I , podemos reescrever a hamiltoniana total como:

HT =

∫
Σ

d2x (λI5GI + λI6FI) . (2.71)

Vale a pena ressaltar novamente que esta hamiltoniana é completamente vinculada, que

é o que se espera de uma teoria de calibre topológica.

2.5.2 As transformações infinitesimais geradas pela hamiltoni-

ana

Os v́ınculos G e F que aparecem na hamiltoniana (2.70) são v́ınculos de primeira classe,

e como tal geram transformações de calibre. Então agora calcula-se os colchetes de Dirac

destes termos da hamiltoniana (v́ınculos) com as variáveis A e B, para descobrir as trans-

formações infinitesimais de calibre associadas aos termos da hamiltoniana. Uma vez queH

é um invariante sobre as transformações geradas por estes v́ınculos, estas transformações

são simetrias do sistema:

δ(i)g(x) = {g(x),
∫
Σ

d2yλiΦi(y)}. (2.72)
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Escreve-se agora a transformação infinitesimal δG, gerada pelo v́ınculo G que age sobre

as variáveis AIa e B̃aI , fazendo uso da integração por partes (A.108) e da definição de

derivada covariante (2.5):

δGA
I
a(x) = {AIa(x),

∫
Σ

d2yλJ5 (y)ηJKD
yK
b LB̃

bL(y)}

= −
∫
Σ

d2yDyK
b L(ηJKλ

J
5 (y))η

ILδbaδ
2(y − x) = −(Daλ5)

I(x) (2.73)

δGB̃
aI(x) = {B̃aI(x),

∫
Σ

d2yλJ5 (y)ηJKD
yK
b LB̃

bL(y)}

=

∫
Σ

d2y ηJKλ
J
5 (y)f

K
LMη

IMδab δ
2(x− y)B̃bL(y) = f IJLλ

J
5 (x)B̃

aL(x) .(2.74)

Escrevendo estas transformações na notação matricial Aa = AIaTI , etc., obtém-se:

 δGAa = ∂aλ+ [Aa, λ]

δGB̃
a = [B̃a, λ]

(2.75)

onde λ = −λ5 faz o papel de parâmetro infinitesimal. Isto é, G gera as transformações de

calibre tipo YM espaciais.

Agora, escreve-se a transformação infinitesimal δF , gerada pelo v́ınculo F que age sobre a

variável B̃aI , fazendo uso da integração por partes (A.108) e da antissimetria dos tensores

εab e f IJK :

δFA
I
a(x) = 0 (2.76)

δFB̃
aI(x) = {B̃aI(x),

∫
Σ

d2y λJ6 (y)
εbc

2
F J
bc(y)}

=

∫
Σ

d2y εba(∂bλ
I
6(y)− f IJKA

K
b (y)λ

J
6 (y))δ

2(x− y) = −εabDI
bJλ

J
6 (x) .(2.77)

Escrevendo na forma matricial:  δFAa = 0

δFB̃
a = εabDbϵ

(2.78)
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onde ϵ = −λ6 faz o papel de parâmetro infinitesimal. F gera o segundo tipo de trans-

formações de calibre do modelo BF, chamadas de tipo 2.

Os conjuntos de simetria δG,F são nada mais que a parte espacial das transformações

de calibre da teoria. Na teoria quântica, G e F serão promovidos a operadores Ĝ e F̂ ,

geradores dos grupos de simetria. Os estados |ψ⟩ que obedecem Ĝ|ψ⟩ = 0 e F̂ |ψ⟩ = 0 vão

ser os estados f́ısicos, invariantes sobre as transformações de calibre.

A invariância sobre as transformações gerais de coordenadas (difeomorfismos), é uma

consequência das invariâncias sobre transformações de calibre (2.75) e (2.78) [36–38]. Para

verificarmos isto, considere um campo vetorial espacial v = va∂a com o qual definem-se

os parâmetros:

 λI(v) = vaAIa

ηI(v) = vaB̃
aI

. (2.79)

Verifica-se facilmente que um difeomorfismo infinitesimal dado pela derivada de Lie ao

longo do campo vetorial v pode ser expresso como uma transformação de calibre com os

parâmetros (2.79), módulo equações de movimento:

 (LvA)Ia = δλ(v)A
a
I + δη(v)A

a
I

(LvB̃)aI = δλ(v)B̃aI + δη(v)B̃aI

(2.80)

é o resultado (2.13) mostrado na seção 2.3.1.

2.5.3 A álgebra dos geradores de transformações

Nas seções anteriores escreveu-se a hamiltoniana do modelo BF completamente vincu-

lada e mostrou-se que estes v́ınculos geram as transformações de calibre da teoria. Agora

analisar-se-á a álgebra dos v́ınculos da hamiltoniana do modelo BF, escritos como trans-
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formações de calibre:

G(λ) =

∫
d2x λI(x)DaB̃

a
I (x) (2.81)

F(ϵ) =
1

2

∫
d2x ϵI(x)ε

abF I
ab(x). (2.82)

Os colchetes entre os v́ınculos G e F resultam em:

{G(λ1),G(λ2)} = G(λ1 × λ2) (2.83)

{G(λ),F(ϵ)} = F(λ× ϵ) (2.84)

{F(ϵ1),F(ϵ2)} = 0 (2.85)

onde (λ1 × λ2)
I = f I

JK λJ1λ
K
2 e (λ × ϵ)I = f K

IJ λJϵK , lembrando que em SO(n, 3 − n) :

f K
IJ = ε K

IJ (tensor antissimétrico) e (λ× λ) é um produto vetorial. Logo, a álgebra dos

v́ınculos é fechada.

Pode-se pensar nos v́ınculos da hamiltoniana também como sendo equações que restringem

o espaço de fase a uma hipersuperf́ıcie vinculada, como a Fig. 2.2, e nesta hipersuperf́ıcie

todas as variáveis dinâmicas evoluem arbitrariamente.

Figura 2.2: Esboço do espaço de fase cinemático, onde há um subespaço dos pontos que
obedecem os v́ınculos.

Reescreve-se a hamiltoniana como em (2.70):

H = G(λ) + F(ϵ) (2.86)

o que deixa manifesto que a dinâmica da teoria na verdade é uma evolução arbitrária
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dada pelas transformações de calibre gerada pelos v́ınculos.

Pode-se também calcular o número de graus de liberdade do espaço de fase considerando

a dimensionalidade dos nossos campos independentes:

AIa : a = (1, 2) I = (1, 2, 3) → dim = 6

B̃aI : a = (1, 2) I = (1, 2, 3) → dim = 6.

Isto é, em cada ponto x do espaço de fase tem-se o número de dimensões igual a 12 devido

aos campos independentes. A dimensão dos parâmetros associados às simetrias é:

λI : I = (1, 2, 3) → dim = 3

ϵI : I = (1, 2, 3) → dim = 3.

Cada parâmetro retira duas dimensões do espaço de fase, pois cada parâmetro está associ-

ado à implementação de um v́ınculo. Então, nosso espaço de fase vai possuir 12−6×2 = 0

graus de liberdade f́ısicos, o que concorda com as equações de movimento (2.14) e (2.17)

obtidas anteriormente:

DB = 0 anula os graus de liberdade de B

F = 0 anula os graus de liberdade de A.

2.5.4 Sobre a quantização do modelo BF: O problema do pro-

duto escalar

Antes de abordar a quantização desta teoria no formalismo de laços faremos algumas

considerações gerais, em um ńıvel mais informal.

Na quantização, primeiramente define-se o funcional de onda Ψ = Ψ[AIa] sobre o espaço

de configurações das conexões AIa. Definem-se também os operadores Â e B̂, que devem
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obedecer às relações de comutação correspondentes aos colchetes de Dirac (2.66, 2.67,

2.69):

[ÂIa(x), B̂
b
J(y)] = i~δbaδIJδ2(x− y). (2.87)

Esses operadores atuam em Ψ[A] da seguinte forma:

ÂIaΨ = AIaΨ (2.88)

B̂a
IΨ = −i~ δΨ

δAIa
. (2.89)

Dirac começou a estudar a quantização da gravitação com este esquema, tomando A como

a métrica e B como o momento conjugado da métrica [12].

Agora, define-se o produto escalar. Na MQ, o produto escalar é:

⟨ψ|Φ⟩ =
∫
dnq ψ∗(q)Φ(q) (2.90)

onde q representa as coordenadas generalizadas. Este produto escalar pode ter uma forma

mais geral:

⟨ψ|Φ⟩ =
∫
dµ(q) ψ∗(q)Φ(q) (2.91)

onde dµ é uma medida de integração. O produto escalar no modelo BF teria a forma:

⟨Ψ|Φ⟩ =
∫

DA(Ψ[A])∗Φ[A] (2.92)

onde DA é uma medida de integração no espaço de configuração das conexões AIa(x).

Não é dif́ıcil de ver que esta medida de integração corresponde à medida num espaço de

configurações muito maior que o espaço correspondente ao do produto escalar (2.90), o

que torna sua definição particularmente dif́ıcil.

Para se construir um espaço com produto interno bem definido, substitui-se o espaço de
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configurações dos AIa(x) pelo espaço das holonomias hγ[A], que é o primeiro passo para a

quantização de laços.

A seguir estudar-se-á o modelo BF com campos de matéria, em particular como os v́ınculos

e as transformações de calibre do modelo BF descrito neste caṕıtulo se alterarão com a

introdução dos campos de matéria.
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Caṕıtulo 3

Modelo BF com Campos de Matéria

- Caso Abeliano

Agora parte-se do modelo de brinquedo tipo BF 2+1-dimensional independente de fundo

tal como definido no caṕıtulo 2, e sobre ele acoplar-se-á uma estrutura que possa represen-

tar campos de matéria [8]. Numa primeira tentativa acoplaremos minimamente campos

escalares, como em um modelo sigma [29], à ação do modelo BF.

Por uma questão de simplicidade trata-se os campos da teoria como campos abelianos,

neste caṕıtulo. O caso não-abeliano será tratado no caṕıtulo seguinte.

3.1 Definições e Convenções

3.1.1 O Grupo de Calibre U(1)

O grupo de Lie1 a ser considerado neste caṕıtulo é o grupo abeliano U(1) = SO(2), que é

o grupo de calibre do eletromagnetismo, compacto, conexo e unimodular (ćırculo unitário

no plano complexo).

1Ver apêndice A.1 sobre grupos de Lie em geral.
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Os elementos g do grupo U(1) podem ser parametrizados por um ângulo de rotação θ

como g = eiθ, onde o mapa [0, 2π[⊂ R → U(1), θ 7→ eiθ é homeomórfico já que a

multiplicação de números complexos é equivalente a uma adição de fases.

As representações de U(1) são bem simples, por serem unidimensionais. Cada repre-

sentação irredut́ıvel é um homeomorfismo Rn caracterizado por um inteiro positivo ou

negativo:

Rn(eiθ) = einθ, n ∈ Z (3.1)

de forma que estas representações Rn são caracteres do grupo U(1). Elas são homeo-

morfismos do grupo consigo mesmo [43]. Sendo assim, deixa-se de escrever o ı́ndice de

grupo para campos em U(1) mesmo na representação de componentes observado que a

representação R−n é igual à conjugada de Rn:

R−n = Rn (3.2)

3.1.2 A Derivada Covariante para os campos ϕ

Considera-se um campo escalar complexo ϕ(x), com ϕ(x) como seu conjugado, que se

transformam sob o grupo de calibre U(1) como:

ϕ′(x) = g(x)ϕ(x)

ϕ
′
(x) = g−1(x)ϕ(x) (3.3)

onde g(x) = eiθ(x) ∈ U(1). Também se quer que a derivada se transforme da mesma

maneira que o campo, o que nos leva a definição da derivada covariante dos campos ϕ:

Dµϕ(x) ≡ ∂µϕ(x)− Aµϕ(x) (3.4)

Dµϕ(x) ≡ ∂µϕ(x) + Aµϕ(x). (3.5)
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A 1-forma conexão2 A escrita em notação de componentes se transforma como:

A′
µ(x) = Aµ(x) + g(x)∂µg

−1(x). (3.6)

Repare que as equações (3.6) e (3.4 - 3.5) representam o caso particular abeliano para a

transformação de A (2.4) e da derivada covariante (2.5) vistas no caṕıtulo anterior para

o caso BF “puro”.

3.1.3 A curvatura de Yang-Mills F

A curvatura F = 1
2
Fµνdx

µdxν no caso abeliano é expressa simplesmente por:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (3.7)

Pode-se escrever também as identidades de Bianchi dF = 0, que no caso abeliano é

imediato ver que se verificam. Até aqui tem-se uma estrutura semelhante à do modelo

BF já desenvolvida no caṕıtulo anterior.

3.1.4 A densidade escalar

Outra grandeza presente na ação a se definir é o tensor completamente antissimétrico

(3-forma) ẽµνρ(x). Por simplicidade, pode-se expressar ẽ em termos do seu dual e:

e ≡ 1

3!
ẽµνρε

µνρ (3.8)

e sendo uma densidade escalar.

Na seção seguinte a ação será escrita e as transformações das variáveis estudadas com

detalhes, assim como as simetrias geradas por estas transformações.

2Note que pela maneira na qual a derivada covariante foi definida o campo Aµ é imaginário.
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3.2 Construindo a ação

Para escrever a ação, considera-se uma variedade diferenciável tridimensional M, e sobre

ela define-se o modelo BF (a 1-forma conexão Aµ, e a 1-forma Bµ) e os demais acopla-

mentos (campos escalares ϕ, ϕ e a densidade escalar ẽ).

A ação invariante sob as transformações de calibre (3.6) e (3.3) é3:

S[A,B, ϕ, ϕ, e] =
κ

2

∫
B ∧ F + λ

∫
BDϕDϕ+ σ

∫
e(ϕϕ− 1) (3.9)

e em componentes

S[A,B, ϕ, ϕ, ẽ] =
κ

2

∫
M3

d3xεµνρBµFνρ + λ

∫
M3

d3xεµνρBµDνϕDρϕ+

+
σ

3!

∫
M3

d3xεµνρẽµνρ(ϕϕ− 1) (3.10)

onde κ, λ e σ são constantes de acoplamento. A ação também é invariante sobre trans-

formações gerais de coordenadas (difeomorfismos) x′µ = x′µ(x).

3.3 As invariâncias de calibre

Sabe-se por construção que nossas variáveis são invariantes de calibre em relação ao grupo

abeliano U(1), na forma infinitesimal:

δAµ = ∂µϵ , δBµ = 0 , δϕ = ϵϕ , δϕ = −ϵϕ , δe = 0 (3.11)

que são o caso particular abeliano das transformações (2.10) escritas no caṕıtulo anterior.

A ação foi constrúıda para ser também invariante sob as transformações gerais de co-

3Note que o campo B é imaginário, uma vez que F = dA também é imaginário e a ação deve ser real.
Note também que é posśıvel definir uma ação invariante tomando σ = 0, anulando o terceiro termo. Com
efeito, nestas condições pode-se redefinir as variáveis A′ = A − ϕDϕ e B′ = B + λϕBϕ para reduzir a
ação a um único termo do tipo B′ ∧ F ′.
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ordenadas (difeomorfismos). Estas simetrias dão informações sobre como os campos da

teoria se relacionam. É importante notar que no caso do modelo BF puro a invariância

sobre difeomorfismos é uma consequência da invariância sobre as transformações de cali-

bre [36–38], mas aqui esta invariância deve ser constrúıda.

Os difeomorfismos atuam sobre os ı́ndices µ, ν, logo pode-se desde já distinguir os dife-

omorfismos temporais e difeomorfismos espaciais (distinção que será justificada no de-

senvolvimento do método hamiltoniano). Um campo X se transforma infinitesimalmente

como δX(x) = ξµ(x)∂µX(x), uma vez que δxµ = ξµ(x). Isto é:

δX(x) = LξX(x) (3.12)

onde LξX(x) é a derivada de Lie de X(x) ao longo de ξ. O difeomorfismo dos tensores

definidos na teoria pode ser calculado fazendo:

δAµ = ξλ∂λAµ + ∂µξ
λAλ (3.13)

δFµν = ξλ∂λFµν + ∂µξ
λFλν + ∂νξ

λFµλ (3.14)

δBµ = ξλ∂λBµ + ∂µξ
λBλ (3.15)

δϕ = ξλ∂λϕ (3.16)

δϕ = ξλ∂λϕ (3.17)

δe = ξλ∂λe. (3.18)

Sabe-se também que as simetrias de calibre nada mais são do que as transformações

geradas pelos v́ınculos de primeira classe, que nestas teorias de calibre formam o hamil-

toniano canônico. Espera-se que o tratamento canônico realizado nas seções seguintes

forneça também as leis de invariância de difeomorfismos temporais e espaciais na forma

de v́ınculos adicionais sobre o espaço de fase canônico.
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3.3.1 Equações de movimento

Antes de se criar um ansatz para testar a invariância da ação S em relação às simetrias,

pode-se variar a ação em relação às variáveis independentes da teoria (A,B, ϕ, ϕ̄, e) para

se obter equações de movimento associadas. Parte-se então da ação S, equação (3.9),

escrita como:

S[A,B, ϕ, ϕ, e] =

∫
Tr(BF ) + λBDϕDϕ+ e(ϕϕ− 1)

onde a constante de acoplamento sigma foi absorvida por uma redefinição simples e′ = σe e

a constante de acoplamento BF foi absorvida fazendo B′ = κB. Varia-se A (δA) tomando

δS = 0:

δS =

∫
BdδA+ λBδAϕDϕ− λBDϕδAϕ

=

∫
δA(dB − λB(ϕDϕ+Dϕϕ))

δS

δA
= dB − λBd(ϕϕ) = 0 (3.19)

onde realizou-se uma integração por partes4 no primeiro termo (traço de B ∧ F ) e per-

mutações ćıclicas entre formas pares (dB) e ı́mpares (B,A,Dϕ), portanto (3.19) é a pri-

meira equação de movimento.

Agora, varia-se B (δB) tomamos δS = 0:

δS =

∫
δBF + δBDϕDϕ

δS

δB
= F + dϕdϕ+ Ad(ϕϕ) = 0 (3.20)

note que se usou DϕDϕ = dϕdϕ + A(ϕdϕ + dϕϕ) para obter a segunda equação de

movimento (3.20).

4Vide seção A.4.3.
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Varia-se ϕ (δϕ) tomando δS = 0:

δS =

∫
BDϕDδϕ+ eϕδϕ

=

∫
δϕ(D(BDϕ) + eϕ) =

∫
δϕ(dBDϕ−BFϕ+ eϕ) (3.21)

onde utilizou-se a identidade D2ϕ = Fϕ (equação A.68). Quer-se δS
δϕ

= 0, então:

δS

δϕ
= dBDϕ−BFϕ+ eϕ = 0. (3.22)

e a variação do campo conjugado ϕ é calculada de forma análoga

δS =

∫
BDδϕDϕ+ eδϕϕ

=

∫
δϕ(dBDϕ+BFϕ+ eϕ)

δS

δϕ
= dBDϕ+BFϕ+ eϕ = 0 (3.23)

que nos dão a terceira equação (3.22) e a quarta equação (3.23) de movimento. Finalmente,

varia-se e (δe) tomando δS = 0:

δS =

∫
δe(ϕϕ− 1)

δS

δe
= ϕϕ− 1 = 0 (3.24)

para se obter a quinta equação de movimento (3.24).

Repare que a parte não-dinâmica destas equações de movimento (3.19 , 3.20, 3.22, 3.23

e 3.24) deverá corresponder aos v́ınculos da teoria. Estas equações ainda podem ser

combinadas para gerar um subconjunto de equações independentes:

dB = 0 F = 0 e = 0 ϕϕ = 1. (3.25)

Na seção seguinte obter-se-á os v́ınculos de primeira classe e então poderemos comparar

as invariâncias (3.25) da ação em relação a estas simetrias.
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3.4 O Formalismo Canônico do modelo BF + Cam-

pos de matéria

A exemplo do método que foi desenvolvido extensamente na seção 2.4, faz-se então uma

foliação na variedade M = R × σ, que é a separação da parte espacial Σt := Xt(σ) da

temporal, onde Xt : σ → M e t ∈ R definem uma famı́lia de hipersuperf́ıcies Xt(σ).

A ação S (3.10) escreve-se em 2+1 dimensões como:

S =
1

2

∫
d2xdt

[
εtabBtFab + εatbBaFtb + εabtBaFbt

]
+

∫
d2xdte

[
ϕϕ− 1

]
+λ

∫
d2xdt

[
εtabBtDaϕDbϕ+ εatbBaDtϕDbϕ+ εabtBaDbϕDtϕ

]
. (3.26)

Então a lagrangiana escreve-se como:

L =

∫
d2x εab

[
1

2
BtFab −Ba∂tAb − At∂bBa

]
+ e

[
ϕϕ− 1

]
+λεab

[
BtDaϕDbϕ−BaDtϕDbϕ+BaDbϕDtϕ

]
(3.27)

onde εtab ≡ εab é o tensor de Levi-Civita, completamente antissimétrico.

3.4.1 Os momentos conjugados

Para realizar a transformação de Legendre, primeiramente deve-se escrever os momentos

conjugados aos campos A,B, ϕ, ϕ, e:

(A)Πt(x) =
δL

δ(∂tAt(x))
= 0

(B)Πt(x) =
δL

δ(∂tBt(x))
= 0

(ϕ)Π(x) =
δL

δ(∂tϕ(x))
= λεabBaDbϕ (3.28)

(ϕ)Π(x) =
δL

δ(∂tϕ(x))
= −λεabBaDbϕ
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(e)Π(x) =
δL

δ(∂te(x))
= 0

(A)Πb(x) =
δL

δ(∂tAb(x))
= −εabBa

(B)Πa(x) =
δL

δ(∂tBa(x))
= 0.

Os colchetes de Poisson dos campos e seus momentos conjugados geram uma estrutura

simplética:

{Aµ(x), (A)Πν(y)} = δνµδ
2(x− y)

{Bµ(x),
(B)Πν(y)} = δνµδ

2(x− y)

{ϕ(x), (ϕ)Π(y)} = δ2(x− y)

{ϕ(x), (ϕ)Π(y)} = δ2(x− y)

{e(x), (e)Π(y)} = δ2(x− y)

e todos os demais colchetes são nulos:

{Aµ(x), Aν(y)} = { (A)Πµ(x), (A)Πν(y)} = {Aµ(x), Bν(y)} = · · · = 0.

Para o modelo BF “puro” descrito no caṕıtulo 2, viu-se que as velocidades generalizadas

das variáveis dinâmicas (A e B no caso) não podiam ser escritas em função das coorde-

nadas e momentos generalizados, o que faz com que esses momentos sejam v́ınculos da

teoria. No entanto sabe-se pelo resultado obtido na seção 2.4.7 que trata da definição do

colchete de Dirac daquele modelo, que o cálculo da estabilidade dos v́ınculos primários é

vastamente simplificado se tomarmos os momentos:

(A)Πa(x) = εabBb ≡ B̃a (3.29)

(B)Πa(x) = 0 (3.30)

como igualdades fortes desde já.
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Note que:

B̃a(x) ≡ εabBb(x) (3.31)

é uma notação para o dual de B. Considerar esta igualdade forte agora implica em

considerar as variáveis Aa e B̃a como um par canonicamente conjugado:

{Aa, B̃b} = δbaδ
2(x− y). (3.32)

3.4.2 Sumário da estrutura simplética

Para fins de referência, sumarizou-se a estrutura simplética do nosso espaço de fase,

formado pelas variáveis:

Aµ(x), Bµ(x), ϕ(x), ϕ(x), e(x),
(A)Πµ(x), (B)Πµ(x), (ϕ)Π(x), (ϕ)Π(x), (e)Π(x).

Os colchetes não-nulos são:

{At(x), (A)Πt(y)} = δ2(x− y) (3.33)

{Bt(x),
(B)Πt(y)} = δ2(x− y) (3.34)

{ϕ(x), (ϕ)Π(y)} = δ2(x− y) (3.35)

{ϕ(x), (ϕ)Π(y)} = δ2(x− y) (3.36)

{e(x), (e)Π(y)} = δ2(x− y) (3.37)

{Aa(x), B̃b(y)} = δbaδ
2(x− y). (3.38)

3.5 Hamiltoniana e Vı́nculos

Ao se considerar a lagrangiana L(q, q̇), os momentos conjugados obtidos são independen-

tes das velocidades generalizadas q̇. No caso apresentado aqui, as velocidades não podem
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ser trivialmente escritas como uma função dos momentos, caracteŕıstica de sistemas vin-

culados. Temos assim os v́ınculos primários:

Φ1 = (A)Πt(x) ≈ 0 (3.39)

Φ2 = (B)Πt(x) ≈ 0 (3.40)

Φ3 = (ϕ)Π(x) + λB̃a(x)Daϕ(x) ≈ 0 (3.41)

Φ4 = (ϕ)Π(x)− λB̃a(x)Daϕ(x) ≈ 0 (3.42)

Φ5 = (e)Π(x) ≈ 0. (3.43)

Note que o sinal ≈ indica uma igualdade fraca, isto é, estas equações só se tornarão

igualdades fortes após a resolução dos v́ınculos canonicamente.

Faz-se agora a transformação de Legendre para se obter a hamiltoniana canônica:

Hcan ≡
∫
d2x Hcan(x) =

∫
d2x

(
()Π∂t()− L

)
(3.44)

=

∫
d2x

(
(A)Πa∂tAa +

(A)Πt∂tAt +
(B)Πt∂tBt +

(ϕ)Π∂tϕ+ (ϕ)Π∂tϕ+ (e)Π∂te− L
)

onde se substituiu as expressões fracas para os momentos conjugados, observado desde já

que a hamiltoniana total é definida como Htot = Hcan+
∑

m ΛmΦm, isto é, a hamiltoniana

total contém a informação sobre os v́ınculos5. Explicitamente:

Hcan =

∫
d2x B̃a∂tAa − λB̃aDaϕ∂tϕ+ λB̃aDaϕ∂tϕ− εab

2
BtFab − B̃a∂tAb − At∂bB̃

a

−λεabBtDaϕDbϕ+ λεabBaDtϕDbϕ− λεabBaDbϕDtϕ− e
(
ϕϕ− 1

)
=

∫
d2x − εab

2
BtFab − At∂bB̃

a − λεabBtDaϕDbϕ

+λεabBaAtϕDbϕ+ λεabBaDbϕAtϕ− e
(
ϕϕ− 1

)
.

Repare que ao combinar os termos de At, os termos ϕDaϕ+Daϕϕ = ∂a(ϕϕ) formam uma

5Adicionar uma combinação linear de expressões fracamente nulas não altera a hamiltoniana do sis-
tema, uma vez que os v́ınculos serão resolvidos.
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derivada total. Htot vai ser:

Htot =

∫
d2x (−AtG−BtG0 − e

(
ϕϕ− 1

)
+ ΛmΦm) (3.45)

onde

G = ∂bB̃
a + λB̃a∂a(ϕϕ), G0 =

1

2
εabFab + λεabDaϕDbϕ. (3.46)

3.5.1 Estabilidade dos v́ınculos primários

Utiliza-se agora as equações de Hamilton para se verificar a estabilidade dos v́ınculos e a

existência de v́ınculos secundários, aplicando o algoritmo de Dirac-Bergmann6.

As equações de Hamilton se escrevem, para f função dos (q, p) sem dependência expĺıcita

em relação ao tempo t:

ḟ(x) = {f(x), Htot}+
∂f(x)

∂t︸ ︷︷ ︸
= 0

= {f(x),
∫
d2y [Hcan + ΛmΦm]}. (3.47)

E no algoritmo de Dirac-Bergmann verifica-se a estabilidade dos v́ınculos, fazendo Φ̇m ≈ 0,

de forma que:

∫
d2y {Φm(x),Hcan(y)}+

∫
d2y Λn(y){Φm(x),Φn(y)} ≈ 0. (3.48)

Para simplificar o cálculo da estabilidade dos v́ınculos será útil considerar as “médias

ponderadas” [44]:

Φn[ϵ] =

∫
d2x ϵ(x)Φn(x) (3.49)

onde ϵ(x) é uma função de teste.

6Vide seção B.1.4.
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Primeiro calcula-se a matriz dos colchetes de Poisson dos v́ınculos, Γmn ≡ {Φm[ϵ],Φn[η]}

para m,n = (1, 2, 3, 4, 5). O resultado é:

Γ11 = Γ12 = Γ13 = Γ14 = Γ15 = 0

Γ22 = Γ23 = Γ24 = Γ25 = 0 (3.50)

Γ33 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ3(ϵ(x)),Φ3(η(y))}

=

∫
d2x

∫
d2y{ϵ (ϕ)Π+ ϵλB̃aDaϕ , η

(ϕ)Π+ ηλB̃cDcϕ}

=

∫
+ϵλDaϕ{B̃a(x), Ac(y)}ηλB̃cϕ+ ϵλB̃aϕ{Aa(x), B̃c(y)}ηλDcϕ

= −ϵηλ2DaϕB̃
aϕ+ ϵηλ2B̃aϕDaϕ = 0 (3.51)

Γ34 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ3(ϵ(x)),Φ4(η(y))}

=

∫
d2x

∫
d2y{ϵ (ϕ)Π+ ϵλB̃aDaϕ , η

(ϕ)Π− ηλB̃cDcϕ}

=

∫
−λϵDcB̃

cη − λϵB̃cDcη − ληDaB̃
aϵ− ληB̃aDaϵ− λ2ϵηB̃a∂a(ϕϕ)

=

∫
−ϵηλ

[
∂aB̃

a + λB̃a∂a(ϕϕ)
]

(3.52)

Γ35 = Γ45 = Γ55 = 0 (3.53)

Γ44 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ4(ϵ(x)),Φ4(η(y))}

=

∫
d2x

∫
d2y{ϵ (ϕ)Π− ϵλB̃aDaϕ , η

(ϕ)Π− ηλB̃cDcϕ}

= +ϵηλ2DaϕB̃
aϕ− ϵηλ2B̃aϕDaϕ = 0. (3.54)
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Verificando Φ1

Para verificar a estabilidade do v́ınculo Φ1, utiliza-se a equação (3.48) para m = 1. Então:

Φ̇1 =

∫
d2y {Φ1,H} ≈ 0

=

∫
d2y{ (A)Πt,−At

[
∂aB̃

a + λB̃a(Daϕϕ+ ϕDaϕ)
]
}

= ∂aB̃
a + λB̃a(Daϕϕ+ ϕDaϕ) = G(x) ≈ 0 (3.55)

o que define um novo v́ınculo da teoria G(x) = Φ6, o v́ınculo de Gauss. Note que:

ϕ(∂a − Aa)ϕ+ (∂a + Aa)ϕϕ = ϕ∂aϕ+ ∂aϕϕ = ∂a(ϕϕ)

então o v́ınculo Φ6 escreve-se simplesmente como:

Φ6 ≡ ∂aB̃
a + λB̃a∂a(ϕϕ) (3.56)

e que também precisa ter sua estabilidade verificada.

Verificando Φ2

Utilizando (3.48) para m = 2, obtemos:

Φ̇2 =

∫
d2y {Φ2,H} ≈ 0

=

∫
d2y { (B)Πt,−Bt

[
εab

2
Fab + λεabDaϕDbϕ

]
}

=
εab

2
Fab + λεabDaϕDbϕ = G0(x) ≈ 0 (3.57)

onde G0(x) ≡ Φ7 é um novo v́ınculo da teoria, que chamamos de curvatura modificada.
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Antes de verificarmos a estabilidade dos demais v́ınculos, vamos calcular mais alguns

termos de interesse da matriz Γ, os Γm6 e Γm7, para m = 1, 2, . . . , 7, uma vez que Φ6 e Φ7

estão explicitamente expressos na hamiltoniana (3.45):

Γ16 = Γ17 = Γ26 = Γ27 = 0 (3.58)

Γ36 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ3(ϵ(x)), G(η(y))}

=

∫
d2x

∫
d2y{ϵ (ϕ)Π+ ϵλB̃aDaϕ , η∂cB̃

c + ηλB̃c∂c(ϕϕ)}

=

∫
+ϵηλϕ(∂aB̃

a + λB̃a∂a(ϕϕ)) = +G(ϵηλϕ) (3.59)

Γ37 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ3(ϵ(x)), G0(η(y))}

=

∫
d2x

∫
d2y{ϵ (ϕ)Π+ ϵλB̃aDaϕ , ηε

cd∂cAd + ηλεcdDcϕDdϕ}

=

∫
−ϵληϕ

(
εab

2
Fab + λεabDaϕDbϕ

)
= −G0(ϵηλϕ) (3.60)

Γ46 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ3(ϵ(x)), G(η(y))}

=

∫
d2x

∫
d2y{ϵ (ϕ)Π− ϵλB̃aDaϕ , η∂cB̃

c + ηλB̃c∂c(ϕϕ)}

=

∫
+ϵηλϕ(∂aB̃

a + λB̃a∂a(ϕϕ)) = +G(ϵηλϕ) (3.61)

Γ47 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ4(ϵ(x)), G0(η(y))}

=

∫
d2x

∫
d2y{ϵ (ϕ)Π− ϵλB̃aDaϕ , ηε

cd∂cAd + ηλεcdDcϕDdϕ}

=

∫
−ϵλη

(
εab

2
Fab + λεabDaϕDbϕ

)
ϕ = −G0(ϵηλϕ) (3.62)

Γ56 = Γ57 = 0

Γ66 = Γ77 = 0 (3.63)
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Γ67 =

∫
d2x

∫
d2y{G(ϵ(x)), G0(η(y))}

=

∫
d2x

∫
d2y{η∂aB̃a + ηλB̃a∂a(ϕϕ) , ηε

cd∂cAd + ηλεcdDcϕDdϕ}

=

∫
λεab∂a(ϵη)∂b(ϕϕ) = 0 (3.64)

note que em Γ67 utilizou-se uma integração por partes e o fato de que a derivada segunda

exterior de uma forma é nula.

Verificando Φ3

Φ̇3 =

∫
d2y {Φ3,H} ≈ 0

=

∫
d2y { (ϕ)Π+ λB̃aDaϕ ,−AtG−BtG0 − e(ϕϕ− 1) + ΛmΦm}

= −AtλϕG+BtλϕG0 +

∫
d2y{ (ϕ)Π, ϕ}(−eϕ) + Λ4{Φ3,Φ4}

= −AtλϕG+BtλϕG0 + eϕ− Λ4λG ≈ eϕ (3.65)

gera um novo v́ınculo Φ8 ≡ eϕ ≈ 0 .

Verificando Φ4

Φ̇4 =

∫
d2y {Φ4,H} ≈ 0

=

∫
d2y { (ϕ)Π− λB̃aDaϕ ,−AtG−BtG0 − e(ϕϕ− 1) + ΛmΦm}

= −AtλϕG+BtλϕG0 +

∫
d2y{ (ϕ)Π, ϕ}(−eϕ) + Λ3{Φ4,Φ3}

= −AtλϕG+BtλϕG0 + eϕ+ Λ3λG ≈ eϕ (3.66)

gera um novo v́ınculo Φ9 ≡ eϕ ≈ 0.
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Verificando Φ5

Φ̇5 =

∫
d2y {Φ5,H} ≈ 0

=

∫
d2y { (e)Π ,−AtG−BtG0 − e(ϕϕ− 1) + ΛmΦm}

=

∫
d2y − { (e)Π, e}(ϕϕ− 1) = ϕϕ− 1 ≈ 0. (3.67)

Repare que ϕϕ ≈ 1 é uma nova relação entre nossas variáveis ϕ e ϕ, de forma que:

Φ10 ≡ ϕϕ− 1 ≈ 0 (3.68)

é um novo v́ınculo.

Os v́ınculos Φ8 (3.65) e Φ9 (3.66) não são independentes. Combina-se ϕΦ8 e ϕΦ9 com a

equação Φ10 (3.68), para se obter:

e ≈ 0 (3.69)

então as equações Φ8 e Φ9 podem ser substitúıdas por uma equação independente Φe ≡

e ≈ 0.

Neste ponto, pode-se usar Φe (3.69) e Φ5 (3.43) para formar uma estrutura simplética

entre a variável e e o momento (e)Π, tomando estes dois v́ınculos como igualdades fortes:

(e)Π = 0

e = 0. (3.70)

Eles são trivialmente eliminados, pois todos os colchetes de Poisson envolvendo estes

v́ınculos com os demais são nulos e o colchete entre eles não demanda alteração nos
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colchetes de Poisson:

Γ5e =

∫
d2xd2y{Φ5(ϵ),Φe(η)} =

∫
{ϵ (e)Π, ηe} = −ϵη. (3.71)

E a hamiltoniana total escreve-se como:

Htot =

∫
d2x− AtG(x)−BtG0(x) +

4∑
i=1

ΛiΦi. (3.72)

Note ainda que o elemento de matriz Γ34 (3.52) pode ser expresso como:

Γ34 = −G(ϵηλ) (3.73)

o que facilita escrever a representação matricial de Γmn.

Antes de se verificar a estabilidade dos v́ınculos secundários, vamos calcular os Γ’s rema-

nescentes com Φ10:

Γ1,10 = Γ2,10 = 0 (3.74)

Γ3,10 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ3(ϵ(x)),Φ10(η(y))} =

∫
d2x

∫
d2y{ϵ (ϕ)Π+ ϵλB̃aDaϕ , ηϕϕ− η}

=

∫
ϵ{ (ϕ)Π, ϕ}ηϕ = −ϕ(ϵη) (3.75)

Γ4,10 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ4(ϵ(x)),Φ10(η(y))} =

∫
d2x

∫
d2y{ϵ (ϕ)Π− ϵλB̃aDaϕ , ηϕϕ− η}

=

∫
ϵ{ (ϕ)Π, ϕ}ηϕ = −ϕ(ϵη) (3.76)

Γ6,10 = Γ7,10 = Γ10,10 = 0. (3.77)
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A Matriz Γmn =

∫
d2x

∫
d2y{Φm(ϵ(x)),Φn(η(y))} se escreve:

Φ3 Φ4 G G0 Φ10

Φ3

Φ4

G

G0

Φ10



0 −G(ϵηλ) +G(ϵηλϕ) −G0(ϵηλϕ) −ϕ(ϵη)

+G(ϵηλ) 0 +G(ϵηλϕ) −G0(ϵηλϕ) −ϕ(ϵη)

−G(ϵηλϕ) −G(ϵηλϕ) 0 0 0

+G0(ϵηλϕ) +G0(ϵηλϕ) 0 0 0

+ϕ(ϵη) +ϕ(ϵη) 0 0 0


(3.78)

não se incluiu Φ1, Φ2 uma vez que estes só produziriam linhas e colunas nulas, e Φ5, Φ8,

Φ9 já foram tomados como igualdades fortes.

3.5.2 Estabilidade dos v́ınculos secundários

Recapitulando, tem-se os seguintes v́ınculos primários remanescentes (3.39 - 3.42):

Φ1 = (A)Πt ≈ 0

Φ2 = (B)Πt ≈ 0

Φ3 = (ϕ)Π+ λB̃aDaϕ ≈ 0

Φ4 = (ϕ)Π− λB̃aDaϕ ≈ 0.

Que geram os seguintes v́ınculos secundários remanescentes (3.56, 3.57, 3.68):

G = ∂aB̃
a + λB̃a∂a(ϕϕ) ≈ 0

G0 =
εab

2
Fab + λεabDaϕDbϕ ≈ 0

Φ10 = ϕϕ− 1 ≈ 0

e que tal como os v́ınculos primários, precisam ter sua estabilidade verificada.
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Verificando G

Ġ =

∫
d2y {G,H} ≈ 0

=

∫
d2y {G ,−AtG−BtG0 + ΛmΦm} =

∫
Λ3{G,Φ3}+ Λ4{G,Φ4}

= −λ(Λ3ϕ+ Λ4ϕ)G ≈ 0 (3.79)

como Ġ ∝ G ≈ 0, então G é estável.

Verificando G0

Ġ0 =

∫
d2y {G0,H} ≈ 0

=

∫
d2y {G0 ,−AtG−BtG0 + ΛmΦm} =

∫
Λ3{G0,Φ3}+ Λ4{G0,Φ4}

= λ(Λ3ϕ+ Λ4ϕ)G0 ≈ 0 (3.80)

como Ġ0 ∝ G0 ≈ 0, então G0 é estável.

Verificando Φ10

Φ̇10 =

∫
d2y {Φ10,H} ≈ 0

=

∫
d2y {ϕϕ− 1 ,−AtG−BtG0 + ΛmΦm} =

∫
Λ3{ϕϕ,Φ3}+ Λ4{ϕϕ,Φ4}

= +Λ3ϕ+ Λ4ϕ (3.81)
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logo, a estabilidade de Φ10 determina Λ3 em função de Λ4:

Λ4 = −Λ3ϕϕ
−1 (3.82)

sendo ϕ e ϕ inverśıveis. Finalmente a hamiltoniana (3.45) se reduz à:

Htot =

∫
d2x

[
−AtG(x)−BtG0(x) + Λ1Φ1 + Λ2Φ2 + Λ3(Φ3 − ϕϕ−1Φ4)

]
. (3.83)

3.5.3 Troca de base dos v́ınculos

Os v́ınculos remanescentes (Φ3,Φ4, G,G0,Φ10) podem ser redefinidos por uma combinação

linear de v́ınculos de forma a maximizar o número de v́ınculos de 1a classe (até então Φ1

e Φ2).

Tomou-se via ansatz 7:

Φ′
4 = ϕΦ3 − ϕΦ4 = ϕ( (ϕ)Π+ λB̃aDaϕ)− ϕ( (ϕ)Π− λB̃aDaϕ)

= ϕ (ϕ)Π− ϕ (ϕ)Π+ λB̃a∂a(ϕϕ). (3.84)

Se G = ∂aB̃
a + λB̃a∂(ϕϕ), pode-se escrever G′ = G− Φ′

4 para obter:

G′ = ∂aB̃
a − ϕ (ϕ)Π+ ϕ (ϕ)Π. (3.85)

Para estes ansatz:

Γ4′3 =

∫
d2xd2y{Φ′

4(ϵ),Φ3(η)} =

∫
{ϕΦ3(ϵ)− ϕΦ4(ϵ),Φ3(η)}

= Φ3(ϵη)− ϕG(ϵηλ) ≈ 0 (3.86)

Γ4′4′ =

∫
d2xd2y{Φ′

4(ϵ),Φ
′
4(η)} =

∫
{ϕΦ3(ϵ)− ϕΦ4(ϵ), ϕΦ3(η)− ϕΦ4(η)} = 0 (3.87)

7Esse ansatz é inspirado pelo termo que multiplica Λ3 em (eq. 3.83).
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Γ4′G′ =

∫
d2xd2y{Φ′

4(ϵ), G
′(η)} =

∫
{ϕΦ3(ϵ)− ϕΦ4(ϵ), G(η)− Φ′

4(η)}

= G(ϵηλϕϕ)−G(ϵηλϕϕ) = 0 (3.88)

Γ4′G0 =

∫
d2xd2y{Φ′

4(ϵ), G0(η)} =

∫
{ϕΦ3(ϵ)− ϕΦ4(ϵ), G0(η)}

= −G0(ϵηλϕϕ) +G0(ϵηλϕϕ) = 0 (3.89)

Γ4′10 =

∫
d2xd2y{Φ′

4(ϵ),Φ10(η)} =

∫
{ϕΦ3(ϵ)− ϕΦ4(ϵ),Φ10(η)}

= −ϵηϕϕ+ ϵηϕϕ = 0 (3.90)

ΓG′3 =

∫
d2xd2y{G′(ϵ),Φ3(η)} =

∫
{G(ϵ)− Φ′

4(ϵ),Φ3(η)}

= −G(ϵηλϕ)− (Φ3(ϵη)−G(ϵηλϕ)) = −Φ3(ϵη) ≈ 0 (3.91)

ΓG′G′ = 0 (3.92)

ΓG′G0 =

∫
d2xd2y{G′(ϵ), G0(η)} =

∫
{G(ϵ)− Φ′

4(ϵ), G0(η)} = 0 (3.93)

ΓG′10 =

∫
d2xd2y{G′(ϵ),Φ10(η)} =

∫
{G(ϵ)− Φ′

4(ϵ),Φ10(η)} = 0. (3.94)

Então tem-se uma matriz Γ′
mn na nova base:

Φ3 Φ′
4 G′ G0 Φ10

Φ3

Φ′
4

G′

G0

Φ10



0 +G(ϵηλϕ)− Φ3(ϵη) +Φ3(ϵη) −G0(ϵηλϕ) −ϕ(ϵη)

−G(ϵηλϕ) + Φ3(ϵη) 0 0 0 0

−Φ3(ϵη) 0 0 0 0

+G0(ϵηλϕ) 0 0 0 0

+ϕ(ϵη) 0 0 0 0


.
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Esta matriz é fracamente igual a:

Φ3 Φ′
4 G′ G0 Φ10

Γ′′ =

Φ3

Φ′
4

G′

G0

Φ10



0 0 0 0 −ϕ(ϵη)

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

+ϕ(ϵη) 0 0 0 0


. (3.95)

Analisando rapidamente a hamiltoniana (3.83), vê-se que {Φ′
4, Htot} ≈ {G′, Htot} ≈

{G0, Htot} ≈ 0 e obtém-se uma separação expĺıcita dos v́ınculos de 1a e 2a classe, como

mostrados na tabela abaixo:

Vı́nculo Primário Secundário

Primeira Classe Φ1,Φ2 Φ′
4, G

′, G0

Segunda Classe Φ3 Φ10

A matriz ∆ss′ dos v́ınculos de 2a classe remanescentes (s, s′ = 3, 10) vai ser:

∆ss′ = {Φs(x),Φs′(x)} = −εss′ϕδ2(x− y). (3.96)

Que é facilmente invertida:

∆−1
ss′ = +εss

′
ϕ

−1
δ2(x− y). (3.97)

Logo, pode-se definir os Colchetes de Dirac8:

{f, g}D = {f, g} −
∑
ss′

∫
{f,Φs}∆−1

ss′{Φs′ , g} (3.98)

e neste novo colchete pode-se tomar Φs = 0 (fortemente nulos), pois para qualquer função

8Note que no cálculo do colchete de Dirac estamos integrando um produto de colchetes, logo os termos
não-nulos do segundo termo são um produto de funções delta, e este produto deve ser visto como uma
convolução.
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f :

{f,Φs}D = {f,Φs} − {f,Φs}∆−1
ss′{Φs′ ,Φs}

= {f,Φs} − {f,Φs}∆−1
ss′∆s′s

= {f,Φs} − {f,Φs} = 0. (3.99)

Então tem-se as seguintes igualdades fortes:

(ϕ)Π = −λB̃aDaϕ

ϕϕ = 1 (3.100)

que impõem condições severas sobre as variáveis ϕ e ϕ, afetando a sua álgebra. Note que

ϕ e (ϕ)Π não são mais variáveis independentes, e sim funções de ϕ e (ϕ)Π. Calculando

colchetes de Dirac sobre as variáveis ϕ e ϕ:

{ϕ, ϕ}D = {ϕ, ϕ} −
∑
ss′

∫
{ϕ,Φs}∆−1

ss′{Φs′ , ϕ} = 0 (3.101)

{ϕ, ϕ}D = {ϕ, ϕ} −
∑
ss′

∫
{ϕ,Φs}∆−1

ss′{Φs′ , ϕ} = 0 (3.102)

{ϕ, ϕ}D = {ϕ, ϕ}D = 0 (3.103)

{ϕ, (ϕ)Π}D = {ϕ, (ϕ)Π} −
∑
ss′

∫
{ϕ,Φs}∆−1

ss′{Φs′ ,
(ϕ)Π}

= δ2(x− y)−
∫
{ϕ,Φ3}∆−1

3,10{Φ10,
(ϕ)Π}

= δ2(x− y)−
∫
δ2(x− s)ϕ

−1
δ2(s′ − s)ϕδ2(s′ − y) = 0 (3.104)

{ϕ, (ϕ)Π}D = {ϕ, (ϕ)Π} −
∑
ss′

∫
{ϕ,Φs}∆−1

ss′{Φs′ ,
(ϕ)Π}

= 0−
∫
{ϕ,Φ3}∆−1

3,10{Φ10,
(ϕ)Π}

= −ϕ
ϕ
δ2(x− y) = −ϕ2δ2(x− y) (3.105)
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note que se ϕϕ = 1, então ϕ = 1
ϕ
e ϕ

ϕ
= ϕ2.

{ϕ, (ϕ)Π}D = {ϕ, (ϕ)Π} −
∑
ss′

∫
{ϕ,Φs}∆−1

ss′{Φs′ ,
(ϕ)Π} = 0 (3.106)

{ϕ, (ϕ)Π}D = {ϕ, (ϕ)Π} −
∑
ss′

∫
{ϕ,Φs}∆−1

ss′{Φs′ ,
(ϕ)Π} = δ2(x− y) (3.107)

{ (ϕ)Π, (ϕ)Π}D = { (ϕ)Π, (ϕ)Π} −
∑
ss′

∫
{ (ϕ)Π,Φs}∆−1

ss′{Φs′ ,
(ϕ)Π} = 0 (3.108)

{ (ϕ)Π, (ϕ)Π}D = { (ϕ)Π, (ϕ)Π} −
∑
ss′

∫
{ (ϕ)Π,Φs}∆−1

ss′{Φs′ ,
(ϕ)Π}

= 0−
∫
{ (ϕ)Π,Φ3}∆−1

3,10{Φ10,
(ϕ)Π} −

∫
{ (ϕ)Π,Φ10}∆−1

10,3{Φ3,
(ϕ)Π}

= 0 + λB̃aDy
aδ

2(x− s)ϕ
−1
δ2(s− s′)ϕδ2(s′ − y)

−ϕδ2(x− s)ϕ
−1
δ2(s− s′)λB̃aDx

aδ
2(s′ − y) = 0 (3.109)

{ (ϕ)Π, (ϕ)Π}D = { (ϕ)Π, (ϕ)Π} −
∑
ss′

∫
{ (ϕ)Π,Φs}∆−1

ss′{Φs′ ,
(ϕ)Π}

= 0−
∫
{ (ϕ)Π,Φ3}∆−1

3,10{Φ10,
(ϕ)Π}

= 0 + λ∂a(B̃
aδ2)− λDaB̃

aδ2. (3.110)

Também calcula-se a ação dos colchetes de Dirac sobre o outro par canônico de variáveis,

(Aa, B̃
a). O colchete de Dirac de Aa com uma função g qualquer escreve-se:

{A, g}D = {A, g} − {A,Φ3}ϕ{Φ10, g}

= {A, g} − {A, λB̃Dϕ}ϕ{ϕϕ, g}. (3.111)

Observando o segundo termo, vê-se que só haverão modificações no colchete envolvendo
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Aa com a variável independente (ϕ)Π:

{Aa, (ϕ)Π}D = {Aa, (ϕ)Π} −
∑
ss′

∫
{Aa,Φs}∆−1

ss′{Φs′ ,
(ϕ)Π}

= 0−
∫

{Aa, λB̃bDbϕ}ϕ{ϕϕ, (ϕ)Π}

= −λDaϕδ
2(x− y)ϕ2 = λδ2(x− y)Daϕ

−1
(3.112)

Analogamente para B̃a:

{B̃a, (ϕ)Π}D = {B̃a, (ϕ)Π} −
∑
ss′

∫
{B̃a,Φs}∆−1

ss′{Φs′ ,
(ϕ)Π}

= 0−
∫

{B̃a, λB̃bAbϕ}ϕ{ϕϕ, (ϕ)Π}

= +λB̃aϕδ2(x− y)ϕ2 = λδ2(x− y)B̃aϕ
−1

(3.113)

Pode-se sumarizar os resultados nesta seção ao dizer que obteve-se as variáveis indepen-

dentes Aa, B̃
a, ϕ e (ϕ)Π como coordenadas do espaço de fase reduzido, que tem a seguinte

estrutura simplética gerada pelos colchetes de Dirac:

{Aa(x), B̃b(y)}D = δbaδ
2(x− y)

{Aa(x), (ϕ)Π(y)}D = λDaϕ
−1
δ2(x− y)

{B̃a(x), (ϕ)Π(y)}D = λB̃aϕ
−1
δ2(x− y)

{ϕ(x), (ϕ)Π(y)}D = δ2(x− y)

e todos os demais colchetes são nulos:

{Aa(x), Ab(y)}D = {Aa(x), ϕ(y)}D = {B̃a(x), B̃b(y)}D = {B̃a(x), ϕ(y)}D = · · · = 0.
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3.5.4 A forma final da hamiltoniana

A Hamiltoniana total (3.83) do nosso sistema agora se escreve:

Htot =

∫
d2x [−AtG(x)−BtG0(x)− Λ3Φ0(x)] (3.114)

onde

G = ∂aB̃
a, G0 =

1

2
εabFab, Φ0 ≡ ϕ

2
Φ4 = ϕ

2 (ϕ)Π+ λB̃aDaϕ. (3.115)

Como os campos −AIt , −BI
t e −Λ3 são multiplicadores de Lagrange para os v́ınculos G,

G0 e Φ0, pode-se reescrever a hamiltoniana total como:

Htot =

∫
Σ

d2x (ΛGG+ ΛG0G0 + ΛΦ0Φ0) (3.116)

que é uma hamiltoniana completamente vinculada, o que se espera de uma teoria de

calibre topológica, tal como a hamiltoniana vista anteriormente para o caso BF “puro”

(Seção 2.5.2).

3.6 Os v́ınculos de primeira classe e a invariância da

hamiltoniana - Modelo Abeliano

Os v́ınculos de primeira classe G, G0 e Φ0 são aqueles que geram as simetrias de cali-

bre da teoria. Como uma verificação do desenvolvimento canônico realizado, calculou-se

as transformações das variáveis independentes sobre estas simetrias comparando com os

resultados obtidos na seção 3.3 variando-se a ação.

Vamos agora calcular os colchetes de Dirac destes termos da hamiltoniana (3.114) (que são

v́ınculos) com as variáveis independentes Aa, B̃
a, ϕ e (ϕ)Π, para descobrir os parâmetros

das transformações infinitesimais de calibre associadas aos termos da hamiltoniana. H é
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um invariante sobre as transformações geradas por estes v́ınculos, portanto estas trans-

formações são simetrias do sistema9:

δ(i)g(x) = {g(x),
∫
Σ

d2yΛiΦi(y)}. (3.117)

Escreve-se agora a transformação infinitesimal δG, gerada pelo v́ınculo G que age sobre

as variáveis Aa, B̃
a, ϕ e (ϕ)Π:

δGAa(x) = {Aa(x),
∫
Σ

d2y ΛG(y)∂
y
b B̃

b(y)}

= −
∫
Σ

d2y ∂ybΛG(y)δ
b
aδ

2(y − x) = −∂aΛG(x) (3.118)

δGB̃
a(x) = {B̃a(x),

∫
Σ

d2y ΛG(y)∂
y
b B̃

b(y)} = 0 (3.119)

δGϕ(x) = {ϕ,
∫
Σ

d2y ΛG(y)∂
y
aB̃

a(y)} = 0 (3.120)

δG
(ϕ)Π(x) = { (ϕ)Π,

∫
Σ

d2y ΛG(y)∂
y
aB̃

a(y)}

= −
∫
Σ

d2y ∂yaΛG(y)λB̃
aϕ

−1
δ2(y − x) = −λB̃a(x)ϕ

−1
(x)∂aΛG(x). (3.121)

Escrevem-se as transformações não-nulas considerando ϵ1 = −λG como parâmetro infini-

tesimal:  δGAa = ∂aϵ1

δG
(ϕ)Π = +λB̃aϕ

−1
∂aϵ1

(3.122)

Agora, escreve-se a transformação infinitesimal δG0 , gerada pelo v́ınculo G0 que age sobre

9Daqui em diante omitiremos o sub́ındice “D” nos colchetes de Dirac.
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as variáveis Aa, B̃
a, ϕ e (ϕ)Π:

δG0A
I
a(x) = 0 (3.123)

δG0B̃
a(x) = {B̃a(x),

∫
Σ

d2y ΛG0(y)
1

2
εbcFbc(y)}

=

∫
Σ

d2y εba∂bΛG0(y)δ
2(x− y) = −εab∂bΛG0(x) (3.124)

δG0ϕ(x) = {ϕ,
∫
Σ

d2y ΛG0(y)
1

2
εbcFbc(y)} = 0 (3.125)

δG0

(ϕ)Π(x) = { (ϕ)Π,

∫
Σ

d2y ΛG0(y)
1

2
εbcFbc(y)} (3.126)

= −
∫
Σ

d2y εbc∂bΛG0(y)λD
y
cϕ

−1
(y)δ2(x− y) = −λεbcDcϕ

−1
(x)∂bΛG0(x)

então as transformações não-nulas geradas por G0, onde ϵ2 = −ΛG0 faz o papel de

parâmetro infinitesimal são dadas por

 δG0Ba = ∂aϵ2

δG0
(ϕ)Π = λεabDbϕ

−1
∂aϵ2.

(3.127)

G0 gera o segundo tipo de transformações de calibre do modelo BF, chamadas de tipo 2 e

que estão presentes no nosso modelo. Por último, escreve-se a transformação infinitesimal

δΦ0 , gerada pelo v́ınculo Φ0 que age sobre as variáveis Aa, B̃
a, ϕ e (ϕ)Π:

δΦ0Aa(x) = {Aa(x),
∫
Σ

d2y ΛΦ0(y)(ϕ
2
(y) (ϕ)Π(y) + λB̃b(y)Dy

bϕ(y))}

=

∫
Σ

d2y ΛΦ0(y)(ϕ
2
(y)λDaϕ

−1
(x) + λDy

aϕ(y))δ
2(y − x) = 0 (3.128)

δΦ0B̃
a(x) = {B̃a(x),

∫
Σ

d2y ΛΦ0(y)(ϕ
2
(y) (ϕ)Π(y) + λB̃b(y)Dy

bϕ(y))} (3.129)

=

∫
Σ

d2y ΛΦ0(y)(ϕ
2
(y)λB̃a(x)ϕ

−1
(x)− λB̃a(y)ϕ(y))δ2(x− y) = 0
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δΦ0ϕ(x) = {ϕ,
∫
Σ

d2y ΛΦ0(y)(ϕ
2
(y) (ϕ)Π(y) + λB̃b(y)Dy

bϕ(y))}

=

∫
Σ

d2y ΛΦ0(y)ϕ
2
(y)δ2(x− y) = ΛΦ0(x)ϕ

2
(x) (3.130)

δΦ0

(ϕ)Π(x) = { (ϕ)Π,

∫
Σ

d2y ΛΦ0(y)(ϕ
2
(y) (ϕ)Π(y) + λB̃b(y)Dy

bϕ(y))}

= −
∫
Σ

d2y ΛΦ0(y)
[
2ϕ(y) (ϕ)Π(y) + λΛΦ0(y)∂

y
aB̃

a(y)

−λ∂yaΛΦ0(y)B̃
a(y)

]
δ2(x− y)

= −2ΛΦ0ϕ(x)
(ϕ)Π(x)− λΛΦ0(x)∂aB̃

a(x) + λ∂aΛΦ0(x)B̃
a(x).(3.131)

Pode-se escrever as transformações não-nulas tomando um parâmetro infinitesimal de

carga neutra ϵ3 = −ϕΛΦ0 :


δΦ0ϕ = −ϵ3ϕ

δΦ0ϕ = +ϵ3ϕ

δΦ0
(ϕ)Π = (2 (ϕ)Π+ λ∂a(B̃

aϕ
−1
))ϵ3 + λB̃aϕ

−1
∂aϵ3

(3.132)

para se obter uma forma mais conhecida tal como nas equações (3.11)10. Note que as

transformações de G (3.122) e Φ0 (3.132) geram as transformações de calibre tipo YM

espaciais que vimos na seção 3.3.

Na teoria quântica, G, G0 e Φ0 serão promovidos a operadores Ĝ, Ĝ0 e Φ̂0, geradores dos

grupos de simetria. Os estados |ψ⟩ que obedecem Ĝ|ψ⟩ = 0, Ĝ0|ψ⟩ = 0 e Φ̂0|ψ⟩ = 0 vão

ser os estados f́ısicos, invariantes sobre as transformações de calibre.

3.6.1 A álgebra dos geradores de transformações

Nas seções anteriores escreveu-se a hamiltoniana do modelo BF completamente vinculada

e foi mostrado que estes v́ınculos geram as transformações de calibre da teoria. Vamos

10δΦ0ϕ = δΦ0ϕ
−1

foi escrito para facilitar a comparação com a seção 3.3.
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então analisar a álgebra dos v́ınculos da hamiltoniana do caso abeliano:

G(ϵ1) =

∫
d2x ϵ1(x)∂aB̃

a(x) (3.133)

G0(ϵ2) =
1

2

∫
d2x ϵ2(x)ε

abFab(x) (3.134)

Φ0(ϵ3) =

∫
d2x ϵ3(x)(ϕ(x)

(ϕ)Π(x) + λϕ
−1
(x)B̃a(x)Daϕ(x)). (3.135)

Os colchetes entre os v́ınculos G, G0 e Φ0 formam uma álgebra fechada:

{G(ϵ1), G(ϵ′1)} = 0, {G(ϵ1), G0(ϵ2)} = 0, {G(ϵ1),Φ0(ϵ3)} = 0

{G0(ϵ2), G0(ϵ
′
2)} = 0, {G0(ϵ2),Φ0(ϵ3)} = 0 (3.136)

{Φ0(ϵ3),Φ0(ϵ
′
3)} = 0.

Pode-se pensar nos v́ınculos da hamiltoniana também como sendo equações que restringem

o espaço de fase a uma hipersuperf́ıcie vinculada, portanto pode-se calcular o número

de graus de liberdade do espaço de fase considerando a dimensionalidade dos campos

independentes:

Aa : a = (1, 2) → dim = 2

B̃a : a = (1, 2) → dim = 2

ϕ : dim = 1

(ϕ)Π : dim = 1.

Isto é, em cada ponto x do espaço de fase tem-se o número dim igual a 6 devido aos

campos independentes. A dimensão dos parâmetros associados às simetrias é:

ϵ1 : dim = 1, ϵ2 : dim = 1, ϵ3 : dim = 1.

como cada parâmetro retira 2 dim do espaço de fase já que cada parâmetro está associado

à implementação de um v́ınculo, então o espaço de fase vai possuir 6 − 3 × 2 = 0 graus

de liberdade f́ısicos, o que concorda com as equações de movimento obtidas (3.25).
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Caṕıtulo 4

Modelo BF com Campos de Matéria

- Caso Não-Abeliano

Trataremos agora neste caṕıtulo do caso não-abeliano do modelo desenvolvido no caṕıtulo

3, considerando nosso grupo não-abeliano como um grupo da classe G = SO(n, 3 − n),

com n = (1, 2, 3).

4.1 Definições e Convenções

4.1.1 O grupo de calibre SO(n, 3− n)

Seja G um grupo pseudo-ortogonal1 da classe SO(n,N − n).

A dimensão D do grupo G, igual ao número de geradores independentes, é dada por

1
2
N(N − 1). Em particular, escolhe-se trabalhar aqui com N = 3, então se tem D = 3

geradores independentes de forma que dim G = 3.

No caso SO(n, 3 − n), o inteiro n pode assumir valores (1, 2, 3), que irão determinar a

assinatura da métrica do grupo ηIJ = diag(±1,±1,±1), onde por exemplo para n = 1,

1Vide apêndice A.1.
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G = SO(1, 2) equivalente a métrica de Minkowski ηIJ = (−1, 1, 1) ou ainda para n = 3

e G = SO(3) a métrica euclidiana ηIJ = (1, 1, 1) . Escreve-se a seguinte relação entre os

geradores para as propriedades definidas acima:

(R)IJ : ηKJ(R)
K
I + ηKI(R)

K
J = 0 (4.1)

para o caso de ηKJ ser a métrica de Minkowski e (R)KI matrizes de rotação de Lorentz,

tem-se simplesmente (R)JI+(R)IJ = 0, isto é, (R) é completamente antissimétrico quando

todos os ı́ndices estão abaixados ou levantados por uma métrica de Minkowski bilinear e

simétrica.

Define-se então uma base para representar os geradores que respeite as propriedades dos

mesmos:

(RMN)
IJ = δIMδ

J
N − δJMδ

I
N (4.2)

são resultados antissimétricos em I ↔ J , bem como em M ↔ N . Por exemplo:

(RMN)
I
J = ηJJ ′(RMN)

IJ ′
= δIMηJN − δINηJM .

Uma vez conhecida a base dos geradores de simetrias, definiremos as transformações dos

campos independentes do modelo, como AIµ J (conexão), Bµ IJ (campo conjugado) e ϕI

(campo escalar)2 na subseção seguinte.

4.1.2 As leis de transformação dos campos independentes

A transformação para ϕI , considerando um parâmetro infinitesimal ϵMN = −ϵNM é defi-

nida por:

δϕI = −ϵIJϕJ . (4.3)

2Para simplificar a notação tomamos ϕI = 1
2ε

I
JKϕ

JK correspondendo à representação fundamental,
idêntica à representação adjunta no caso do grupo G = SO(n, 3− n).
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A derivada covariante

Dµϕ
I = ∂µϕ

I + AIµ Jϕ
J ≡ δIJ∂µϕ

J + AIµ Jϕ
J = DI

µ Jϕ
J (4.4)

define as leis de transformações da conexão Aµ, pois ao variar δ(Dϕ) define-se como δA

deve se transformar:

δ(Dµϕ
I) = −∂µ(ϵIJϕJ) + δAIµ Jϕ

J − AIµ Jϵ
J
Kϕ

K

= −ϵIJDµϕ
J + [δAIµ Jϕ

J − ∂µϵ
I
Jϕ

J − AIµ Jϵ
J
Kϕ

K + ϵIJA
J
µ Kϕ

K ]. (4.5)

Quer-se que os termos dentro dos colchetes da equação (4.5) se anulem, o que estará

realizado tomando:

δAIµ J = ∂µϵ
I
J + [Aµ, ϵ]

I
J (4.6)

que resulta em

δϕI = −ϵIJϕJ e δDϕI = −ϵIJDµϕ
J . (4.7)

Define-se a curvatura de Yang-Mills3 F = 1
2
Fµνdx

µdxν como:

F IJ
µν = ηIK∂µA

J
ν K − ηIK∂νA

J
µ K +

1

2
ηIK(AJµ LA

L
ν K − AJν LA

L
µ K)

F IJ
µν = ηIK(D[µAν])

J
K (4.8)

com a lei de transformação

δF IJ
µν = [Fµν , ϵ]

IJ . (4.9)

E também define-se o campo BµIJ na representação adjunta, de forma que ele se trans-

3Que pode ser vista como a curvatura no caso de uma teoria de gravitação 2+1 dimensional [19].
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forme como:

δBµIJ = [Bµ, ϵ]IJ . (4.10)

Por último, de forma análoga ao desenvolvimento na seção (3.1.4) define-se o dual e de

um tensor completamente antissimétrico 3-forma ẽµνρ(x):

e =
1

3!
ẽµνρε

µνρ (4.11)

com δe = 0, para então se ter os campos independentes necessários para a construção da

ação, o que será feito na seção seguinte.

4.2 Construindo a ação

Considere uma variedade diferenciável tridimensionalM3 e nela introduzimos nossos cam-

pos independentes Aµ, Bµ, ϕ e e descritos na seção 3.2.

A ação invariante sob as transformações de calibre (4.6), (4.7) e (4.10) pode ser escrita

em componentes como:

S[A,B, ϕ, ẽ] =

∫
M3

d3x εµνρ
(
− κ

2
Tr(BµIJF

IJ
νρ ) +

λ

2
BµIJ(Dνϕ)

I(Dρϕ)
J

+
σ

3!
ẽµνρ(ηIJϕ

IϕJ − 1)

)
(4.12)

onde κ, λ e σ são constantes de acoplamento4.

Nota-se que (4.12) é uma ação manifestamente invariante sob transformações do grupo

ortogonal e também sobre transformações gerais de coordenadas (difeomorfismos) x
′µ =

x
′µ(x). O difeomorfismo dos campos definidos na teoria já foi calculado em (3.13 - 3.18).

4Repare que esta ação pode ser vista como a ação de um modelo gravitacional 2+1 dimensional
tomando κ = 8πG, AIJ como a conexão de spin e BIJ ≡ ϵIJKe

K , eK sendo a forma “dreibein”.
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4.2.1 As Equações de Movimento no caso Não-Abeliano

Agora varia-se a ação (4.12) em relação às variáveis independentes do modelo (A,B, ϕ, e)

para se obter as equações de movimento associadas. S escreve-se como:

S[A,B, ϕ, e] =

∫
1

2
Tr(BIJF

IJ) +
λ

2
BIJDϕ

IDϕJ +
e

2
(ϕIϕI − 1) (4.13)

onde a constante de acoplamento sigma foi absorvida por uma redefinição simples e′ = σe

e a constante de acoplamento BF foi absorvida fazendo B′ = κB.

Variando A (δA) e tomando δS = 0:

δS =
1

2
Tr

∫
δF IJBIJ +

λ

2

∫
δAIK(BIJϕ

K −BKJϕ
I)DϕJ

δS

δAIJ
=

1

2
(DB)IJ +

λ

2
(BIKϕJ −BJKϕI)Dϕ

K = 0. (4.14)

Note que δF = dδA + [δA,A] faz uso de um comutador graduado e realizou-se uma

integração por partes5 neste termo e algumas contrações de ı́ndices de grupo para obter

(4.14), nossa primeira equação de movimento.

Variando B (δB) e tomando δS = 0:

δS =
1

2
Tr

∫
δBIJF

IJ +
λ

2

∫
δBIJDϕ

IDϕJ

δS

δBIJ

=
1

2
F IJ + λDϕIDϕJ = 0 (4.15)

obtém-se a nossa segunda equação de movimento (4.15). Tomando ϕ (δϕ) com δS = 0:

δS = λ

∫
δϕI((DB)IJDϕ

J −BIJD
2ϕJ) +

∫
δϕIeϕI

δS

δϕI
= λ(DB)IJDϕ

J − λBIJF
JKϕK + eϕI = 0 (4.16)

onde utilizou-se uma integração por partes e propriedades da derivada covariante6 para

5Vide apêndice A.
6Vide equação (A.68) no Apêndice A.
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se obter a terceira equação de movimento (4.16).

Finalmente, varia-se e (δe) tomando δS = 0:

δS =
1

2

∫
δe(ϕIϕI − 1)

δS

δe
=

1

2
(ϕIϕI − 1) = 0 (4.17)

de forma que (4.17) é a última equação de movimento.

Assim como foi feito no caṕıtulo anterior, estas equações de movimento podem ser com-

binadas para gerar um subconjunto de equações independentes:

(DB)IJ = 0 (4.18)

ϕIFIJ = 0 (4.19)

λ(DB)IJDϕ
J + eϕI = 0 (4.20)

ϕIDϕI = 0 (4.21)

onde (4.18) foi obtida ao combinar (4.14) e (4.17) explorando a antissimetria dos ı́ndices de

B. A equação (4.19) foi obtida combinando (4.15) e (4.17). Note que (4.19) e (4.21) criam

condições de transversalidade entre os campos ϕI e os campos FIJ e DϕI respectivamente,

e (4.20) determina o campo e como função dos outros campos.

Uma vez obtidos os v́ınculos de primeira classe nas seções seguintes, pode-se compará-los

às equações (4.18 - 4.21) a fim de verificar as simetrias da ação.

4.3 O Formalismo Canônico no caso Não-Abeliano

Novamente, a exemplo do método que foi desenvolvido extensamente na seção 2.4 e na

seção 3.4 para o caso abeliano, faz-se então uma foliação na variedade M = R × σ, que

é a separação da parte espacial Σt := Xt(σ) da temporal, onde Xt : σ → M e t ∈ R
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definem uma famı́lia de hipersuperf́ıcies Xt(σ).

A ação S (4.12) descrita acima em termos de componentes pode ser decomposta em uma

foliação como:

S = +
1

2

∫
dt

∫
d2x
[
εtabBtIJF

IJ
ab + εatbBaIJF

IJ
tb + εabtBaIJF

IJ
bt

]
+
λ

2

∫
dt

∫
d2x
[
εtabBtIJ(Daϕ)

I(Dbϕ)
J + εatbBaIJ(Dtϕ)

I(Dbϕ)
J

+ εabtBaIJ(Dbϕ)
I(Dtϕ)

J
]
+

1

2

∫
dt

∫
d2x e(ηIJϕ

IϕJ − 1) .(4.22)

Então define-se uma lagrangiana L tal que S =

∫
dtL e o tensor antissimétrico εtab =

εbta = εabt ≡ εab:

L =

∫
d2x
[
BtIJF

IJ + B̃a
IJ∂tA

IJ
a + AIJt (DaB̃

a)IJ
]
+
e

2
(ηIJϕ

IϕJ − 1)

+ λ

[
1

2
BtIJε

ab(Daϕ)
I(Dbϕ)

J + B̃a
IJ(Dtϕ)

I(Daϕ)
J

]
(4.23)

onde o dual de B no caso não-abeliano como é definido por B̃a
IJ ≡ εabBaIJ e F IJ ≡

1
2
εabF IJ

ab .

4.3.1 A Estrutura Simplética

Os momentos conjugados às nossas variáveis canônicas (A,B, ϕ, e) vão ser:

(A)Πt
IJ(x) =

δL

δ(∂tAIJt (x))
= 0

(B)ΠtIJ(x) =
δL

δ(∂tBIJ
t (x))

= 0

(e)Π(x) =
δL

δ(∂te(x))
= 0

ΠI(x) =
δL

δ(∂tϕI(x))
= λB̃a

IJ(Daϕ)
J
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(A)Πa
IJ(x) =

δL

δ(∂tAIJa (x))
= B̃a

IJ (4.24)

(B̃)ΠIJ
a (x) =

δL

δ(∂tB̃a
IJ(x))

= 0. (4.25)

Toma-se desde já (4.24) e (4.25) como igualdades fortes:

(A)Πa
IJ(x) = B̃a

IJ (4.26)

(B̃)ΠIJ
a (x) = 0

o que implica em considerar as variáveis AIJa e B̃a
IJ como um par canonicamente conjugado.

Portanto, a estrutura simplética do espaço de fase é gerada pela álgebra das variáveis:

AIJµ (x), BµIJ(x), ϕ
I(x), e(x), (A)Πt

IJ(x),
(B)ΠtIJ(x),ΠI(x),

(e)Π(x).

Os colchetes não-nulos são:

{AIJt (x), (A)Πt
KL(y)} = (δIKδ

J
L − δILδ

J
K)δ

2(x− y) (4.27)

{BtIJ(x),
(B)ΠtIJ(y)} = (δIKδ

J
L − δILδ

J
K)δ

2(x− y) (4.28)

{ϕI(x),ΠJ(y)} = δIJδ
2(x− y) (4.29)

{e(x), (e)Π(y)} = δ2(x− y) (4.30)

{AIJa (x), B̃b
KL(y)} = δba(δ

I
Kδ

J
L − δILδ

J
K)δ

2(x− y). (4.31)

4.4 Hamiltoniana e v́ınculos

No caso da lagrangiana L (4.23), as velocidades generalizadas dos campos independentes

não podem ser trivialmente escritas como uma função dos momentos, caracteŕıstica de
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sistemas vinculados. Temos assim os seguintes v́ınculos primários:

Φ1IJ(x) = (A)Πt
IJ(x) ≈ 0 (4.32)

ΦIJ
2 (x) = (B)ΠtIJ(x) ≈ 0 (4.33)

Φ3(x) = (e)Π(x) ≈ 0 (4.34)

Φ4I(x) = ΠI(x)− λB̃a
IJ(Daϕ)

J ≈ 0. (4.35)

Note que o sinal ≈ indica uma igualdade fraca, isto é, estas equações só se tornarão

igualdades fortes após a resolução dos v́ınculos canonicamente.

Faz-se a transformação de Legendre para se obter a hamiltoniana canônica:

Hcan ≡
∫
d2x Hcan(x) =

∫
d2x

(
()Π∂t()− L

)
(4.36)

=

∫
d2x

(
(A)Πa

IJ∂tA
IJ
a + (A)Πt

IJ∂tA
IJ
t + (B)ΠtIJ∂tBtIJ +ΠI∂tϕ

I + (e)Π∂te− L
)

onde substituiu-se as expressões fracas (4.32 - 4.35) e fortes (4.26) para os momen-

tos conjugados, observado desde já que a hamiltoniana total é definida como Htot =

Hcan +
∑

m ΛmΦm, isto é, a hamiltoniana total contém a informação sobre os v́ınculos7.

Explicitamente, Htot é:

Htot ≡
∫
d2x (−AIJt GIJ −BtIJG

IJ
0 − eS + ΛmΦm) (4.37)

onde

GIJ = (DaB̃
a)IJ − λ

(
ϕIB̃

a
JK − ϕJB̃

a
IK

)
(Daϕ)

K

GIJ
0 = F IJ +

λ

2
εab(Daϕ)

I(Dbϕ)
J (4.38)

S =
1

2
(ηIJϕ

IϕJ − 1).

7Adicionar uma combinação linear de expressões fracamente nulas não altera a hamiltoniana do sis-
tema, uma vez que os v́ınculos serão resolvidos.
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4.4.1 A estabilidade dos v́ınculos

Para verificar a estabilidade dos v́ınculos, utiliza-se as equações de Hamilton aplicando

o algoritmo de Dirac-Bergmann8 e também para verificar a existência de v́ınculos se-

cundários, seguindo o método disposto na seção 3.5.1. Então, aplica-se a equação (3.48):

∫
d2y {Φm(x),Hcan(y)}+

∫
d2y Λn(y){Φm(x),Φn(y)} ≈ 0 (4.39)

aos nossos v́ınculos. Contudo, deve-se considerar primeiramente as “médias ponderadas”

[44]:

Φγ
n[ϵγ] =

∫
d2x ϵγ(x)Φ

γ
n(x) (4.40)

onde ϵγ(x) é uma função de teste, cujos ı́ndices de grupo γ serão completamente con-

tráıdos com os ı́ndices do v́ınculo considerado. Calculou-se alguns elementos de matriz

dos colchetes de Poisson dos v́ınculos:

Γmn ≡ {Φm[ϵ],Φn[τ ]} (4.41)

para m,n = (1, 2, 3, 4). O resultado é:

Γ11 = Γ12 = Γ13 = Γ14 = 0

Γ22 = Γ23 = Γ24 = 0

Γ33 = Γ34 = 0 (4.42)

Γ44 =

∫
d2x

∫
d2y {Φ4I(x)ϵ

I(x),Φ4K(x)τ
K(y)}

= λ

∫
d2x ϵIτKGIK + λ2

∫
d2x ϵIτKεIKJ(Daϕ)

JεLMPϕLB̃
a
MP

com GIK dado por (4.38).

8Vide seção B.1.4.
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Verificando Φ1

Para verificar a estabilidade do v́ınculo Φ1, utiliza-se a equação (4.39) para m = 1. Então:

Φ̇1IJ =

∫
d2y {Φ1IJ ,Hcan} ≈ 0

=

∫
d2y{ (A)Πt

IJ ,−AKLt
[
(DaB̃

a)KL + λϕLB̃
a
KM(Daϕ)

M
]
}

= 2GIJ(x) ≈ 0 (4.43)

com GIJ dado por (4.38). Este resultado define um novo v́ınculo da teoria, o v́ınculo de

Gauss, que escreve-se:

GIJ = (DaB̃
a)IJ + (ϕIΠJ − ϕIΦ4J − (I ↔ J)) (4.44)

conclui-se que este v́ınculo é equivalente ao v́ınculo

Φ5 ≡ G′
IJ = (DaB̃

a)IJ + ϕIΠJ − ϕJΠI (4.45)

e que também precisa ter sua estabilidade verificada.

Verificando Φ2

Utiliza-se (4.39) para m = 2, e se obtém:

Φ̇IJ
2 =

∫
d2y {ΦIJ

2 ,Hcan} ≈ 0

=

∫
d2y { (B)ΠtIJ ,−BtKL

[
FKL +

λ

2
εab(Daϕ)

K(Dbϕ)
L

]
}

= 2Φ6 ≈ 0 (4.46)

onde Φ6 ≡ GIJ
0 (x) dado em (4.38) é um novo v́ınculo da teoria, chamado de curvatura

modificada.
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Verificando Φ3

Utiliza-se (4.39) para m = 3, e se obtém:

Φ̇3 =

∫
d2y {Φ3,Hcan} ≈ 0

=

∫
d2y { (e)Π,−e

2

(
ηIJϕ

IϕJ − 1
)
}

= Φ7 ≈ 0 (4.47)

onde Φ7 ≡ S(x) dado em (4.38) é também um novo v́ınculo da teoria.

Verificando Φ4

Finalmente, utiliza-se (4.39) para m = 4:

Φ̇4 =

∫
d2y {Φ4,Htot} ≈ 0 (4.48)

que implica em gerar condições sobre ẽ e sobre os multiplicadores de Lagrange Λi que

aparecem em Φ̇4:

ẽϕI +mI
iΛ

i = 0 =⇒ ẽ ≈ −ϕImI
iΛ

i (4.49)

onde mi são funções dos campos independentes multiplicadas pelos Λi correspondentes.

Nota-se que o v́ınculo Φ7 ≈ 0 foi utilizado nesta expressão, e isto determina e como uma

função dos outros campos independentes.
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4.4.2 Sumário dos v́ınculos remanescentes

Neste ponto, a hamiltoniana (4.37) já se escreve como uma hamiltoniana completamente

vinculada:

Htot =
∑
α

ΛαΦα (4.50)

onde α = 1, . . . , 4. Para escrever (4.50) explicitamente vamos primeiro sumarizar os

v́ınculos remanescentes da teoria, que são Φ4 (4.35), Φ5 (4.45), Φ6 (4.46) e Φ7 (4.47):

Φ4I(x) ≡ Φ̃I(x) = ΠI(x)− λB̃a
IJ(x)(Daϕ)

J(x)

Φ5IJ(x) ≡ G′
IJ(x) = (DaB̃

a)IJ(x) + ϕI(x)ΠJ(x)− ϕJ(x)ΠI(x) (4.51)

ΦIJ
6 (x) ≡ GIJ

0 (x) = F IJ(x) +
λ

2
εab(Daϕ)

I(x)(Dbϕ)
J(x)

Φ7(x) ≡ S(x) =
1

2

(
ηIJϕ

I(x)ϕJ(x)− 1
)
.

Toma-se Φ1 (4.32), Φ2 (4.33) e Φ3 (4.34) desde agora como igualdades fortes:

(A)Πt
IJ(x) = 0 (B)ΠtIJ(x) = 0 (e)Π(x) = 0 (4.52)

e estes serão trivialmente eliminados, pois todos os colchetes de Poisson envolvendo estes

v́ınculos com os demais (4.42) são nulos. Os campos AIJt , BtIJ e e tornam-se multiplica-

dores de Lagrange de (4.50), que se escreve explicitamente como:

Htot =

∫
d2x (−AIJt G′

IJ −BtIJG
IJ
0 − eS + ΛIΦ̃I) (4.53)

onde G′
IJ é uma combinação de G e Φ4 (isto é, os 4 v́ınculos remanescentes estão presentes

na hamiltoniana), de forma a deixar G′ como um v́ınculo de primeira classe. Quer-se

verificar se (4.53) é estável, isto é, se os v́ınculos secundários não geram mais v́ınculos Φm

descendentes.

Calcula-se primeiro os colchetes de Poisson dos v́ınculos secundários G′, G0 e S, utilizando
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a notação de (4.41), para se completar a lista (4.42):

Γ45 ≈ 0

Γ46 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ4Iϵ

I(x), GJK
0 τJK(y)}

≈ λ

∫
d2x ϵIτJK

(
ϕIF

JK − 3

2
ϵILMF

LMϵJKNϕN

)
Γ47 =

∫
d2x

∫
d2y{Φ4Iϵ

I(x), Sτ(y)} ≈ −
∫
d2x ϵIτϕI (4.54)

Γ55 =

∫
d2x

∫
d2y{G′

IJϵ
IJ(x), G′

KLτ
KL(y)} = ϵIτJG′

IJ ≈ 0

Γ56 ≈ Γ57 ≈ Γ66 ≈ Γ67 ≈ Γ77 ≈ 0

onde todas as igualdades são fracas. Os colchetes dos v́ınculos remanescentes Φ̃, G′, G0 e

S podem ser agrupados numa matriz:

Φ̃ G′ G0 S

Γ′ ≈

Φ̃

G′

G0

S



{Φ̃, Φ̃} 0 {Φ̃, G0} {Φ̃, S}

0 0 0 0

{G0, Φ̃} 0 0 0

{S, Φ̃} 0 0 0


. (4.55)

4.4.3 O argumento geral de estabilidade

O algoritmo de Dirac-Bergmann, começado na subseção anterior, tem como finalidade

verificar a estabilidade dos v́ınculos remanescentes na teoria, isto é, aqueles que compõe

a hamiltoniana e são geradores de simetrias.

Faz-se agora uma análise geral deste método, considerando a hamiltoniana completamente

vinculada H =
∑

ΛαΦα com os v́ınculos Φα, os multiplicadores de Lagrange Λα e os

colchetes de Poisson Γαβ ≈ {Φα,Φβ}9. (4.53) e (4.55) representam o caso particular

9Como estes colchetes envolvem igualdades fracas, os termos fracamente nulos são removidos nesta
análise.



88

estudado neste caṕıtulo. Aplica-se a condição de estabilidade (4.39) para se obter:

Φ̇α = ΓαβΛ
β ≈ 0 (4.56)

onde α = 1, . . . , d e d é o total de v́ınculos remanescentes. A matriz Γαβ pode ser dividida

em blocos de acordo com seu posto r da seguinte forma:

(Γαβ) =

 Mµν Nµd

−NT
cν Ocd

 } r

} d− r
(4.57)

onde M é uma submatriz de dimensão r e de determinante não-nulo. A correspondente

decomposição dos vetores Λα e Φα é dada por

(Λα) =

 lµ

mc

 (Φα) =

 Fµ

Gc

 . (4.58)

Então tem-se:  Ml +Nm = 0

−NT l +Om = 0
−→ l = −M−1Nm (4.59)

isto é, os multiplicadores lµ são funções lineares dos multiplicadores mc, que por sua vez

são arbitrários. Utiliza-se (4.59) para se escrever H como:

H = FT l + GTm = (−FT
µM

−1µνNνd + GTd )md (4.60)

de forma que tem-se (d− r) v́ınculos G ′
c de primeira classe:

G ′
c = GTc −FT

µM
−1µνNµc (4.61)

Para verificar este resultado, calculou-se o colchete de Poisson dos v́ınculos primários:

{G ′
c,G ′

d}D = (O +NTM−1N)cd = 0. (4.62)
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A última igualdade pode ser mostrada se a combinarmos com a equação (4.59), que gera

(O +NTM−1N)m = 0 implicando em:

O +NTM−1N = 0. (4.63)

Com efeito, se o posto da matriz (4.62) fosse s ≥ 1, teŕıamos multiplicadores de Lagrange

m que não seriam independentes, o que implicaria em r′ ≥ r + 1 multiplicadores Λ

dependentes, isto é, implicaria em um posto para Γ ≥ r + 1, o que é uma contradição

uma vez que por hipótese esse posto é igual a r. Portanto, s = 0, que implica em

O+NTM−1N = 0, estando assim verificado que os G ′ são todos os (d− r) v́ınculos de 1a

classe.

Agora eliminam-se os v́ınculos de 2a classe calculando os colchetes de Dirac, cuja definição

foi dada na seção 2.4.7. Para duas funções X e Y quaisquer:

{X, Y }D = {X, Y } − {X,Fµ}M−1µν{Fν , Y } (4.64)

Pode-se verificar que os colchetes de Dirac de uma função X qualquer com os v́ınculos de

2a classe F se anulam:

{X,Fρ}D = {X,Fρ} − {X,Fµ}M−1µν{Fν ,Fρ}

= {X,Fρ} − {X,Fµ}M−1µνMνρ = 0 (4.65)

Então, a recombinação de v́ınculos de primeira classe não afeta a álgebra dos v́ınculos

independentes tais como na forma escrita explicitamente na hamiltoniana (4.53).

Uma vez introduzidos os colchetes de Dirac, pode-se tomar os v́ınculos de segunda classe

como igualdades fortes, o que afetará a álgebra entre os campos independentes, que será

analisada a seguir.
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A solução para estabilidade dos v́ınculos no caso não-abeliano

Aplica-se agora esse procedimento geral no caso não-abeliano, considerado neste caṕıtulo,

e para tal toma-se a porção relevante da matriz Γ′ (4.55), removendo a linha e a coluna

correspondentes ao v́ınculo G′. Tem-se assim a matriz Γ, de dimensão 7, escrita em

detalhes com todos os ı́ndices:

Φ̃L G0
MN S

Γ ≈

Φ̃I

G0
JK

S


{Φ̃I , Φ̃L} {Φ̃I , G0

MN} {Φ̃I , S}

{G0
JK , Φ̃L} 0 0

{S, Φ̃L} 0 0

 (4.66)

onde

{Φ̃I(x), Φ̃L(y)} ≈ λ2ϵILJϵ
MNP B̃a

MNϕPDaϕ
J δ2(x− y)

{Φ̃I(x), G
MN
0 (y)} ≈ λ

(
ϕIF

MN − 3

2
ϕJϵ

MNJϵIKLF
KL

)
δ2(x− y)

{Φ̃I(x), S(y)} ≈ −ϕI δ2(x− y)

Verificou-se que o posto de Γ é igual a 2 mod(Φα), cujo cálculo deve ser feito módulo os

v́ınculos (4.51): Φ̃ é uma condição sobre os ΠI , G0 é uma condição sobre os F IJ e S gera

uma condição sobre os ϕI , que em particular:

ϕ2 ≈
√

1− (ϕ0)2 − (ϕ1)2 (4.67)

Daϕ
2 ≈ − 1

ϕ2
(Daϕ

0ϕ0 +Daϕ
1ϕ1). (4.68)

Nota-se que B̃a
IJ deveria ainda obedecer aqui a condição de G′

IJ = 0 (4.45), mas isso não

muda o resultado para M , nem a separação entre v́ınculos de 1a e 2a classe e nem os

colchetes de Dirac.

Logo, a classe dos v́ınculos remanescentes pode ser mostrada fazendo uma separação em

blocos na matriz Γ conforme (4.57), escolhendo a submatriz M como uma submatriz
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regular de dimensão 2:

Γ ≈

 Γ11 Γ13

Γ31 Γ33

 ≈

 0 −ϕ0

ϕ0 0

 (4.69)

onde dim(M) = posto(Γ) = 2. A inversa de M é bem definida se ϕ0 ̸= 0:

M−1 ≈ 1

ϕ0

 0 1

−1 0

 . (4.70)

Se ϕ0 = 0, pode-se escolher uma outra componente ϕI ̸= 0 e outra submatriz regular M ,

de forma que M−1 pode sempre ser bem definida.

Os resultados para os v́ınculos podem ser resumidos pela seguinte tabela:

Vı́nculo Primário Secundário

Primeira Classe ∗ Φ̃1, Φ̃2, G
′IJ , GIJ

0

Segunda Classe Φ̃0 S

∗ Os v́ınculos primários de primeira classe já foram resolvidos.

Com a matriz M−1 (4.70) pode-se definir explicitamente os colchetes de Dirac (4.64):

{X, Y }D = {X, Y } − {X,Fµ}A−1µν{Fν , Y } (4.71)

onde Fµ, µ = 1, 2 são os v́ınculos de segunda classe Φ̃0 e S. Agora, usa-se este novo

colchete para tomar Fµ = 0 (fortemente), como visto em (4.65). Então:

ϕ0 =
√
1− (ϕ1)2 − (ϕ2)2

Π0 = λB̃a
0J(Daϕ)

J (4.72)

Calcula-se então os colchetes de Dirac para as variáveis canônicas independentes AIJa ,

B̃a
IJ , ϕ

i e Πi, com i = 1, 2, para se saber como a álgebra será afetada pela imposição de



92

(4.72):

{AIJa (x), B̃b
KL(y)}D = δba(δ

I
Kδ

J
L − δILδ

J
K)δ

2(x− y) (4.73)

{AIJa (x),Πi(y)}D = λ
ϕi
ϕ0

(y)ηI0(Daϕ)
J(y)δ2(x− y)− (I ↔ J) (4.74)

{B̃a
IJ(x),Πi(y)}D = λ

ϕi
ϕ0

(y)ε K0
I B̃a

KJ(y)δ
2(x− y)− (I ↔ J) (4.75)

{ϕi(x),Πj(y)}D = δijδ
2(x− y) (4.76)

e todos os demais colchetes são nulos:

{AIJa (x), AKLb (y)}D = {AIJa (x), ϕi(y)}D = {B̃a
IJ(x), B̃

b
KL(y)}D = · · · = 0. (4.77)

Esta álgebra entre os campos independentes é muito similar à álgebra obtida na seção

3.5.3 para o caso abeliano, no caṕıtulo anterior. Ver-se-á a seguir que as simetrias obtidas

a partir das transformações destes campos independentes são também similares ao obtido

no caso abeliano.

4.5 Os v́ınculos de primeira classe e a invariância da

hamiltoniana - Caso não-abeliano

Uma vez eliminados os 2 v́ınculos de segunda classe, a hamiltoniana (4.53) se escreve em

termos das variáveis independentes AIJa , B̃a
IJ , ϕ

i e Πi, como:

Htot =

∫
d2x (−AIJt G′

IJ −BtIJG
IJ
0 + ΛiΦ̃i) (4.78)

Os 8 v́ınculos de primeira classe {Φα, α = 1, · · · , 8} = {G′IJ , GIJ
0 , Φ̃i} são aqueles que

geram as simetrias de calibre. Como uma verificação do desenvolvimento canônico apre-

sentado, pode-se comparar as transformações das variáveis independentes sobre estas si-

metrias com os resultados obtidos na sessão 4.2.1 ao se variar a ação.

Então, calcula-se os colchetes de Dirac destes v́ınculos com as variáveis independentes
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para se descobrir as transformações infinitesimais de calibre associadas:

δ(α)g(x) = {g(x),Φα(ϵ)} , Φα(ϵ) =

∫
Σ

d2yϵ(y)Φα(y) (4.79)

Em particular, com G′(ϵ) = 1
2

∫
d2xϵIJG′

IJ onde ϵIJ(x) = −ϵJI(x), o v́ınculo G′ será o

gerador das transformações de calibre tipo YM:

{G′(ϵ), AIJa } = Daϵ
IJ

{G′(ϵ), B̃a
IJ} = [ϵ, B̃a]IJ (4.80)

{G′(ϵ), ϕi} = −ϵijϕj

{G′(ϵ),Πi} = λ
ϕi
ϕ0

(
ϵIJ(Daϕ)I η

K0 − (Daϵ)
IJε K0

I

)
B̃a
KJ + ϵjiΠj.

Analogamente, o v́ınculo G0 gera o segundo tipo de transformações de calibre do modelo

BF, chamadas de tipo 210:

{G0(ϵ), A
IJ
a } = 0

{G0(ϵ), B̃
a
IJ} = εabDbϵIJ (4.81)

{G0(ϵ), ϕ
i} = 0

{G0(ϵ),Πi} = λ

(
∂aϵ

0
J

ϕi
ϕ0

−DaϵiJ

)
εab(Dbϕ)

J .

Por último, o v́ınculo Φ̃(ϵ) =
∫
d2x ϵiΦ̃i, que era o gerador das transformações de fase no

caso abeliano (3.132) (que combinado com G, gera todas as transformações de calibre do

tipo YM espaciais), vai atuar como:

{Φ̃(ϵ), AIJa } = λ

(
ϵi
ϕi
ϕ0
ηJ0 + ϵJ

)
(Daϕ)

I − (I ↔ J)

{Φ̃(ϵ), B̃a
IJ} = λϵi

(
ϕi
ϕ0
ε K0
J B̃a

KI + ϕIB̃
a
iJ

)
− (I ↔ J) (4.82)

{Φ̃(ϵ), ϕi} = −ϵi

{Φ̃(ϵ),Πi} = λDI
ai(ϵ

jB̃a
jI).

10Vide seção 3.6.
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Nota-se que estes resultados são completamente simétricos em relação à escolha de um eixo

coordenado preferencial do campo escalar ϕ0 feita em (4.67), isto é, caso outro eixo fosse

tomado como preferencial teŕıamos uma teoria equivalente dada a arbitrariedade envolvida

na separação das coordenadas. Para um grupo G = SO(n, 3 − n), as transformações do

tipo YM espaciais definem para n = 0 uma rotação particular entre os eixos 0 e i, e para

n ̸= 0 teremos transformações de Lorentz [2, 3] (boosts e shifts) em vez de rotações.

4.5.1 A álgebra dos geradores de transformações

Conforme visto na seção 4.4.3, ao se aplicar o resultado para a álgebra dos colchetes de

Dirac nos elementos de matriz de M (4.66) pode-se concluir que a álgebra dos v́ınculos

geradores de simetria fecha.

Pode-se também conhecer a dimensão do espaço de fase f́ısico, considerando o número de

graus de liberdade locais f́ısicos obtidos do cálculo do posto da matriz G (4.66), para a

qual encontramos o posto r = 2. Tem-se em cada ponto x do espaço Σ, 8 coordenadas

AIJA , ϕi juntas com 8 momentos conjugados, e 8 invariâncias de calibre geradas pelos

v́ınculos G′
IJ , G

IJ
0 e Φ̃i. Conclui-se que o número de graus de liberdade locais é nulo, o

que concorda com o que foi encontrado para o caso abeliano no caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 5

Quantização de Laços

Anteriormente no caṕıtulo 2, viu-se que para construir um espaço com produto interno

bem definido, deve-se substituir o espaço de configurações dos campos definidos na teoria

pelo espaço das holonomias hγ, que é o primeiro passo para a quantização de loops. Na

seção 2.5.4 escreveu-se formalmente o produto escalar dos funcionais de onda como na

equação (2.92). Para dois funcionais de onda Ψ e Ω, o produto escalar será:

⟨Ψ|Υ⟩ =
∫

Dµ(X) Ψ∗(X)Ω(X) (5.1)

onde Dµ(X) é uma medida de integração no espaço de configuração dos campos X, que

ainda precisa ser definida.

Faz-se então a construção da medida neste caṕıtulo para o modelo BF com campos de

matéria no caso abeliano tal como o visto no caṕıtulo 3.1

5.1 Regularização de uma rede versus redes de spin

Um exemplo do desenvolvimento realizado para definir o produto escalar pode ser encon-

trado em Teoria Quântica de Campos e em outras teorias da f́ısica, que é aproximar o

1Deixamos a construção do caso não-abeliano para o trabalho em progresso [24].
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cont́ınuo por uma rede discreta, o que constitui uma regularização. Em TQC tem-se a

integral funcional de Feynmann, a partir da qual podem ser desenvolvidas as séries de

perturbação de Feynmann, e também construções não-perturbativas baseadas na regula-

rização de rede. Na regularização de rede, em vez de se considerar todos os pontos dentro

de um volume V considera-se apenas os vértices da rede, separados por uma distância ϵ.

Figura 5.1: Espaço de Minkowski (mostrados apenas x1 e x2) com uma rede que gera uma
restrição na qual o volume finito contém um número finito de pontos.

Sendo assim, o cont́ınuo pode ser substitúıdo por um conjunto de pontos xα, α = 1, . . . , N

e a integral funcional será uma integral ordinária:

∫
DA f(A) = (

N∏
α=1

dA(xα))f(A(x1), . . . , A(xα)). (5.2)

Existem teoremas sobre aproximações de rede, para se achar o limite para quando ϵ→ 0,

que em TQC já foi resolvido rigorosamente para espaços-tempo de até 3 dimensões, e por

meio de integrações numéricas para 4 dimensões [42], cujos resultados podem ser aplica-

dos no cálculo de parâmetros fundamentais dos hádrons. Uma construção da integração

funcional deste tipo pode ser aplicada à definição do produto escalar.

Em teorias independentes de background como o modelo BF com campos de matéria

geralmente adota-se um outro esquema [15, 33], baseado na noção de redes de spin que

será discutido em mais detalhes nas seções seguintes, mas vale a pena apontar algumas

analogias do procedimento de regularização de rede com a construção da rede de spin.

Então, considerando uma variedade M, trabalhar-se-á com objetos chamados de grafos
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orientados (ver Fig. 5.2), que são objetos formados por curvas orientadas (links) γp ∈ Σ na

foliação de M e vértices (nodes) vq ∈ Σ, que são pontos onde estas curvas se interceptam2.

Figura 5.2: Um exemplo de grafo orientado Γ, composto por três linhas γ1, γ2 e γ3 e dois
vértices v1 e v2.

Em cada linha γp de um grafo, escreve-se um novo funcional dos campos independentes

do nosso modelo definindo o espaço de configuração – aqui escolheu-se as componentes

Aa da conexão e o campo escalar ϕ – , a holonomia, e considera-se funcionais de onda

definidos como funções dessas holonomias – os chamados funcionais “ciĺındricos”.

Observa-se que se um tal funcional ciĺındrico está definido sobre um conjunto finito de

linhas (grafo), então ele depende só dos valores dos campos nestas linhas e não dos valores

da conexão no espaço inteiro, análogo ao caso da substituição do cont́ınuo por pontos xα

no caso da regularização de rede. Pode-se assim construir um produto escalar, numa

primeira etapa, a partir de uma medida de integração definida num espaço menor que o

espaço das configurações de A e ϕ.

5.2 O espaço de configurações - Caso Abeliano

Viu-se no caṕıtulo 3 que para o modelo no caso abeliano o espaço de fase clássico é 6-

dimensional em cada ponto de Σ, formado pelas variáveis independentes Aa, B̃
a, ϕ e (ϕ)Π

2Lembre-se que nossa variedade M é a variedade de espaçotempo tridimensional (dim(D) = 2+1), e
a folha Σ representa o espaço bidimensional.
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que estão sujeitas aos v́ınculos dados pelas equações (3.133 - 3.135):

G(ϵ1) =

∫
d2x ϵ1(x)∂aB̃

a(x) ≈ 0

G0(ϵ2) =
1

2

∫
d2x ϵ2(x)ε

abFab(x) ≈ 0 (5.3)

Φ0(ϵ3) =

∫
d2x ϵ3(x)

(
ϕ(x) (ϕ)Π(x) + λϕ

−1
(x)B̃a(x)Daϕ(x)

)
≈ 0

que compõem a hamiltoniana Htot, equação (3.114):

Htot =

∫
d2x [−AtG(x)−BtG0(x)− Λ3Φ0(x)] . (5.4)

Durante o processo de quantização, estas grandezas (campos e v́ınculos) serão associadas

a operadores, que serão aplicados aos funcionais de onda definidos num espaço de Hilbert

adequado para representar os estados quânticos da nossa teoria. A seguir, se analisará a

álgebra entre os campos independentes supracitados.

5.2.1 Troca de base das variáveis independentes

Na seção 3.5.3, recombinaram-se os v́ınculos remanescentes na verificação de estabilidade

da teoria3 para se obter como variáveis independentes Aa, B̃
a, ϕ e (ϕ)Π, coordenadas do

espaço de fase reduzido, para as quais calculou-se a seguinte estrutura simplética gerada

pelos colchetes de Dirac:

{Aa(x), B̃b(y)} = δbaδ
2(x− y)

{Aa(x), (ϕ)Π(y)} = λDaϕ
−1
δ2(x− y)

{B̃a(x), (ϕ)Π(y)} = λB̃aϕ
−1
δ2(x− y) (5.5)

{ϕ(x), (ϕ)Π(y)} = δ2(x− y)

3Veja a seção 3.5 para verificar passo a passo o algoritmo de Dirac-Bergmann para o caso abeliano.
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com todos os demais colchetes nulos:

{Aa(x), Ab(y)} = {Aa(x), ϕ(y)} = {B̃a(x), B̃b(y)} = {B̃a(x), ϕ(y)} = · · · = 0.

Pode-se simplificar um pouco esta álgebra (e consequentemente a álgebra dos operadores

definidos a partir destes campos) realizando a seguinte troca de base:

Π ≡ (ϕ)Π− λB̃aDaϕ
−1
. (5.6)

Os colchetes de Dirac da estrutura simplética para as variáveis Aa, B̃
a, ϕ e Π se escrevem

como:

{Aa(x), B̃b(y)} = δbaδ
2(x− y)

{ϕ(x),Π(y)} = δ2(x− y)

{Aa(x),Π(y)} = 0 (5.7)

{B̃a(x),Π(y)} = 0

{Π(x),Π(y)} = 0

e todos os demais continuam nulos. Repare que

Π ≡ (ϕ)Π− λB̃aDaϕ
−1

= (ϕ)Π+ λϕ
−2
B̃aDaϕ

e o v́ınculo Φ0 (3.135) pode ser escrito em função de Π como:

Φ0(ϵ3) =

∫
d2x ϵ3(x)ϕ(x)Π(x). (5.8)

Note que as transformações de calibre associadas ao v́ınculo Φ0 permanecem inalteradas:

δΦ0ϕ = ϵ3ϕ (5.9)
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e já que ϕ = e−iθ, observa-se que a transformação de calibre acima é equivalente a4:

δΦ0θ = iϵ3.

5.2.2 A proposta de quantização do modelo BF com campos de

matéria - caso abeliano

Na teoria quântica, os campos Aa, B̃
a, ϕ, Π serão promovidos a operadores, obedecendo

às relações de comutação correspondentes aos colchetes clássicos (5.7):

[Âa, B̂
b] = i~δbaδ2(x− y) ; [ϕ̂, Π̂] = i~δ2(x− y) (5.10)

onde os demais são nulos. Estes operadores irão atuar sobre funcionais Ψ[A, ϕ] que repre-

sentam os estados quânticos do nosso modelo da seguinte forma:

ÂaΨ = AaΨ (5.11)

B̂aΨ = −i~ δΨ
δAa

(5.12)

ϕ̂Ψ = ϕΨ (5.13)

Π̂Ψ = −i~δΨ
δϕ
. (5.14)

Os v́ınculos G, G0 e Φ0 também serão promovidos a operadores Ĝ, Ĝ0 e Φ̂0, geradores dos

grupos de simetria. Os estados Ψ[A, ϕ] que obedecem Ĝ|Ψ⟩ = 0, Ĝ0|Ψ⟩ = 0 e Φ̂0|Ψ⟩ = 0

vão ser os estados f́ısicos, invariantes sobre as transformações de calibre.

Solução do v́ınculo Φ̂0

O v́ınculo Φ̂0 pode ser escrito explicitamente como:

Φ̂0 = ϕ̂Π̂. (5.15)

4Note que os parâmetros ϵi são imaginários e θ é real.
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Nota-se que a solução de Φ̂0|Ψ⟩ = 0, considerando que Π̂ (5.14) é a derivada de ϕ, o que

imediatamente mostra o funcional de onda Ψ[A, ϕ] como sendo independente de ϕ:

Ψ = Ψ[A]. (5.16)

A construção expĺıcita destes funcionais Ψ[A] em termos de holonomias deverá ser feita

para que se possa resolver as condições restantes Ĝ|Ψ⟩ = 0 e Ĝ0|Ψ⟩ = 0 e se escrever um

espaço com produto interno bem definido. Começa-se pela definição das holonomias de

A.

5.3 As holonomias de A

Nesta seção definir-se-á as holonomias para o caso mais geral com um grupo de calibre G

não-abeliano. As expressões de interesse para o caso abeliano, onde G = U(1), também

são dadas.

Sendo assim, a holonomia hγi [A]
5 de A ao longo de uma curva orientada γi ∈ Σ (ver Fig.

5.3) é definida como:

hγi [A] = Pe

∫
γi

dxaAa
(5.17)

onde P é o operador de ordenação ao longo da curva γi e a integral no expoente é uma

integral de linha sobre γi, que pode ser explicitada ao se fazer uma parametrização desta

curva. No caso abeliano, P pode ser omitido.

A holonomia é um elemento do grupo de calibre G, portanto possui leis de transformação

mais simples do que as dos campos que elas representam, facilitando a construção de

invariantes conforme visto a seguir.

5Neste trabalho notamos a holonomia como hγi [A], mas também é usual encontrar na literatura a
notação U [A, γi].
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Figura 5.3: A curva γ em Σ = M2 parametrizada na variável s.

As equações paramétricas de γ : [0, 1] → Σ são:

xa = xa(s) , 0 ≤ s ≤ 1 (5.18)

e os vetores tangentes são dados por

ẋa =
dxa

ds
(5.19)

onde a = 1, 2, xa(0) = xa(i) e x
a(1) = xa(f). A holonomia é o transporte paralelo ao longo

da curva γ, como veremos na subseção 5.3.3.

5.3.1 Definições e propriedades das holonomias

Escreve-se (5.17) de maneira mais geral, sendo hγ[A](s), s ∈ [0, 1]:

hγ[A](s) = Pe

∫ s

0

ds′ẋa(s′)Aa(x(s
′))
, hγ[A](1) = hγ[A] (5.20)

onde o efeito do operador P é ordenar por valores crescentes de s (path ordering). Usou-se

que A = Aadx
′a e dx

′a = ds′ẋa.

A expansão da holonomia (5.20) para s = 1, pela definição do operador de ordenação P ,
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escreve-se6:

hγ[A] =
∞∑
n=0

P
(

1

n!

(∫ 1

0

A(x(s))

)n)
=

∞∑
n=0

∫ 1

0

ds1

∫ s1

0

ds2 · · ·
∫ sn−1

0

dsn ˙⃗x(s1) · A⃗(s1) · · · ˙⃗x(sn) · A⃗(sn) (5.21)

onde 1 ≥ s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sn. Note que o caso abeliano é óbvio pois não há problema de

ordem.

Figura 5.4: Pontos s1, . . . , sn de uma curva γ.

Por causa dos s maiores alocados perto de (f) e os menores perto de (i) (ver Fig. 5.4),

tem-se uma propriedade de fatoração. Pode-se, por exemplo, fatorar esta holonomia em

duas holonomias sobre duas curvas γ1, γ2, tal que γ = γ2 ◦ γ1:

hγ[A] = hγ2 [A] · hγ1 [A]. (5.22)

Note que esta fatoração vale até para curvas cont́ınuas por pedaços.

Como consequência da definição (5.20), hγ[A](s) é a solução da equação diferencial:

d

ds
hγ[A](s)− ẋa(s)Aa(x(s))hγ[A](s) = 0 (5.23)

ou

dhγ[A](s) = dA hγ[A](s) (5.24)

com a condição de contorno hγ[A](0) = 1.

6A notação A⃗ ≡ Aa, onde a = 1, 2.
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Outra propriedade interessante das holonomias é que se γ vai de (i) → (f), pode-se definir

γ−1 que vai de (f) → (i), isto é, a mesma curva porém orientada no sentido oposto:

hγ−1 [A] = (hγ[A])
−1. (5.25)

5.3.2 A transformação de calibre de uma holonomia

Tem-se agora uma propriedade de fatoração, então pode-se considerar a holonomia infi-

nitesimal δh, definida no trecho de curva infinitesimal [s, s+ δs]:

δh = e

∫ s+δs

s

ds′ẋa(s′)Aa(s
′)
≡ hs,s+δs (5.26)

δh = 1+

∫ s+δs

s

ds′ẋa(s′)Aa(s
′) +O((δs)2) (5.27)

como δs é muito pequeno, nota-se que P não aparece e a integral pode ser aproximada,

com δx = x(s+ δs)− x(s):

δh = 1+ δxaAa(s) +O((δs)2) (5.28)

Agora analisa-se como se transforma uma holonomia infinitesimal sob uma transformação

de calibre. Lembre-se que A′ = g−1Ag + g−1dg, conforme definido pela equação (2.3).

Então:

(δh)′ = 1+ g−1(x)δxaAa(x)g(x) + (g−1(x+ δx)− g−1(x))g(x)

= g−1(x+ δx)g(x) + g−1(x+ δx)δxaAa(x)g(x)

= g−1(x+ δx)[1 + δxaAa(x)]g(x) +O((δx)2) (5.29)

considerando a aproximação (5.28) e a definição (5.26), este resultado pode ser escrito

como:

(δh)′ = g−1(x(s+ δs))e

∫ s+δs

s

ds′ẋa(s′)Aa(s
′)
g(x(s)) +O((δs)2). (5.30)
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Lembre-se que quando se considera uma curva γ finita é necessário utilizar o operador de

ordenação P . Decompõe-se agora a curva γ em N segmentos (ver Fig. 5.5):

hγ[A] = lim
N→∞

h1,sN−1
· hsN−1,sN−2

· · ·hs1,0. (5.31)

Figura 5.5: Uma curva γ finita dividida em N segmentos.

A transformação de calibre fica:

h′γ[A] = lim
N→∞

g−1(x(f))h1,sN−1
g(x(sN−1)) · g−1(x(sN−1))hsN−1,sN−2

g(x(sN−2))

· · · g−1(x(s1))hsN ,0g(x(i))

e finalmente tem-se:

h′γ[A] = g−1(x(f))hγ[A]g(x(i)) . (5.32)

Com a lei de transformação de calibre (5.32) pode-se construir exemplos de invariantes

desta teoria tomando γ como uma curva fechada e em seguida toma-se o traço de h′,

considerando que7 Tr(XY ) = Tr(Y X):

Tr hγ [A] = Wγ[A] (5.33)

W são as holonomias conhecidas como laços (ou loops) de Wilson. O laço de Wilson é

invariante de calibre:

W ′
γ[A] = Tr(h′γ[A]) = Tr(g−1(x(i))hγ[A]g(x(i)))

= Tr(hγ[A]g(x(i))g
−1(x(i))) = Wγ[A]. (5.34)

7Vide apêndice A.4.2.
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No caso abeliano o śımbolo Tr é omitido.

Figura 5.6: Laço γ, obtido tomando x(i) = x(f).

Os laços de Wilson foram utilizados na primeira tentativa de se quantizar a teoria da

gravitação com grafos [32], [20] (dáı o nome loop quantum gravity para a teoria). Neste

caso,Wγ[A] são as holonomias sobre laços γ e A é a conexão de Ashtekar que é relacionada

à conexão do campo gravitacional [19].

5.3.3 O transporte paralelo

Sejam r1 e r2 dois vetores definidos nos extremos x(i) e x(f) de uma curva γ. Como eles

não fazem parte do mesmo espaço vetorial, para compará-los é preciso transportar r1 para

o espaço tangente em x(f), onde está contido r2 (ver Fig. 5.7). Se o deslocamento é infini-

tesimal, o transporte é calculado pela derivada covariante e a holonomia é a generalização

disto.

Figura 5.7: Holonomia como transporte paralelo, onde r′1 é o vetor r1 transportado para
o espaço tangente em x(f).

Ver-se-á que as holonomias são geradores do transporte paralelo de um vetor de um espaço

tangente para outro espaço tangente (ver Fig. 5.7). Para tal, considera-se o campo ϕ(x)

que se transforma como ϕ
′
(x(i)) = g−1(x(i))ϕ(x(i)) como visto na equação (3.3), em um
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certo ponto x(i). Quer-se transportar este campo como:

ϕ̃(x(f); x(i)) = hγ[A]ϕ(x(i)). (5.35)

Verificou-se que esta transformação é covariante:

(ϕ̃(x(f); x(i)))
′ = g−1(x(f))ϕ̃(x(f); x(i)). (5.36)

Prova:

(ϕ̃(x(f);x(i)))
′ = g−1(x(f))hγ[A]g(x(i))g

−1(x(i))ϕ(x(i)) = g−1(x(f))ϕ̃(x(f); x(i))

= h′γ[A]ϕ
′
(x(i))

onde a equação (5.32) foi utilizada.

Em geral, para um campo χ(x) que se transforma como χ′(x(i)) = χ(x(i))g(x(i)) no ponto

x(i) vamos ter o transporte do campo definido como:

χ̃(x(f);x(i)) = χ(x(i))h
−1
γ [A]. (5.37)

Que se transforma como8:

(χ̃(x(f); x(i)))
′ = χ̃(x(f);x(i))g(x(f)). (5.38)

Também podemos considerar um campo ψ(x) que se transforma como um campo na

representação adjunta ψ′(x(i)) = g−1(x(i))ψ(x(i))g(x(i)) no ponto x(i). O transporte do

campo é definido como:

ψ̃(x(f);x(i)) = hγ[A]ψ(x(i))h
−1
γ [A] (5.39)

8Lembre que se h′ = g(x(f))hg
−1(x(i)) então h

′−1 = g(x(i))h
−1g−1(x(f)).
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cuja transformação é dada por

(ψ̃(x(f); x(i)))
′ = g−1(x(f))ψ̃(x(f); x(i))g(x(f)). (5.40)

Estes campos (5.37) e (5.39) transportados pela holonomia são objetos covariantes, isto

é, os campos transportados se transformam localmente da mesma maneira que os campos

iniciais. Logo, as holonomias são objetos que realmente podem descrever uma teoria

baseada em campos covariantes.

5.4 A construção do espaço de Hilbert cinemático

Começa-se a construção do espaço de Hilbert cinemático escrevendo o funcional de onda

Ψ[A] como uma função que depende de um número finito de holonomias. Lembre-se que

A ≡ Aa, com a = 1, 2 para o grupo U(1).

Como calcula-se transformações de calibre, quer-se objetos que se transformam de maneira

mais simples, por isso que se troca o funcional de A e seu espaço de configurações por

uma função das holonomias de A definidas no espaço das holonomias hγ[A].

Como já dissemos, a priori tomar holonomias de A gera uma restrição no o espaço de

configurações, uma vez que as holonomias estão definidas sobre curvas γ. A idéia é tomar

as holonomias sobre todas as curvas posśıveis, em vez de todos os pontos do espaço das

conexões.

5.4.1 Os funcionais ciĺındricos

Define-se então um grafo como sendo um conjunto de um número finito de curvas γ e

vértices v (um exemplo pode ser visto na figura 5.8):

Γ = {γ1, . . . , γp} ⊕ {v1, . . . , vq}. (5.41)
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Figura 5.8: Grafo Γ fechado e conexo.

E toma-se um funcional de onda da forma:

ΨΓ,ψ[A] = ψ(hγ1 [A], . . . , hγp [A]) (5.42)

onde a função ψ : G×G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
p vezes

→ C. Pode-se desde agora fazer uma restrição sobre os

grafos Γ tomando apenas grafos fechados e conexos, isto é, grafos onde as linhas são todas

juntas e fechadas, pois os demais grafos serão eliminados pela imposição do v́ınculo de

Gauss (ou condição de invariância de calibre) conforme será visto adiante. Note que isto

implica na exclusão de vértices monovalentes, onde a valência de um vértice é o número

de linhas que se interceptam ali.

Chama-se ΨΓ,ψ[A] definida por (5.42) de funcional ciĺındrico. O espaço vetorial ciĺındrico

Cyl é o espaço de todas as combinações finitas de funcionais ΨΓ,ψ:

Ψ =
N∑
i=1

k∑
k=i

cikΨΓi,ψk
[A] . (5.43)

Esse espaço vetorial Cyl possui como fecho (completamento de Cauchy) o espaço de

Hilbert cinemático (Cyl = Hkin), a ser definido a partir da norma associada ao produto

escalar que define-se a seguir.

5.4.2 O produto escalar de funcionais ciĺındricos

Considere o espaço Cyl, que é o espaço das combinações lineares finitas de ΨΓ,ψ[A], da

equação (5.42). Agora vamos utilizar a notação bra-ket (Notação de Dirac) para estes
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funcionais:

ΨΓ,ψ[A] = ⟨A|Γ, ψ⟩. (5.44)

Primeiramente define-se o produto interno de Ψ’s diferentes, mas pertencentes ao mesmo

grafo (ΨΓ,ψ e ΨΓ,ψ′):

⟨Γ, ψ|Γ, ψ′⟩ =

∫
dµ(g1) · · ·

∫
dµ(gp)

(
ψ(g1, . . . , gp)

)∗
ψ′(g1, . . . , gp) (5.45)

onde dµ(gi) é a medida de Haar do grafo γi, que para U(1) com g = eiθ se escreve como

∫
dµ(g1) · · ·

∫
dµ(gp) =

1

(2π)p

∫ 2π

0

dθ1 · · ·
∫ 2π

0

dθp. (5.46)

Este produto (5.45) está bem definido num espaço vetorial Cyl(Γ). Agora define-se o

produto interno em grafos distintos, sendo Γ = {γ1, . . . , γp} e Γ′ = {γ1′ , . . . , γp′} com n o

número de linhas da união Γ̂ = Γ ∪ Γ′:

⟨Γ, ψ|Γ′, ψ′⟩ =
∫
dµ(g1) · · · dµ(gn) ·

(
ψ(g1, . . . , gp)

)∗
ψ′(g1, . . . , gp′). (5.47)

Nota-se que tomar o produto escalar entre grafos distintos é essencialmente o mesmo que

tomar o produto escalar sobre o único grafo Γ̂ de n linhas formado pela união de grafos

de p e p′ linhas respectivamente9.

No exemplo da Fig. 5.9 têm-se: Γ̂ = {γ1, . . . , γ6} e Γ = {γ1, γ2, γ3} e Γ′ = {γ−1
3 , γ4, γ5, γ6}.

O produto escalar fica:

⟨Γ, ψ|Γ′, ψ′⟩ =
∫
dµ(g1) · · · dµ(g6) · (ψ(g1, g2, g3))∗ψ′(g−1

3 , g4, g5, g6).

Nota-se ainda que a orientação relativa é importante, no caso de Γ ↔ Γ′.

9O número total de linhas de Γ̂ é n ≤ p+ p′ para contar os casos onde os grafos Γ e Γ′ possuem linhas
coincidentes, como veremos no exemplo que segue.
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Figura 5.9: Grafos Γ e Γ′ distintos. Note que neste caso Γ ∩ Γ′ ̸= ∅.

O produto escalar também é sesquilinear:

⟨aΨ1 + bΨ2|cΨ3⟩ = c
(
a∗⟨Ψ1|Ψ3⟩+ b∗⟨Ψ2|Ψ3⟩

)
. (5.48)

As definições dadas acima também valem para grafos disjuntos: Γ ∩ Γ′ = ∅.

Agora com um produto escalar bem definido, pode-se definir uma norma:

||ΨΓ,ψ||2 =
∫
dµ(g1) · · · dµ(gn)|ψ(g1, . . . , gn)|2 = ⟨Γ, ψ|Γ, ψ⟩. (5.49)

Essa integral converge se o grupo G é compacto – que é o caso para G = U(1). Com a

norma, define-se o completamento de Cauchy de Cyl notado por Cyl = Hkin, o conjunto

das sequências de Cauchy de Cyl, de forma que o espaço Cyl seja denso em Hkin. Uma

sequência de Cauchy {|Ψ1⟩, . . . , |Ψk⟩, . . . } é tal que a norma da diferença entre os |Ψ⟩ tem

o limite nulo:

lim
n,m→∞

||Ψn −Ψm|| = 0. (5.50)

Logo, Hkin é completo por construção, isto é, toda sequência de Cauchy {Ψn ∈ Hkin, n =

1, . . . ,∞} possui um limite forte na topologia induzida pela norma.

O procedimento de quantização canônica análogo, para um sistema mecânico com um

número finito de graus de liberdade, pode ser revisto no Apêndice B.3.
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5.5 A construção de uma base ortonormal

O produto interno das funções ciĺındricas é invariante sob:

1. As transformações de calibre, como consequência da invariância da medida de

Haar10;

2. Os difeomorfismos espaciais, porque o produto só depende da topologia dos grafos.

Existe também um estado particular |∅⟩ onde Γ = ∅ (conjunto vazio).

 ⟨A|∅⟩ = Ψ∅[A] = 1

||Ψ∅||2 = ⟨∅|∅⟩ = 1
. (5.51)

Agora encontra-se uma base utilizando o teorema de Peter-Weyl, que enunciaremos a

seguir para G = U(1), pois quer-se construir uma base ortonormal para o modelo no caso

abeliano.

Viu-se na seção 3.1.1 que as representações irredut́ıveis são os homomorfismos, definidos

pelos caracteres R(n), onde n é um inteiro positivo ou negativo, conforme a equação (3.1):

R(n)(eiθ) = einθ, n ∈ Z (5.52)

de forma que um elemento g = eiθ ∈ G é representado pelo número complexo R(n)(g).

5.5.1 O teorema de Peter-Weyl para uma linha

Enuncia-se agora o teorema de Peter-Weyl para o caso abeliano U(1), considerando por

enquanto as holonomias sobre um grafo Γ formado por uma única linha.

10Vide apêndice A.1.
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Teorema 1 (Peter-Weyl - 1a parte) A integral de Haar do produto de caracteres cor-

respondentes às representações irredut́ıveis do grupo é:

∫
dµ(g)(R(n)(g))∗R(n′)(g) = δnn

′
(5.53)

Então os elementos R(n)(g) constituem um sistema de vetores ortogonais.

A equação (5.53) pode ser escrita como o produto escalar de 2 vetores unitários |Γ, n⟩,

|Γ, n′⟩:

⟨Γ, n|Γ, n′⟩ = 1

2π

∫ 2π

0

dθe−i(n−n
′)θ = δnn

′
(5.54)

Para o grupo U(1) a segunda parte do teorema de Peter-Weyl é nada mais que o teorema

de Fourier:

Teorema 2 (Peter-Weyl - 2a parte) Qualquer função f(g) de valores complexos pode

ser expandida no sistema de vetores ortogonais descrita na parte (1) do teorema:

f(g) =
∑
n

cnR
(n)(g) (5.55)

Assim os |Γ, n⟩ formam uma base ortonormal do espaço CylΓ, onde Γ é formado por uma

linha.

5.5.2 A generalização para um grafo qualquer

Para se aplicar o teorema de Peter-Weyl para quaisquer grafos é necessário definir o

seguinte funcional de onda, onde atribúımos a cada linha γp do grafo uma representação

irredut́ıvel unitária de U(1) com uma carga np:

ΨΓ,n⃗[A] ≡ ⟨A|Γ, n⃗⟩ := R(n1)(hγ1 [A]) · · ·R(np)(hγp [A]) (5.56)
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onde n⃗ = (n1, . . . , np) é o vetor multicargas. O teorema de Peter-Weyl implica em:

⟨Γ, n⃗|Γ, n⃗′⟩ =

p∏
i=1

δnin′
i

(5.57)

juntamente com a definição do produto escalar em (5.45).

Agora, se Γ ̸= Γ′, temos que considerar Γ̂ = Γ ∪ Γ′, conforme discutido na seção 5.4.2.

Figura 5.10: Grafos Γ e Γ′ com Γ ∩ Γ′. Note que Γ′ é igual a Γ sem a 3a linha.

No exemplo da Fig. 5.10 o produto vai ser:

⟨Γ, n⃗|Γ′, n⃗′⟩

=
1

(2π)3

∫
dθ1dθ2dθ3

(
R(n1)(g1)R

(n2)(g2)R
(n3)(g3)

)∗ ·R(n′
1)(g1)R

(n′
2)(g2). (5.58)

Esse exemplo é equivalente à situação onde Γ′ = {γ1, γ2} é substitúıdo por Γ = {γ1, γ2, γ3},

mas com a carga n = 0 na terceira linha (ver Fig. 5.11).

Figura 5.11: O grafo Γ′ como um caso particular do grafo Γ.

Cuidado deve ser tomado se alguma linha γ de um grafo Γ′ possui carga n = 0. Neste

caso, o caracter R(0)(g3) = 1, o que implica que o funcional de onda é idêntico ao funcional

obtido de Γ subtráıdo de uma linha correspondente a de carga nula:

ΨΓ′,n′ [A] = R(n′
1)(g1)R

(n′
2)(g2)R

(0)(g3). (5.59)



115

Então, para evitar este problema de redundância, faz-se uma restrição de tomar apenas

funcionais de onda Ψ com cargas não nulas, com a exceção do estado “vazio” |∅⟩, com

⟨A|∅⟩ = 1.

5.5.3 Redes de cargas

Como consequência da 2a parte do Teorema de Peter-Weyl, todo funcional ciĺındrico ∈ Cyl

pode ser expresso como uma combinação linear finita dos vetores |Γ, n⟩ que formam uma

base chamada de redes de cargas, análoga às redes de spin (spin networks) [15,31–33]:

|Ψ⟩ = c∅|∅⟩+
∑
α

∑
a

cΓα,n⃗a|Γα, n⃗a⟩ ∈ Cyl (5.60)

onde a somatória é feita sobre um conjunto finito de grafos Γα, e para cada Γ soma-se

um número finito de multicargas n⃗a, cujas componentes são não-nulas. Em particular,

considera-se o espaço Cyl(Γ) dos |Ψ⟩’s definidos sobre um mesmo grafo Γ:

|Ψ⟩Γ = c∅|∅⟩+
∑
a

ca|Γ, n⃗a⟩ ∈ Cyl(Γ) (5.61)

Ver-se-á que o produto escalar entre Ψ’s de grafos diferentes será nulo. Toma-se como

exemplo os grafos Γ e Γ′ anteriores da Fig. 5.10:

⟨Γ, n1, n2, n3|Γ′, n′
1, n

′
2⟩ = δn1n′

1δn2n′
2

=0︷︸︸︷
δn30 = 0. (5.62)

Em geral, Γ⟨Ψ|Ψ⟩Γ′ = 0 se Γ ̸= Γ′, ou seja, Cyl(Γ) ⊥ Cyl(Γ′). O espaço Cyl pode então

ser escrito como uma soma direta dos subespaços Cyl(Γ):

Cyl =
⊕
Γ

Cyl(Γ). (5.63)

É interessante notar que tanto Cyl quanto seu completamento Cyl = Hkin (definido na

subseção 5.4.2) são espaços vetoriais de dimensão infinita não-enumerável. Portanto, Hkin

é um espaço de Hilbert não-separável. Contudo, os subespaços Cyl(Γ) são separáveis pois
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possuem uma base enumerável (ℵ0), então Cyl(Γ) forma um espaço vetorial separável.

5.6 A aplicação do v́ınculo de Gauss

Agora que já se construiu uma base para o espaço Hkin aplicam-se os v́ınculos sobre

os estados de Hkin para selecionar quais são os estados f́ısicos. Neste final de caṕıtulo

realiza-se a aplicação do v́ınculo de Gauss G. A aplicação do v́ınculo de curvatura G0

será discutida no ińıcio do caṕıtulo 6.

5.6.1 A diferenciação de uma holonomia

Primeiro aplica-se o v́ınculo de Gauss G (3.133):

Ĝ(ϵ) =

∫
d2x∂aϵB̂

a (5.64)

onde B̂a = −i~ δ

δÂa
(equação 5.12). A aplicação deste v́ınculo consiste em basicamente

diferenciar uma holonomia. Para fazer esta diferenciação expande-se a exponencial como

uma somatória, decompõe-se a integral em n intervalos e define-se um ponto de corte x(p)

da curva, para evitar problemas de ordenação com P (ver Fig. 5.12):

hγ[A] = Pe
−
∫ x(f)

x(i)

A

= e

−
∫ x(p)

x(i)

A

· e
−
∫ x(f)

x(p)

A

. (5.65)

Figura 5.12: curva γ cortada em duas γ = γ2 ◦ γ1.
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Sobre o corte x(p) temos Ab(xp). Então
11:

B̂a(x)hγ[A] = −i~ δ

δAa(x)

∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0

ds1

∫ s1

0

ds2 · · ·
∫ sn−1

0

dsn ·

·ẋb1(s1) · · · ẋbn(sn) · Ab1(x1) · · ·Abn(xn) (5.66)

B̂a(x)hγ[A] = −i~
∞∑
n=0

n∑
p=1

δabp ·
∫
d2x1 · · ·

∫
d2xp · · ·

∫
d2xn · ẋb1(s1) · · · ẋbn(sn)

·δ2(x− xp) · Ab1(x1) · · · Ǎbp(xp) · · ·Abn(xn) (5.67)

onde o sinal (ˇ) indica que o termo sinalizado deve ser omitido. De (5.67) integra-se com

um campo vetorial Xa qualquer e deduz-se:

∫
d2xXa(x)B̂

a(x)hγ[A] = −i~
∞∑
n=0

n∑
p=1

∫
d2x1 · · ·

∫
d2xp · · ·

∫
d2xn ·

·ẋb1(s1) · · · ẋbn(sn) · Ab1(x1) · · ·Xbp(xp) · · ·Abn(xn)

= −i~
∫ 1

0

dt h(1,t)ẋ
a(t)Xa(x(t))h(t,0)

= −i~
∫ 1

0

dt ẋa(t)Xa(x(t))h(1,0). (5.68)

Em particular, com Xa = ∂aϵ:

Ĝ(ϵ)hγ[A] = −i~
∫ 1

0

dt ẋa(t)∂aϵ(x(t))h(1,0) = −i~
(
ϵ
(
x(1)

)
− ϵ
(
x(0)

))
hγ. (5.69)

A transformação finita correspondente é:

h′γ[A] = e−iθ(xf )hγ[A]e
iθ(xi). (5.70)

A equação (5.69) é a transformação infinitesimal de calibre da holonomia hγ, ou seja, o

operador Ĝ(ϵ) gera transformações de calibre da teoria. Então, a aplicação do v́ınculo de

Gauss (3.133) Ĝ(ϵ)ΨΓ,ψ[A] = 0 é equivalente a requerer a invariância de calibre de ΨΓ,ψ.
12

11Parametrizando a curva com xa(s) temos: xa(0) = x(i) , x
a(t) = x(p) e x

a(1) = x(f).
12Onde ψ são funções das holonomias.
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5.6.2 A aplicação de G sobre grafos de um laço

A aplicação do v́ınculo de Gauss (5.69) corresponde ao requerimento de invariância so-

bre as transformações de calibre infinitesimais. A seguir, consideram-se holonomias que

obedecem à lei de transformação de calibre finita (5.32). Em particular, toma-se pri-

meiro holonomias sobre laços, que são curvas γ fechadas, onde x(i) = x(f) = x. Elas são

invariantes sob as transformações de U(1):

h′γ[A] = g(x)hγ[A]g
−1(x) = hγ[A]. (5.71)

Considera-se agora funcionais de holonomias sobre laços Ψ ∈ Cyl(Γ) dados pelos caracte-

res – as redes de cargas:

ΨΓ,n[A] = R(n)(hγ[A]) (5.72)

onde Γ é o grafo constitúıdo pelo laço γ. Os ΨΓ,n[A] são invariantes de U(1). Este objeto

é o caso abeliano do laço de Wilson (5.33).

5.6.3 Caso de um grafo geral

É suficiente verificar a invariância de calibre das redes de cargas, base de Cyl. Numa rede

de cargas em geral, têm-se vértices (i-j)-valentes13, como o vértice representado na Fig.

5.13.

Figura 5.13: Vértice (i-j)-valente.

13Isto é, vértices com j linhas “entrando” e i linhas “saindo”.
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A parte relevante vx da rede de cargas na vizinhança deste vértice é:

vx ≡ R−1 (n1)(h1) · · ·R−1 (ni)(hi) ·R(ni+1)(hi+1) · · ·R(ni+j)(hi+j) (5.73)

Com R(n) = einθ, vê-se que a condição de invariância neste caso abeliano:

δϵvx = ei(n1 + · · ·+ ni − ni+1 − · · · − ni+j)θ(x)vx (5.74)

é a lei de conservação de carga dada pela expressão n1 + · · ·+ ni = ni+1 + · · ·+ ni+j, isto

é, têm-se em cada vértice condições sobre os valores das cargas n conforme às regras de

conservação de cargas.

5.6.4 Base de redes de cargas invariante de calibre

Denota-se por H0 o espaço de Hilbert cujos vetores obedecem ao v́ınculo de Gauss (5.69).

Uma base para o espaço H0 é dada pelas redes de cargas constitúıdas de produtos inva-

riantes de calibre como os estudados anteriormente nesta seção:

Ψs[A] = ⟨A|s⟩ ≡
N∏
p=1

R(np)(hγp [A]) (5.75)

com np obedecendo à lei de conservação de cargas em cada vértice do grafo Γ. Os |s⟩ =

|Γ, n⃗⟩ formam uma base ortogonal para as redes de cargas:

⟨s|s′⟩ = ⟨Γ, n⃗|Γ′, n⃗′⟩ = δΓΓ′

N∏
p=1

δnpn′
p
. (5.76)

Com esta base para a rede de cargas |Γ, n⃗⟩ definida em H0, tem-se uma base para os

funcionais Ψs[A] onde o v́ınculo G(ϵ)
(
e Φ0(ϵ)

)
já estão satisfeitos.

O próximo passo é aplicar sobre os funcionais de onda Ψ[A] ∈ H0 invariantes sobre

transformações de calibre o último v́ınculo gerador de simetrias do modelo, o v́ınculo

curvatura G0 (3.134), para então se construir um espaço de Hilbert f́ısico Hfis, com todos
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os v́ınculos resolvidos.

Esta construção será considerada no ińıcio do caṕıtulo seguinte.
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Caṕıtulo 6

Operadores e Observáveis

Neste caṕıtulo analisar-se-á a estrutura do espaço de Hilbert f́ısico da nossa teoria para o

caso abeliano, que foi estudado nos caṕıtulos 3 e 5, isto é, estudar a estrutura do espaço

onde estão definidos os funcionais de onda que obedecem os v́ınculos canônicos geradores

de simetrias, que são Φ0 (5.8), G (5.64) e G0 (3.134).

No caṕıtulo anterior construiu-se os estados de base |s⟩ = |Γ, n⃗⟩ ∈ H0, onde H0 ⊂ Hkin

e Ψs[A] = ⟨A|s⟩ são funcionais de onda invariantes de transformações de calibre geradas

por G e transformações de fase geradas por Φ0.

Uma vez constrúıdos os funcionais de onda que pertencem ao espaço dos estados f́ısicos

da teoria, é conveniente definir alguns observáveis e analisar a dinâmica da teoria, o que

será feito para o modelo supracitado1.

1Para exemplos não-abelianos, no trabalho [19] vários observáveis foram constrúıdos para o modelo
BF 2+1 dimensional puro.
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6.1 Os estados invariantes sobre transformações de

calibre - Caso Abeliano

Seja Ψs[A] = ⟨A|Ψ⟩s ∈ H0 um funcional de onda função das holonomias hΓ[A], perten-

cente ao espaço H0 dos estados que obedecem ao v́ınculo de Gauss (5.69). As redes de

cargas |s⟩ (5.75):

Ψs[A] = ⟨A|s⟩ ≡
N∏
p=1

R(np)(hγp [A]) (6.1)

formam uma base ortonormal de H0, como vimos na seção 5.6.4.

6.2 A solução local do v́ınculo de curvatura

Então tomam-se estes |Ψ⟩ ∈ H0 (6.1) para se aplicar o último v́ınculo remanescente da

teoria, que é o v́ınculo da curvatura espacial nula (3.134):

Ĝ0(ϵ) =

∫
d2x ϵ(x)F̂ (x) (6.2)

onde F̂ = 1
2
εabF̂ab. Aplica-se (6.2) em |Ψ⟩ com a condição:

Ĝ0|Ψ⟩ = 0 (6.3)

ou simplesmente F̂ (A)|Ψ⟩ = 0. A solução geral desta condição é dada pelas funções de

holonomias hγ[A] que obedecem ∂µAν − ∂νAµ = 0. Localmente, existe então uma função

escalar φ(x) real tal que:

Aa = i∂aφ (6.4)

com uma transformação de calibre que se escreve como φ′ = φ + ω. A discussão a

seguir depende da topologia da folha espacial Σ onde nossos grafos estão definidos, então
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faremos alguns exemplos considerando diferentes topologias para Σ, uma vez que todas

as variedades bidimensionais podem ser classificadas também de acordo com o seu genus

[45, 46].

6.2.1 Caso Σ = R2

Figura 6.1: Dois grafos Γ e Γ′ sobre um plano R2.

Como um primeiro exemplo, considere o caso onde temos grafos Γ = {γ1} e Γ′ =

{γ2, γ3, γ4} no plano R2 (ver Fig. 6.1), com cargas ni associadas às linhas γi. A equação

(6.4) vale globalmente em R2, então:

hγ1 = e
in1

∮
dφ

= 1

hγ2 = e
in2

∫ x2

x1

dφ
= ein2(φ(x2)− φ(x1)) (6.5)

de forma que h′γ2 = hγ2e
in2(ω(x2)−ω(x1)), e obviamente hγ3 e hγ4 , não são invariantes. Impõe-

se a conservação de cargas nos vértices de Γ′ para se obter:

hΓ′ = e

i

(
n2

∫ x2

x1

+n3

∫ x1

x2

+n4

∫ x1

x2

)
dφ

= ei(n2 − n3 − n4)(φ(x2)− φ(x1)) = 1 (6.6)

já que n2 − n3 − n4 = 0 no vértice x1, por exemplo. Então, os grafos Γ e Γ′ definidos

sobre uma folha espacial Σ = R2 podem ser deformados para um único ponto, de forma

que temos apenas estados equivalentes ao estado do grafo vazio |∅⟩, isto é, neste caso o

espaço de Hilbert f́ısico é reduzido a um espaço trivial unidimensional:

Hfis = {λ|∅⟩, λ ∈ C}.
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6.2.2 Caso Σ = R2\{0} – O Operador Fluxo

Considera-se agora grafos definidos num espaço R2\{0}, que é o plano do qual a origem

x = 0 está exclúıda. Todos os laços fechados que envolvem o ponto singular em x = 0

uma única vez têm o mesmo valor hγ = eiQ, onde Q chama-se de fluxo gerado pelo ponto

singular2.

Figura 6.2: Esquerda: γ1, γ
′
1 circulando o ponto x = 0. Direita: γ2 enrolando duas vezes

em torno de x = 0 e γ3 não circula x = 0.

Para exemplificar, tomam-se os grafos da Fig. 6.2 de forma que:

hγ1 = e

∮
A

= e

∫
Σγ1

F
= eiQ = hγ′1

hγ2 = e2iQ (6.7)

hγ3 = 1

onde Σγi ⊂ R2\{0} é uma superf́ıcie cercada pela curva γi fechada, e o Teorema de Stokes

pode ser aplicado. Logo, apenas holonomias que circulam “furos” terão resultados não-

nulos, uma vez que aplicar o operador F̂ localmente implica em escrever A como um

gradiente de um certo potencial (6.4).

Considere agora um grafo colorido (pelas cargas n) Γ num espaço R2\{0} (ver Fig. 6.3).

Repara-se que tanto h−1
1 h2 quanto h

−1
1 h−1

3 circulam o ponto singular uma única vez, então

2O fluxo Q ∈ R pode ser visto como análogo ao fluxo magnético em um solenóide compacto infinita-
mente longo onde aplicamos a Lei de Ampère.
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resultam em eiQ. Se h1 = ei(φf−φi):

h2 = ei(Q+φf−φi)

h3 = ei(−Q−φf+φi).

Figura 6.3: Um grafo colorido Γ sobre um plano R2\{0}, contráıdo para um grafo Γ′.

O estado ΨΓ,n fica:

ΨΓ,n = ei(n2−n3)Q = e−in1Q (6.8)

pois no vértice v1 temos n1 + n2 = n3. A equação (6.8) mostra que o grafo colorido Γ

pode ser contráıdo ou deformado até a um único loop (grafo Γ′) de carga n1 orientado

no sentido horário, em torno de x = 0. Nota-se que este resultado local pode ser visto

globalmente como a construção de classes de equivalência de estados |Ψ⟩ que resolvem

Ĝ0|Ψ⟩ = 0:

Ψn[A] = einQ (6.9)

com n ∈ Z sendo a carga do loop resultante, calculada a partir da condição de conservação

de cargas. A base do espaço de Hilbert f́ısico é então formada por vetores |n⟩, n ∈ Z,

onde:

⟨n|n′⟩ = δnn′ . (6.10)

Para n = 0 tem-se |0⟩ = |∅⟩, o que corresponde a base do espaço do exemplo discutido na

subseção 6.2.1.
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Repare que o número inteiro n pode ser interpretado também como número de enlaçamento

(winding number) de um loop: enlaçar n vezes o ponto singular com uma curva fechada

de carga 1, ou enlaçar uma única vez o ponto singular com uma curva fechada de carga

n, gera o mesmo funcional de onda3 Ψn[A].

6.2.3 Caso Σ = R2\{x1, . . . , xN}, com N pontos singulares

A generalização para o caso de um plano R2 com N “furos” é direta. A base do espaço

de Hilbert f́ısico é dada por:

Hfis = {|n⃗⟩} (6.11)

onde |n⃗⟩ = |n1, . . . , nN⟩ e cada nk é a carga (ou o número de enlaçamento) de uma curva

fechada em torno do k-ésimo ponto singular, de forma que todos os outros pontos estão

fora desta curva. O funcional de onda correspondente é dado por:

⟨A|n⃗⟩ = Ψn⃗[A] = e

(
i
∑N

k=1 nkQk

)
(6.12)

onde Qk é o fluxo associado ao k-ésimo ponto singular, definido por:

hγk [A] = eiQk (6.13)

onde γk é uma curva fechada orientada positivamente que enlaça uma única vez o ponto

singular xk e deixa de fora todos os outros pontos singulares.

Estes vetores de base (6.11) obedecem à relações de ortogonalidade dadas por:

⟨n1, . . . , nN |n′
1, . . . , n

′
N ′⟩ = δNN ′

N∏
k=1

δnkn
′
k

(6.14)

isto é, estados definidos por loops em torno do k-ésimo ponto singular que possuem um

3Vide as equações (6.7).
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número n de enlaçamento/carga distintos serão ortogonais entre si, assim como os estados

definidos por loops em torno de pontos singulares diferentes de k.

É importante notar que a invariância de difeomorfismos, que na teoria clássica era con-

sequência das invariâncias de calibre4, é expĺıcita na teoria quântica constrúıda aqui uma

vez que todos os v́ınculos são satisfeitos. Os estados do espaço de Hilbert (não separável)

H0 (6.1) que ainda não obedecem ao v́ınculo Ĝ0 não são invariantes de difeomorfismos,

já que estes dependem da localização e do formato dos grafos associados. O espaço Hfis é

um espaço separável, já que seus estados de base formam um conjunto enumerável com

relações discretas de ortogonalidade (6.14).

6.3 Observáveis

Segue da discussão realizada na seção anterior que não existem observáveis para topologias

simples como a de Σ = R2. No entanto, para topologias não-triviais como a de Σ = R2

subtráıdo de N pontos singulares, existe um conjunto de N observáveis L̂k, k = 1, . . . , N ,

que pode ser diagonalizado simultaneamente na base (6.11) de Hfis:

L̂k|n⃗⟩ = nk|n⃗⟩ (6.15)

e são definidos por:

L̂k =

∫
Σ

d2xX(k)
a (x)B̂a(x) (6.16)

onde X
(k)
a é uma 1-forma fechada (dX(k) = 0), tal que sua integral sobre uma curva γk

fechada5 é explicitamente:

∫
γk

X(l) =
i

~
δkl (6.17)

4Vide seção 3.3.
5Onde γk é orientada positivamente e enlaça uma única vez o ponto singular xk, deixando de fora

todos os outros pontos singulares.
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isto é, a integral de X(k) é nula para outras curvas γl com l ̸= k de forma que o resultado

só depende da classe de homotopia de γk.

Os autovalores da expressão (6.15) resultantes da aplicação de L̂k (6.15) calculam-se

tomando a expressão para os nossos funcionais de onda pertencentes à Hfis (6.12) com

Qk definido por (6.13), sobre o qual aplicamos o operador de diferenciação (5.68) que foi

definido na seção 5.6.1 do caṕıtulo anterior:

∫
Σ

d2xX(k)
a (x)

δ

δAa(x)
hγl [A] =

(∫
γl

X

)
hγl [A] =

i

~
δklhγl (6.18)

(sem somatória sobre l). O operador L̂k aplicado a um estado |Ψ⟩fis está definido dentro

de Hfis, de fato, é um operador auto adjunto em Hfis e forma um conjunto completo de

observáveis comutáveis, que também comuta com os operadores gerados pelos v́ınculos

no espaço f́ısico:

[
Ĝ, L̂

]
|Ψ⟩fis = 0[

Ĝ0, L̂
]
|Ψ⟩fis = 0 (6.19)[

Φ̂0, L̂
]
|Ψ⟩fis = 0

Num sistema de coordenadas particular, como por exemplo um sistema de coordenadas

polares (r, θ) centrado no ponto singular xk, uma solução particular para a 1-forma X(k)

é dada por:

Xr = 0 , Xθ =
i

2π~
. (6.20)

Que é evidentemente uma forma fechada em Σ = R2\{xN}, pois:

∂rX
(k)
θ − ∂θX

(k)
r = 0. (6.21)
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Em particular, nota-se que nos pontos xl para l ̸= k:

∫
γl

X(k) = 0 se l ̸= k.

Este resultado pode ser interpretado “fisicamente” se considerarmos um espaço Σ com

uma métrica euclidiana definida por:

gab =

 grr 0

0 gθθ

 =

 1 0

0 r2

 ; gab =

 1 0

0 1/r2

 (6.22)

e a equação (6.17) é análoga ao caso da Lei de Ampère bidimensional, cuja fonte é uma

corrente localizada em xk “saindo do papel”, de valor 1/~, e−iX(k)
a é um campo magnético

bidimensional gerado por esta corrente, de magnitude:

||X(k)||2 = gab|X(k)
a X

(k)
b | = 1

r2
1

(2π~)2

||X(k)|| =
1

2π~
· 1
r

(6.23)



130

Caṕıtulo 7

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho realizou-se a construção e a quantização de um modelo BF em 2+1 di-

mensões com campos escalares minimamente acoplados como um modelo sigma, fazendo

o papel de campos de matéria. Para se construir esta teoria, foram desenvolvidas as

ferramentas matemáticas necessárias para se tratar teorias de calibre, e sobre esta teoria

aplicou-se o método hamiltoniano de Dirac cujo desenvolvimento teórico e prático em

detalhes é uma das principais contribuições deste trabalho.

Foi realizado também o desenvolvimento das técnicas de quantização da LQG de forma

detalhada para o caso abeliano do modelo, uma vez que a quantização do caso não-abeliano

não é imediata e será apresentada em um trabalho futuro que está em andamento [24].

Entretanto, resultou-se do método hamiltoniano que nosso modelo possui os mesmos graus

de liberdade de um modelo BF puro, tanto no caso abeliano quanto no caso não abeliano.

Esses graus de liberdade são não-locais e de natureza puramente topológica, de forma

que a evolução da teoria foi dada por parâmetros das simetrias geradas pelos v́ınculos

presentes na hamiltoniana, que são transformações de calibre dos campos que compõe

nosso modelo.

A partir dáı, conforme foi explicitamente desenvolvido para o caso abeliano, construiu-se

um espaço de Hilbert para as grandezas dinâmicas então definidas como operadores e o
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formalismo da LQG foi desenvolvido a fim de se construir uma base ortonormal para os

estados quânticos, denominada rede de cargas. Uma vez constrúıda a base de estados

f́ısicos da teoria, que é uma base de estados do subespaço que obedecem aos v́ınculos

hamiltonianos, foi visto que esses estados eram caracterizados essencialmente pelo genus

da topologia do espaço. Por último, estudou-se os operadores definidos nesse espaço de

Hilbert f́ısico, que formam um conjunto completo de N observáveis comutáveis L̂k no caso

de uma topologia espacial sendo do tipo R2 com N pontos subtráıdos (N “furos”). Estes

resultados para o caso abeliano foram publicados em [23].
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Apêndice A

Revisão de Geometria Diferencial

Neste caṕıtulo faz-se uma breve revisão das principais ferramentas utilizadas neste tra-

balho tal como foi feito em [19], tomando alguns exemplos e mostrando propriedades

matemáticas relevantes.

A.1 Grupos de Lie

Na matemática, um grupo de Lie [28, 39, 43] é um grupo que também é uma variedade

diferenciável, o que faz com que as operações dos elementos do grupo, ou geradores,

sejam compat́ıveis com a estrutura diferencial. Neste trabalho, quando refere-se a grupos

de calibre (gauge) ou ainda grupos de simetria, considera-se que os grupos citados são

grupos de Lie.

Os grupos de Lie, por serem variedades diferenciáveis, podem ser estudados utilizando

o cálculo diferencial em contraste com os casos mais gerais de grupos topológicos. Uma

das idéias chave na teoria de grupos de Lie é substituir o objeto global, o grupo, por sua

versão local ou linearizada que é chamada de grupo infinitesimal cujo estudo é conhecido

como álgebra de Lie, que é a teoria que atualmente melhor descreve as simetrias cont́ınuas

de objetos e estruturas matemáticas.
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Um grupo de Lie G é caracterizado pelo espaço de seus parâmetros, que é uma variedade,

no qual pode-se definir uma integração:

∫
G

dµ(g)f(g) (A.1)

onde g ∈ G. A medida dµ(g) é invariante sobre transformações do grupo G:

∫
G

dµ(g)f(g′) =

∫
G

dµ(g)f(g) (A.2)

onde g′ = hg, g′ = gh ou g′ = g−1, com h ∈ G. Esta medida invariante é chamada de

medida de Haar, que define a integração em grupos de Lie.

A.1.1 Alguns grupos de Lie

Escrevem-se aqui alguns exemplos de grupos de Lie que aparecem neste trabalho, ao longo

do texto.

• O espaço euclidiano Rn com a adição vetorial comum como operação do grupo se

torna um grupo de Lie abeliano não-compacto n-dimensional;

• O grupo ćırculo S1 que consiste em números complexos com valor absoluto = 1

sobre multiplicação. Este é um grupo de Lie abeliano compacto unidimensional.

• O grupo ortogonal O(Rn), formado por todas as matrizes ortogonais n × n com

valores reais. Este é um grupo de Lie n(n−1)
2

-dimensional desconexo, mas que tem um

subgrupo conexo SOn(R) de mesma dimensão que é formado por matrizes ortogonais

de determinante = 1, que é conhecido como grupo especial ortogonal (em inglês,

Special Orthogonal group) (para Rn = 3, temos o grupo de rotações).

• O grupo unitário U(n) é formado por matrizes unitárias n×n com valores complexos.

Este é um grupo de Lie de dimensão n2 compacto e conexo. Matrizes unitárias de

determinante = 1 formam um subgrupo conexo fechado de dimensão n2−1 chamado

de SU(n), o grupo especial unitário (em inglês special unitary group).
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• O grupo de Lorentz e o grupo de Poincaré são os grupos de isometrias lineares e

afins do espaço de Minkowski (interpretado como o espaço-tempo da relatividade

restrita). Eles são grupos de Lie de dimensão 6 e 10.

A.1.2 A álgebra do grupo SU(2)

Para se definir o Grupo de Lie G (consideram-se grupos semissimples) temos que definir

os geradores de transformações infinitesimais g. Define-se a seguir o grupo SU(2) como

exemplo e para tal, seja ψ um spinor do espaço tangente TpM de uma variedade M, no

ponto p, cuja fibra1 é o grupo G:

g ∈ G : ψ′ = gψ (A.3)

onde os g são matrizes2 2× 2. A transformação infinitesimal vai ser:

g ≈ 1 + ω ; |ω| << 1. (A.4)

Propriedades das transformações infinitesimais de SU(2):

g†g ≈ (1 + ω)†(1 + ω) = 1 + ω† + ω = 1 : ω† = −ω (A.5)

det(g) = 1 : Tr(ω) = 0 . (A.6)

Com estas propriedades, escreve-se uma base para as matrizes ω usando as matrizes de

Pauli σI , com (I = 1, 2, 3).

σ1 =

 0 1

1 0

 ; σ2 =

 0 −i

i 0

 ; σ3 =

 1 0

0 −1

 . (A.7)

1Para uma análise formal sobre espaços fibrados, veja a referência [39], caṕıtulo 5.
2Estas matrizes serão escritas explicitamente na próxima subseção.
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E chama-se uma base dos geradores ω de TI , definida por:

TI ≡ − i

2
σI . (A.8)

Em geral:

ω(x) = ωI(x)TI . (A.9)

Nota-se também que:

Tr(TITJ) = −1

2
δIJ (A.10)

e têm-se relações de comutação entre os TI :

[TI , TJ ] = f K
IJ TK (A.11)

onde f K
IJ é a constante de estrutura do grupo, em SU(2): f K

IJ = ε K
IJ , o tensor de

Levi-Civita.

A.1.3 A forma matricial de g ∈ SU(2)

Toma-se um elemento g ∈GL(2,C) que depende de 4 números complexos, ou 8 parâmetros

reais:

g =

 α β

γ δ

 . (A.12)

Considera-se agora as duas propriedades (A.5) e (A.6) do grupo SU(2):

1. g†g = 1 : (U) Unitário (4 equações)

2. det(g) = 1 : (S) Especial (1 equação)
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que geram 5 equações. Então, têm-se 3 parâmetros livres para g ∈ SU(2), cuja solução é:

g =

 α β

−β∗ α∗

 (A.13)

|α|2 + |β|2 = 1. (A.14)

Como α e β são números complexos, a solução de (A.14) é uma esfera S3, ou seja,

SU(2) = S3. Nas coordenadas θ, φ, ν de S3 a integral de Haar é dada por:

∫
S3

dµf(θ, φ, ν) =

∫ π

0

dν sin2 ν

∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφf(θ, φ, ν) (A.15)

e a medida de Haar é o ângulo sólido tridimensional.

A.1.4 Homeomorfismos de SU(2)

Há um homeomorfismo entre SU(2) → SO(3) dado por:

g ∈ SU(2) 7→ Rij(g) =
1

2
Tr(σigσjg†) (A.16)

onde i, j = 1, 2, 3. Só que R(−g) = R(g), então o espaço não é isomórfico, pois uma curva

indo de g a −g em SO(3) é uma curva fechada, mas em SU(2) é uma curva aberta. Então,

esta mesma curva vai possuir classes de homotopia diferentes dependendo do espaço em

que ela estiver definida, o que mostra que estes espaços não são isomórficos. Como uma

curva fechada em SO(3) é o mesmo que tomar duas curvas abertas em SU(2) (de g a −g

e de −g a g, respectivamente), chama-se SU(2) de cobertura dupla de SO(3).
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A.2 Formas diferenciais e vetores

A.2.1 Representação adjunta para formas e vetores

A partir do estudo da álgebra do grupo de calibre SU(2), adota-se uma notação para

expressar os campos vetoriais e formas diferenciais:

Aµ ↔ AIµTI ≡ AIµ (A.17)

Bµ ↔ BI
µTI ≡ BI

µ. (A.18)

A.2.2 Formas, vetores e tensores em uma variedade diferenciável

Introduz-se o conceito de formas diferenciais [3,27,28,39], e toma-se como exemplo AIµdx
µ.

O campo AIµ pode ser considerado uma conexão, que define a derivada covariante na

variedade diferenciável. Uma variedade diferenciável é um conjunto de pontos p que

possuem uma vizinhança U onde são definidos homeomorfismos, isto é, uma transformação

que caracteriza de maneira única o ponto p (ver Fig. A.1).

Figura A.1: Para pontos p ∈ Uα e q ∈ Uβ definem-se transformações de coordenadas φα
e φβ que mapeiam os pontos da variedade MD em subespaços RD.

Seja xµ ≡ (x0, x1, . . . , xD−1) um sistema de coordenadas da variedade MD, de D di-
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mensões. Escrevem-se as transformações de coordenadas de forma geral

x′µ = x′µ(x) (A.19)

que em uma variedade diferenciável são funções definidas em C∞, infinitamente dife-

renciáveis.

Agora definem-se os vetores. Seja então v(p) com p ∈ M, um operador diferencial definido

num sistema de coordenadas x por:

(vf)(x) = vµ(x)∂µf(x) (A.20)

onde f(x) é uma função que é definida de forma que os vetores escritos nesta forma

sejam invariantes. Chama-se f(x) de uma função escalar, isto é, invariante sob uma

transformação de coordenadas:

x → x′

f(x) = f ′(x′).

Considerando transformações infinitesimais x′µ = xµ − ξµ(x), com |ξ| pequeno:

f(x) = f ′(x− ξ)

f ′(x) = f(x+ ξ) = f(x) + ξµ∂µf = f(x) + δf(x). (A.21)

Note que os vµ(x⃗) podem ser vistos como as componentes e ∂µ como os vetores da base.

Uma vez definidos desta maneira tem-se independência do sistema de coordenadas, o que

se quer para trabalhar com vetores na variedade diferenciável. Verifica-se a invariância

de (A.20)

v′µ(x′)
∂

∂x′µ
f ′(x′) = vµ(x)

∂

∂xµ
f(x)

(A.22)
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onde:

v′µ(x′) =
∂x′µ

∂xν
vν(x) (A.23)

∂′µf
′(x′) =

∂xν

∂x′µ
∂νf(x). (A.24)

As equações (A.23) e (A.24) são essencialmente as definições de vetor contravariante

e vetor covariante respectivamente, que se obtém como consequência de f(p) ser uma

função escalar.

Em geral, tem-se o tensor:

t′µ1···µnλ1···λn(x
′) =

∂x′µ1

∂xν
tνµ2···µnλ1···λn +

∂x′µ2

∂xν
tµ1νµ3···µnλ1···λn + · · ·

+
∂xρ

∂x′λ1
tµ1···µnρλ2···λn +

∂xρ

∂x′λ2
tµ1···µnλ1ρλ3···λn + · · · (A.25)

que possui ı́ndices covariantes e contravariantes.

A.2.3 O espaço tangente Tp e o espaço dual T ∗
p

Sempre pode-se definir um espaço dual a um espaço vetorial pré-definido, então denota-se

T ∗
p o espaço dual do espaço tangente Tp, no ponto p de uma variedade M. Um elemento

ω ∈ T ∗
p é uma forma linear ω(αv + βw) = αω(v) + βω(w) sobre Tp:

ω : Tp → R (A.26)

v 7→ ω(v).

O dual T ∗
p também é um espaço vetorial:

c1ω1(v) + c2ω2(v) = (c1ω1 + c2ω2)(v) (A.27)

onde ω1, ω2 ∈ T ∗
p , v ∈ Tp e c1, c2 ∈ R. Dim(T ∗

p ) = dim(Tp) = dim(M) = D. Escreve-se
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Figura A.2: O conjunto dos vetores v num ponto p se chama espaço tangente Tp, que é
um espaço vetorial.

uma base de um sistema de coordenadas para T ∗
p : {dxµ, µ = 0, . . . , D − 1} definida por

dxµ(∂ν) = δµν para se definir a 1-forma geral ω ∈ T ∗
p :

ω = ωµ(x⃗)dx
µ (A.28)

que independe da escolha de coordenadas. De maneira análoga às leis de transformação

dos vetores (A.23) e (A.24), deduz-se as leis de transformação das formas. Com

∂′µ =
∂xν

∂x′µ
∂ν (A.29)

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν (A.30)

obtém-se:

ω′
µ(x

′) =
∂xν

∂x′µ
ων(x). (A.31)

A transformação infinitesimal de uma 1-forma ω, com δxµ = x′µ − xµ = −ξµ(x′) é:

δωµ = ξλ∂λωµ + ∂µξ
λωλ. (A.32)

Agora define-se a 1-forma B ∈ T ∗
P em termos de componentes B = BITI , utilizando a
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álgebra para os geradores do grupo como a definida nas equações (A.5) e (A.6):

B′ = (1− ω)B(1 + ω) = B − [ω,B]

δB = −[ω,B] (A.33)

(δBI)TI = −ωJBK [TJ , TK ] = −ωJBKf IJKTI

δBI = −ωJBKf IJK ≡ ωJδJB
I

δJB
I = −BKf IJK (A.34)

e B escrito em componentes é:

B =
1

(D − 2)!
BI
µ1···µD−2

dxµ1 · · · dxµD−2 . (A.35)

Que é o campo B da sigla “BF”, do modelo homônimo.

A.2.4 Multiplicação exterior de formas diferenciais

Pode-se generalizar a 1-forma para p-formas de forma análoga ao que foi feito anterior-

mente dos vetores para os tensores:

• vetor→ produto tensorial Tp⊗Tp⊗· · ·⊗Tp (p vezes)→ gera um tensor contravariante

de rank p;

• 1-forma → produto tensorial antissimétrico, ou produto exterior, T ∗
p ∧ T ∗

p ∧ · · · ∧ T ∗
p

(p vezes) → gera p-formas.

Uma 2-forma, por exemplo, vai ser escrita na base {dxµ} da seguinte maneira:

ω2 :
1

2
ωµν(x⃗)dx

µ ∧ dxν . (A.36)

Como os elementos da base dxµ ∧ dxν = −dxν ∧ dxµ são números de Grassmann, ωµν

poderia ter uma parte simétrica e outra antissimétrica, mas só a parte antissimétrica
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sobrevive à contração dos ı́ndices, então ωµν = −ωνµ e:

ω12dx
1 ∧ dx2 + ω21dx

2 ∧ dx1 = 2ω12dx
1 ∧ dx2. (A.37)

As p-formas são então:

ωp =
1

p!
ωµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp . (A.38)

Quer-se a independência de um sistema de coordenadas, então os ω’s vão se transformar

de uma maneira particular, tal como o caso das 1-formas visto anteriormente em (A.31)

e (A.32):

x → x′(x)

ω′
µ1···µp(x

′) =
∂xν1

∂x′µ1
· · · ∂x

νp

∂x′µp
ων1···νp (A.39)

δωµ1···µp = ξλ∂λωµ1···µp + ∂µ1ξ
νωνµ2···µp + · · ·+ ∂µpξ

νωµ1···µp−1ν . (A.40)

Considera-se agora o produto exterior, que mostra algumas propriedades importantes das

formas:

ωp ∧ ωq =
1

p!
ωµ1···µp

1

q!
ωρ1···ρqdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∧ dxρ1 ∧ · · · ∧ dxρq (A.41)

É uma (p+ q)-forma. Se p ou q forem pares elas comutam, e se ambos forem ı́mpares elas

anticomutam:

ωp ∧ ωq = (−1)pqωq ∧ ωp. (A.42)

Note que dxµ∧dxµ = 0. Se dim(M) = D, então o máximo de dx que podem ser colocados

juntos é igual a D. Por exemplo, para D = 2:

1-forma: ωµdx
µ = ω1dx

1 + ω2dx
2 (A.43)

2-forma: ωµνdx
µ ∧ dxν = ω12dx

1 ∧ dx2 + ω21dx
2 ∧ dx1 (A.44)

3-forma: ωµνρdx
µ ∧ dxν ∧ dxρ = ω12ρ dx

1 ∧ dx2 ∧ dxρ︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 (A.45)
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pois ρ = 1, 2. Por fim, uma 0-forma nada mais é do que uma função escalar:

ω = ω(x) (A.46)

δω(x) = ξλ∂λω(x). (A.47)

A.2.5 Comutadores de formas diferenciais

Os comutadores e anticomutadores que aparecem entre formas reescrevem-se como comu-

tadores graduados, levando em conta a antissimetria do produto wedge. Seja então XP

uma P-forma e YQ uma Q-forma, o comutador generalizado ou graduado é tal que:

[XP , YQ] ≡ XPYQ − (−1)PQYQXP . (A.48)

Isto é, se P e Q forem ı́mpares teremos relações de anticomutação e em outras situações,

relações de comutação.

A.2.6 Derivação exterior de uma forma

Define-se da seguinte maneira o operador derivada exterior d:

dωp ≡
1

p!
∂µωµ1···µpdx

µ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp . (A.49)

Este operador derivada exterior d é intrisecamente um operador ı́mpar, uma vez que ao

derivar uma p-forma ωp gera-se uma (p+1)-forma dωp.

Algumas propriedades deste operador derivada:

d2 = 0 (A.50)

d(ωp ∧ ωq) = dωp ∧ ωq + (−1)pωp ∧ dωq. (A.51)
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A propriedade (A.50) pode ser mostrada levando em conta que o produto de uma grandeza

simétrica com uma grandeza antissimétrica é nulo com a permutação dos ı́ndices:

dωp = ∂µωdx
µ ∧ · · · (A.52)

ddωp = ∂ν∂µ︸︷︷︸
simétrico

ω dxν ∧ dxµ︸ ︷︷ ︸
antissimétrico

∧ · · · = 0. (A.53)

Seguem alguns exemplos. Primeiro considera-se p = 0:

ω0 = f(x)

dω0 = ∂µf(x)dx
µ (A.54)

onde f(x) é uma função escalar (0-forma), então ∂µf(x) nada mais é do que um gradiente

e o operador d faz o papel de derivada convencional. Considera-se agora 1-formas:

ω1 = ωµdx
µ

dω1 = ∂νωµdx
ν ∧ dxµ. (A.55)

Lembre-se que devido a contração com dxµ ∧ dxν só a parte antissimétrica irá contribuir,

então:

dω1 = [
1

2
(∂νωµ + ∂µων) +

1

2
(∂νωµ − ∂µων)]dx

µ ∧ dxν

dω1 =
1

2
(∂νωµ − ∂µων)dx

µ ∧ dxν (A.56)

que é o rotacional de ωµ. Nota-se que os resultados encontrados até agora são consisten-

tes com as duas propriedades citadas acima, levando em conta que o rotacional de um

gradiente é sempre nulo (equação A.50).
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A.2.7 A Derivada Covariante - Definição e Propriedades

Utilizando as propriedades de multiplicação de formas (Seção A.2.4) escrevem-se os cam-

pos, operadores e tensores na representação adjunta apenas multiplicando as equações

pela direita com a forma dxµ:

A′
µ = g−1∂µg + g−1Aµg |dxµ ⇒ A′ = g−1dg + g−1Ag (A.57)

Dµχ = ∂µχ+ Aµχ |dxµ ⇒ Dχ = dχ+ Aχ (A.58)

sobre um campo χ ∈ G na representação adjunta. Pode-se que mostrar que, se χ′ = g−1χ,

então:

(Dχ)′ = g−1Dχ. (A.59)

Isto é, nossa derivada exterior é covariante.

Agora calcula-se a derivada covariante de um tensorX arbitrário que está na representação

adjunta. Seja X uma p-forma cuja derivada exterior se escreve como:

DX = dX + [A,X] (A.60)

onde A é uma forma conexão que se transforma de acordo com (A.58). Então se verifica

que se X ′ = g−1Xg então:

(DX)′ = g−1DXg. (A.61)

Verificação:

(DX)′ = d(g−1Xg) + [g−1dg + g−1Ag, g−1Xg] (A.62)

é necessário conhecer dg−1. Note que se usou g−1g = 1:

d(g−1g) = 0 = dg−1g + g−1dg |g−1

dg−1 = −g−1dgg−1 (A.63)
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dáı,

(DX)′ = d(g−1Xg) + [g−1dg + g−1Ag, g−1Xg]

= dg−1Xg + g−1dXg + g−1Xdg + g−1dgg−1Xg − g−1Xgg−1dg

+g−1Agg−1Xg − g−1Xgg−1Ag

= g−1(dX + [A,X])g = g−1DXg. (A.64)

Se X está na representação adjunta, também DX está na representação adjunta. Verifica-

se que a derivada covariante da conexão A se escreve como:

F = dA+ A2 =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (A.65)

que é uma grandeza também conhecida como a Curvatura de Yang-Mills, e também o

tensor F presente no modelo “BF”.

Uma relação importante entre as derivadas covariantes e a curvatura de YM pode ser

obtida considerando um campo X na representação adjunta X ′ = g−1Xg quando con-

veniente, e que se tem um comutador graduado para as formas diferenciais (vide seção

A.2.5):

D2X = (d+ A)(d+ A)X (A.66)

= d(dX + [A,X]) + [A, dX] + [A, [A,X]]

= [dA,X] + [A2, X] = [F,X] (A.67)

. Este resultado pode ser escrito como:

[Dµ, Dν ]X = [Fµν , X]. (A.68)

Essa relação (A.68) entre o comutador das derivadas covariantes e a curvatura tem um

análogo na Relatividade Geral, onde F é a curvatura de Riemann. Uma consequência

importante desta relação no modelo BF, observado que neste caso uma das equações
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de movimento é F = 0, é que as derivadas covariantes comutam – se as equações de

movimento estão satisfeitas.

A.2.8 As identidades de Bianchi

Como F é adjunto, também deve ser DF . Ver-se-á que DF é de fato nulo. Com efeito:

DF = d(dA+ A2) + [A, dA+ A2]. (A.69)

Usando a regra de Leibniz generalizada para calcular o termo dA2:

dA2 = d(A ∧ A) = dA ∧ A− A ∧ dA = [dA,A] (A.70)

DF = [dA,A] + [A, dA] + AA2 − A2A

DF = 0. (A.71)

Esta equação (A.71) é chamada de Identidade de Bianchi, e aparece também na Relati-

vidade Geral.

A.2.9 Integração de uma forma

Seja ωD uma D-forma, e quer-se calcular a integral

∫
V

ωD, com V ⊂ M. Para tal, faz-se

uma generalização restringindo nossas formas dxµ, que são a base do espaço dual T ∗
p , a

serem elementos infinitesimais no espaço V . Isto é:

ωD =
1

D!
ωµ1···µD dx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµD︸ ︷︷ ︸
forma volume

. (A.72)

A D-forma dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµD é a forma volume +dV = dx0 ∧ · · · ∧ dxD−1 se a

permutação (µ1, µ2, . . . , µD) de ı́ndices (0, 1, . . . , D − 1) for par ou é a forma −dV se a

permutação for ı́mpar. O śımbolo que expressa este comportamento é o tensor de Levi-
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Civita εµ1···µD , que é completamente antissimétrico. Então, seguindo a seguinte convenção:

ε012···(D−1) = 1

 +1 se a permutação for par

−1 se a permutação for ı́mpar
(A.73)

temos dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµD = εµ1···µDdV . Então:

ωD =
1

D!
εµ1···µDωµ1···µDdV ≡ ω̃dV. (A.74)

Finalmente, escreve-se a integral:

∫
V

ωD =

∫
V

dx0dx1 · · · dxD−1ω̃(x). (A.75)

É importante notar que esta operação de integração não precisa de nenhuma métrica

definida, a despeito do nome “forma volume”.

A.3 Outros operadores derivadas

A.3.1 A derivada interior

Um operador que obedece a regra de Leibniz gera uma operação que chamamos de de-

rivação. Um operador que obedece a regra generalizada de Leibniz gera uma operação

chamada de antiderivação.

Define-se então o operador iv associado a um vetor v : v = vµ(x)∂µ de forma que suas
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propriedades são tais que:

iv(ωp ∧ ωq) = (ivωp) ∧ ωq + (−1)pωpivωq (A.76)

ivdx
µ = vµ (A.77)

iv 0-forma = 0 (A.78)

(iv)
2 = 0 (A.79)

ifvω = fivω (A.80)

onde f em (A.80) é uma função escalar. Nota-se que (A.77) transforma uma forma de

grau D em uma forma de grau D − 1, e também é um operador ı́mpar de antiderivação.

Chama-se iv de derivada interior ou contração. Calculam-se algumas derivadas de formas:

ivω1 = iv(ωµdx
µ) = ωµivdx

µ = ωµv
µ(≡ ω · v) (A.81)

ivωp =
1

(p− 1)!
ωµ1···µpv

µ1dx2 ∧ · · · ∧ dxµp . (A.82)

A.3.2 A derivada de Lie

Um operador Lv associado a um vetor v, combinação da derivada interior e da derivada

exterior, é chamado de derivada de Lie:

Lvωp = (ivd+ div)ωp. (A.83)

Este operador é um objeto par, pois conserva o grau da forma, e respeita a regra de

Leibniz. Que caracteriza Lv como uma derivação.3

Da definição da derivada de Lie, deduz-se várias propriedades interessantes. Sejam um

3A partir de agora, sempre que nos referirmos ao produto de duas formas, estaremos falando do
produto wedge, a menos que se diga o contrário: ωp ∧ ωq ≡ ωpωq.
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vetor v e uma função f :

dLvω = Lv(dω) (A.84)

Lfvω = fLvω + df ∧ ivω (A.85)

onde (A.85) é consequência de (A.80). Calcula-se então a derivada de Lie Lξ para uma

0-forma ω0:

Lξω0 = iξdω0 + diξω0

= iξ∂µω0dx
µ = ξµ∂µω0 = δdiffeoω0 (A.86)

ou seja, a derivada de Lie sobre uma 0-forma tem o efeito de uma transformação geral

de coordenadas infinitesimal (x′µ = xµ − ξµ) δdiffeoω0 = ξµ∂µω0, encontrada na equação

(A.21). No caso de uma 1-forma:

Lξω1 = iξdωµdx
µ + diξωµdx

µ

= iξ(∂νωµdx
νdxµ) + d(ξµωµ)

= ∂νωµξ
µdxµ − ∂νωµdx

νξµ + ∂νξ
µdxνωµ + ξµ∂νωµdx

µ

renomeando alguns ı́ndices somados e cancelando o segundo e quarto termos, tem-se:

Lξω1 = (ξλ∂λωµ + ∂µξ
λωλ)dx

µ

= (δdiffeoωµ)dx
µ. (A.87)

Em geral:

Lξωp =
1

p!
(δdiffeoωµ1···µp)dx

µ1 · · · dxµp . (A.88)

Mostra-se que a integração definida em (A.75) é invariante sob difeomorfismos infinitesi-
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mais (x′ = x− ξ):

∫
V

ω′
D −

∫
V

ωD ≈
∫
V

LξωD =

∫
V

(iξdωD + diξωD) =

∫
V

diξωD. (A.89)

Se diξωD = diξ(ω̃dV ) = d(ω̃iξdV ), a integral pode ser escrita num sistema de coordenadas

como: ∫
V

diξωD =

∫
V

dDx∂µ(ξ
µω̃). (A.90)

O difeomorfismo deixa a borda de V fixa, então a integral é invariante. A quantidade

entre parênteses (ξµω̃) é uma densidade vetorial, com ω̃ sendo uma densidade escalar.

Um exemplo onde este tipo de estrutura é utilizada ocorre na RG, onde os escalares da

teoria são multiplicados por fatores envolvendo
√
g, justamente pelo fato que os objetos

desta teoria devem se transformar como (A.90).

A.4 Invariância sobre difeomorfismos

Na seção anterior estudou-se as condições para que ωD seja invariante sobre difeomorfis-

mos:

δω̃D = Lξω̃D = ∂µ(ξ
µω̃D) (A.91)

onde ω̃D é uma densidade escalar. Uma vez que δ

∫
M
ωD = 0, utiliza-se esta forma para

escrever ações invariantes sobre difeomorfismos. Por exemplo, na RG a ação tem uma

forma do tipo

∫
d4x

√
gR, onde R é o escalar de curvatura.

A invariância desta integral é obtida devido ao termo de densidade escalar
√
g que pode-se

mostrar a partir da lei de transformação do tensor métrico:

δdifgµν = ξλ∂µgµν + ∂µξ
µgλµ + ∂νξ

λgµλ (A.92)

δ(
√
|g|R) = ∂λ(ξ

λ
√

|g|)R+
√

|g|ξλ∂λR = ∂λ(ξ
µ
√

|g|R). (A.93)
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Com isto vê-se que a ação de Einstein-Hilbert [2,3,19] é invariante sobre difeomorfismos:

SEH =
1

G

∫
d4x

√
−gR (A.94)

A.4.1 Integrais invariantes

Estudam-se agora as integrais de linha, então considera-se uma 1-forma a = aµdx
µ inte-

grada sobre uma curva C.

Figura A.3: A curva C ∈ M, onde aplicou-se uma parametrização x(s) para realizar a
integração.

Define-se o sistema de coordenadas para a integração:

• Coordenadas de M : xµ, µ = 0, . . . , µ = D − 1

• Parametrizar a curva s, s1 ≤ s ≤ s2

Então escrevem-se as equações paramétricas:

xµ = xµ(s), s1 ≤ s ≤ s2 (A.95)

dxµ =
dxµ

ds
ds ≡ x′µ(s)ds (A.96)

ao longo de C. Nota-se que tomamos as formas dxµ como diferenciais e a integral de linha

é definida como: ∫
C

a ≡
∫ s2

s1

ds aµ(x(s))x
′µ(s). (A.97)

Que independe das escolhas de coordenadas e de parametrização.
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Considera-se agora a integral de uma 2-forma: ω2 =
1

2
ωµν(x)dx

µ ∧ dxν . Nota-se que ao

tomar dxµ ∧ dxν como diferenciais, se tem um elemento de área.

Figura A.4: A superf́ıcie S ∈ M, onde aplicou-se uma parametrização x(u, v) para realizar
a integração.

Escrevem-se as equações paramétricas ao longo da superf́ıcie S:

xµ = xµ(u, v) (A.98)

dxµ =
∂xµ

∂u
du+

∂xµ

∂v
dv. (A.99)

O elemento de área se escreve como:

dxµ ∧ dxν =
∂xµ

∂u

∂xν

∂v
du ∧ dv + ∂xµ

∂v

∂xν

∂u
dv ∧ du

= (
∂xµ

∂u

∂xν

∂v
− ∂xµ

∂v

∂xν

∂u
)du ∧ dv. (A.100)

E a integral de superf́ıcie é definida como:

∫
Σ

ω2 ≡
1

2

∫
Σ

dudv ωµν(x(u, v))(
∂xµ

∂u

∂xν

∂v
− ∂xµ

∂v

∂xν

∂u
). (A.101)

A generalização para D-formas é evidente.
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A.4.2 Regra do Traço

Sejam X e Y D-formas adjuntas que se transformam como X ′ = g−1Xg e Y ′ = g−1Y g.

Então, pelas propriedades do traço:

Tr(X ′Y ′) = g−1Xgg−1Y g = g−1XY g = Tr(XY ) (A.102)

então Tr(XY ) é um invariante de calibre.

A.4.3 Regra de Integração por partes

Considere XP uma P-forma e YQ uma Q-forma:

D(XPYQ) = (DX)Y + (−1)PXDY = d(XPYQ) + [A,XPYQ] (A.103)

Tomando o Tr(XPYQ) vê-se que:

D(Tr(XPYQ)) = d(Tr(XPYQ)) + 0. (A.104)

Tr[XP , YQ] = 0, uma vez que:

(YQXP )αγ = YQαβXPβγ

Tr(YQXP ) = YQαβXPβα

= (−1)QPXPβαYQαβ = (−1)QPTr(XPYQ). (A.105)

Portanto:

d(XPYQ) = D(XPYQ) = (DXP )YQ + (−1)PXPDYQ. (A.106)
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Este resultado gera uma fórmula de integração por partes:

Tr

∫
(DXP )YQ = (−1)P+1Tr

∫
XPDYQ + Tr

∫
d(XPYQ) (A.107)

pode-se utilizar a notação de componentes e as propriedades do traço para se obter

∫
XP ID

I
JY

J
Q = (−1)P+1

∫
DI

JX
J
PYQ I + termos de contorno (A.108)

onde DI
J é a matriz derivada covariante (equação A.60). No caso particular do modelo

BF (ver equação 2.12) a equação (A.106), escreve-se:

d(ηF ) = DηF + (−1)D−3ηDF = 0 (A.109)

onde η é uma (D − 3)-forma e F é uma 2-forma. Sabendo que DF = 0 mostra-se que a

variação da ação (2.9) é dada pela regra de integração escrita em (2.12):

δ Tr

∫
BF = Tr

∫
DηF = (−1)D−2Tr

∫
ηDF = 0. (A.110)
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Apêndice B

Complementos sobre Quantização

Canônica

Nos caṕıtulos 2, 3 e 4 o método hamiltoniano [12, 30] foi aplicado aos modelos BF de

interesse como base para se realizar uma quantização canônica via o formalismo de laços

[15, 19, 31–33] tal como visto no caṕıtulo 5. O objetivo deste apêndice é complementar

as teorias desenvolvidas nos caṕıtulos supracitados e fornecer exemplos de aplicações das

mesmas.

B.1 Visão geral do método Hamiltoniano

Vamos primeiro enumerar brevemente os passos do método para um sistema mecânico

com um número finito de coordenadas. A generalização para infinitas coordenadas é

trivial e é tratada no caso dos modelos BF no texto principal (caṕıtulo 2) e no exemplo

na seção seguinte.
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B.1.1 O formalismo lagrangiano

Seja um sistema f́ısico com coordenadas generalizadas qi onde i = 1, . . . , d. Primeiramente,

escreve-se uma lagrangiana L(q, q̇), integrante de uma ação S, e a partir do prinćıpio

variacional encontram-se as equações de movimento de Euler-Lagrange:

d

dt
(
∂L

∂q̇n
) =

∂L

∂qn
. (B.1)

Definem-se os momentos conjugados às coordenadas generalizadas qi como sendo:

Pi =
∂L

∂q̇i
. (B.2)

Se estes momentos podem ser resolvidos para as velocidades generalizadas q̇i como funções

de qi e Pi, a transformada de Legendre é inverśıvel e a hamiltoniana é obtida de forma

trivial:

Pi =
∂L

∂q̇
→ q̇ = q̇(q, P ) (B.3)

H(q, P ) = [Piq̇
i − L(q, q̇)]q̇=q̇(q,P ). (B.4)

B.1.2 A notação simplética

Utiliza-se o formalismo dos Colchetes de Poisson para expressar as equações do sistema

nas variáveis qi, Pi de forma mais sucinta e algebricamente vantajosa para a quantização:

{F (q, P ), G(q, P )} =
∂F

∂qi
∂G

∂Pi
− ∂F

∂Pi

∂G

∂qi
. (B.5)

Os colchetes entre as coordenadas generalizadas e os momentos são:

{qi, qj} = 0 ; {Pi, Pj} = 0 ; {qk, Pp} =
∂qk

∂qi
∂Pp
∂Pi

= δki δ
i
p = δkp . (B.6)
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B.1.3 Sistemas vinculados

Uma vez que se tem a lagrangiana e os momentos conjugados, tenta-se definir H(q, P )

e as equações de movimento de Hamilton fazendo uma transformada de Legendre, o que

nem sempre funciona em sistemas que são vinculados (caso onde as equações (B.2) não

podem ser resolvidos para as velocidades q̇i(qi, Pi)), como é o caso do modelo BF. No

modelo BF deve-se analisar os v́ınculos, que chamamos de funções ϕm(q, P ), antes de

escrever H(q, P ). Verificar a estabilidade dos v́ınculos e garantir que a hamiltoniana seja

bem definida não é uma tarefa trivial para o modelo BF (e para teorias de calibre em

geral). Este procedimento é conhecido como algoritmo de Dirac-Bergmann.

B.1.4 O algoritmo de Dirac-Bergmann

Primeiro, deve-se escrever a hamiltoniana adicionada de uma combinação linear de ϕ’s, o

que determina unicamente a hamiltoniana numa teoria vinculada. Então Hc é:

Hc = Piq̇
i − L(q, q̇) + umϕm (B.7)

onde os coeficientes um são multiplicadores de Lagrange. As equações de movimento de

Hamilton valem também para sistemas vinculados e utiliza-se o formalismo dos colchetes

de Poisson para escrevê-las. Seja uma função F (q, P ) qualquer (neste trabalho conside-

ramos que F (q, P ) não tem dependência expĺıcita em t):

Ḟ (q, P ) = {F,Hc}. (B.8)

Então, começa-se o Algoritmo de Dirac-Bergmann verificando as condições de consistência

dos v́ınculos, tomando a equação (B.8) e trocando F por cada um dos ϕ’s, que chamamos

de v́ınculos primários. Um v́ınculo é dito consistente ou estável quando este não evolui

no tempo, isto é, quando Ḟ = 0 para um certo F = ϕm. Tem-se a priori que fazer m
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verificações:

{ϕm, H}+ um′{ϕm, ϕm′} ≈ 0. (B.9)

O śımbolo ≈ representa a igualdade fraca, o que significa que os v́ınculos são considera-

dos como valores não-nulos durante o processo de quantização canônica mas que serão

tomados nulos quando resolvidos no final. É posśıvel que estas verificações levem a uma

inconsistência, como achar um resultado do tipo 1 = 0. Se isto acontecer, significa que

nossa lagrangiana é tal que as equações de movimento de Euler-Lagrange são inconsisten-

tes, o que possivelmente significa um erro ao construir a ação da teoria e que a lagrangiana

não pode ser arbitrária. Nesta situação, as equações (B.9) podem ser divididas em 3 tipos:

1. O primeiro tipo de equações (B.9) se reduz a 0 = 0, isto é, é identicamente satisfeito

com a ajuda dos v́ınculos primários;

2. O segundo tipo de equações (B.9) se reduz a uma equação independente dos u’s

envolvendo apenas os q’s e P ’s, isto é, uma equação da forma χ(q, P ) = 0. Estas

equações devem ser independentes dos v́ınculos primários para não se reduzirem a

equações do primeiro tipo.

Denotam-se estas equações de v́ınculos secundários, que só se diferem dos v́ınculos

primários na maneira de se chega até eles – os v́ınculos primários são obtidos da

definição dos momentos (B.2) e os v́ınculos secundários só aparecem quando se

utilizam as equações de movimento (B.8). Os v́ınculos secundários geram outras

condições de consistência para a teoria (estes também devem ser estáveis) e também

devem ser verificados pelo algoritmo, isto é, devem ser tratados em pé de igualdade

com os v́ınculos primários podendo inclusive gerar mais outros v́ınculos secundários.

3. O terceiro tipo de equações (B.9) não devem se reduzir em nenhuma das duas

maneiras postas anteriormente, isto é, gera uma equação que impõe uma condição

sobre os u’s.
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Uma vez que se esgotam as verificações e todos os v́ınculos primários e secundários são

consistentes, o algoritmo encerra e como resultado obtém-se tantos v́ınculos secundários

χ(q, P ) e outros tantos coeficientes u, e escreve-se a hamiltoniana total levando em con-

sideração estes resultados.

B.1.5 O prinćıpio da correspondência

Por fim, uma vez que se tem a hamiltoniana resolvida pode-se aplicar sobre a equação

(B.8) o prinćıpio da correspondência da MQ, que afirma que o comportamento de siste-

mas descritos pela mecânica quântica reproduzem o comportamento de sistemas clássicos

no limite de números quânticos muito grandes. Uma vez aplicado o prinćıpio da corres-

pondência conclúı-se o método de quantização canônica e se tem o seguinte quadro:

• Todas as coordenadas generalizadas qi, momentos Pi e funções F (q, P ) são agora

operadores q̂, P̂ , F̂ num certo espaço de Hilbert;

• Substitui-se o colchete de Poisson {X,Y } pelo comutador [X̂, Ŷ ] = i~[X̂, Y ]. Em

particular [q̂i, P̂j] = i~δij;

• Constrói-se um espaço de Hilbert contendo uma representação da álgebra dos ope-

radores q̂i, P̂i.

Sendo assim, a equação (B.8) se torna a equação de Heisenberg, que descreve a evolução

de um operador no tempo:

dF̂

dt
=

1

i~
[F̂ , Ĥ] (B.10)

sobre a qual pode ser deduzido o teorema de Ehrenfest, que é o análogo quântico da

segunda lei de Newton uma vez que os valores esperados dos operadores relacionados são

tomados.
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B.2 A quantização de Schrödinger

Todo o desenvolvimento realizado aqui de quantização canônica [12,30] visa exemplificar

o procedimento discutido no caṕıtulo 2 para o modelo BF. Para realizar este exemplo,

escolheu-se tratar o caso da ação que origina a equação de Schrödinger [40,41] para uma

part́ıcula livre.

B.2.1 A ação de Schrödinger

Considera-se a ação I que gera a equação de Schrödinger de uma part́ıcula livre, para

mostrar que pode-se obter a dinâmica da mecânica quântica descrita pelos comutadores,

e mediante a aplicação do teorema de Ehrenfest, obter a base da representação da álgebra

de Heisenberg. A ação é:

I =

∫
M

L dtd3x , onde L = i~ψ∗ψ̇ − ~2

2m
∇ψ∇ψ∗. (B.11)

Note que no prinćıpio variacional ψ e ψ∗ são considerados como campos independentes.

O primeiro passo do método é converter a lagrangiana L =

∫
d3xL para uma hamiltoni-

ana.

Escrevem-se as equações de movimento de Lagrange em coordenadas generalizadas, que

seguem da variação da integral de ação:
d

dt
(
∂L

∂q̇n
) =

∂L

∂qn
. Para o formalismo hamiltoniano,

se introduzem as variáveis de momentos Pn, definidas por:

Pn =
∂L

∂q̇n
.

No caso da ação de Schrödinger, definem-se os momentos conjugados aos campos ψ e ψ∗:

Π(x⃗) = δL
δψ̇(x⃗)

= i~ψ∗(x⃗)

Π∗(x⃗) = δL
δψ̇∗(x⃗)

= 0
(B.12)
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que constituem os colchetes de Poisson fundamentais, ou estrutura simplética

{ψ(x⃗), ψ∗(y⃗)} ≡ 0 , {Π(x⃗),Π∗(y⃗)} ≡ 0

{ψ(x⃗),Π(y⃗)} ≡ δ3(x⃗− y⃗) , {ψ∗(x⃗),Π∗(y⃗)} ≡ δ3(x⃗− y⃗)
. (B.13)

Nota-se que os momentos não são funções independentes das velocidades, então vão existir

relações do tipo ϕm(q, P ) ≈ 0 que são chamadas v́ınculos primários. No caso em questão:

Φ1 ≡ Π− i~ψ∗ ≈ 0

Φ2 ≡ Π∗ ≈ 0
(B.14)

onde o śımbolo ≈ representa igualdade fraca, o que significa que os v́ınculos são conside-

rados como valores não-nulos durante o processo de quantização canônica mas que serão

tomados nulos quando resolvidos no final. Pode-se agora escrever H = Pnq̇n − L e o H

vai ser a integral da densidade hamiltoniana:

H =

∫
d3x H. (B.15)

Explicitamente:

H = Πnψ̇n − L = Πψ̇ +Π∗ψ̇∗ − i~ψ∗ψ̇ +
~2

2m
∇ψ∇ψ∗

= i~ψ∗ψ̇ + 0 · ψ̇∗ − i~ψ∗ψ̇ +
~2

2m
∇ψ∇ψ∗

=
~2

2m
∇ψ∇ψ∗. (B.16)

Só que esta hamiltoniana não é unicamente determinada porque se pode adicionar qual-

quer combinação linear de Φ’s, que são fracamente zero. Define-se então Hc:

Hc =
~2

2m
∇ψ∇ψ∗ + umϕm

=
~2

2m
∇ψ∇ψ∗ + u1(Π− i~ψ∗) + u2(Π

∗). (B.17)
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As equações de movimento de Hamilton segundo o método variacional são:

ψ̇n =
∂H
∂Πn

+ um
∂Φm

∂Πn

(B.18)

Π̇n = − ∂H
∂ψn

− um
∂Φm

∂ψn
. (B.19)

Usando o formalismo dos colchetes de Poisson, pode-se reescrever estas equações de mo-

vimento para que sejam da forma (sendo g uma função qualquer das coordenadas e mo-

mentos):

ġ = {g,H}+
∫
d3y um{g,Φm} = {g,Hc} (B.20)

onde utilizamos (B.17) para escrever Hc =

∫
d3y Hc.

B.2.2 O Algoritmo de Dirac-Bergmann

Começa-se o algoritmo de Dirac-Bergmann verificando as condições de consistência dos

v́ınculos, trocando g da equação (B.20) por cada um dos Φ’s. Um v́ınculo Φm é dito

consistente quando este não evolui no tempo, isto é, satisfaz a Φm ≈ 0:

{Φm(x⃗), H(y⃗)}+
∫
d3y um′(y⃗){Φm(x⃗),Φm′(y⃗)} ≈ 0. (B.21)

No caso de Schrödinger temos que fazer duas verificações, uma pra Φ1 e outra para Φ2:

{Φ1(x⃗), H(y⃗)}+
∫
d3y u2(y⃗){Φ1(x⃗),Φ2(y⃗)} ≈ 0 (B.22)

{Φ2(x⃗), H(y⃗)}+
∫
d3y u1(y⃗){Φ2(x⃗),Φ1(y⃗)} ≈ 0 (B.23)

Calculou-se o colchete conveniente:

∫
d3y {Φ1(x⃗),Φ2(y⃗)} =

∫
d3y {Π(x⃗)− i~ψ∗(x⃗),Π∗(y⃗)}

=

∫
d3y {−i~ψ∗(x⃗),Π∗(y⃗)} = −i~

∫
d3y δ3(x⃗− y⃗)

= −i~. (B.24)
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Antes de realizar os colchetes com H, pode-se reescrever (B.24) usando uma identidade

vetorial1:

H =
~2

2m

∫
d3y∇ψ∇ψ∗ =

~2

2m

∫
d3y(∇(∇ψψ∗)− ψ∗∇2ψ) (B.25)

e utilizamos o teorema de Stokes para excluirmos o primeiro termo (divergente) e ficamos

com H = −
∫
d3y ψ∗∇2ψ ou sua conjugada. Assim:

{Φ1, H} = {Π− i~ψ∗, H} =
~2

2m
∇2ψ∗ (B.26)

{Φ2, H} = {Π∗, H} =
~2

2m
∇2ψ. (B.27)

Pode-se então resolver explicitamente (B.22) e (B.23) de maneira que se obtém:

u1 =
i~
2m

∇2ψ (B.28)

u2 = − i~
2m

∇2ψ∗. (B.29)

Note que u1 = u∗2. Cáımos no caso onde as condições de consistência fixam os coeficientes

um e o algoritmo encerra.

B.2.3 A classe de um v́ınculo

Para se resolver os v́ınculos no final do procedimento de quantização, introduzir-se o

conceito de classe dos v́ınculos. Uma variável dinâmica g(q, P ) é dita de primeira classe

se:

{g,Φm} ≈ 0 e {g,H} ≈ 0 (B.30)

caso contrário, g(q, P ) é dito ser de segunda classe. Vale ressaltar que apenas uma igual-

dade fraca é necessária, isto é, o resultado dos colchetes (B.30) pode ser uma quantidade

fracamente nula, como um v́ınculo.

1Note que podemos também obter a expressão conjugada a esta, aplicando a identidade vetorial sobre
∇ψ∗ em vez de ∇ψ.
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B.2.4 Os colchetes de Dirac

Observe que fazendo g = Φm′ na equação (B.30) obtém-se:

{Φ1,Φ2} = −i~δ3(x⃗− y⃗) ̸= 0. (B.31)

Isto é, os v́ınculos Φ1 e Φ2 são de segunda classe.

A idéia por trás de quantizar uma teoria com v́ınculos de segunda classe é que a própria

existência de v́ınculos de segunda classe significa que existem graus de liberdade que não

são fisicamente importantes e que podemos redefinir os colchetes de Poisson em colchetes

de Dirac, para excluir estes graus de liberdade não-f́ısicos da teoria [12]. Primeiro forma-se

um determinante com os v́ınculos de segunda classe Φi ≡ χi:

det(∆) =

∣∣∣∣∣∣∣
0 [χ1, χ2]

[χ2, χ1] 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 −i~

i~ 0

∣∣∣∣∣∣∣ δ3(x⃗− y⃗) = −~2δ3(x⃗− y⃗) ̸= 0.

Como det(∆) ̸= 0, a matriz ∆ pode ser invertida:

∆−1 =

 0 1
i~

− 1
i~ 0

 δ3(x⃗− y⃗)

Define-se o novo colchete como:

{ξ(x⃗), η(y⃗)}D ≡ {ξ(x⃗), η(y⃗)}−
∑
ss′

∫
d3xd3y{ξ(x⃗), χs(y⃗)}∆−1

ss′(x⃗, y⃗){χs′(x⃗), η(y⃗)}. (B.32)

Nota-se que as propriedades e as equações de movimento associadas se sustentam com

a redefinição do colchete. Antes de trabalhar com os novos colchetes pode-se colocar os

χ ≡ 0. Isto é consistente pois os colchetes de Dirac dos χ’s com qualquer variável da

teoria são (fracamente) nulos. No caso de Schrödinger, isto significa que os dois v́ınculos
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podem ser tomados como igualdades fortes:

Φ1 = 0 → Π = i~ψ∗ (B.33)

Φ2 = 0 → Π∗ = 0. (B.34)

Isto significa que a hamiltoniana pode ser escrita simplesmente como:

H =
~2

2m

∫
d3x∇ψ∇ψ∗. (B.35)

Como Π ∝ ψ∗ e Π∗ = 0, exclúımos as variáveis Π e Π∗, e nossos colchetes fundamentais

agora são:

{ψ(x⃗), ψ(y⃗)} = 0 , {ψ∗(x⃗), ψ∗(y⃗)} = 0

{ψ(x⃗), ψ∗(y⃗)} = δ3(x⃗−y⃗)
i~

. (B.36)

Com isto, conclui-se o método hamiltoniano de quantização canônica da teoria de Schrödin-

ger. Nota-se que basta chamar os campos de operadores ψ → ψ̂ para termos o operador

hamiltoniano HT → ĤT bem como as relações fundamentais de comutação da mecânica

quântica:

[x̂i, x̂j] = 0, [p̂i, p̂j] = 0, [x̂i, p̂j] = i~δij. (B.37)

Ĥ =
p̂2

2m
(B.38)

onde p̂ = −i~∇. A construção de um espaço de Hilbert onde os operadores x̂, p̂, Ĥ atuam

como operadores auto-adjuntos satisfazendo a álgebra (B.37) e (B.38) será vista na seção

seguinte.
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B.3 Construção do espaço de Hilbert cinemático

B.3.1 O espaço de fase clássico

Seja um espaço de fase clássico formado por coordenadas generalizadas (qα, Pα) com

α = 1, . . . , D cujo colchetes fundamentais se escrevem como {qα, Pβ} = δαβ . Os v́ınculos

de primeira classe são tais que Ca(q, P ) ≈ 0 com a = 1, . . . e obedecem [Ca, Cb] = F c
ab Cc.

O primeiro passo para se quantizar este espaço de fase é definir os operadores auto-

adjuntos q̂a e P̂a com a álgebra gerada pelo comutador, via prinćıpio da correspondência2:

[q̂a, P̂b] = i~δab . (B.39)

B.3.2 O espaço de Hilbert na MQ

Constrói-se um espaço de Hilbert cinemático Hk de representação desta álgebra. Então

seja q̂a e P̂a operadores lineares auto-adjuntos atuando em Hk, então ∀ |ψ⟩ ∈ Hk:

q̂|ψ⟩ ∈ Hk (B.40)

P̂ |ψ⟩ ∈ Hk. (B.41)

Na Mecânica Quântica convencional, temos em Hk:

q̂aψ(q) = qaψ(q) (B.42)

P̂aψ(q) = −i~∂ψ(q)
∂qa

. (B.43)

Deve-se construir um espaço de Hilbert cinemático Hk de representação desta álgebra

análogo ao espaço de Hilbert da mecânica quântica3, onde ψ(q) é uma função tal que

2Fazemos a restrição aqui a um sistema com número finito de graus de liberdade.
3Isto é, o caso onde Hk = L2(RD).
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∫
dDq|ψ|2 <∞, isto é, ψ(q) precisa ser bem definida no subespaço S das funções C∞ de

decrescimento rápido.

O subespaço S ⊂ Hk, e se S é denso, S̄ = Hk. S̄ é chamado de fecho de S, que será

melhor definido a seguir. Então seja uma sequência de Cauchy |ψn⟩, n = 1, . . . ,∞ tal que

|| |ψn⟩ − |ψm⟩|| → 0. Têm-se as seguintes condições:

1. Hk é completo se todas as sequências de Cauchy ψn têm um limite ψ:

lim
n→∞

|| |ψn⟩ − |ψ⟩|| = 0 (B.44)

2. Se S não é completo, define-se o fecho S̄, que é o conjunto de todas as sequências

de Cauchy de S.

3. Sejam V e W dois espaços vetoriais onde V ⊂ W , W é completo e V é denso em

W se ∀ w⃗ ∈ W , existe um vetor v⃗ ∈ V tal que:

||w⃗ − v⃗|| < ε , ∀ ε > 0. (B.45)

Então, S é denso em S̄.

Na MQ prefere-se fazer os cálculos em S devido às suas propriedades – pode-se nele

aproximar de uma função de onda qualquer função C∞ de decrescimento rápido.

Na quantização de laços, discutida no caṕıtulo 5, o procedimento do segundo passo su-

pracitado é de fato construir um espaço S = Cyl e completar Cyl, então Cyl = Hk.
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B.3.3 Um espaço de estados f́ısicos

O terceiro passo do procedimento de quantização consiste na resolução dos v́ınculos, isto

é, definir em um espaço f́ısico Hfis vetores de estado que obedecem os v́ınculos:

|ψ⟩ ∈ Hk , tal que Ca|ψ⟩ = 0. (B.46)

A importância destes v́ınculos serem de primeira classe fica evidente aqui, pois os v́ınculos

devem obedecer as regras de comutação:

[Ca, Cb]|ψ⟩ = CaCb|ψ⟩ − CbCa|ψ⟩ = F c
ab Cc|ψ⟩. (B.47)

Às vezes, o comutador dos v́ınculos gera uma anomalia Aab: [Ca, Cb] = F c
ab Cc +Aab que

não é um v́ınculo. Isto acontece quando os v́ınculos são de segunda classe, ou quando os

v́ınculos são de primeira classe mas possuem termos que são produtos de q̂ e P̂ de maneira

que há um problema de ordem com os operadores. Eventualmente, uma anomalia pode ser

eliminada fazendo uma combinação linear dos v́ınculos de maneira que Aab, coeficientes

que dependem da representação e dos grupos, se anulem.
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edition, 1977.

[41] San Fu Tuan J.J. Sakurai. Modern Quantum Mechanics Revised Edition. Addison-

Wesley, United States, 1994.

[42] Steven Weinberg. The Quantum Theory of Fields. Cambridge University Press,

Cambridge, UK, 1995.

[43] Georgi Howard. Lie Algebras in particle physics. Addison-Wesley Publishing Com-

pany, Inc., Massachusetts, USA, 1995.

[44] W. Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill, Inc., United States, 1973.

[45] I. Richards. On the classification of noncompact surfaces. A.M.S., 1963. DOI:

10.2307/1993768.

[46] Colin C. Adams. The Knot Book: An Elementary Introduction to the Mathematical

Theory of Knots. American Mathematical Society, USA, 2004.



Lista de Figuras

2.1 Foliação de uma variedade M = R ⊗ Σ que mostra a decomposição da
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