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Resumo

O modelo padrao atual da cosmologia, 0 modelo ACDM (A-Cold Dark Matter), estd
baseada nas solugdes homogéneas de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) das
equagdes de Einstein. As caracteristicas da Cosmic Microwave Background (CMB) e da
formacdo de estrutura em grandes escalas, sdo estudadas através da teoria das perturbagoes
cosmoldgicas no fundo homogéneo e isotrépico. No entanto, nos tltimos quinze anos, mo-
delos cosmolégicos inomogéneos "simples"que sdo generalizagdes do modelo cosmolégico
FLRW ganharam interesse na comunidade astrofisica e tém sido utilizados para estudar
fendmenos cosmoldgicos. Alguns autores demonstraram que estes modelos inomogéneos
com simetria esférica e com fonte de poeira podem reproduzir um bom ajuste para os dados
de supernovas do tipo Ia (SNIa) e a posi¢do do primeiro pico da CMB. Estes modelos suge-
rem que a aparente expansao acelerada do Universo ndo é causada pela gravidade repulsiva
devido a energia escura, mas é sim o resultado das inomogeneidades na distribui¢do da
matéria.

Nesta dissertacdo, os modelos inomogéneos do Universo sdo investigados na base
da métrica de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB), o que representa uma solugdo com simetria
esférica para poeira. Dois modelos particulares sdo estudados: a evolugdo parabdlica com
tempo de Big Bang inomogéneo e a evolugado hiperbdlica com curvatura fraca e tempo de
Big Bang constante. As propriedades de cada um destes modelos sdo investigadas em de-
talhe, da forma mais analitica possivel. Ambos modelos sdo confrontados com observagdes
astrofisicas da amostra Union2.1 SNIa.

Conclui-se que esses modelos podem ser um ponto de partida para desenvolver mo-
delos mais realistas. Portanto, a solugdo de LTB é capaz de explicar a relacdo observada entre
a distancia de luminosidade e o desvio para o vermelho de supernovas sem a necesidade da
energia escura quando a inomogeneidade é da forma de um vazio ou quando se tem uma
colina centrada no observador com a suposi¢ao adicional de que o Universo fora do vazio ou
fora da colina é aproximadamente descrito pelo modelo de Einstein-de Sitter homogéneo.

Palavras-chave: Cosmologia, Energia Escura, Supernovas la, Modelos do Universo

Inomogéneo (LTB).
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Abstract

The current standard model of cosmology, the ACDM model (A-Cold Dark Matter), is
on the homogeneous solutions of Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) of Eins-
tein’s equations. The characteristics of the Cosmic Microwave Background (CMB) and
structure formation on large scales are studied through the theory of cosmological pertur-
bations in homogeneous and isotropic background. However, in the last fifteen years, "sim-
ple" inhomogeneous cosmological models that are generalizations of FLRW cosmological
model gained interest in astrophysics community and have been used to study cosmological
phenomena. Some authors have shown that these inhomogeneous models with spherical
symmetry and dust source can play a good fit for the data type Ia supernovae (SNIa) and
the position of the first peak of the CMB. These models suggest that the apparent accelerated
expansion of the universe is not caused by the repulsive gravity due to dark energy, but is
rather a result of inhomogeneities in the distribution of matter.

In this dissertation, inhomogeneous models of the Universe are investigated on the ba-
sis of Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) metric, which represents a spherical symmetry solution
to dust. Two particular models are studied: the parabolic evolution with inhomogeneous Big
Bang’s time and the of hyperbolic evolution with weak curvature and constant Big Bang’s
time. The properties of each of these models are investigated in detail, as analitically as pos-
sible. Both models are compared with astrophysical observations of the sample Union2.1
SNIa.

It is conclude that these models could be a starting point to develop more realistic
models. Thus LTB solution is capable to explain the observed relationship between distance
luminosity and redshift of supernovae without the requirement of dark energy when the
inhomogeneity is either the form of an empty or there is a hill centered on the observer; with
the further assumption that the outside Universe, in both cases, is approxinately described
by the Einstein-de sitter homogeneous model.

Keywords: Cosmology, Dark Energy, Supernovae Ia, Inhomogeneous Universe Models
(LTB).

ix



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6

4.1
4.2
4.3
44
4.5
4.6

4.7
4.8

49

4.10
4.11
4.12
413
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20

Hipersuperficie do tipo-espago com tempo césmico constante . . . . .. ... .. 5
Trajetérias dedoisfétons . . . . . . . ... L Lo 7
Diagrama apresentado por Hubble (1929). . . . . . ... ... ... .. ... .... 9
Geometria da se¢do espacial do espago-tempo. . . . .. .. ... Lo 13
Distancia de didmetro angular. . . . ... ... ... ... ... .. ... .. ... 21
Distancia de luminosidade. . . . ... ... ... .. ... .. o o 00 22
Dados do médulo de distancia das Supernovas do Union2.1 . . . . ... ... .. 62
Curva de contorno (FBo,7c) = = v v v v v v v e e e e e e e e e 62
Valor preferido para tgg = 4.0573Gyr. . . . . . .. ... ... 63
Valor preferido parar. =2.6198Gpe. . . . . . ... ... Lo L L 63
Propagagdo da luz com valores para tgy = 3.7299Gyr e r.=2.0Gpc. . ... ... 65

Propagagdo da luz con valores: tgy = 3.7299Gyr e r. = 2.0Gpc, aqui os valores
deAercsdoideais. . . . . . . . e e e 65
Propagagdo da luz con valores de melhor ajuste tgy = 3.7299Gyr e r, = 2.6483Gpc. 66
O Raio geodésico R(t, r(t)) para o modelo #;(r) < 0, com os melhores valores de

ajuste tgo = 3.7299Gyr e r.=2.6483Gpc. . . . . ... oo 67
Comparacgédo de raios geodésicos dos trés modelos, com os melhores valores de

ajuste tgo = 3.7299Gyr e r.=2.6483Gpc. . . . . ... oo 67
No modelo #}; < 0 ndo acontege o shell crossing. Melhores valores de ajuste . . . . 68
Perfil de p para diferentes valores do exponente m no modelo t(r) <0. . . . . .. 68
Perfil de p’ com diferentes valores do exponente m para o modelo t;(r) <0. . .. 69
Fungéo t;(r) no modelo t; < 0 com os melhores valores de ajuste . . . . . ... .. 70
Idade do Universo fy — #;(r) no modelo f; < 0 com os melhores valores de ajuste . 70
Taxas de Hubble paraomodelo tp(r) < 0. . . . .. ... ... ... oL 71
Dados do médulo de distancia das Supernovas do Union2.1 . .. ... ... .. 71
Curva de contorno (tpo, 7c) para Supernovas do Union2.1. . ... ... ... ... 72
Valor preferido para tpg =3.3804Gyr. . . . . . . . ... 72
Valor preferido parar. =0.0326Gpc. . . . . . ... ... oL 73
Propagagdo daluz con valores de melhor ajuste tgy = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.

Aquiovalorde Aéideal . . . . ... ... Lo Lo 74



4.21

4.22
4.23
4.24

4.25
4.26
4.27
4.28
4.29
4.30
431

4.32
4.33
4.34
4.35
4.36
4.37
4.38
4.39
4.40

441
442
4.43
4.44

Propagacdo daluz con valores de melhor ajuste gy = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.
Aquiovalorde Aéideal. . .. ... ... ... oo oo

Propagagao da luz con valores de melhor ajuste tgy = 3.3804Gyr e r, = 0.0326Gpc.

O raio geodésico R(t, r(t)) e as imagenes das linhasdemundo . . ... ... ...
Comparagdo dos raios geodésicos dos tres modelos. Feito com os melhores
valores de ajuste: tpg = 3.3804Gyr e 1. =0.0326Gpc. . . . . . .. ... ... ...
Perfil de p para diferentes valores do exponente m no modelo t;(r) > 0. . . . . ..
Perfil de p’ com diferentes valores do exponente m no modelo t(r) > 0.. . . . . .
Fungéo t;(r) no modelo t; > 0 com os melhores valores de ajuste . . . . . ... ..
Idade do Universo ¢y — t;(r) no modelo t; > 0 com os melhores valores de ajuste .
Taxas de Hubble paraomodelotp(r)>0. . . . . ... ... ... ...
Fungdo R(t, r(t)) para o modelo do Big Bang inomogéneo f5(r) >0. . . . . ... ..
Shell Crossing no modelo #,(r) > 0. Considerando os valores de melhor ajuste
tpo = 3.3804Gyr e 1. =0.0326Gpc.. . . . . . ...
fsc(r)

Comportamento de B( ) com 0 modelo do Big Bang inomogeéneo t;(r) > 0. . . . .

tsc(T) tp(r)
Comparagdo de e T

Dados do modulo de distancia das Supernovas do Union2.1 . . . ... ... ...

Comportamento de com o modelo do Big Bang inomogéneo t(r) > 0. . . . .

com o modelo do Big Bang inomogéneo t5,(r) >

Curva de contorno (M, rc) para Supernovas do Union2.1. . . ... ... ... ..
Valor preferido para Mg = 7.1306Gpc™2. . . . . v oo i
Valor preferido parar, =0.1791Gpc. . . . . . .. .. ... ... L.
O raio geodésico R(t, (t)) e as imagenes das linhas de mundo para R(t, 7o)

Comparagdo dos tres modelos, considerando: tg(r) = 0, tgp = 0, tg1 = 4.5Gyr,
A =0.01Gyr~2, | k |= 1Gpc™2 e os melhores valores de ajuste . . . . . ... ... ..
Perfil de p para diferentes exponentes () e considerando os melhores valores . .
Perfil de p’ com diferentes valores do exponentem. . . . .. ... ... ......
Perfil de Qp(r) para diferentes valores do exponentem . . . . .. ... ... ...
Taxas de Hubble paraomodeloE>0 . .. ... ..... ... ............

xi

77
78
78
79
79
80
81

81
82
83
83
84
85
85
86
87



Lista de Tabelas

3.1 Condig¢des parando ter Shell Crossing . . . . ... ..... ... . ......... 33

4.1 Valores de Ax? para diferentes niveis de confianca e quantidade de parametros

livresp. . . . . . e 61
4.2 Resultado da andlise estatistica com supernovas do tipo la para a amostra Union

2.1 com diferentes exponentes domodelot; <0. . . .. ............ ... 64
4.3 Resultado da andlise estatistica com supernovas do tipo la para a amostra Union

2.1 com diferentes exponentes do modelo t5(r) > 0.. . . . ... ........ ... 73
4.4 Resultado da andlise estatistica com supernovas do tipo la para a amostra Union

2.1 com diferentes exponentes do modelo com curvatura. . . . . .. ... ... .. 86

5.1 Resultado da anélise estatistica com SNIa, para a amostra Union 2.1, dos modelos
com tempo de Big Bang inomogéneo tg(r). . . . . . . .. ... 94
5.2 Resultado da andlise estatistica com SNIa, para a amostra Union 2.1, do modelo
comcurvatura E(r). . . . . . . oo e e 94

xii



Sumario

Agradecimentos vi
Resumo viii
Abstract ix
Lista de Figuras X
Lista de Tabelas xii
1 INTRODUCAO 1
2 FUNDAMENTOS DA COSMOLOGIA PADRAO 4
2.1 Dinamica do Universoemexpansdo . . . .. . ... ............... 4
2.1.1 O principio cosmolégico: homogeneidade e isotropia . . . . .. .. .. 4

2.1.2 Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) . . .. .. 6

2.1.3 Odesvio para o vermelho (Redshift) . . . . ... ... ... ..... ... 6

214 LeideHubble . . . . ... ... .. . ... 8

2.1.5 Dindmicade Friedmann . . . . . ... ... ... ... .......... 9

2.1.6 Parametros cosmoloégicos . . .. .. ... ... . o oL 11

22 Omodelopadrao . .. ... ........ .. ... .. ... ... .. .. ... . 14
221 Radiagdo . . . . . ... . L 15

222 Matéria. . . . .. 15

223 Energiaescura. . . . . . ... ... 16

224 O modelo ACDM plano e suas limitagdes . . . . .. ... ........ 17

2.3 Distancias cosmoldgicas e supernovasdo tipola . . . .. ... ... ... ... 19
2.3.1 Distanciaradial comével . . . . .. ..o o Lo 20

232 Distanciapropria . . . . . .. ... 20

2.3.3 Distancia de didmetroangular . . . .. ... ... .. ... ... ... 21

2.34 Distancia de luminosidade . . . . ... ... ... ... ......... 22

235 Supernovasdotipola ... ... ... .. ... o L L 23

3 UNIVERSO INOMOGENEO 26

xiii



3.1 Modelos inomogéneosexatos . . . . .. ... ... . L oL
3.2 A solucdo de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) . . . . . ... ... ... ......
321 Comportamentonaorigem . . ... ....................

322 ShellCrossing . . . .. .. .. ... . .. .

3.3 Inomogeneidade e distancia de luminosidade no modeloLTB . . . . ... ..
3.4 Definicado das taxas Hubble Hr(t,r) e HL(t, 7). . . . . . . . . ... .. .. ..
3.5 Modelos com E = 0 e com tempo do Big bang inomogéneo. . . . . . ... ...
3.5.1 RelagdesgeraisparaE=0. ... ......... ... ... ......

3.52 ModelocomE =0, A =0, M(r) # Mgr® e bp(r) <0. . oo
3.5.3 ModelocomE =0, A =0, M(r) # Myr® e te()>0. ...
3.5.4 Consideragdes sobre o shell crossing para o modelo E = 0, A = 0,
M) #Morr ety >0. ...

3.6 Modelos com curvatura e com tempo de Big Bang constante. . . . . ... ...
3.6.1 Relacdes gerais para a linearizagdo com respeitoa E>0. . . ... ...

3.6.2 Modelo para a fungdo E > 0 com A =0, M(r) = Mor3 e tp(r) = cte = 0. .

FERRAMENTAS DE ANALISE ESTATISTICA E ANALISE DE DADOS DE SU-
PERNOVAS IA
4.1 Probabilidade (Frequentistas e Bayesianos) . . . . . . .. .. .. ... .. .....
42 Marginalizagdo . . . .. ... ...
4.3 Minimizagdo y?emelhorajuste . . . . .. ... ...
44 Afungdolikelihood . . . . . . . ..o
45 Asregidesdeconfianca. . . . ... ... L Lo L oo
4.6 Dados Union 2.1 eomodelocom p(r) <0 . .. .. ................
4.6.1 Propagacdo de luz, raio areal R(¢,7(t)) e linhas de mundo no modelo
bpr) < 0.
4.6.2 Perfildepep nomodelofy(r) <0.. ... .................
4.6.3 Idade do Universonomodelo tp(r) <0. . ... ..............
4.64 Plotando as taxas de Hubble Hr(t, ) e HL(t, r) no modelo #(r) < 0.
4.7 Dados Union2.1eomodelocom tp(r) >0 . . . .. ................
471 Propagacdo de luz, raio areal R(t, 7(t)) e linhas de mundo no modelo
b)) >0.
472 Perfildepep’ nomodelofy(r)>0.. ... .......... ... ..
4.7.3 Idade do Universonomodelo tp(r)>0. . . .. ..............
4.74 Plotando as taxas de Hubble Hr(t, ) e HL(t, r) no modelo #(r) > 0.
4.8 Shellcrossingnomodelofp(r)>0. ... ... ... ... . ...
49 DadosUnion2.1leomodelocomE>0. . ... ..................
49.1 Propagacdo de luz, raio areal R(t,r(t)) e linhas de mundo no modelo
E(r)>0. . . o
49.2 Perfildep, p’e Qu(r)nomodelo E(r) >0.. ... ... ..........
49.3 Plotando as taxas de Hubble Hr(t, r) e Hi(¢t,7) no modelo E > 0. . . . .

Xiv

35

39
44

48
49
49
53

64
68
69
71
71

74
77
79
80

91



5 CONSIDERACOES FINAIS

Referéncias Bibliograficas

XV

92

95



Capitulo 1

INTRODUCAO

A cosmologia moderna estd fundamentada sobre a teoria de Einstein da relatividade
geral, como uma generaliza¢do da teoria da Gravitagdo Universal de Isaac Newton [1,2]. As
observacoes astrondmicas aparentemente indicam que o nosso Universo é espacialmente
plano, além de homogéneo e isotrépico em grandes escalas 100Mpc ou mais [3,4]. Isto esta
de acordo com o principio cosmolégico, que estabelece que ndo hd nem local nem direcado
preferencial na estrutura de grande escala do Universo, ou seja, seu conteiido material é

distribuido de maneira homogénea e isotrépica.

O modelo padrado atual da cosmologia moderna, o modelo ACDM, baseia-se nas solu-
¢des homogéneas de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) das equagdes de
Einstein [5]. Para explicar as caracteristicas do Cosmic Microwave Background (CMB) e
formacdo de estruturas em grandes escalas, considera-se pertubacdes cosmologicas no fundo
homogéneo. [4,6,7]. Por outro lado, o modelo ACDM ndo diz nada sobre a origem fisica
fundamental da matéria escura, energia escura e do espectro quase invariante de escala das

perturbagdes primordiais da curvatura.

Atualmente o Universo estd em uma expansdo acelerada, e segundo o modelo padrdo
ACDM, esta expansdo acelerada é associada a constante cosmoldgica. Esta associagdo da
energia com o vacuo consegue dar bons resultados com os dados observacionais, porém
estd em desacordo com a previsdo tedrica segundo a teoria quantica de campos. Esta
inconsisténcia é conhecida como o problema da constante cosmoldgica [8,9]. As primeiras
evidéncias de que o Universo estd em uma expansao acelerada, por medidas de distancia
de luminosidade de supernovas do tipo Ia (SNIa) foram fornecidos por [10,11]. Desde
entdo, as observacdes mais recentes de supernovas parecem reforcar essa afirmacdo ainda
mais [12-14]. Outras observagdes independentes que parecem favorecer a imagem de
um universo em uma fase de expansdo acelerada, sdo as medidas das anisotropias na
temperatura do Cosmic Microwave Background (CMB) [15] e os estudos de galaxias (galaxy

surveys) [16].



1. INTRODUCAO 2

Com estas observagdes em mente, o atual periodo de expansao acelerada parece estar bem
estabelecido. Existem muitas linhas de pesquisa que tentam explicar a aparente expansao
acelerada do Universo atual; Constante cosmolégica, modelos de quintesséncia [17], gas de

Chaplygin generalizado [18], gravitagdo modificada [19], etc.

Recentemente, tem havido varios artigos que discutem a possibilidade de que a expansdo
acelerada aparente do Universo ndo é causada pela misteriosa energia escura, mas sim pelas
inomogeneidades na distribuigdo da matéria. Outra abordagem é baseada nas solugdes
inomogéneas exatas; onde estas solu¢des podem ser aplicadas ao problema de horizonte
sem o uso de modelos inflaciondrios, influéncia de estruturas inomogéneas na trajetéria
dos raios de luz sobre a distribui¢do da temperatura observada no CMB, etc. A ideia basica
é que vivemos em uma regido de baixa densidade do Universo, e a evolugio desta regido de
baixa densidade é o que nds percebemos como uma expansio acelerada. Uma andlise com dados de
supernovas la iniciada por Idit Zehavi et al. deu as primeiras indicagdes que poderia de

fato existir um vazio centrado perto de nés [20].

Neste trabalho nédo introduzimos componentes exéticas desconhecidas (constante cosmol6-
gica ou energia escura) nem modificamos a teoria de gravitagdo. Como ponto de partida
utilizamos uma solu¢do inomogeénea exata as equagdes de Einstein que generaliza a solugao
homogénea na qual o modelo padrdo é baseada. Tentamos reproduzir propriedades do
modelo padrdo ACDM na base de modelos simples inomogéneos, baseados na solugao
inomogénea de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) [21-23]. Para fixar os parametros dos
modelos utilizamos dados observacionais de SNIa (Union2.1) [24]. Esclarecemos, o mais
possivel analiticamente, rela¢des basicas de geometria. Mostramos explicitamente tanto os
sucessos quanto os problemas dos mais simples modelos que consideramos modelos de
teste. Esperamos que representem uma primeira aproximagdo para modelos inomogéneos
mais realistas. O estudo atual é preliminar no sentido que ndo levamos em conta dados da

radiagdo césmica do fundo.

No6s consideramos a métrica de Lemaitre-Tolman-Bondi que descreve o espaco-tempo
esfericamente simétrico, e pode ser usado para descrever regides de baixa densidade ou
regides de alta densidades no Universo [25]. A métrica de LTB é uma solucdo exata das
equagdes de campo de Einstein, esta solugdo exata oferece uma posibilidade de explicar
alguns resultados do modelo padrdo sem recorrer aos modelos de energia escura ou
modelos com fontes de energia exdtica. Existem estudos que empregam a solugdo de LTB e
mostram os efeitos de inomogeneidades sobre a distancia de luminosidade e o desvio para
o vermelho. Além disso, existem pesquisas sobre formagdo de estruturas [26], formagdo
de vazios [26], colapso gravitacional [27], campos dissipativos, etc. Concluindo-se que os
resultados obtidos sdo razoavelmente aceitdvel os que se obtem pelo modelo padrao.
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A solucdo das equagdes de campo de Einstein com a métrica de LTB admitem trés
fungdes arbitrarias que dependem da coordenada radial. A primeira fun¢do E(r) aparece
explicitamente na métrica a qual estd relacionada com a curvatura' do espago para cada
valor de r, a segunda fungdo M(r) estd relacionada com a massa gravitacional contida dentro
da casca e a terceira é a fungdo de Bang time fg(r) a qual aparece como uma fungido de
imtegragéio2 [26,28,29].

Inicialmente, este trabalho foi motivado pelo artigo [30]. Neste artigo modelos de tempo de
Big Bang inomogéneo tp(r) requerem que o cone de luz do modelo inomogéneo coincida
com o cone de luz do modelo ACDM, obtendo uma condigao para t(r) (sem um modelo
concreto). Ele consegue isso, embora com valores de pardmetros ndo realistas. Nos
comecamos com modelos concretos para fg(r) (fornecemos um ansatz) para o caso de
E(r) = 0, com parametros "realistas"e estudamos a possibilidade de reproduzir o cone de
luz do modelo ACDM. Também estudamos o caso de E(r) > 0, fazendo uma linearizagao

emtorno desta solugado e fornecemos um ansatz para E(r).

A estrutura de nosso trabalho tem a seguinte forma: no capitulo 2, apresentamos os
fundamentos tedricos da cosmologia padrdo. No capitulo 3, estudamos alguns modelos
inomogeéneos exatos em especial o modelo de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB), que é carac-
tizado por trés fungdes arbitrarias E(r), M(r) e tg(r). Além disso analisamos os casos de
evolugdo parabdlica (E = 0) e fazemos uma lineariza¢do na evolugio hiperbélica emtorno de
E(r) > 0. Deduzimos também as equagdes diferencias para t e r em func¢do do desvio para o
vermelho (redshift), a partir da equacgdo diferencial do cone de luz. Definimos as taxas de
Hubble de expansao transversal e longitudinal, perfis de densidades, deduzimos as rela¢des
gerais para o modelo de evolugdo parabdlica E = 0 com os respetivos ansatz (f; <0 e
ty > 0) para o tempo de Big Bang inomogéneo. Ademais, observamos o acontecimento do
shell crossing no caso de f; > 0 e obtemos também as rela¢des gerais para o modelo de
evolugdo hiperbédlica E > 0. No capitulo 4, fazemos um andlise estatistico com dados de
supernovas do tipo Ia (SNIa) (Union2.1) para os modelos de evolugdo parabélica e evolugao
hiperbélica, onde os valores de x2 e valores de melhor ajuste se mostram numa tabela.
Comparamos graficamente os cones de luz e raios geodésicos, dos modelos E = 0e E > 0
com o modelo padrdo ACDM. Também descrevemos graficamente os perfis de densidades,
idade do Universo e taxas de Hubble nos modelos E = 0 e E > 0. No capitulo 5, discutimos

nossos resultados e apresentamos algumas perpectivas futuras.

No contexto Newtoniano esta relacionado com a energia total dentro da casca.
2Isto significa que o Big Bang n&o é simultdneo, como nos modelos de Friedmann, mas ocorre em tempos
diferentes e em distancias diferentes a partir da origem.



Capitulo 2

FUNDAMENTOS DA
COSMOLOGIA PADRAO

Introducgao

A cosmologia padrdo (ou também chamada cosmologia moderna) estd baseada nos
estudos da teoria da gravidade de Einstein, que é a teoria da Relatividade Geral. Nesta teoria
a interacdo gravitacional é interpreta como um efeito da curvatura do espago-tempo [5].
Esta curvatura pode ser entendida como uma deformagdo do espago-tempo provocada pela

presenca de matéria. A cosmologia procura descrever o Universo em largas escalas.

Neste capitulo, apresentamos uma introdugao sobre a estrutura matemética da cosmologia
moderna baseada na teoria da Relatividade Geral de Einstein. Depois serdo introduzidos
os "conceitos"fundamentais da cosmologia moderna, descri¢do do Universo, dindmica do

mesmo e o modelo padrao ACDM.

2.1 Dinamica do Universo em expansao

2.1.1 O principio cosmolégico: homogeneidade e isotropia

A cosmologia moderna é baseada numa importante suposi¢do bdsica, o principio
cosmolégico, que é uma versao mais geral do principio Copernicano!. A relatividade geral
de Einstein conecta a geometria do espago-tempo com o contetido material do universo.
Para resolver as equagdes de campo de Einstein se considera algumas simetrias razodveis.
As simetrias consideradas sdo a homogeneidade e isotropia, precisamente as que aporta
este principio cosmoldgico. Por homogeneidade significa que o Universo é invariante frente

translacdes espaciais e isotropia que é invariante frente rotagdes?. Entdo o Universo é

1Que diz que a Terra ndo é o centro do Universo, portanto, ndo estamos vivendo em um lugar especial do
mesmo. Ampliando o Universo inteiro significa que deve haver muitos séis como o0 nosso e que o Universo deve
ser semelhante visto de qualquer ponto.

2Também a homogenidade quer dizer que o Universo é o mesmo para todo observador que olha em todas
as diregdes e é isotrépico quando tem as mesmas propriedades em todas as regides e em qualquer ponto do

4
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homogeéneo e isotrépico em grandes escalas. Neste contexto, grandes escalas significa que
o Universo é apenas homogéneo e isotrépico em escalas de aproximadamente 100Mpc ou
mais [3,4].

Sabemos também que em pequenas escalas o Universo ndo é homogéneo nem isotrépico,
pois se ndo for assim, ndo poderia existir as diferentes estruturas como galéxias, estrelas,
planetas e seres humanos. Mas é uma excelente aproximagdo quando se considera grandes
escalas.

Além disso, comojé foi verificado, a radiagdo césmica de fundo (CMB) é altamente isotrépica,
até uma parte em 10° [31] ou que supde uma confirmagao forte do principio cosmolégico®.
A suposi¢do de que o nosso Universo é homogéneo e isotrépico significa que a sua evolu-
¢do pode ser representada como uma sequéncia temporal de hipersuperficies tipo-espago
tridimensional, cada uma das quais é homogénea e isotrépica. Estas hipersuperficies sdo a
escolha natural para superficies de tempo constante [33] (Ver figura 2.1).

Mapeamento isomeétrico
de um ponto a outro.

Figura 2.1. Hipersuperficie do tipo-espago com tempo cosmico constante, afirmamos que, essa
superficie ndo tem pontos e diregdes privilégiadas, ou seja, é homogeénea e isotrépica, respectiva-
mente.

Este principio é uma condicdo explicitamente geométrica a ser satisfeita pela métrica do

Universo é dizer ndo ha direcdo previlegiada.
3Isso quer dizer que o CMB apresenta flutuagdes relativas de temperatura da ordem de 4- ~ 107° [32].
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espago-tempo - mais particularmente pela sua parte do espago. N6s usamos um método
baseado em vetores de Killing. E possivel mostrar que, se um espaco (ou espago-tempo)

possui uma simetria particular, as equagdes de Killing cumprem:
8uvsA é)\ + gy/\é)\;v +g/\v5A/p = 0/ (21)

onde &* é o vetor de Killing. O resultado dessa anélise é a métrica de Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker(FLRW), que seguidamente descreveremos.

2.1.2 Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

A maneira de interpretar o Principio Cosmolégico no &mbito da Relatividade Geral é
dizer que nosso espago-tempo é uma variedade 4-dimensional em que as se¢des espaciais
(hipersuperficies com tempo constante, por exemplo, o tempo comoével) tem simetria méxima
em uma variedade 3-dimensional, que sdo completamente determinadas por seu escalar de
curvatura.

A métrica* mais geral que cumpre com estas condigdes pode ser escrita, em coordenadas

5

comoveis®, como [5]:

dar?
1—kr?

ds? = df? — aA(t) [ + 72 (d0? + sen29d¢2)] (2.2)
Esta é a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). A fung&o a(t) é chamada
fator de escala e sua dependéncia com t (tempo cédsmico) descreve a expansdo do Universo, a
constante k é o indice de curvatura o qual descreve a geometria da se¢do espacial do espaco-
tempo, k = +1,0, —1 para os espagos esférico, Euclideano e hiperbélico. Que respectivamente

correspondem a universos fechado, plano e aberto.

2.1.3 O desvio para o vermelho (Redshift)

E um fato da observacao que os espectros de luz de estrelas e galaxias distantes sdo

todos deslocados para o vermelho. Uma informacao importante sobre o fator de escala a(t) é
obtida através da observagdo dos deslocamentos nas frectiéncias de luz emitida por objetos
muitos distantes.
Considere agora a luz que nos atinge, em r = r;, tendo sido emitida por uma galdxia em
r = r1, (ver Figura 2.2). Em particular, consideremos cristas sucesivas de luz, emitidas em
tempos t e t; + Aty e recivida em tempos t; e tr + Atp. J4 que a luz viaja radialmente; ds2 =0,
dO = d¢ = 0 nds obtemos a partir de (2.2).

*Considerando ¢ = 1, neste trabalho.
50u seja, movendo-se com a matéria e sdo invaridveis ao longo de suas linhas de mundo.
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Segunda Crista

t2 +At2

tl +Atl

N
t. r

\ Primeira Crista

Figura 2.2. Trajetorias de dois fétons emitidas por uma galdxia em r = rq, atinge-nos em r = ;.

dr?
2 g2 2
dsc=0=dt —a(t)[m],

assim, pela primeira crista de luz

[fa_ [ _a
woa®)  Jy V1=K

e para a segunda crista

tr+Aty dt 0 dr 5] dt
ft1+At1 M _‘fi; V1 —kr? _‘ft; @

logo a partir da seguinte relacdo

tr+Aty ) tr+Aty t1+AtH
t+ath t 1) t

e sustituindo em (2.5) obtemos:

H+AtH dt f+Al dr
fﬁ M_L a(t)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)
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Como At; e Aty sdo muito pequenos podemos considerar que a(t) é constante nesta integragao

temporal, obtendo:

At Aty At _ a(ty)

a(ty)  a(tz) At a(t)’ (2.8)

Os comprimentos de onda emitido e observado sdo

Ae =cAt;, e Ay =cAty. (2.9)

Finalmente, o parametro de deslocamento para o vermelho z geralmente é definido como:

l+z=2=—2 (2.10)

l+z=— = —. (2.11)

2.1.4 Lei de Hubble

O fato de que a luz das galdxias apresenta um desvio para o vermelho (redshift) para
comprimentos de onda mais longos e um desvio para o azul (blueshift) para comprimentos
de onda mais curtos ndo era conhecida até o século XX. Em 1912, o astrbnomo americano
Vesto Melvin Slipher (1875-1969), do Observatoério Lowell, descobriu que as linhas espectrais
da galdxia Andrémeda® (M31) mostravam um enorme deslocamento para o azul, indicando
que essa galdxia estava se aproximando do Sol, a uma velocidade de 300km/s.

Logo em 1925, Slipher mediu os deslocamentos nas linhas espectrais para cerca de 40
galdxias, encontrando que a maioria apresentava um deslocamento espectral para o
vermelho (redshift), indicando que as galdxias estavam se afastando de nés. O trabalho
de Slipher ficou mais claro quando Edwin Hubble conseguiu estimar as distancias de
Andrdomeda e outras galdxias, observando o brilho aparente e os periodos de pulsacdo de
estrelas Cefeidas’ nessas galdxias.

Hubble e seu colaborador, Milton Humason, fotografaram os espectros de varias galaxias,
usando o telescopio de 2,50m de Monte Wilson. Quando compararam as distancias das
galdxias com as suas velocidades de afastamento, determinadas a partir dos desvios para o
vermelho de suas linhas espectrais, Hubble e Humason verificaram que as galdxias mais

distantes estavam se afastando com velocidades maiores.

SE um dos poucos que apresenta blueshift.
’Cuja luminosidade varia ritmicamente com um periodo muito regular, onde o periodo de variagdo depende
muito da metalicidade.
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Plotando os dados em um gréfico de velocidade em fung¢do da distancia (Ver Figura 2.3),
Hubble [34] encontrou que os pontos se distribuiam ao longo de uma linha reta e em 1929
publicou sua descoberta que indicava que o Universo estava se expandindo. Ele encontrou
a relagdo linear z = %r, onde: Hy é a constante de Hubble e r é a distancia.

Hubble interpretou o redshift das galdxias observadas como um efeito Doppler, devido a
sua velocidade radial desde a Terra. Como os valores de z no andlise de Hubble foram
todos pequenos (z < 0,04), foi capaz de usar a relagdo cldssica, ndo-relativistica para o efeito
Doppler, z = %, onde v é a velocidade radial da fonte luminosa (neste caso, uma galéxia).
Entdo interpretando o redshift como um efeito Doppler, a lei de Hubble é [3] v = Hyr.

+1000 KM

YELOCITY

[) D PARSECS 210* pARsECS

Figura 2.3. Diagrama apresentado por Hubble (1929). O eixo horizontal indica a distancia das
galdxias e o eixo vertical, a velocidade (o correto é ’% para a unidade de velocidade) [34].

Também podemos definir o parametro de Hubble em funcado do fator de escala a(t):

a
H=-. 2.12
; @12)

Das observagdes mais recentes do WILKINSON MICROWAVE ANISOTROPY PROBE

(WMAP) o valor da constante de Hubble é Hy = (70.0 + 2.2) S.% - (indice 0 significa va-

lor atual), parametrizado é Hy = 100k s_’]‘v’l'; - com h ~ 0.70 + 0.02 [35].

2.1.5 Dinamica de Friedmann

O tensor de Einstein G, e o tensor de energia momentum T, satisfazem as identidades
de Bianchi Gﬁf,v = 0 e a conservacdo da energia Tff,v = 0. Dado que a métrica g, € constante
com respeito & derivada covariante (g}, = 0), existe uma liberdade de adicionar um termo

Aguv nas equagdes de Einstein. A constante cosmoldgica A, foi originalmente introduzida
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por Einstein em 1917 para conseguir um universo estatico, apds a descoberta da expansao

do Universo em 1929 por Hubble ela foi descartada. Entdo a equacao de Einstein modificada

Z

e:

1
Ryv — ngR + Aguy = 87IGTW. (2.13)

No lado direito das equagdes de Einstein, para um fluido perfeito, o tensor de energia-

momentum é:

Ty = (p + pluytty — pguv- (2.14)

Temos que p e p sdo a densidade de energia e a pressdo do fluido perfeito respectivamente.

Também temos o tensor de Ricci Ry, o qual é:

BFﬁv 8P2A A A
— [0 [0
Ryy = =03 = == + TR, =TT (2.15)

Aqui FE‘Q ¢ chamado de conexdo afim ou simbolo de Christoffel®. O qual é:

dgsy  9%6, O
e - 1gay( 8py , 280y _ 280 (2.16)

po 2 ox?  oxP oxv |’

O significado fisico da conexdo afim consiste em comparar vetores e tensores em distintos
pontos. Ademais, o principio da covariancia diz que as leis da fisica devem ter a forma
tensorial e que todos os efeitos da gravitagdo estdo representados pela métrica g, e pela

conexdo I'j, como percebidos no referencial em queda livre.

Para descrever a dindmica do Universo sustituimos a métrica de FLRW, equagédo (2.2), e o
tensor de energia-momentum, equagdo (2.14), nas equagdes de campo de Einstein e obtemos
as equagdes independentes:

i\ 8nG kK A
HZE(_) PN 2.17
p 3P 273 2.17)
e
i a? k
2a+a—2:—87'(Gp—a—2+A, (218)

8Nao sdo tensores mixtos de tercer ordem, ja que ndo se transformam como tensores.
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onde H é o parametro de Hubble. Das equagdes (2.17) e (2.18) ou da conservagdo do tensor

energia-momentum T podemos obter a equagdo de continuidade:

p+3H(p+p)=0. (2.19)

Também das equagdes (2.17) e (2.18) obtemos:

é 4nG

=——(p+3p) + A, (2.20)

As equagdes (2.17) e (2.20) sdo conhecidas como as equacdes de Friedmann®.

2.1.6 Parametros cosmolégicos

Os modelos cosmolégicos sdo expressados em termos de um conjunto de parametros
observacionais €, Q,, Qx e Q. Os quais seguidamente sdo descritos.
2.1.6.1 Parametro de densidade critica

Na equagdo de Friedmann (2.17) nés podemos absorver a constante cosmolégica A,

para isso tém-se a seguinte defini¢do py = ﬁ. A equacdo sera:

2\ 2
2 (3 287G _ Kk
H _(a) -0 (2.21)

Entdo, desta equacdo pode-se relacionar a curvatura do Universo com seu contetido de

energia:

_8nG , 3H2(t)
k= 3 7 (1) (p(t) 5G| (2.22)
Desta expressao definimos a densidade critica p, = 3;128. Para t = tp, temos:
8nG
k= Ta(z) (po - ch)- (2.23)

. o . ) 3H2
A densidade critica'®, para o tempo de hoje to, € pey = 53

“Nestas equacdes temos considerado A.
OPara hoje p, = 1,8791h2.10’29% =8,0992h2.107¥GeV* [6].
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2.1.6.2 Parametros de densidades

Agora, para cada componente do universo os parametros de densidade €, Q,, Q,,
() (os indices estdo relacionados com a matéria, radiagdo, constante cosmolégica e curvatura

respectivamente) sdo:

=2 (2.24)
Pc
8nG 8nG 8nG A
G =P TP OA TP T 22)
Q. = k
(== (2.26)

Com estas defini¢des temos que a equacao (2.21) fica:
Qu+Q,+QA+Q =1 (2.27)

O significado fisico do pardmetro de densidade de cada componente representa a sua fracdo na
composicdo do Universo. Com )y = Q, + Q, + Q5, expressamos a equagdo (2.21) assim:

k

Em = Qt -1 (228)

Nas equagdes (2.22) e (2.28) podemos observar que:

e Sep=pc.ould =1= k=0 (geometria da secdo espacial do espago-tempo é euclide-

ana.)
e Sep>pc.ouf)>1= k>0 (geometria da secdo espacial do espago-tempo é esférica.)

e Sep < p.ou) <1= k<0 (geometria da secdo espacial do espago-tempo é hiperbo-

lica.)

Também podemos observar as geometrias da segdo espacial do espago-tempo na Figura 2.4.
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Figura 2.4. Geometria da secdo espacial do espago-tempo.

2.1.6.3 Parametro de desaceleracio

Outro parametro importante que é obtido fazendo uma expansao de a(t), em série

de Taylor, em torno do tempo presente ¢y, é o chamado parametro de desaceleracio que

seguidamente deduzimos [36]:
a(t) = alto — (to — t)]
= o) ~ (to ~ ilte) + 310 ~ HPao) -

a(to)
a(to )

i(t0)

L+ Lo — i)
200~

= a(to) [1 —(to—t)——~

= atto)[1 = (o~ D = 300 — 07 (-2 ) 2

Definindo o pardmetro de desaceleragio:

(2.29)

. ] (2.30)

(2.31)
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A constante de Hubble (Hp) d4 uma medida da velocidade de expansdo do Universo e
go uma medida de como se estd retardando a expansdo, os dados de supernovas do tipo

Ia indicam fortemente que a expansao é hoje acelerada (g9 < 0), o qual ja foi corroborado [10].

Em geral temos:

q(t) = —Z—i (2.32)

Também da equagdo (2.10), considerando ¢, = ¢, podemos encontrar z (redshift) até segunda

ordem em t( — t da seguinte forma:

2 = (to — DHy + (to — D> (%qo + 1)H(2) . (2.33)

2.2 O modelo padrao

O modelo padrdo da cosmologia é conhecido como ACDM. O modelo esta baseado
no Principio Cosmoldgico, a Teoria da Relatividade Geral e a hipdtese de que o contetido do universo
pode ser descrito por um fluido perfeito. Atualmente, este modelo é bem corroborado por
dados observacionais. As observagoes diretas e indiretas constatam a existéncia de matéria

baridnica e radiacdo (na forma de f6tons e neutrinos ndo massivos).

A dindmica de cada um dos fluidos é individualizada por uma equacgéo de estado'! que
relaciona a pressdo do fluido p com a densidade de energia p de cada componente do
Universo, p = p(p).

=2 2.34
wi= (2.34)

Entdo, a equagdo (2.19) de conservagao do fluido c6smico expressa em termos da densidade
de energia, é:

fo+ 32(% +p0)=0 = o+ 3pr(1 + @) =0. (2.35)

Resolvendo para w constante, temos:

Po = Pag 1), (2.36)

1A de um fluido barotrépico p = wp.
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com pgy, constante.

A cosmologia padrdo destaca trés cendrios, radiacdo, matéria ndo-relativistica e energia
escura. Cada uma dessas componentes também é descrita por um fluido perfeito. Seguida-

mente descrevemos estes cendrios.

2.2.1 Radiagao

Radiagdo ou matéria relativistica. Embora os f6tons ndo tenham massa, eles exercem

pressdo. A equacdo de estado dos fétons, ou de qualquer outro géas relativistico, é:

1
Pr = Wrpr = gpr. (2.37)

Aqui w, é o parametro de estado. A evolugdo temporal de p, é obtida a partir da equagdo
(2.36):

pr = proa ™. (2.38)

Sustituindo esta equagédo (2.38) em (2.24), obtemos:

Q, = Qa7 = Q,0(1 + 2)*. (2.39)

Para um Universo dominado s6 por radiagdo e com k = 0, podemos determinar a dependén-

cia temporal do factor de escala a(t) a partir da equagdo de Friedmann:

2 8nG

o = N p,:>aoct%. (2.40)
Aqui obtemos qg = +1 e:
1

Esta componente hoje ndo é predominante, ja que a contribuigdo de
Q0 =2,47h2.107° (medida hoje) [6] ao valor do Cy,, hoje, é desprezivel. Esta componente

é dominante nas etapas primitivas do Universo.

2.2.2 Matéria

Matéria nado-relativistica ou poeira. Dois tipos distintos de componentes néo-

relativisticas sdo consideradas: a matéria baridnica, a matéria comum ou ordinaria que
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observamos nas galdxias e estrelas e a matéria escura fria'> CDM (Cold Dark Matter), uma
espécie sem pressdo que ao contrario dos bérions, tem uma intera¢do desprezivel com a

radiagdo (dai o prefixo "escuro").

Logo a evolugdo temporal de p;; (com w,, = 0) a partir da equagédo (2.36) é:

P = P> (2.42)

Sustituindo esta equagdo (2.42) em (2.24), obtemos:

Q= Qoa™> = Quo(1 + 2)°. (2.43)

No parametro €),,p estd incluido ;g dos bérions atuais e Qcpy. Segundo a Agéncia
Espacial Europeia (resultados do Planck 2013), a componente de matéria €),,9 corresponde
a aproximadamente 31, 35% do universo, onde 4, 9% corresponde ao percentual de matéria
baridnica (), e o resto corresponde a porcdo de matéria escura (Devemos lembrar que a

componente ()5 corresponde ao 68,25%.) [37].

Para um Universo dominado s6 por matéria e com k = 0, podemos determinar a dependéncia

temporal do factor de escala a(t) a partir da equagéo de Friedmann:

52
=Tz anit (244)

Aqui obtemos g = +% e a edade do Universo para este caso:

2
ty = o= = 6,52.10°h"yr. 245
0= 3H, yr (2.45)
Este universo também é conhecido como o modelo de Einstein - de Sitter. Foi por muitos anos
o0 modelo cosmoldgico mais popular, ja que o valor de (2.45) é muito pequena comparado

com as idades de certas estrelas.

2.2.3 Energia escura

Sabemos atualmente que o 68,25% do contetido do Universo é totalmente desconhe-
cido e é mais exdtico que a matéria escura. Esta componente exdtica é conhecida como

energia escura.

12 Acredita-se que a matéria escura constitui a maior parte da massa de Halos galdcticos e aglomerados de
galéxias.
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O modelo padrdo (ACDM) adota a constante cosmolégica (A = 1.3610™°cm™2 ~ 0.1Gpc™>

[37,38]) como energia escura, com wy = —1 é dizer pp = —pa. Na equagdo (2.36), obtemos:
pa = cte. (2.46)

Para um Universo dominado s6 por A e com k = 0, podemos determinar a dependéncia

temporal do factor de escala a(t) a partir da equagdo de Friedmann:

2

a-  8nG Hot

a—ZZTpA=>IZOC8A, (247)
onde Hy = @. Aqui qo = -1, e a idade do Universo neste caso é infinita. Este é

conhecido como o modelo de de Sitter.

Por outro lado podemos obter o parametro de Hubble em fun¢do dos parametros observa-
cionais: Qy,, Q,, Qa e O (pardmetros de densidade). Substituindo as equagdes (2.36), (2.24)
e (2.26) naequacgdo de Friedmann (2.21), obtemos:

H2(t) = H? Z Qioa~30%9) 4 Qa2 (2.48)
i

ou também:

2
% = Qo1 +2)° + Qro(1 + 2)* + Qp + Qi1 + 2)%. (2.49)
0

2.24 O modelo ACDM plano e suas limita¢des

Das analises do espetro de anisotropias do CMB (Cosmic Microwave Background),
indicam que o Universo é espacialmente plano, ou muito aproximadamente plano, ou seja
Qr ~ 0% [39]. O modelo ACDM consegue descrever muito bem as seguintes observacdes:
a expansdo acelerada do Universo, a radiacdo cdsmica de fundo e a nucleossintese

primordial“.

O modelo ACDM considera um Universo com energia escura (a constante cosmoldgica

neste caso) e a matéria escura®.

1314 estudado por WMAP.
4]stos testes podem ser no fundo homogéneo e isotrépico e no nivel perturbativo.
15 Atualmente se considera Q) ~ 0.7 e Q,,y ~ 0.3 e satisfaz Q,,0 + Q = 1.
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A partir da equagdo (2.48) e considerando s6 Qp , Q0 e o pardmetro de densidade de

curvatura (Qyy =~ 0), obtemos:

- \2
H? = (g) = H3 [Quoa™® + Qx| (2.50)

cuja solugdo é:

a(t) = (%—W:\O)3 senh%[3 \/ZQ_AHot] (2.51)

Também da equagdo (2.49) o pardmetro de Hubble em fungdo do redshift é:

H(z) = Ho VQuo(1 + 2)3 + Qa. (2.52)

O modelo padrdao ACDM, tem dois problemas: o problema da constante cosmoldgica e o

problema da coincidéncia c6smica. Descreveremos estes problemas a seguir.

2.24.1 O problema da constante cosmolégica

O problema da constante cosmolégica é fornecida pela inconsisténcia entre a previsdo
tedrica para a energia do vacuo e o valor observado para a densidade da energia escura [9,40].
Observacionalmente sabemos que A é da ordem do presente valor do pardmetro de Hubble
Ho (A = H} = (2,131.107*2GeV)?). Este valor corresponde a uma densidade critica p,:

2

Am
pA = —81;1””0" ~ 107 GeV*. (2.53)

Também a densidade de energia do vacuo avaliada pela soma das energias de ponto-zero

de campos quéanticos com massa m é dada por'®:

00 3 00
Poac = 1 f K e = % f dkk? Vi2 + m2. (2.54)
0 7 Jo

2 (2n)3

Estaintegral apresenta uma divergéncia ultravioleta (altos momentos): pyac o« k*. No entanto,
esperamos que a teoria quantica de campos seja vélida até uma escala de corte k;,;y na qual
a integral (2.54) é finita:

k4
max. (2.55)

e~ Yz

Considerandoc =1 efi=1.
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Na escala de Planck!’:

Poac = 1074Ge V4. (2.56)

Este valor ¢ 10'?! ordens de grandeza maior do que o valor observado. De fato ndo existe
nenhuma escala de energia com significado fisico que resulte num valor sequer préximo ao
valor observado.

2.24.2 O problema da coincidéncia césmica

Este problema consiste no fato de que existe uma coincidéncia aproximada entre
a densidade de energia do vacuo e a densidade de matéria no Universo atual. Esta

coincidéncia é na verdade muito estranha, atendendo ao o balanco relativo entre estas

energias varia rapidamente a medida que o Universo se expande.

Em outras palavras, Q5 é duplamente improvével; porque é muito pequeno em termos
absolutos e porque o seu valor coincide (por um fator dois ou trés) com €2,,9, sem nenhum
motivo aparente [41].

Qp
— =~ 2,584. 2.57
QmO ( )

Também podemos calcular o valor do redshift!8:

Qy Q)

= =(1 3 2.

onde para Q5 = 0,7 o redshift de coincidencia é z. = 0,3 [4]. Proximo ao redshift de hoje,

mas na escala do tempo é muito diferente.

2.3 Distancias cosmoldgicas e supernovas do tipo Ia

Para poder utilizar dados astrondmicos para restringir o modelo cosmolégico,
estaremos interessados em calcular distdncias entre os objetos [5]. Para determinar a
distancia '°, os astronomos geralmente medem o brilho das velas padrao ou redshift (z)
de galaxias distantes e, em seguida, convertem essas medidas de distdncias com base em

alguns modelos especificos de espago-tempo, como o modelo ACDM.

Y kinar = Mppanak = 1,22.10YGeV.

18 Aqui consideramos no momento que p,, & pa.

YNum Universo em expansao, a separagdo entre objetos é uma quantidade dindmica e depende da geometria
do espago-tempo.
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A base experimental para um Universo em expansao acelerada é fornecida pela observacao
de velas padroes muito distantes. Atualmente as velas padrédo utilizadas sdo as Supernovas
do tipo Ia (SNIa)?’. Sado objetos que possuem luminosidades intrinsicas determinadas.

O questionamento principal existente na literatura cientifica é sob a confiabilidade da deter-
minagdo destas luminosidades, o qual é discutido pelos pesquisadores A. I. Bogomazov e A.
V. Tutukov [42].

2.3.1 Distancia radial comodvel

Fétons emitidos no tempo de ¢, de uma galaxia em r¢ € que nos atinge em fo, 7 = 0 ao
longo de geodésicas nulas?!

Entdo, da métrica de FLRW (2.2), tendo ds? = 0 (para o féton) e d6> = d¢p* = 0 (movimento
radial do féton), temos:

f W f:o aEZ (2.59)

Também:

1 dz _ H fo dt
1+z:@:> fH(z) f (2.60)

Entdo, desta relagdo podemos expressar a equagao (2.59) em termos do redshift z:

U * dz

Vi—k? Jo HO'

Nesta expressdo x é a distancia radial comével.

x(z) = (2.61)

2.3.2 Distancia prépria

A distancia prépria [5,7,43] (ou distancia radial fisica propria) entre uma galaxia
observada com coordenadas comoveisr, 0, ¢ e a terra (r = 0), é definida como o comprimento
da geodésica espacial entre eles quando se fixa o fator de escala a(t) para um tempo ¢. Da
métrica de FLRW (2.2), temos:

dr
ds2 = 0 = dt = a(t)—a—. (2.62)
V1 —kr2

Praticamente se encontram em galédxias espirales e elipticas.
ZConsideramos o observador em r = 0 por simplicidade, os resultados ndo dependem desta escolha parti-
cular, dado que a métrica de FLRW é homogéneo e isotrépico.
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s s d
dy(x, ) = fo VEwdr =a() | ﬁ:a(t)x, (2.63)

onde d,(x, t) é a distancia prépria e x é funcao de , assim:

1

sen”'r para k=+1

X= r para k=0

senh~'r para k=-1

Na pratica é impossivel estabelecer um experimento para medir a distancia de uma galaxia

distante, portanto, temos que definir outras distancias com base nos meios préticos que
temos das observacoes.

2.3.3 Distancia de didmetro angular

Outra propriedade importante observada em objetos astronémicos é sua dimenséo.

Se para algun objeto o comprimento préprio é conhecido, entdo ele pode ser usado como
régua padrio.

Entdo se um objeto tem comprimento I, é perpendicular a linha de visdo e suas extremida-
des submetem uma abertura angular A0 (sendo esta abertura pequena) podemos definir a
distdncia de didmetro angular [7], assim (Ver Figura 2.5 ):

dp= 55 (2.64)

EN:) / g

da |

Figura 2.5. Distancia de didmetro angular.
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Agora, para dois objetos que se encontram em r, 0, ¢ e r, 6 + AO, ¢ ?? a distancia pro-

pria entre elesem um tempo f (tempo em que se emitem dois raios deluzaté nés) é I = a(t)rAQ.

Sustituindo em (2.64), obtemos:

a(t)rAO _

1 ? dz
D a(t)r

S 1+z 1+zJ, H(z)

dy = (2.65)

2.3.4 Distancia de luminosidade

Para obter a distancia de luminosidade, precisamos conhecer o fluxo f. Num espago

Euclideano, se Ly é a luminosidade®® de uma fonte pontual a uma distancia r do observador,

Eo
L L iy . . .
o fluxo que mede o observador é: f = => = 1, onde E € a energia do féton que chega ao

observador e Aty é o intervalo de tempo entre o recebimento de dois fétons.

Entdo, dada uma fonte cuja luminosidade L é conhecida, definimos a distdncia de luminosidade
[7], assim (Ver figura 2.6):

dp = {|——. (2.66)

d

Figura 2.6. Distancia de luminosidade.

Uma fonte emite f6tons num instante t, no momento da observagéo f eles estardo espalhados

em uma superficie cuja drea propria serd (no espago Euclideano): Ay(to) = 4nd§(t0) = 4711181’2.

22J4 que o espago é isotropico sempre podemos escolher nossas coordenadas de modo que quaisquer dois
pontos tém a mesma coordenada ¢.
B A luminosidade é definida como a razdo da energia transmitida por intervalo de tempo L = £.
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Quando o féton é emitido tem energia E, = ﬁ—i e fator de escala a(t). Mas devido ao redshift,

em fp temos:

/\0 _ /\e _ —
o= =1 = A=+ (2.67)
£, = C he Eo= e (2.68)

T droh 0T 132

O intervalo de tempo entre a emissdo de dois fétons e a recep¢do dos mesmos também sera
alterada, por causa da expansdo, assim: Aty = Af.(1 + z).
Agora, sabemos que o fluxo é dado pela poténcia detectada, dividida pela 4rea na qual a

energia estd espalhada, temos:

E E .
f=th o A = (2.69)

B 4mady? B 4raZr?(1+2)2  4nalri(1+z)%

Finalmente, substituindo (2.69) em (2.66), temos:

* dz

dp = = —
L =aopr(l+2z)=(1+2) . HE@

(2.70)

Também temos a seguinte relagdo:

dp = (1+2)%dy. (2.71)

2.3.5 Supernovas do tipo Ia

No final dos anos 90, vérios grupos de pesquisadores liderados por S. Perlmutter e
Adam G. Riess [10,11] tem utilizado as supernovas do tipo Ia (SNIa) como velas padrdo. A
vela padrdo é uma fonte luminosa cujo brilho intrinseco é conhecido e usado para medir

distancias.

As supernovas do tipo Ia sdo explosdes de estrelas ands brancas, localizadas em sistemas
bindrios. A acrecdo de matéria que se produz desde a estrela companheira faz que ana
branca alcange o limite superior de massa®*(conhecido como limite de Chandrasekhar)
onde perde a sua estabilidade. Entdo a estrela comeca a colapsar e a compressao facilita a
combustdo explosiva do carbono que produz uma destrugdo total da estrela. A radiagdo

emitida é principalmente a partir do decaimento radioativo do Niquel e Cobalto produzido

2 Aproximadamente 1,4Mo.
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na exploséo.

O pico de luminosidade deste tipo de supernovas esta relacionado com a rapidez de
enfraquecimento de seu brilho. Quando se aplica esta correlacdo, a luminosidade rela-

tiva de uma supernova do tipo Ia pode ser determinado dentro de um intervalo do 10% a 20%.

Ao realizar testes de supernovas Ia medimos especificamente o redshift e a magnitude (é uma
escala logaritmica de medida do fluxo de radiacdo em um receptor). Entdo, para um objeto
luminoso cujo fluxo de radiagdo emitida f é conhecido, define-se a magnitude bolométrica

aparente (m), assim:

m = =2,5log(f) + C, (2.72)

Nesta expressdo C é uma constante que define a escala. A magnitude bolométrica se refere

a integragdo do fluxo em todo espectro eletromagnético (todos os comprimentos de onda).

Também podemos expressar (2.72), assim:

m=-2, 510g[4nLd2] +C. (2.73)
L

Analogamente definimos a magnitude bolométrica absoluta® (M), assim:

M=-2, BZog( (2.74)

L
——|+C
47(10pc)? )
Logo chamamos a diferenga entre as magnitudes m e M de mddulo de distdncia (1), e obtemos:

- M = 5log [ 4L (2.75)
H= -8 10pc)” '

Em escalas cosmolégicas (considerando 10pc = 10-°Mpc), temos:

dar
1Mpc

u= m—M:5log( )+25. (2.76)

Usando ¢ = 3.105’% e Hy =100k s]’%’gc, expressamos (2.76) assim:

BPara uma fonte que estd a uma distancia de luminosidade de 10pc até o observador.
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u = 5log [HOTdL] — 5log(h) + 42,384. (2.77)

2.3.5.1 Union 2.1 Compilation

No inicio do ano de 2010 foi publicado um conjunto de dados do Supernova Cosmology
Project (SCP) intitulado Union2 compilation? [44]. Ele é uma atualizagdo do Union?” [45],
com 719 supernovas de 17 conjuntos de dados. Destas, 557 supernovas foram consideradas.
Logo, SCP apresentou Union2.1 compilation?® [24], a qual é uma atualizacdo de Union2
compilation, com 833 supernovas de 19 conjuntos de dados. Destas, 580 foram consideradas.

Os moédulos de distancias das supernovas do catdlogo Union2.1 foram obtidos pelo
método Spectral Adaptive Lightcurve Template (SALT2-1) para ajustar as curvas de luz das
supernovas [46].

A amostra Union2.1, assim como outras amostras calibradas com o filtro SALT2-1, produz
resultados mais préximos ao cendrio padrao [37].

Nés utilizamos dados de supernovas la, tal como muitos autores jd empregaram para para
modelos de LTB e ALTB [47].

26Qs dados podem ser encontrados no enderego http://supernova.lbl.gov/Union/.

¥ Union compilation retine dados de 414 supernovas de 13 conjuntos de dados. Destas 307 supernovas foram
consideradas.

2Com redshift no intervalo de 0.623 < z < 1.415.



Capitulo 3

UNIVERSO INOMOGENEO

A existéncia de estruturas césmicas mostra que o nosso Universo ndo é homogéneo.
No6s vemos vazios, grupos de galdxias, aglomerados, superaglomerados, walls (paredes),
filamentos, etc. No entanto, geralmente é argumentado que o Universo é homogéneo e
isotrépico em grandes escalas o que permite o uso dos modelos de Friedmann. Mas quéo
grande essas escalas sdo e o que implica quase nunca é precisamente declarado.
No entanto, durante os tltimos anos, o efeito das inomogeneidades tem que ser considerado
quando se deseja construir um modelo cosmolégico preciso até as regides onde as estruturas
comecam a se formar e sua evolugdo torna-se nao linear.
O uso de solugdes exatas mostra que a fisica bem estabelecida pode explicar alguns dos
fendmenos observados na Astrofisica e Cosmologia sem introduzir elementos altamente
especulativos, como a matéria escura, energia escura, expansao exponencial em densidade

nunca alcancados em qualquer experiéncia (inflacdo), e similares.

3.1 Modelos inomogéneos exatos

Muito poucas solucdes inomogéneas exatas das equagdes de campo de Einstein tém
sido utilizadas para descrever os fenomenos observados na cosmologia. Descreveremos

algumas delas.

e O modelo baseado na solucio de Lemaitre-Tolman-Bondi' [21-23], que é simetrica-
mente esférico e € uma solucdo de poeira (p = 0) das equacdes de campo de Einstein. A
densidade de massa e a velocidade das particulas sdo fung¢des sé da coordenada radial
e da coordenada temporal. O movimento de cada particula é radial e se move devido
a influénga da gravidade, além disso ndo se considera interacdo eletromagnética. A
densidade de massa ¢ finita em todo ponto. Este modelo é determinado por uma

escolha de coordenada e duas fungdes livres da coordenada radial r.

A energia por unidade de massa, E(r), das particulas contidas na casca esférica comével

em um dado 7, a massa gravitacional, M(r), contida nessa casca e a funcdo de bang

IEsta métrica pode ser usada para descrever vazios no Universo.

26
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time, t3(7), 0 que significa que o Big Bang ocorreu em tempos diferentes em diferentes
valores de r. O modelo de FLRW é um sub-caso.

e O modelo de Lemaitre [21] (comumente conhecido como Misner - Sharp [48]) ndo
¢ uma solugdo explicita, mas é uma métrica determinada por um conjunto de duas
equacdes diferenciais. Ele representa um fluido perfeito esfericamente simétrico com

gradiente de pressdo. Sua solugdo é obtida por integracdo numérica.

e Os modelos baseados na solucdao Quasi-Spherical de Szekeres(QSS) [49, 50], sdao
solugdes de poeira (fluido perfeito com p = 0) das equagdes de Einstein sem simetria
alguma. Eles sdo definidos por uma escolha de coordenadas e cinco fungdes livres da
coordenada radial. Os modelos de LTB e FLRW sao sub-casos deste modelo.

¢ O modelo de Stephani esfericamente simétrico, também tém sido utilizado para fins
cosmolégicos. E uma solucdo exata com densidade de energia homogénea e pressao

ndo homogeénea.

O modelo LTB tém sido o mais amplamente utilizado na cosmologia ja que é um dos mais
trataveis entre os poucos mencionados. No entanto, o modelo Quasi-Spherical Szekeres
(QSS), atualmente esta sendo considerado também para abarcar alguns problemas na cos-
mologia [26,49-51].

3.2 A solucao de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB)

O nivel de isotropia do CMB sugere que hd uma pequena dependéncia na diregado
de observagdo em grandes escalas. Justifica-se entdo a considerar métricas esfericamente
simétricas porém com inomogeneidades.

Vamos considerar um universo de poeira (p = 0)? esfericamente simétrico com inomoge-
nidades radiais, visto da nossa localizagdo, no centro. Escolhendo coordenadas espaciais
comoveis (dd—’f = 0) com a matéria, a origem espacial (x! = 0) como o centro de simetria, e a
coordenada temporal (x = t) para medir o tempo proprio do fluido comével.

O modelo LTB é uma solugdo ndo-estatica com simetria esférica das equagdes de campo de
Einstein com uma fonte de poeira. A métrica Lemaitre-Tolman-Bondi [21-23] em coordena-
das comoéveis-sincrono ,com ¢ = 1, é:

72
i =df - — g2 R2(t, r)(d6? + sen*0d¢?), (3.1)

1+ 2E(r)
onde aqui R(t,7) é a fungdo de raio areal, a prima denota a derivada parcial com respeito a
coordenada radial r e E(r) ¢ uma funcéo arbitrétria® a qual determina a curvatura do espago

para cada valor de r.

INegligenciando a pressdo o tensor de energia-momentum é: T# = putu".
3Chamada também funcdo de curvatura.
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Notamos que E deve obedecer:

2E+130, (3.2)

ja que a signatura de (3.1) é (+ - - -). A igualdade E = —1 pode s6 ocorrer em localizagdes
especiais (em valores isolados de r) chamados necks?* [26]. Podemos observar também que
recuperamos a métrica de FLRW no caso que temos:

R(t,r)=ra(t) e E(r)=-—. (3.3)

Assim, como consideramos o gauge em FLRW: a(tp) = ap = 1, no LTB podemos fazer o
seguinte gauge: R(tg,r) = Ro(r) = r [52].

A evolugdo temporal da fungdo do raio areal R(t, r) é determinado pela integral das equagdes
de Einstein:

R? = 2E(r) + 21\;1%@) 1

5ARz. (3.4)
Aqui () representa a derivada parcial respeito a coordenada temporal, M(r) é outra fungdo
arbitraria® e A é a constante cosmolégica. A solucio de (3.4) conterd uma fungio arbitraria
mais, tg(r). Ela é chamada de funcdo bang time, no caso de A = 0 veremos mais adiante de
fato que define a coordenada temporal da singularidade do Big Bang, a qual é em geral
dependente da posicdo. Com um valor arbitrdrio de A, o Big Bang ndo ocorrerd sempre,

assim como nos modelos de Friedmann.

As equacoes de Einstein (componente tt) também proporcionam a defini¢do da densidade

de massa, assim:

8nG__8nG__2M' . 2M
& T2 P R P~ ReRr

(3.5

A densidade de massa® p = % torna-se infinito quando R =0e M’ # 0 ouquando R’ =0 e
M’ #0.

e O primeiro deles é o Big Bang, a qual ocorre necessariamente quando A = 0.

e Osegundo é a singularidade de shell crossing (cruzamento de cascas), onde a densidade
de massa (p) vai para o infinito e muda de sinal tornando-se negativo. Nesses pontos, a

distancia geodésica radial entre o ponto (to, ro, 0o, Po) € 0 ponto (ty, ro+dr, Oy, o), éigual

4OvalordeE = —% ¢é admissivel com a condigdo que R’ = 0 na mesma localizagédo. Isto é um neck ou buraco
de minhoca.

Conhecida como massa gravitacional ativa dentro de uma casca esférica de raio r.

®Com ¢ = 1, temos que € = p.
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a +/grdr, torna-se zero, a qual significa que as cascas coincidem para diferentes valores
da coordenada r. Esta singularidade pode ser evitada con uma ele¢do apropriada das
fungdes M(r), E(r) e tg(r).

Estas singularidades, o shell srossing e o Big Bang coincidem no limite de Friedmann.
A equacdo (3.4) tem a mesma forma que uma das equagdes de Friedmann, exceto que ela

contem fungdes arbitrarias de r em lugar de constantes arbitrarias. A solucdo de (3.4) pode

ser escrito assim:

t—tg(r) =+

(3.6)

f dR
\/ZE(r) + 20 _1AR?

onde aqui tg(r) é uma funcdo arbitraria mais, chamada a funcdo bang time. O sinal + se

aplica para regides em expansdo e — para regides em colapso’.

Com A # 0, as solugdes explicitas de (3.4) envolvem fungdes elipticas.

Com A =0, as solugdes de (3.4) podem ser escritas na forma paramétrica, assim:
e Com E(r) <0, evolugdo eliptica:

R(t,r) = —%(1 — cosn),

1 —senn = (_]2\5)5 (t — tg(r)). (3.7)

e ComE(r) =0, evolugdo parabdlica:

1
R = [sM0)] - tar)? (58)
e Com E(r) >0, evolugdo hiperbdlica:

R(t,r) = %(cashn -1),

2F)?

sent — 1 = CO (¢~ (1), 39)
M

onde 1) é um pardmetro. Note-se também que todas as férmulas apresentadas neste capitulo

até agora sdo covariantes sob transformagdes de coordenadas da forma 7 = g(r), de tal forma

que r pode ser escolhida a vontade. Isto significa que uma das fun¢des E(r), M(r) ou tg(r)

pode ser fixado em nossa conveniéncia por uma escolha adequada de g.

"Nesta tese s6 modelos em expanséo serdo considerados.
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3.21 Comportamento na origem

As condigdes para um centro regular foram obtidos por Mustapha e Hellaby [53]. Estes
pesquisadores utilizam a métrica (3.1) e a expressao (3.4) com A = 0.
Eles definem um raio de escala, P(r), e um tempo de escala, q(r), para modelos nao

parabdlicos do seguinte modo:

P(r) = iVIE((?) e q(r)= Lr) (3.10)

+ [2E(1)]°

+ = é aplicado em modelos hiperbdlicos.

— = é aplicado em modelos elipticos.
Num modelo "recollapsing”, o raio areal em méaxima expansdo é dada por P(r) e o tempo
desde a criacdo até a destruicdo é ng(r). Das solugdes de (3.4) com A = 0, para um Universo

ndo vazio M(r) # 0, na nomenclatura de estos pesquisadores temos:

_ 20t -ts)]

p
R(t,r) = Eﬁbo(ﬂ) e &) p (3.11)
Onde:
coshn —1
bo(n) = I
1 —cosn
e

senhn—n para E>0.

&) = i para E=0.

n—senn para E <0.
Na origem temos R(t,r = 0) = 0 para todo t. Em qualquer superficie com t constante longe

da bang ou crunch, entdo é necessario que:

e A densidade p seja finita, positiva e diferente de zero.

2M’ 8nG
R — Z_ZPO(t) =cte €<0,+00>. (3.12)
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e O escalar de Kretschmann seja finita.

K1) = 48M2  32MM’'  12M’?
(t,r) = R6 + R5R’ + R4R”2
= Ko(t) =cte € < —0o0,+00 >, (3.13)

e A evolugdo em r = 0 ndo é diferente da sua vizinhanga, de modo que (t — tg), ¢o(1)
e &(n) vao mais suavemente para um limite finito em < 0, +c0 > como em r — oco. A
equacdo (3.11) entdo nos da o seguinte comportamento das fungdes arbitrédrias perto
da origem:

R(t,r)  R(+E)
P(r) M

= So(t) =cte €<0,+00 > . (3.14)

q(r) = Mazqucte €<0,+00 > . (3.15)

(xE)>2

Se assumimos que E(r) e M(r) sdo analiticas em r = 0, de modo que eles podem ser

aproximadas por polindmios em 7, entdo podemos deduzir ainda que, como R — 0:

E xR -0, Mx R — 0. (3.16)

e de modo semelhante:

R « R — 0. (3.17)

M

! ’ ~
Embora € % ambos va0 como

R O anterior da:

i

q (%’ _3F

=\ ZE) — cte  ou zero. (3.18)

Assim, temos uma origem tipo FLRWS.

3.2.2 Shell Crossing

A densidade de massa p = 5 no modelo de LTB torna-se infinita quando R" = 0 e
M’ # 0. Esta singularidade é chamada de shell crossing porque nessas localiza¢oes a distancia
radial entre duas cascas adjacentes que tém diferentes valores de r torna-se zero. Se R’ muda

de senal ali, entdo a densidade de massa na outra parte do shell crossing torna-se negativa.

8Se a densidade for permitida aproximar-se a zero na origem, outros comportamentos limitantes de E e M
seriam possivel.
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Se olhamos as componentes da tetrada do tensor de Riemann:

L =dt, e = (R—)dr, ¢ =RdO, & = Rsen0d¢, (3.19)

V1 + 2E(r)

as quales sdo:

2M M M 1
T R’ Ro202 = Rozo3 = R §R2323

Ro101 =
M M

— - = 3.20
R3 R2R (3:20)

Ri1212 = Ri313 =

Assim, o shell crossing é uma singularidade de curvatura (as quantidades indicadas acima
sdo escalares e alguns se tornam infinitos quando R” = 0 e M" # 0). Ele é considerado menos

“perigoso” que o Big Bang por duas razdes:

e Em objetos astrofisicos reais de alta densidade, gradientes de pressdo estdo presentes,
estes devem de ser capazes de prevenir a ocorréncia do shell crossing. A solucao LTB
simplesmente nao é suficientemente geral para descrever tal situagao, e acredita-se que
o shell crossing é um limite a pressdo zero, de uma onda acustica - de elevado, mas
finita, densidade.

e Um feixe de geodésicas enviados em uma singularidade de shell crossing néo fica focado
em uma superficie ou uma linha, ao contrario do Big Bang. Isto significa que os objetos
materiais que batem no shell crossing ndo seriam esmagados [54]. Por esta razdo, o

shell crossing é chamado de singularidade fraca.

Esta singularidade pode ser evitado se as formas das fung¢des arbitrdrias sio adequadamente

escolhidas. H4 duas maneiras de evita-lo:

* Definindo as fun¢des de modo que R’ # 0 em todo o intervalo de aplicabilidade do
modelo;
e

* Definindo as fun¢des de modo que R’ = 0 apenas nas localiza¢des r = r,, onde
M =0e lim |ARA,/|<oo.

oy

No6s assumimos que t > tg, tp é o tempo de Big Bang, ou seja, consideramos modelos em
expansdo. Para o colapso em dire¢do do Big Crunch t < t., t. é o tempo de recolapso, basta
sustituir (f — tp) por (fc — t) e t}; por (—t().
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Seguidamente mostramos na Tabela 3.1 o tratamento mais geral de Hellaby e Lake [55], que

sdo as condigdes para ndo ter shell crossing em regides elipticas, regides hiperbélicas e regides

parabdlicas.
Tabela 3.1. Condicdes para nao ter Shell Crossing
E(r)>0 E(r) <0
R >0
t, <0 t, <0
/ /s =2nM (M _ 3E
=0 b= (—27;)% (M B E)
M >0 M >0
Nao mais que duas igualdades ao mesmo tempo. Nao ambos M’ = 0 e E’ = 0 a0 mesmo tempo.
R'=0
t,=0 t, =0
E=0 E=0
M =0 M =0
R <0
ty =0 t; =0
/ ) < =2nM (M _ 3E
o p = (—27;)% (ﬁ B E)
M <0 M <0
Nao mais que duas igualdades ao mesmo tempo. Nao ambos M’ = 0 e E’ = 0 a0 mesmo tempo.

3.3 Inomogeneidade e distincia de luminosidade no modelo LTB

Para comparar o modelo inomogéneo LTB, com as observagdes de supernovas preci-
samos de uma equagdo que relacione o redshift e o fluxo de energia da luz com a natureza
exata das inomogeneidades. Para isso, deve-se estudar a propagacgdo da luz no Universo
LTB.

A continuagdo derivamos as equagdes para um observador ubicado no centro de sime-
tria [56]; uma deducdo mais geral de estas equa¢des para um observador fora do centro
(off-center) pode-se encontrar no artigo de Alnes e Amarzguioui [57].

Estudamos a propagacado daluz na dire¢do radial, isto é, existem geodésicas com d0 = d¢ = 0.
Além disso, ja que a luz viaja sempre ao longo de geodésicas nulas, temos ds? = 0. Inserindo
estas condi¢gdes em (3.1), obtemos a equacdo para os raios de luz:

it R(7) dt  dr R(7)

- = ou —=-——
dr \1+2E() du  du \1+2E(r)

onde y é um parametro de curva, e o sinal negativo indica que estamos estudando os raios

(3.21)

de luz que radialmente nos atingem.

Consideremos dois raios de luz que sdo solugdes da equagéo (3.21), os quales sdo t; = t(u) e
tr = t(u) + A(u). Substituindo estas solugdes em (3.21) temos:
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dyy _dtQu) _ _dr R'(t(u),7)

=— =, (3.22)
du  du du \1 +2E(r)
dt R'(t d
d _dt) | dAG) __dr R, | dAG 52
dp  du w du \T+2E(r)  du
Também da equacgdo (3.21), temos:
diy __dr Rityr) _dr RU(Hw) +Aw),7) 620
du  du \T+2E(r) A4 T+2E(r) '
Fazemos uma expansdo de Taylor entorno de A(u) em apenas termos lineares’, assim:
dty _dr R(),7)  dr R, AR 525
du  du JT+2E() A4 \1+2E()
Das equagdes (3.23) e (3.25), obtemos:
dA R'(t, A
(W) _  dr RI(t,)A(p) (3.26)

dp — du T+ 2E(r)

; I 010 ., — AO) L odz _ _ MO dA)
Derivando a defini¢do do redshift™ z = W 1, temos: d = TR dn

esta relacdo y a defini¢do do redshift na equacdo anterior para obter:

. Logo sustituimos

dz _ dr L+ 2R'(t7)
du  du \JT+2E(r)

Finalmente de (3.27) e (3.21) obtemos o par de equagdes diferenciais ordinarias de primeira

(3.27)

ordem, que determinam as relagdes entre as coordenadas e o redshift observavel, ou seja t(z)

e r(z). Assim:

i R

dz =~ (1 +2)R(t 1) (3.28)

PR/ (H(u) + Au), 1) = R (H(u), 1) + R (), DA W)

1°Onde A(0) é o comprimento de onda recibido por nés e A(u) é o comprimento de onda emitida pela galaxia.
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ﬂ 3 c+/1+2E(r)

dz  (1+2)R'(t 1) (3.29)

Aqui reintroduzimos a velocidade da luz ¢ ~ 0.3 em unidades de g—’;ﬁ [58] utilizado para a
consisténcia de obter a distdncia de luminosidade em Gpc. Estas equagdes (3.28) e (3.29) com

condicOes iniciais f(z=0)=1fy e r(z=0)=0 determinam t(z) e r(z).

A distancia de luminosidade!! d; (z) de uma fonte de luz até o observador central é [28]:

dr(z) = (1 + 2)?R(t, ) = (1 + 2)’R(t(z), (2)). (3.30)

Aqui identificamos que d4(z) = R(t(z), r(z)) é a distancia de didametro angular. O correspon-
dente mddulo de distincia a partir da definigdo (2.75) e considerando 10pc = 10~8Gpc é:

p=m-M= 5log((§l—;c) + 40. (3.31)

3.4 Definicao das taxas Hubble Hy(t,7) e H. (¢, 7).

Uma propriedade essencial dos modelos de LTB é sua dependéncia radial nas taxas de
expansao [29]. Mas precisamente podemos definir:
A taxa de Hubble de expansdo transversal:

_ Rt,7)

Hrtn) = 2

(3.32)

a qual descreve a taxa de expansdo das cascas esféricas individuais.

A taxa de Hubble de expansdo longitudinal:

R'(t,7)
R/(t, 1)

Hi(t,r) = (3.33)
a qual descreve a taxa de expansdo ao longo da direcao radial.

Da equagdo de Raychaudhuri em modelos de LTB [29]:

HL+2HT:—%62—02—4RGQ (3.34)

1A partir do teorema de reciprocidade [59] podemos também obter a dy.
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o ponto ( - ) indica a derivada com respeito a um pardmetro afim escolhido adequadamente,

temos:
0 =(2Hr+Hr), éoescalar de expansao, (3.35)
e
2_2 2 L o
0° = 3 (HL—Hr)”, éocisalhamento gravitacional. (3.36)

Geralmente, o cisalhamento nos modelos LTB desaparece quando r — 0 ou quando r é
suficientemente grande, o que implica que as taxas de Hubble transversal e longitudinal
tornam-se idénticas.

Lembramos também que a densidade de matéria p(t, r), satisfaz a equagdo de conservagao'? [60]:

p+0(p+p)=0 com p=0 = p+@2Hr+Hy)p=0. (3.37)

Para o caso FLRW: 0 = 3H, é dizer as taxas sdo iguales.

3.5 Modelos com E = 0 e com tempo do Big bang inomogéneo.

3.5.1 Relagdes gerais para E = 0.

No6s consideramos a métrica de LTB, equagao (3.1).

Na equacao (3.4) considerando H(t, r) = ﬁgg, E=0e A =0, obtemos:

2M(r) = H(t, r)R3(t, 7). (3.38)

A solugdo da equagdo anterior estd dada por (3.8).
Podemos calcular Ry para o tempo de hoje (to):

2

M) (o - 1500)* (339)

Ro(r) = R(tg,7) = [

Diferenciando a equagdo (3.8) com respeito do tempo, temos:

. 2719 51 2 R
R(t7) =5 [EM(r)] pywre i ot (3.40)

12Substituindo u* = (1,0,0,0), a métrica (3.1) em 0 = u”;y obtemos: 6 =T + T}, + 15, + I3 =2Hr + H; .
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Luego podemos calcular a taxa de Hubble inomogéneo:

R 2 1
H(t, 1’) = ﬁ = gm (341)

Evaluando esta taxa de Hubble para o tempo de hoje (¢p), obtemos:

1

(to — ta(r))’ (342

Ho(i") = H(to, 1’) = %

Diferenciando a taxa de Hubble, com respeito a coordenada radial, a partir da equagéo (3.41):

b2 k()3
H (t, 1’) = gm = EH (t, T)tB(T’). (343)

Evaluando a relagdo anterior para o tempo de hoje (fg), temos:

tp(r) 3

, 2
H()(r) = 5

Da equagdo (3.8) calculamos R’(¢, r):
M L )
Rit,r) =3 [M 20 ) R(t, 1)

19 S M t(r)
=3 [EM(V)] [ﬁ - Zm] (t —tg(r)s.

@I

(3.45)

Também calculamos R’(t, 7):

2 []\i t(r) ] R(t,7)

Rt =537+ E—t300) | E=t5(r)

219, P[M 0 1
-2 [EM(;’)] [ﬁ e (r))] = (3.46)

Substituindo as expressdes (3.45), (3.38) e (3.8) em (3.5), obtemos:

(3.47)

3H(t,7) = 8nGp [1 -2 () M ] .

(t— tp(r) M

Da relagdo anterior, quando ¢p(r) = cte nés obtemos a equagao usual de Friedmann.
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Por outro lado dividindo por R? a relagdo (3.4), temos:

2E() _2M(r) 1

2 -
H(t,r) = 2t 5/\. (3.48)
Entdo, para o tempo de hoje ty:
__2EO L o) - . (3.49)
R3(r)H2(r) 3H;(r)

ParaE=0 e A=0,temos: Qu(r) = #ggm =1, entdo:
0 0

2M(r) = HY(NR3 (7). (3.50)

Substituindo (3.42) e o gauge'® Ro(r) = r, na equacao anterior, obtemos:

M(r) = 2 r (3.51)
9 (to — tp(n))* '
Issto significa que en geral: M # Mor>.
Outra relacdo que precisaremos nas equagdes seguintes é:
M 3 2
— == . 3.52
M r to—1p ( )

Também substituindo as expressodes (3.45) (3.51), (3.52) em % = —R'(t, r), obtemos a equacdo
diferencial geral de propagacdo de luz num universo sem curvatura com tempo inomogéneo
de Big Bang.

t _ Sriym  Fri0)] ¢t

dr =Tt =) E=150) | (5 — 1)}

(3.53)

Nas subsegoes seguintes consideramos dois modelos diferentes para o tempo inomogéneo

de Big Bang, tp(r).

13Este gauge também ¢ utilizado nos artigos [52,56].
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3.5.2 Modelo com E = 0, A = 0, M(r) # Mor® e t},(r) < 0.

Nos aplicamos as relagdes anteriores um ansatz para a fungdo bang time tp(r), assim:

tg(r) = tgoe_(%)m. (3.54)

Onde se cumple:

tg(r = 0) = tpo, tg(r>r) =0

(1) = —tBrOCm (%)m_l o) = (l)m_l £3(7). (3.55)

Substituindo na equacgéo (3.42) temos:

2 1 2 2 t
Ho(r) = 3————= = = u

_ + = 3.56
b — tye-(2) 3 3o (3-56)

(toe) — tao)
A relagdo anterior tém a mesma estrutura que a expressdo no artigo de Enqvist [52]. E dizer:

Ho(r)=H+H(r) com H= 2 e H(r) = 2 tBo

3t0 3t0 (toe(#)m — tBO) .

Notamos também que para Ho(r = 0) = m e Ho(r>r.)=H = 3%0

Ademais na equacgao (3.44) obtemos que: Hj < 0.

~ 200 M -
Na equagdo (3.47) o termo = 777, expressado com nosso ansatz é:

20500 M _ 2 (L)’“ 210) 1 (357)
t—tg(ryM’ 3" \r. t—tB(r)l_%m(rL)m tfgzr). '
Logo a equacdo (3.47) podemos expressar assim:
2 "ot 1
3H? = 8nGp 1+-m(1) 5(1) - (3.58)
) T
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A densidade de massa p esta dada pela expressdo (3.5). Nesta expressdo substitui-

mos R e R’ para obter:

M

4 4
87'(Gp:§ M :g

M t,
|45 - 2% | e - oy

t—tg M’

1
[1—£M](t—t3)2'

Reescrevendo o anterior assim:

1
[1+ N(t,7r)](t-tg)?

4
8nGp = 3

Onde:

N(t,r) = %m(i)m t5(7) L

re) t—tp(r)q _ %m(L)m tgt—Bt(;zr) '

re

Agora fazemos a derivada de (3.60):

8nGp’ = -

4 (t—tp)? N[zi'_ 2t (1+11])]

B[1+N)¢t—t2 LN t-tz\ N

Por outro lado N, cumple:

N 1 N
N = oo (7)) >0 No=o

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

Também podemos observar que: p’(r — 0) < 0. A regido r = 0 ndo é o centro de uma regido

de baixa densidade (vazio) mais podemos dizer que é o centro de uma regiao de alta densidade.

O artigo [25] usa resultados obtidos por Iguchi e colaboradores [61] para derivar o perfil de

densidade nos modelos de LTB. Por exemplo para o caso E = 0 (evolugédo parabdlica) a pj <0

o qual significa que o observador estd localizado numa regido de alta densidade e nos casos

de E < 0 (evolugdo eliptica) e E > 0 (evolugdo hiperbdlica) a pj > 0 o qual significa que o

observador estd localizado en um vazio local [25].

3.5.2.1 Propagacao de luz e relacdo da distancia de luminosidade - redshift no modelo

comE =0, A =0, M(r) # My’ e tp(r) <O.
A partir da equagdo (3.21) com E = 0, temos:
dt

E" =—-R (t, 7’).

(3.64)
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Substituindo R’ na equagao anterior, a partir de (3.45):

dt 179 M () 2
o=—g [Emw] [M -2 | = ) (3.65)
A equagdo anterior pode ser escrita:
dt 179 PPM 2
%_—ng@]——n+ma—mmn (3.66)

onde da equagdo (3.51) e com nosso ansatz para t;(r) < 0, obtemos:

M 3 2 (r\" tp
M r [ 3m(1’c) (to—tB)] ( )
Explicitamente ficaria:
dt [t-ts(M]} [ 2m [\ tp(r) } Dm [\ tp(r) 1
o BT o= (2 1+ = (< . (3.68
dr [ty — tB(r)]% 3 (rc) to — tg(r) " 3 (rc) t—tp(r)q _ e (rL)m tt—Bt(rZr) (3.68)

Substituindo as expressodes (3.51), (3.67), (3.54) e (3.55) na equacgdo (3.45) e na equagdo (3.46) obtemos
R'(t,r) e R'(t, ) respetivamente, assim:

't 1) = ! JZmr\t () 2m e\t () N
Rit,n = PANEE [1 3 (r) fo—ts(r) 3 (r) t—tB(r)][t B0, (369
[to —tBoe (’c) :I
e
o oy 2 1 C2mr\" tg(r)  om(r\" tg(r) 1
RN =3 ][ 3 (rc) fo — t5(7) 3(rc) t—tB(r)][t_tB(r)];' (3.70)

[to - tBOE_(i)

Agora também podemos escrever as equacdes diferencias para t(z) e r(z). Das equagoes (3.28) e
(3.29), temos:

dt _ R(tr)

dz ~  (1+2)R(tr) G-7D

dr B c+/1+ 2E(1’) dr c

com E=0

dz ~ (1+ 2Rt 1) = Iz A+REn 572
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Substituindo as relagdes (3.69) e (3.70) nas equagdes anteriores (j—; e Z—;), obtemos explicitamente:

" _tg(r) ta(r)
dandt o 3[m%(E) s 2 (2)" Al - 0] (3.73)
d B _E M tp(r) M s (r) .
: [1 - Z?m (r_rc) to Bt;(r) - % (L) t BtBr(r)
e
1
- 1 (3.74)

c dz  2__1 [1_2_m(1)m t5(r) _m<1)m ty(r) 1
3 lto-ts1 3 by 3 O (13

Estas equagodes diferencias explicitas podem ser resolvidas numéricamente y sustituidas na relagdo
de distancia de luminosidade (d..(z)), é dizer na equagdo (3.30).
Seguidamente substituimos d.(z) no mddulo de distdncia teérico, é dizer na equagdo (3.31).

3.5.2.2 Perfil da densidade de massa p e sua derivada p’ para o modelo #;(r) < 0.

A expressdo para p(t, r) estd dada pela relacdo (3.60). Entado, substituindo as expressoes (3.61)
e (3.54) na equagcéo (3.60), obtemos explicitamente:

6nG 1

—= Pt = :
m ()" _ts(r) 2
[1 + ZT (rc) t—tp(r) 1— Zm( )”‘ tp(r) ] [t - tB(r)]

to—tg(r)

(3.75)

A expressdo matemadtica para p’(t,7) pode ser obtida derivando a equacdo anterior com respeito a
coordenda radial ou simplesmente da equagéo (3.62):

671G =ty N[Z\_f'_ 21 (1+;])] (3.76)

_’tl —
TR TR e T

Aqui tg(r) e N sdo dados pelas expressdes (3.54) e (3.61) respetivamente. Os perfis de p e p’ sdo
visualizados na Figura 4.11 e Figura 4.12, respectivamente.

3.5.2.3 Idade do Universo no modelo f(r) <O0.

Noés esclarecemos como a idade do Universo em modelos inomogéneos de bang-time
dependem da coordenada radial. A continua¢do lembramos as seguintes expressdes para os modelos
ACDM e Einstein - De Sitter:

e Para ACDM temos R(t,7) = rSx(t), E(r)=0 e M(r) = Mpr.

Logo substituimos estas expressdes na equacao (3.4) e obtemos:

2Mp
Sa(t)

SR 2520, (677)
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A solugdo desta equagdo diferencial é:

V3A

2

6Mp

SA(H) = (T) Senh} [ (t tBA)]. (3.78)

Também temos a equagdo diferencial da geodésica nula:

dt
) (3.79)

Aparentemente, a idade do Universo esta relacionado com as assintotas:

dt
=0 = t=tn (3.80)
e Para o modelo de Einstein - de Sitter temos R(t,7) = rS(t), E(r)=0, M(r)=My® e A=0.

Logo substituimos essas expressdes na equagao (3.4) e obtemos:

2M

2
S5 = SOR (3.81)
A solugdo desta equagdo diferencial é:
IMo 3
S(t) = (—2 0) (t—tp1)3. (3.82)

Também temos a equagdo diferencial da geodésica nula:

dt

= = =5(0). (3.83)

De forma similar, a idade do Universo esta relacionado com as assintotas:

dt

E‘O =  t=tp. (3.84)

Nos nos perguntamos: hd assintotas semelhantes em nossos modelos inomogéneos
Da equacdo de propagacdo de luz (3.68), obtemos:

dt 2m ( r )m — tg(r) (3.85)

EZO = ti(f’):tB(r)_? (l)m ts(r)
3 \r. to—tg(r)

c
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As assintotas obviamente dependem de
Para r pequeno:

ST t; = tpo.
Para r grande:
r>r. ti ~ 0.

3.5.24 Taxas de Hubble Hr(t,7) e H.(t,7) no modelo #,(r) < 0.

Substituindo as expressdes (3.8), (3.40) e (3.54) na definicdo (3.32), obtemos'*:

2 1
Hr(t,r)= 3 ——— - (3.86)
34— tpoe ()
Substituindo as expressoes (3.46), (3.45), (3.51), (3.54) e (3.55) na defini¢do (3.33), obtemos:
m 7(%)Nl
1-m(zr tgoe _ 1 _
2 1 S .
Hi(t,n =3 — — (3.87)
3 t - tBOe_(;) m
1+ z?m (rrc " _tge (%) 1

f—tgoei(’%)m 1_M(L)m tBOz’i(T’/l-‘)m
3 \rc A\
(%)

to—tpoe

Obviamente, Hr e H; sdo diferentes em geral. A Figura 4.15 d4 uma representacdo gréfica do
comportamento destas taxas.
3.5.3 Modelo com E =0, A = 0, M(r) # Mor® e t},(r) > 0.

Aqui propomos um ansatz para a fun¢do bang time t(r), assim:

ta(r) = tpo — taoe (), (3.88)
onde se cumpre:

tB(T = 0) = 0, i’B(T > 1’5) = tgo,

(rl)'“*1 tgoe ()" = I (ri)mf1 [tso — t5(r)] (3.89)

m
tp(r) = —
7, I Te \T¢

c

Este modelo pode ser estudado de maneira similar como o modelo anterior com #}, < 0.

4 embremos que o H(t, r) anterior ¢ chamado de Hr(t,r) para distinguir da outra grandeza H; (t, 7).
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Substituindo na equacéo (3.42) temos:

_ _(é)m)
Ho(r) = 2 1 2 2 tBo(l e
’ 3 " ~ 3t 3ty F\M
; fo — o (1 —e (%) ) 3to 3t to — tgo (1 —e (%) )

(3.90)

A relagdo anterior tém a mesma estrutura que a expressio do artigo de Enqvist. E dizer: Hy(r) =

H+ H(r).
Onde:
_ N tBO 1- e‘i
H= 2 e H(@= i(—),
3to 3t tg — tpo (1 -¢77)
Também se observa que: Hy(r = 0) = 3—%0 e Hyrr>r)= m

Da equagédo(3.47) e com nosso ansatz t, > 0 obtemos:

3H? = 8nGp(1 - U) (3.91)
onde:
5 M 2m(r\"tp — g 1
u,n === —(—) : 3.92
( T) t—t (7") M 3 re t— tB 1+ 2?m (L)m tfo_ttB ( )
Te 0—1B

Ou também:

8nGp = i (3.93)

T3 (1= Ut tp)?

Diferenciando a equagédo anterior, com respeito a coordenada radial, temos:

,_ 4 (t-tp) [E’ tp (1 ]
e Ty bR (7-1)I (3.94)
Onde U, cumpre:
T h+o0l, (3) >0 uo=o (395)

Podemos observar que: p’(r — 0) > 0, é dizer que a densidade se incrementa com 7, onde r = 0 é o
centro de uma reagido de baixa densidade (vazio).

Quando p” > 0 no centro, a densidade aumenta com a distidncia a partir do centro, ou seja, ha um
espaco vazio em torno do centro. Alguns autores afirmaram que a presencga desse vazio é uma
caracteristica necessdria de qualquer modelo LTB usado para imitar expansdo acelerada [30].

Por outro lado, existem resultados que sugerem que uma colina local, como no modelo anterior,
também podem reproduzir dados observacionais [25,62].
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3.5.3.1 Propagacio de luz e relacdo da distiancia de luminosidade - redshift no modelo
comE =0,A=0,M(r)# My e tp(r) > 0.

Da equacao (3.21) e com E = 0 temos:

dt ,
- =-R (t, 7). (3.96)

Sustituindo R’ na equagdo anterior, a partir de (3.45):

179 Y (1) 2
A equacdo anterior pode ser escrita assim:
dt 19, M 2
C=-g [EM(r)] IR (O (3.98)
Onde da equagéo (3.51) e com nosso ansatz para t;(r) > 0, obtemos:
M 3 2m (r mtgo—tg]
=1+ =(=) 2= :
M 7’[ * 3 (VC) i’o—tB (399)
Explicitamente ficaria assim:
a __[t- t()] [1 N 2m (L)m tpo — fB(V)] 1 2m (L)m tpo — tp(r) 1 (3.100)
dr [to — tB(”)]‘% 3 \re) to—tp(r) 3 \re) t—tp(r) 14 ZTm (L)m ttBo—ttB((")) T
Tc 0—tBlr

Substituindo as expressdes (3.51), (3.99), (3.88) e (3.89) na equacdo (3.45) e na equagdo (3.46)
obtemos R’(t,r) e R'(t,r) respetivamente, assim:

Rt = [t t[t E:B(r:]j,)m)]g [1 N %’“ (rlc)m tfoo_"—s((:)) _ %m (ric)m %] (3.101)
o—tpo|l—e \¥
e
Rt = g[to by (11—(3‘(5)"1 )F [1 2?1” (r_’;)m % " % (r_rc)m tio—_t:z:)r)] [t — ;(r)]é (3102)

Agora também podemos estabelecer as equacdes diferencias para t(z) e 7(z). Das equagdes (3.28) e
(3.29), temos:

it R,

& TRy (3.103)
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c+/1+2E(r
dr_—() com E=0 = dr ¢

dz ~ (1+2)R(t7) iz - (1+2)R/(t, 1) (3-104)

Substituindo as relagdes (3.101) e (3.102) nas equagdes anteriores (% e %), obtemos explicitamente:

2 " tgo—ty(r) _ 2 " tgo—tp(r)
s[1+3(2) 2 - 3 () o]t tso)

dt
(]. + Z)E - _E [1 + 2 (L)m tpo—tp(r) + m (L)m tBU_tB(V)] (3105)
3 \re to—tp(r) 3 \r t—tp(r)
e
(1+2)dr _ 1 (3106
c dz 2 1 [1 4 2m (L)m tpo—tp(r) | m (L)m tpo—tp(r) 1 ’
3 [to—tB(r)]% 3 \r to—tg(r) 3 \r t—tp(r) [t—tg(r)]%

Estas equagdes diferencias explicitas podem ser resolvidas numéricamente e sustituidas na relagao
de distancia de luminosidade (d;.(z)), é dizer na equagdo (3.30).
Seguidamente substituimos d.(z) no mddulo de distdncia teérico, é dizer na equagdo (3.31).

3.5.3.2 Perfil da densidade de massa p e sua derivada p’ para 0 modelo £;(r) > 0.

A expressdo matematica para p(f, r) esta dada pela relacdo (3.93). Substituindo (3.92) e (3.88)
na equacao (3.93), obtemos explicitamente:

61tG 1

@ = p |
2 tpo—tp(r) 1 2
[1 - ?m (%) lzo—tglz}') ]+%(L)m tgo—tg(r) ] [t - tB(r)]

to—tg(r)

(3.107)

A expressdo matemadtica para p’(t,r) pode ser obtida derivando a equacdo anterior com respeito a
coordenda radial ou simplesmente da equagdo (3.94), assim:

onG G-t U o1
N = [(1—u)(t—t3)2]2U[U +2t—t5(u 1)] 1)

Aqui tp(r) e U sdo dados pelas expressdes (3.88) e (3.92) respetivamente. Os perfis de p e p’ sdo

representados graficamente na Figura 4.25 e Figura 4.26, respetivamente.

3.5.3.3 Idade do Universo no modelo f(r) > 0.

De forma similar as equagdes de propagacdo de luz dos modelos ACDM e Einstein - de Sitter,
temos neste modelo (t; > 0) a equagéo de propagagao de luz (3.100), assim:

LN t,-(r):tB(r)+2—m(1) oo~ la(r)
Te 1+2_m(£) tpo—tp(r)

= . (3.109)
3 \re to—tp(r)
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As assintotas obviamente depende de r, assim:
Para r pequeno:
r<< . ti =~ 0.
Para r grande:
r>7r.c t; = tpo.

3.5.3.4 Taxas de Hubble Hr(t,7) e HL(t, ) no modelo t,(r) > 0.

Na defini¢ao da taxa de Hubble de expanssdo transversal, Hr(t,r) = %, substituimos as expres-
soes (3.8), (3.40) e (3.88), obtendo:

2 1
HT(i’, 7") = 5 TR
t— tg (1 (%) )

(3.110)

Também na defini¢do da taxa de Hubble de expansdo longitudinal, Hi(t,r) = ﬁ—:, substituimos as
expressdes (3.46), (3.45), (3.51), (3.88) e (3.89), obtendo:

m
m tBO—tB()(l—f-’_(%) )
r 1
m
to—tgo 1757(%)
m

t_f30(1_g(%)'") L) m
1 ‘ to-fBo[l-f_(%) ]

(3.111)

m
m tBo—fB[)(l—ﬁ’_( #) )
I
e t—f}go(l—ei(%)m)

1

fBo*fBo[lﬂ’i( 7c )m ]
fo—.‘BU[l—e_( 7 )m ]

1—2m

1e2(2)"
Podemos visualizar o comportamento das taxas de Hubble na Figura 4.29.

3.5.4 Consideracoes sobre o shell crossing para o modelo E =0, A =0,
M(r) # Myr’ e t}, > 0.

Sabemos que o shell crossing pode acontecer para R” = 0 e M’ # 0. Entdo a partir de (3.45),
obtemos:

M tp(r)

M 2=ty O G112

Quando % >0 e t(r) <0 ndo temos shell crossing, como no modelo anterior. Mas no nosso
caso pode acontecer o shell srossing. Entdo substituindo (3.52) na equagdo anterior, temos:
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g 21%1’B 1%1’B

roto—tg (e —tp)

0, (3.113)

ou

3 ’ tO - tsc

T B — te) (b — f5) 0 (G119

Nos observamos que nosso ansatz t;, > 0 pode satisfazer esta condigdo. Aqui t; é o tempo para o
qual se espera o comeco do shell crossing. Entdo, resolvendo para f,., nés encontramos:

t
he | 26+ 2 (to — ta() B2

fo 26500 + 2 (t — ta(r))

(3.115)

Nesta expressdo obviamente o numerador é menor que o denominador, consistente com t,. < fy. Isto

pode levar a un Shell Crossing em tempos mais primitivos onde o modelo nédo é aplicavel.

Al ~ .
Podemos encontrar numéricamente a razao 3= para o qual o shell crossing acontece con os melhores

valores de ajuste tgy = 3.2449Gyr e r. = 0.0321Gpc. Isto nos daria outra caracterizagdo do modelo. As
representagdes graficas da situagdo podem ser observadas na Figura 4.32, Figura 4.33 e Figura 4.34.

3.6 Modelos com curvatura e com tempo de Big Bang constante.

3.6.1 Relacdes gerais para a linearizacao com respeito a E > 0.

Considerando A=0 e H(tr) = %, a equacgdo (3.4) pode ser expressa assim:

20 o 2E()  2M(r)
H(t,r) = Rt TR (3.116)
Para o tempo de hoje (to) temos:
_ 2E(n) 2M(r)
T ROED T ROEO e
De esta equagdo definimos:
_2M(r) _ 2K
Qu(r) = —Rg(r)Hg(r) () = —Rg(r)Hg(r)' (3.118)

Também:

QM(T’) + Qk(l’) =1. (3119)
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A solucdo da equagdo (3.4) com A =0 e paraE >0 (evolucdo hiperbélica) é:

M

R(t,r) = E(coshn -1,
senhn—n = %(t — tg(r)). (3.120)

Considerando a solucdo anterior, tp(r) = cte e 1n < 1 é possivel encontrar a solugdo para E = 0
(evolugdo parabdlica).
A partir da expansdo de taylor, temos:
m m
coshn =1+ > e senhn =~ n+ e (3.121)

Logo sustituindo estas relagdes em (3.120) e eliminando 7, encontramos:

R(t7) = (%)é (t— tg)3.

Esta solucdo é a mesma que (3.8).

Agora vamos incluir a seguinte ordem para as fungdes coshn e senhr, assim:

2 2 3 2
~T+ N P
coshn—1= 5 (1 + 12) e senhn —n 3 (1+ 20). (3.122)

Substituindo estas expressdes em (3.120), temos:

M 2 2
R(t,7) = E%(l + 117—2)

s, M\ _ QEE
n (1+E)—6—M (t —tg). (3.123)

Convenientemente podemos obter as seguintes relacoes:

2 2 2
2(14 1) & r (2)3 1)}
1 (1+ 12)~2E(1+ 20) i) =) (3.124)

2

e (1 + %) ~ 21;(%)5 (t—tp)} (1 + 21—0(25) (A%)g (t— tB)ﬁ). (3.125)
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Entao, substituindo na primeira equagédo de (3.123) obtemos:

R(t,r):(%/I)g [t = ts(9]} {1+%(2E)( ) [t - (] ] (3.126)

Este é o resultado para a fungdo R(¢, ) para o caso de E > 0, linearizado em torno de E = 0.
A partir de aqui nés consideraremos tg(r) = cte = 0.

Com base na solugdo (3.126) é facil de obter todas as expressdes relevantes para a dindmica de LTB
até ordem linear em E.

No artigo [63] se mostra uma imagem intuitiva do modelo "queijo suico"(Swiss-cheese) de LTB na qual
se emprega uma aproximagdo de "pequena curvatura", o que nos permite estudar tudo analiticamente.
A forca da aproximagdo encontra-se no fato de que pode descrever com precisdo a dindmica mesmo
quando %p > 1, e deste modo permite-nos estudar o efeito da formacao de estrutura nédo linear sobre
as diferentes quantidades fisicas [63]. Entdo, de forma similar realizamos nas seguintes expressdes
uma linearizagdo em E.

9M 9 2\
2 9 2 2
Rt 1) = ( ) ) [ i 10(2E)(9M) (t)S]. (3.127)
IM 27 2\
3 2 </ P g
R3(t,7) = ( . )(t) [ 20(2E)(—9M) (t)3}. (3.128)
Na equagdo (3.126) para o tempo de hoje ( to ), temos:
IM 3 9 2\
Ro = R(to, 7) = (7) (to)} [1 + 5-(2F) (W) (t0)3]. (3.129)
Também da equacio (3.126) obtemos a derivada com respeito ao tempo:
. _2R(tn 3 2\' o
R(tr)= 3= 4 - 0(215)( 9M) O (3.130)
A taxa de Hubble até ordem mais baixo em E é:
R 21 9 2
Hi =1 =57 [1 20(2}5)( ) *) } (3.131)

e H(r),é

P2

ARSI L B PR Y e
H( 1) = 25 9()2[1+10(2E)(9M) (t)»]. (3132)
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A partir de (3.131) obtemos a taxa de Hubble atual:

Hy = Hito,7) = 2~ [ + 29—0(215)( 92 ) (to)ﬁ} (3.133)

De (3.132) para o tempo de hoje ( tp ),temos:

H2 = Ha(to, 1) = g% [1 ; —(ZE)( ) (to)é} (3.134)

Da expressao (3.127), temos:

RE = (%4) ()} |1 | + 208 (5] <to)§]. (3.135)

Considerando so termos lineares de E ao multiplicar (3.135) e (3.134), obtemos:

R3HE = 5 (9M ) to) 3|1+ g(ZE)( ) (to)3 ] (3.136)
De (3.128) para o tempo de hoje (ty), temos:
Ry = (%) 7 1+ 2508 () (toﬁ]- (3137)

Considerando so termos lineares de E ao multiplicar (3.137) e (3.134), obtemos:

R3H; = 2M

1+ 2(25)(i)§ (to)} (3.138)
4 om) | :
Podemos obter de (3.118) e (3.136) o pardmetro de densidade de curvatura:
2E 9
Ul = 2oz = 520) (2) (3139)

A partir de (3.118) e (3.138) o pardmetro de densidade de mdteria é:

2
2E 9 2\ 2
QM(T) =1- @ =1- Z(ZE)(W) (tO)S' (3'140)

A partir de (3.126) podemos calcular a derivada com respeito a coordenada radial, assim:

R(t,r) = ;AA/Z(W) )} [1—19—0(15—?\]4\/}5')(%)% (t)i]. (3.141)
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Substituindo as relagdes (3.127) e (3.141) na equacéo (3.5), obtemos:

81Gp = —(t) [1—— E+?\]/}/,I ) ot (t)] (3.142)

Combinando a equagdo anterior com (3.132) obtemos a equagdo similar a
Friedmann:

3H(t, ) = 8nGp(t, 1) [1 - 19—0 (E - ‘j’\]/\f )( ) )} ] (3.143)

Nesta equagdo para E = 0 nés recuperamos o resultado estdndar.

A partir de (3.130) calculamos a segunda derivada respeito do tempo para R(t, r):

Rt r) = —;(9]2\4) O [1— —(215)( ) (t)ﬁ]. (3.144)

Logo dividindo a relagdo anterior por R(t,r):

%:-g(t) |1——(2E)( 2 ) )} ] (3.145)

Também dividendo M(r) pela expressdo (3.128), temos:

M(r) ) ( ) 2
-1 - =(E H3]. 3.146
s =5 [ 20B)(5:) O (3146)
Em seguida, temos as seguintes consistencias:
e Igualando as equagdes (3.145) e (3.146), obtemos':
R M
- =——. 147
s (3.147)
e Restando as equagdes (3.132) e (3.146) multiplicado por um fator dois, obtemos:
R?>  2E 2M
- R2 O (3.148)

3.6.2 Modelo para a fung¢do E > 0 com A = 0, M(r) = My e t(r) = cte = 0.

Dois tipos de singularidade pode ocorrer nos modelos de LTB, aparte do Big Bang: shell
crossing [26,55] e uma singularidade central permanente [26]. Entdo para evitar a singularidade
central permanente, a funcdo 2E(r) deve ter a forma seguinte [64]

15Esta equagdo também pode ser obtido derivando (3.4), considerando A = 0.
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2E(r) = —* (k+ F(r)),  F(0)=0. (3.149)
Fazendok=-|k| e F(r)=|k]| (1 - e_(i)m ), onde se satisfaz F(0) = 0. Logo substituimos estas
expressdes em (3.149):
E(F) = - [— k| + k] (1 - e-(i)"')]. (3.150)
2EM) =2 1kl (B ou E() = | ke ()", (3.151)
Calculando E’, temos:
, 1 r\" ,(L)m
E(r)=[1—§m(r—) ]rlkle )", (3.152)

Agora considerando M(r) = Myr® podemos calcular a seguinte expressao:

m m
- Mp_ 1 [1 - m(ri) ]r2 ke (2. (3.153)
C

3.6.2.1 Propagacio de luz e relacdo da distancia de luminosidade - redshift no modelo
E>0,A =0, M(r) = Myr® etp(r) = cte = 0.

Calculamos R’ o qual precisaremos nas equagdes seguintes. Entdo, a partir de (3.141) obtemos:

R, )—%%(%)5 (t)-é[l—g(E ?\Z/}/IE)( ) (t)] (3.154)

Na equagdo de cone de luz (3.21), fazemos uma linearizagdo em E:

e R o paop (3.155)

dr ~ \T+2E(0) dr

Substituimos (3.141) na equagdo anterior e considerando ordem linear em E, obtemos a equagio de
cone de luz:

do ) ol pe R 0] e
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Substituindo a equacéo (3.153) e M(r) = Myr® na expressdo anterior, obtemos explicitamente:
a_ (Mo k) _[ ( ) ] (o) ( )
== ( . )(t) [1 ke @+ S l1-m Ik|e )3 (3.157)

Também podemos escrever as equacdes diferencias para £(z) e r(z). Das equagdes (3.28) e
(3.29), temos:

dt R
dz — (1+2)R () (3158
dr _ c+/1+2E(r) _ dr _ c(1+E) (3.159)

dz  (1+2)R'(7) dz  (1+2)R(7)

Substituindo as relacdes (3.141) e (3.154) nas equacgdes (3.158) e (3.159) e considerando o ordem linear
em E, obtemos explicitamente:

(1+z)§—i:—§(t)[l+1%(E “j’\]/}/f )( )(t)} (3.160)
e
wog ozl B 0] e

Estas equagodes diferencias explicitas podem ser resolvidas numéricamente e sustituidas na relacdo
de distancia de luminosidade (d1.(z)), é dizer na equagdo (3.30).
Seguidamente substituimos d.(z) no mddulo de distincia tedrico, é dizer na equacdo (3.31).

3.6.2.2 Perfil da densidade de massa p, de sua derivada p’ e do parametro de densidade

de matéria Oy no modelo E > 0.

A expressdao matematica para p(t, r) esta dada pela equagdo (3.142), assim:

8nGp = g(t)—2 [1 - 1% (E My )( ) )} ] (3.162)

Substituindo (3.153) e M(r) = Myr® na equagdo anterior, obtemos explicitamente:

G
T ptt,r) = (2

1+ % [1 - m(r—"c)] ke ()" (%MO)Z (t)ﬁ}. (3.163)
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A expressdo matemadtica para p’(t,r) é obtida derivando a equagdo anterior com respeito a
coordenda radial, assim:

6HG p'(t, r)—(t)2[1+—lk|G()( )(t)ﬁ} (3.164)

v

onde: G(r) = [1 -m (rl)m] ().

A expressdo (Qy(r) esta dado pela equagdo (3.140), assim:

2E

QM(T’) =1-
RoH;

—1- Z(ZE)(%{)E (to)?. (3.165)

Substituindo (3.151) e M(r) = Myr® na relacido anterior, obtemos:

Qu(r) =1- Z Ik e () (i T ()} (3.166)

9My )

3.6.2.3 Taxas de Hubble Hr(t,7) e H.(t,7) no modelo E > 0.

Na defini¢do da taxa de Hubble de expansdo transversal, Hr(t,r) = %, substituimos as expres-
sdes (3.126), (3.130), (3.151) e M(r) = Myr®, obtendo:

2
2 3 2\ _1 ™

Hr(t, ) = = + — (=) +3 | k|e ()", 3.167

71 3t+10(9Mo) Flkle (3.167)

Também na defini¢do da taxa de Hubble de expanssdo longitudinal, H;(t,1) = ﬁ—, substituimos

as expressoes (3.154), (3.141), (3.153) e M(r) = Myr®, obtendo:

Hi(t,r) = 2 [1+%[1 m(r) ]lkle ()" (%M())g ti}. (3.168)

A Figura 4.44 mostra o comportamento das taxas de Hubble Hr e H; em funcédo de r para o tempo de
hoje t = t.
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4.1 Probabilidade (Frequentistas e Bayesianos)

2

Na terminologia Bayesiana, a probabilidade é uma representacdo de nosso estado de
conhecimento do mundo real. A frequéncia é uma propriedade factual do mundo real que nés

medimos ou estimamos.

Na inferéncia Bayesiana, nés podemos facilmente incorporar informacdes de frequéncia usando
o teorema de Bayes e tratando-o como dados. Em geral, as probabilidades mudam quando nés
mudamos nosso estado de conhecimento; frequéncias nao.

Entdo este mundo estéd dividido por frequentistas e Bayesianos [65,66]. Para os frequentistas a proba-
bilidade # esta relacionada com a frequéncia de ocorréncia:

P = 4.1)

n
N
Onde:

e N — nuimero total de ensaios.

e n — numero de ensaios favordveis de N ensaios totales.

Frequentistas definem probabilidade como o limite do ndmero de tentativas (ensaios) independentes
que vdo para o infinito. Os bayesianos interpretam probabilidades como o grau de confianga em uma
hipétese.

Vamos dizer que x é nossa varidvel aleatéria (evento). Dependendo da aplicacdo, x pode ser o niimero
de fétons que atingem um detector, a densidade da matéria em um volumem, a temperatura do CMB!
em uma dire¢do no céu, etc. A probabilidade de que x assuma um valor especifico é P(x), onde P

1Cosmic Microwave Background.
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é chamado de distribuicio de probabilidade. Observe que as probabilidades (os valores possiveis de x)
podem ser discretos ou continuos. Quando x tém um espectro continuo, £(x) é uma densidade de
probabilidade; ou seja P(x)dx é a probabilidade que a varidvel aleatéria x assuma um valor entre x e
x +dx.

Frequentistas consideram apenas distribui¢des de probabilidades de eventos, enquanto Bayesianos
consideram hipéteses como eventos.

Em ambas abordagens, as seguintes regras se aplicam:
e Px)>0
o [* dxP(x) = 1. No caso discreto fazemos [ — L.
e Para eventos independentes P(x1 U x2) = P(x1 ou x3) = Px1)P(x2).

e Em geral P(x1,x2) = P(x1)P(x1 | x2). Em outras palavras, entendemos que a probabilidade de
X1 e xp ocorrerem é a probabilidade de x; vezes a probabilidade condicional de x,, caso x1 ja
tenha ocorrido.

O ultimo item merece uma discussdo. S6 para eventos independentes onde P(x; | x1) = P(x2)
pode-se escrever P(x1,x2) = P(x1)P(x2). E claro que em geral pode-se sempre reescrever P(x1,x;) =
P(x1)P(x1 | x2) trocando x; e x2. Se, em seguida, se faz a identificagdo aparentemente tautolégica
que P(x1,x2) = P(x2,x1) e sustituimos x; — D para os dados e x, — H para a hipé6tese, obtemos o
teorema de Bayes:

PH)PD | H)

PH|D) = =

4.2)
P(H | D) é chamada de probabilidade posterior, P(D | H) é a likelihood (probabilidade dos dados
que temos, admitindo que a hipétese H; é verdadeira), P(H) é chamado de prior e P(D) nos da a
normaliza¢do. Note-se que aqui explicitamente temos probabilidade e distribui¢do de probabilidade
de uma hipétese.

4.2 Marginalizacao

No6s estudamos distribuicdo de probabilidade de uma varidvel aleatéria x, mas também
podemos analogamente definir distribuicdes multivariadas, a distribuigdo de probabilidade conjunta
de duas ou mais varidveis, por exemplo P(x, y). Isso quere dizer que podemos estudar a distribuigdo
de probabilidade de uma varidvel individual, integrando a distribui¢do multivariada sobre todos os
possiveis valores da outra.

Por exemplo; suponhamos que temos um modelo descrito por dois pardmetros 6 = {Q,,, Hy} (aqui Hyp
denota a constante de Hubble e Q,, é 0 pardmetro de densidade de matéria) e temos também $(Q2,,,, Ho)
e queremos saber a distribuicdo de probabilidade s6 de €2, independentemente dos valores de Hy,
entdo temos que fazer:

P(Qm) = deo P(Qm,Ho). (43)
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Outro exemplo quando o modelo é descrito por trés parametros 6 = {Q,,, Hy, w}, obtemos a distribui-
¢do de probabilidade do paradmetro Q,, independente dos valores dos outros parametros, assim:

P(Qy) = f f dHo dw P(Qu, Ho, w). (4.4)

4.3 Minimizagio x> e melhor ajuste

O ajuste de um conjunto de dados observacionais a um determinado modelo cosmolégico pode
ser feito através do método de minimizacéo de x? [65]. Esta fungéo x? quantifica a concordancia entre
o modelo e os dados. Isto quer dizer que maximizando a concordancia, obteremos os pardmetros
que melhor ajustam o modelo.

Supondo que as observacdes tenham erros Gaussianos nao-correlacionados, a funcdo x? é definida

assim:

= [Di — y(xi | 6))
ooy DvloF .
i1

o
i

onde a soma é de todos os 1 dados D;’s, e i nos fornece a predi¢cdo do modelo ao fixar valores dos
parametros representados por 6 = {0;}.

Para o caso de supernovas do tipo [a usaremos o médulo de distancia® , e o x> pode ser escrito por:

n [ lqbs _ ‘uteo(zl, | 9)]2
=Y . :

P ;

(4.6)

Para cada amostra teremos:

e modulo de distiancia observada p"bs.

e erros em sua medida o;. Estos erros estdo associados: no médulo de distancia, no redshift® ou

erros sistematicos (02 = 02 . + 02, + 0%_).
i i z,1 sist

e 0 parametro de desvio para o vermelho (redshift) z;.

Adotando valores para os pardmetros (0), calculamos o valor teérico do médulo de distancia para
aquele redshift.

Dependendo da amostra de dados de supernovas do tipo la e dos ajustadores de curvas de luz*, é
possivel considerar o erro sistematico oss: segundo a literatura. Seguidamente temos: para a amostra
Sloan Digital Sky Survey [67] que catalogou 288 dados até o ano 2008, considera para MLCS2k2 um
Osist = 0.16 e para SALT2 um oy = 0.14; para amostra Constitution [68] considera para MLCS2k2 um
Osist = 0.078 e para SALT2 um o,;s = 0.158 e para amostra Union2.1 do Supernova Cosmology Project
obtido em 2011, agora com 580 dados, ajustados com SALT2 ja contém o erro sistematico os;s; de cada

ZNa seguinte expressdo temos o0 médulo de distancia teérico: p'.

%Em geral o erro na medida do redshift é desprezado.

*Os mas comunes sdo: the Multicolor Light-Curve Shape (MLCS2k2) e the Spectral Adaptive Light curve
Template (SALT2).
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uma de suas medidas.

O artigo [69] sugere comecar com osi; = 0.15, para ambos ajustadores de curvas de luz MLCS2k2 e
SALT2, para obter um x? ~ 1 (com todos os outros parametros fixos em seus melhores valores de
ajuste). O processo iterativo é repetido mais uma vez com este novo valor e o melhor valor de ajuste
final sdo obtidos. E importante notar que o valor de oy afeta tanto o melhor ajuste e os niveis de
confianga dos parametros, pois altera o peso dado a cada supernova em (4.6) [69].

Uma regra geral, para verificar a qualidade do ajuste, é utilizar a funcéo x2, denominada x? reduzido,
definida como a razdo entre o valor minimo da funcéo x?, pelo niimero de graus de liberdade v:

2
Xmin

N .

2 _
XV - (47)
Onde v é definido como a diferenca entre o niimero de dados observacionais utilizados e o ntiimero
de parametros livres do modelo. Na cosmologia é comum de que andlise estatistica deve possui o
valor x2 ~ 1 [70].

4.4 A funcao likelihood

Até agora temos tratado com a quantidade frequentista P(D | H). Se nds fixamos P(D) =1 e
ignoramos o prior, n6s podemos identificar o likelihood com P(H | D) e assim maximizando o likelihood
nods podemos encontrar os modelos mais provaveis (ou parametros do modelo) com base nos dados.
No entanto, tendo ignorado $(D) e a priori esta abordagem ndo pode dar, em geral, a qualidade
do ajuste e, portanto, ndo pode dar uma probabilidade absoluta para um determinado modelo.
No entanto pode dar probabilidades relativas. Se os dados estdo distribuidos Gaussianamente a
probabilidade é dada por um Gaussiana multivariada:

1

1
L=————exp|-2= Y D-CHD-y)il 4.8
@n)t | detClE | 2;( ViC; (D= y); (48)

onde Cij= (D; - yi)(D]- — yj)> é a matrix covariancia.
Entdo de (4.8) se pode estabelecer uma relagdo entre o x? e a likelihood da distribuicdo Gaussiana. Isto

quer dizer que a probabilidade # de que dito parametro assuma algum valor é definida através da
funcao de verossimilhanca®:

[N}

X

)(2
L=Ae 7 ou P x e 7. 4.9)

A constante A serd incorporada a normalizagdo da distribuicdo, e caso o prior seja uniforme, ou
seja, caso ndo tenhamos nenhuma informagdo adicional sobre o sistema que associe pesos extras a
distribuicao, a probabilidade posterior sera proporcional a likelihood.

5A verossimilhanga é uma fungéo de densidade de probabilidade, em inglés Probability Density Function, ou
simplesmente PDF.
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Neste trabalho serdo encontrados quais pardmetros minimizam a fungéo x* em cada teste e, através
do proceso de marginalizagdo, serd estabelecido individualmente qual valor preferido para cada
parametro através de (4.9).

4.5 Asregides de confianca

Uma vez que os melhores pardmetros para cada modelo cosmolégico sdo obtidos, nds nos
perguntamos: como se pode representar o cortono de confianga ou a regido de confianca em torno
dos melhores parametros de ajuste. Uma escolha razoavel é encontrar uma regido no espago de
pardmetros m-dimensional ( onde m é o nimero de pardmetros) que contém uma certa porcentagem
de distribuigdo de probabilidade.

Na maioria dos casos se deseja uma regido compacta em torno do melhor ajuste. A escolha natural
¢ dada por regides de contorno x? constantes. Note-se que pode haver casos (quando x* tém mais
de um minimo) no qual pode-se precisar informar uma regido de confianca ndo-conectada. Para
distribui¢des Gaussianas multivariadas entretanto sdo regides elipsoidais. Note-se também que o
fato de que os dados tém erros Gaussianos ndo implica que os pardmetros tenham uma distribuigao
de probabilidade Gaussiana.

Seja a likelihood uma Gaussiana para os pardmetros. Ademds cada regido de confianca

X2 < )(fm.n + Ax? (onde )(iﬂ,n corresponde ao minimo valor possivel do x%) indica a probabilidade de
que os parametros estdo dentro de um determinado nivel. Esta probabilidade depende do ntimero
de parametros livres® p, ver Tabela 4.1.

Tabela 4.1. Valores de Ax? para diferentes niveis de confianca e quantidade de parame-
tros livres p.

p 1 | 2] 3] 4] 5] 6
683% (1o) | 1 |230 | 3,53 | 472|589 | 7,04
90% 2,71 | 4,61 | 625 | 7,78 | 9,24 | 10,6
95,4% (20) | 4,00 | 6,17 | 8,02 | 9,70 | 11,3 | 12,8
99% 6,63 921 | 113 [ 133 | 151 | 18,6
99,73% (30) | 9,00 | 11,8 | 142 | 16,3 | 182 | 20,1
99,99% | 15,1 | 18,4 | 21,1 | 23,5 | 25,7 | 27,8

4.6 Dados Union 2.1 e 0o modelo com #,(r) <0

Amostra utilizada aqui e em todos os seguintes modelos é a amostra de Union 2.1 resultado do
Supernova Cosmology Project, calibrados com o filtro SALT2-1 [46,71]. A Figura 4.1 ilustra esses dados
em contraste com a o médulo de distancia teérico (3.31) para os valores preferidos do modelo (3.54)
de acordo com a prépria amostra Union 2.1.

°QOs valores de Ax? com dois parametros livresa 1, 2 e 30 seriam x> < x2. +2.30, x> <2 +6.17 e

min min
2

X* < X2, +11.8 correspondendo ao 68.3%, 95.4% e 99.73% nivel de confianca.



4. FERRAMENTAS DE ANALISE ESTATISTICA E ANALISE DE DADOS DE
SUPERNOVAS IA 62
461 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]

) |

Ho %ﬁf

38 fﬁ

36

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 12 14
Z

Figura 4.1. Dados do mé6dulo de distancia das Supernovas do Union 2.1 confrontados com sua
previsdo tedrica para tgy = 4.0573Gyr e r. = 2.6198Gpc.

A Figura 4.2 mostra, com niveis de seguranca 1o, 20 e 30 0s valores para os parametros tgg = 4.0573Gyr
e t. = 2.6198Gpc que melhores se ajustam aos dados da amostra.
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38 39 4.0 4.1 4.2 4.3
tg,

Figura 4.2. Curva de contorno (tg, ) para Supernovas do Union 2.1.

A andlise individual dos pardmetros do modelo através da funcdo de densidade de probabilidade
resulta nos seguintes valores preferidos: tgy = 4.0573Gyr e r. = 2.6198Gpc. Estos resultados sdo
ilustrados na Figura 4.3 e Figura 4.4.
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Figura 4.3. Valor preferido para tgy = 4.0573Gyr.
PDF
23 24 25 2.6 2.7 2.8 29 3.0

le

Figura 4.4. Valor preferido para r. = 2.6198Gpc.
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Seguidamente podemos resumir os valores obtidos na Tabela 4.2 para o modelo com tempo do Big
Bang inomogeéneo t5(r) < 0.

Tabela 4.2. Resultado da andlise estatistica com supernovas do tipo la para a amostra
Union 2.1 com diferentes exponentes do modelo t; < 0.

| SN Ta Union 2.1 \
tp(r) = tBoe_(i)m X3 tpo [Gyr] re_[Gpel
— 1.0349 || 4.0574100649 || 2 6198+00523
=3 1.1586 || 3.8584*0.063 || 26095400379,
— 1.2753 || 3.7465+00672 || 26338100319

4.6.1 Propagacao de luz, raio areal R(¢, 7(t)) e linhas de mundo no modelo
tp(r) <O0.

A equacdo de propagacdo da luz é dada pela equacgao (3.68), a qual é:

Tc

ﬂ__w[lj_m " t(r) ]1 2m (r\" () 1
dr (to—tB(i"))% ( ) [+ ( )

3 \re) to—ty(r) 3 f—tB(T)l_Zﬂ(r)m ()
3

3 } . (4.10)
to—tp(r)

e

A outra equacdo diferencial equivalente pode ser obtida, substituindo (3.54), (3.55) em (3.53):

2
om T m _(L)m om r m _(L)m [t_t e_(é)m:|3
= tgoe \re = tgoe \re BO

at ——[1— #z) o + 2 ()t ] . (4.11)

E h r m Z
[fo — tgoe™ (%) ]3

Considerando tg(r) = cte = tg; = 4.5Gyr em (3.53) obtemos, no limite, o cone de luz para Einstein-De
Sitter:

to — tgoei(i) t— tgoei(é)

ar _ _ (- tp1)’ (4.12)
dr (to = tBl)%

Mostramos na Figura 4.5 os cones de luz para o modelo tz(r) < 0, um modelo com constante
cosmoldgica, mesmo ndo com A do modelo ACDM e o modelo de Einstein-de Sitter. Nesse grafico se
consideram os seguintes valores : M, = 0.0012Gyr=2 = 0.013Gpc™2, A = 0.0001Gyr~2 = 0.001Gpc™2 e
to = 13.7Gyr.
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Os valores de M, e A utilizadas no artigo [30], sdo idealizadas para obter os graficos em dito artigo.
Na Figura 4.5, Figura 4.6 se considera valores idealizados para A e r., e na Figura 4.7 se considera
valores reais.

1 ‘ | ‘ ‘ | /\CDN‘I
~ tg(r)<0, m=4 Einstein - De Sitter
13 \\\\\\ — — tgo=3.7299Gyr
\s,\?\ tga =0
10 \?*:?‘::\) tgq = 4.5Gyr
tiGyr] °

s e

4 e T
20 T

0 | | ‘ ‘ | —

0 5 10 15 20 25 30

r [Gpc]

Figura 4.5. Propagagdo da luz com valores para tgy = 3.7299Gyr e r, = 2.0Gpc, aqui os valores
de A e r. sdo idelizados.

No seguinte gréfico consideramos: M, = 0.0012Gyr™2 = 0.013Gpc™2, A = 0.001Gyr? = 0.01Gpc™2 e
to = 13.7Gyr. No seguinte grafico . é de ordem correta, ndo é idealizado da mesma maneira como A.

14 . ACDM
. . T tg(r)<0, m=4 Einstein - De Sitter
12 \\\ — — tgg =3.7299Gyr
\\\ tga =0

10 x}\\}:‘?. tgq = 4.5Gyr
t [Gyr] 8 “*~~~;7lijf ~~~~~~

6 T

S

2 T

. | | | | e

r [Gpc]

Figura 4.6. Propagacio da luz con valores: tgy = 3.7299Gyr e r. = 2.0Gpc, aqui os valores de A
e r, sdo idealizados.
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O seguinte gréfico é feito com valores reais: M, = 0.0012Gyr™2 = 0.013Gpc™2, A = 0.01Gyr? =
0.1Gpc2 e ty = 13.7Gyr. Neste gréfico se pode observar que a curva do modelo #, (linha azul)
reproduz razoavelmente a de ACDM.

14 ‘ , | | | ACDN;
NG e (r)<0, m=4 : : i
\\ tg(r)<0m=4 . - Einstein - De Sitter
12 \\\' — — tgg=3.7299Gyr
"0.,.:\ tga =0
1 0 ’~.§:::::\ tg1 =4.5Gyr
t [Gyr] 8 \~ \\\\\\\ .
6 ST
7
2
0
0 5 10 15 20 25
r [Gpc]

Figura 4.7. Propagagdo da luz con valores de melhor ajuste tg) = 3.7299Gyr e r. = 2.6483Gpc.

Substituindo (3.51) e (3.54) na expressdo (3.8), obtemos:

2

t _ t —(é)”l 3
R(t,7) = r[L] . (4.13)
to — tsoef(?)
Da equacéo diferencial do cone de luz (3.68), obtemos:
dr 1
a [-ts()13 2 " _tg(n) 2 " _tp(r) 1 ' @19
—tp _2m(r B zm (1 B
[to—fs(r)]% [1 3 (”c) tO_tB(r)]|:1 + 3 ("c) t—tp(r) 1_%(é)m fotf“(l;)(”

Resolvendo esta equacdo diferencial numéricamente, achamos r(t). Esta solu¢do numeérica r(t)
podemos substituirla na expressdo (4.13) e obtemos a fun¢do R(t,x(t)). Na Figura 4.8 mostramos a
fungdo R(t, r(t)) (linha azul).

Para obter o raio geodésico do modelo ACDM, substituimos (3.78) e a solucgdo numeérica r(t), a partir
de (3.79), em R(t, r(t)) = rSa(t). Também de forma similar para obter o raio geodésico do modelo
Einstein-de Sitter, substituimos (3.82) e a solugdo numérica r(t), a partir de (3.83), em R(t, r(t)) = rS(¢).

Entdo, seguidamente comparamos os raios geodésicos de t;(r) < 0, um modelo com constante
cosmoldgica, mesmo nao com A do modelo ACDM e o raio geodésico de Einstein-de Sitter na Figura
4.8. Também no seguinte gréfico se tem os valores: M, = O.OOlZGyr‘2 = 0.013Gpc‘2, tgn = 0,
A =0.001Gyr2 = 0.01Gpc™? e ty = 13.7Gyr.

30
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tpo = 3.7299Gyr e r.=2.6483Gpc. Aqui o valor de A e idelizado.

O seguinte grafico é feito com valores reais: M = 0.0012Gyr~2 = 0.013Gpc 2, tpp = 0, A = 0.01Gyr ™2 =
0.1Gpc 2 e ty = 13.7Gyr. Neste gréfico observamos que a curva do modelo inomogéneo (t;, < 0) é bem

similar a curva do modelo ACDM .

Big Bang Inomogéneo l;(r) <0, m=23e4

tgo = 3.7299 Gyr

Einstein - de sitter

Figura 4.8. O Raio geodésico R(t, r(t)) para o modelo t,(r) < 0, com os melhores valores de ajuste

7

4

RAD) |
3/

t [Gyr]

tg = 4.5Gyr

ACDM

10

12

14

tpo = 3.7299Gyr e r. =2.6483Gpc.

Figura 4.9. Comparagéo de raios geodésicos dos trés modelos, com os melhores valores de ajuste

Na seguinte Figura 4.10 mostramos que neste modelo ¢}, < 0, ndo acontege o shell crossing. Aqui se
observa as imagenes das linhas de mundo (R(t, 7)) para um valor dado de r. Os valores de r( sdo

1,2,3,..,30 e 35Gpc 7, alem disso consideramos g = 13.7Gyr e exponente m = 4.

7Também se consideré ry = 0.1,0.2,..3.0 e 3.5Gpc, e ndo se observou shell crossing.
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7

------ Bjg'Bang Inomogénse™ tg(r) < 0, m= 2
6 A AL Too= 3.7299 Gyr

— Linhas-de mundo

4
R(t,r(t)) I
[Gpc] / N
3

t [Gyr]

Figura 4.10. No modelo #; < 0 ndo acontege o shell crossing. Melhores valores de ajuste tgy =
3.7299Gyr e r.=2.6483Gpc.

4.6.2 Perfil de p e p’ no modelo t,(r) < 0.

Na expressdo (3.75) para t = tg (tp € o tempo de hoje), obtemos:

6mG _ 1
= plon) =

" e (B’ P

1+ %ﬂ (L e >~ 1 T [to - tgoe_(z) ]
e to—tggei(%) 1_%"(L)m tgoci(%)

Tc

()"

to—tgpe

Na Figura 4.11 apresentamos graficamente a expressao anterior, para o modelo t;(r) < 0.

0.012
——-m=1
0.010  m=2
~-m=3
...... m=4
6 G 0.008
, Pt
C
0.006
0.004
0 2 4 6 8 10

r [Gpc]

Figura4.11. Perfil de p para diferentes valores do exponente mnomodelo t/,(r) < 0 e considerando
os melhores valores de ajuste tgy = 4.0573Gyr e r. =2.6198Gpc.
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A partir de (3.76) e considerando t = t; para o tempo de hoje obtemos a expressdo matemaética para
p’(to, 1), assim:

6mG (to — tp)? N'(to, 1) 2ty 1
( W )] . (4.16)

——p(to, 1) = — N(to,r -
a P lon [(1 + N(to, N)(to — ts)2]* S e e to,7)
Onde N(t, r) esta dado pela expressdo (3.61).

Considerando os valores de melhor ajuste para fpy = 4.0573Gyr e r. = 2.6198Gpc mostra-
mos na Figura (4.12) o comportamento de p’(ty, 7).

0.004
0.002}
0000~ e
6 G N7 A
_p'(tg,r) v\, 7 ’-' - - m=
c? ~0.002 A /
Y ) i — m=2
/ iy B
/ kS ! —
—0.004/ m =3
R — -m=4
—0.006/
0 2 4 6 8 10
r [Gpc]

Figura 4.12. Perfil de p’ com diferentes valores do exponente m para o modelo t,(r) < 0 e
considerando os melhores valores de ajuste tg) = 4.0573Gyr e r. =2.6198Gpc.

4.6.3 Idade do Universo no modelo t;(r) < 0.

Para uma interpretacdo da idade do Universo, substituimos nosso ansatz (t; < 0) na equacao
(3.85):

()" 2m (r\™ tBOe_(i)
ti(r) = tpoe e “3 5 -
el ()" te”(£)

3 \r.

(4.17)

fo—fBofi(%)m
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Seguidamente mostramos a expressdo anterior na Figura 4.13.

5
t'B(r) <0 para m=2
4
3
2
i
1
0
-1
-2
0 2 4 6 8 10
r [Gpc]

Figura 4.13. Fungéo t;(r) no modelo t, < 0 com os melhores valores de ajuste tgy = 4.0573Gyr e
7. = 2.6198Gpc.

Na Figura 4.14 mostramos a funcdo ¢y — t;(r) para uma melhor interpretacdo da idade do Universo
Entdo, em dita figura podemos observar que a idade do Universo é ty — t;(r).

18
—_—— r;(r)<0 para m=2
16
7 g T >~ oo
14 . S~
= /
= /
! /
< /
12 /
/
/
/
/
10 7
8
0 2 4 6 8

10 12
r [Gpc]

Figura 4.14. Idade do Universo t; — t;(r) no modelo #; < 0 com os melhores valores de ajuste
tpo = 4.0573Gyr e r.=2.6198Gpc.

70
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4.6.4 Plotando as taxas de Hubble Hr(t, ) e H.(t, ) no modelo t;(r) < 0.

Na Figura 4.15 mostramos, para o tempo de hoje f, as taxas de Hubble de expansséo transversal
e expanssdo longitudinal dadas pelas expressdes (3.86) e (3.87). Neste grafico observamos que para
r = 0 ou r suficientemente grande, as taxas coincidem e o cisalhamento vai para zero.

0.10

Hiltyr) com ty()<0 e m=2

0.08

— — Htor) com tg()<0 e m=2

S
13
=3
7

e
<
'y
!
|
|
|

Taxa de Hubble
/

0.02

0.00
0

r [Gpc]

Figura 4.15. Taxas de Hubble para o modelo t,(r) < 0, considerando os melhores valores de
ajuste tgy = 4.0573Gyr e r. = 2.6198Gpc.

4.7 Dados Union 2.1 e 0 modelo com t,(r) > 0

A Figura 4.16 ilustra esses dados em contraste com a o médulo de distancia (3.31) para os
valores preferidos do modelo de acordo com a prépria amostra Union 2.1.

46

44

42

40

Ho

38

36

34 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14
V4

Figura 4.16. Dados do médulo de distancia das Supernovas do Union 2.1 confrontados com sua
previsdo tedrica para tgy = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.
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Comparando esta Figura 4.16 com a do modelo anterior Figura 4.1, observamos que o modelo de
vazio (t; > 0) ndo da uma boa descrigdo dos dados.

A Figura 4.17 mostra, com niveis de seguranca 1o, 20 e 30 os valores para os parametros fpg e 7. que
melhores se ajustam aos dados da amostra.

0.06
0.05 PSS
rc

003 . . )

002 — A

3.0 31 3.2 33 34 35
tBO

Figura 4.17. Curva de contorno (g, 7c) para Supernovas do Union 2.1 com o modelo ty(r) > 0.
A andlise individual dos parametros do modelo através da funcdo de densidade de probabilidade

resulta nos seguintes valores preferidos: tgy = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc. Estos resultados sdo
ilustrados na Figura 4.18 e Figura 4.19.

PDF

2.8 3.0 3.2 34 3.6
tBO

Figura 4.18. Valor preferido para gy = 3.3804Gyr.
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PDF
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
rc

Figura 4.19. Valor preferido para r. = 0.0326Gpc.
Seguidamente podemos resumir os valores obtidos na Tabela 4.3 para o modelo com tempo do Big
Bang inomogeéneo #},(r) > 0.

Tabela 4.3. Resultado da andlise estatistica com supernovas do tipo la para a amostra
Union 2.1 com diferentes exponentes do modelo #},(r) > 0.

’ SN Ia Union 2.1
tg(r) = tgo (1 - e_(#)m) X3 tpo [Gyr] re [Gpe]
m=2 2.0272 || 3.3804+00831 || 0,0326+0.000%
m=3 2.0121 || 3.3758+00824 || 0,0405+00002
m=A4 2.0017 || 3.3741+09819 1 0.0439+0-0003
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4.7.1 Propagacao de luz, raio areal R(¢, 7(t)) e linhas de mundo no modelo
tp(r) > 0.

A equacdo de propagagdo da luz é dada pela equacéo (3.100), a qual é:

dr [t — (0]

ﬂ _ [t—tB(T’)]% [1 N 2_111(1)’“ tgo —tB(r)][l _2m (1)’” tgo — ta(r) 1

3 \r.) to—ts(r) 3 \r.) t—tg(r) 1+2_m(1)m tao—ts(1)
3

3 ] . (4.18)
to—tg(r)

e

Outra forma de expressar a equagado anterior é substituindo (3.88) e (3.89) na relagdo geral de cone de
luz (3.53), ficando:

o | [l ) ol )] -]

—=—|1+ 2°

i fo ~ fx0 (1 B ﬂé)m) £ = tpo (1 - e_(i)m) [to — tgo (1 - e—(i)’”)r

(4.19)

Na Figura 4.20 temos os cones de luz para ty(r) > 0, um modelo com constante cosmoldgica,
mesmo ndo com A do modelo ACDM e Einstein-de Sitter. Nesse grafico se consideram os seguintes
valores : M, = 0.0012Gyr~2 = 0.013Gpc™2, A = 0.0001Gyr~2 = 0.001Gpc~2 e t; = 13.7Gyr. Na Figura
4.20 e Figura 4.21 temos valores idealizados de A para comparar com as figuras (também idealizadas)
de [30].

14 ACDM
---------- t'B(r) >0 m=23.4 — Einstein - de Sitter
12 — — tgo =3.3804Gyr
tea=0
tg1 =4.5Gyr
10
t[Gyr]
6
4
2
0
0 5 10 15 20 25 30

r [Gpc]

Figura 4.20. Propagacdo da luz con valores de melhor ajuste tgy = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.
Aqui o valor de A é idealizado.
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No seguinte gréfico consideramos: M, = 0.0012Gyr2 = 0.013Gpc™2, A = 0.001Gyr2 = 0.01Gpc™2 e
to = 13.7Gyr.

14! ACDM

---------- ta(r)>0, m=2, 3, 4 o )
— Einstein - de Sitter

12+ — — tgo =3.3804Gyr

tga=0

tg1 = 4.5Gyr

10¢

8
t [Gyr]

0 5 10 15 20 25 30
r [Gpc]

Figura 4.21. Propagacdo da luz con valores de melhor ajuste tg = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.
Aqui o valor de A é idealizado.

O seguinte gréfico é feito com valores reais: M, = 0.0012Gyr~2 = 0.013Gpc~2, A = 0.01Gyr™2 =
0.1Gpc™? e ty = 13.7Gyr.

14! ACDM

---------- t5()>0, m=2, 3, 4
— Einstein - de Sitter

12+ — — tgo =3.3804Gyr
tgr=0

tay = 4.5Gyr

107

8
t [Gyr]

0 5 10 15 20 25 30
r [Gpc]

Figura 4.22. Propagacdo da luz con valores de melhor ajuste tgy = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.

Obviamente, diferente do modelo anterior, ndo temos uma boa aproximagdo ao modelo ACDM.
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Substituindo (3.51) e (3.88) na expressdo (3.8), obtemos:

2
t—tBo(l _ (%) ) ’

R(t,r)=r " (4.20)

to — tpo (1 - 6_(i) )

Da equacdo diferencial do cone de luz (3.100), podemos obter:
dr_ ! 4.21)

at tpo—tp(r)
to—tp(r)

tpo—tp(r) 1

t—tp(r 2 m tpo—tp(r)
p0) 12 ()" Bt

[t= fB(V)]3 [1
[to— fB(r)]3

2 () )1 )

Resolvendo esta equagdo diferencial numéricamente, achamos r(t). Esta solu¢do numérica r(t) pode-
mos substituirla na expressao (4.20) e obterfamos a fungdo R(t,x(t)). No seguinte grafico se mostra o
raio geodésico R(t, (t)) do cone nulo para o modelo #},(r) > 0 (linha de azul), com os melhores valores
de ajuste.

Seguidamente graficamos as imagenes das linhas de mundo, para um valor fixo de = ry. E dizer
R(t, 19). Entdo considerando os seguintes valoresrg = 1,2,3, ...,
(4.20), obtemos a Figura 4.23.

30 e 35Gpc e substituindo na expressado

----- - Big Bang Inomogéneo t;(r) |
m=2 3 ed
6 tgo = 3.3804 Gyr
5 — Linhas de mundo

4
R(t,r(t))
[Gpc]

0 2 4 6 8 10 12
t [Gyr]

Figura 4.23. O raio geodésico R(t,7(t)) e as imagenes das linhas de mundo para R(t, rp). Com
ty = 13.7Gyr e considerando em ambos casos os melhores valores de ajuste tgy = 3.3804Gyr e
7. = 0.0326Gpc.

Para obter o raio geodésico do modelo ACDM, substituimos (3.78) e a solucgdo numeérica r(t), a partir
de (3.79), em R(t,7(t)) = rSa(t). Também de forma similar para obter o raio geodésico do modelo
Einstein-de Sitter, substituimos (3.82) e a solugdo numérica r(t), a partir de (3.83), em R(t, r(t)) = rS(¢).
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Entédo, na Figura 4.24 comparamos os raios geodésicos dos modelos t;(r) > 0, ACDM e o modelo de
Einstein - de Sitter. Aqui se considera valores reais: M = 0.0012Gyr~> = 0.013Gpc™2, A = 0.01Gyr™2 =

0.1Gpc™2 e ty = 13.7Gyr.

7
----- - Big Bang Inomogéneo t;(r) >0, m=23e4
6 tgo = 3.3804 Gyr
ACDM
5 ---------- Einstein - de sitter
e tg1 = 4.5 Gyr
, LT T NN
R (t’ r(t)) ,",/ ";’"' ~-.,:.::.\
K o RSN
3 / ..\'.‘*\:,\‘:
/I %"v.
1 "\\
2 j ~.\
l' .
1
1 i AN
! N\,
,-' N
0 1
0 2 4 6 8 10 12

t[Gyr]

Figura 4.24. Comparagao dos raios geodésicos dos tres modelos. Feito com os melhores valores

de ajuste: tpy = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.

A FIG. 3 do artigo [30] onde aparecem os modelos de Einstein - de Sitter e ACDM sao reproducidos

na Figura 4.24.

Nesta Figura 4.24 também observamos que o raio geodésico do modelo atual t,(r) > 0, se encontra

entre os raios geodésicos para o universo Einstein-de Sitter e 0 modelo ACDM. O qual é muito

diferente do caso anterior e ndo temos uma boa aproximagdo ao modelo ACDM.

4.7.2 Perfil de p e p’ no modelo t;(r) > 0.

Na expressdo (3.107) com t = f; (tp é o tempo de hoje), obtemos explicitamente:

6::T_ZGP (fo.7) = . . @)
AN tBU—tBU(l—e_('Lf)m) NP
B 2? (r_f fo—fBo(l—Ci(%)m) tBolth[le(VVc)m] [to ~ Io (1 —¢ (m) )]

1+2ﬂ(L)m
3 \rc to_tBO[l_e_(%)mJ

Na Figura 4.25 apresentamos graficamente a expressao anterior, para o modelo t(r) > 0.
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rando os melhores valores de ajuste ¢tz = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.

A partir de (3.108) e considerando ¢ = t; para o tempo de hoje obtemos a expressdo matematica para

p’(to, 1):
(to — tp)?

6nGp’(t r=
YT = Uk, )t — tp)?P

M ppo—tp 1
mtgy—tg *

r

U -3
onde: U(t, 1) 3 \r =ty o1p2e(n) fo=7p

Ut |,

tg(

U(to,7)

u(tOIr) U(to 7’)

fo—tp

Figura 4.25. Perfil de p para diferentes valores do exponente m no modelo #;(r) > 0. Conside-

1)} ) (4.23)

7. = 0.0326Gpc mostramos na

Considerando os valores de melhor ajuste para tgy = 3.3804Gyr e

Figura (4.26) o comportamento de p’(to, ).

— —m=1

0.20

0.4
0.3 I
!‘ . m=2
/ i m=3
0.2 } ]
.,". ‘\ ------ m=4
6nG | L i
5 Pln) 0.1 \\"/\\ !
0.0 : eTEE s
-0.1
0.05 0.10 0.15
r [Gpc]

=% 00

Figura 4.26. Perfil de p’ com diferentes valores do exponente m no modelo t5(r) > 0.
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4.7.3 Idade do Universo no modelo t;(r) > 0.

Para uma interpretacdo da idade do Universo, substituimos nosso ansatz (t; > 0) na equacdo
(3.109):

m  tBo—tRo (1 - 8_('%)m)

m tBO—fBo(l—Ei(%)m

H(F) = tao (1 - e—(%)'") + %’” (1) (4.24)

2m (1.
1+3

e to—t}_-;o(l—{:’_(%)m)

Seguidamente mostramos a expressdo anterior na Figura 4.27.

5

s to(f)>0 para m=2

0.00 0.05 0.10 0.15
r [Gpc]

Figura 4.27. Fungio t;(r) no modelo #}, > 0 com os melhores valores de ajuste tz, = 3.3804Gyr e

1. = 0.0326Gpc.

Na Figura 4.28 mostramos a funcdo ty — t;(r) para uma melhor interpretacdo da idade do Universo.
Entdo, em dita figura podemos observar que a idade do Universo é ty — ().

16

— — f0>0 para m=2

14

12 \

to - ti

10 \ _ -

0%00 0.05 0.10 0.15 0.20
r [Gpc]

Figura 4.28. Idade do Universo t; — #;(*) no modelo t, > 0 com os melhores valores de ajuste
tpo = 3.3804Gyr e r. =0.0326Gpc.
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4.7.4 Plotando as taxas de Hubble Hr(t, ) e H(t, 7) no modelo t(r) > 0.

80

Mostramos na Figura 4.29, para o tempo de hoje ty, as taxas de Hubble de expansao transversal

e expansao longitudinal dadas pelas expressoes (3.110) e (3.111).

0.10
Hr(tp,r) com t;(r)>0 e m=2
0.08
............. - Hi(to,ry) com t;(r)>0 e m=2
2 ,l"// ____________________________________________________________
3 0.06
=] e
T
Py e
T
L]
s 0.04
[
0.02
0.00
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
r [Gpc]

Figura 4.29. Taxas de Hubble para o modelo t,(r) > 0, considerando os melhores valores de
ajuste tgy = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.

4.8 Shell crossing no modelo t;(r) > 0

Neste modelo de t;(r) > 0 do Big Bang inomogéneo temos shell crossing.
Considerando a solugdo numérica r(f) da equacédo invertida do cone de luz (3.100) obtemos a funcéo
R(t, (), linha azul na Figura (4.30).

Para observar graficamente o shell crossing fixamos valores para r = ry na expressao (4.20).
Entdo, considerando os seguintes valores:

r =1 =0.01,0.02,0.03, ...,,0.10,0.11, ...,0.20, ...,,0.35,1, 2,33, ..., 30;

mostramos na Figura 4.30 as imagenes das linhas de mundo, é dizer R(t, r9), e a fungdo R(t, (t)).
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7

------ Big Bang Inomogéneo t;(r) >0,
tgo = 3.3804 Gyr
6 — Linhas de mundo

4 iy b
R(t,r(t)) /
G :
[Gpc] 3

0 2 4 6 8 10 12 14
t[Gyr]

Figura 4.30. Fungao R(¢, r(t)) para o modelo do Big Bang inomogéneo t}(r) > 0 com as imagens
das linhas de mundo R(¢,1y), considerando os valores de melhor ajuste tz = 3.3804Gyr e
7. = 0.0326Gpc.

Para observar muito melhor o shell crossing fazemos uma amplificagdo e apresentamos a Figura 4.31.

0.035
---- Big Bang Inomogéneo t;(r) >0,
tgo = 3.3804 Gyr
0°030 [ — Linhas de mundo
0.025;

0.020
R(t,r(t))

[Gpc]
0.015/
0.010/
0.005|
0.000, 1 2 3 4
t[Gyr]

Figura 4.31. Shell Crossing no modelo t,(r) > 0. Considerando os valores de melhor ajuste
tpo = 3.3804Gyr e r. = 0.0326Gpc.



t(r) _ tmo (1 - g*(i)m).

to to

8tp(r) = tpo (1 e 'c)m).

4. FERRAMENTAS DE ANALISE ESTATISTICA E ANALISE DE DADOS DE
SUPERNOVAS IA 82
Substituindo o ansatz (3.88) e sua derivada (3.89) na expressdo ((3.115)), obtemos explicitamente
_ N m\1 B0 1—6’7(%)m
") om (L)m 1t30€7(ﬁ) + % [to - fgo( —e (%) )] ( W )
s; _ — - - (4.25)
0 22 (£)" e 4 2 [t = o (1 - ()
Seguidamente mostramos na Figura 4.32 o comportamento da fun¢do anterior % com o
modelo t;(r) > 0 para diferentes valores do exponente .
0.4
~ — m=2
,‘I \‘ =3
i Tom=4
03 ;' ‘-\
tsc (9] j
02 |
to ;
01 /i
0,04 ‘ | | | ‘
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
r [Gpc]
Figura 4.32. Comportamento de , ) com 0 modelo do Big Bang inomogéneo ¢, 5(r) > 0, conside-
rando fy = 13.7Gyr e os valores de melhor ajuste tgy = 3.3804Gyr e r.=0. 0326Gpc
Também podemos obter a partir do ansatz® (t5(r > 0)) a seguinte expressao
(4.26)
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B()

Na Figura 4.33 apresentamos o comportamento da fun¢do anterior com o modelo t(r) > 0 com

diferentes valores do exponente .

0.4
e
0.3
ts ()
to
0.1
0,0-2
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

r [Gpcl

Figura 4.33. Comportamento de tB(’) com o modelo do Big Bang inomogéneo #;,(r) > 0, conside-

rando fy = 13.7Gyr e os valores de melhor ajuste tpy = 3.3804Gyr e r.=0. 0326Gpc

t t
Dos gréficos anteriores “(r) e B(r) podem ser comparados para o valor do exponente m = 2, por

exemplo. Na Figura 4.34 se observa que o cruzamento das cascas ocorre entre a curva azul e a curva

vermelha.
0.4
— m=2 para ‘S:(r)
----- m=2 para (Ei(”
0.3 .
t_f 0.2467
0.2
0.1
0,0% ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
r [Gpc]
Figura 4.34. Comparacio de t“(r) e t‘im com o modelo do Big Bang inomogéneo t;(r) > 0,

considerando ty = 13.7Gyr e os Valores de melhor ajuste gy = 3.3804Gyr e r.=0. 0326Gpc
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4.9 Dados Union 2.1 e 0o modelo com E > 0.

Na prépria pagina do projeto Supernova Cosmology Project, http://supernova.lbl.gov/, pode
obter todos os seus dados, e ja contém o erro sistematico de cada uma de suas medidas.

A Figura 4.35 ilustra esses dados em contraste com a o médulo de distancia (3.31) para os valores
preferidos do modelo de acordo com a prépria amostra Union 2.1. Obviamente, 0 modelo d4 uma
boa descri¢do dos dados observacionais.

46;
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Figura 4.35. Dados do médulo de distancia das Supernovas do Union 2.1 confrontados com sua
previsdo tedrica para M, = 7.13O6Gpc‘2 e r. =0.1791Gpc.

A Figura 4.36 mostra, com niveis de seguranca 1o, 20 e 30 os valores para os parametros M e r. que
melhores se ajustam aos dados da amostra.
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Figura 4.36. Curva de contorno (M), r.) para Supernovas do Union 2.1.

A andlise individual dos pardmetros do modelo através da funcdo de densidade de probabilidade
resulta nos seguintes valores preferidos: My = 7.1306Gpc™2 e r. = 0.1791Gpc. Estos resultados sido
ilustrados na Figura 4.37 e Figura 4.38.
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Figura 4.37. Valor preferido para M, = 7.1306Gpc2.
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Figura 4.38. Valor preferido para r. = 0.1791Gpc.
Mostramos os valores obtidos na Tabela 4.4, para o modelo com curvatura. Lembrar também:

2E(r) = k| e‘(i)m, k=-1kl|l=-1, tg(r)y=cte=0 e M(@)= M.

Tabela 4.4. Resultado da andlise estatistica com supernovas do tipo Ia para a amostra
Union 2.1 com diferentes exponentes do modelo com curvatura.

’ SN Ia Union 2.1 ‘

2E(r) = 1% | k| e_(%)m X2 My [Gpc?] re [Gpcl

_ 0.4101 0.0032
m=2 09777 || 7.1306+04191 || 0.1791+0.0032

B 0.433 0.0018
m=3 1.0002 || 7.5252+0433 || 0.1400+0.9018
=4 1.0192 || 7.6910+04488 || (.1229+0.0017

—-0.4125 -0.0019
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4.9.1 Propagacao de luz, raio areal R(¢, 7(t)) e linhas de mundo no modelo
E(r) > 0.
Substituindo (3.151) e M(r) = Myr® na expressdo (3.126), obtemos:
(M) i 2k e (L) ;
R(t,r)_( . ) r () {1+20 ke i) O (4.27)

Por outra parte invertendo a equagao diferencial do cone de [uz (3.157), obtemos:

dr_ _ ! (4.28)

T 0[5 e s g o) T () 0]

Resolvendo esta equacdo diferencial, numéricamente, achamos r(t). Esta solugdo numérica

r(t) podemos substituirla na expressao (4.27) e obteriamos a funcgao R(t,r(t)).

No seguinte gréfico se mostra o raio geodésico R(t, r(t)) do cone nulo para o modelo com curvatura
(linha de azul), com os melhores valores de ajuste.

Graficando as imagenes das linhas de mundo para um valor fixo de r = r. E dizer fazemos R(t, ).
Entédo considerando os seguintes valores ro = 0.1,0.2,0.3, ..., 2.0 e 2.5, logo substituindo na expressao
(4.27), obtemos a Figura (4.39).

----- - Nosso modelo E>0,-m =2, 3 e 4

Linhas de mundo

__________
e
<.

4/ / .
R(t,r(t)) ;
[Gpe] | /

10 12

t[Gyr]

Figura 4.39. O raio geodésico R(t, r(t)) e as imagenes das linhas de mundo para R(f, ry), conside-
rando em ambos casos os melhores valores de ajuste para M, = 7.1306Gpc™2 e . = 0.1791Gpc.
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Para obter o raio geodésico do modelo ACDM, substituimos (3.78) e a solugdo numeérica r(t), a partir
de (3.79), em R(t, r(t)) = rSo(t). Também de forma similar para obter o raio geodésico do modelo
Einstein-de Sitter, substituimos (3.82) e a solugdo numérica r(t), a partir de (3.83), em R(t, r(t)) = rS(¢t).

Entdo, na Figura (4.40) comparamos o modelo con curvatura, ACDM e o Universo de Einstein - de
Sitter. Neste gréfico se tem os seguintes valores reais: k = — | k |= -1Gpc™2, tp(ry=cte=0 ,tpp =0,
tB1 = 4.5Gyr, A = 0.01Gyr=2, M = 0.0012Gyr~2, ty = 13.7Gyr e os valores de melhor ajuste para
My = 7.1306Gpc™2 = 0.64Gyr~—2 e r. = 0.1791Gpc.

4
R(t,r(t))
[Gpc]

t [Gyr]

Figura 4.40. Comparacdo dos tres modelos, considerando: t5(r) = 0, tgn = 0, tg = 4.5Gyr,
A = 0.01Gyr™?, | k |= 1Gpc™® e os melhores valores de ajuste My = 7.1306Gpc™2 = 0.64Gyr~2 e
7. = 0.1791Gpc.

4.9.2 Perfil de p, p’ e Qp(r) no modelo E(r) > 0.

Considerando na expressdo (3.163) k = — | k |= =1, tp(r) = cte = 0 e para o tempo de hoje,
obtemos:

6nG _
C—2P(f0,7’) = (to) 2

1+ % 1- m(rl)m] ke ()" (9270) (to)%]. (4.29)
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Na Figura 4.41 apresentamos a expressdo anterior.
0.0080
0.0078*___. _____________ C m=1
0.0076\\"-\_ m=2
\\\\\_/,"/
‘\.‘ i m=3
0.0074; b i
6 TG \‘ /A -m=4
— Plt, Lo
e " 0.0072 Vo
0.0070
0.0068|
0.0066
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

r [Gpc]

Figura 4.41. Perfil de p para diferentes exponentes () e considerando os melhores valores de

ajuste My = 7.1306Gpc™2 = 0.64Gyr= e r.=0.1791Gpc.

A partir de (3.164) e considerando o tempo de hoje (t;) obtemos a expressdo matematica para p’,

assim:

6nG , . L[ 9 Lo 2\ o

Pt n) = (0214 55 1K1 G0 o (to>s], (430
onde: G(r) = [1 - m(%)m]e—(fi—)m,
Considerando k=-1%k|= -1, tg(r) = cte = 0 e os valores de melhor ajuste para

My = 7.1306Gpc™? = 0.64Gyr? e r. = 0.1791Gpc mostramos na Figura 4.42 o comporta-

mento de p’.
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Figura 4.42. Perfil de p’ com diferentes valores do exponente .
A partir da equacéo (3.166), considerando k = — | k |= -1, tg(r) = cte =0 e os valores de melhor ajuste
para My = 7.1306Gpc™2 = 0.64Gyr~2 e r. = 0.1791Gpc mostramos na Figura 4.43 o comportamento
de Qp(7).
1.2
— m=1
m=2
m=3
------ m=4
Qu(r)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
r [Gpc]

Figura 4.43. Perfil de Qy(r) para diferentes valores do exponente m e com valores de melhor

ajuste My e r..
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4.9.3 Plotando as taxas de Hubble Hy(¢,7) e H;(t,7) no modelo E > 0.

Mostramos na Figura 4.44, para o tempo de hoje ty, as taxas de Hubble de expansao transversal
e expansio longitudinal dadas pelas expressoes (3.167) e (3.168). Também consideramos | k |= 1Gpc~2.

0.10

0.08/

0.06

Taxa de Hubble

0.02/

0.04;

,,,,,,
~

Hi(to,r) com E(r)>0 e m=2

..... - Hi(top,r) com E(r)>0 e m=2

.........
........

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
r [Gpc]

Figura 4.44. Taxas de Hubble para o modelo E > 0, considerando os melhores valores de ajuste
M, =7.1306Gpc™2 = 0.64Gyr2 e r. =0.1791Gpc.



Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

Esta tese teve por objetivo fazer uma revisdo tedrica e estabelecer ansatz as fun¢des arbitrarias
que caracterizam estes modelos no que compete as solucbes exatas inomogéneas das equagdes
de Einstein, em particular a solugdo de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) [21-23] e obter modelos
simples de LTB, a partir das solugdes de evolucdo parabélica (E = 0) e evolugio hiperbélica (E > 0).
Tal pesquisa se apoiou num conjunto de referéncias nas quais se mostram propriedades bdsicas,
generaliza¢des do modelo homogéneo padrdo, onde estes modelos admitem um tempo de Big Bang
inomogéneo e estabelecem ansatz para t3(r) e E(r) [25,72], outros pesquisadores consideram ansatz
para M(r) e E(r) [73-75]. Assumimos a postura original de Andrzej Krasiriski [30], em principio, na
abordagem de mostrar como certas observagdes interpretadas no fundo do modelo padrdo podem
ser interpretadas através da solugdo de LTB sem constante cosmolégica.

No capitulo 3 presentamos algumas defini¢des, propriedades bdsicas e as expressdes analiticas que
obtivemos, 0 maximo possivel, dos mais simples modelos cosmolégicos inomogéneos, baseados na
solugdo de LTB. Mostramos "consistentemente", rela¢cbes gerais para a solucdo parabélica e para a
solucdo hiperbdlica, linearizada em E(r), cujas solugdes foram baseadas nos artigos [25,30,63,76,77].
Esclarecemos que uma derivada positiva do tempo de Big Bang com respeito a coordenada radial
significa um vazio local e uma derivada negativa descreve uma colina local. Como na maioria
dos modelos na literatura o observador encontra-se no centro de um vazio, aqui confirmamos que
modelos com um maximo da densidade no centro podem dar até melhores resultados. Segundo
nossa andlise, tal colina tem um tamanho aproximado de 2.6Gpc, o modelo de vazio no contexto do
Big Bang inomogéneo tem uma extensdo de aproximadamente 30Mpc e o modelo com curvatura
implica um vazio de 180Mpc.

Da andlise estatistica com supernovas la (Union2.1), inferimos que o modelo com colina (que
representa uma regido de alta densidade) e 0 modelo com curvatura descrevem razoavelmente os
dados observacionais. Esta concordancia da relacdo de distdncia de luminosidade-desvio para o vermelho
foi realizada com sucesso por alguns modelos propostos: modelos de vazios homogéneos [78],
modelos LTB com um observador centrado [61,73], modelos LTB com um observador fora do
centro [77,79,80], modelos de Stephani [81-83], etc. Maioria de estes modelos reproduz a relagdo
de distincia de luminosidade-desvio para o vermelho do modelo ACDM. Também o modelo de vazio
(em nossa pesquisa), na base de Big bang inomogéneo parece menos favoravel, assim o confirma o
artigo [62] (Ver resultados da andlise estatistica na Tabela 5.1 e Tabela 5.2), além de confirmar que

92



5. CONSIDERACOES FINAIS 93

neste modelo acontece o shell crossing.

N6s demonstramos, analiticamente e graficamente que a curva do cone de luz e o raio geodésico do
modelo de colina (regido de alta densidade), reproduz razoavelmente o cone de luz e raio geodésico do
modelo padrdo ACDM. O modelo de vazio ndo consegue aproximar-se das curvas do cone de luz e
raio geodésico do modelo padrdo. O modelo com curvatura nédo reproduz o cone de luz do modelo
ACDM, porém sim reproduz razoavelmente o raio geodésico do modelo ACDM. E importante
ressaltar que as curvas do cone de luz ndo mostram corretamente o raio espacial R(¢, 7). Isto d4 uma
ilusdo de que o raio R(¢,r) torna-se cada vez mais grande quando me aproximo ao Big Bang. O
qual ndo é o caso. Entdo, os gréficos de R(t, r(t)) versus ¢t contém maior significado fisico. Como se
observa, quando se vai para o passado, o raio do cone de luz aumenta em primeiro lugar, porém
adquire um méximo num certo instante e logo em seguida tende a zero quando se aproxima ao Big
Bang [30].

N6s também investigamos a idade do Universo nos modelos inomogéneos, e inferimos a partir das
geodesicas nulas que a idade do Universo no modelo t;(r) < 0 € menor que a idade do Universo no
modelo t(r) > 0. E dizer: tuniverse = to — 4.0573 = 9.6427Gyr e tuniverse = to — 3.3804 = 10.3196Gyr,

respetivamente.

Avaliamos que a escalar de expansdo se compde de taxas de Hubble diferentes (transversal e
longitudinal), onde esta diferenca determina o cisalhamento gravitacional (gravitational shear).
Isto quer dizer que a solucdo de LTB ao contrdrio da solugdo FLRW o espago-tempo apresenta
cisalhamento no nulo produzindo um efeito de distorsdo e enfocamento das geodésicas. Este tiltimo
efeito é de vital importancia para futuras observagdes na cosmologia.

Como uma de nossas metas, reproduzimos as curvas presentadas no artigo [30] com valores ide-
alizados e "reais", empregando a solucdo de LTB e os valores de melhor ajuste obtidas das SNIa.
Reproduzimos a relagdo de distdncia de luminosidade-desvio para o vermelho do modelo ACDM. Porém,
dada a importancia do assunto ha muito o que se estudar, e como sugestdes para pesquisas futu-
ras, estd a investigacdo de obter o espectro de poténcia da CMB com a métrica de LTB, tais como
foram feitas pelos seguintes pesquisadores: Biswas et al. [77] reproduz a abundancia de matéria, o
primeiro pico actistico no espectro de poténcia da CMB e as oscilagdes de baryons; Alnes et al. [73]
conseguiu obter a densidade de matéria medido para baixo redshift (z) e os dois primeiros picos da
CMB; Godlowski et al. [83] consegui obter os trés primeiros picos da CMB, etc. Estudar teoria da
perturbacdo na métrica de LTB ou a solugdo de LTB com constante cosmolégica (ALTB). Outra andlise
atual, seria fazer testes com supernovas la da amostra Joint Light-Curve Analysis ( JLA ) a qual é
uma colaboracdo da Supernova Legacy Survey (SNLS) e Sloan Digital Sky Survey (SDSS). JLA contém
740 dados de SNIa com curvas de luz de alta qualidade [84,85]. Pode-se estudar também o redshift
drift a qual é uma ferramenta para investigar diretamente a histéria da expansdo do universo [86].
Alguns autores consideram o redshift drift como um método robusto para discriminar entre dife-
rentes modelos que reproduzem os dados de supernovas. Quartin e Amendola [87] realizaram uma
comparacdo detalhada de trés modelos especias de vazios de LTB com o redshift drift que poderiam
ser medidos no futuro pelo Cosmic Dynamics and Exo-earth Experiment (CODEX) [25, 88].
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Tabela 5.1. Resultado da anélise estatistica com SNla, para a amostra Union 2.1, dos

modelos com tempo de Big Bang inomogéneo tp(r).

|

SN Ia Union 2.1

tg(r) = tBOe‘(i)m X2 tgo [Gyr] re [Gpel
m=2 1.0349 || 4.057400649 || 26198100523
m=3 1.1586 | 3.8584*0.0663 || 26095400379,
m = 4 1.2753 || 3.7465*00672 || 2.6338+00319

tg(r) = tgo (1 - e_(i)m) X tpo [Gyrl re 1Gpel
— 2.0272 || 3.3804109831 || 0.0326+:0005
m=3 2.0121 || 3.3758+00824 || 0.0405+00002
m=4 2.0017 || 3.3741+00819 || 0,0439+0.0003
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Tabela 5.2. Resultado da andlise estatistica com SNIa, para a amostra Union 2.1, do
modelo com curvatura E(r).

] SN Ia Union 2.1 ‘

2E() = 72 | k| (%) X || Mo [Gpe™] || re [Gpel
_ 0.4101 0.0032
m=2 0.9777 || 7.1306* 5,27 || 0.1791* 0037
3 0.433 0.0018
m=3 1.0002 || 7.5252*033 || 0140090015
_ 0.4488 0.0017
m =4 1.0192 || 7.6910%0-4488 1| 0.1229+0.0017
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