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RESUMO

Neste trabalho comparam-se os desempenhos numéricos dos Métodos dos Elementos
de Contorno (MEC) e Método das Solug¢des Fundamentais Classico (MSF) na solucao
de problemas governados pela Equacéo de Laplace. Sdo métodos similares, que usam
a idéia de uma solucdo fundamental, mas também apresentam algumas distincdes
importantes. E possivel fazer com que estas diferentes técnicas interajam na solucéo
de alguns problemas mais complexos, o que implica em maior conhecimento das
particularidades do MSF, uma vez que o MEC é atualmente uma técnica muito mais
conhecida, de reconhecida eficiéncia em diversas aplicagcdes importantes. Ja o MSF
experimenta uma redescoberta a partir da intensificacdo das técnicas de discretizacdo
sem malha. Este trabalho compara a precisdo dos dois métodos e examina algumas
particularidades numéricas de ambos em exemplos simples, mas importantes para a

identificacdo do alcance de cada técnica.

Palavra chave: Método dos Elementos de Contorno, Método das solucdes

fundamentais, Problemas de Laplace, Comparacéo entre métodos.
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ABSTRACT

In this work is compared the numerical performance of the Boundary Elements Method
(BEM) and the classic Method of Fundamental Solutions (MFS) in solution of problems
governed by Laplace’s Equation. They are similar methods, that use the idea of a
fundamental solution, but shows some important distinctions. Its possible to make these
different methods interact in the solution of some more complex problems, what implies
in more knowledge of MFS particularities, once the BEM is currently a method much
more known, of notorious efficiency in diverse important applications. The MFS
however, faces a rediscovery from the intensification of the meshless discretization
technics. This work compares the accuracy of both methods and examines some
particularities of each method in simple, but important problems for the identification of

the reach of each technic.

Keywords: Boundary Elements Method, Method of Fundamental Solutions, Laplace’s

Problems, Methods comparison.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

1.1 - COMENTARIOS PRELIMINARES

De modo geral, o proposito da engenharia consiste no estudo e solucdo de problemas
fisicos reais. Para tanto, estes séo idealizados na forma de modelos, adotando-se uma
série de simplificacdes. Os modelos criados podem ser estudados de duas formas: a

experimental ou a matematica.

A solucdo por modelos experimentais usualmente se da pela reproducéo do problema,
ou de parte dele, e os dados coletados servem de base para a solucdo do problema.
Tais modelos foram, por muito tempo, as ferramentas mais empregadas na busca de
solugcbes de engenharia; no entanto, a dificuldade da reproducéo dos problemas na
forma de experimentos se tornou excessiva em muitos casos, dependendo da

complexidade, e mesmo proibitiva em fun¢éo dos custos de execu¢ao dos mesmos.

Assim que o emprego de computadores se tornou acessivel, o uso de modelos
matematicos para o estudo desses problemas se tornou a ferramenta dominante no
desenvolvimento de solugdes na engenharia. Antes limitados a problemas simples
onde eram aplicaveis solugbes analiticas, os modelos matematicos passaram a ser
resolvidos através de métodos numeéricos que, gracas a pesquisas nas ultimas
décadas, os tém transformado em uma poderosa ferramenta na resolucdo de
problemas de engenharia, em destaque, aqueles governados por equacgdes diferenciais

parciais e ndo lineares.

Com auxilio de computadores, estes métodos tornaram a resolucdo dos mais variados
tipos e complexidades de problemas de engenharia acessivel. Conforme 0s recursos
computacionais disponiveis, os métodos numéricos permitem a solucdo de equacdes
diferencias com grau de aproximagdo bastante satisfatorio. Por outro lado, as
pesquisas no meio académico e industrial avancam tornando-os cada vez mais
precisos e capazes de processar grande quantidade de informacédo, em tempos cada

vez menores.

Os principais métodos numéricos trabalham com a ideia de discretizacdo, ou seja, a

substituicdo de um dominio matematico continuo por um conjunto de elementos



representativos do mesmo, comumente chamado de malha. De forma geral, quanto
maior o nimero de elementos em uma malha, maior sera a precisao do resultado e, em

contrapartida, também o custo computacional.
Os métodos numéricos que obtiveram os maiores destaques ao longo do tempo séo:

Meétodo das Diferencas Finitas (MDF);
Método dos Flementos Finitos (MEF);
Método dos FElementos de Contorno (MEC);

Método dos Volumes Finitos (MVF).

Dentre as pesquisas modernas sobre métodos numericos ou técnicas de aproximacao,
procedimentos que empregam uma funcéo escalar que depende de multiplas variaveis,
como as funcdes de base radial, ttm sido dos mais comuns e bem sucedidos para
aplicacdo em engenharia. Tais funcées encontram respaldo matematico eficiente sob a
Otica da teoria moderna da aproximacdo, sobretudo quando se trata de aproximar

dados esparsos em varias dimensdes (Buhmann, 2003, Fasshauer, 2007).

A popularidade destas funcbes estd relacionada ao fato de oferecerem uma
interessante forma de superar alguns sérios problemas no ambito da abordagem de
métodos de discretizacdo de dominio, como o Método de Elementos Finitos (MEF),
particularmente a questdo da geracdo de malhas para representar geometrias
complicadas. Além disso, a reestruturacdo da malha através de algum método
adaptativo, visando a otimizacdo da resposta, encontra dificuldades por conta da

conectividade existente entre os elementos (Bertolani et al, 2010).

Por conta da relativa modernidade desta abordagem, existem ainda muitas pesquisas
em andamento, buscando encontrar os métodos mais eficazes em precisdo e
funcionalidade. O fator que mais se destaca, portanto, é a grande expectativa relativa a
possibilidade destes métodos eliminarem ou reduzirem significativamente o uso de uma
malha no sentido classico e a possibilidade de definir funcbes de aproximacéao locais,

gue ndo sejam necessariamente polinomiais.

O conceito de método sem malha (meshless), no entanto, precisa ser melhor explicado.

Nestes ndo se usam elementos base ou células para delimitar e gerenciar o



posicionamento e a conectividade dos graus de liberdade definidos pela discretizacéo
no modo classico apresentado pelo MEF. As fun¢des que aproximam o campo, essas
sim podem demarcar uma regido de influéncia. Os nds de cada regido de influéncia
podem ser distribuidos arbitrariamente e cada regido pode e deve se sobrepor as
demais. Assim, discretiza-se o dominio de interesse através de um conjunto de nés,

posicionados sem que exista explicitamente uma malha estruturada de elementos.

Pois uma das maneiras mais eficientes, tanto para se gerar os pontos de discretizagao,
guanto para correlacionar os dominios, consiste no emprego das funcBes de base
radial. E possivel utiliza-las tanto exclusivamente, quanto em conjunto com funcées de

interpolacao referenciadas globalmente (Bertolani et al, 2010).

Além disso, a reducdo na dimensdo matricial do sistema de equacdes pode ser
adequadamente implementada com o uso de fungdes radiais de base compacta, ou
seja, fungcbes que limitam os dominios de influéncia, de modo tal que nem todos os
pontos base necessariamente sobreponham informacdes com os demais, atenuando a

guestao do custo computacional.

Atualmente, com o intenso desenvolvimento de novas técnicas que envolvem as
funcdes de base radial, novas classes de funcbes foram testadas e aplicadas com
sucesso em problemas de interpolacdo, ajuste e solucdo de equacOes diferenciais
parciais, particularmente no ambito da abordagem do MEF, pelas razbes ja expostas.
De algum modo, guardadas certas peculiaridades, este mesmo esforco tem sido
despendido no desenvolvimento de técnicas associadas ao Método dos Elementos de
Contorno (MEC), em busca de uma melhor solucdo para diversos problemas,
particularmente os problemas matematicamente heterogéneos, como os problemas de

Poisson e também casos dependentes do tempo (Loeffler et al,2015).

Exaustivas pesquisas mostram que o MEC tem 6timo desempenho nas aplicacées em
gue os operadores que caracterizam matematicamente a equacao de governo sdo
auto-adjuntos (Brebbia et al.,, 1984). Nestes casos, é possivel eliminar todas as
integrais de dominio, particularmente aquela que persiste apds se chegar a forma
inversa da equacdo integral (Brebbia e Walker, 1980) gracas a escolha estratégica de

uma fungdo auxiliar, que é a solucdo fundamental (Brebbia, 1978). Esta funcédo é a



solucdo de um problema correlato, governado por uma Equacéo de Poisson, onde uma

fonte concentrada é aplicada num ponto especifico de um meio infinito.

Ressalta-se, primeiramente, que as expressodes da solugao fundamental e sua derivada
normal ndo sédo funcdes de ponto e sim funcbes da distancia euclidiana entre dois
pontos, tais como as fungbes de base radial atualmente bastante empregadas,
conforme mencionado. Em segundo lugar, vale destacar que elas sdo bem conhecidas
no ambito da Fisica Matematica como FuncbBes de Green, entendendo-se que elas
equivalem a resposta observada num ponto campo, pertinente ao dominio do problema
abordado, governado por uma equacéao diferencial parcial linear, a uma excitagéo de

amplitude unitaria aplicada num dado ponto dele distante, denominado ponto fonte.

Finalizando estas consideragdes iniciais, existe um método aparentado com o MEC,
pois usa como cerne as mencionadas Func¢des de Green, mas que se destaca pelo fato
de né&o precisar definir uma malha e realizar integragdes de contorno. Nesse sentido,
ele se aproxima bastante do que se almeja como concep¢ao dominante nas técnicas
sem malha utilizadas com o MEF. E o Método das Solugbes Fundamentais (MSF).
Preliminarmente, dele se ocupara o item seguinte com detalhes sobre seu

desenvolvimento histérico.

1.2 - O METODO DAS SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Historicamente, os fundamentos matematicos do MSF foram publicadas em torno de
algumas décadas atras e foram desenvolvidas principalmente por V. D. Kupradze e M.
A. Alexidze no final dos anos 1950 e inicio dos anos 1960 (Kupradze & Alexidze, 1964).
No entanto, o método foi proposto como uma técnica computacional muito mais tarde
por R. Mathon e R.L. Johnston no final de 1970 (Mathon & Johnston, 1977), seguido
por uma série de trabalhos de Mathon, Johnston, Graeme Fairweather com aplicacdes
(Chen et al, 2008). Um interessante trabalho de Fairweather e Karageorghis apresenta
o desenvolvimento do MSF nas décadas de 70, 80 e 90 (Fairweather & Karageorghis,
1998). Lenta, mas seguramente, o MSF tornou-se uma ferramenta util para a solucéao
de uma grande variedade de problemas fisicos e de engenharia (Fu et al, 2009; Chen
et al, 2011; Chen e Wang, 2010; Jiang & Chen, 2011).



Um grande obstaculo foi superado quando, na década de 90, MA Golberg e CS Chen
ampliou o MSF para lidar com equacfes ndo homogéneas e problemas dependentes
do tempo (Golberg & Chen, 1994; Golberg & Chen, 1998). Os desenvolvimentos
recentes indicam que o MSF pode ser usado para resolver equacgdes diferenciais
parciais com coeficientes variaveis (Fan et al, 2009). O MSF tem se revelado
particularmente eficaz para certas classes de problemas, tais como problemas inversos

(Hon & Wei, 2005), de dominio sem limites (Fairweather e Karageorghis, 1998).

O MSF, por ndo requerer uma malha (no sentido classico), nem se proceder a qualquer
integracéo, apresenta algumas vantagens, como, a facilidade de implementacdo em
relacdo ao MEC. Além disso, 0 método permite obter resultados para as tensfes em
pontos do contorno e do interior sem a necessidade de aplicacdo de técnicas especiais
(Medeiros, 2001).

O método se baseia, essencialmente, na solugdo fundamental ou Fungdo de Green
associada a uma equacéo diferencial parcial de interesse. Essa funcdo sera escolhida
como sendo a sua funcéo de base ou de influéncia, num sentido bastante similar aos
coeficientes de rigidez ou flexibilidade de barras, vigas e outros elementos de
sustentacgao, pertinentes ao estudo da Mecéanica das Estruturas (Moreira, 1977).

O MSF, no entanto, exige a delimitacdo de um contorno ficticio fora do dominio fisico
do problema para contornar as singularidades que aparecem devido a natureza da

solucéo fundamental.

Diversos trabalhos publicados consideram o contorno ficticio com o mesmo formato
gue o contorno do problema a ser solucionado, porém maior, de forma a circunscrever
o problema, como apresentado por Patterson & Sheikh (1983); Redekop & Thompson
(1983). No entanto, Bogolmony (1985) sugere que uma superficie circular como a
superficie 6tima para problemas em duas dimensbes, e uma esférica para trés

dimensades.

A escolha do posicionamento dos pontos deste contorno ficticio ainda é controversa,
pois os trabalhos sobre o método ainda nédo apresentam uma convergéncia para uma
determinada forma para este contorno. Isto restringiu seriamente a sua difusdo e
aplicabilidade aos problemas de engenharia. Mas, recentemente, o desenvolvimento de

alguns procedimentos auxiliares junto ao MSF tem mostrado que o0 mesmo pode ser



competitivo em algumas aplicacdes, tais como problemas de regides infinitas (Santos
et al, 2014).

Além das pesquisas com o MSF, algumas das novas técnicas tém sido desenvolvidas
para resolver os problemas relacionados ao uso da fronteira ficticia, tais como o
método de fronteira n6é (Mukherjee e Mukherjee, 1997), método de fronteira singular

(Chen e Wang, 2010), e o método regularizado sem malha (Young et al, 2005).

1.3 - OBJETIVO

Neste trabalho comparam-se os desempenhos numéricos dos Métodos dos Elementos
de Contorno (MEC) e Método das Solucbes Fundamentais Classico (MSF) na solucao
de problemas governados pela Equacéo de Laplace. Sdo métodos similares, que usam
a ideia de uma solucdo fundamental, mas também apresentam algumas distinges

importantes.

E possivel fazer com que estas diferentes técnicas interajam na solucdo de alguns
problemas mais complexos, o que implica em maior conhecimento das particularidades
do MSF, uma vez que o MEC é atualmente uma técnica muito mais conhecida, de
reconhecida eficiéncia em diversas aplicacdes importantes. J& o MSF experimenta uma

redescoberta a partir da intensificacdo das técnicas de discretizacdo sem malha.

Este trabalho compara a precisdo dos dois métodos e examina algumas
particularidades numéricas de ambos em exemplos simples, mas importantes para a
identificacdo do alcance de cada técnica. Trés exemplos de geometria quadratica sédo
resolvidos pelo MEC e pelo MSF, sendo que para este ultimo séo testados diferentes
arranjos para os pontos do contorno ficticio e distancias destes para o contorno do

problema .

7

No primeiro exemplo € resolvido um problema unidimensional, que pode ser
interpretado como sendo uma barra tracionada. O segundo e o terceiro exemplos
resolvidos sdo problemas tipicos de transferéncia de calor em duas dimensdes. Estes
dois ultimos exemplos se distinguem no seguinte: no primeiro resolve-se um caso cujas

condi¢cdes de contorno obedecem a uma curva em dois dos lados do problema; no



exemplo final as condicbes de contorno um determinado ponto apresentam uma

singularidade.

Os resultados do MEC e do MSF sao comparados com as solu¢des analiticas
disponiveis e o erro percentual médio é calculado e apresentado na forma de curvas de
convergéncia, ou seja, em funcdo do refinamento da discretizacdo. Os resultados sé&o

discutidos para cada problema apds sua apresentacao.



CAPITULO 2 - FORMULACAO CLASSICA DO MEC

Neste Capitulo serdo apresentados alguns conceitos basicos do MEC na sua
formulacdo classica ou singular para problemas de Laplace. A formulacdo do MEC
baseia-se na transformacédo das equacOes diferenciais que descrevem o problema
abordado em equagOes integrais de contorno na regido analisada. As equacdes
integrais sdo discretizadas e formam um sistema de equacdes lineares algébricas cuja

solucéo fornece o valor das incégnitas no contorno.

2.1 - AEQUACAO DE LAPLACE

Equacdo de Laplace é uma equacdo diferencial parcial do tipo eliptica, de grande
importancia, que descreve o comportamento de diversos e importantes fendmenos
naturais de carater estacionario, seja na mecanica dos solidos, na mecanica dos
fluidos, no eletromagnetismo e na astronomia, entre outros campos. Normalmente, sua

teoria geral de solugBes é conhecida como Teoria do Potencial (Ponce, 2009).

Na auséncia de fontes ou ac¢des de corpo, considerando um dominio bidimensional

Q(X), onde X = X(x4;x,), a equacao de Laplace se expressa matematicamente por:

0°u  9%u
4+ ——>=0 2.1
0x,° 0Ox,

Onde u(X) € uma grandeza escalar, comumente chamada potencial.

Matematicamente, para que um problema seja bem posto, é preciso que as condicdes
essenciais e naturais sejam definidas no contorno I'(X), respectivamente, através das

seguintes equacdes:



u(X) =uX)emT, 2.2

ou _
q(X) == g(X)emT, 2.3

Nesta Ultima equacao, n € o vetor unitario normal no ponto X = X(x;) e I' = I, + I.

Considerando-se um caso especifico de grande importancia, demonstra-se que, dado
um meio bidimensional Q(X) com dominio aberto ou infinito, o potencial u(X) e sua
derivada q(X) numa diregéo n, gerados num ponto campo X = X(x4,X,) por uma fonte

situada em & a uma distancia euclidiana r daquele séo dados por (Brebbia, 1978):

|

3

Figura 2.1 — Distancia euclidiana entre o ponto campo e o ponto fonte.

1
u (& X) = ﬁln(r) 24

1 ou* 1 or

T X) = = aran 25

A demonstracdo destas expressdes pode ser encontrada na literatura especializada

(Brebbbia, 1978). A distancia euclidiana r € expressa por:
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r(&X) = (x(©) —x(0))2 + ((©) — y(X))? 26

Percebe-se que a independéncia angular das equacdes 2.4 e 2.5 faz com que o
equacionamento do problema possa ser bastante simplificado.

As equacdes 2.4 e 2.5 sdo extremamente importantes na composi¢cdo do MEC, onde
fazem o papel de funcdes auxiliares na formulacéo integral. O mesmo ocorre no caso
do MSF, onde caracterizam a acdo a distancia ou a funcdo de influéncia entre dois
diferentes pontos do dominio.

2.2 - REPRESENTACAO INTEGRAL

O equacionamento geral para o MEC pode ser obtido pela aplicacdo de principios
pertinentes a Teoria das Equacgfes Integrais, particularmente o emprego do
procedimento de integracdo por partes e o Teorema da Divergéncia. Esta abordagem
sera a adotada neste trabalho por conveniéncia, mas também é possivel a obtencéo do

equacionamento do MEC pelo Método dos Residuos Ponderados (Weinberger, 1970).

Assim, através da Teoria das Equacfes Integrais, para se alcancar a formulacdo do
MEC, a equacado de Laplace é levada para uma forma integral. Para tanto se utiliza a
funcéo u*(§,X) — a funcdo de Green ou de influéncia do MSF — como func¢éo auxiliar de

forma que se resulta na seguinte expressao:

0°u  0%u
f l 7t 2] u*df 2.7
0x,° 0Ox,

Por ser um operador auto-adjunto, o Laplaciano permite a aplicagcdo da técnica de
integracdo por partes duas vezes na equagao anterior, de modo que se pode

reescrevé-la como:
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0*u  0*ul
J dx.° 0x,
o%u*  o%u’
0
[ Bl + o e
d0xq Lox, dx, 6x2u
0

dx, dx,
1 R o R ot
dx, 6x1 axz axzu

0

2.8

O Teorema da Divergéncia € entdo aplicado nas segunda e terceira parcelas do lado

direito da equacéao 2.8 obtendo-se a expressao abaixo:

d0*u  0*ul
J 0x,° 0x,

2.9
o%u* 82 *
f I s> ud2 — f{uq Yar + j-{u q}dr
6x1
Onde:
. ou’0x; N ou*dx, ou”
T = %x,0n "ox, 0n _ on 2.10
_ Ou 0x; 4 du 0x, Ou
1= dx, O0n  9x, on  On 2.11

A funcdo auxiliar u*(§;X) €, na verdade, a solugdo fundamental tradicional, que € a
solucdo de um problema correlato pela Equacdo de Poisson, onde uma carga
concentrada unitaria é aplicada em um ponto fonte £ de um dominio espacial infinito. A

equacao de governo nessas condicdes de simetria angular é expressa por:
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d?u* N 1du*
dr? r dr

= —A(;X) 212

Onde r(§; X) € a distancia Euclidiana entre o ponto fonte § e o ponto campo X = X(x;);
A(; X) é a funcdo Delta de Dirac, singular em r = §. Uma solugéo particular da equacao
2.12 é dada por:

1
u*(§X) = —Eln[r(s‘; X)] 213
Dai resulta:
(EX) = 1 1 or
R G 214

Devido as propriedades da funcao Delta de Dirac, a substituicdo da equacédo 2.13 no
primeiro termo do lado direito da equacgéao 2.9 permite transformar a equacao integral
de dominio original em uma Unica expressdo constituida de integrais de contorno e

uma fungéo de ponto, na forma:

c(Ou(@) + [, fuqydr — [ {qu'}dr=o 215

Nesta Ultima equacao, c(¥) é uma constante que depende do posicionamento do ponto
fonte com relagdo ao dominio. Se esse ponto estiver fora do dominio fisico, c(§) é nulo;
se o ponto fonte estiver situado internamente, c(§) é igual a 1 e se estiver posicionado

sobre o contorno, c(%) é igual a 0,5 (Brebbia, 1978).

Usualmente, efetuada a etapa de discretizacdo com o MEC, os pontos fonte precisam
ser localizados externamente ao dominio ou entdo sobre o contorno, para gerarem um
sistema matricial de equacdes resolvivel. O posicionamento dos pontos fonte €
externamente € bastante razoavel, desde que se estabeleca um bom critério de

posicionamento, de modo a gerar um sistema de equacdes linearmente independente e
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bem condicionado. No entanto, a opcdo mais comum e difundida localiza os pontos

fonte no contorno, preferencialmente coincidentes com os pontos nodais.

Assim, a equacgao 2.15 pode ser reescrita da seguinte forma:

%u(f) + [ {ug*}dr — [ {qu'}dr=0 216

2.3 - DISCRETIZACAO DA EQUACAO INTEGRAL

O Método dos Elementos de Contorno pertence a classe dos métodos numéricos
discretos. Assim sendo, a representacdo do problema fisico original deixa de ser
continua e passa a ser representada matematicamente por um numero finito de pontos,

nos quais as variaveis podem ser conhecidas ou incégnitas.

Desde que se tenha um modelo matematico bem posto, ou seja, o valor do potencial ou
de sua derivada normal (um ou outro) sejam conhecidos em todos os pontos de
contorno, os valores desconhecidos destes podem ser encontrados apos a resolucao

de um sistema de equacgdes algébricas, gerado por esse processo de discretizacao.

Na discretizacdo, tanto a geometria do problema quanto o campo de variaveis sao
aproximados no contorno através de elementos, de acordo com certas funcdes pré-
estabelecidas. Dentro de cada elemento se definem os pontos discretos, chamados
pontos nodais, que variam em numero e posicionamento, em funcdo da ordem ou tipo
de elemento. Também a forma geométrica dos elementos pode variar de acordo com
essas funcbes que aproximam o campo de variaveis nodais. Neste trabalho, sdo
usados elementos lineares isoparamétricos, ou seja, a interpolacdo do campo de

variaveis e da geometria € a mesma.

O MEC, por ser um método misto, resolve tanto os valores incégnitos do potencial
guanto de sua derivada normal simultaneamente. Ainda € possivel se calcular valores
no interior do dominio, usando a mesma equacéao integral, num pos-processamento,
cuja ideia geral resulta no chamado procedimento recursivo (Loeffler, 2011). No
entanto, detalhes desse processo ndo seréo abordados neste trabalho.
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O sentido de integracéo para o contorno de dominios fechados € percorrido de maneira
gue o dominio Q esteja sempre a esquerda, desta maneira garantindo que o vetor
normal n esteja apontando para fora do dominio. Assim, quando o contorno é
percorrido no sentido anti-horéario, o sistema ou volume de controle, tem seu dominio
definido internamente, como o0 mostrado na Figura 2.2 — Dominio 2(x) com isolamento

na regiao carregada.

X
1

Figura 2.2 — Dominio 2(x) com isolamento naregido carregada

Considerando-se o contorno dividido em N elementos e admitindo-se que os valores de
u(X) e q(X) variam linearmente ao longo de cada elemento de contorno, pode-se

discretizar a equacéo integral 2.16 de modo que:

—u(€)+z f [u@)a" 5 00]dr; i f [a@Ou €5 X0]dr; 2.17

j= 11", Jj=1 r;

Dado que u e g sdo assumidos com variacao linear ao longo do elemento, este podem

ser reescritos da seguinte forma:

U= iUy + du,
218
q =101+ $29>

Nas equacOes anteriores, as funcdes &y representam as funcdes de forma, que no

caso dos elementos lineares, empregados nesse trabalho, sdo dados pela Figura 2.3:
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3
Figura 2.3 — Funcdes de forma ¢y,
Ou pelas expressoes:
1
¢, = 5 1+8
219
—Z(1-9
pr=501-¢
Entdo, substituindo as equacdes 2.18 na equacéo 2.17 tem-se:
1 N N
. _ ai] .
§u+2f ]q}dG—Zf{[dn (.bz][qz]u}d[]'- 2.20
j=1 rj Jj=1 r;

Como os valores u;, u,, q; € q, séo valores nodais, segue:

~u i f & gt [ —Z [ Wo: ¢2usar lga] 221

Jj= ir;
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Que pode ser reescrita da seguinte forma:

N
%mZ[hl A} =Z[gl o[ 222

Onde:

rj
2.23
g1 = j ¢’1U*d1}
Ty
92 = f q,')zu*dl}
Ty
Assim, para um né i pode-se, entéo, escrever a equacéao 2.22 na forma:
1 N N
_ Ul [491
_Eul = Z[hl hz]] uz]] 2[91 gZ]j [qz]] 2.24
Jj=1 Jj=1
1 u u u
W= [h1  ho]y [uﬂl +[hy R3], [uﬂz +[h  hals u;L
Uy q1 q1
Hh halw|yy| —lon g2hi[g)] —lov g2l |g)] 225
q1 q1
[91 92]5 CIzL [91 921y [QZ]N
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Como u é uma grandeza escalar, entéo:

(Uz)i = Wiy = W

2.26
Uy = (W) =y
Aplicando as equacgbes 2.26 na equacéo 2.25, esta pode ser reescrita como:
1 N
oW = [(h)1 + (h)n]ug + Z [(hz)j—1 + (hl)j] U;j
Hi; j=2 Hjij
227

N
—z (91);(q1); + (g2); (q2)
j=1

1 1 2 2
Gij 4 Gij 9

De acordo com procedimentos operacionais tradicionais do MEC, séo estabelecidos N
pontos nodais e a aplicacdo da equacao 2.27 para todos esses pontos gera um sistema

de equagdes matricialmente expresso por:

Hyy Hiyz - Hiy|1wg Gi1 Giz " Giv | [%

Hy1 Hpp oo Hpn [[U2| _ | G2 G2z . Gon || 42 228
Hy1 Hyzw Hyy]lUn Gy1 Gnz GunlLdn
Ou simplesmente:
HU-GQ =0 2.29

Cuja solucao pode ser feita por qualquer método eficiente de solug¢ado para sistemas de
equacdes lineares ndo simétricas. Comumente € usado o metodo de Gauss, com

precisdo plenamente satisfatoria.
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CAPITULO 3 - FORMULACAO CLASSICA DO MSF

Neste capitulo sera apresentado a formulacdo classica do MSF para resolucdo de

problemas de Laplace em duas dimensoes.

@

Pontos de Colocacio

@
)\ Pontos Fonte

Figura 3.1 — Disposicédo dos pontos fontes e de colocacédo na geometria do problema
(Cordeiro. S.G.F, Leonel. E.D — 2014)

Considere um contorno I' = I;, U Iy na Figura 3.1 acima. As condi¢Oes essenciais e

naturais sdo definidas no contorno I'(X), respectivamente, através das seguintes

equacgoes:

u(X) = u(X) em[ly 3.1
du

q(X) =5-=qX)em[, 3.2

Nesta Ultima equacdo, n é o vetor unitdrio normal no ponto X = X(x;) e u e g séo
respectivamente os valores do potencial e de sua derivada normal conhecidos nos

pontos colocacionais.
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Para modelagem do MSF deve ser inserida uma série de pontos de colocacao X; sobre
0 contorno onde o problema serd analisado. Nestes pontos as condi¢cdes de contorno
sdo prescritas. Embora o método ndo requeira uma discretizacdo explicita, a
geométrica do problema fisico e suas condi¢cdes de contorno devem ser rigorosamente

computadas.

Similarmente ao MEC, também deve ser inserida uma série de pontos fontes §;, mas

estes devem se situar externamente ao contorno I', formando uma fronteira ficticia que

circunscreve a geometria do problema fisico.

Na formulacédo do MSF admite-se que:

N

u; = Zuz‘jcj- emT}, 323
j=1
N

q = Z qijc;  emIg 34
j=1

Onde:

— irepresenta o conjunto de pontos de colocacdo X no contorno;

— j representa o conjunto de pontos fontes ¢ em volta do contorno;

— u* é a solucao fundamental do problema potencial no ponto X; devido a uma
fonte concentrada no ponto §;;

— q* é a derivada da funcdo fundamental no ponto X; devido a uma fonte
concentrada no ponto &;;

- ¢j é aintensidade da grandeza incdgnita no ponto &j;

— N é o numero de pontos colocacionais, que é igual ao numero de pontos fontes.

Existe formulacdo onde o numero de pontos fontes é igual N-1, proposto por (Golberg
et al, 1996), no entanto, neste trabalho o numero de pontos fontes utilizado foi igual ao

namero de pontos colocacionais, por apresentar melhor precisdo (Medeiros, 2001).

No caso do problema de Laplace, conforme apresentado anteriormente, tem-se:
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1
ut = %ln[r(X, )] 3.5

. our 1 or(X,$)
7= an  2m  On 3.6
Onde r é a distancia euclidiana entre o ponto X e o ponto é.

As equacdes 3.3 e 3.4 podem ser escritas na forma matricial respectivamente nas

equacdes abaixo:

B * * *
Uqp U1z - Ugn|[C1 Uy
* * * a7
u 21 u 22 u 2n Cz — uz 37
* * * 17
(U U e U] Lon Up
— * * *
911 912 q 1n] €1 q1
* * *
Q71 9, - 4 2n| C2| = |92
; SR | : 3.8
* * * C
n
L] ni q n2 - q nnJ n

Percebe-se que nas equacdes 3.7 e 3.8 os N coeficientes ¢ sGo 0s mesmos em ambas
as matrizes, assim, podem-se combinar as linhas de ambas as matrizes gerando um
novo sistema no qual o vetor situado a direita da igualdade é composto exclusivamente

de valores prescritos.
A1 A1z " Qa6 Uy
Az1 Q22 o Qon||C2| 2|42 29
an1  Qn2 Annl LCn Uy

Ou, de maneira simplificada:
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[Alijlcl; = [v]i 310

Resumindo, na matriz A cada linha é formada pelas equacfes 3.3 onde u é prescrito e

3.4 onde q € prescrito. O vetor c € formado pelos coeficientes de influencia c;, que sao

as incognitas do sistema, e o vetor y € formada pelos valores prescritos de u e q nos

pontos de colocagao.

Resolvendo-se a equacao 3.10 encontra-se o valores dos coeficientes de influencia c;.
Estes valores sdo usados nas equacdes 3.3 e 3.4 para se encontrar a grandeza

desconhecida em cada ponto X;.

Ainda é possivel encontrar facilmente os valores do potencial no interior do contorno.
Considerando X, uma série de pontos internos ao contorno, seus valores podem ser
obtidos pela equacéao 3.3, fazendo i = k.

n
e = Z Ui € 311

j=1

Neste trabalho, a obtencéo de valores em pontos internos néao foi abordada.
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CAPITULO 4 - RESULTADOS

4.1 - INTRODUCAO

O MSF, em sua formulagéo classica, foi usado e comparado ao MEC, também em sua
formulacdo classica com elementos lineares, para a resolucdo de trés problemas de
duas dimensbes e de geometria em forma de quadrado com comprimento do lado

unitario.

4.1.1 - PONTOS COLOCACIONAIS

Em todos os trés problemas, para ambos os métodos, usaram-se 6 diferentes
guantidades de pontos no contorno distribuidos igualmente entre as faces do contorno:
12, 20, 36, 44, 84 e 164 pontos.

Em um primeiro momento, em cada face, um ponto € posicionado em cada
extremidade da face e o restante dos pontos distribuidos igualmente entre estes.
Assim, nos vértices, sdo posicionados nés duplos, ou seja, dois pontos de contorno
sobre um mesmo ponto geomeétrico, sendo que cada um destes pertencente a uma

face do contorno.

12 pontos 20 pontos 36 pontos -

84 pontos 164 pontos
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Figura 4.1 — Quantidade e disposi¢cdo dos pontos colocacionais na discretizacdo de malha com
nos duplos.

Para estas discretizacdes, na resolucdo com o MEC, no caso de condi¢bes de contorno
de Dirichlet em ambos os pontos de um ndé duplo, estes pontos foram afastados em

13% de seu comprimento.

Os problemas resolvidos com estas discretizacdes serao referenciados futuramente no

texto como “malhas com ndés duplos”.

Em um segundo momento, os pontos séo redistribuidos para que nao seja posicionado
nenhum ponto nas extremidades de cada face, evitando a existéncia de nds duplos. Os
elementos de contorno para o MEC, neste caso, ficam apenas entre os pontos de uma

mesma face, como representado em vermelho na malha de 12 pontos na Figura 4.2.

12 pontos 20 pontos

w
(0))
©
O
>
—
O
w

44 pontos 84 pontos 164 pontos

................................

Figura 4.2 — Disposi¢cao dos pontos colocacionais na discretizacdo de malha sem nés duplos.

Da mesma forma que os problemas com ndés duplos, os problemas resolvidos com
estas discretizagOes seréo referenciadas no texto futuramente apenas como “malhas

sem nos duplos”.
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4.1.2 - PONTOS FONTES

Como descrito anteriormente, o MSF precisa que seja definido pontos fontes para o
seu funcionamento. Para a resolu¢do dos problemas utilizou-se a mesma quantidade
de pontos fontes que a quantidade de pontos no contorno, que conforme Medeiros

(2001) apresenta melhores resultados.

Sabe-se que o arranjo dos pontos fontes no espaco é de grande importancia para o
funcionamento do método, por simplicidade, o posicionamento fixo dos pontos fontes

foi o escolhido para este trabalho, porem, variando-se a geometria.

Duas geometrias para o posicionamento dos pontos foram utilizadas, a circular,
defendida por (Bogomolny, 1985) como a geometria 6tima e o arranjo de mesma

geometria que o problema, porém maior, de forma a engloba-lo:

- Arranjo circular, em que os pontos fontes ficam dispostos, igualmente espacados,

em circulo ficticio que envolve o problema, concéntrico com a geometria do contorno.

Figura 4.3 — Disposicao dos pontos fontes no arranjo circular.

Seis valores para o raio séo utilizados: Um valor minimo, que varia com a quantidade
de pontos no contorno, e os valores de R=15 R=19; R=225 R=35 R=

6e R =11. O raio minimo segundo Medeiros (2001) € igual a distancia do centro da
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geometria para ponto mais afastado do contorno somado a distancia regular entre dois
pontos de contorno, ou seja, 0 comprimento de um elemento de contorno no MEC.A

apresenta os valores dos raios minimos para a quantidade de pontos no contorno.

Tabela 1 — Raio minimo do arranjo circular para o numero de pontos colocacionais.

Nepontos| 12 | 20 | 36 | 44 | 8 | 164

R | 121 | 09% | 08 | 08 | 076 | 073

- Arranjo conforme, em que os pontos fontes sdo posicionados a uma distancia d na
direcéo normal do ponto colocacional correspondente. Foram testados arranjos para 0s
valoresded =0,5,d =09,d =1,25,d =2,5,d =5ed = 10.

Figura 4.4 — Disposicdo dos pontos fontes no arranjo conforme.

Para os problemas com malha sem nos duplos, o arranjo de pontos fontes usado se
manteve os mesmos dos problemas com nos duplos para uma mesma quantidade de

pontos no contorno.

Ao todo, foram feitas 156 simulacdes com o MSF e 12 simulagcées com o MEC para

cada problema com diferentes combinacdes de arranjos e distancias dos pontos fontes.
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4.1.3 - APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

Para cada combinacdo foi calculado o erro médio percentual dos resultados em

comparacao aos valores analiticos.

O erro foi calculado pela formula abaixo:

E= Z?zllvi — Clil . 100

4.1

amax n

Onde:

— E é o erro percentual

— mn é 0 numero de pontos no contorno onde a variavel foi calculada;
— v; é oresultado encontrado no ponto i;

— a; é o valor analitico no ponto i

—  @uax € Maior valor analitico do problema.

Curvas de convergéncia foram montadas cruzando o erro encontrado em cada

resultado com o nimero de pontos no contorno.

As curvas de convergéncia para cada problema sdo apresentadas nos capitulos

subsequentes comparando os resultados para cada arranjo de pontos fontes.

Posteriormente, em cada capitulo, sdo comparados os resultados obtidos com as

discretizacbes com nos duplos com as discretizacdes sem nés duplos.
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4.2 - PROBLEMA 1 - BARRA TRACIONADA

O primeiro problema resolvido € um problema de barra tracionada e as condi¢cdes de

contorno do mesmo sao mostradas na figura abaixo:

q=0

- u=0 _q=1

q=0

Figura 4.5 — Condi¢cdes de contorno para o Problema 1 — Barra Tracionada.

A solucédo analitica do problema é dada no Apéndice A.

4.2.1 - DISCRETIZACAO DO CONTORNO COM NOS DUPLOS

As curvas de convergéncia do MSF para o primeiro problema, com nés duplos, sao
apresentadas, junto as curvas de convergéncia do MEC, nas figuras de Figura 4.6 a
Figura 4.9.
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1,00E+03
1,00E+02
1,00E+01
1,00E+00
1,00E-01
1,00E-02
1,00E-03
1,00E-04
1,00E-05
1,00E-06

Erro[%]

1,00E-08
1,00E-09
1,00E-10
1,00E-11

1,00E-07 -

~—Rmin =+R=15 —-+R=19 —+R=225 -~R=3,5 —R=35 -+-R=11 -eMEC

A\ - .
] ,ixél\' //\\ /ﬁ .
i e —
| i
yd
"
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Numero de pontos de contorno

180

Figura 4.6 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha com nés duplos -

Arranjo circular.

1,00E+03
1,00E+02
1,00E+01
1,00E+00
1,00E-01
1,00E-02
1,00E-03
1,00E-04
1,00E-05
1,00E-06
1,00E-07
1,00E-08
1,00E-09

Erro [%]

#d=05 +d=09 —+d=125 =+d=25 ——d=5 -+d=10 -eMEC

/ /
/ /
-
AN /
, / //
W\ N / -
A\ NN N/
WA\
] R \
DN —
X S T

Numero de pontos de contorno

180

Figura 4.7 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha com nés duplos —

Arranjo conforme.
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~~Rmin -=R=15 -«R=19 —R=225 ——R=35 —R=6 -=-R=11 --MEC
1,00E+03
1,00E+02
1,00E+01
1,00E+00 3(\; ‘ +— ; ; =
1,00E-01 A +/

1,00E-02

1,00E-03 A H * * o
1,00E-04 ‘\ \ A

1,00E-05
1,00E-06
1,00E-07
1,00E-08
1,00E-09
1,00E-10

Erro[%]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos no contorno

Figura 4.8 — Curvas de convergéncia para o fluxo — Problema 1 — Malha com nés duplos -
Arranjo Circular.

-=d=05 -+-d=0,9 —=-d=1,25 =-—=d=2,5 ==d=5 -ed=10 ---MEC
1,00E+03
1,00E+02 // /
1,00E+01 // /
1,00E+00 .\ // / |
1,00E-01 :\ // /
1,00E-02 - // //
1,00E-03 L - -
A N AN /
oros | AN NN N/

1:00E-06 \\ \ \ ]]\ \.R
1,00E-07 W\ — S I —
’ e e

1,00E-08 - *
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos no contorno

Erro [%]

Figura 4.9 — Curvas de convergéncia para o fluxo — Problema 1 - Malha com nds duplos -
Arranjo Conforme.

Na mesma ordem, os valores dos erros percentuais para os resultados apresentados
se encontram nas tabelas de Tabela 2 a Tabela 5 a seguir:
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Tabela 2 — Erro médio percentual para o potencial — Problema 1 — Malha com nés duplos —
Arranjo Circular.

N° de Arranjo Circular Ve
pontos | Rmin |R=15 |R=19 |R=2,25 |R=35 |R=6 R=11

12 1,98E-01 |3,21E-01 |6,18E-02 |7,96E-04 [1,04E-05 |5,52E-08 [2,58E-07 |6,07E-02
20 6,69E-01 [8,37E-06 |1,20E-07 |1,60E-08 |1,83E-10 |1,41E-07 |6,65E-10 |2,59E-02
36 1,19€-01 |4,08E-10 |5,67E-05 |1,66E-10 |4,63E-10 |[2,79E-09 |2,87E-08 |8,22E-03
44 8,84E-02 |3,93E-11 |1,43E-09 |3,95E-11 |2,38E-09 |2,82E-08 [9,98E-09 |5,63E-03
84 2,99E-01 |[1,57E-07 |3,15E-08 |4,72E-07 |4,61E-07 |2,82E-05 |6,94E-07 |1,72E-03
164 |4,46E-01 |2,01E-08 |[3,12E-08 |2,49E-07 |5,35E-07 |6,23E-06 |1,33E-06 |5,20E-04

Tabela 3 — Erro médio percentual para o potencial — Problema 1 — Malha com nés duplos -
Arranjo Conforme.

N° de |Arranjo Conforme
MEC

pontos | 4=05 |d=0,9 |d=1,25 |d=25 |d=5 d=10

12 9,23E+00 |9,03E-01 |5,33E-01 |3,95E-02 |1,26E-03 |2,74E-05 |6,07E-02
20 1,79E+00 |4,74E-02 |1,16E-02 |1,09E-04 |3,15E-07 |2,31E-08 |2,59E-02
36 4,99E-02 |2,27E-04 |1,17E-05 |5,66E-09 |2,32E-08 |3,54E-08 |8,22E-03
44 9,76E-03 |1,81E-05 |4,37E-07 |7,48E-08 |6,40E-08 |4,41E-07 |5,63E-03
84 5,50E-06 |4,28E-09 |4,69E-08 |7,03E-08 |8,09E+14 |4,09E+15 |1,72E-03
164 1337£-08 |4,32E-09 |4,74E-09 |4,74E+15 |5,34E+16 |7,39E+15 |5,20E-04

Tabela 4 — Erro médio percentual para o fluxo — Problema 1 — Malha com nés duplos — Arranjo

Circular.

N° de |Arranjo Circular

pontos | R min R=15 |R=1,9 |R=225 |R=3,5 |R=6 R=11 MEC
12 3,35E-01 |1,74E+00 |4,13E-03 |[2,59E-04 |2,92E-06 |1,43E-08 |[1,37E-07 |1,45E-02
20 9,58E-01 |2,60E-05 |2,32E-07 |2,40E-08 |2,47E-10 |1,85E-07 |5,85E-10 |6,27E-03
36 1,27E-01 |1,38E-09 |1,71E-04 |6,15E-10 |1,52E-09 |1,08E-08 |2,68E-08 |[3,78E-03
44 8,96E-02 |1,58E-09 |4,42E-09 |1,26E-09 |5,66E-10 |3,28E-08 |[2,43E-08 |3,13E-03
84 1,13E+00 |9,56E-07 |4,96E-08 |6,85E-07 |1,60E-06 |1,36E-05 |9,88E-08 |[1,67E-03
164 16,12E-01 |4,22E-07 |[2,37E-07 |8,18E-07 |2,83E-07 |1,56E-06 |7,15E-07 |8,64E-04
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Tabela 5 — Erro médio percentual para o fluxo — Problema 1 — Malha com nés duplos — Arranjo

Conforme.

N° de |Arranjo Conforme MEC
pontos | 4=05 |d=0,9 |d=1,25 |d=255 |d=5 d=10

12 5,03E+00 |4,87E-01 |1,50E-01 |7,95E-03 |2,39E-04 |5,16E-06 |1,45E-02
20 1,13E+00 |3,11E-02 |4,64E-03 |3,33E-05 |9,30E-08 |2,49E-08 |6,27E-03
36 3,86E-02 |1,71E-04 |5,46E-06 |1,76E-08 |3,66E-08 |1,91E-08 |3,78E-03
44 7,96E-03 |1,40E-05 |2,14E-07 |2,53E-08 |3,13E-08 |[2,12E-07 |3,13E-03
84 5,10E-06 |2,85E-08 |7,39E-08 |1,95E-07 |1,69E+12 |1,29E+12 |1,67E-03
164 17 17e-07 |1,91E-08 |2,16E-08 |4,78E+13 |5,21E+13 |8,67E+11 |8,64E-04

As curvas de convergéncia para o potencial e para o fluxo apresentaram
comportamentos semelhantes. Por conveniéncia, a analise dos resultados que se

segue sera feita tomando-se por base os resultados para o potencial apenas.

Para uma melhor avaliacdo dos resultados, sdo apresentadas as curvas de
convergéncia apenas para 0s arranjos circulares com R minimo, R=1,5, R=1,9 e

R=2,25 e para os arranjos conformes com d=0,5, d=0,9 e d=1,25 comparadas ao MEC.

Rmin -=R=15 --R=19 —R=2,25 -=MEC
1,00E+03
1,00E+02
1,00E+01
1,00E+00 T -
1,00E-01 A
1,00E-02
& 1,00E-03 A H * ® — o
£ 1,006-04 A
& \LWVA
1,00E-05 \\ \/ \
1,00E-06 »
1,00E-07 \V \ \ —
1,00€-08 %
1,00E-09
1,00E-10
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos no contorno

Figura 4.10 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha com nés duplos —
Arranjos circulares com R min, R=1,5, R=1,9 e R=2,25.
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+d=0,5 -=—d=0,9 -d=1,25 ---MEC

1,00E+03

1,00E+02

1,00E+01 -\l
1,00E+00 :

1,00E-01

NN
1,00E-02 %ﬂ\.
1,00E-03 °

Erro[%]

1,00E-04 ) AN
' AN

1,00E-05

1,00E-06 \ \

1,00E-07 2

1,00E-08 \?\‘\ -

1,00E-09

0 20 40 60 80 100 120
Numero de pontos de contorno

Figura 4.11 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha com n6s duplos —

Arranjos conformes com d=0,5, d=0,9 e d=1,25.

Com excecdo do arranjo circular com raio minimo, as curvas de convergéncia mostram

um avanco na precisdo dos resultados com o aumento do numero de pontos no

contorno e chegam a ultrapassar a precisdo do MEC para as discretizacdes com maior

namero de pontos.

Para os arranjos em gue pontos fontes sao posicionados mais afastados do contorno o

comportamento difere bastante dos demais. A Figura 4.12 mostra as curvas de

convergéncia para os arranjos circulares com R=3,5, R=6 e R=11 e a Figura 4.13 para

os arranjos conformes com d=2,5, d=5 e d=10.
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Figura 4.12 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha com n6s duplos —
Arranjos circulares R min, R=3,5, R=6 e R=11.
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Figura 4.13 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha com nés duplos —
Arranjos conformes com d=2,5, d=5 e d=10.
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Os arranjos circulares demonstram uma irregularidade nos valores dos erros para
esses valores de R, se apresentando hora melhores hora piores em precisdo, mas
seguindo uma tendéncia crescente apos 44 pontos. Apesar da irregularidade
apresentada, os resultados foram melhores que os alcangcados com o0s arranjos

conformes e ndo foram encontradas singularidades na solucéo dos problemas.

J4 as curvas para os arranjos conforme apresentam inicialmente um resultado
decrescente para o erro até uma determinada quantidade de pontos de discretizacdo. A
partir dai, comportamento de erro crescente a partir de 36 pontos no contorno até se
produzir uma singularidade no sistema de equacdes, 0 que ocorre para 164 pontos no

caso de d=2,5 e para 84 pontos nos casos de d=5 e d=10.

O programa computacional implementado neste trabalho aborta a solu¢géo do sistema
de equacdes quando encontra uma singularidade; portanto, estes resultados ndo sao
validos para avaliacdo do método. Tais resultados ndo sao apresentados no grafico,
pois inviabilizariam a observacdo da curva para os outros niveis de distanciamento e

quantidades de pontos.

As tabelas Tabela 6 e Tabela 7 abaixo mostram em que linha do sistema de equacgdes

as singularidades foram encontradas na resolu¢ao deste problema.

Tabela 6 — Singularidades na solugdo do Problema 1 — Malha com nés duplos — Arranjo
Circular.

Linha do sistema de equacfes onde foi encontrada singularidade

Arranjo Circular

Rmin | R=1,5 | R=1,9 |R=2,25 | R=3,5 | R=6 | R=11
12 - - - - - - -
20 - - - - - - -
36 - - - - - - -
44 - - - - - - -
84 - - - - - - -
164 - - - - - - -

N° de pontos
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Tabela 7 — Singularidades na solucéo do Problema 1 — Malha com nés duplos — Arranjo
Conforme.

Linha do sistema de equag¢des onde foi encontrada singularidade

Arranjo Conforme
d=0,5 | d=0,9 |d=1,25| d=2,5 | d=5 d=10
12 - - - - - -
20 - - - - - -
36 - - - - - -
44 - - - - - -
84 - - - - 79 16
164 - - - 163 22 15

N° de pontos

4.2.2 - DISCRETIZACAO DO CONTORNO SEM NOS DUPLOS

Em seguida as discretizacdbes no contorno foram alteradas para que ndo fossem
posicionados pontos nos veértices da geometria, eliminando assim a presenca de nos
duplos.

As curvas de convergéncia destes casos sdo apresentadas nas figuras de Figura 4.14
a Figura 4.17:
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Figura 4.14 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha sem nés duplos -

Arranjo Circular.
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Figura 4.15 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha sem nés duplos —

Arranjo Conforme.
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Figura 4.16 — Curvas de convergéncia para o fluxo — Problema 1 — Malha sem nés duplos —
Arranjo Circular.
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Figura 4.17 — Curvas de convergéncia para o fluxo — Problema 1 — Malha sem nés duplos -
Arranjo Conforme.

Do mesmo modo, as tabelas de Tabela 8 a Tabela 11 trazem os valores dos erros

percentuais médios para estes mesmos casos.

Tabela 8 — Erro médio percentual para o potencial — Problema 1 — Malha sem nés duplos —
Arranjo Circular.

N° de |Arranjo Circular

pontos | R min R=15 |R=1,9 |R=2,25 |R=3,5 |R=6 R=11 MEC
12 1,41E-02 |2,35E-01 |1,68E-02 |2,14E-05 |2,60E-07 |2,50E-09 |7,64E-08 |5,56E+00
20 4,13E-01 |4,75E-06 |5,64E-08 |1,09E-08 |1,71E-10 |9,58E-08 |2,91E-11 |3,41E+00
36 3,60E-04 [2,70E-09 |3,34E-10 |3,86E-09 [8,83E-10 |3,57E-09 |8,07E-09 |2,70E+00
44 5,67E-02 |1,59E-10 |1,37E-10 |5,33E-10 |1,32E-09 |1,01E-08 |2,66E-08 |1,71E+00
84 2,46E+00 |2,18E-08 |3,08E-06 |2,78E-07 |7,61E-08 |2,61E-07 |2,27E+08 |1,39E+00
164 14,29E+01 |1,95E-02 |1,95E-02 |1,95E-02 |1,95E-02 |1,95E-02 |4,01E+05 |8,40E-01
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Tabela 9 — Erro médio percentual para o potencial — Problema 1 — Malha sem n6s duplos —

Arranjo Conforme.

N° de |Arranjo Conforme
MEC

pontos | 4=05 |d=0,9 |d=1,25 |d=2,5 |d=5 d=10

12 1,90E+00 |1,67E-01 |1,14E-01 |9,31E-03 |2,98E-04 |6,49E-06 |5,56E+00
20 3,24E-01 |9,00E-03 |2,29E-03 |2,19E-05 |6,40E-08 |1,51E-08 |3,41E+00
36 7,58E-02 [3,46E-04 |1,96E-05 |6,82E-09 |8,02E-09 |7,02E+11 |2,70E+00
44 5,17E-03 |1,05E-05 |2,68E-07 |2,39E-08 |4,17E-09 |1,58E-07 |1,71E+00
84 2,81E-05 |1,99E-08 |4,15E-09 |5,32E-08 |5,30E+13 |4,06E+14 |1,39E+00
164 11956-02 |1,95E-02 |[1,95E-02 |3,21E+14 |1,94E+15 |1,09E+15 |8,40E-01

Tabela 10 — Erro médio percentual para o fluxo — Problema 1 — Malha sem nds duplos — Arranjo

Circular.

N° de |Arranjo Circular

pontos | R min R=15 |R=19 |R=225 |R=35 |R=6 R=11 MEC
12 7,01E-02 [2,04E+00 |1,34E-02 |1,37E-05 |9,58E-08 |6,43E-10 |2,04E-07 |7,52E+01
20 9,63E-01 |1,38E-05 |7,12E-08 |1,86E-08 |2,61E-10 [2,00E-07 |3,98E-10 |4,61E+01
36 1,11E-03 |4,62E-09 |2,13E-09 |1,03E-07 |2,15E-09 |1,41E-08 |2,44E-08 |4,39E+01
44 1,02E-01 |2,39E-09 |1,47E-08 |4,77E-09 |2,61E-08 |1,31E-08 |1,28E-08 |2,73E+01
84 1,01E+02 |5,69E-08 |2,74E-05 |5,79E-06 |1,76E-07 |1,75E-07 |8,06E+06 |2,18E+01
164 |6,51E+01 |2,03E-07 |1,26E-06 |3,54E-06 |3,54E-06 |2,02E-05 |1,58E+05 |1,24E+01

Tabela 11 — Erro médio percentual para o fluxo — Problema 1 — Malha sem nés duplos — Arranjo

Conforme.

N° de |Arranjo Conforme e
pontos |4=05 |d=0,9 |d=1,25 |d=2,5 |d=5 d=10

12 5,36E+00 |3,82E-01 |8,87E-02 |5,76E-03 |2,05E-04 |4,53E-06 |7,52E+01
20 1,14E+00 |3,48E-02 |5,25E-03 |3,75E-05 |1,03E-07 |5,74E-08 |4,61E+01
36 2,02E-01 |6,10E-04 |2,64E-05 |3,39E-08 |5,63E-08 |1,84E+09 |4,39E+01
44 1,79E-02 |3,31E-05 |6,03E-07 |2,39E-07 |7,39E-08 |6,95E-08 |2,73E+01
84 8,89E-06 |4,21E-07 |1,39E-07 |2,16E-07 |8,35E+11 |9,84E+11 |2,18E+01
164 |159£-06 |8,45E-07 |1,19E-07 |3,15E+13 |2,02E+13 |1,30E+12 |1,24E+01
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Para uma melhor avaliagdo dos resultados, as curvas de convergéncia do potencial
para os arranjos circulares com R minimo, R=1,5, R=1,9 e R=2,25 sédo apresentadas
na Figura 4.18 e os resultados para os arranjos conformes com d=0,5, d=0,9 e d=1,25

na Figura 4.19. A curva para o MEC também é apresentada como referencia.
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Figura 4.18 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha sem nés duplos —
Arranjos circulares com R min, R=1,5, R=1,9 e R=2,25.

—<+-d=0,5 =+d=0,9 -d=1,25 ---MEC

1,00E+03
1,00E+02
1,00E+01

1,00E+00 . . : . : . : — .
1,00E-01 \\

1,00E-02

1,00E-03 \ \ /
1,00E-04 \\\ \\/ /

1,00E-05 \ //

1,00E-06 \ p
1:005-07 N s

1,00E-08
1,00E-09

Erro [%]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno




40

Figura 4.19 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha sem nés duplos -
Arranjos conformes com d=0,5, d=0,9 e d=1,25.

As figuras Figura 4.20 e Figura 4.21 mostram respectivamente as curvas para 0S
arranjos circulares com R=3,5, R=6 e R=11 e para os arranjos conformes com d=2,5,

d=5 e d=10 junto a curva do MEC para medida de comparacao.
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Figura 4.20 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha sem nés duplos —

Arranjos circulares com R=3,5, R=6 e R=11.
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Figura 4.21 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Malha sem nés duplos —

Arranjos conformes com d=2,5, d=5 e d=10.

Em geral as curvas de convergéncia para os problemas resolvidos com as

discretizacbes sem ndés duplos apresentaram 0 mesmo comportamento que as

resolvidas com os nés duplos, porém com resultados préximos ou piores.

A Tabela 12 e a Tabela 13 abaixo mostram as singularidades encontradas e a linha do

sistema de equacdes em que elas foram encontradas para os casos com malhas sem

nés duplos.

Tabela 12 — Singularidades na solucao do Problema 1 — Malha sem nés duplos — Arranjo

Linha do sistema de equac¢des onde foi encontrada singularidade

Circular.

N° de pontos

Arranjo Circular

Rmin | R=1,5 | R=1,9 | R=2,25| R=3,5 | R=6 =11
12 ] ] ] ] ] ] ]
20 ] ] ] ] ] ] ]
36 - - - - - - 36

44
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84 e |
164 ‘-‘-‘-‘-‘164‘27‘15

Tabela 13 — Singularidades na solu¢cdo do Problema 1 - Malha sem nés duplos — Arranjo
Conforme.

Linha do sistema de equac¢des onde foi encontrada singularidade

Arranjo Conforme
N° de pontos
d=0,5 | d=0,9 |d=1,25| d=2,5 | d=5 d=10
12 - - - - - -
20 - - - - - -
36 - - - - - 36
44 - - - - - -
84 - - - - 79 17
164 - - - 164 27 15

4.2.3 - COMPARACAO ENTRE AS DISCRETIZACOES COM E SEM NOS DUPLOS

As figuras de Figura 4.22 a Figura 4.34 mostram em um mesmo grafico para cada

arranjo de pontos fontes as curvas de convergéncia para as discretizacbes com e sem

nés duplos.
com nés duplos sem nos duplos
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Figura 4.22 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparagao entre
solucéo resultados com e sem malha com nds duplos — Arranjo circular com raio minimo.
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Figura 4.23 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparacé&o entre

solucéo resultados com e sem malha com nds duplos — Arranjo circular com R=1,5.
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Figura 4.24 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparacgao entre

solucéo resultados com e sem malha com nds duplos — Arranjo circular com R=1,9.
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Figura 4.25 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparacgao entre
solucéo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo circular com R=2,25.
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Figura 4.26 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparagao entre
solugdo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo circular com R=3,5.
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Figura 4.27 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparacgao entre
solucéo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo circular com R=6.
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Figura 4.28 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparagao entre
solucdo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo circular com R=11.
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Figura 4.29 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparagao entre
solucéo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo conforme com d=0,5.
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Figura 4.30 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparagao entre
solucéo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo conforme com d=0,9.
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Figura 4.31 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparagao entre

solucdo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo conforme d=1,25.
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Figura 4.32 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparagao entre
solucéo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo conforme com d=2,5.



48

1,00E+03
1,00E+02
1,00E+01
1,00E+00
1,00E-01
1,00E-02
1,00E-03
1,00E-04
1,00E-05
1,00E-06
1,00E-07
1,00E-08
1,00E-09

Erro [%]

com nos duplos

sem nos duplos

d=5 -+ MEC —+—d=5 ——MEC
//
‘\'—"\: / )
. T /. T . T T = 1
l\.\ /
k.\/\.—
% / "
\
\ /
X /
~
—
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Numero de pontos de contorno

Figura 4.33 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparagao entre
solugdo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo conforme com d=5.
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Figura 4.34 — Curvas de convergéncia para o potencial — Problema 1 — Comparagao entre
solucéo resultados com e sem malha com nés duplos — Arranjo conforme com d=10.
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Uma analise comparativa das curvas para as duas discretizacdbes mostra que a
eliminacdo dos nos duplos néo foi eficaz nem para a melhoria da precisdo do método,

nem para adiar o encontro de singularidades no sistema de equacoes.

4.3 - PROBLEMA 2 - PROBLEMA DE POTENCIAL COM CONDICOES DE
CONTORNO NAO CONSTANTES

O segundo problema foi retirado do trabalho de Prado (1991). E um problema de

potencial cujas condi¢cbes de contorno séo dadas pela figura a seguir:

u=cosh(x)sen(y)

g=senh(x)sen(y)

u=0

A
!
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Figura 4.35 — Condi¢des de contorno para o Problema 2 — Problema de potencial com
condicBes de contorno nédo constantes.

A solugéo exata deste problema € dada pelas seguintes expressoes:
u(x,y) = cosh(x) sem(y)

q(x,y) = semn, + cosh(x) cos(y)n,

4.3.1 - DISCRETIZACAO DO CONTORNO COM NOS DUPLOS

As curvas de convergéncia para este problema resolvido com discretizagdo com nés

duplos sédo apresentadas a seguir nas figuras de Figura 4.36 a Figura 4.39, para o
potencial e para o fluxo, respectivamente.

Rmin -=R=15 —+R=19 —-+R=225 -+-R=35 -=R=6 -+~R=11 —-MEC
1,00E+03 //
1,00E+02 l / //
__1,00E+01 ~
X
2
- 1,00E+00 T / T T T 1
1,00E-01 NZZ/\/
1,00E-02
20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.36 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Malha com nés duplos —
Arranjo Circular.
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-=d=05 -+-d=09 —=-d=1,25 -ed=2,5 -=d=5 —=+=d=10 —-—MEC
1,00E+03
1,00E+02
. 1,00E+01
X
o
“ 1,00€+00
1,00E-01
1,00E-02
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Numero de pontos de contorno

Figura 4.37 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Malha com nés duplos —

Arranjo Conforme.

Erro [%]

——Rmin =+R=15 —+«R=19 —-+R=225 -+R=35 -=R=6 +«R=11 ---MEC
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1,00E-01

1,00E-02
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Figura 4.38 — Curvas de convergéncia para o fluxo - Problema 2 — Malha com nds duplos -

Arranjo Circular.
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Erro[%]
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Figura 4.39 — Curvas de convergéncia para o fluxo - Problema 2 — Malha com nés duplos -
Arranjo Conforme.

Os valores dos erros médios percentuais para o potencial e para o fluxo sédo

apresentados nas tabelas de Tabela 14 a Tabela 17 a seguir.

Tabela 14 — Erro médio percentual para o potencial - Problema 2 — Malha com nés duplos —

Arranjo Circular.

N° de |Arranjo Circular
MEC

pontos | R min R=15 |R=19 |R=225 |R=35 |R=6 R=11

12 5,43E-02 |5,88E-02 |3,41E-02 |2,95E-02 |2,88E-02 |[2,87E-02 |2,85E-02 |1,70E+01
20 4,81E-02 |2,54E-02 |2,54E-02 |2,54E-02 |2,54E-02 |[2,54E-02 |2,54E-02 |1,09E+01
36 1,75E-02 |1,90E-02 |1,91E-02 |1,91E-02 |[1,91E-02 |2,87E-01 |8,87E+14 |3,19E+00
44 1,91E-02 |1,89E-02 |1,77E+00 |1,89E-02 |4,58E-02 |4,45E+14 |5,71E+14 |2,11E+00
84 9,70E+00 |1,71E-01 |3,56E-02 |1,79E-01 |1,23E+14 |1,14E+15 |1,71E-01 |5,67E-01
164 |7 98E+00 |8,56E+11 |1,22E+13 |3,97E+13 |8,59E+14 |5,02E+14 |7,10E+15 |1,55E-01

Tabela 15 — Erro médio percentual para o potencial - Problema 2 — Malha com nés duplos —
Arranjo Conforme.

N° de |Arranjo Circular

" MEC
pontos | 4= 5 d=0,9 d=1,25 |d=2,5 d=5 d=10
12 3,06E-01 |5,56E-02 |3,64E-02 |2,95E-02 |2,87E-02 |2,87E-02 |1,70E+01
20 6,31E-02 |2,62E-02 |2,55E-02 |2,54E-02 |2,54E-02 |2,54E-02 |1,09E+01



36 1,92E-02 |1,87E-02 |1,89E-02 |1,99E-02 |1,14E-01 |3,58E+15 |3,19E+00
44 1,81E-02 |1,85E-02 |1,87E-02 |1,34E-01 |1,70E+14 |4,64E+15 |2,11E+00
84 1,57E-02 |7,08E-02 |5,77E-02 |1,60E-01 |3,48E+16 |3,41E+15 |5,67E-O1
164 5,83E-01 |6,39E-02 |1,47E-01 |4,37E+15 |1,88E+15 |2,24E+16 |1,55E-01
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Tabela 16 — Erro médio percentual para o fluxo - Problema 2 — Malha com nds duplos — Arranjo

Circular.

N° de |Arranjo Circular MEC
pontos | R min R=15 |R=1,9 |R=225 |R=3,5 |R=6 R=11

12 1,00E+00 |8,81E-01 |4,95E-01 |1,08E-01 |1,46E-01 |1,70E-01 |1,68E-01 |2,38E+01
20 2,08E+00 |1,15E-01 |1,15E-01 |1,15E-01 |1,15E-01 |1,12E-01 |1,15E-01 |1,48E+01
36 5,74E-01 [2,97E-01 |2,98E-01 |2,98E-01 |[2,98E-01 |2,14E+00 |1,68E+13 |4,63E+00
44 6,52E-01 |4,90E-01 |3,04E+00 |4,94E-01 |1,13E+00 |3,84E+13 |7,11E+12 |3,28E+00
84 8,70E+01 |1,07E+01 |6,38E-01 |2,35E+00 |1,00E+13 [2,01E+14 |1,07E+01 |1,29E+00
164 13 43E+02 |5,66E+11 |3,22E+12 |4,67E+12 |8,27E+13 |2,80E+13 |4,33E+14 |1,51E+00

Tabela 17 — Erro médio percentual para o fluxo - Problema 2 - Malha com nés duplos — Arranjo

Conforme.

N° de |Arranjo Conforme MEC
pontos |4=05 |d=0,9 |d=1,25 |d=25 |d=5 d=10

12 1,01E+01 |2,68E+00 |1,40E+00 [3,24E-01 |1,87E-01 |1,83E-01 |2,38E+01
20 2,23E400 [2,51E-01 |1,37E-01 |1,15E-01 |1,15E-01 |1,14E-01 |1,48E+01
36 3,42E-01 |2,94E-01 |2,84E-01 |3,00E-01 |3,50E-01 |2,31E+14 |4,63E+00
44 4,83E-01 |5,02E-01 |5,04E-01 |1,23E+00 |2,12E+13 [2,14E+14 |3,28E+00
84 5,14E-01 |1,56E+00 |7,30E-01 |1,08E+00 |4,94E+15 |9,79E-01 |1,29E+00
164 13 66E+01 |1,35E+00 [2,28E+00 |1,80E+15 |2,64E+14 |1,19E+15 |1,51E+00

Como no primeiro problema, as curvas de convergéncia para 0s arranjos circulares
com R minimo, R=1,5, R=1,9, R=2,25 e os arranjos conformes com d=0,5, d=0,9 e
d=1,25, junto a curva para o MEC, sdo apresentadas separadamente nas figuras

Figura 4.40 e Figura 4.41 abaixo.
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Erro [%]
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140 160 180

Figura 4.40 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 - Malha com nds duplos -

Arranjos circulares com R min, R=1,5, R=1,9 e R=2,25.
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Figura 4.41 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 - Malha com nés duplos —

Arranjos conformes com d=0,5, d=0,9 e d=1,25.
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Em comparacdo com o primeiro problema, os resultados para o MSF foram piores,
porém o mesmo também aconteceu para o MEC. Tal comportamento € esperado, pois

a complexidade deste problema € maior em relagdo ao primeiro.

Neste problema, no entanto, o MSF apresentou resultados melhores que o MEC ja
desde o inicio, com 12 pontos de contorno. Enquanto o MSF manteve seu erro abaixo
do patamar de 1%, para praticamente todos os casos, o MEC sé atingiu tal marca a

partir do uso de 84 pontos.

O arranjo circular apresentou um comportamento pior do que os arranjos conformes,
pois, a partir de um determinado nivel de refinamento, sua precisdo decresce de modo
repentino com niveis de erro altos, mesmo nos menores raios. Sabendo-se que uma
significante parcela dos pesquisadores do MSF opta por tal arranjo de pontos fonte, fica
a duvida se esta escolha se deve ao fato de que o modelo que acompanha o contorno
tem baixo desempenho no caso de reentrancias, situacdo esta que ndo sera abordada

nesta dissertacao.

No entanto, o MSF mostrou ter atingido um patamar minimo do erro para 36 e 44
pontos, apresentando, para o aumento da quantidade de pontos, tendéncia de aumento
do erro, enquanto o MEC apresenta a tendéncia de maior precisdo como se € esperado

de um método de discretizacao.

O distanciamento dos pontos fontes aparenta ter influéncia na preciséo dos resultados.
A curva para R=1,5 e d=5 ainda apresenta um comportamento mais regular, as curvas
para os outros valores de distancias, no entanto, apresentam hora maior precisao, hora

menor, conforme o nUmero de pontos aumentam.

As curvas para os arranjos circulares com R=3,5, R=6 e R=11 e para 0s arranjos
conformes com d=2,5, d=5 e d=10, junto a curva do MEC, sdo apresentadas nas

figuras Figura 4.42 e Figura 4.43 a sequir.
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Figura 4.42 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Malha com nés duplos —

Arranjos circulares com R=3,5, R=6 e R=11.

—~-d=2,5 -=-d=5 —+d=10 —-—MEC
1,00E+03
1,00E+02
__1,00E+01 ~
2 \
e \0\
- 1,00E+00 T T T T T T T T
1,00E-01 - -
1,00E-02
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Numero de pontos de contorno

180

Figura 4.43 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Malha com nés duplos —

Arranjos conformes com d=2,5, d=5 e d=10.

As curvas para 0s maiores distanciamentos dos pontos fontes mostram um

comportamento semelhante ao do primeiro problema. Apesar de

inicialmente
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apresentarem melhores resultados, com o0 aumento do niamero de pontos logo suas
curvas tendem a subir o nivel de erro, e com pouco numero de pontos ja atingem

singularidade.

As tabelas Tabela 18 e Tabela 19 — Singularidades na solucdo do Problema 2 - Malha
com nos duplos — Arranjo Conforme. mostram as singularidades encontradas e a linha
do sistema de equacdes em que elas foram encontradas para os arranjos circulares e

conformes respectivamente.

Tabela 18 — Singularidades na solugédo do Problema 2 - Malha com nés duplos — Arranjo
Circular.

Linha do sistema de equacgdes onde foi encontrada singularidade

N° de pontos - Arranjo Circular

Rmin | R=1,5 | R=1,9 |R=2,25| R=3,5 | R=6 | R=11
12 ] ] ] ] ] ] ]
20 ] ] ] ] ] ] ]
36 - - - - - - 36
44 ) ; - : - 44 43
84 - - - - 84 83 78
164 - 164 162 163 159 153 148

Tabela 19 — Singularidades na solugédo do Problema 2 - Malha com nés duplos — Arranjo
Conforme.

Linha do sistema de equagdes onde foi encontrada singularidade

Arranjo Conforme
N° de pontos
d=0,5 | d=0,9 | d=1,25| d=2,5 | d=5 =10
12 - - - - - -
20 - - - - - -
36 - - - - - 35
44 - - - - 44 41
84 - - - - 77 55
164 - . . 155 33 22

4.3.2 - DISCRETIZACAO DO CONTORNO SEM NOS DUPLOS

Em seguida as discretizacdes no contorno foram alteradas para que ndo fossem

posicionados pontos nos vértices da geometria, eliminando assim a presenca de nés
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duplos. As curvas de convergéncia destes resultados para o potencial e para o fluxo
séo apresentadas nas figuras de Figura 4.44 a Figura 4.47.

~-Rmin =+R=15 «~R=19 —+R=225 +R=35 -=R=6 +R=11 —-+MEC
1,00E+03

1,00E+02

1,00E+01

Erro[%]

1,00E+00

1,00E-01

1,00E-02

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.44 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 - Malha sem nds duplos —
Arranjo circular.

—-+-d=05 -+d=0,9 —+d=1,25 -+d=25 -=d=5 -~d=10 —-+MEC
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1,00E+02
__1,00E+01
X
o
S ¢ & \
“ 1,00€+00 : . : .
1,00E-01
1,00E-02
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno
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Figura 4.45 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 - Malha sem nés duplos —

Arranjo conforme.

——Rmin -+=R=15 -+~R=19 —+-R=225 -=-R=35 -=R=6 —+R=11 -e—-MEC
1,00E+03
1,00E+02
S
2
w
1,00E+01 | e \x_:
1,00E+00 T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.46 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 - Malha sem nés duplos —

Arranjo circular.

Erro[%]

-=d=05 -+d=0,9 —=--d=1,25 -==d=2,5 -=d=5 -~d=10 -e-MEC

1,00E+03
1,00E+02 \
1,00E+01 ~—2
1,00E+00 \// .
1,00E-01
1,00E-02

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Numero de pontos de contorno




60

Figura 4.47 — Curvas de convergéncia para o fluxo - Problema 2 - Malha sem nds duplos -
Arranjo conforme.

As tabelas de Tabela 20 a Tabela 23 abaixo apresentam os valores dos erros médios

percentuais para o potencial e para o fluxo para os arranjos circulares e conformes.

Tabela 20 — Erro médio percentual para o potencial - Problema 2 - Malha sem nés duplos —
Arranjo Circular.

N° de |Arranjo Circular MEC
pontos | R min R=15 |R=1,9 |R=2,25 |R=35 |R=6 R=11

12 9,34E+00 |9,55E+00 |9,76E+00 |9,63E+00 |9,68E+00 |9,70E+00 |9,70E+00 |1,10E+01
20 2,54E+00 |2,56E+00 |2,56E+00 |2,56E+00 |2,56E+00 |2,50E+00 |2,56E+00 |3,79E+00
36 2,38E+00 |2,25E+00 |2,25E+00 |2,26E+00 |2,26E+00 |3,33E+00 |1,40E+14 |3,84E+00
44 1,10E+00 |1,11E+00 |1,11E+00 |1,11E+00 |1,24E+00 |1,31E+15 |7,93E+14 |1,78E+00
84 4,26E+01 |3,13E+00 |2,09E+00 |9,21E-01 |2,14E+14 |1,65E+16 |5,85E+15 |1,61E+00
164 7,83E+01 |5,30E-01 |4,90E-01 |5,24E-01 |3,26E+13 |4,71E+15 |1,81E+15 |8,22E-01

Tabela 21 — Erro médio percentual para o potencial - Problema 2 — Malha sem nés duplos —
Arranjo Conforme.

N° de |Arranjo Conforme MEC
pontos |4=05  |d=0,9 |d=1,25 |d=2,5 |d=5 d=10

12 9,33E+00| 9,33E+00| 9,47E+00| 9,65E+00| 9,70E+00| 9,71E+00| 1,10E+01
20 2,55E+00| 2,55E+00| 2,56E+00| 2,56E+00| 2,56E+00| 2,55E+00| 3,79E+00
36 2,22E+00| 2,23E+00| 2,24E+00| 2,20E+00| 2,60E+00| 1,01E+16| 3,58E+00
44 1,10E+00 | 1,11E+00| 1,11E+00| 1,19E+00| 5,92E+14| 1,99E+16| 1,78E+00
84 8,87E-01| 9,81E-01| 5,22E+00| 1,06E+00| 3,80E+15| 1,30E+15| 1,61E+00
164 5,04E-01| 7,59E-01| 9,98E-01| 3,26E+14| 1,04E+15| 5,60E+15| 8,22E-01

Tabela 22 — Erro médio percentual para o fluxo - Problema 2 — Malha sem nés duplos — Arranjo
Circular.

N° de ‘Arranjo Circular
pontos ‘R -

‘ R=1,5 ‘ R=1,9 ‘ R=2,25 ‘ R=3,5 ‘ R=6

‘ R=11

MEC
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12 3,65E+01| 3,74E+01| 3,71E+01| 3,75E+01| 3,79E+01| 3,80E+01| 3,80E+01| 1,26E+02
20 9,73E+00| 9,79E+00| 9,81E+00| 9,82E+00| 9,84E+00| 1,02E+01| 9,85E+00| 6,57E+01
36 8,88E+00| 9,01E+00| 9,02E+00| 9,02E+00| 9,02E+00| 3,43E+01| 4,59E+12| 5,86E+01
44 4,19E+00| 4,06E+00| 4,05E+00| 4,05E+00| 5,03E+00| 6,26E+13| 1,66E+12| 3,41E+01
84 2,33E+02 | 6,63E+01| 1,12E+01| 4,98E+00| 1,49E+13| 1,36E+15| 2,84E+12| 2,65E+01
164 2,66E+03| 3,54E+00| 2,58E+00| 3,58E+00| 1,14E+13| 2,41E+14| 1,49E+14| 1,46E+01

Tabela 23 — Erro médio percentual para o fluxo - Problema 2 - Malha sem nds duplos — Arranjo

Conforme.

N° de |Arranjo Conforme MEC
pontos |4=05 |d=0,9 |d=1,25 |d=2,5 |d=5 d=10

12 3,79E+01 [3,74E+01 |3,75E+01 |3,79E+01 |3,80E+01 |3,81E+01 |1,26E+02
20 9,87E+00 [9,84E+00 |9,83E+00 |9,84E+00 |9,85E+00 |9,82E+00 |6,57E+01
36 8,87E+00 [8,93E+00 |8,97E+00 |9,06E+00 |9,98E+00 |5,13E+14 |5,86E+01
44 4,15E+00 |4,13E+00 |4,10E+00 |4,61E+00 |7,58E+12 |9,94E+14 |3,41E+01
84 3,35E-01 |[2,43E+00 |2,58E+02 |1,11E+00 |4,76E+14 |1,16E+01 |2,65E+01
164 14,25E+00 |1,01E+01 |6,46E+00 |8,77E+14 |1,46E+14 |2,98E+14 |1,46E+01

As curvas de convergéncia do potencial para os arranjos circulares com R minimo,
R=1,5, R=1,9, R=2,25 e para os arranjos conformes com d=0,5, d=0,9 e d=1,25 sé&o
apresentadas nas figuras Figura 4.48 e Figura 4.49 respectivamente. A curva para o

MEC também é apresentada como referéncia.
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Rmin -+=R=15 —+R=19 —+R=2,25 —MEC

1,00E+03

1,00E+02
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o
i 1,00E+00

" T T T & w 1

""’\;.
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Numero de pontos de contorno

Figura 4.48 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 - malha sem nds duplos -
Arranjos circulares com Rmin, R=1,5, R=1,9 e R=2,25.

—--d=0,5 =+d=0,9 =-d=1,25 —-MEC
1,00E+03
1,00E+02
. 1,00E+01
X
o
*“ 1,00£+00 : ; .
1,00E-01
1,00E-02
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.49 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 - Malha sem nés duplos —
Arranjos conformes com d=0,5, d=0,9 e d=1,25.

O comportamento das curvas apresentou tendéncia oposta de aumento do erro,

enquanto 0s arranjos circulares tiveram seus erros reduzidos para O maior
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distanciamento dos pontos fontes, os arranjos conformes mostram a tendéncia de
aumento.

A excecdo do arranjo circular com raio minimo, todos tendem a melhora dos resultados
para o aumento do numero de pontos de contorno, entretanto, apesar da tendéncia de
reducdo do erro, os valores dos erros se comparados aos resultados com nés duplos
séo piores na grande maioria dos casos.

Os arranjos circulares apresentaram erro maior para 84 pontos, mas voltaram a
apresentar melhora do resultado para 164 pontos, mas com o aumento do afastamento
dos pontos fontes esse comportamento foi menor. Nos arranjos conformes somente o

arranjo com d=1,25 apresentou esse comportamento.

A Figura 4.50 abaixo mostra as curvas para os arranjos circulares com R=3,5, R=6 e

R=11 e a curva do MEC para medida de comparacao.

--R=3,5 -=-R=6 R=11 —MEC
1,00E+03
1,00E+02
. 1,00E+01
X
2
=S 3
1,00E+00 . . . : —— .
1,00€-01
1,00E-02
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.50 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 - Malha sem nés duplos —
Arranjos circulares com R=3,5, R=6 e R=11.

A Figura 4.51 apresenta as curvas de convergéncia para os arranjos conformes com
d=2,5, d=5 e d=10 junto a curva do MEC.
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—~-d=2,5 -=-d=5 —+d=10 —-—MEC
1,00E+03
1,00E+02
. 1,00E+01
X
E \
5 : —
*“ 1,00£+00 : . : . . : —_ .
1,00€-01
1,00E-02
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.51 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 - Malha sem nés duplos —
Arranjos conformes com d=2,5, d=5 e d=10.

As tabelas Tabela 24 e Tabela 25 a seguir mostram as singularidades encontradas e a
linha do sistema de equacdes em que elas foram encontradas.

Tabela 24 — Singularidades na solugdo do Problema 2 - Malha sem nés duplos — Arranjo
Circular.

Linha do sistema de equac¢des onde foi encontrada singularidade

Arranjo Circular
N° de pontos :
R min R=1,5| R=1,9 | R=2,25| R=3,5 R=6 R=11
12 - - - - - - -
20 - - - - - - -
36 - - - - - - 36
44 - - - - - 44 43
84 - - - - 84 81 79
164 - - - - 163 154 146
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Tabela 25 — Singularidades na soluc¢édo do Problema 2 - Malha sem nés duplos — Arranjo
Conforme.

Linha do sistema de equac¢des onde foi encontrada singularidade

Arranjo Conforme
N° de pontos
d=0,5 | d=0,9 | d=1,25| d=2,5| d=5 d=10
12 - - - - - -
20 - - - - - -
36 - - - - - 34
44 - - - - 44 41
84 - - - - 78 42
164 - - - 151 38 23

4.3.3 - COMPARAGCAO ENTRE AS DISCRETIZACOES COM E SEM NOS DUPLOS

As figuras de Figura 4.52 a Figura 4.64 abaixo mostram as curvas de convergéncia
para os resultados das discretizacdes com e sem nés duplos comparadas para cada

arranjo de pontos fontes:

com n@s duplos sem nos duplos
R min -=MEC ——R min ——MEC
1,00E+03

1,00E+02

1,00E+01 R/
1,00E+00 :

S
E T T T T T T T ——¢ 1
b
1,00E-01
1,00E-02
1,00E-03
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Numero de pontos de contorno

Figura 4.52 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacgéo entre
solucdo resultados com e sem malha com nds duplos - Arranjo circular com R minimo.
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com nds duplos sem nos duplos

R=1,5 -=+MEC ~+R=15 —MEC

Numero de pontos de contorno

R\;\ﬁ\_“\? 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

180

Figura 4.53 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solucdo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo circular com R=1,5.

com nos duplos sem nos duplos
R=1,9 -=MEC —-+R=1,9 —~MEC
1,00E+03
1,00E+02
1,00E+01
S
2 1,00E+00 T T T T T T N
frr
1,00E-01
1,00E-02
1,00E-03
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Numero de pontos de contorno

180

Figura 4.54 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre

solucdo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo circular com R=1,9.
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Figura 4.55 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solucéo resultados com e sem malha com ndés duplos - Arranjo circular com R=2,25.

com nos duplos sem nos duplos
R=3,5 -+MEC —-+—-R =35 ——-MEC

1,00E+03 /

1,00E+02 /
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o 1,00E+00 T T \ T T T T —9 1
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1,00E-02
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Figura 4.56 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solucdo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo circular com R=3,5.
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Figura 4.57 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solucéo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo circular com R=6.

com nos duplos sem nos duplos
R=11 -+MEC —+—R=11 ——MEC
1,00E+03 /
1,00E+02
1,00E+01
o 1,00E+00 T T \ T T T T —9 1
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1,00E-01
1,00E-02
1,00E-03
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.58 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solucdo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo circular com R=11.
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Figura 4.59 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solugéo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo conforme com d=0,5.

com nos duplos sem nds duplos
d=0,9 -=MEC —-+-d=0,9 —+MEC
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Figura 4.60 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solugéo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo conforme com d=0,9.
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Figura 4.61 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solucéo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo conforme com d=1,25.
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Figura 4.62 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solugéo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo conforme com d=2,5.
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Figura 4.63 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solucdo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo conforme com d=5.

com nos duplos sem nds duplos
d=10 -=+MEC —-+-d=10 —+—MEC
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Figura 4.64 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 2 — Comparacéo entre
solucéo resultados com e sem malha com nés duplos - Arranjo conforme com d=10.
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Em geral o comportamento das curvas com e sem nos duplos mantiveram 0s mesmos
nestes dois casos. Mas, assim como no primeiro problema, a mudanca da
discretizacdo dos pontos no contorno, afastando os mesmos dos vértices da geometria,

nao gerou melhora de precisao nos resultados.

Para os arranjos circulares, os resultados sem noés duplos sé ndo foram piores quando
0s resultados para o0 mesmo numero de pontos com ndés duplos encontraram
singularidades, o que aconteceu para R=1,5, R=1,9 e R=2,25. Isso mostra que apesar
de ndo gerar melhora na precisdo dos resultados adiou o encontro de singularidades

nestes casos.

Para os arranjos conformes, apesar de que para os valores de afastamento de d=0,5,
d=0,9 as curvas terem mantido uma tendéncia de queda até 164 pontos para a
discretizacdo sem noés duplos, o valores dos erros para estes casos sO superou 0s
resultados com nés duplos com 164 pontos e d=0,5 quando essa apresentou

crescimento do erro.

4.4 - PROBLEMA 3 - TRANSFERENCIA DE CALOR EM PLACA PLANA

O terceiro problema € um caso de transferéncia de calor por uma placa plana. As

condicOes de contorno sdo dadas pela figura abaixo:

u=20

q=0
1

Figura 4.65 — Condi¢cdes de contorno para o Problema 3 — Transferéncia de calor em placa
plana.
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A solucao exata deste problema € dada no Apéndice B.

Este problema foi resolvido apenas para o potencial no contorno.

4.4.1 - DISCRETIZACAO DO CONTORNO COM NOS DUPLOS

As curvas de convergéncia do MSF para este problema com a discretizagdo com nés

duplos para o potencial para os arranjos circulares e conformes sdo apresentadas
respectivamente nas figuras Figura 4.66 e Figura 4.67a seguir.

Rmin =+R=15 -+R=19 —-+R=225 —-+R=35 ——R=6 —+R=11 -e-MEC
1,00E+15

1,00E+13 "/‘7?43%:—‘ - % -
1,00E+11 /// W
1,00E+09

X 1,00E+Q07 -

H
& 1,00E+05 -
1,00E+03
1,00E+01
T 1
1,00E-01 .
\.\o—_. - .
1,00E-03
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Numero de pontos de contorno

Figura 4.66 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 3 - Malha com nés duplos -
Arranjo Circular.
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Figura 4.67 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 3 - Malha com ndés duplos -
Arranjo Conforme.

A Tabela 26 e a Tabela 27 abaixo apresentam os valores dos Erros percentuais médios

para os resultados expostos acima.

Tabela 26 — Erro médio percentual para o potencial - Problema 3 - Malha com nés duplos —
Arranjo Circular.

N° de |Arranjo Circular
MEC

pontos | R min R=15 |R=19 |R=225 |R=35 |R=6 R=11

12 1,33E+03 | 2,11E+04 | 1,90E+03| 5,37E+03| 2,97E+03| 6,40E+04| 4,07E+06| 1,29E-01
20 6,23E+04 | 2,74E+05| 3,10E+04| 3,30E+05| 1,13E+06| 1,33E+09| 1,54E+10| 3,42E-02
36 2,67E+05| 4,12E+10| 4,11E+06| 5,00E+07 | 1,94E+10| 8,18E+12| 6,12E+12| 1,20E-02
44 3,71E+07| 9,76E+08| 4,09E+07 | 2,60E+09 | 6,81E+12| 8,86E+13| 8,54E+13| 8,54E-03
84 3,78E+09| 7,69E+10| 1,37E+13| 1,74E+14| 1,49E+12| 6,99E+13| 3,25E+13| 3,05E-02
164 3,14E+02 | 6,74E+13| 3,95E+14| 4,91E+13| 6,27E+14| 1,17E+14| 9,44E+12| 1,96E-02
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Tabela 27 — Erro médio percentual para o potencial - Problema 3 - Malha com nés duplos —
Arranjo Conforme.

N° de |Arranjo Conforme
MEC

pontos | g=05  |d=0,9 |d=1,25 |d=2,5 |d=5 d=10

12 6,91E+02 | 7,22E+02| 3,19E+02| 7,62E+02| 1,93E+05| 1,54E+07| 6,44E-02
20 7,49E+02 | 1,34E+03| 3,25E+03| 1,40E+06| 3,37E+09| 9,73E+12| 1,71E-02
36 1,35E+03| 6,44E+05| 4,22E+07| 2,54E+07| 4,85E+14| 3,70E+16| 6,01E-03
44 2,24E+05| 8,68E+08| 4,09E+09| 3,33E+13| 7,22E+15| 1,01E+16| 4,27E-03
84 7,73E+08 | 3,57E+12| 3,46E+13| 1,30E+15| 5,07E+20| 1,78E+16| 1,52E-02
164 1,02E+08 | 1,17E+15| 2,41E+08| 1,38E+16| 2,47E+17| 9,49E+15| 9,79E-03

Para este problema o MSF apresentou um péssimo resultado para a discretizacdo com
nés duplos. Para quase todos os resultados o programa apontou singularidade na

resolucéo do sistema de equacoes.

As tabelas Tabela 28 e Tabela 29 abaixo resumem as singularidades encontradas e a

linha do sistema de equacdes em que elas foram encontradas.

Tabela 28 — Singularidades na solucédo do Problema 3 - Malha com nés duplos — Arranjo
Circular.

Linha do sistema de equacdes onde foi encontrada singularidade

N° de pontos ' Arranjo Circular

R min R=15 |R=19 |R=225|R=35 |R=6 R=11
12 12 12 12 12 12 12 12
20 20 20 20 20 20 20 20
36 36 - 36 36 36 36 36
44 - - 44 44 44 44 44
84 - 84 84 84 84 84 84
164 - 164 164 163 164 164 164
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Tabela 29 — Singularidades na solucéo do Problema 3 - Malha com nés duplos — Arranjo
Conforme.

Linha do sistema de equac¢des onde foi encontrada singularidade

N° de pontos Arranjo Conforme
d=0,5 | d=0,9 | d=1,25| d=2,5 d=5 d=10
12 12 12 12 12 12 12
20 20 20 20 20 20 20
36 36 36 36 _ " -
44 a4 ] a4 » 4s o
84 84 84 84 84 83 38
164 - 164 - 163 33 19

A tabela acima mostra um estranho comportamento de alguns resultados, como se
pode observar para o arranjo circular com R minimo. O problema solucionado com este
arranjo com um menor nimero de pontos apontou-se existéncia de singularidade no
sistema de equagdes, mas a mesma néo foi encontrada nos casos com mais pontos de

contorno.

Na realidade, o sistema com essa discretizacdo ja apresenta singularidade desde o
inicio devido ao n6 duplo com condi¢Bes de Dirichlet nas duas faces.

A matriz A é formada pela funcédo fundamental no caso de condicéo de Dirichlet, e esta
e funcéo exclusiva da distancia euclidiana entre dois pontos, a relacdo entre todos os
pontos fontes com estes dois pontos que fazem parte deste n6 duplo irdo resultar nos
mesmos coeficientes, ou seja, a matriz A gerada para este problema teré

necessariamente duas linha iguais.

4.4.2 - DISCRETIZACAO DO CONTORNO SEM NOS DUPLOS

Em seguida as discretizacbes no contorno foram alteradas para que ndo fossem
posicionados pontos nos vértices da geometria, eliminando assim a presenca de nés

duplos.

As curvas de convergéncia dos resultados para o potencial para ambos os arranjos de
pontos fontes s&o apresentadas nas figuras Figura 4.68 e Figura 4.69 abaixo.
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Figura 4.68 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 3 - Malha sem nés duplos —
Arranjo Circular.
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Figura 4.69 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 3 - Malha sem nés duplos —
Arranjo Conforme.

As tabelas Tabela 30 e Tabela 31 seguir apresentam os valores do erro médio
percentual para os resultados expostos acima.
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Tabela 30 — Erro médio percentual para o potencial - Problema 3 - Malha sem nés duplos —
Arranjo Circular.

N°e de |Arranjo Circular MEC
pontos | R min R=15 |R=19 |R=225 |R=35 |R=6 R=11

12 3,04E-01| 1,00E+00| 7,27E-01| 6,83E-01| 7,93E-01| 8,46E-01| 1,89E+00| 1,92E+00
20 2,85E-01| 1,31E-01| 1,69E-01| 1,89E-01| 2,19E-01| 3,72E+00| 9,11E+00| 6,28E-01
36 5,35E-03| 1,23E-01| 1,64E-01| 1,30E-01| 1,41E+00| 1,10E+01| 5,66E-01| 6,47E-01
44 3,32E-02| 4,71E-02| 1,87E-01| 2,29E-01| 2,88E+00| 2,45E+00| 3,87E+00| 2,66E-01
84 5,68E+00| 8,34E-02| 1,20E-01| 8,16E+00| 2,81E+01| 1,08E+01| 4,36E+12| 2,41E-01
164 4,48E-02 | 3,81E+00| 6,66E+00| 4,28E+01| 7,32E+01| 2,24E+00| 3,42E+13| 1,16E-01

Tabela 31 — Erro médio percentual para o potencial - Problema 3 - Malha sem n6s duplos —
Arranjo Conforme.

N° de | Arranjo Conforme
MEC

pontos| 4—05  |d=0,9 |d=1,25 |d=2,5 |d=5 d=10

12 1,86E+00 | 5,28E-01 | 5,99E-01 | 7,76E-01 |8,45E-01 | 8,66E-01 |1,92E+00
20 3,45E-01 |1,26E-01 | 1,63E-01 |2,14E-01 |2,33E-01 |1,42E+00 | 6,28E-01
36 1,09E-01 | 1,26E-01 |1,64E-01 |2,20E-01 |1,29E+00 | 2,36E+15 | 6,47E-01
44 1,90E-02 | 4,59E-02 |4,59E-02 |9,51E-01 |9,51E-01 |1,66E+16 |2,66E-01
84 1,38E-02 | 1,46E+00 | 1,38E+00 | 3,00E+15 | 2,46E+16 | 4,83E+17 | 2,41E-01
164 3,41E+00 | 3,67E+01 | 5,84E+02 | 5,88E+16 | 3,62E+15 | 1,90E+17 | 1,16E-01

A Figura 4.70 a seguir apresenta as curvas de convergéncia para 0s arranjos circulares
com R minimo, R=1,5, R=1,9 e R=2,25. A curva para o MEC é apresentada na mesma

figura como referencia.
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—<-Rmin =+R=15 -+«R=19 —R=225 -e-MEC
1,00E+03

1,00E+02

1,00E+01

1,00E+00

Erro [%]

1,00E-01

1,00E-02

1,00E-03

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.70 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 3 — Malha sem nés duplos -
Arranjos circulares com R min, R=1,5, R=1,9 e R=2,25.

Da mesma forma a Figura 4.71 apresenta as curvas de convergéncia para 0s arranjos
conformes com d=0,5, d=0,9 e d=1,25.

—--d=05 -=d=09 —+d= 1,25 --MEC
1,00E+03
1,00E+02
__1,00E+01
X
o
“ 1,00€+00 .
1,00E-01
1,00E-02
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.71 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 3 — Malha sem nés duplos —
Arranjos conformes com d=0,5, d=0,9 e d=1,25.
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Neste caso a melhora do resultado comparada a discretizacdo com nés duplos foi
evidente, devido principalmente ao afastamento dos pontos do nd duplo onde o

potencial era descrito em ambas as faces da geometria.

Os resultados para este problema, como nos outros, se mostraram decrescentes para
0 aumento do nimero de pontos até atingir um patamar minimo para entdo se tornar

crescentes em erro.

Neste problema, os arranjos encontraram sua melhor precisdo entre 36 e 44 pontos de
contorno, a excecao do arranjo conforme com d=0,5 que encontrou com 84 pontos. O
aumento dessa quantidade de pontos a partir desses valores resultou em perda de

preciséo.

No entanto, a perda de precisdo do MSF neste problema quando comparada ao do
exemplo anterior é significativa. Pode-se inferir que o valor constante das condi¢fes de
contorno resultou num fator desfavoravel ao MSF, pois predispde a singularidade do
sistema de equacdes. Ja para o MEC, ndo houve maiores implicacées, apesar de que
o valor constante das condicBes de contorno se apresentaria como um fator favoravel
ao método. No entanto, as condi¢cdes de Dirichlet impostas em duas das arestas em
angulo reto sempre trazem alguma perda de desempenho ao método, conforme
observado em diversas simula¢cdes. Ao final, os dois aspectos se compensaram € 0
desempenho do MEC se manteve estavel e com convergéncia crescente com o

refinamento.

As figuras Figura 4.72 e Figura 4.73, respectivamente, mostram as curvas para 0S
arranjos circulares com R=3,5, R=6 e R=11 e para os arranjos conformes com d=2,5,
d=5 e d=10 respectivamente. A curva do MEC é apresentada para medida de

comparagao.
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1,00E+03

—+-R=3,5 =—R=6 -+-R=11 -e-MEC

1,00E+02

1,00E+01

Erro [%]

1,00E+00

\,

1,00E-01

0

20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.72 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 3 - Malha sem nés duplos —

Arranjos circulares com R=3,5, R=6 e R=11.

1,00E+03

——d=25 —d=5 —d= 10 -=-MEC

1,00E+02

1,00E+01

Erro [%]

1,00E+00

1,00E-01

0

20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de pontos de contorno

Figura 4.73 — Curvas de convergéncia para o potencial - Problema 3 - Malha sem nés duplos —

Arranjos conformes com d=2,5, d=5 e d=10.
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O comportamento do erro para os arranjos conformes com maior distancia dos pontos
fontes se apresentou semelhante aos dos outros problemas resolvidos, rapidamente

encontrando singularidade para o aumento do nimero de pontos.

Para os arranjos circulares, no entanto, as singularidades s6 foram encontradas para
R=11. Para R=3,5 o comportamento foi semelhante aos casos de menor afastamento

dos pontos fontes, porem piores em relacao a preciséo.

A solucdo com R=6 apresentou um comportamento que difere dos outros resultados.
Inicialmente crescente, a curva se torna decrescente apds os 84 pontos, mas é dificil
tirar qualquer conclusédo deste caso, pois o resultado com 44 pontos também foge da
curva se comparada aos outros resultados, demonstrando a instabilidade do

comportamento do erro neste caso.

As tabelas Tabela 32 e Tabela 33 abaixo mostram as singularidades encontradas e a

linha do sistema de equacdes em que elas foram encontradas.

Tabela 32 — Singularidades na solucédo do Problema 3 — Malha sem nés duplos — Arranjo
Circular.

Linha do sistema de equacdes onde foi encontrada singularidade

Arranjo Circular
R min R=1,5| R=1,9 | R=2,25| R=3,5 R=6 R=11

N° de pontos

12 . . . . -
20 . B} B} B} - - -
36 - . - B} - - -
44 . . . - - - -
84 - - - - - - 84
164 - - - - - - 164
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Tabela 33 — Singularidades na soluc¢éo do Problema 3 — Malha sem nés duplos — Arranjo
Conforme.

Linha do sistema de equac¢des onde foi encontrada singularidade

Arranjo Conforme
N° de pontos
d=0,5 | d=0,9 | d=1,25| d=2,5| d=5 d=10
12 - - - - - -
20 - - - - - -
36 - - - - - 32
44 - - - - 44 41
84 - - - 84 81 21
164 - - - 164 35 20

4.5 - COMENTARIOS GERAIS SOBRE OS RESULTADOS

O método utilizado neste trabalho para a solu¢do do sistema de equacdes foi 0 Método
de Eliminacdo de Gauss, cujo procedimento se inicia pelo escalonamento da matriz de

coeficientes.

bY

Devido a geometria dos problemas resolvidos e a propria formulacdo da solucao
fundamental e de sua derivada, que sdo os coeficientes da matriz A, quanto maior o
namero de pontos utilizado, mais préximos sao 0s seus valores e maior 0 nimero de

operacdes necessarias para realizar o escalonamento dessa matriz.

O processo de escalonamento tende a subtrair esses coeficientes uns dos outros, e em
algum momento esses coeficientes podem vir a atingir valores inferiores a 1E-15 que o
limite de casas decimais que o Fortran trabalha (Microsoft, 1995). Esses coeficientes

entdo passam a ter seus valores nulos.

O programa implementado para este trabalho aponta singularidade ao nédo encontrar
nenhum candidato a elemento da diagonal na coluna da matriz A com um valor néo

nulo, ou seja, superior a 15E-15.

Isso também significa que durante o processo de escalonamento da matriz os
elementos fora da diagonal podem ser anulados antes que o programa aponte

singularidade, causando perda de preciséo.
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Isso justificaria 0 comportamento observado nas curvas de convergéncia de atingirem
um patamar minimo e entdo adotarem um sentido crescente do erro, que normalmente

€ seguido do encontro de singularidades, para 0 aumento do nimero de pontos.

Esta ocorréncia de valores anulados, no entanto também pode fazer com que uma
singularidade no sistema de equacfes seja eliminada. Neste caso o programa pode
chegar a solucdo do sistema de matrizes sem que uma singularidade existente seja

identificada, por vezes até mesmo permitindo redugéo do erro encontrado.

Essa condicdo onde a singularidade é eliminada durante o processamento é o caso do

terceiro problema para a discretizacdo com nés duplos.

Neste problema, a matriz de coeficientes para os pontos do n6 duplo onde ambos tém
como condicdo de contorno o potencial prescrito gera necessariamente duas linhas
iguais na matriz, porém nas operacfes de escalonamento dessa matriz a dependéncia

linear entre essas linhas acaba sendo perdida.

Este comportamento explica 0 motivo das singularidades terem sido encontradas com
menores quantidades de pontos de contorno, mas nao para maiores quantidades para

o0 arranjo circular com R minimo neste mesmo terceiro problema.

Outro fator que pode influenciar na proximidade dos valores dos coeficientes, e
consequentemente na crescente perda de precisdo dos arranjos com pontos fontes
mais distantes para o aumento do numero de pontos de contorno € o préprio

comportamento da funcédo fundamental que gera os coeficientes.

Pelo comportamento assintético da funcdo logaritmica neperiana, quanto maior se
torna o seu argumento, menor é a variacdo do resultado da funcdo, ou seja, quanto
maior o afastamento dos pontos fontes, menor sera a diferenca para os resultados dos

coeficientes da matriz, como pode ser observado na Figura 4.74.
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Figura 4.74 — Comportamento da funcédo logaritmica neperiana.

De modo geral, também se percebe a influencia deste comportamento nos resultados
para diferenca entre os arranjos. O arranjo circular, devido diferenca de geometria para
0 contorno, possui maior variagdo da distancias entre pontos fontes e de contorno, e
assim demonstra que suporta um maior numero de pontos de contorno antes que a

proximidades dos valores possa afetar a precisédo dos resultados.

A complexidade dos problemas também demonstra influenciar na diferenca entre os
tipos de arranjos. Para o primeiro problema, o0 menos complexo, os arranjos circulares
se demonstraram bem superiores em precisao que os arranjos conformes. No entanto,
isto ndo pode ser observado nos problemas 2 e 3. Nestes, além de ndo demonstrar
grande diferenca na precisdo dos resultados, os arranjos circulares apresentaram
grande instabilidade. Neste ponto, a compatibilidade das geometrias do contorno

ficticio e do problema pode ter sido determinante para os resultados.

Fica claro também que o reposicionamento dos pontos no contorno ndo surtiu efeito
positivo na precisdo de resultados, exceto para o terceiro problema por ter eliminado

uma situacdo de singularidade.
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CAPITULO 5- CONCLUSAO

O MSF é um dos mais simples métodos numéricos na atualidade. Praticamente
redescoberto ha alguns anos, tem sido empregado com éxito na analise acustica, em
problemas cujas fronteiras apresentam certa simplicidade e regularidade. N&o obstante
este sucesso, ainda hd muitas dividas com relacdo a identificagdo de parametros que
cercam sua aplicacdo generalizada, pois h4 uma tendéncia em calibrar o método diante

de problemas cuja conformacao geomeétrica se repete.

Em principio, para os problemas aqui abordados, governados pela Equacdo de
Laplace, o MSF se mostrou ser uma técnica de boa precisdo dos resultados; porém,
mostra grande instabilidade, demonstrando hora resultados melhores, hora piores. Tal
instabilidade se deve a inimeros motivos que ja foram apresentados nos comentarios

dos resultados.

O que se pode concluir a partir desses motivos € que a precisdo do método tem uma
grande relacdo de dependéncia com o posicionamento dos pontos de contorno e dos

pontos fontes.

No primeiro caso, a obtencdo de singularidades devido o posicionamento dos pontos
de contorno ainda pode ser contornado se identificando previamente situacdes onde o
fato ocorre e os afastando os pontos neste caso, como ja é feito para o MEC.

No entanto, a geracdo de coeficientes com valores muito proximos uns dos outros
exige um estudo mais profundo ja que a prépria formulacdo do método cria esses

coeficientes.

Um estudo que pode trazer informacdes preciosas e testar a solucdo de um mesmo
problema, com mesma geometria, porém com dimensfes diferentes, por exemplo
variar as dimensdes do quadrado multiplicando estas por 0,1 ou 10 e comparar com 0s
resultados para o comprimento do lado igual a 1. Assim pode-se verificar a influencia
da funcdo fundamental como usada, como citado nos comentarios dos resultados, na

proximidade dos valores dos coeficientes.

A solucdo do sistema de equacdes por um método como o de Eliminacdo de Gauss
nao se mostrou eficiente para estes casos devido a incapacidade do codigo fonte de

trabalhar com valores tdo baixos. A utilizacdo de métodos iterativos de solucdo de
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sistemas de equacfes, como o GMRES (Saad, 1986), € uma alternativa que pode ser

testada em futuros trabalhos em busca de melhores resultados,

Fica claro que para utilizacdo do método em sua forma pura, ha um equilibrio a ser
buscado entre o numero de pontos utilizados e o posicionamento tanto dos pontos
colocacionais quanto dos pontos fonte. Este pode ter sido o motivo do método néo ter

se consagrado desde sua introducdo, ja que esse equilibrio ndo é de facil identificacao.

Com o recente destague dos métodos sem malha nas pesquisas modernas, estudos ja
procuram evitar a dependéncia do método a esse posicionamento dos pontos fontes.
Como exemplo, o Método da Fronteira Singular, foi introduzido por (Chen e Wang,

2010) como o MSF sem contorno ficticio.

Um meétodo de otimizagéo para o posicionamento dos pontos fontes também foi usado
por (Mathon e Jonsthon, 1977) e posteriormente por outros pesquisadores nas décadas
e 80 e 90, principalmente por Karageorghis e Fairweather. Este método, no entanto, foi
dado como de alto custo computacional devido ao grande numero de avaliacbes da

funcdo necessario (Medeiros, 2005).

J4 o desempenho do MEC se mostrou mais robusto e apresenta uma curva de
convergéncia nitida com o refinamento da malha em todos os casos, 0 que nao
acontece com o MSF. As variagcbes das condi¢cdes de contorno, embora tambéem
afetem o MEC, pois quanto mais complexas maiores sao as necessidades de maior
refinamento da malha, mostraram-se muito mais sérias no MSF, nos exemplos
abordados e em outros que nao puderam ser aqui apresentados. Foi nitido que nestes

casos que ha uma tendéncia ainda maior a instabilidade numérica.

De maneira geral o MSF se apresenta como uma alternativa interessante para o MEC
por se tratar se um método de facil implementacdo, e dispensar a necessidade de
malha no sentido classico. No entanto o método em sua forma pura ndo oferece
seguranca suficiente para afirmar que este é mais preciso nestes casos devido a

instabilidade apresentada na solugéo dos problemas.

Por fim, deve-se ressaltar a caréncia de uma bibliografia que apresente
minuciosamente os testes com problemas governados pela Equacao de Laplace, etapa
importante antes da solucdo de problemas mais complexos que envolvem operadores

diferenciais ainda mais elaborados. Dai a proposta e a importancia de realizacdo do



88

presente trabalho. E possivel, portanto, que outras aplicacdes, como em casos
governados pela Equacao de Poisson e em outros com operadores mais elaborados,
como os governados pela Equacéo de Helmholtz, devido presenca de outros termos no
sistema discreto de equagbes, fornecam um modo de reduzir a tendéncia a
singularidade do método e de mostra-lo como uma técnica mais competitiva nestes

casos.
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APENDICE A — SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA 1 -

BARRA TRACIONADA

Neste apéndice, serdo demonstradas as expressoées utilizadas no calculo analitico

do potencial e sua derivada que representam no caso da barra engastada o

deslocamento axial e a tensao.

Considerando a figura A.1 a seguir (idéntica a Figura 4.5) tem-se:

q=0

q=0

Figura A.1 — Condicdes de contorno para o Problema 1 — Barra Tracionada.

0%u
TZWZO, VxE(O,l)
= k= Ea
v_ax_ 1

Como condic&o de contorno tem-se:

Al

A2



u=20, em x; =0
v=1, emx; =1
E

au_o

ox,

Considerando-se A.2 e A.5, tem-se:

ou =FEA=1
ox, B
Mas
£ o o
= - — = —_—
£ € E

Sabendo-se que

o=L
A

Entao:

E = L
AE

Assim, das equacdes A.6 e A.9 obtém-se que a forca € igual a deformacéao

e=f

A.3

A4

A5

A.6

A7

A.8

A.9

A.10
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Voltando a equacdo A.7 tem-se:

[ =[x

u(x;)) =x,+C

Considerando A.3:

u(0) =0, logoC =0

Entao:

u(xy) = x4

A.ll

A.12

A.13

A.14
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APENDICE B — SOLUGAO ANALITICA DO PROBLEMA 3 —
TRANSFERENCIA DE CALOR EM PLACA PLANA

Neste apéndice, serdo demonstradas as expressoées utilizadas no calculo analitico
do potencial para este problema que representa um problema classico de
transferéncia de calor em duas dimensdes. A solucdo sera calculada pelo método de

separacao de variaveis.

Considerando a figura B.1 a seguir (idéntica a Figura 4.65) tem-se:

u=20

q=0
1

Figura B.1 — CondicBes de contorno para o Problema 3 — Transferéncia de calor em placa
plana.

Considere a seguinte nomenclatura, por simplificacdo

u(l,x,) =U;,para0 <x, <1 B.1

u(x,1) =U,, para0 < x; < 1 B.2

Partindo da equacao de Laplace, que governa este problema:
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d%u N 0%u — o B.3
0x,%  0x,2

Considere a substituicdo de u por 8 na equacédo de governo, onde:

g= =t B.4
U, = Uy

Tem-se que:

020  0%6 B.5

=0
042 + 0x,2

E as condi¢des de contorno ficam como na figura B.2 a seguir:

6=1

q=0

Figura B.2 — Condi¢des de contorno do Problema 3 apés substituicdo de u por 6.

Supbe-se uma solucéo do tipo:



6 (x1,x2) = X(x)Y (x2)
E substitui-se a mesma na equacgéao B.6

0°X Y _
0x4? 0x,2

Dividindo-se B.7 por XY tem-se:

10°X 10% _
X0x.2  Yox,2
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B.6

B.7

B.8

A partir de B.8 pode-se retirar as duas seguintes equacdes diferenciais ordinarias:

a2x

xz AKX =0
a’y + 22X =0
dx,? B

E as solucdes para estas equacodes sao:

X = C; cos(Axy) + C, sin(Ax;)

Y = Ce™*2 + Cye?*2

Considere a condi¢cao de contorno:

B.9

B.10

B.11

B.12



06(0,x;) 0
ox;

Aplicando-se B.6 e as solugbes B.11 e B12 tem-se:

99 _ Ya—X = (Cse™2 + Ce™*2) g [C; cos(Ax;) + Cy sin(Ax;)]
0xq 0xq 3 4 dx; 1 2 1
0 1
69 0, —_—— —t—
% = (Cse™2 + Ce?*2) | —AC, sin(0) + AC, cos(0)
1
06(0,x3) _
le == (C3e sz + C4_e/1x2)ﬂ(:2
Assim:

CZ = O, para x, *0

Considere a condicao de contorno abaixo

06(x1,0) 0
ax,

Aplicando-se B.6, B.11, B12 e B17 tem-se:

B.13

B.14

B.15

B.16

B.17

B.18
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90 _ 9 _ cos(Ax )i(c e~M2 4 Ce?2)

axz axz 1 1 axl 3 *

69 aY —Ax Ax

5, = X g = Crcos(@xn) (~ACae ™2 + AC,e™)
1 1

06 (x4, 0 0 A

% = C, cos(Axy) (—AC3 e~ + AC, er) =0

2

Cl COS(Axl) A(C;l, - Cg) =0

C4_C3:0

Assim:

C3 = C4, parax #0

Considerando B.17 e B.24 pode-se reescrever B.6 da seguinte forma:

6 (x1,x,) = Cy cos(Axy) C3(e ™42 + e**2)

Fazendo as seguintes substituicdes
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B.19

B.20

B.21

B.22

B.23

B.24

B.25



Cs = (3

cosh(Ax,) = e ™2 4 eA*2

A equacéo B.25 fica:

0(xy,x3) = Cs cos(Axy) cosh(Ax,)

Aplicando em seguida a condig&o de contorno abaixo:

0(1,x,) =0

0(1,x,) = Cs cos(A) cosh(Ax,) =0

Como

cosh(Ax,) >0

logo

cos(A) =0

e entao
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B.26

B.27

B.28

B.29

B.30

B.31

B.32



T
A= (2n—1)5, para n=1,2,3..

Assim a equacao B.28 pode ser reescrita na forma a seguir:

0(xq,x3) = i Cs cos [(Zn -1) gxl] cosh [(Zn -1) %xz]
n=1

Finalmente, considere condi¢céo de contorno abaixo:

9(x1, 1) = 1

L4 T
0(xy,1) = Z Cs cos [(Zn — 1)Ex1] cosh [(Zn -1) E] =1
n=1
Fazendo:

— An
- cosh [(Zn -1) %]

Cs

Tem-se que:

s
0(xy, 1) = z A, cos [(Zn — 1)§x1] =1
n=1

Agora considere que:
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B.33

B.34

B.35

B.36

B.37

B.38



~ fol cos [(Zn -1) %xl] dx

- fol cos? [(Zn -1) %xl] dx

n

2 n 1
T@n = 1" [(Zn -1) 7x1] .

(Wl_l) sen[(2n — Dmxq] + %)

n 1

0

2 sen [(Zn -1 %xlui

A, = ]
(% sen[(2n — Dmx,] + M)
0
. 2 sen [(Zn -1) %]
n n(2n —1)
2

4 T
An = msen [(27’1 - 1) E]

4 +1
S — =D

Aplicando B.37 e em seguida B.44 em B.34, tem-se:

oo

0(xqy,x,) = Z An cos [(Zn -1) %xl] cosh [(Zn -1 %xz]

cosh [(Zn -1) %]

n=1

oo

~ 4(—1)"*1 cos [(Zn -1 %xl] cosh [(Zn -1) %xz]
6lr,x2) = Z n(2n — 1) cosh [(Zn -1 %]

n=1
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B.39

B.40

B.41

B.42

B.43

B.44

B.45

B.46
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Finalmente, retornando a relacao B.4 tem-se:

u(xqy,x1) = (U, — Uy) 0(xq,%,) + Uy B.47

Onde 6 atende pela equacéao B.46.



