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RESUMO

Esta tese tem como objetivo central a obtencao de fases geométricas quanticas no
cenario em que ocorre a violacao de simetria de Lorentz. Obteve-se andlogos de fases
geométricas para a dinamica nao relativistica de uma particula neutra com momento de
dipolo magnético permanente em diversos cenarios que envolvem a violagao de simetria.
A violacao de simetria é induzida pelo setor de paridade par e paridade impar do setor de
calibre C'PT-par do Modelo Padrao Estendido. Obteve-se casos andlogos para as fases ge-
ométricas quanticas de Anandan, para efeito Aharonov-Casher, para efeito He-McKellar-
Wilkens e para o efeito Aharonov-Bohm escalar. Para incluir este cenario da violacao de
simetria de Lorentz na evolucao dinamica do sistema, a equacao de Dirac foi reescrita com
a presenca de um termo de acoplamento nao minimo, iy*9, — iy“@u—l—%}v”(kp)waﬁy”Faﬁ,
ja conhecido na literatura. Este termo contém o campo tensorial (kp)uwas que induz os
efeitos de violacao de simetria de Lorentz. Recentemente, holonomias quanticas tem re-
cebido especial atencao devido a possibilidade de uso para realizar computagao quantica
holonomica. Motivados por esta aplicacao, obteve-se nesta tese holonomias quanticas a

partir das fases geométricas originadas no contexto da violagdo de simetria de Lorentz.



ABSTRACT

In this thesis, calculated the geometric quantum phases of the Lorentz symmetry vio-
lation. The Lorentz simmetry violation is induced by the CPT-even and CPT-odd gauge
sector of the Standard Model Extension. In this thesis, obtained the geometric phases
for non-relativistic dynamics of the a neutral particle with permanent magnetic dipole
moment considering this Lorentz symmetry violation background. Calculated the geome-
tric quantum phases considering the Aharonov-Casher effect also He-McKellar-Wilkens
and Aharonov-Bohm effects. For all this cases, included in the Dirac equation a coupling
term, y*0, — "0, + %gy“(kp)m,agy”Faﬁ. This term is responsible for the simmetry
breakdown. In this context, we obtain quantum holonomies from the Anandan geometric
phase and we have discussed how this theory could be used by the holonomic quantum

computation.
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Capitulo 1
Introducao

As alteracoes nas propriedades de um meio material quando uma certa regiao passa por
uma transicao de fase podem ser descritas por uma teoria de campo efetivo o qual envolvem
as caracteristicas cinéticas de particulas que se movem nesta regiao. Resumidamente,
pode-se dizer que um campo efetivo gerado espontaneamente altera as propriedades de
transporte de uma particula se deslocando naquela regiao. Como consequéncia, tem-se a
violagao da simetria original devido ao estado de minima energia. Portanto, a mudanca
do minimo de energia do vacuo para um campo de fundo nao nulo muda o meio em que

a particula se propaga.

A quebra de simetria em sistemas nao relativisticos tais como sistemas ferromagnéti-
cos, no qual a simetria rotacional ¢ quebrada, ou em supercondutores em que a violacao
espontanea da simetria de calibre blinda a interagao eletromagnética sao exemplos bem
sucedidos desta ideia. No caso de sistemas ferromagnéticos, temos como exemplo a tran-
si¢ao de fase do ferromagnetismo no modelo de Ising [1]. Antes da transi¢do, temos uma,
cadeia de spins com movimento térmico e sem correlacio. A medida que o sistema é
resfriado os spins comecam a ficar correlacionados e se orientam em uma determinada
direcao, gerando, como um campo de fundo, um campo magnético. Desta forma, ocorre a
quebra de isotropia espacial, pois este campo de fundo seleciona, espontaneamente, uma

direcao preferencial.

No vacuo, para sistemas relativisticos, a violacao de simetria pode ser vislumbrada
considerando um cenério dado pelos indices de espaco-tempo do tensor com rank n > 1.
Desconsiderando detalhes microscopicos, o campo de fundo nesta situacao quebra a si-
metria SO(1,3) em vez da simetria SO(3). Esta linha de pesquisa é conhecida no meio

cientifico como violagdo espontanea da simetria de Lorentz |2, 3, 4, 5, 6, 7|.

Esta nova possibilidade de violacao espontanea foi primeiro sugerida em 1989 nos

trabalhos de Kostelecky e Samuel [2, 3, 4, 5] indicando que, na teoria de cordas, a violagao



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

espontanea da simetria por um campo escalar poderia ser estendida. Esta realizacao tem
uma consequencia imediata: uma quebra espontanea da simetria de Lorentz. Na teoria
eletrofraca, um campo escalar adquire valores esperados no vacuo diferentes de zero o
qual gera massa ao bosons de calibre (Mecanismo de Higgs). De modo semelhante, na
teoria de cordas, situagao analoga a esta do campo escalar pode ser realizado com um
campo tensorial. Atualmente, estas teorias sao englobadas no ambito do Modelo Padrao
Estendido [8, 9, 10], como uma extensao possivel do Modelo Padrao minimo das interagoes

fundamentais.

O setor de calibre CPT-par do Modelo Padrao Estendido é obtido pela inclusao do
setor de calibre em um termo da lagrangiana, (—1)(kp)uwe F* (2) F" (), sendo (kr)uwm
o tensor responsavel por violar a simetria de Lorentz. Este tensor é composto por 19 coefi-
cientes, sendo dez birrefringentes e nove nao birrefringentes, todos dotados com a simetria
do tensor de Riemann e um duplo trago nulo ((kp)*,, = 0). Os efeitos desta eletrodi-

namica C'PT-par sobre a interacao férmion-férmion foram considerados nas referéncias
[11, 12, 13, 14, 15, 16].

A violagao da simetria de Lorentz esta implementada no setor fermionico do Modelo
Padrao Estendido por dois termos C'PT-impar: UHE’)/“Q# e blﬂ%yﬂw, em que v, e b,
correspondem aos vetores de fundo que violam as simetrias de Lorentz. A partir destes
campos vetoriais de fundo, os efeitos da quebra de simetria de Lorentz tem sido investi-
gados no efeito Hall quantico [17], solucao de estados ligados [18, 19, 20, 21, 22| e fases
geométricas quanticas |23, 24, 25, 26, 27, 28|.

O termo Fase Geométrica Quéantica foi criado por Berry [29] para descrever um fator
de fase adquirido pela funcao de onda de uma particula quantica durante uma evolucao
ciclica. Atualmente, as fases geométricas quanticas podem ser medidas para qualquer
evolucdo ciclica |30, 31, 32, 33]. Efeitos quanticos bem conhecidos que estao relacio-
nados ao surgimento de fases quinticas geométricas sdo o Efeito Aharonov-Bohm [34],
o efeito Aharonov-Dual [35, 36|, o efeito Aharonov-Bohm escalar [37, 38, 39|, o efeito
Aharonov-Casher [40] e o efeito He-McKellar-Wilkens [41, 42]. Casos analogos destes
efeitos quanticos foram também investigados em mecéanica quantica ndo-comutativa [43]

e para um momento de quadropolo elétrico [44, 45].

No inicio dos anos 90 o matematico Peter Shor [46] demonstrou um algoritmo eficiente
para fatorizar niimeros primos utilizando conceitos da mecanica quantica. Esta demons-
tracao despertou o interesse em varios aspectos da chamada computacao quantica, dentre
0S quais, possiveis maneiras de se obter os computadores quanticos. Uma abordagem
que vem recebendo grande destaque nos tltimos anos é usar fases geométricas quanticas

como uma forma de se implementar portas quanticas para manipular estados de qubits.




CAPITULO 1. INTRODUCAO 14

A ideia de usar fases geométricas é conhecida como computacdo qudntica holonémica ou
computacdo qudntica geométrica |47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55|.

Pretende-se, com esta tese, contribuir para a ampliacdo do campo de estudos rela-
cionados a violacao de simetria de Lorentz. Para isto, tem-se como proposta principal
investigar o surgimento de fases geométricas quanticas associadas a evolugao de particulas
em um ambiente com violacao de simetria de Lorentz. Neste sentido, foram obtidos ana-
logos da fase geométrica quantica de Anandan [56, 57|, do efeito Aharanov-Casher [40],
do efeito He-McKellar-Wilkens [41, 42] e do efeito Aharonov-Bohm escalar para particulas
neutras com momento de dipolo magnético permanente |38, 39, 56, 57|. Estas fases foram
obtidas em diferentes cenérios ocorrendo violacao da simetria de Lorentz induzida pelo
setor de calibre CPT-par do Modelo Padrao Estendido. Outra pretensao desta tese que
deve ser destacada, ¢ expandir as possibilidades de se implementar computagao quan-
tica holonomica/geométrica. Para isto, foram obtidas holonomias quanticas associadas as

fases geomeétricas obtidas no cenario em que hé violagao de simetria de Lorentz.

Esta tese esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2, serao apresentados os
conceitos principais associados a violagao de simetria de Lorentz. Inicialmente, sera feita
uma retrospectiva dos principais fatos que levaram ao desenvolvimento do Modelo Pa-
drao Estendido. Além disso, é apresentada a equacao de Dirac com o acoplamento nao
minimo. Esta equacao é necessaria para se investigar o surgimento de fases geométricas
no limite de baixas energias. No capitulo 3, serao apresentados parte dos resultados ori-
ginais obtidos durante a realizagao deste doutorado. Nele, estao contidos os resultados
referentes a obtencao das fases geométricas a partir de cenarios com violagao de simetria
de Lorentz. Investiga-se o surgimento de fases geométricas induzidas pelo setor de pari-
dade par e paridade impar do campo tensorial (kr)uaps. Deve-se destacar que, através
da presenca deste campo tensorial introduzido na equacao de Dirac via acoplamento nao
minimo, tem-se o campo de fundo responsavel pela violacao de simetria de Lorentz. No
capitulo 4, serao apresentados outros resultados originais desenvolvidos ao longo deste
doutorado, sendo dedicado a obtencao de holonomias quanticas. A originalidade destes
resultados encontram-se no fato de que estas holonomias quanticas sao obtidas a partir
de fases geométricas advindas de um cenario de violacao de simetria de Lorentz. Inicial-
mente, o capitulo apresentara algumas definicdes e conceitos basicos sobre portas logicas
quanticas para qubits. Na sequéncia, serd feita uma discussao rapida sobre computacao
quantica holondmica nao abeliana. O capitulo terminarda com a descricao da obtencao
de holonomias quanticas a partir das fases geométricas obtidas no capitulo 3. No capi-
tulo 5, serao apresentadas as conclusoes finais sobre todo o trabalho desenvolvido nesta
tese e uma proposta de trabalho futuro. Por fim, um apéndice sobre a transformacao de
Foldy-Wouthuysen.
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Capitulo 2

O cenario da violacao de simetria de

Lorentz

Este Capitulo tem como objetivo bdsico apresentar ao leitor o contexto da violacao
de simetria de Lorentz. Nao se pretende fazer uma revisao sobre o tema. Para esta

finalidade, o leitor interessado em wma boa revisio pode consultar [58].

2.1 Introducao

A Fisica sempre utiliza dos conceitos de simetria para ajudar em sua busca pela com-
preensao de fendmenos fisicos na Natureza. Na fisica classica, o principio de invariancia
de Galileu estabelece que as leis que regem os fenomenos da Natureza independem da
velocidade (constante, para referenciais inerciais [59]) do observador, sendo invariantes
perante as transformacoes de Galileu. Uma consequéncia desta invariancia é que nao se
distingue, sob as leis de Newton, se a condicao de movimento de um sistema ¢é repouso
ou se este se move de forma retilinea com velocidade constante. Ainda no limite classico,
verifica-se a isotropia espacial, da qual se constata que as leis fisicas independem da po-
sicao do observador, no que diz respeito a deslocamentos no espaco e o passar do tempo.
Também, em relacao a isotropia espacial, verifica-se que a orientacao espacial no qual
se encontra um sistema fisico nao deve, em principio, influencid-lo, sendo este também
invariante por rotacoes. Diversos experimentos foram realizados e comprovaram estas
ideias e, como consequéncia, por um longo tempo os fisicos acreditaram na falsa ilusao
de que seu alcance e aplicabilidade fossem ilimitados. Foi Albert Einstein quem mostrou

que estes conceitos nao estavam bem compreendidos e que seu alcance era limitado.

No final do século XIX havia uma incompatibilidade entre a Mecanica Newtoniana e

a teoria Eletromagnética de Maxwell. As Leis de Newton sao estruturadas através das
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transformacoes de Galileu, porém estas transformacoes sao inadequadas para embasar o
eletromagnetismo, uma vez que as equacoes de Maxwell perdem sua forma padrao em tais
transformacoes. Este impasse s6 foi resolvido em 1905, quando Einstein apresentou ao
mundo a Teoria da Relatividade Restrita lancando luz ao pensamento vigente na Fisica ao
mostrar uma nova concepgao sobre os conceitos de espaco e tempo. Sua teoria unificava
estes conceitos criando uma estrutura denominada de espacgo-tempo. Na Teoria da Rela-

tividade as equagoes que descrevem os sistemas fisicos sao baseadas em dois postulados:

1. A velocidade da luz é a mesma independente do referéncial adotado;

2. As leis fisicas sao as mesmas em quaisquer referenciais inerciais distintos.

No enunciado do primeiro postulado ja se percebe a incompatibilidade com as trans-
formagoes de Galileu. O segundo postulado define a covariancia que deve estar presente
nas leis fisicas. Baseados nestes postulados, chega-se a equagoes que descrevem a fisica de
uma forma tnica em referenciais inerciais distintos. Essa correspondéncia entre referenci-
ais inerciais ¢ feita através das chamadas transformagoes de Lorentz. Estas transformacoes
envolvem rotacoes em torno dos trés eixos espaciais e boosts, que sao empurroes associ-
ados a mudancas de velocidades ao longo dos eixos espaciais, ou ainda através de uma
combinacao de ambos. Nesta teoria, o eletromagnetismo torna-se covariante. O leitor
interessado em detalhes sobre a conexao entre referénciais inerciais, pode consultar, por

exemplo [60]. Um sistema fisico ¢ dito possuir a simetria de Lorentz quando a sua descri-

cao fisica através de equagoes € inalterada quando sujeitas as transformagcoes de Lorentz.
Vérios experimentos confirmam a simetria de Lorentz como uma simetria fundamental,

pois se recupera a simetria de (Galileu no limite de baixas velocidades.

Além da Teoria da Relatividade Restrita, Einstein também é um dos “pais” da Meca-
nica Quantica. Em um outro artigo, também de 1905, ele propos que a luz deveria ter
um comportamento como se fosse constituida por unidades elementares de energia. Além
disso, estas unidades deveriam ser proporcionais a sua frequéncia *. E da unido da Teoria
da Relatividade Restrita com a Mecanica Quantica surge a Teoria Quantica de Campos,
como um dos pilares da fisica moderna. No contexto da Teoria Quéantica de Campos, a
descricao das particulas elementares é feita como excitagoes localizadas de um campo que
estd imerso no espago-tempo [1]. O conceito de campo é visto como um grande “colchao de
molas” onde as excitagOes se propagariam. A evolucao destes conceitos serviu de suporte
para o desenvolvimento de outras teorias, que juntas, deram origem ao chamado Modelo

Padrao, no inicio da década de 70.

10 leitor interessado na obra completa de Einstein, pode consultar, por exemplo [61].
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2.1.1 O Modelo Padrao

O Modelo Padrao [62] descreve as particulas fundamentais e explica as interagoes entre
particulas existentes na natureza. Compoem este modelo a eletrodindmica qudntica, a cro-
modindmica qudntica e a teoria eletrofraca. A eletrodinamica quantica é responsavel por
explicar as interacoes eletromagnéticas a nivel quantico. A cromodindmica quantica ex-
plica as interagoes fortes entre quarks e a teoria eletrofraca (de Glashow-Weinberg-Salam),
responsavel pelas interacoes fracas em decaimento de particulas. O modelo padrao nao
contempla a descricao da interacao gravitacional, que tem sua descricao fisica formulada
na Teoria da Relatividade Geral, também de Einstein. As tentativas de se representar a
Relatividade Geral como uma teoria quantica de campos resultam em sérias inconsistén-

cias e questoes fundamentais ainda sem resposta.

Uma simetria fundamental presente nas teorias que compéem o modelo padrao é a

simetria CPT |62]. Esta simetria corresponde a jungao de trés simetrias discretas:

e conjugacao de carga (C') - supde que a cada particula existe uma anti-particula com

a mesma massa, porém com carga oposta;

e paridade (P) ou inversdo espacial - que consiste na inversao do sentido dos eixos

espaciais para um determinado sistema fisico;

e reversao temporal (7)) - que consiste em trocar o sentido da evolugao temporal do

sistema.

Uma descri¢ao individual sobre cada uma destas simetrias é encontrada em [59].

Um sistema fisico apresenta a simetria C'PT quando, sob transformacoes C, P e
T, sua fisica permanece a mesma. Toda teoria de campos livre é invariante sob estas
transformacoes [59]. E sabido que a quebra de cada uma destas transformacoes ocorre na
natureza de forma isolada, porém nao se observa esta quebra quando estas transformacoes
se apresentam combinadas. Este é um dos resultados mais gerais e fundamentais presentes

na teoria quantica de campos, conhecido como teorema CPT.

E importante mencionar a presenca da simetria de calibre no modelo padrio [63, 64].
Esta simetria apresenta-se como uma das mais importantes que existem na fisica. Teorias
que se baseiam através desta simetria recebem o nome de teorias de calibre, sendo o
eletromagnetismo de Maxwell considerado como a primeira teoria fisica de calibre. Na
teoria de Maxwell, verifica-se que os campos elétrico e magnético sao invariantes perante
mudancas nos potenciais escalar e vetorial. Este fato mostra a arbitrariedade na escolha

do zero do potencial escalar, lembrando que a grandeza fisica de interesse é a diferenca de
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potencial. 2 A simetria de calibre foi introduzida no contexto do modelo padrao nos anos
50 quando C.N. Yang e Robert Mills a utilizaram no estudo das interacoes fortes com base
em grupos nao-abelianos [64]. A partir de entao, as teorias de calibre deram suporte a
construcao do embasamento matemaéatico do modelo fundamental, utilizando os conceitos
de Teoria de Grupos para unificar a descrigao das trés interacoes fundamentais descritas
pelo modelo padrao. Assim, a cromodinamica quéntica tem como base de contrucao o
grupo de simetria de calibre SU(3). A teoria eletrofraca tem como base de construcao
o grupo de simetria de calibre SU(2) e a eletrodindmica quantica tem como base de

construgao o grupo U(1). Portanto, o modelo padrao tem como base o grupo de simetria
de calibre SU(3) x SU(2) x U(1) [62].

2.1.2 A incompleteza do Modelo Padrao

As previsoes feita pelo modelo padrao acerca das particulas elementares e as interacoes
envolvendo estas particulas sao validas em muitos aspectos, porém, este modelo nao é de
todo completo e sua validade é questionada em diversos casos [65]. Como mencionado
anteriormente, o modelo padrao nao contempla a forca gravitacional e na tentavia de
incluir esta forca como sendo a quarta forca fundamental é necesséario definir uma escala
de energia limite para que os efeitos gravitacionais quanticos comecem a aparecer. Tal
escala de energia ¢ denominada escala de Planck ~ 10! GeV. Nesta escala de energia, as
interacoes gravitacionais passam a ser comparaveis com as interagoes fortes e eletrofacas
e torna-se possivel sua inclusao em uma teoria fundamental a ser criada. Define-se, entao,
o parametro de cutoff, A ~ 10* GeV, como a escala de energia mais alta em que o modelo
padrao pode ser valido. Esta escala de energia ¢ superior a maior escala de energia de
massas das particulas conhecidas do modelo padrao, a escala eletrofraca. Em principio
nao se deveria esperar existir nova fisica entre a escala eletrofraca e a escala de Planck.
No entanto, a presenca do boson de Higgs, previsto teoricamente pelo modelo padrao e
confirmado experimentalmente [66], muda esta perspectiva. No modelo padrao a massa
do boson de Higgs é prevista com um valor da ordem de 1 TeV e ao mesmo tempo
sua correcao deve ser proporcional a A. Para se ajustar esta correcao para que ele seja
da mesma ordem da propria massa, deve-se definir um valor para A bastante inferior
ao definido pela escala de Planck, reduzindo a validade do modelo padrao como teoria.
Este problema ¢ denominado de problema da hierarquia. Uma discussao pedagodgica deste

problema é encontrado em |65].

2No Capitulo 3 sera apresentado a importancia do potencial vetor devido a interpretacao fisica obtida
por esta quantidade através do efeito Aharonov-Bohm [34]. Este potencial tem papel importante na
obtencao das fases geométricas.
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O modelo padrao prevé a existéncia de boésons e férmions e estes sao identificados
pelos seus respectivos spins [62]. Os férmions sdo formados por léptons e quarks que
possuem uma hierarquia de massa um tanto individual. A massa dos férmions é gerada
por um mecanismo de quebra espontanea de simetria, que se da através do acoplamento
de Yukawa do férmion com o boson de Higgs. Um problema existente é que as massas
observadas nas familias de quarks e léptons variam em uma faixa de mais de 5 ordens de
grandeza, desde a massa do elétron até a massa do quark top. Essa variacao é estranha
uma vez que o mecanismo de geracao de todas elas é o mesmo. Este problema é conhecido

como problema de massa dos férmions [65].

Além destes problemas, existem outros que também nao sao explicados pela teoria do
modelo padrao vigente. Tem-se o problema da constante cosmoldgica [67], no qual existe
uma discrepancia entre os valores previstos pelo modelo padrao e os valores observados
para a energia de vacuo e flutuagdes quanticas. O problema da matéria/anti-matéria
[68] que aborda a existéncia de mais matéria do que anti-matéria no universo. O modelo
padrao, além de prevé a existéncia de léptons e quarks, prevé também a existéncia de suas
anti-particulas. Estas anti-particulas possuem o mesmo nimero quantico que a particula
usual, porém, possuem carga elétrica oposta. Esta caracteristica, possibilita a existéncia
do processo de aniquilacao pares, e também do processo de criacao de pares. No processo
de aniquilagao de pares, uma particula e uma anti-particula se transformam em energia.
Por outro lado, no processo de criacao de pares, uma particula e uma anti-particula sao
produzidos a partir de uma determinada quantidade de energia. Admitindo a criagdo do
universo descrita pelo Big-Bang, pode-se pensar em uma mesma quantidade de matéria
e anti-matéria, porém, este balanco nao é observado. Uma solucao para o problema
matéria/anti-matéria, baseia-se na suposi¢ao de que haja a violagao da simetria CP. De
forma geral, a simetria CP diz que na natureza nao deve haver tratamento diferenciado
entre particulas e anti-particulas. A violacdo desta simetria para altas energias explicaria
o problema da matéria/anti-matéria [69]. Ainda nao se conseguiu observar processos que
violem esta simetria na cromodindmica quantica, somente no setor fraco da teoria. Por
fim, o problema da matéria escura |70]. Em astronomia e cosmologia, matéria escura é
a denominacao dada a um tipo de matéria presente no universo o qual nao emite nem
tao pouco reflete a radiacao eletromagnética. Tal caracteristica inviabiliza sua deteccao
direta. Essencialmente, o universo é composto, em maior parte, por matéria escura que

nao é formada por particulas contidas no modelo padrao.

Em face a todos esses problemas mencionados que nao sao comtemplados pela teoria

do modelo padrao, é natural que surjam propostas de novas teorias com o objetivo de
)

preencher estes espacos em aberto da teoria. Estas teorias sao conhecidas na literatura

como Fisica além do Modelo Padrao. Uma destas teorias surgiu da tentativa de se incluir
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gravitacdo no ambito do modelo padrao. Como é conhecido, o modelo padrao trata a
descricao da teoria fisica das particulas fundamentais e suas interacoes em escalas de
energia (problema da hierarquia). A escala de energia mais baixa, em torno de 100 GeV,
é a escala eletrofraca. Nesta escala, a teoria do modelo padrao é testada e comprovada
precisamente. Bem acima, na faixa dos 10'% GeV, tem-se a escala de energia na qual ocorre
a unificacao das forcas fraca, forte e eletromagnética. Por tltimo, destaca-se a escala de
energia limite para do modelo, a escala de Planck ~ 10 GeV, [62]. A existéncia destas
separagOes entre as escalas de energia leva a questionamentos sobre a fisica que existe
neste intervalo entre elas. Especificamente, no caso da proposta de inclusao da gravitacao
ao modelo padrao é necessario compreender a Fisica na escala de energia de Planck, onde
é de se esperar que haja a violagao da simetria de Lorentz, por ser a escala de energia no
qual se deve ter uma unificacao das teorias que descrevem a natureza. A teoria de cordas
¢ uma teoria que tem como objetivo realizar a descricao fisica nesta escala de energia. Foi
no cenério da teoria de cordas que em 1989, Kostelecky e Samuel [2, 3, 4, 5] descobriram
um mecanismo que permite a violagao da simetria de Lorentz na escala de energia de
Planck.

2.1.3 Violagao das Simetrias de Lorentz

Como mencionado, a Teoria da Relatividade Restrita é baseada em dois postulados e
transformacoes que relacionam dois ou mais referenciais inerciais que satisfazem a estes
postulados. Estas transformagoes recebem o nome de transformagoes de Lorentz, [60].
Elas podem ocorrer sob dois pontos de vista [1]: passivo - quando a relagao ocorre entre
as bases dos referenciais inerciais, permanecendo intacto os pontos da estrutura do espaco-
tempo; e ativo - quando os referenciais inerciais permanecem fixos e o movimento ocorre
entre os pontos da estrutura do espaco-tempo. Se a descricdo de um sistema fisico, feito
nestes dois ou mais referénciais inerciais que se relacionam através das transformagoes de
Lorentz, sao equivalentes, verifica-se, entao, a simetria de Lorentz. Caso contrario, ocorre
a violacao ou quebra da simetria de Lorentz. A violacao da simetria de Lorentz é dita ser
espontdnea, quando puder ser obtida pela presenga de um campo de fundo; (um campo
ao qual nao se tenha acesso as suas fontes), que permearia a estrutura do espago-tempo.
Com a presenca deste campo de fundo, as transformacoes de Lorentz sao renomeadas
para [1]: transformac¢do de Lorentz do Observador - para designar a realizacdo de uma
transformacao passiva com a presenca do campo de fundo; e transformacao de Lorentz
da particula - para designar a realizacao de uma transformacao ativa com a presenca de
um campo de fundo. O mecanismo proposto por Kostelecky e Samuel [2, 3, 4, 5] no
ambito da teoria de cordas, prevé a violacao espontanea da simetria de Lorentz na escala

de energia de Planck. Tal quebra de simetria seria realizada por tensores que adquirem
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valores esperados no vacuo diferentes de zero, gerando campos de fundo. Atingir o nivel
de energia da escala de Planck, é inviadvel aos equipamentos experimentais atuais, mas

busca-se sinais dos efeitos desta violacao em sistemas fisicos de baixas energias.

2.2 0O Modelo Padrao Estendido

O Modelo Padrao Estendido é o nome dado a teoria proposta por Colladay e Koste-
lecky [8, 9] que inclue, em todos os setores do modelo padrao, os termos que exibem a
violagao de simetria de Lorentz e CPT. A origem deste novo modelo vem dos trabalhos
de Kostelecky e Samuel [2, 3, 4, 5| no ambito da teoria de cordas. Os termos acrescen-
tados sao construidos pela contracao de operadores de campos do modelo padrao com
constantes de acoplamento (campos tensoriais) que permeiam o espago-tempo [59]. Sao
estes campos tensoriais é que possuem o valor esperado no vacuo, sendo responsaveis pelo
campo de fundo que induz a violacao de simetria de Lorentz. Diversos termos podem ser
construidos e incluidos no Modelo Padrao Estendido, mas para investigar efeitos fisicos
em escalas de baixas energias, Colladay e Kostelecky diminuiu o nimero de termos a
serem inclusos impondo condicoes realistas. Tal subconjunto recebeu o nome de Modelo

Padrao Estendido minimo.

Os termos presentes no Modelo Padrao Estendido minimo podem ser classificados de
acordo com o seu comportamento do ponto de vista das transformacgdes C'PT. De agora
em diante, o Modelo Padrao Estendido minimo sera referido apenas como Modelo Padrao
Estendido. Nao serao discutidos detalhes sobre as transformacdes C, P e T. Além disso,
também nao serd apresentada a conexao entre o teorema C'PT e a simetria de Lorentz,
o leitor interessado nesta discussdo pode consultar [59]. Um resultado importante foi
mostrado por O.W. Greenberg [71], o qual estabeleceu que qualquer violacao da simetria
CPT, implicard na violagao de simetria de Lorentz. Portanto, pode haver um sistema
que apresente violacao de simetria de Lorentz e violacao de simetria C'PT, sendo descrito
por termos denominados CPT-impar. E, por outro lado, pode haver um sistema que
exiba a violagao de simetria de Lorentz, mas ndo viole a simetria C'PT. Este sistema
serd descrito por termos denominados CPT-par. Nao existe um sistema, fisico que exiba

somente a violacao de simetria C'PT'.

A lagrangeana do modelo padrao estendido pode ser escrita como composta de duas
partes, uma contendo explicitamente termos associados ao modelo padrao usual (MP)
e outro termo associado aos campos tensoriais que induzem a violagao da simetria de
Lorentz (VSL). Nao serao apresentados de forma explicita os termos que compoem esta

lagrangeana. O leitor interessado pode encontra-los em [8, 9]. Assim, da maneira geral
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Lyvre =Lup+ Lysr. (2.1)

O efeito fisico do termo adicional Ly gy, presente na expressao (2.1) tem semelhanca ao
efeito de geracdo de massa dos férmions (mecanismo de Higgs [62]), descrito no modelo
padrao. Presente ao termo Ly g7, encontram-se campos tensoriais que possuem comporta-
mento analogos ao campo escalar de Higgs e que exibem também a violacao espontanea
de simetria, uma vez que os valores esperados de vacuo sao nao nulos. Este fato implica
na existéncia de um campo de fundo que ird afetar os campos que descrevem particulas,
alterando assim completamente a fisica envolvida. E importante ressaltar que, a fisica
descrita pela lagrangeana do modelo padrao estendido € covariante por transformacoes de
Lorentz do observador, mas € alterada por transformacées de Lorentz de particula, uma
vez que o campo de fundo ndao se altera por esta transformacao [72]. Assim, todas as
interacoes sao inalteradas sob o ponto de vista do referencial do observador. Por outro
lado, a invariancia sob translacoes e rotacoes de particulas localizadas é perdida, levando
a modificacoes nas interacoes quando ocorre mudanca de orientacao ou movimento em

relacao ao campo de fundo.

Um ponto importante a ser mencionado sobre a teoria desenvolvida por Kostelecky,
refere-se ao fato de os efeitos da violacao de simetria de Lorentz ainda nao terem sido
detectados experimentalmente em outros niveis de energia contemplados pelo modelo
padrao usual [72]. Uma das tentativas de se detectar os indicios desta violagao, baseia-se
no fato de que modificacoes fisicas impostas pela presenca de um campo de fundo devam
levar a alteracoes nas relacoes de dispersao das particulas do modelo padrao. Da Teoria
da Relatividade Restrita, a simetria de Lorentz permite a existéncia de quadrivetores no
espaco de Minkowski que possuem norma ao quadrado invariante. No caso do quadrivetor
energia momento p*, pode-se escrever a relacao de dispersao baseado em sua norma como
E? = m? + p? |73]. A modificagao causada pela violagdo da simetria de Lorentz altera a
relagao de dispersao para E? = m? + p? + O(mp, E) [72, 74]. No termo O(mp, F) estao
presentes parametros associados a violagao de simetria Lorentz (mp refere-se a massa de
Planck) em poténcias de ordem superior a dois [74]. * Baseados nesta altera¢ao na relacao
de dispersao, fica claro que a investigacdo das propriedades cineméaticas das particulas
pode vir a revelar pistas importantes sobre a ocorréncia desta quebra de simetria. A
deteccao dessa violacao daria inicio a uma nova Fisica que teria sua fonte na escala de

energia de Planck.

Uma vez que, o termo O(mp, E) altera muito pouco a relagao de dispersio, expe-

30 leitor interessado em mais detalhes sobre as alteragoes na relagio de dispersdo, pode consultar [74].
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rimentos feitos em ambientes de altas energias sao os mais indicados para observagoes
destas alteracoes em tal relacao. Neste contexto, deve-se destacar os experimentos de
detecgao de raios cosmicos além do limite GZK (Egzx ~ 4.10'), como por exemplo [75].
Mas existem outras técnicas que também tem sido utilizadas neste sentido, como medi-
das envolvendo sistemas atomicos [76], experimentos modernos de Michelson-Morley [77],
oscilagoes de mésons neutros 78|, oscilagoes de neutrinos [79] e experimentos de birrefrin-
géncia [80]. Deve ser ressaltado que, os resultados destes experimentos apenas limitam
os valores possiveis para os termos que violam a simetria de Lorentz presentes ao modelo

padrao.

2.3 Equacao de Dirac com o acoplamento nao-minimo

Como ja mencionado, a proposta principal desta tese é obter fases geométricas associ-
adas a dinamica de particulas neutras em cenarios onde existe a presenca de um campo de
fundo, consequentemente, com a violacdo da simetria de Lorentz. Assim sendo, optou-se
por estudar o setor de calibre (também conhecido como setor de radiagdo) do modelo
padrao estendido. A lagrangeana do setor de calibre do modelo padrao estendido (sem
fontes) é composta por,

1 1 1
L= F"F, - ZE,WWAVFW — Z(kF)WaﬁFWFaﬁ (2.2)

Na expressao (2.2), percebe-se a presenca de dois termos além do termo usual de
Maxwell, contendo o tensor eletromagnético F*”. O termo contendo o quadrivetor v*
é conhecido da literatura como termo de Carrol-Field-Jackiw, tendo sido primeiro a ser
incluido no setor de radiacao do modelo padrao [81]. Este termo ¢ C'PT-impar, pois viola
a simetria de Lorentz e também a simetria C' PT. O quadrivetor v* corresponde ao campo
de fundo responsavel pela violacao da simetria de Lorentz. O segundo termo é o termo
CPT-par, que viola a simetria de Lorentz mas nao a simetria CPT. Este termo sera
relevante para o restante desta tese. Nele, pode-se ver a presenca do tensor (kp)uvas,
que é um tensor de acoplamento adimensional e renormalizavel, responsavel por induzir a
presenca de um campo de fundo. Além disso, este tensor apresenta as mesmas simetrias

do tensor de Riemann, isto é

(kp)wap = =(kp)vpas,  (krp)wap = —(kp)ousas  (kp)uwes = (kp)sams; — (2:3)

(kr)uwop + (kF)papy + (kr)pusra = 0, (2.4)
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e duplo trago nulo
(kp)™ 4 = 0. (2.5)

Portanto, o tensor (kp),.ap possui dezenove componentes independentes, das quais nove
nao fornecem birrefringéncia [59]. A birrefringéncia esta associada a alteracoes na relacdo
de dispersao, sendo um mecanismo de restricao aos possiveis valores dos coeficientes que

geram a violagao de simetria.

Recentemente, um modelo de acoplamento nao minimo no setor fermidnico foi sugerido
|82, 83]. Esta proposta implica em vantagens, uma vez que, nao somente fotons preenchem
este cendrio, mas também neutrinos, protons, elétrons, apresentaram modificacoes em
suas propriedades de transporte. De acordo com a referéncia [83|, este acoplamento foi

proposto na forma

) ) g

iv"0,, — "0, + 37“(kp)umm”F°‘f8(x)7 (2.6)
em que g é uma constante, (kp)uap corresponde a um tensor responsavel por quebrar a
simetria de Lorentz no setor de gauge CPT-par do Modelo Padrao Estendido. O tensor
(kp)wap pode ser escrito em termos de quatro matrizes 3 x 3 de forma a facilitar sua

manipulacao. Estas matrizes sao definidas como

(kpE)ii = —2(kr)ojoks
1
(:‘iHB)jk = §€qu€klm(kF)pqlm7
(kpB)jk = —(KaE)kj = €rpq(kr)P2. (2.7)

Observe que as matrizes (kpg)i; € (kup)ij sdo simétricas e representam o setor de paridade
par do tensor (kp)uwas. Por outro lado, as matrizes (kpp)i; € (Kug)i; nao tém simetria e
representam o setor de paridade impar do tensor (kp),qag. Além disso, o tensor F),, (z)
na equagao (2.6) corresponde ao tensor eletromagnético usual (Fo; = —Fjo = E;, e F}j =

—Fj; = €;1.B%). As matrizes 7 sdo definidas no espago tempo de Minkowski na forma

[84]
R 1 0 S 0 i . ©0
7025:<0 _1>7 71:55”:(_01, %) D;(‘(’) ai>’ (2.8)

com X' como o vetor de spin. As matrizes o’ correspondem as matrizes de Pauli e

satisfazem as relagoes (00?7 + /o) = 2n".

Para a utilizacao em coordenadas curvilineas, deve-se aplicar a transformacao de co-
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ordenadas, % = gfu 6%

Uy () [19, 20, 27, 85]. Assim, a equacdo de Dirac pode ser escrita em qualquer referen-

e uma transformagio unitaria sobre a func¢ao de onda ¢(x) =

cial descrito por um sistema ortogonal com a presenca de efeitos que violam a simetria de
Lorentz (2.6) como [19, 20, 27|

.3 .
, { hihah: g, .
4D+ 53 [ D (M) [t Lt e P =t (29
k=i

Nesta expressao, utiliza-se D, = %(‘L como a derivada do sistema de coordenadas corres-
pondente, e o parametro h, corresponde ao fator de escala deste sistema de coordenadas
[85]. Por exemplo, o elemento de linha do espago tempo de Minkowski é escrito em
coordenadas cilindricas da seguinte forma: ds? = —dt?+dp? + p?dp?+dz?; entdo, os cor-
respondentes fatores de escala sao hg = 1,h; = 1,h, e hg3 = 1. Além disso, o segundo
termo na equagao (2.9) tem origem a partir de um termo chamado conexdo espinorial
I'.(x) [19, 26, 27, 85, 86].

A equagao de Dirac (2.9) pode ser reescrita de uma forma mais conveniente. Para
isto, uma modificacao se dara no terceiro termo da equacao, o que permitira investigar de
modo mais pratico os efeitos originados do acoplamento ndo-minimo (2.6) na dinamica

de particulas.
E conhecido da literatura que as matrizes 7, definidas em (2.8), satisfazem a relagao
Yy = %{v“v” + 949"} (2.10)
Assim, pode-se escrever que
{77} = 291, (2.11)

com n* sendo métrica do espaco plano de Minkowski. Supondo que p # v, tem-se entao

que

{r"7"} =0. (2.12)

Como consequéncia

Yy ==y, (2.13)
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e chega-se entao que

Y= 50" (2.14)

Da expressao (2.14), obtem-se entao que

1

(k) pwasy” F = (kr)was5 77 Ve, (2.15)
Uma vez que
v 2 17
[yl = <o, (2.16)
i
a expressao (2.15) pode ser reescrita como
m v haf 1 uv pof
g (kF)HV057 F = ;(kF>;wa,BO' Fe7, (217)

Torna-se 1til agora usar a relagao

F"WE,, =2F"Fy + F7F,, (2.18)
uma vez que o tensor eletromagnético pode ser escrito como F* = —E' e 'V = ¢JmB™,
Fazendo uso da expressao (2.18), chega-se entao a

(k’F)M,,a/;U’uVFaﬁ = —4(/€F)010i001Ei — Q(kp)j];OiJj’;Ei
+ 2(kp)ojoeV™B™ + (kF),;lijokleiijm. (2.19)
Usando as matrizes definidas em (2.7) e também que 07F = —c*n5n ¢ g% = jal chega-se
a
(k:F)WOéﬁJWFO‘ﬂ = Qi(HDE)lialEi + 2(I{HE)mEnEZ
4+ 2i(kpB)ima' B™ + 2(kyp)nm X" B™. (2.20)

De posse desse resultado, é possivel escrever a equagao de Dirac (2.9), semelhante ao reali-
zado nas referéncias [19, 27]. Assim, considerando um sistema de coordenadas cilindricas,
a equagao de Dirac com o acoplamento nao minimo (2.6), torna-se, entiao *

0 O
"5

2
+ iy (8 )zﬁ—&— —a—w—i— —w—i—zga Ey — gE Bw—l—zga Bw gE Ez/J(221)

my = ap 9o 92

i} volvi . . . _
4Optou-se por usar no desenvolvimento desta tese o sistema de unidades naturais, com h = c = 1
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Para a expressao (2.21), foram definidos campos efetivos definidos como

E; = (kpp); E'; B; = (kup)ijB;
E; = (kup)i B B, = (kpp)ij B’ (2.22)

2.4 Consideracoes finais

Neste capitulo apresentou-se de forma bastante direta o ambiente da fisica que cul-
minou no desenvolvimento da teoria do Modelo Padrao Estendido, no qual se admite a
violacao da simetria de Lorentz. A violacao da simetria de Lorentz é obtida por uma
solucao nao trivial do estado fundamental das equacoes de movimento. Resumidamente,
o vacuo da teoria possui agora uma estrutura, com a presenca de um campo de fundo
gerando uma anisotropia do espago-tempo. Utilizando um acoplamento nao minimo com-
posto por um termo que contém um campo tensorial que viola a simetria de Lorentz, foi
obtida a equacao de Dirac para uma particula neutra. Esta equacao é fundamental para

a obtencao das fases geométricas, como sera descrito no capitulo 3.
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Capitulo 3

Fases geométricas quanticas para um
cenario de violacao da simetria de

Lorentz

Neste Capitulo, serao apresentados parte dos resultados originais obtidos durante a
realizacao deste doutorado. FEspecificamente, ele descreverd a obtencao das fases geomé-
tricas qudnticas. No Capitulo 2, foi apresentada a equacao de Dirac com o acoplamento
ndo minimo (2.6), que rege a dindmica de particulas neutras em um cendrio de violagdo
de simetria de Lorentz imposta pelo campo tensorial (kp),uapg, equagao (2.21). Conside-
rando o limite nao relativistico desta equacao, serd obtida as fases geométricas quanticas,
micialmente para o setor de paridade par, e em sequida, para o setor de paridade impar

do tensor (kr)uwags-

3.1 Introducao

A descrigao tedrica do estado fisico de uma particula em algum instante é representado
pela funcao de onda . Essa funcao de onda assume valores complexos do espaco, e,

quando o sistema evolui no tempo, ela também muda.

Em 1984 Michael V. Berry [29] descobriu que através da realiza¢ao de uma evolugao
adiabatica de um sistema quantico, o sistema retém uma “memoria”’ deste movimento
quando ele retorna ao seu estado fisico original. Esta memoéria foi denominada de fase
geométrica ou fase de Berry. Em seu trabalho, Berry considerou que apds uma evolucao
temporal, uma funcao de onda final ¢’ esta relacionada a uma funcdo de onda inicial v

por 1)’ = €%, com ¢ um nimero real e 2 = —1. Assim, as caracteristicas observaveis do
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estado inicial e final sdao iguais e, portanto, do ponto de vista classico, nao existe distin¢ao
entre eles. Por outro lado, na mecanica quantica, ¢, que é a fase adquirida pela funcao de
onda, constitui uma memoria da evolucao seguida pelo sistema. Berry também mostrou
que, além de uma constribuigao referente aos efeitos devido ao ambiente em cada instante,
¢ contém uma parte que é de natureza geométrica. Posteriormente, o estudo destas fases
geométricas foi generalizado para o caso em que o sistema quantico realiza uma evolucao
nao adiabatica [30], o que ajudou a destacar a influéncia geométrica do caminho ao longo

do qual o sistema quéantico evolui.

Em 1931, Dirac demonstrou um método de se obter a funcao de onda de uma particula
carregada interagindo com um campo magnético [87]. E importante descrever um exemplo
simples para considerar este método [48]. Da eletrodinamica classica, sabe-se que o campo

magnético B est4 relacionado com o potencial vetor A através da relacio |88]
B=VxA (3.1)

Qualquer gradiente de uma funcao escalar, w, pode ser acrescentado ao potencial vetor A

sem causar mudanca no valor do campo B, isto é,

— — — —

B=V x(A+Vw) =V x 4. (3.2)

Esta invariancia do campo B sobre a escolha da funcao w [88] & conhecida como invaridncia
de calibre ou simetria de calibre, e o potencial vetor A ¢ também conhecido como um campo
de calibre. A saber, a simetria de calibre representa uma das simetrias mais importantes
presentes na natureza, presente na esséncia do eletromagnetismo classico. Quando uma
particula carregada se move na presenca de um campo de calibre, sua funcao de onda

adquire uma fase quantica [48].

Considere uma particula com uma carga ¢ em uma certa posic¢ao ¥ = (z,y, z), movendo-
se ao longo de uma trajetoria fechada contida em um plano. Admitindo a presenca de
um campo magnético B perpendicular a este plano, pode-se escrever o hamiltoniano nao

relativistico deste sistema utilizando a prescricao de acoplamento minimo, ou seja,
A . N2
}i:——«V—mQ. (3.3)

Pode-se verificar que, se ¢(7) ¢ um autoestado deste hamiltoniano (3.3) com A =0, ento

o autoestado com a mesma energia para um potencial vetor geral A # 0 é dado por

VA(F) = exp (iq / :/T(F’) : df') W(F). (3.4)
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Na expressao (3.4), se admitie que 7y é um ponto de referéncia arbitrario e a integral é ao

longo de um caminho que liga 7% até 7. O autoestado ¥*, (3.4), mostra explicitamente
a relacao entre campos de calibre e o fator de fase. Considerando que esta evolucao é
adiabatica ao longo de uma trajetoria fechada C e desconsiderando qualquer outro efeito
externo além da interagao entre a carga ¢ e o campo magnético g, a funcao de onda ao

final de uma evolucao ciclica adquire a fase

qs:qi,af.dﬁ (3.5)

Aplicando o teorema de Stokes, esta fase pode ser reescrita como

¢=q// ﬁx/f-ds*:q// B-d
s() s()

Na expressao para a fase quantica (3.6) tem-se que, di¥ é um elemento infinitesimal do

= q®. (3.6)

i

caminho fechado C, S(C) é a superficie que contornada por C, ¢ é o fluxo do campo
magnético que atravessa a superficie S(C) e ds é um elemento de superficie. A fase
quéantica (3.6) independe da escolha do campo de calibre A uma vez que ele fornece o
mesmo campo magnético B. A fase quantica (3.6) depende do caminho C contudo, ela é

invariante sobre deformagoes na superficie S(C) que mantém o fluxo @ fixo.

E possivel, a partir deste exemplo, apresentar o efeito Aharonov-Bohm [34]. Para isto,
basta considerar que o fluxo magnético descrito acima encontre-se confinado em um tubo
infinito e muito fino que impossibilite completamente a interacao entre a particula e o
fluxo. Este fluxo também pode ser obtido por uma série de dipolos magnéticos alinhados
ao longo de um solendide. A funcao de onda que representa a particula adquire um
fator de fase mesmo em uma regiao livre da influéncia do campo eletromagnético. Esta
fase é dada pela integral de linha do potencial vetor /{ adquire valor nao trivial fora
do solendide. Gracas a isso, o potencial vetor A deixou de ser tratado apenas como um
artificio matematico para a obtencdo do campo magnético Be passou a ser interpretado
como um parametro fisico que se manifesta apenas no ambito da quantico. A comprovacao
experimental do efeito Aharonov-Bohm foi dada por [37]. Aharonov e Bohm também
reproduziram a proposta do experimento para verificar o surgimento de fases geométricas
para o caso de uma particula carregada na presenga de um campo elétrico [37, 38, 39].
Neste experimento, uma particula carregada atravessa um interferometro experimentando
a interacao de um potencial escalar homogéneo durante um certo intervalo de tempo. Esta
interacao gera um deslocamento de fase na energia potencial, mesmo quando nenhuma
forca atua sobre a particula na regiao deste campo, visto que 14 o gradiente deste é nulo.

Este efeito é conhecido como efeito Aharonov-Bohm Escalar.
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Deve-se destacar, que este trabalho realizado por Aharonov-Bohm [34] é datado de
1959, porém somente com a publicagdo do trabalho de Berry [29] mais de duas déca-
das depois é que o interesse nas fases geométricas adquiriu forca. Em 1980, anterior a
publicacao deste célebre trabalho, Berry ja demonstrava interesse no estudo dos fatores
de fase adquiridos pela fun¢do de onda, ao publicar um trabalho [89] em que obtém a
funcao de onda exata para o efeito Aharonov-Bohm. Neste trabalho, Berry utilizou o
método proposto por Dirac em 1931 [87]| para se obter o fator de fase de particulas que
interagem com campos externos. Na elaboragao dos trabalhos apresentados nesta tese,
também se utilizou deste método. Em 1983, Barry Simon interpretou as fases geométricas
como holonomias utilizando o conceito de transporte paralelo de um vetor ou espinor por
uma curva fechada [90]. Uma revisdo bastante pedagogica sobre fases geométricas e que
descreve de forma clara esta analogia entre fases geométricas e holonomias foi feita por
Anandan [91].

Ainda sobre o trabalho [29], é importante frisar que o fator de fase obtido é de na-
tureza abeliana, supondo que o sistema foi preparado em um autoestado que realizara
uma evolucao adiabatica através de uma trajetoria fechada. A remocao da condicao de
evolugao adiabética foi feita por Aharonov e Anandan [30]. Neste trabalho, os autores
calcularam uma fase geométrica adquirida pela funcao de onda quando o sistema realiza
uma evolucao ciclica. A generalizacao das fases geométricas abelianas para fases geomé-
tricas nao-abelianas foi feito por Wilczek e Zee em 1984 [92]. Posteriormente, Samuel e
Bhandari [93] obtiveram fases geométricas quanticas no qual consideraram que a evolu-
cao do estado quantico que descreve um sistema nao ¢ unitaria nem tampouco ciclica.
Uma extensao ainda mais geral foi feita por Anandan [56]. Ele obteve fases geométricas
nao-abelianas considerando que a evolucao feita pelo sistema nao ¢ adiabéatica. Nesta des-
cricao foi analisada a dinamica de uma particula que possui momento de dipolo elétrico
e momento de dipolo magnético permanente em interacao com o campo eletromagnético.
Esta interacao se deu no contexto da mecanica quantica nao relativistica. Anos mais
tarde, em 2000, Anandan refaz esta mesma andlise mas sob um tratamento covariante e

relativistico desta interacdo entre a particula e o campo eletromagnético [57].

Um outro efeito associado a ideia de fase geométrica bastante conhecido, foi proposto
por Aharonov e Casher em 1984 [40]. Eles realizaram uma adaptacdo ao trabalho ori-
ginal de Aharonov [34], substituindo o solendide por uma distribuigao linear de cargas e
trocando as particulas carregadas por particulas neutras (néutrons). Com esta corregao
eles inverteram a experiéncia e analisaram efeitos de interferéncia para particulas neutras
com momento de dipolo magnético permanente que se movem na presenca de um campo
elétrico devido a um fio carregado. A funcao de onda também adquire uma fase geo-

métrica quantica. O efeito Aharonov-Casher foi comprovado experimentalmente em um
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interferometro de néutrons [94] e em um interferometro atomico de Ramsey [95, 96].

Em um trabalho teorico realizado em 1993 por He e McKellar [41] e de forma indepen-
dente Wilkens [42] em 1994, foi previsto o surgimento de uma fase geométrica quantica
que seria adquirida pela funcao de onda. Esta fase representaria o estado de uma particula
neutra com momento de dipolo elétrico permanente, quando esta circula ao redor e para-
lelamente a uma linha de monopolos magnéticos. Esse efeito é conhecido pela comunidade
cientifica como efeito He-McKellar-Wilkens, e tem sido comprovado experimentalmente
em varios trabalhos [97, 98, 99]. Deve-se ressaltar que os monopolos magnéticos de Dirac
sao particulas que possuem o comportamento de pdlos magnéticos isolados o que nao é
admitido no eletromagnetismo classico. Recentemente, tais particulas foram observados

em campos magnéticos sintéticos gerados por um condensado de Bose-Einstein [100].

A descri¢ao unificada dos efeitos Aharonov-Bohm, Aharonov-Casher e He-McKellar-
Wilkens foi feita através de uma discussao sobre dualidade eletromagnética de Maxwell
por Dowling, Williams e Franson [35]. Através deste estudo, eles obtiveram uma nova fase

geométrica quantica, ao qual este novo efeito foi denominado de efeito Aharonov-Bohm
Dual.

O leitor interessado em mais detalhes sobre a fase de Berry e outros topicos rela-
cionados a fases geométricas, pode consultar os livros [33, 101] que foram utilizados no
embasamento teorico sobre o tema. No caso especifico da fase de Berry, é indicado ao leitor
a referéncia [102] para um estudo detalhado do artigo [29] e sobre o efeito Aharonov-Bohm
Dual. Um estudo sobre o efeito Aharonov-Bohm e o Efeito Aharonov-Casher utilizando

o método de integrais de trajetoria de Feynman ¢é encontrado em [103].

A partir da proxima secao até o final deste capitulo serdao apresentados parte da
contribuigao original desenvolvida durante a realizacao deste doutorado [104, 105, 106].
Como ja mencionado, foram obtidas fases geométricas quanticas considerando a dinamica
de particulas em cenarios com violacao de simetria de Lorentz. Esta violacao de simetria

torna o espaco tempo anisotropico, influenciando assim suas propriedades cinematicas.

3.2 Violacao da simetria de Lorentz induzida pelo setor

de paridade par do tensor (kr),.as

Esta secao serd dedicada & obtencao de fases geométricas quanticas na funcao de
onda de uma particula neutra nao relativistica, induzida para um cenério de violagao da

simetria de Lorentz. Tal cenério é definido pelo setor de paridade par do tensor (kr)uwas
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[104]. Sera verificado que este possivel cenério de viola¢do da simetria de Lorentz induz
um anélogo da fase quantica de Anandan |56, 57| e, como um caso particular, serd obtido
um caso anéalogo ao efeito Aharonov-Casher [40]. No que segue, serao calculados bounds

para os parametros que violam a simetria de Lorentz.

Para as matrizes definidas em (2.22), é possivel considerar somente as que representam
o setor paridade par do tensor (kp),.qg tendo componentes ndo nulas. Com isso, a equagao
(2.21) torna-se

0 0¥

my =5y

20
+ 1y (8,0 )¢+ —%—i—w aw—l—zga Ey — g% - By, (3.7)

no qual estao presentes os campos efetivos

E, = (/iDE)ijEj; B, = (HHB)zJBj-
(3.8)

Para a obtencao das fases geométricas, faz-se necessario seguir para o regime de baixas
energias. O limite nao relativistico da equagao de Dirac (3.7) pode, entdo, ser obtido pela
extracdo da dependéncia temporal da fun¢ao de onda devido a energia de repouso [84].
n x)", em que
n e x sao dois espinores correspondendo as componentes forte e fraca, respectivamente.

Assim sendo, é necessario escrever o espinor de Dirac na forma 1) = e~ "(

Substituindo esta solu¢ao na equagao de Dirac (3.7), torna-se possivel obter duas equagoes

acopladas para n e para y, descritas por

9 . .
za—?—gﬁ-Bn:[E-ﬁ—igﬁ-E}X, (3.9)
0x I S L L=
2mx+za+ga~BX: [a~7r—|—zga'E] n, (3.10)
no qual 7@ = j— i€ e —i&, = —$J362k, conforme descrito em [20, 27].

Uma vez que y é a componente fraca do bispinor de Dirac, é conveniente considerar

|2mx| > |2 X| o [2my| > |¢F - B|. Assim, pode-se escrever que
1 — — - = =
X%—[awr—l—zga-E} 7. (3.11)
2m

Substituindo a equagao (3.11) na equacio (3.9), chega-se a

2E2 L .
J n+i(v-E>n+ga-Bn, (3.12)
2m 2m

B (B
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que é a equacao de Schrodinger-Pauli para um cenario de violagao da simetria de Lorentz
definido pelo setor de paridade par do tensor (kp),..g. Recentemente, os efeitos causados
pela violagao da simetria de Lorentz foram estudados através da equagao (3.12). Como
exemplo, pode-se destacar a investigagao feita em [82], que descreve corregoes do momento
magnético andmalo de uma particula carregada, induzida pelo cenério de violagao da
simetria de Lorentz. Tal cenario, é definido pelo termo go .B. No que se refere a este texto,
dado a obtencdo da equagao (3.12), sera apresentado na proxima subsecao a obtengao

propriamente das fases geométricas [104].

3.2.1 Fase geométrica quantica de Anandan e efeito Aharonov-

Casher induzidos pelo setor de paridade par

Como ja mencionado, as fases geométricas serao obtidas através da aplicacao do mé-
todo do fator de fase de Dirac |87, 89]. Neste caso, para equacao (3.12), o método permite

escrever
n = Pen, (3.13)

com P representando o operador ordenamento de caminho. Da expressao (3.13), pode-se
verificar que, 1y é uma solucao da equacgao
2E2

Ony 1 1, 32 g 9 o =
_ _ _ 9% .F 3.14
! ot o2m [p Zf} o 2m o + Zm(v )'lo: ( )

e, além disso, a expressao geral para a fase geométrica adquirida pela fungao de onda de

uma particula neutra é dada por

ba = —gj{ [6><]E} -dF—g/ & - Bdt. (3.15)
0

A fase geométrica dada na equagao (3.15) corresponde ao andlogo da fase geométrica
quantica de Anandan [56, 57|. Esta fase analoga é obtida para um cenério que viola a
simetria de Lorentz, definido pelo setor de paridade par do tensor (kr),uas. Como descrito
em [56, 57|, a fase geométrica quantica de Anandan corresponde a um deslocamento de
fase adquirido pela funcao de onda de uma particula neutra, que possui momento de
dipolo magnético permanente. Esta fase, surge devido a interacao entre o momento de

dipolo magnético e campos elétricos e magnéticos externos. Este deslocamento de fase
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corresponde a uma fase geométrica ndo-abeliana [56, 57|, e tem sua expressao dada por

U(z¥) = 75'e:><;p(—ihﬂ fal,dx”)%(x”), (3.16)
c
no qual i = ud é o momento de dipolo magnético permanente de uma particula neutra e
a, = (—a- B, x E) é um campo de calibre nao abeliano [56, 57|. Portanto, a expressao

para a fase quantica de Anandan é

__ K = BY.ar_ | 2.8
b4 = hcf(mE) dr 7 - Bdt, (3.17)

he J,

no qual 7 representa o tempo necessario para a particula percorrer uma trajetoria fechada.

A comparacao direta entre as expressoes (3.15) e (3.17), permite verificar a analogia
mencionada com a fase quantica de Anandan. Como consequéncia, é possivel definir o
potencial vetor efetivo M, = (7 - B, 7 x E) a partir da equagao (3.12). A fase quantica de
Anandan em um cenario com violacao da simetria de Lorentz foi estudada anteriormente
em [26]. Nele, os autores mostram que a fase quantica induzida por um campo vetorial de
fundo é uma fase abeliana. Contrario a este resultado, a fase quantica obtida pela equagao
(3.15) & uma fase nao-abeliana. Esta diferenca entre a natureza abeliana na referéncia
[26] e a natureza ndo-abeliana da equagdo (3.15) deriva do cenério que possui a violacdo

da simetria de Lorentz definida pelo campo tensorial na equagdo (2.6).

Seguindo com a descri¢ao, serd apresentado um caso especifico, no qual se admite
uma configuracao de campo definida por um campo elétrico radial produzido por a uma

distribuicao linear de cargas elétricas ao longo do eixo-z. Isto permite entao escrever
E=E'}p="2p, (3.18)

com A correspondendo a uma densidade linear de cargas elétricas, p = /2% + y? e p é um

vetor unitario na dire¢ao radial. Neste caso, a fase quantica de Anandan (3.15) torna-se

a1 = —C30° + (o, (3.19)

no qual foram definidos os parametros (3 = 2rA\g(kpg)11 € (1 = 2rAg(kpg)31. Como um
caso particular, pode-se considerar a matriz (kpg);; sendo uma matriz diagonal. Assim

sendo, a fase quantica de Anandan (3.19) torna-se

pac = —27\g(kpg)o°, (3.20)

que corresponde a um analogo do efeito Aharonov-Casher [40] baseado em um cenario de
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violagao da simetria de Lorentz definido pelo setor de paridade par do tensor (kg),vag-
Como descrito em [40|, Aharonov e Casher investigaram a dindmica de uma particula
neutra com momento de dipolo magnético permanente i = ;m?’fc que interage com um
campo elétrico produzido por uma distribuicao linear de cargas. A fase geomeétrica obtidas

por eles foi

3} A
bac = —%7{ (5 x E) dF = —QW’;—CU{ (3.21)

no qual X é a distribuicao linear de cargas. Deve-se ressaltar que, a fase geometria quantica
(3.20) independe da velocidade da particula, e consiste em uma fase geométrica ndo-
dispersiva como estabelecido nas referéncias [107, 108, 109]. Deve ser destacado que,
a fase geométrica (3.20) é uma fase nao-abeliana devido ao ambiente com violacao de
simetria de Lorentz definido pelo tensor (2.6). Este resultado é contrario ao apresentado
pela referéncia [26]. Neste trabalho, os autores obtiveram um anélogo da fase geométrica
de Aharonov-Casher [40], porém, a fase obtida é abeliana, devido a um campo vetorial

fixo responsavel pela violagao da simetria de Lorentz.

Além disso, com o objetivo de fornecer um limite superior (bound) para o termo
9(kpE)11, que leva a violagdo da simetria de Lorentz, é conveniente considerar uma ca-
pacidade experimental para medir fases geométricas muito pequenas, da ordem de 1074
rad |94, 95, 96], entdo, pode-se afirmar que, o valor tedrico para a fase geométrica indu-
zida para uma particula neutra, nao pode ser maior que este valor, que é, |pac| < 107
rad. Assim, supondo que o spin da particula neutra é up, usando que |E| ~ 10° V/m
e 7o = 107 m (no qual em experimentos utilizando anéis mesoscopicos unidimensionais
corresponde aos valores usuais para campos elétricos e raio, respectivamente, conforme
pode ser verificado em [110, 111, 112, 113, 114]), foi possivel estimar um limite superior

para a constante g(kpg)11 dada por

lg(kpp)11| < 1.3 x 1071%(eV) . (3.22)
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3.2.2 Efeito Aharonov-Bohm escalar induzido pelo setor de pari-

dade par

Ainda no contexto associado ao setor de paridade par do tensor (kr)uas, um outro

caso particular considerado refere-se a configuracao de um campo fundo dado por
B = Byz. (3.23)
Neste caso, a fase quantica de Anandan (3.15) torna-se
Paz = —b30® — byt — byo?, (3.24)

no qual foram definidos os parametros by = g(kpp)33BoT, b1 = g(kup)13BoT € by =
9(kmp)23BoT. E interessante observar que, uma vez considerada a matriz (kgp);; como

uma matriz diagonal, a fase geométrica quantica (3.24) torna-se

Gsap = —9(kup)33BoTo”. (3.25)

Os efeitos quanticos associados ao deslocamento de fase dado pela (3.25) correspondem
ao andlogo do efeito Aharonov-Bohm escalar [38, 39, 56, 57]. E importante ressaltar,
que, esta fase é baseada em um cenario em que ocorre a violacao da simetria de Lorentz
definida pelo setor de paridade par do tensor (kg),ag. Deve-se observar além disso, que,
a fase geométrica (3.25) ¢ uma fase ndo dispersiva (uma vez que independe da velocidade
da particula neutra) [107, 108, 109] e também uma fase nao-abeliana. Além disso, para
que um limite superior (bound) para o parametro que representa a violagdo da simetria
de Lorentz g(kpp)ss possa ser estimado, pode-se utilizar valores da ordem de 10™%rad,
que se baseiam nas atuais técnicas experimentais de medida destas grandezas [94, 95, 96].
Assim, usando By = 17 e 7 = 17,8 x 10755 [141], foi estimado o limite superior para a

constante

l9(kEp)ss| < 3.2 x 10724 (eV) 7. (3.26)
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3.3 Violacao da simetria de Lorentz induzida pelo setor

de paridade impar do tensor (kr), a3

Esta secao também serd dedicada a obtencao de fases geométricas, mas, sob outro
aspecto. O cendrio agora serd definido pelo setor de paridade impar do tensor (kr)uas
[105, 106]. Sera mostrado que, este outro cenario de violagado da simetria de Lorentz
também induz um analogo da fase geométrica quantica de Anandan [56, 57], e, como
casos particulares, o efeito Aharonov-Bohm escalar [38, 39, 56, 57| e o efeito He-McKellar-
Wilkens [41, 42].

Para as matrizes definidas em (2.22), serdo consideradas somente as que representam

o setor paridade impar do tensor (kp),was. Com isso, a equagao (2.21) torna-se

00V 1 v? O oY
— — B Y. E 3.27
my = Wat+7(ap 2>¢+ p8w+va+zga v —g¥-Ey, (3.27)
no qual encontram-se os campos efetivos
E; = (kup)yE; B, = (kpp)i; B (3.28)

A equacao de Dirac (3.27) apresenta o acoplamento das componentes fortes e fracas do
espinor de Dirac 1 devido a presenca do operador a@. Além disso, existe uma dependéncia
temporal associada ao campo de radiacao externo presente. Uma vez que, o objetivo
principal é obter fases geométricas, torna-se necessario discutir o comportamento no limite
de bhaixas energias. Optou-se, agora, pela utilizacdo do método de Foldy-Wouthuysen
[84, 115, 116] para esta finalidade. Em 1950, Foldy e Wouthuysen desenvolveram um
método que promove a separacao do hamiltoniano relativistico da equacao de Dirac em
termos de operadores pares e impares, denotados por Ee @, respectivamente. Com isso,

pode-se escrever

H=mB+E+0 (3.29)

[
{O0,3y =03+ O =0. (3.30)

Tal separacao do operador hamiltoniano é obtida realizando transformacoes unitarias

sobre o espinor ¢ de modo que a lei de transformacao ' = Ut permaneca validal.

1A descricdo geral deste método estd no Apéndice A
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Reescrevendo a equagdo (3.27) na forma da equagdo (A.1) e aplicando o método de Foldy-

Wouthuysen [84, 115, 116] chega-se a

N RS G
iy = mBY + £+ 55O, (3.31)

com 1) a partir de agora representando um espinor com duas componentes. Pela equacao

(3.27), os operadores £ e O sio definidos por

~ A

& =gBY  E; O=a- 7—igha-B, (3.32)
no qual é utilizado 7 = p' — 25 com o vetor 5possuindo componentes dadas por —i&, =
—gégk. O vetor € tem origem a partir da conexdo espinorial I',(x) discutida em [26].

Assim, a equagao de Schrodinger-Pauli para o cenario de violagdo de simetria de Lorentz

induzido pelo setor de paridade impar do tensor (kp),.qs é dada por

92B2
2m

W L5 if s ge B v -

g o R
IS = w+%<v-3)¢+ga-m. (3.33)

Deve-se ressaltar que, na expressao (3.33) estdo presentes analogos do potencial vetor e

do potencial escalar, dados por

—

A =3 x B; A =G E. (3.34)

3.3.1 Fase geométrica quantica de Anandan e o efeito Aharonov-

Bohm escalar induzidos pelo setor de paridade impar

Seguindo com o objetivo de se obter fases geométricas quanticas, serd considerado uma

configuragao de campo fundo definido por um campo elétrico dado por
E = Eyz. (3.35)

Como ja mencionado, as fases geométricas podem ser obtidas pela aplicacao do método
do fator de fase de Dirac |87, 89| na equagdo de Schrodinger-Pauli (3.33). Seguindo este

método, a funcao de onda pode ser escrita como

) = Pelay, (3.36)
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com P representando o operador ordenamento de caminho. A funciio de onda v repre-

senta a solucao da equacao de Schrodinger-Pauli livre de campos, isto é,

1 32
—— = — |p— i . 3.37
! 2m [p Zg} Yo ( )
Aplicando o método de Dirac, chega-se a expressao para a fase geométrica
T —g/ & - Edt. (3.38)
0
Considerando o campo definido em (3.35), esta fase pode ser reescrita como

o= —g(kup)sEoro — g(kur)wsEoro® — g(kup)ssEoro?, (3.39)

no qual 7 é o tempo que a particula leva para percorrer um caminho ciclico. A fase geomé-
trica (3.39) tem origem a partir do cenério de viola¢ao da simetria de Lorentz definida pelo
setor de paridade impar do tensor (kp),as. Como mencionado anteriormente, Anandan
[56, 57] mostrou que a interacao entre o dipolo magnético permanente de uma particula
neutra e um campo de calibre a, = (=7 - é, g X E), da origem a uma fase geométrica
dada por (3.17). Por outro lado, é possivel definir o campo de calibre A, = (7 - E,G x ]§)
a partir da expressao (3.34). Comparando o campo de calibre a,, com o campo de calibre
A,, & possivel afirmar que a fase geométrica da expressio (3.39) é um andlogo da fase

geométrica quantica de Anandan, e este resultado encontra-se publicado em [105].

Prosseguindo, busca-se agora investigar um caso particular, obtido quando se considera
a matriz (kyp);j, como uma matriz diagonal. Tal condicao, leva a fase geométrica (3.39)

a tornar-se

dsap = —9(kup)ssEoTo’. (3.40)

Uma rapida anélise na expressao (3.40), permite afirmar que o efeito quantico associado ao
deslocamento de fase causado por ela é um caso analogo ao efeito Aharonov-Bohm escalar
para particulas neutras com momento de dipolo elétrico permanente |38, 39, 56, 57|. Deve-
se destacar que, este analogo, esta agora baseado no cenério de violagao de simetria de
Lorentz definido pelo setor de paridade impar do tensor (kp),uas- E importante também
mencionar que, ambas as fases geométricas (3.39) e (3.40) sao fases nao-abelianas e nao
dispersivas [105]. A caracteristica nao dispersiva vem do fato delas ndo dependerem
da velocidade da particula [107, 108, 109]. Ambas as fases sdo ndo-abelianas devido
ao acoplamento nao minimo (2.6) escolhido para ser utilizado neste trabalho. Como ja
mencionado, este acoplamento define como se processa a interagao entre a particula neutra

e o campo de fundo. Por outro lado, esta caracteristica difere do que foi apresentado na
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referéncia [27]. Neste trabalho, os autores obtiveram uma fase geométrica abeliana, devido

a escolha de um outro tipo de acoplamento, que leva a violagao de simetria de Lorentz

através de um campo vetorial fixo.

3.3.2 Analogo do efeito He-McKellar-Wilkens para particulas neu-

tras induzido pelo setor de paridade impar

Além de utilizar o método de Foldy-Wouthuysen [84, 115, 116], sera descrita também
a analise do limite para baixas energias da equagao (3.27) através da separagao em compo-
nentes fortes e fracas. Este limite é atingido extraindo a dependéncia temporal presente
na fun¢ao de onda devido a energia de repouso |[84]|. Deve-se destacar que, a equagao
(3.27) contém apenas os termos referentes a violagao de simetria de Lorentz induzidos
pelo setor de paridade impar definido através do tensor (kp),uap. O procedimento se

assemelha ao descrito na sec¢ao (3.1). O bispinor de Dirac pode ser escrito na forma

v=e""(n x)" (3.41)

em que 7 e x sao os espinores de Pauli de duas componentes, correspondendo as compo-
nentes fortes e fracas respectivamente. Substituindo a expressao (3.41) na equacao (3.27),

sao obtidas duas equacoes acopladas para n e y, dadas por

a — —
ia—?—g5’~En: [5’~7?—ig5’-B] X (3.42)
e
0x L= [
2mx+za+ga~Exz [0~7T+zga~B] n, (3.43)
com 7 = §—if e —i& = —2%)035%, conforme descrito em [20, 27]. Uma vez que x

representa a componente fraca do bispinor de Dirac, entao, é conveniente considerar que

|2mx| > |2%—’t<| e [2my| > |97 - E|. Assim, pode ser admitido que

Xz%[ﬁ-ﬁ—i—igﬁ-]ﬂ n. (3.44)

Substituindo a equagao (3.44) na equacao (3.9), é encontrada a expressdo

2B2 . . .
g n+i(v-B)n+ga-En, (3.45)
2m 2m

gl Ero(oB) -

que é a equacao de Schrédinger-Pauli para o cenario em que existe a violagdo da simetria

de Lorentz definida pelo setor de paridade impar do tensor (kp)waps. A equagao (3.45)
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é semelhante a equacgao (3.33), porém nao foi obtida através da aproximagao de Foldy-
Wouthuysen [84, 115, 116]. Além disso, é verificado a presenca de anéalogos do potencial

vetor e do potencial escalar

—

Acp =7 x B; AT = E. (3.46)

De posse da equacao (3.45), sera apresentado agora a obtencao das fases geométricas
quanticas na fungao de onda de uma particula neutra devido ao cenario envolvendo a vio-
lacao de simetria de Lorentz no setor de calibre do C'PT-par do modelo padrao estendido.
Como ja mencionado anteriomente, pode-se agora aplicar o método do fator de fase de
Dirac [87, 89| na equacao de Schrodinger-Pauli (3.45), e, como resultado, obtem-se um
analogo da fase geométrica quantica de encontrada por Anandan [56, 57]. A expressdo

para esta fase analoga é
qu:—gff[&xﬁ} -dF—g/ & - Edt. (3.47)
0

A expressao (3.47) mostra uma fase geométrica quantica anéloga a fase geométrica de
Anandan. Contudo, esta fase é oriunda do cenario de violacdo de simetria de Lorentz,
definido através do setor de paridade impar do tensor (kr),as. Como mencionado ante-
riormente, o estudo da influéncia de um cenario com violacao de simetria de Lorentz no
surgimento de fases geométricas quanticas de Anandan ja foram realizados anteriormente.
Por exemplo, na referéncia [27], mostrou-se que uma fase geométrica quantica de Anan-
dan induzida por um cenério contendo um campo vetorial de fundo, é de caracteristica
abeliana. Ao contrario, a fase geométrica quantica analoga obtida (3.47) é nao-abeliana.
Esta diferencga entre a natureza abeliana da fase geométrica obtida em [27] e a natureza
nao-abeliana da fase dada em (3.47), reside no cenario de violagao da simetria de Lorentz

definido pelo tipo de campo tensorial presente na equagao (2.6).

Agora, como um caso especifico, sera considerado uma configuracao de campo de fundo
definido por um campo magnético radial produzido por uma distribuicao linear de cargas
magnéticas sobre o eixo-z. A escolha desta configuracao especifica, esta baseada nos traba-
lhos teoricos realizados por He e McKellar [41] e por Wilkens [42]. Diversos experimentos
foram realizados para reproduzir a configuracao de campo do efeito He-McKellar-Wilkens
[97, 98, 99]. Além disso, deve-se destacar que os monopolos magnéticos de Dirac foram
observados em campos magnéticos sintéticos [100]. Assim, o campo magnético pode ser

escrito por
3 1A Am ~
B=Bp=—p, (3.48)
p

o qual \,, é uma constante associada com a densidade linear de cargas magnéticas, p =
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V2 +y% e p é o versor na diregdo radial. Neste caso, a fase quantica de Anandan (3.47)

torna-se

Ga1 = =279 (kpE)110° + 27Ny (KpE)s10 (3.49)

Pode-se admitir, como um caso particular, que a matriz (kpp);; seja uma matriz

diagonal. Assim sendo, a fase quantica de Anandan (3.49) torna-se

Grmw = =21 Amg(kpB)110°, (3.50)

e corresponde a um analogo do efeito He-McKellar-Wilkens [41, 42]. Este caso analogo
estd baseado no cenario de violacao da simetria de Lorentz definida pelo setor de paridade
impar do tensor (kr)uap [106]. Deve-se ressaltar que, fase geométrica definida em (3.50)
nao depende da velocidade da particula neutra de Dirac. Com isso, ela pode entao ser
caracterizada como uma fase geométrica quantica nao dispersiva [107, 108, 109]. Outro
ponto que merece destaque, refere-se ao fato de que, este analogo da fase geométrica
quantica de He-McKellar-Wilkens, ¢ uma fase nao-abeliana e isto se deve ao cenario de
violagao de simetria de Lorentz definido pelo campo tensorial presente na equagao (2.6).
Ao contrario do anédlogo da fase geométrica quantica de He-McKellar-Wilkens obtida em
[27], que é abeliana, devido ao cenario de violagao de simetria de Lorentz ser definido por

um campo vetorial fixo.

3.3.3 Confinamento a um potencial do tipo parede rigida

Sera considerado agora, uma particula nao relativistica sob a influéncia dos efeitos da
violagao da simetria de Lorentz que originaram a fase geométrica quantica expressa em
(3.50) em sua funcdo de onda [106]. Pretende-se discutir, o caso em que esta particula
esté confinada em uma regiao do espaco sob a acao de um potencial do tipo parede rigida.
A ideia reside em investigar os efeitos quanticos associados com o analogo do efeito He-
McKellar-Wilkens [41, 42]. Deve-se observar que, das expressoes (3.46) e (3.50), é possivel

escrever

¢HMW 3 A~

™" oo P, (3.51)

ggeff:gO_"XB:
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com ¢ é o versor na direcao azimutal em ¢y = 27. Desta forma, a equagao de Schrodinger-
Pauli (3.45) torna-se

.0n 1 02+18+1 02+82 +1i036n 1
1— e _— _— _— _—— _ _—
ot 2m |0p®>  p Op  p? Op?: 0z T om p? Op 8mp277
@ dumw On 1 (¢HMW)2 n— 1 dumw (3.52)
m ¢op* dp  2m \ ¢op 2m  gop? '
Pode-se verificar que, os operadores p, = —id, e J, = —i0, |85] comutam com o

hamiltoniano do lado direito da equacdo (3.52). Assim sendo, pode-se ver que, 1 é uma

3 na equacao (3.52), e, além disso, escrever que o3n, = +n, = sn,. A

autofuncao de o
solugdo da equagao (3.52) pode ser escrita em termos dos autovalores dos operadores

acima como

e = o€t ei(lJr%)go oik= R.(p), (3.53)
com | = 0,£1,£2,... e k é uma constante. Substituindo a expressdo (3.53) na equagao
(3.52), obtem-se:

/! 1 / 7_2 2

R;+-R;,— —Rs+ " Rs =0, (3.54)
P P

co1m

PHMW |

$o

T = 1+ % (1—s)+s
(3.55)
p% = 2m& — k%

De agora em diante, sera considerado k = 0 para que este sistema seja planar. E
importante ressaltar que, a equagao radial (3.53) corresponde a equagao diferencial de
Bessel [117]. A solugdo geral desta equacdo é R, (p) = AJ, (Bp) + BN, (Bp), com as
fungoes J; (Bp) e N, (Bp) como funcoes de Bessel de primeiro e segundo tipo. Diante
disso, pode-se supor que a funcao de onda da particula seja continua e perfeitamente
definida na origem, tendendo a zero em um raio fixo po. Uma vez que, a fungdo N, (5p)
diverge na origem, deve-se considerar B = 0, além disso, escrever a solucao para a equacao
(3.53) como R, (p) = AJj- (Bp), conforme a referéncia [118]. Portanto, assumindo que
Bpo > 0, entdo, pode-se escrever [117, 118§]

2
Jirt (Bpo) = 4/ B ° (5/)0 - |T’27T — %) . (3.56)
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Com isso, através das equagoes (3.55) e (3.56), aléem de impor que R, (pg) = 0, obtem-se
que,
@ 1 dmaw|  37]°
A — Tl+z0a- o 3.57
s [nﬂ+2‘+2( s)+ s ™ '4—41 (3.57)
comn =0,1,2,... sendo os nimeros quanticos associados com os modos radiais.

Assim, o espectro de energia dado pela equacao (3.57), sdo os niveis de energia para
particulas neutras com spin 1/2, confinadas sob um potencial do tipo parede dura [106].
Estas particulas sao influenciadas por um cenério de violacao de simetria de Lorentz no
setor de calibre C'PT-par do modelo padrao estendido. Esta influéncia esta presente na ex-
pressdo (3.52). E importante ressaltar que os niveis de energia expressos em (3.57) sdo de-
pendentes do analogo da fase geométrica quantica de He-McKellar-Wilkens obtida na ex-

pressao (3.52) cuja periodicidade é ¢y = 27, isto €, &1 s (drumw + do) = En,i+1,s (Prvw)-

3.4 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentados a primeira parte dos nossos resultados originais ob-
tidos durante a realizagdo deste doutorado [104, 105, 106]. E um capitulo exclusivamente
voltado para a obtencao de fases geométricas quanticas. Apdés uma descricao bésica sobre
a origem e a evolucao do estudo de fases geométricas quanticas na fisica, foi mostrado
como essas fases geométricas foram obtidas a partir da dinamica de particulas em cena-
rios em que ocorre a violacao de simetria de Lorentz. Para isto, foi necessario encontrar
o limite nao relativistico da equagao de Dirac que apresenta com o termo de acoplamento
ndo minimo contendo o tensor (kp),.qag. Foram obtidas fases geométricas para o setor de

paridade par e também para o setor de paridade impar deste tensor.
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Capitulo 4

Holonomias quanticas

Neste Capitulo, serao apresentados a iultima parte dos resultados originais desenvolvi-
dos durante a realiza¢ao deste doutorado [104, 105, 106]. Especificamente ele se refere a
obtencao de holonomias qudnticas a partir das fases geométricas qudanticas. Como descrito
no Capitulo 3, foram obtidas fases geométricas qudanticas para particulas considerando o
setor de paridade par e também para o setor de paridade impar do tensor (kp)uwas. Neste
capitulo, serd descrita a utilizacao destas fases geométricas para se construir holonomias
qudnticas, o qual desempenham um papel relevante para computacao qudntica holonémica
desenvolvida por Zanardi e Rasetti [47].

4.1 Introducao

Desde meados da década de 90, o mundo tem assistido a expansao do uso da inter-
net para os mais diversos tipos de finalidade, inclusive para a realizacao de transacoes
bancarias. Os motivos desta expansao se devem a comodidade, agilidade e em especial a
seguranga que estas transacoes adquiriram com a utilizacao do algoritmo de criptografia
RSA [119]. Este algoritmo permitiu que estas operagoes pudessem ser realizadas com
éxito devido a sua forma de funcionamento, em que a chave de codificacao é piblica, per-
mitindo que qualquer pessoa codifique mensagens, mas a chave de decodificacao é privada.
De forma bastante resumida, é verificado que a chave de codificagao é um ntimero n resul-
tado do produto de dois ntimeros primos p e g, isto é, n = pq. A chave para decodificacao
refere-se entao em conhecer que sao os nimero p e q. Decifrar a criptografia RSA implica
na fatoracao do nimero n. Atualmente, tem se usado n contendo algo em torno de 150
algarismos. Com os recursos computacionais de hoje, para se realizar a fatoragao pelos

métodos matematicos tradicionais, seriam necessérios alguns milhares de anos [119].
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Em 1994, o matemaético Peter Shor desenvolveu um algoritmo eficiente para fatorar
nameros primos [46]. Seu algoritmo diminui consideravelmente o tempo necessario para
a fatoracao de niimeros primos de tamanho qualquer. Esta vantagem, vem do fato deste
algoritmo requerer um numero de passos em ordem polinomial, sendo necessario para
isso, a utilizacdo de um computador quantico. A partir de entdo, surgiram diversas
formas de implementar-se a computagao quantica, utilizando para isso, atomos [120], fons
[121] e até pontos quanticos [122]. Ainda nao se conseguiu uma forma de se realizar um
computador quantico que possa manipular o qubits sem causar decoeréncia (que é a perda,
de informacao contida no qubit para o ambiente) nestes sistemas. A utilizagdo de fases
geométricas neste aspecto ¢ um dos ramos da computacao quantica que é conhecida como

computacdo qudntica holonomica [47, 49, 50, 51].

Nos tltimos anos um grande ntimero de trabalhos tem estudado holonomias sob o
ponto de vista classico [123, 124, 125, 126, 127|. As transformagoes unitarias, denomi-
nadas transformacoes holénomas, medem a mudanca na direcao de um vetor ou espinor
quando estas quantidades matematicas realizam um transporte paralelo entre dois pontos
distintos, seja através de caminhos diferentes ou ao redor de um caminho fechado. Pode-se
dizer que holonomia corresponde a uma matriz que representa o transporte paralelo entre
vetores, espinores, etc., em torno de uma trajetoria fechada gerando informacgao sobre a
topologia ou curvatura de uma dada variedade 123, 124, 125, 126, 127].

Do ponto de vista quantico, o destaque para holonomias surgiu quando estas foram
interpretadas como fases geométricas por Barry Simon [90] em um trabalho realizado em
1983. Simon foi motivado a esta interpretacao devido a influéncia do trabalho realizado
trés anos antes por Michael Berry [89], que obteve a expressao exata para a fungao de onda
do efeito Aharonov-Bohm. Holonomias quanticas nao-abelianas sdo uma generalizacao das

fases geométricas abelianas.

O estudo de holonomias tem despertado forte interesse na comunidade cientifica uma
vez que estas grandezas podem ser utilizadas para construir portas logicas quanticas para
manipular estados de qubits [51]. Estas portas logicas sdo analogas quéantico das portas
logicas encontradas em microprocessadores atualmente. A computagao quantica holono-
mica foi proposta por Zanardi e Rasetti [47] e é baseada sobre evolugoes ciclicas adiabaticas
com o objetivo de implementar portas quéanticas [134] utilizando transformagoes unitarias
definidas como holonomias quanticas. A formalizagao matematica do uso da computacao
quéantica holondmica foi feita por Pachos e Zanardi em 2001 [49]. Experimentalmente,
dentre os varios sistemas adotados, pode-se destacar que ja implementaram a computa-
¢ao quantica holonémica em sistemas opticos [128], em sistemas de cavidades utilizando

atomos neutros [129] e em dispositivos com jun¢oes Josephson [130].




CAPITULO 4. HOLONOMIAS QUANTICAS 48

4.2 Portas logicas para qubits

Como ja mencionado, uma das propostas originais desenvolvidas [104, 105, 106] e
descritas nesta tese, é utilizar as fases geométricas quanticas obtidas a partir de um
ambiente com violacao de simetria de Lorentz, descritas no capitulo anterior, para compor
holonomias quanticas. Antes da descricao dos resultados, sera feita agora uma revisao
simples sobre portas logicas para manipular qubits. Optou-se por seguir a sequéncia
desenvolvida em [131] por ser a mais adequada para servir de suporte teérico ao trabalho
desenvolvido nesta tese e que serd descrito nas proximas secoes. O leitor interessado em

mais detalhes, pode buscar por exemplo, a referéncia [132].

4.2.1 Qubits - definicao

A unidade fundamental da computacio quantica é denominada qubit. E um elemento
analogo ao bit, que é como unidade fundamental para se processar informacao de maneira
classica. O bit cléssico é tratado como um objeto matemaéatico que deve possuir dois estados
distintos, como verdadeiro ou falso, sim ou nao, ou simplesmente assumir os valores “0” ou
“1”. Seu andalogo quantico, o qubit, ¢ relacionado a um sistema de dois niveis. Do ponto
de vista fisico, estes podem ser por exemplo a polarizacao de fétons ou estados eletronicos
do 4tomo. Para construir um qubit, basta que se tome um sistema fisico que possa ser
descrito pelos vetores de estados |0) e |1). Diz-se que um sistema quantico possui n qubits
se o vetor de estado é definido em um espacgo de Hilbert de 2" dimensoes, possuindo 2"
estados quanticos mutuamente ortogonais. Assim, os estados ortogonais de um qubit sao

vetores da base {|0),|1)}, o que permite escrever o qubit como
) = al0) +b[1), (4.1)

no qual a e b sao nimeros complexos. Posto de outra forma, o estado de um qubit nada
mais é que um vetor que faz parte de um espaco vetorial complexo de duas dimensoes, e

|0) e |1) sdo denominados base computacional ou estados ldgicos.

Vetores pertencentes a base podem ser definidos a menos de uma fase global, que
nao apresenta significado fisico. Os ntmeros complexos a e b obedecem a condicao de

normalizagao,
la]® + |b]? = 1. (4.2)

Assim, pode-se escolher a como real e positivo, b como complexo (exceto para o estado
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de base |[¢)) = |[¢), onde a = 0 e b = 1 real) de forma que o estado genérico de um qubit

pode ser escrito como

) = cosg |0) + ei‘z’seng 1y, 0<0<m 0<o¢<m. (4.3)

Da expressao (4.3), verifica-se que, o qubit é parametrizado por variaveis continuas a
e b (ou f e ¢). Tal parametrizagdo, pode levar a se interpretar que estes objetos possam
conter uma quantidade de informacao, mas baseado na mecanica quantica a medida de
um qubit (projetando-o na base {|0),|1)}) resulta em encontrarmos o estado 0 com pro-
babilidade |a|? ou o estado 1 com probabilidade |b|?, o que remete ao qubit apenas um

bit de informacao.

4.2.2 Esfera de Bloch

Uma representacio ttil de qubits, (4.3), é sobre a superficie de uma esfera, chamada
de esfera de Bloch, Figura (4.1).

1)

Figura 4.1: Um qubit representado na esfera de Bloch.

Esta é uma representacao geométrica de um qubit que permite visualiza-lo assim como
as transformagoes que sao possiveis de serem realizadas no seu estado. Uma vez que a e
b satisfazem a condi¢do de normalizagao (4.2), o estado do qubit pode ser representado

por um ponto em uma esfera de raio unitario, em que 6 e ¢ definem este ponto.

Uma outra forma de visualizar a esfera de Bloch é pensa-la como um espago de coor-
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denadas cartesianas em trés dimensdes, tal que o estado (4.1) possa ser escrito como

1212
(% )>1/2 : (4.4)

T+iy
2(142)

) = (

com x = cospsent, y = sengsenf e z = cosf. Portanto, as componentes (z,y, z) do vetor
de Bloch representam um ponto sobre a esfera de Bloch, devendo satisfazer a condicao
2 +y?+ 22 =1

4.2.3 Portas logicas

Assim como na computacao classica, a computacao quantica possui seu proprio con-
junto de portas universais que permitem aproximar a qualquer outra porta logica para
se implementar qualquer computacao complexa. Por portas ldgicas qudnticas entende-se
operagoes unitarias simples em qubits que preservam a condigdo de normalizacao (4.2),

podendo ser descritas por matrizes unitarias 2 x 2. Considere uma matriz X,

0 1
Xz[l()]. (4.5)

Escrevendo o estado a |0) + b|1) na notagao de matricial, pode-se entdo fazer a seguinte

L]

Para que uma matriz possa representar uma porta logica quantica, ela deve ser unita-

operacao

ria. Ela deve satisfazer a tnica condi¢ao que define o que vem a ser uma matriz unitaria
U, ou seja, que UTU = 1, no qual UT é a matriz adjunta de U e 1 a matriz identidade
(ambas 2 x 2). Assim sendo, qualquer matriz unitdria determina uma porta logica quan-
tica valida e deste fato segue que existem infinitas matrizes 2 x 2, isto é, infinitas portas

para um qubit.

Baseado neste fato, as matrizes de Pauli sao exemplos de portas logicas quanticas de

um qubit representadas por

X=0c"= 01
10

, Yan:[O N
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A porta X é conhecida como porta NOT. Outras portas de um qubit sao as de Hadamard,

Fase S e a porta T, também conhecida como porta 7/8. Em notagdo matricial, estas

1 |1 1 1 0 1 0
H:_ , S: . , T: . . 48
\/§[1—1] loew] [o elﬂ/ﬂt] (48)

Portas logicas quanticas movem o estado do qubit, |¢), de um ponto a outro sobre a

portas sao

esfera de Bloch. As rotacoes sao feitas em torno dos eixos z, y e 2z na esfera de Bloch.
Uma rotacdo na direcdo do vetor unitario n = (n,,n,,n,) é dada pelo operador unitario

R, representado por
—iln-G 0. . x 2\ o 4
R, =e 2™ = 60851 — i(nyo” + nyo¥ +n,o )sma (4.9)

Na expressao (4.9) 1 representa a matriz identidade 2 x 2, além disso, ¢ utilizado a definicéio

L. ~ . . k L1, .
matematica da funcdo exponencial de uma matriz, e? = o % na tltima igualdade.

E possivel decompor qualquer transformacdo unitaria sobre um qubit em rotacoes
sobre o eixo z e sobre o eixo y, a menos de um fator de fase global a. Este importante

resultado estd enunciado em um teorema de grande utilidade na computagao quantica:

Teorema 4.2.1 Seja U uma transformacao unitdria sobre um qubit simples. Entdo exis-

tem niumeros reais o, 3, v e 0 tais que
U = e“R.(B)Ry(7)R-(9) (4.10)

A demonstragao deste teorema serd omitida. O leitor interessado pode encontré-la em
[132].

Outra porta logica quantica importante é a ndao-controlada, CNOT. Esta porta é um
exemplo de porta no espago de dois qubits. Sua definicao é na base computacional com
|z) |y) — |z) |x @ y), onde o simbolo @ representa soma modulo dois, isto ¢, 1 ® 1 = 0,
000=0,190=1e0d1 =1, [133]. Este resultado pode ser escrito na forma matricial,

isto é,

Ucnor = : (4.11)

o O o =
o O = O
_ o O O
o = O O
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E importante destacar que esta porta logica ficara apta quando o primeiro qubit, chamado
qubit de controle, estiver no estado 16gico |1), permitindo a mudanga do estado logico do

segundo qubit, o chamado alvo.

Pode-se construir um conjunto de portas quanticas para um ou dois qubits as quais
nos possibilitem fazer qualquer rotacao de um qubit na esfera de Bloch. Tal conjunto de
portas logicas sao chamados de cojunto de portas universais. Em computacao quantica
o conceito de universalidade esta relacionado a uma opera¢ao unitaria qualquer (rota-
¢ao na esfera de Bloch) que pode ser construida com precisao arbitraria através de um
circuito quantico envolvendo somente aquelas portas. Por circuito quantico, entende-se
uma sequéncia de portas logicas quanticas atuando sobre varios qubits. O conjunto de
portas (Hadamard, Fase, porta ' e CNOT) constituiem um conjunto universal de portas
logicas quanticas. Apos o processamento dos qubits a leitura destes é realizada por meio

de medidas projetivas ou generalizadas.

4.3 Computacao quantica holonémica nao abeliana

A computacao quantica holonoémica para fases geométricas nao abelianas é definida

no autoespaco expandido a autovetores de uma familia de operadores Hamiltonianos [49|
F={H\) =UNHU (\);\ € M}, (4.12)

no qual U(\) é um operador unitario, que pertence ao grupo SU(D). A corresponde ao
parametro de controle que pode ser mudado adiabaticamente ao longo de um caminho
fechado, definido em uma variedade de controle M. Esta variedade é considerada como um
espago de parametros de dimensdo D, podendo ser descrita como M = {\*, u=1,..., D}.
Através da definicao da variedade M, verifica-se que o hamiltoniano H () possui também
dimensao D [49].

A agao do operador unitario U()) sobre um estado inicial |t)g), levando-o a um estado
final |¢) = U(X) |¢bo), dd origem a uma porta qudntica [134]. A expressdo geral da agdo

deste operador unitario é dada por
1) = UA) [iho) = e o PO Ty (3) o) (4.13)

-t / ’ . . - A .
com e~*Jo B ¢ ) (X). O primeiro corresponde a fase dindmica e o segundo correponde

a holonomia, respectivamente.
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Pode-se considerar que, o estado fundamental de Hy 4.12), consiste de um subespago
degenerado n-dimensional, Hy = {|¢*),a = 1,...,n} com energia Fy e uma energia de
gap AFE que separa este subespago dos estados excitados. Baseado na referéncia [30],
a fase dinamica pode ser omitida pela redefinicao dos niveis de energia (por exemplo,
considerando E(0) = 0), o que permite estudar o aparecimento de fases geométricas
em qualquer evolucao ciclica em sistemas quanticos Esta escolha permite omitir o termo

E(t")at'

. N . . t ~
referente a fase dinamica, e~ /o , presente na expressao (4.13), que torna-se

1) = U(A) [to) = L'a(A) |vo) (4.14)

O objetivo agora serd apresentar uma expressao para I'4(\). Considere um sistema fisico
em um certo autoestado de Hy. Se a mudanca do parametro de controle fisico \ é feita
lentamente no tempo quando comparado com a escala de energia de gap AFE, entdo a
evolucao é dita adiabatica. Isto feito, garante que os estados acessiveis ao sistema estao
restritos a estados que compoem Hy. A expansao de um caminho fechado C no espaco de
parametros M resulta em uma evolugdao governada por um elemento do grupo unitario
n-dimensional U(n), [48]. Temos entao que C : [0,7] — M tal que C(0) = C(T') em que
T é o periodo de evolucao. Esta evolucao atua em um algum estado inicial da seguinte

forma

[9(C)) = T'a(C) [¥(0)) , (4.15)

no qual [¢(0)) e |1(C)) ambos pertencem a Hy. O passo seguinte para se obter uma

expressao para I'4(C), sera considerar o operador evolu¢ao com a forma [49]

U(0,T) = Texp (—@' /0 ' H(A)dt) , (4.16)

no qual H(\) ¢ um hamiltoniano membro da familia F definida na expressao (4.12) e T

representa o operador ordenamento temporal.

Pode-se dividir o intervalo temporal de uma evolucao ciclica, [0, 7], em N seguimentos
iguais At e definir U; = U(X(t;)) para i = 1,..., N. Com isso, o operador evolu¢ao na

expressao (4.16) assume forma

U0, T) = Teth UOMHUI N _ p Jipy o= I e ouf A
a o (4.17)
= T lim | [ege o2y
N—00

=1

Como At torna-se muito pequeno quando tem-se limite de N — oo, fica garantida a

terceira igualdade em (4.17) [49]. Isto significa que, o produto Ui, de duas unitarias
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sucessivas da origem a uma rotacao infinitesimal da forma

Z/[Jui_;,_l ~ i + AZ . A)\i, (418)
com
AU;
(A), =U! . (4.19)
g A()‘i)u
Na expressao (4.19), a conexao A possui no tempo ¢; componentes (A4;), com p=1,....d

[49] . Assim, o operador evolugao U(0,7") pode ser escrito como

N-—1
U(0,7) =T lim Uy (i —iHN AL+ A A)\i) Ul (4.20)
N—oo

i=1
Na expressao (4.20) as transformagoes inicial U e final Uy sdo idénticas para um caminho
fechado quando correspondem ao mesmo ponto do parametro de controme M. Com
uma reparametrizacao, estas transformacoes podem ser consideradas a transformacao
identidade [49], isto é, Uy = Uy = 1. Agora torna-se possivel considerar a aciio do operador
U(0,T) sobre um estado inicial |¢)(0)) que pertence a Ho. Se a condigao de adiabaticidade
da evolugao é mantida, entdo em cada instante de tempo t; o estado |1(t;)), permanecera

em Hy. Como este autoespago é caracterizado pelo autovalor Fy = 0, o termo associado

a Hy na expressao (4.20) pode ser omitido, assim,

N-1
U(0,7) =T lim (i +> A AAl) = Pexp%A()\) -d), (4.21)
—00 i—1 cC
ou seja,
I'y(C) = Pexpj{A(x\) - dA. (4.22)
C

Pela expressao (4.22) verifica-se que, ['4(C) € U(n). Além disso, a conexdo é definida por
A = TI(AN)A(MII(N), o qual TI(\) representa o projetor sobre Hy devido a condigao de

adiabaticidade [49]. A conexao é equivalente a

A% = (47 (N)|0/ON" (V) (4.23)

Ainda sobre a expressao (4.22), é importante notar que o operador ordenamento tem-
poral T foi substituido pelo operador ordenamento de caminho P. Esta substituicdo torna
claro como a holonomia aparece do operador evolucao através da imposicao da condicao

de adiabaticidade para uma evolugao fechada [49]. De acordo com a referéncia [47], I'4(\)
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é uma fase geométrica nao abeliana, uma vez que a dimensao de H, é maior que um, isto
é, dim Hy > 1. Contudo, se dim Hy = 1 esta fase geométrica torna-se abeliana e idéntica
a fase de Berry. O termo A()\) é uma conexao l-forma denominada conexao 1-forma de
Mead-Berry [33] e ¢ também chamado de potencial de calibre. A descrigao feita acima,
é atil, principalmente por apresentar o papel do potencial de calibre nas holonomias,

especialmente as nao-abelianas.

No contexto atual da computacao quantica holonomica, a utilizacao da aproximacao
adiabatica nas metodologias utilizadas para se obter as holonomias, ainda é o procedi-
mento mais usado [48]. Isto mantém a concordancia com a proposta original para com-
putagao quantica holonémica feita por Zanardi e Rasetti [47]. Para o desenvolvimento
deste trabalho de doutorado, optou-se por seguir na contramao deste processo. Em 1987,
Aharonov e Anandan publicaram um trabalho [30] em que mostram a possibilidade de se
obter I'4 para uma evolucao ciclica sem utilizar a aproximacao adiabatica. Baseado nesta
possibilidade de obter fases quanticas geométricas sem utilizar a aproximacao adiabatica,
como mostrado em [30], portas quanticas de um qubit associados com defeitos topologicos
[135, 136] tem sido estudadas para particulas neutras [137] e no cenério em que existe a
violacdo da simetria de Lorentz [138]. No caso de portas quanticas associadas a defeitos
topologicos para particulas neutras, o leitor interessado pode encontrar boas referéncias
em [131]. Outros estudos que consideraram fases geométricas quanticas para evolu¢ao nao
adiabaticas, propondo novos modelos para implementar a computagao quantica podem

ser encontrados nas referéncias [52, 53, 54, 55].

Nas proximas secoes, serao apresentados parte dos resultados originais desenvolvidos
durante a realizacao deste doutorado, no contexto das holonomias quanticas [104, 105,
106]. Com a utilizagao das fases geométricas quanticas do tipo Aharonov-Anandan des-
critas no capitulo anterior, foram obtidas holonomias quéanticas. Estas grandezas sao
essenciais para a realizacao de computagao quantica holonémica/geométrica [47, 49, 50,
51, 52, 53, 54, 55]. Sera mostrado que, as holonomias obtidas dependem dos valores asso-
ciados aos parametros que violam a simetria de Lorentz, por exemplo, o resultado obtido
na equagao (3.22). Desta forma, admitindo a possibilidade de se detectar os efeitos da
violagao da simetria de Lorentz, os parametros de controle A serao entao definidos através
dos termos relacionados a violacao da simetria de Lorentz. O que, neste caso, podem ser

conhecidos ou mesmo determinados previamente.
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4.4 Holonomias quanticas em um cenario de violacao
da simetria de Lorentz induzido pelo setor de pari-

dade par do tensor (kr)uap

Para a obtengao das holonomias, é util, primeiramente, definir os estados 16gicos ou
estados da base computacional. Optou-se por considerar a base representando o spin de

uma particula neutra, ou seja,

0L) = 1) L) =14, (4.24)

com [1) e |{) correspondendo ao spin up e spin down, respectivamente, O spin da particula
sendo polarizado inicialmente sobre o eixo-z. Esta escolha, é justificada pelo acoplamento
entre a particula e o campo de fundo presente no ambiente com a violacao da simetria de
Lorentz. E importante mencionar alguns outros trabalhos que também consideraram uma
base logica definida através do spin de uma particula neutra. Pode-se citar, por exemplo,
a referéncia [139], no qual foi escolhida base semelhante devido ao acoplamento do spin de
um elétron com um defeito do tipo tor¢do em um soélido cristalino. Ou a referéncia [140],

que optou por uma base deste tipo motivado por um acoplamento do tipo spin-6rbita.

4.4.1 Configuracio de campo: E = E'j

Na subsecao (3.1.1), descreveu-se o surgimento de fases geométricas quanticas na fun-
cao de onda de uma particula nao relativistica, no contexto da violacao de simetria de
Lorentz. Considerou-se uma configuracao de campo de fundo definido por um campo elé-
trico radial produzido por uma distribuigao linear de cargas elétricas sobre o eixo-z. Com
isto, mostrou-se como foi obtida um analogo da fase quantica de Anandan, através da ex-
pressao (3.19). Através das expressoes (4.15) e (4.22), pode-se verificar que, o transporte
paralelo de espinores, definidos pela equagao (4.24), ao redor de um caminho fechado, é
gerado por uma holonomia quantica associada a fase geométrica (3.19). A holonomia tera

entdo a forma

U(¢r, G3) = exp(—ilso® +i¢iot). (4.25)

Uma vez que, a transformagao holonoma (4.25) possui a soma de duas matrizes que nao
comutam dentro do argumento da funcdo exponencial, com isto, verifica-se que e4™8 +#

eeP. Assim, para simplificar o operador unitario (4.25) agindo sobre os estados logicos
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(4.24), sera utilizado a férmula Zassenhaus

_1
oA+B _ ,ALB,—3[AB]

. (4.26)

no qual A e B sao matrizes. Com isto, pode-se reescrever a equagao (4.25) na forma
[137, 138]

UGy, Gg) = €717 10" o mis6io® (4.27)

com os parametros (; = 2rAg(kpg)s1 € (3 = 27Ag(kpr)11. B importante ressaltar que,
foram descartados os termos O((?, (3) e O((3, (1), além dos termos de ordem superior, por
serem termos muito pequenos. Utilizando a definicao matematica da funcao exponencial

de uma matriz, isto é,
oo
An
expA =) — (4.28)
i=0
pode-se reescrever a expressao (4.27) da seguinte forma

U(G1,Cs) = qol +iquo’ — igao® +igso”. (4.29)

Na expressao (4.29), verifica-se que, os parametros g sdo definidos como

qo = cos(3cos(ycos (13 + sin(y sin (s sin (1(3,
q1 = cos(3sin(y cos (1C3 + sin 3 cos (; sin (1 (3,
g2 = €08 (308 (1 sin(1C3 — sin (3sin (1 cos (1(3,
g3 = cos(zsin(sin(i(3 — sin (3 cos (; cos (3. (4.30)

Assim, o ultimo passo para definir a holonomia quantica induzida pelo setor de
paridade par do tensor (kr)uvap (4.29), como valida na computacdo quantica holono-
mica/geométrica estabelecida em [47, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55|, é considerar os parametros
(3 = 2wA\g(kpE)11 e (1 = 2mAg(kpE)31 como parametros de controle. Tal consideracdo é
valida, uma vez que, pode-se conhecer ou determinar os valores dos produtos Ag(kpg)11 €
Ag(kpE)s1 previamente. Este conhecimento prévio, se baseia nos valores da incerteza em
medidas das fases geométricas. Assim, com esses valores, juntamente com valores tipi-
cos de parametros envolvidos na medidas das fases, permite que se estime os valores dos
parametros associados a violacao de simetria de Lorentz. Processo semelhante a este foi
descrito no Capitulo 3, para se obter as expressoes (3.22) e (3.26). A aplicacdo das trans-
formagoes unitarias definidas pelas equagoes (4.29) e (4.30) aos estados logicos (4.24),

equivale a fazer uma rotacao destes estados. Aplicando a transformacao holonomica
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(4.29) sobre os estados 16gicos (4.24) véarias vezes, é possivel realizar um conjunto de por-
tas quanticas de um qubit e implementar a computagao quantica holonémica/geométrica

[47, 50, 51, 52, 53, 54, 55|, em um cenario com violagao de simetria de Lorentz.

4.4.2 Configuracao de campo: B = By?

Na se¢ao (3.1.2), descreveu-se o surgimento de fases geométricas quanticas na fungao
de onda de uma particula nao relativistica, devido a violagao de simetria de Lorentz.
Tal violagao, foi definida pelo setor de paridade par do tensor (kr),vap. Como descrito,
considerando a presenca de um campo magnético de fundo com a configuragao B= Byz,
obteve-se um analogo a fase geométrica de Anandan dado pela expressao (3.24). Para esta
fase, pode-se realizar uma analogia com a computacao quantica holonémica/geométrica
definida em [47, 50, 51, 52, 53, 54, 55|. Considerando os estados logicos definidos em
(4.24), pode-se definir a holonomia associada com a fase quantica de Anandan (3.24) em

uma evolucao por um caminho fechado por

U(bl, bg, bg) = exp(—ibgag — ib202 — ibldl). (431)

Com isso, seguindos os passos a partir da equagao (4.25) até a equagao (4.30), pode-se

reescrever a expressao (4.31) na forma [137, 13§]
U(b17 bg, bg) ~ 60] - 1610'1 - 1620'2 - 2’6303. (432)

Na expressao (4.32), verifica-se que, os parametros [ presentes na equagao (4.32), sdo

definidos como

Bo = cosbscosbycosb; — sin bs sin by sin by,
B1 = cosbssinb; cos by — sin bz cos by sin by,
By = cosbscosb; sinby + sin bg sin by cos by,
B3 = cosbssin by sin by + sin bz cos by cos bs. (4.33)

Portanto, os parametros by, by e b3 podem ser considerados como parametros de con-
trole no sentido de que pode-se conhecer ou determinar previamente, os valores dos pro-
dutos BoTg(kup)ss, Botg(kup)is € BoTg(kmp)es. Assim, aplicando as transformacoes
unitarias definidas pelas equagoes (4.32) e (4.33), nos estados logicos (4.24), permite re-

alizar uma rotacao destes estados, através de uma escolha apropriada dos parametos by,
b2 e b3.
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4.5 Holonomias quanticas em um cenario de violacao
da simetria de Lorentz induzido pelo setor de pari-

dade impar do tensor (kr),as

4.5.1 Configuragao de Campo: E = Ey?

Na subsecdo (3.2.1), descreveu-se o surgimento de fases geométricas quanticas na fun-
cao de onda de uma particula nao relativistica, no contexto da violacao de simetria de
Lorentz. Considerou-se uma configuragao de campo de fundo definido por um campo
elétrico constante, ao longo do eixo-z. Com isso, mostrou-se como foi obtido um anélogo
a fase geométrica de Anandan dado pela expressao (3.39). Nesta subsecao, sera descrito a
construgao de holonomias quénticas a partir da expressao (3.39). Atualmente, o interesse
em estudar holonomias em sistemas quanticos esta diretamente relacionado a computacao
quéantica holonémica/geométrica [47, 50, 51, 52, 53, 54, 55]. Portanto, a partir da fase
geomeétrica (3.39), pode-se definir a holonomia associada com ela em uma evolucao através

de um caminho fechado:
U(by, by, b3) = exp(—ibso® — ibyo? —ibjot), (4.34)

com by = g(kpg)13Eor, bo = g(kug)sFor € by = g(kgr)ssEor. Deve-se destacar que, a
transformacao holonoma (4.34) apresenta a soma de duas matrizes que ndo comutam no
argumento da funcdo exponencial. Deste fato, verifica-se que e?™? #£ e4eP. Portanto,
torna-se util utilizar a formula Zassenhaus (4.26), o que permite reescrever a expressao
(4.34) na forma

U(by, by, by) A e~ i3° gmib20% gmibio (4.35)

Deve-se ressaltar que, na expressao (4.35) foram descartados os termos de ordem O(b;by,) e
superior. Assim, utilizando a definicio matemaética da funcao exponencial de uma matriz
(4.28), permite que a expressao (4.35) possa ser simplifica, de modo que a holonomia

quantica passa a ter a forma

[U(bl, bQ, bg) ~ 50] — i6101 — i6202 — i6303. (436)
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Pode-se verificar que, os parametros (3 presentes na equagao (4.29), sao definidos como

By = cosbscosbycosb; — sin bssin by sin by
[1 = cosbssinb; cos by — sin bz cos by sin by;
Ba = cosbscos by sinby + sin bz sin by cos by;
B3 = cosbssinb; sin by + sin bz cos by cos bs. (4.37)

Admitindo a possibilidade de se detectar efeitos oriundos da violacao da simetria de
Lorentz, as holonomais quanticas obtidas em (4.36) permitem que se faga uma analogia
como a computac¢ao quantica holnémica/geométrica definida em [51, 52, 53, 54, 55]. Esta
analogia, ¢é feita definindo como parametros de controle os termos relacionados a violagao
de simetria de Lorentz. Esta escolha se justifica, uma vez que, pode-se conhecer ou deter-
minar previamente estes parametros, e, nao sendo necessario que estes parametros sejam
variados de maneira muito lenta [138|. Assim, os produtos que definem os parametros by,
by e by podem ser determinados pelo conhecimento dos valores de g(kpg)13, 9(kuE)2s €
9(kuE)s3. Atuando a transofrmagao unitéaria (4.36) sobre os estados logicos representados
em (4.24), verifica-se a possibilidade de realizar rotagoes sobre esses estados através de

uma, escolha apropriada dos parametros by, by e bs.

4.5.2 Configuragiao de Campo: B = B!)p

Na subsegio (3.2.2), descreveu-se o surgimento de fases geométricas quanticas na fun-
¢ao de onda de uma particula nao relativistica devido a violagao de simetria de Lorentz.
Considerou-se uma configuracao de campo de fundo definido por um campo magnético
de direcao radial. Com isso, mostrou-se como foi obtido o analogo a fase geométrica de
Anandan dado pela expressao (3.49). Deve ser mencionado que, esta fase geométrica foi
obtida sem aplicar a aproximacao adiabatica, o qual concorda com a abordagem feita em
[30]. Nesta subsecdo, ainda admite-se a possiblidade de se detectar os efeitos advindos da
violacao de simetria de Lorentz. Isto permite que se faga uma analogia com a computagao
quéantica geométrica definida em [51, 52, 53, 54, 55|. Assim, sera descrito a construgao
de holonomias quanticas a partir da expressdo (3.49). E importante mencionar que, os
estados logicos definidos em (4.24) continuam validos. Com isso, o transporte paralelo
de espinores dado pela expressao (4.24) sobre um caminho fechado, se dara através de
uma holonomia quéntica, associada a fase geométrica de Anandan (3.49). Com isso, a

expressao para esta holonomia tem a forma

U (G, ¢s) = exp (—i¢s 0’ +iGr o), (4.38)
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no qual foram definidos os parametros

Cl =21\, g (EDB)31 ; €3 =27\, g (’%DB)H . (439>

A transformagao holénoma (4.38) apresenta no argumento da fun¢ao exponencial, a
soma de matrizes que ndo comutam. Deste fato, verifica-se que, eA+5 # e eP. Torna-
se util simplificar esta expressao, o qual pode ser feito com a utilizacao da férmula de

Zassenhaus (4.26). Assim sendo, chega-se a
U (Cr,Gs) m @7 ¢l mitar”, (4.40)

Na expressao (4.40) foram negligenciados os termos de ordem O ((3 (), O (¢3 (1) e supe-
rior, uma vez que sao termos muito pequenos. Pretende-se, agora, obter uma expressao
mais adequada para a transformagao holonoma (4.40), o qual permita a atuagdo sobre os
estados definidos em (4.24). Assim, torna-se util usar a definicdo matemética para fungao

exponencial de uma matriz (4.28). Deste modo pode-se reescrever (4.40) como
U(GiG) Rwol +iwiat —iwyo” +iwso’, (4.41)

com os parametros wy definidos como

wg = co0s(3 cos(y cos (13 + sin (; sin (3 sin (;(3;
wp = cos(3 sin(; cos(1(3+ sin (3 cos(; sin (1(3;
(4.42)
wy = co0s(3 cos(y sin(i(3 — sin (3 sin ; cos (1(3;
w3z = cos(3 sin(; sin (1¢3 — sin (3 cos (7 cos (1(3.

Para uma completa analogia com a computacdo quantica holonomica/geométria defi-
nida em [47, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55|, deve-se considerar (; e (3 definidos em (4.39) como
parametros de controle. Isto é possivel uma vez que, pode-se conhecer ou determinar
previamente os valores para g (kpgp),; € g (kpB)s;- Como mencionado anteriormente, este
conhecimento prévio, se baseia nos valores da incerteza nas medidas das fases geométricas.
Assim, com esses valores, juntamente com valores tipicos de parametros envolvidos nas
medidas das fases, permite que se estime os valores associados a violagao de simetria de
Lorentz. Aplicando-se varias vezes a transformacdo unitaria definida em (4.41) sobre os
estados (4.24), torna-se possivel realizar um conjunto de portas quanticas de um qubit e
implementar a computagao quantica holonomica/geométrica [47, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55],

em um cenario de violacao de simetria de Lorentz.
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4.6 Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentou-se a segunda parte dos nossos resultados originais obtidos
durante a realizacio deste doutorado. E um capitulo exclusivamente voltado para a
obtencao de holonomias quanticas. A originalidade do trabalho esta no fato de que estas
holonomias foram obtidas a partir das fases geométricas quanticas advindas de um cenério

em que ocorre a violacao da simetria de Lorentz.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas futuras

Nesta tese, foi apresentada uma nova proposta para o estudo da violagao de simetria de
Lorentz. Esta nova proposta teve como problema central, a obtencao de fases geométricas
na funcao de onda de particulas neutras para um cenario com violacao de simetria de
Lorentz. Como foi apresentado, considerando a evolucao dinamica de particulas neutras
com momento de dipolo magnético permanente, foram obtidos casos andlogos para as
fases geométrica quanticas de Anandan, para efeito Aharonov-Casher, para efeito He-
McKellar-Wilkens e para Aharonov-Bohm escalar. Estes casos analogos foram obtidos
considerando diversos cenérios envolvendo a violacao de simetria de Lorentz induzidos
pelos setores de paridade par e impar do campo tensorial (kg),q3. Deve-se destacar que,
as fases geométricas obtidas sao fases geométricas nao dispersivas, ou seja, independem
da velocidade de propagacao das particulas. Além disso, estas fases geométricas sao de
caracteristicas nao-abelianas. Esta caracteristica tem origem no cenario de violagao de
simetria de Lorentz definido pelos setores de paridade par e paridade impar do campo
tensorial (kp),uqg. Foram obtidos também, valores que limitam os parametros associados
a violacao de simetria para estes casos andlogos. Outra contribuicao desta tese refere-se
a obtencao de holonomias quanticas a partir das fases geométricas de Anandan. KEstas
holonomias obtidas contém termos associados a violacao da simetria de Lorentz. Como foi
mostrado, holonomias quanticas sao componentes manipulam qubits, sendo importantes

para se realizar a computagao quantica holondémica/geométrica.

A deteccao de efeitos ligados a violacao de simetria de Lorentz através das fases geo-
métricas é dificil, uma vez que o deslocamento de fase gerado pela presenca do campo de
fundo ¢ muito pequena, como mostrado nas expressoes (3.22) e (3.26). Esta dificuldade
de se detectar as fases geométricas induzidas pelos efeitos de quebra de simetria de Lo-
rentz no laboratorio com a presente tecnologia nao nos permite propor um modelo real
para se implementar a computagao quantica holonémica. Contudo, holonomias quanticas

e fases geométricas nao abelianas nao foram ainda amplamente exploradas no contexto
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da violagao de simetria de Lorentz e abrem novas possibilidades de estudo de seus efeitos
para se estabelecer novos valores para os limites superiores para os termos que violam a
simetria de Lorentz. Portanto, a viabilidade de utilizar holonomias quanticas induzidas
por efeitos de quebra de violacao de simetria de Lorentz se baseia em assumir a possibili-
dade de detectar estes efeitos, onde uma superposicao de estados logicos ou uma mudanca
entre estes estados 16gicos pode ser produzida aplicando a holonomia quéantica. Assim,
exceto pela nao confirmacao experimental dos efeitos de violagao de simetria, nossa pro-
posta inclui novos cenarios para se investigar os efeitos desta violagdo em sistemas de
baixa energia. Como proposta futura imediata, pretendemos investigar o surgimento de
fases geométricas no contexto da violacao de simetria de Lorentz inspirados no setor de
radiacao C'PT-par, agora para particulas que evoluem em um espaco com a presenca de

curvatura.
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Apéndice A
A transformacao de Foldy-Wouthuysen

Considere a equacao de Dirac escrita na forma

o .

pode-se considerar o operador unitario U = e de forma que ¢’ = e**v. Entdo,

?

oY’ s o—is 089 gl o e
= |e' W —je”—e " = H'v'". A2
g e He i€ oe P Y (A.2)

Pode-se expandir a equagao (A.2) em série de Baker-Campbell-Hausdorff [116], que é uma
expressao geral para operadores da forma eiS Ae~iS que pode ser escrita em termos de
comutadores. Um fato que deve ser considerado aqui, é que, no limite de baixas energias,
a energia de repouso m devera ser dominante na composicao dos termos referentes a
energia cinética. Assim, uma expansao em 1/m para a hamiltoniana (A.2) é 1til, uma
vez que a medida que as poténcias de 1/m aumentam a contribui¢do em cada termo da

expansao deixa-os pequenos. Expandindo em série até a ordem quarta ordem temos

B = B il A~ 18,18, 5] — L[5, [5,18, A +
+ oil8.15.18, 18, HIJ) — i85 — 58,8 + £[8.15, ) (A.3)

S=—-—p0. (A.4)
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Substituindo o operador S (A.4) na expressdo (A.3) encontramos a expressdo para o

operador H' como

- A 4 1 4. 1 44 1 A A s oA A
H/ — T 2 o 4 o o
mp + (5 + 2mﬁ(’) 8m350 o 0,0, €] S O, (9})
1 s A 4 | N P 3 7 A A A
+ (10,81 = s OO0 8] - 5 0% + 5150~ (5 510,10.0] ) (45
que pode ser reesrito de forma compacta como
H=mB+&+0, (A.6)
sendo o operador par dado por
g=érpor- Lot Lo 0.8)- 0.0 (A7)
N 2m 8m3 8m2t 8m2- 7 '
e o operador impar por
O = L2 310,6 - Loy 30 (A.8)
C2m 3m? 2m ‘

até a ordem 1/m.
E conveniente lembrar que para obtermos a expressio (A.5), nos valemos das relacoes

entre os operadores

Na busca por obter uma expressao para o hamiltoniano em baixas energias, o processo

é repetido novamente para um novo operador S/ que é agora definido como,
— B0’ (A.10)

para o qual O é definido em (A.8). Para encontrarmos o operador H”, é necessario
substituir o operador S’ definido em (A.10) na expressao (A.3). Analisando as relacoes
envolvendo os comutadores entre S’ e H’, observa-se que na expansio para H” os opera-
dores envolvendo mais de um comutador podem ser desprezados, de modo que a expressao

para H” é resumida para

~

H'"=H +i[S' H])- 8" (A.11)
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O comutador da expressdo (A.11) serd

que aplicado na equacao (A.11), resulta em

~

~ ~ A A A 1 PN
H =mB+ & + (Lﬁcf)’ +—plo, 5’])
2m 2m
(A.12)

ou
H' =mB+E& + 0" (A.13)

Destacamos que, para obtermos a expressao (A.12), utilizou-se o operador H’ definido em

(A.6). O operador O” na expressao (A.13) esta expandido até a ordem 1/m?.

A aproximacao em baixas energias serd obtida apoés a realizacao de uma ultima iteracao
deste método, no qual serd eliminado da hamiltoniana da equacao de Dirac o operador
fmpar até a ordem 1/m3. Para isto, torna-se necessario definirmos novamente um operador

unitério S” que possui forma similar aos operadores (A.4) e (A.10),

S" = ——pO". (A.14)

o = (LB@ i i@[@gsq) (A15)
m m

Nesta tultima iteracao, busca-se a forma do operador H", que serd expandido em uma
série de comutadores de modo semelhante ao que foi feito anteriormente para se obter a
expressao H”. Similarmente, podemos nos concentrar apenas no termo contendo [S”, H"|,

de modo que teremos
H" =H"+i[S" H"] - S (A.16)
Calculando o comutador que aparece em (A.16), obten-se que,

H/// _ mB + (‘f/ + @// 4+ (i@” i QLB[@//’SI]) _ (_LBA(})//)

m 2m
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ou
. PO PP 1 soan &
o — mﬁ + o + (Lﬁ@” + _@[(9”75/]) . (Al?)
2m 2m

Como passo final, é necessario desenvolver os operadores presentes na expressao (A.17).
Substituindo entfio a defini¢io do operador £ definido em (A.7) na expressio (A.17)

teremos

. A 1 44 1 4 1 A A 4 i A A
H" = +E+ | —pBO* — —pO0*— —[0,]0,€]] - —[0,0] ) . A18
mi+E+ (5 -H0% — — GO = —[0,(0,] - —[0,0]) . (A18)
Em uma rapida analise é possivel perceber que na expressao (A.18) temos somente termos
pares e que para uma boa aproximacao ao limite de baixas energias ¢ suficiente considerar

termos de ordem 1/m.
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