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RESUMO

Este trabalho apresenta a aplicacdo do denominado Procedimento Recursivo do
Método dos Elementos de Contorno (MEC), com a finalidade de melhorar a preciséao
dos resultados numéricos calculados em problemas governados pela Equacdo de
Poisson, usando malhas com diversos graus de refinamento. Classicamente, 0s
valores em pontos internos sdo geralmente determinados através da reaplicacao da
equacdo integral, apés serem calculados os valores no contorno. O mesmo
procedimento, utilizando novos pontos fonte no contorno, é implementado nesse
sentido. Neste trabalho mostra-se que esta ideia, ja utilizada com éxito em
problemas governados pela Equacédo de Laplace e Navier de elasticidade linear,
pode ser utilizada para melhorar a precisdo dos resultados, reutilizando a equacao
integral de contorno. A base matematica do procedimento recursivo provém da idéia
do Método dos Residuos Ponderados (MRP), importante ferramenta numérica
fundamentada na minimizagdo de residuos. O Tensor de Galerkin € utilizado e
aplicado em problemas uni e bidimensionais, comparando seus resultados com a
solucéo analitica. Os resultados demonstram melhorias significativas no célculo das

derivadas do campo, e pequenas melhoras nos resultados da variavel basica.

Palavras chave: Método dos Elementos de Contorno, Procedimento Recursivo,

Método dos Residuos Ponderados, Equacéo de Poisson.



ABSTRACT

This work presents the Recursive application of the Boundary Element Method
(BEM), aiming to increase the precision of the numeric calculation in problems
governed by Poisson Equation, using different refined degrees of meshing.
Classically, the internal points are calculated by reusing the integral equation, after
calculating the boundary points. The same technique is used, but now by means of
choosing new boundary points again. As it was successful in problems of Laplace
and linear elasticity of Navier, here this procedure is used to obtain better results.
The mathematic basis of this technique comes from the Weighted Residual Method
(WRM), an important numeric method based on minimizing residue along all the
domain of the problem. The Galerkin Tensor is used and applied in one and two
dimension problems, with the results being compared to the analytical solution. There
Is better accuracy in the results of the derivative; a slightly improvement on the

accuracy is also achieved in the basic variable.

Keywords: Boundary Element Methods, Recursive Procedure, Weighted Residual
Method, Poisson Equation.
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1 INTRODUCAO

1.1 ESTADO DA ARTE

A evolucéo e popularizacdo da computagédo permitiu amplo acesso ao computador
como uma eficiente ferramenta de processamento de dados. A engenharia se
aproveitou dessa capacidade de processamento para efetuar calculos de forma
muito rapida, aplicando diariamente métodos numeéricos para obter solucbes
aproximadas para 0s complexos problemas que precisava resolver e
frequentemente aparecem sob a forma de equagbes diferenciais. Antes, obter
respostas aos problemas de engenharia ndo era possivel seja pela falta de uma
solucéo analitica, desconhecida até o momento, ou pela dificuldade de conceber um

modelo fisico em escala para simulagéo.

As bases matematicas dos métodos numéricos foram desenvolvidas ao longo da
historia pela evolucdo do conhecimento e da ciéncia, baseados na matematica e no
calculo. Na busca de solucdes plausiveis dos problemas de engenharia sem solucéo
conhecida, diversos métodos numéricos foram desenvolvidos para obter uma
solucdo aproximada, dentre eles o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método
das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Volumes Finitos (MVF) e o Método dos
Elementos de Contorno (MEC). Um dos fatores que favoreceu a popularizacao
destes métodos foi a criagcdo de codigos comerciais utilizando os métodos acima que
permitem ao usuario resolver problemas sem que seja necessario realizar qualquer
programacao. Porém, isto ndo exime o usuario de conhecer as bases do método
gue o programa computacional utiliza sob o risco de aceitar qualquer resultado como
verdadeiro, ignorando possiveis falhas de implementacdo de dados,
desconsiderando condi¢des importantes ao método e seus limites em relacdo ao
problema em estudo (AZEVEDO, 2003).

Pela sua concepcdo, cada método numeérico possui aplicacbes em que é mais
vantajoso que outro. Seguindo este raciocinio, o usuario deveria estudar diferentes
métodos para que pudesse aplicar o mais adequado a cada situagdo. Porém, o
dispéndio de tempo em estudo e compreensdo de cada método seria demasiado em

virtude de cada um possuir premissas basicas distintas, tempo que nem sempre esta
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disponivel. Para evitar este tipo de trabalho, os métodos foram desenvolvidos para
que, através de alguns procedimentos pudessem ampliar a gama de problemas

resolviveis satisfatoriamente, aumentando sua aplicabilidade.

Para encontrarem uma solucdo aproximada, os métodos numéricos manipulam as
equacdes de governo dos problemas de modo a torné-las convenientes, através de
uma técnica de solugcdo baseada em premissas matematicas. Nesse algebrismo, 0s
diversos metodos possuem um ponto em comum: em algum momento, transformam
as equaclOes, geralmente definidas num dominio continuo, em um meio discreto,
solucionando-as em alguns pontos do dominio do problema. O MEC, em patrticular,
tem como principal caracteristica a discretizacdo somente do contorno do problema
(BREBBIA e DOMINGUEZ, 1992), enquanto outros meétodos, como Elementos
Finitos, Diferencas Finitas e Volumes Finitos, demandam que o contorno e o dominio
do problema sejam discretizados. Desta forma, no MEC o sistema linear gerado
possui menor ordem, pois nao precisa gerar uma malha no dominio, reduzindo o

custo computacional para a solucao do problema.

Outro ponto a destacar no MEC é sua melhor precisdo em diversos problemas, cuja
justificativa pode ser encontrada a luz dos principios do Método dos Residuos
Ponderados (BREBBIA e WALKER, 1980). Este consiste de uma técnica de solugéo
de equacdes que utiliza uma funcdo de ponderacéo atuando de forma a expurgar 0s
residuos da solucdo aproximada, minimizando o erro cometido. Pelo fato de
empregar uma funcdo de ponderacdo correlata ao problema que se quer resolver,

pode-se efetuar tal expurgo de residuos com maior efetividade.

O Método dos Elementos de Contorno encontrou sucesso ao ser aplicado em
problemas de concentracdo de tensdo e problemas cujo dominio € infinito. Na sua
formulacdo, os Elementos de Contorno utilizam uma equac¢do chamada de solucéo
fundamental (solucdo de um problema correlato com o problema em estudo), como
as funcbes de base radial, capazes de representar bem este tipo de problema, onde
uma fonte pontual afeta o dominio em seu entorno. Isto leva o método a ser utilizado
para o estudo de fraturas e propagacéao de trincas, como fizeram Guimaraes (1992)

e Figueiredo (2008), obtendo bons resultados.

Outra vantagem do MEC é que ele calcula em um anico procedimento os valores do
potencial da funcéo e do fluxo da mesma (derivada normal) no contorno. E possivel

calcular valores no dominio do problema reutilizando as equacfes com as solucdes
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no contorno e escolhendo pontos no dominio, com uma vantagem: uma vez que a
formulagdo do MEC traz consigo a ponderacdo de residuos, repetir o uso das
equacdes implica em calcular solu¢cdées mais precisas ainda, de forma que o calculo
de solucdes no dominio torna-se mais preciso que no proprio contorno (LOEFFLER,
2011; LOEFFLER E FREITAS, 2015).

Alguns exemplos de aplicacbes bem sucedidas e que mostram a abrangéncia do
MEC sao os problemas de elasticidade (TAGUTI, 2010), conducédo de calor
(OLIVEIRA, 2011), fluidodinamica (ZHANG e LIU, 2015), analise de campos elétricos
(MOROVATI e MALEK, 2015), acustica (KIRKUP, 2007) e biomedicina (MENIN,
2009).

Porém, como todo método, o MEC possui suas limitagdes naturais. Por ser um
método de contorno, problemas que envolvem acdes de dominio tem sua
representacdo dificultada. Problemas com geometrias esbeltas, com pouco dominio
e muito contorno, também tém a precisdo de sua resposta diminuida. Em termos
computacionais, as matrizes sdo problematicas por ndo serem simétricas,

dificultando o céalculo da solu¢cdo e demandando maior tempo computacional.

Outro elemento que pode complicar a formulacdo do MEC é a resolu¢cdo numérica
de integrais. Por vezes surgem funcbes singulares que precisam ter tratamento

adequado em suas integragdes (SILVA, 2011).

O Método dos Elementos de Contorno teve desenvolvimento recente se comparado
a outros métodos, como o Método dos Elementos Finitos e das Diferencas Finitas e

por isso também € menos difundido que os demais. Sua utilizagdo comercial é

proporcional & sua difuséo.

Suas restricbes ndo impediram a aplicagdo e o desenvolvimento do MEC em
diversos campos da engenharia. Na busca de melhorias para o método os
pesquisadores buscaram formas de aumentar a gama de problemas para os quais 0
MEC trabalha satisfatoriamente e com alguma vantagem competitiva, diminuindo

seu tempo de processamento e melhorando a precisao dos resultados.

O procedimento recursivo € uma destas iniciativas voltadas ao aprimoramento do
Método dos Elementos de Contorno. Neste sentido, a seguir apresenta-se um breve
resumo dos trabalhos envolvendo este esquema de pds processamento dos
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resultados do MEC. Uma vez que se trata de algo novo e, portanto, pouco
conhecido, sédo poucos os trabalhos abordando a técnica.

Loeffler (2011) apresentou a técnica em casos simples, exemplificando-a em
problemas de potencial escalar governados pela equacao de Laplace, objetivando
assim aumentar a precisdo numérica das respostas obtidas diretamente através do
Método classico dos Elementos de Contorno. Os resultados obtidos no contorno séo
usados novamente, isto €, recursivamente, em nova formulacao integral. Assim, uma
vez calculados o potencial e o fluxo no contorno do problema, do mesmo modo que
se calculam valores no dominio busca-se calcular novamente valores no contorno,
em pontos diferentes dos calculados anteriormente (e também dos pontos onde as

variaveis sao prescritas, evidentemente), aumentando a precisdo dos resultados.

Valoto (2011) buscou replicar os resultados de Loeffler (2011) em problemas sujeitos
a Equacado de Navier da elasticidade linear, obtendo muitos resultados favoraveis,
porém alguns nem tanto, demonstrando que ainda havia o que explorar a respeito
deste procedimento. Nesta linha, Loeffler, Freitas e Valoto (2013a, 2013b)
aprimoraram o trabalho anterior e ndo apenas apresentou resultados recursivos para

os deslocamentos, mas também para as forgas de superficie.

Loeffler e Matos (2012) exploraram essa técnica em problemas de Poisson com
solucdo obtida pela técnica da Dupla Reciprocidade, ndo obtendo resultados
positivos, cuja razdo, em principio, reputa-se a introducdo de aproximacdes com

funcdes de base radial.

1.2 OBJETIVO

Este trabalho busca aplicar a técnica recursiva no Método dos Elementos de
Contorno em problemas governados pela Equacdo de Poisson utilizando-se o
Tensor de Galerkin, efetuando testes em diferentes problemas de potencial escalar,
buscando obter resultados mais precisos. Uma vez que a técnica do Tensor de
Galerkin ndo introduz aproximacdes em problemas com acdes de dominio
harmoénicas, pode-se entdo estender o campo de investigacdo da eficiéncia do

procedimento recursivo em problemas de campo estacionarios.



15

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O Capitulo 2 apresenta os fundamentos do Método dos Residuos Ponderados e do
Método dos Elementos de Contorno para potencial escalar, explicando a relagcéao

entre os dois métodos.

O capitulo 3 mostra a aplicacdo do Tensor de Galerkin a problemas de Poisson,

desenvolvendo o equacionamento adequado e necessario.

O Capitulo 4 apresenta o procedimento recursivo bem como o desenvolvimento da

formulagdo matematica necesséria para aplicar a técnica em problemas de Poisson.

O Capitulo 5 apresenta os problemas nos quais foram aplicados o procedimento

recursivo e os resultados obtidos em cada um deles.
O Capitulo 6 apresenta as conclusdes obtidas neste trabalho.

Apéndices finais estdo dispostos com o desenvolvimento das solu¢des analiticas
dos problemas trabalhados.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 O METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

Uma das técnicas utilizadas para encontrar a solucdo de equacdes diferenciais
lineares é o Método dos Residuos Ponderados (MRP). Uma descricdo estratégica

do método é feita considerando-se uma equacao diferencial linear da forma da Eg.
(1):

Lluo(X)] = p(x) 1)
Onde L(u) é um operador diferencial linear, uy(X) é a solugdo exata do problema e

p(x) é uma equacéo conhecida.

A funcéo é definida no dominio 2(X) cujo contorno I' pode ser descrito por regides
I, onde é conhecido o potencial u, (condicbes de contorno essenciais) ou por
regides I, onde é conhecido seu fluxo g, (condi¢Ges de contorno naturais). A Figura
1 mostra essas divisdes embora a segmentacdo do contorno em regides I;, e [
pode ser intercalada sem prejuizo ao método. Mas em qualquer localizacdo do

contorno uma das condi¢des deve ser conhecida.

X3 - ax) M

Iq

Figura 1: Dominio do problema e condi¢des de contorno.

O MRP consiste em utilizar uma fungcéo aproximada u(X) no lugar da solucdo exata
uy(X) que seja um somatério de fungdes, com coeficientes a;, a determinar:

n

u(X) = ) @i (X) @

k=1
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As funcdes ¢, devem ser linearmente independentes de modo a criar uma base
para representar a solugao aproximada u(X). Ainda, a base de funcdes ¢(X) devem

ser tal que:

<B 3)

up(X) — z aydr(X)
k=1

Onde B é um valor pequeno positivo, de forma que a base gerada pelas fungdes ¢,
deve ser representativa da solucdo exata. A precisdo da aproximacéo pode ser

melhorada aumentando-se 0 numero de coeficientes a;, a serem determinados.

A substituicdo da solucdo exata uy(X) pela solucdo aproximada u(X) na Eq. (1)

naturalmente gera uma diferenca chamada de residuo, definido na Eq. (4):
€a =L(w) —pX) #0 4)

Este conceito difere do conceito de erro (¢,). Este esta relacionado diretamente com
a diferenca dos valores da solugéo exata e da solucdo aproximada:

€ =U— U (5)
No contorno, porém, esses dois conceitos se equivalem haja vista a auséncia da
acao de dominio. Entédo, define-se o residuo €, no contorno onde séo calculadas os
valores do potencial do campo e o residuo ¢, onde séo calculadas as solucGes do
fluxo do campo.

€y =U— Uy

(6)

€q =49~ 4o
Com o objetivo de minimizar o residuo gerado o MRP utiliza funces de ponderacéo
Y;, com caracteristicas semelhantes as de ¢,, de modo a ponderar o residuo no

dominio do problema, forgcando-o, neste intervalo, a ter um valor médio nulo.

f €qP;d =0 (7)

0}

A melhor tética para se obter solu¢cdes numéricas via MRP é utilizar uma funcéo de
aproximacéo u(X) que respeite as condicbes de contorno, mas nem sempre isto é
viavel. Caso ndo seja possivel encontrar uma funcdo que obedeca ao contorno, é

preciso fazer a ponderacao de residuos no contorno utilizando as Egs. (8) e (9):
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f ey, dll = J (u —ug)yp,dl =0 (8)
Iy Iy
[ catsar = [ @ aousar =o ©
Iq I

Combinando estas trés ultimas equacgdes, tem-se uma ponderacdo de residuos no
dominio e também no contorno, quando as condicbes de contorno ndo séao

obedecidas pela aproximacgao proposta, conforme Eq. (10):

fedlpjd!) = J ey, dll — J eqp;dl = f(u—uo)i,b_]dl"— J(q—qo)i,bjdl“ (10)
0 r Iy r Iy

A pendultima integral da Eq. (10) representa a minimizacédo de residuos no contorno
devido & ndo obediéncia das condigbes de contorno essenciais, enquanto que a
ultima integral minimiza residuos devido a desobediéncia das condigbes de contorno

naturais.

Nas proximas secdes sera mostrado que essa estrutura integral de minimizagcéao de
residuos, em sua forma geral conforme mostra a Eg. (10), esta implicita na
formulagéo integral do método dos elementos de contorno. O Método dos Elementos
Finitos, em sua formulacéo classica, ndo dispde da primeira integral do lado direito
da Eg. (10), o que significa que caso nao haja continuidade no modelo numérico
entre os valores da variavel u(X), os resultados numéricos serdo ruins, pois ndo ha

minimizacéo de residuos com relacao a descontinuidade desta variavel.

Ressalta-se ainda que no caso do MEC as funcbes de ponderacdo sao: a solucao
fundamental do problema de Poisson u*(¢;x), considerando um meio homogéneo
infinito sujeito a uma acéo concentrada no ponto ¢, denominado fonte; e g*(¢;x) a
sua derivada normal ao contorno externo I'. Por serem func¢des solucdo de um
problema correlato, constroem um espaco solugcdo afim e sua potencialidade na
minimizacdo de residuos é elevada. Os detalhes que justificam esta afirmativa séo

mostrados a sequir.
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2.2 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA POTENCIAL
ESCALAR

A Equacdo de Poisson descreve matematicamente diversos problemas de
engenharia de potencial escalar, como problemas de conducdo de calor,
escoamento fluido, processos de difusdo, aquiferos, torcao, entre outros (BREBBIA
e DOMINGUEZ, 1992). Tomando um campo escalar de dominio bidimensional e

utilizando notacéo indicial, a Equacéo de Poisson tem a forma da Eq. (11).
uy =px) (11)

Onde p(x) pode ser um valor constante ou mesmo uma fung¢do das variaveis do
problema. Na sua forma homogénea, isto €, com p(x) =0, surge a Equacéo de
Laplace, que descreve problemas de mesma natureza que o0s problemas
governados pela Equacdo de Poisson. A diferenca entre eles € que a parcela ndo
homogénea da Equacdo de Poisson representa, fisicamente, a¢gbes no interior
dominio do problema, cuja interpretacdo depende do problema em estudo, como
fontes e sumidouros de fluido, energia nos problemas termofluidicos, ou
carregamentos devidos a acado de massa distribuida em problemas de elasticidade.
O tratamento da acdo de dominio pode ser feita de véarias formas. Uma delas,
aplicada no presente trabalho € o Tensor de Galerkin, apresentado mais a frente.
Neste ponto, é estratégico apresentar a formulacéo basica do MEC para a Equacéao
de Laplace, ou seja, considerando a auséncia de fontes ou acdes de dominio em
geral.

Em linhas gerais, o Método dos Elementos de Contorno € uma formulacéo integral,
gue busca uma aproximacao global, eficiente em todo o dominio de integracao 2(X),
em contraste com as formulacdes diferenciais do tipo do Método das Diferencas

Finitas, onde a aproximacéao é local.

Ha algumas formas de se deduzir o MEC, uma delas sendo o MRP. Por
conveniéncia, sera apresentada agora uma deducdo usando as ferramentas do

calculo integral, para uma melhor avaliacdo do método.

Na formulacéo integral classica o Método dos Elementos de Contorno utiliza-se uma

funcdo auxiliar arbitraria u* que seja continua no dominio do problema, assim como
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pelo menos suas duas primeiras derivadas. Para simplificar, vamos aplicar este

procedimento na equacao de Laplace:

f uzud =0 (12)
0]
A funcéo u*, além das caracteristicas ja citadas, deve ser a solucdo de um problema
correlato, atuando como funcdo de aproximacdo da solucdo exata (BREBBIA e
DOMINGUEZ, 1992). Ela forma uma base funcional para a solu¢cdo do problema de
forma que deve ser composta de funcbes linearmente independentes e que no

problema em estudo é definida pelas Egs. (13) e (14):

w'(§&x) = —%lnr(f;x} (13)
o’ 10
WEN) =g G0 == —5 o (14)

Onde q* representa a derivada de u* na direcdo normal ao contorno, enquanto
r(&; x) representa a distancia euclidiana do ponto fonte ¢ até o ponto x onde a agéo

do pontoé gera um efeito. A Figura 2 representa geometricamente esta distancia.

Figura 2: Representa¢éo do Delta de Dirac.
Em outras palavras, u* representa a funcéo Delta de Dirac, numa regido de dominio
infinito, onde a agao concentrada num ponto fonte se propaga em todas as dire¢des

até o ponto x, 0 que permite escrever:
uy(&x) = =A%) (15)

Na Eqg. (12), a existéncia do operador Laplaciano sobre a solucdo exata u torna esta
solucdo muito exigida, por exemplo, em termos de continuidade. Esta equacéo é

chamada de forma integral forte. Ainda, a Eqg. (12) esta definida no dominio 2 do
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problema, desinteressante ao MEC. Entdo, aplica-se sobre ela a técnica de
integracao por partes obtendo a Eqg. (16), que é chamada de forma integral fraca:

f(u_iu*)idﬂ — J wuy;dQ =0 (16)
) 0

Sobre a primeira integral da Eq. (16) € possivel aplicar o Teorema da Divergéncia,
transformando a integral de dominio em integral de contorno. Desta forma obtém-se
a Eq. (17):

J-u,l-u*nidl“— f wuidR =0 (17)
r 0
Sobre a segunda integral da Eq. (17) repetem-se 0s passos anteriores, aplicando a
integracdo por partes seguida do Teorema da Divergéncia, levando a Eq. (18),

chamada de forma integral inversa.

J-u,iu*nidf—f uu:“inidl“+fuuj-id!2 =0 (18)

r r 0
Apesar de obter duas integrais de contorno, restou uma integral de dominio. Nela
existe uma integracdo sobre a funcdo Delta de Dirac que possui propriedades
interessantes: seu valor tende ao infinito em é e € nulo em qualquer outro ponto,
mas se a sua integral envolver um dominio no qual esta incluso o ponto &, o
resultado desta integral serd 1 (um). Desta forma, a integral que envolva a
multiplicacdo de uma funcdo qualquer g(x) com o Delta de Dirac cujo dominio de
integracdo inclua o ponto ¢ terd como resultado o valor da fungdo no ponto ¢
(BREBBIA e DOMINGUEZ, 1992). Em termos matematicos:

f
fg(x)A(x =e)dx =g(e); onde d<e<f (29)
d
Desta forma:
fuufiid.(z = f —w. A& x)dN = —c()u(é) (20)
) )

Assim a equacdao de Laplace para problemas de potencial escalar é escrita como:
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c©u) + [ ugExomar - [ quomar =0 (21)
r r

Ou:

d8M6+Ju¢®mMMF=me&@mﬂ‘ (22)
r r

Brebbia e Dominguez (1992) explicam que o ponto ¢ pode ser visto como 0 centro
de um circulo de raio € no seu entorno, com valor ¢ tendendo a zero. Este principio
esta em consonéancia com o Valor Principal de Cauchy, de modo que o valor de c(§)
pode ser enxergado como a fracdo do circulo que esta localizada dentro do dominio
do problema. Desta forma, quando o ponto ¢ estd no dominio do problema, c(¢) vale
1 (um), e quando o ponto ¢ localiza-se no contorno seu valor depende da sua

posicdo no contorno. A Figura 3 ilustra esta situacao.

c§)=1/2 c§) =1/4

Q)

HOMD

Figura 3: Representacao dos valores de c(¢).

2.3 RELACAO ENTRE MEC E MRP

Esta secdo resume-se a demonstrar que quando utilizam-se formulacdes integrais
fracas e inversas existe naturalmente uma minimizacao de residuos. Retomando-se

a Eq. (17) e reescrevendo a integral de contorno:

J-u,l-u*nidl“=fu,iniu*dl“=fqu*dF= fqu*df+ f qu*dr (23)

r r r r, Iq

No contorno I7, € prescrito o valor g,. Combinando as equacées (17) e (23):
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fqu*dl“+ f%u*dl“—fu_iu’*idﬂ =0 (24)
Iy Iy 0

Reescreve-se a forma integral forte a partir da integral de dominio da Eq. (24),

mantendo as integrais de contorno com o valor prescrito gy:

fqu*df+ f%u*dl“+fu,iiu*dﬂ—fu,iu*nidl“= 0 (25)
Iy Iy 0 r
fqu*dl“+ f%u*dl“+fu_iiu*d.(2— f qudl — f qudlr =0 (26)
ry Ig 0 Iy Iq

As duas primeiras integrais sdo heranca da utilizacdo dos valores prescritos, sendo
que no contorno I;, o valor de g é calculado. Desta forma, as duas integrais sobre I,
se anulardo, pois dizem respeito a valores aproximados, mas as duas integrais em

I; ndo se anulardo, pois a primeira refere-se ao valor exato g, prescrito, enquanto a

altima é o valor aproximado. Entéo, escrevemos:

Ju_iiu*d.(z = J(q —qoudr (27)
0 Iy
A expresséao do lado esquerdo da Eq. (27) representa a minimizacédo de residuos no
dominio. A expressdo que surge do lado direito representa a minimizacdo de
residuos da condicao de contorno natural quando as condi¢cdes de contorno ndo sao
respeitadas. Em outras palavras, uma forma integral fraca apresenta, em sua

formulag&o, uma minimizacéo de residuos das condi¢des de contorno naturais.

Ao integrar por partes e aplicar o teorema da divergéncia sobre a integral de dominio

da Eq. (17) obtém-se o seguinte resultado:

—fu,l-u_*idﬂ = —f uuyn;dl + f uuy;d (28)
o r o

—f wuidN = —f uq*dr + f uuy;dan (29)
0 r 0

Onde q* é a derivada da funcdo de aproximagdo na direcdo normal ao contorno.
Substituindo a Eq. (29) na Eq. (24) tem-se:
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fqu*dl“+ f%u*df—fuq*dF+Juu,*iid!2 =0 (30)
ry Iy r 0
Divide-se a integral de contorno pelas regides onde sdo prescritas as condi¢cdes de

contorno naturais e essenciais:

fqu*dl"+ f%u*dl"— fu_oq*dl"— Juq*dF+Juufiid!2 =0 (31)
Fu rq Fu I"q n
Mais uma vez utiliza-se a integral de dominio para retomar a forma forte da equacéo,

preservando os valores prescritos nas integrais de contorno. Isto resultara em:

Jqu*dl“+ f%u*dl"— fu_oq*dl“— fuq*dl"+fu_iiu*d.(2— f qu*dr

L, I, r, I, 0 r,

(32)

—Jqu*dl"+ fuq*dl"+ fuq*dl“=0
Iy Iy I,

Lembra-se que os valores de u em [, serdo calculados assim como os valores de ¢
em [,. Mas onde o contorno prescreve a condicdo essencial ela diferira do valor
calculado, assim como onde a condi¢cdo natural € prescrita o valor exato diferira do

valor aproximado, ndo anulando estas integrais. Isto resulta em:

Ju_iiu*dﬂ = J(u_o—u)q*dl"— f(q—%)u*dl" (33)
0 ry Iy
Reaparece a integral da Eqg. (27) que minimiza o residuo das condi¢bes naturais.
Mas, na forma integral inversa, surge também um termo de minimizacéo de residuos

devido a desobediéncia das condi¢cdes de contorno essenciais.

A Eq. (33) mostra que o Método dos Elementos de Contorno, ao utilizar a forma
integral inversa, apresenta implicitamente ferramentas matematicas que minimizam
residuos caso as condicbes de contorno ndo sejam obedecidas, aumentando a

precisdo do método.
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2.4  DISCRETIZACAO

A Eq. (22) sera discretizada para resolver o problema de Laplace. Os pontos ¢ nela
relacionados representam os locais nos quais o residuo é minimo. Para tanto, pode-
se aplicar os mesmos meétodos de discretizacdo do Meétodo dos Residuos
Ponderados. Pelo Método da Colocac&o, por exemplo, arbitram-se pontos &' em que
se deseja minimo residuo, seja no dominio fisico do problema Q, no contorno I" dele

ou fora de ambos, de modo que:

[ couainan+ |

n* n*

]

0*

[ v x)nidr]zl(ff;e)dn
' (34)

kGG x)nidr]zl(ff;adn
r
Onde 0* representa um espaco que contém o dominio fisico 2 do problema e é

maior que ele. O resultado das integrais da Eq. (34) é:

c(fi)u(fi)+fuq*(fi;x)nidl“= f qu* (&5 x)ngdr (35)

r r
O Método da Colocacdo € simples e apresenta resultados satisfatérios para um
grande numero de aplicacbes, mas existe outra técnica de discretizacdo muito
interessante em problemas de potencial escalar: o Método de Galerkin, que utiliza-
se de funcdes de ponderacéo ¢, para interpolar o campo dos valores do potencial U
e de sua derivada Q no contorno. Desta forma, a Eq. (22) serd integrada como
mostrado na Eq. (36):

f c(Ou) b (€5 6)dn + f Br (65 )0

n* *

= J [ Ff qu* (& ngdr

f uq*(¢&; x)n;dr

r

(36)

P (§58)da

Resultando em:
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N N
c(fi)u(fi)+z-fr ¢rUq* (5 x)dr =ZJF ¢rQu* (¢ x)dr (37)
e=1 "¢ e=1""'e

Figura 4: Contorno em elementos segmentados por nés.

A integracdo é realizada sobre cada elemento funcional sobre o contorno, onde
existe um elemento nodal com um valor a ser calculado. De forma a facilitar a
integracdo numeérica, uma mudanca de variavel de integracdo é feita, conforme as
Egs. (38) e (39):

_2x 38

n= L (38)
2

dn =—dx (39)
L,

Onde L, representa o comprimento do elemento. Neste trabalho ser&o utilizadas
funcdes de interpolacdo ¢, lineares, que utilizam os valores de dois nos para
interpolar o valor do campo, conforme as Eqs. (40) e (41):

pu(m) =5 =) (40)
1
palm) =51 +1) (@1)

A interpolacdo do campo é feita pelas Eqs. (42) e (43):
u(m) = Uf p1(m) + U5 P2 (n) (42)

q(m = Qi1 () + Q3 ¢2(n) (43)

Os valores Uf e U$ representam, respectivamente, o primeiro e o segundo valores
utilizados para a interpolacdo dos valores potenciais do campo interpolado no
elemento e, que neste caso, correspondem ao inicio e fim do elemento. O raciocinio

€ analogo para Q¢ e Q5.
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As integrais da Eq. (37) sdo resolvidas numericamente pelo Método de Gauss.
Aplicando estes ultimos resultados, a Eg. (37) toma a forma seguinte:

N NPG N NPG

c(§u() + D U Y g’ (§5m)ey = Y 08 ) gl (§hm)ey  (44)
e=1 j=1 e=1 j=1

Onde séo w; os pesos de Gauss, e NPG sdo os Numeros de Pontos de Gauss.
Finalmente, é possivel garantir residuo minimo colocando-se o0s pontos &
coincidentes com os nés funcionais, em namero igual ao de nés funcionais de forma

a gerar o sistema de equacdes a ser resolvido:

[A{E} = [G{ax} (45)
A matriz H possui os coeficientes associados aos valores do potencial do campo
escalar no né funcional, e o vetor U possui os valores do campo. No lado direito da
equacgdo, a matriz G possui os coeficientes associados ao valor do fluxo normal ao
contorno no elemento funcional, enquanto o vetor Q possui os valores do fluxo.
Conhecida uma destas condi¢cdes de contorno em cada nd é possivel calcular a

outra, de forma que o Método dos Elementos de Contorno calcula o potencial do

campo e sua derivada em um unico procedimento.
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3 O TENSOR DE GALERKIN APLICADO A EQUACAO DE POISSO N

Como ja foi dito anteriormente, a equacao de Laplace pode ser vista como uma
particularizacdo da equacédo de Poisson, onde esta ultima é a forma ndo homogénea

da primeira, escrita conforme a Eq. (46).
uy = p(x) (46)

A aplicacéo da funcao de ponderacao u* agora deve ser feita em toda a equacao e

integrada no dominio do problema, conforme a Eq. (47).

fu_iiu*d.(z = f p()u*dQ (47)
0 0

O tratamento para resolver o lado esquerdo da equacao ja foi demonstrado nas

secOes anteriores, de forma que pode-se escrever, a partir da Eq. (21):

cEuE) + f g (& Omydr — f qu* (& Ol = f pudn (48)

r r 0

A resolucéo do lado direito da equacgéo via Tensor de Galerkin segue, em principio,
o0 mesmo procedimento, sendo necessario operacionalizar a forma integral de um
modo semelhante ao ja realizado para se chegar a uma forma inversa. Para isso,
reescreve-se a funcdo u* em termo de uma funcéo primitiva G* - o Tensor de

Galerkin — que equivale ao seu Laplaciano:
u =Gy (49)
Uma vez escrita desta forma, € possivel levar a forma inversa aplicando a integracéo

por partes e o Teorema da Divergéncia duas vezes, conforme realizado

anteriormente com a equacao de Laplace.

[ rosida = [ b da - [ piocian (50
0} 0 0

[ rcida = [ bl a0 - [ [p:c067] 40+ [ paGoe-ag (51)

0} 0} 0 0
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[ p6ida = [ peoGimdr - [ piomedr + [ puec do (52)

0 r r 0}

A Eqg. (52) é a forma integral inversa da parcela ndo homogénea da Eq. (47). A
integral de dominio que persiste pode ser facilmente excluida se o Laplaciano da

acao de dominio for nulo. Em outras palavras, considerando-se a Eq. (53):
pii =0 (53)
A Eqg. (47) entdo é reescrita inserindo-se os pontos fonte é:

dﬁﬂ@+fu¢GmMﬂF—quGmMﬂf

r r

(54)
= [ peGismdr = [ piGoni6* 6 xdr
r r
De modo a garantir o exposto na Eqg. (49), as expressoes para G* e G;n; Sa0:
G*(&; _ 1 2(1 —Inr) (55)
(&x) = 8ﬂr nr
G1(E 0 = o= |r + 2 n 2| 2L 2% 56
G 0m; = 8m [r = dx; on (56)
Ainda:
dp Ox dp Ox
pi()n; = P, P Zin +Zn; =z (57)

9x, on  ox, an
Onde n; e n, representam 0s cossenos diretores normais ao contorno. Para
discretizar a equacdo integral serdo utilizados elementos lineares, como feito
anteriormente. Observa-se que, apesar da existéncia de um termo singular na Eqg.
(56) (no logaritmo natural) a equacdo como um todo ndo é singular quando a
distancia r tende a. Quando isto ocorre as integrais da Eq. (54) convergem, como

sera demonstrado a partir deste momento:

[ peoGiEomar = [ ion + 592 616 mar (59
r

r

Onde ¢, e ¢, representam as funcdes de aproximacao de Galerkin e p, e p, sdo os

valores da acao de dominio no inicio e no fim do elemento e.
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Para o caso de elementos retilineos, mostrado na Figura 5, os termos referentes ao

cosseno diretor sao:

(59)

Figura 5: Cossenos diretores no elemento de contorno retilineo.

Esta integral se anula se o ponto fonte for colinear ao elemento integrado.
Naturalmente isto sempre acontecera quando o elemento sobre o qual a integracao
acontece contiver o ponto fonte, anulando a integral singular. Avalia-se agora a
integral com o termo ¢* na Eq. (54), que n&o se anula.
Zf—‘l Zf Z€+1
1 ,. l ,‘

[ P |

e—1 e

§

Figura 6: Elementos anterior e posterior ao ponto fonte.

A Figura 6 apresenta o ponto fonte localizado no n6 z; e os elementos anterior e
posterior a ele, com seus pontos nodais z;_; e z;,;. Neste caso, o valor de z; sera

afetado pela integracéo sobre os elementos (e — 1) e (e). As integrais resultantes da

discretizac&o sobre este ponto nodal sdo mostradas na Eq. (60).

f (Zf—1¢1 + Z§¢2)G*(fi Xe—1)dlp_q + f(Zf¢1 + Zf+1¢2)G*(S(; xe)dl (60)

o1 Ie
Ressalta-se que para a formacdo do sistema matricial sdo necessarias integracfes
em todos os elementos, mas a equacao acima mostra apenas como serd tradada a
situacdo quando o ponto fonte e o elemento de integracdo coincidem. As demais
integracdes sado tratadas numericamente sem problemas. Considerando apenas 0s

termos relacionados com z;:
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f 242G (6 Xo_) ATy + f 2,6 (& x,)dT, (61)

Te—1 Ie

Aqui serdo utilizadas fungcbes de forma dimensionais para solucdo analitica das

integrais da Eq. (61). Por isto:

X

pr=1-7 (62)
X
$2 = I (63)
Aplicando as Egs. (62) e (63) na Eq. (61):
Le—y Le
g—; (Lx )rz(l—lnr)dr+g—if (1—;>r2(1—lnr)dr (64)
e—1 e
0

Pela Figura 7 é possivel perceber que as integrais das duas funcbes que se
multiplicam no nucleo da integral convergem. Uma parte delas se anula mutuamente

e a outra € integravel.

r’(1 Inr) r’(1 Inr)

IR ¢

o~ =

§ §

Figura 7: Grafico das equacdes a serem integradas.
Ent&o, resolvemo-las analiticamente para o caso geral em que os elementos néo
tenham o mesmo comprimento. Integrando, tem-se:

Le—q Le

% (L) 21 _ Z_ff( _L> 21 _ 65
o I r2(1 lnr)dr+87_[ 1 I r?(1 —Inr)dr (65)
0 0
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Apos resolvidas, estas integrais resultam em:

i Li‘l(s 4inL, )+ Le (19 —121InL,) (66)
o | 16 Mhe-1) T 14y Tile

E comum simplificar a criacdo de malhas utilizando-se elementos constantes, ou
seja, todos com o0 mesmo comprimento L. Neste caso, a Eq. (66) se reduz a:

3
% (4-3InL) (67)
Em outras palavras, apesar de haver singularidade, em virtude de o ponto fonte
coincidir com o elemento, fazendo com que a distancia r se anule, a sua integral
existe e tem valor exato, definido analiticamente. Seu célculo analitico reduz os erros

gue seriam cometidos caso fosse realizada a integracdo numeérica.

Com estes resultados acima pode-se resolver as integrais do lado direito da Eq.
(54). Colocando-se os pontos fontes tantos quantos forem a quantidade de
elementos com os quais foi dividido o problema, obtém-se um sistema matricial

semelhante ao problema de Laplace, com um termo a mais:
(A0} = [6]{eg} + {P) (68)
Onde {P} representa as integrais relacionadas ao termo fonte, conhecido e

calculado.
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4 O PROCEDIMENTO RECURSIVO

O Método dos Elementos de Contorno apresenta-se como uma formulacdo que
calcula diretamente solu¢cdes na variavel basica e em sua derivada normal apenas
no contorno do problema. Se for desejado conhecer os valores da varidvel basica no
interior do dominio do problema é preciso reutilizar a Eq. (35) (no caso do Problema
de Laplace) ou a Eqg. (54) (no caso do Problema de Poisson), colocando novos
pontos fonte na posi¢cdo desejada no interior do problema. A partir destes novos
pontos fonte geram-se novas matrizes, cuja ordem dependerd de quantos pontos
fonte sédo colocados. Ressalta-se, entretanto, que como numa espécie de poés-
processamento computacional, nenhum novo sistema matricial sera resolvido, pois
as grandezas incognitas da variavel basica estdo explicitas e apenas produtos
matriciais estdo envolvidos, de modo que o custo computacional é bastante baixo.
Assim, considerando como &' os novos pontos fonte no interior e sendo U¢ e Q¢ os

valores de contorno previamente calculados, tem-se:

N N
u(gl) = Z o J B’ (€5 X)dr, - Z g Ff beq (£ X)dr,
e e (69)

N N
£ 30k [ i 0mar, - Yz [ ou6e (65 x)ar,
e=1 Te = Te

e=1

Para se determinar os valores da derivada do potencial em pontos internos é preciso

derivar a equacao anterior com relacdo as direcdes coordenadas dos pontos fonte

&, ou seja:

u (&) = i ot [ pui(ehx)ar, —i 0t [ peai(sx)ar,
e=1 T, e=1 T,

(70)
N N
43708 [ BulGi( X dre = Y 2 [ @G (ghx)are
e=1 Te e=1 Te
Nesta ultima equacao:
* i * 1
wi(E5X) =qf = 5T (71)

. 1
q:(85X) = pi = 5z [2nmjm; —mun] (72)
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.o 2inr -1
G;(§hX) = [T] g (73)
. 1 T;
(G: (E‘;X)nl-)’j = g [2 r_erini + (2 Inr — 1)6L]Tll:| (74)

Verifica-se que as fun¢des do ndcleo das integrais ficam de ordem inversa maior, ou
seja, 0 expoente da distancia euclidiana r cresce negativamente. Mas tais integrais,
nao sdo singulares nem hipersingulares, pois os pontos fonte sdo internos e a

integracdo acontece sobre o contorno.

Embora este pds-processamento possa se constituir numa limitacdo do MEC, caso a
guantidade de pontos internos a se calcular seja muito grande, ha outros pontos a
considerar. Uma vez que a formulacdo integral inversa possui, como ja foi
demonstrada, uma equivaléncia a formulacdo de minimizacéo de residuos, reaplicar
esta equacao implica em realizar novo procedimento de minimizacdo de residuos.
Isto faz com que o resultado dos valores calculados no interior do problema sejam

mais precisos que aqueles calculados primeiramente no contorno.

O procedimento recursivo consiste em aplicar novamente a formulacdo integral
inversa e calcular valores no contorno novamente, em novos pontos fonte diferentes
dos anteriores. A posicao dos novos pontos fonte ndo deve coincidir com a dos
pontos nodais, porque estes ja foram objeto de minimizacdo de residuos; nem
devem ser posicionados onde os valores ja sdo prescritos. A utilizacdo recursiva da
equacao integral € mais eficaz quando os novos pontos se situam aproximadamente

meia distancia de dois pontos nodais adjacentes.

A justificativa para o emprego do procedimento recursivo € simples: a precisdo
numerica do calculo das variaveis internas € melhor do que a obtida no calculo dos
valores de contorno, sendo a razdo matematica para esse comportamento
proveniente do fato de que o reuso da equacao integral equivale a uma nova
minimizacdo dos erros numéricos cometidos. Ressalta-se que ja foi mostrado
anteriormente que existe uma associacao entre a equacao integral de governo (Eq.
(54)) e uma sentenca do método dos residuos ponderados (BREBBIA, 1978). Assim,
se ha minimizagdo de residuos para 0os novos pontos fonte internos, também deve
ser o caso se forem tomados novos pontos fonte, agora situados no contorno, em

posicdes distintas dos pontos fonte originais.
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A equacdo integral recursiva para novos pontos fonte é" é similar a Eq. (69)
considerando apenas que, estando 0os novos pontos fonte no contorno e sendo este

suave, tem-se:

e=1

5" = i ot [ g erinar, - i 0g [ gea 7 x0dr,
e=1 Nre = [; (75)
30k [ $GiETOmdr, = Y 2t [ ¢G0T
e=1 Te e=1 Te

N&o somente os valores do potencial no contorno podem ser recalculados pelo
procedimento recursivo; também os valores das derivadas espaciais do potencial
podem ser obtidos pelo mesmo processo. A fundamentacdo matemética para
determinacdo das derivadas espaciais segue 0os mesmos passos da formulacéo
hipersingular do MEC (MANSUR, FLEURY e AZEVEDO, 1997). No caso de

contornos suaves:

N N
O)0EN = Y 0% [ $un(€s0dre = Y Ug [ $eai€ 00T,
e=1 Te e=1 Te
N N (76)
+ 30k [ $el(GaETXme) dre = ) 2 [ G0
e=1 Te e=1 Te
Onde temos:
un(¢5X) =q; = —Lr-n- (77)
n , i 2rr Jilt
* i * 1 8
an(§5X) = pi = 5z [2nimjm = rmyng (78)
. 2Inr—1
6a(5X) = [ = g—|rm (79)
* i 1 7'] 80
(G’n(f ;X)ni)’j = g [2 T_Zrini + (2 Inr — 1)6L]Tll] nj ( )

Conforme mencionado, no caso de elementos lineares, estes novos pontos fonte

séo posicionados no meio do elemento, conforme Figura 8.

Ly L/
— - . 2 4
X x'=¢ L

Figura 8: Posi¢do do elemento fonte no procedimento recursivo.
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Naturalmente, as funcdes de forma precisam ser reescritas para adequarem-se ao

novo sistema de referéncia:

X x' 1 1 x
—1-"=1-2__-=-_= 81
¢ =1 L 1 L 2 2 L (81)
x x' 1
- 4z 82
2 I- 172 (62)

Entdo, as integrais de contorno podem ser distinguidas em dois grupos: uma
composta pela integracdo referente aos elementos que ndo contém o ponto ¢, e

outra referente a integracédo do elemento que contém o ponto é¢.
De forma simplificada, para as integrais que compdem o Tensor de Galerkin tem-se:
J ZiG*dF = J ZiG*dF + f ZiG*dF (83)
I"g F—I"g
Onde a integral ffs z;G*dI' representa a integracao sobre o elemento que possui 0

ponto fonte. Para este termo:

L L

2 2
1 ! 1 !
fziG*dl":zf f(z—xf>6*(§;x’)dx’+z§ f<5+xf>c*(g;x')dx' (84)
L L

e /2 /2

A visualizacao grafica destas func¢des simplifica a resolugéo das integrais.

r’(1—Inr) r’(1—Inr) r’(1—Inr)

Figura 9: Gréfico das equagdes a serem integradas no procedimento recursivo.
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Percebe-se que a integracdo sobre o produto das fungBes impares, seja x'/L ou

! ~ . . ~
—X /L, pela funcdo G*no intervalo dado se anulam. Resta a integracdo sobre o valor

constante:
Ly, Ly,
e (1 oot & [ 1 Nt
z,G*dlI = z =G*(&xNdx" + z =G*(&x)dx (85)
1 2 2 2
r'e —L/z —L/z

Dado que a funcdo ¢* é uma funcgéo par:

Ly Ly
2 2
fZiG*dI“=sz G*(g;x’)dx’+zsz G*(&x")dx' (86)
I'e 0 0
Calculando as integrais:
Y Y
o 1, 134 2 (87)
J G*(&xdx =f o (1—lnr)dr=g ﬁ(§+lnz)
0 0

E agora a integracdo singular pode ser escrita analiticamente, enquanto todos o0s

bY

termos relacionados a integral |, EziG*dF sédo calculados numericamente sem

=T
dificuldades. As integrais referentes ao termo G;(¢; x)n; vao se anular novamente, em

virtude do exposto na se¢ao anterior.
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S TESTES REALIZADOS

A metodologia e equacOes apresentadas no capitulo anterior foram aplicadas a
cinco problemas de potencial escalar governados pela Equacdo de Poisson, com
caracteristicas adequadas aquela formulagéo, ou seja, os termos fonte sdo funcdes
harménicas e seu Laplaciano é nulo, anulando a integral de dominio da Eq. (52). Os
diferentes problemas permitem testar o procedimento recursivo em casos de fontes
com distribuicbes diversas e assim permitir estender o leque de investigacfes da

sua eficiéncia além dos problemas de Laplace.

Em todos os casos a geometria dos problemas é sempre quadrada com lados de
medida unitaria e foram realizados testes com quatro malhas diferentes em cada

problema, contendo 16, 32, 64 e 80 nas, incluidos os nds duplos nos vértices.

Foram calculados os valores desconhecidos de potencial e de fluxo no contorno do
problema. A seguir foi aplicado o procedimento recursivo calculando-se novamente
os valores no contorno, em novos pontos. Os resultados obtidos nos procedimentos
direto e recursivo foram comparados com a solucdo exata, cuja obtencdo é

demonstrada nos apéndices.

Foi calculado o erro médio relativo de cada procedimento, tomando-se como
parametro relativo o maior valor absoluto que a solugdo exata pode atingir na regiao
delimitada pelo contorno (incluindo o dominio do problema). Foram considerados o
maior valor do potencial para calculo do erro relativo da solu¢cdo aproximada para o
potencial, e o valor maximo da derivada no calculo do erro relativo para a solucao

aproximada do fluxo.

A seguir sdo apresentados os testes realizados e os resultados de cada um.

5.1 ACAO DE DOMINIO CONSTANTE

A Figura 10 mostra o problema. A acdo de dominio € constante, um lado do
contorno possui condicdo de contorno essencial nula enquanto nos outros trés a
condicdo de contorno natural € nula. Fisicamente poderia representar uma barra

engastada submetida a acdo do peso proprio uniforme em toda a sua extensao.
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o,  Mu
- X5
L I Po 52
g
Iq
Y

X1
Figura 10: Acédo de dominio constante.

O Apéndice A mostra o desenvolvimento da solugcdo exata, porquanto s&o

apresentados aqui somente seus resultados. A Eq. (88) é a solucdo exata para o
potencial.

x2
u(x) ="rP [7 - Lx] (88)
Onde a acédo de dominio é:

P =pog (89)
Este € um problema unidimensional, portanto a solucdo exata para a derivada da

funcdo na direcéo x é:

du

a=P[X—L] (90)

A acéo de dominio foi implementada com valor unitario. Os valores dos erros meédios

para malhas com diferentes niveis de refinamento sdo mostrados na Figura 11.

Potencial Derivada Normal
1,00%

>.i\ 1,20%
0.80% % 1,00%

0,80%
0,40% 0.60%

\ 0,40%
0,20% \’_“ 0,20% p— ~—
0,00% : -

0,60%

Erro %
Erro %

. : 0,00% e . ,
16 32 64 80

—»—Direto 1e 32 84 80 —— Direto

—— Recursivo Numero de nds da malha — Recursivo Mumero de nds da malha

Figura 11: Caso 1: Erro relativo dos procedimentos direto e recursivo no potencial e na derivada normal.

Para este problema percebe-se que o valor de erro no calculo do potencial foi muito

parecido entre o procedimento direto e o recursivo, sem nenhuma diferenca
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significativa. No caso do potencial, cuja variacdo analitica neste caso € quadratica, o
uso de elementos lineares com o MEC ja fornece boa precisdo. Pode-se adiantar
que sempre que os valores numéricos oferecam boa precisdo e, naturalmente,
nenhuma minimizacao eficiente de residuos for cabivel, a diferenca de resultados
entre o procedimento recursivo e a solucdo direta ndo sera significativa. Isto é

ratificado com o comportamento das solu¢cdes com o refinamento das malhas.

Porém, no calculo da derivada do potencial o procedimento recursivo obteve
resultados mais precisos. A diferenga foi maior quando se utilizou malhas pobres,
enquanto que o uso de malhas refinadas aproximou os resultados. Ainda assim, o
procedimento recursivo obteve melhor precisdo, que nas malhas de 64 e 80 nos teve

erro da ordem de 10%%, enquanto o procedimento direto chegou a 10 %.

Cabe destacar que embora as derivadas do potencial sejam descritas por fungcdes
de mais baixa ordem, o seu calculo por meio de métodos numeéricos é
frequentemente menos preciso, mesmo pelo MEC. Isto de certo modo ratifica o

melhor desempenho do procedimento recursivo neste caso.

5.2 ACAO DE DOMINIO LINEAR

Neste exemplo buscou-se verificar o0 comportamento de uma acdo de dominio
variavel. Ele difere do problema anterior apenas pela acdo de dominio que desta vez
é linear. A Figura 12 mostra esta situagao.

L L
. » X9
I;| P(x) %
g
 J
X1

Figura 12: Acao de dominio linear.

O carregamento utilizado foi:
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P(x) = %(1 —f)

I (91)

O Apéndice B desenvolve as solucdes exatas para o problema, apresentadas nas
Egs. (92) e (93).

3 2
_Pog(_x"  x7 Lx (92)
”(x)"E< 6L 2 2)
du pog( x* L
a—T<‘z+"‘z (93)

Considerando que a aresta do problema é unitaria, também foram utilizados valores
unitarios para a razao 09 / - Os valores calculados de erro sao mostrados na Figura

13.

Potencial Derivada Normal
1,20% 1,40%
1,00% N 1,20%
- 0,80% ) . 1,00%
i
= o60% * 080%
= \ L 060%
0,40% \x‘ 0,40%
0,20% \‘H——x 0,20% —_— —_—
0,00% . . ; 0,00% : e
16 3z 64 80
—=— Direto 18 52 64 80 —=—Direto
— = Recursivo Numerode ndsda malha ——Recursivo MNumerode ndsda malha

Figura 13: Caso 2: Erro relativo dos procedimentos direto e recursivo no potencial e na derivada normal.

Os resultados para o célculo do potencial dos procedimentos direto e recursivo
apresentaram 0 mesmo comportamento do problema anterior, com diferencas

inexpressivas entre eles.

As diferencas entre as técnicas sdo bem acentuadas quando calculadas as
derivadas do problema. Novamente o procedimento recursivo apresenta melhores
resultados desde malhas pobres em nods até malhas mais refinadas. Por
comparacao, para obter a mesma precisdo do procedimento recursivo com uma
malha de 16 nds, o procedimento direto precisou de uma malha de 64 nés, quatro
vezes mais nos, exigindo computacionalmente bem mais que o procedimento
recursivo. Ainda, o procedimento recursivo nas duas malhas mais refinadas chegou

a ter erro de 10%, enquanto o procedimento direto conseguiu apenas 10™ %.
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5.3 MEMBRANA COM CARGA SENOIDAL

Neste exemplo desejou-se verificar como uma ag¢do de dominio mais sinuosa
poderia exigir das solugbes e como os diferentes procedimentos iriam responder. O
problema, mostrado na Figura 14, consiste de dois contornos opostos cuja condi¢cao
essencial é nula, e os outros dois opostos nos quais a condi¢do natural é nula. Isto é

a mesma condi¢cdo de uma membrana fixa em duas extremidades opostas.

> X1

Figura 14: Membrana com carga senoidal.

A acao de dominio utilizada foi:

X,

P(xq,x,) = sen (%) - senh (T) (94)

A solucéo exata € desenvolvida no Apéndice C, apresentada apenas a solugédo na
Eq. (95).

u(xy,x;) = sen (%) [%y cosh (%) - %senh (%) - % cosh (%)] (95)

S0 nos interessa a derivada normal sobre o contorno I, logo:

;—:2 (x1,x3) = sen (%) [—n cosh (—2) + -y senh (—2) ~ 7 cosh (—) o5

Os erros calculados sao apresentados na Figura 15:
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Potencial

7,00%
6,00%

5,00%
4,00%

3,00%

Erro%

2,00%

R

1,00%
0,00%

T

—=— Direto

—s— Recursivo

16

32 64

Numerode nds da malha

80

12,00%

Derivada Normal

10,00%

8,00%

6,00%

Erro %

4,00%

2,00%
0,00%

—— Direto

—— Recursivo

16

32 64 80

Numero de nés da malha

Figura 15: Caso 3: Erro relativo dos procedimentos direto e recursivo no potencial e na derivada normal.

O calculo do potencial apresentou erro menor no procedimento recursivo em malhas

pobres, embora os dois procedimentos tiveram erro acima de 5%, um tanto quanto

elevado. Com o refinamento da malha as diferencas ndo foram téo significativas, e

ambos tiveram precisdo muito semelhantes.

O célculo da derivada surpreendeu desta vez. O procedimento direto foi muito mais

preciso que o recursivo na malha mais pobre, embora o erro tenha ficado em torno

de 4%. Quando as malhas foram refinadas ambos o0s procedimentos tiveram

resultados semelhantes, de diferenca indistinguivel nos gréficos. Esta diferenca

apareceu num problema em que a carga é bidimensional, diferente das outras. Na

conclusao este resultado € comentado com maiores detalhes.

5.4 MEMBRANA COM CARGA CONSTANTE

Este problema carrega semelhancas com o anterior, mas difere pela acdo de

dominio, agora constante e unitaria, e nas condicbes de contorno, agora

apresentando potencial nulo em todo o contorno. Pode ser visto como uma

membrana completamente fixa em todo o seu contorno, como mostra a Figura 16:
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X2
A
I,
L
L P L
TTTTTTIIT X1
0 L,

Figura 16: Membrana sob carga constante.

Neste problema interessa apenas calcular o erro devido a derivada visto as
condicbes de contorno essenciais serem prescritas em todo o contorno. Dado a
simetria do problema, espera-se que as solugbes das derivadas nos contornos
congruentes sejam analogas. De qualquer forma, elas foram desenvolvidas no

Apéndice D e séo:

—16PL

5 G ) = szﬂ3(n2+ 75 cos @y x:)sen(Bz) ©7)
—16PL

S (ea7) = ;;m3(n2+ 7y sen(an)cos(B) (98)

Os erros calculados estéo apresentados na Figura 17:

Derivada Normal

10,00%
8,00%
6,00%

“00% ),‘_‘\\
2,00%

0,00%

Erro %

16 32 64 80
—— Direto

. Numero de nos da malha
—— Recursivo

Figura 17: Caso 4: Erro relativo dos procedimentos direto e recursivo no potencial e na derivada normal.

Aqui o procedimento recursivo se demonstrou muito poderoso em relagcdo ao
procedimento direto. Nas malhas mais refinadas os dois ficaram proximos, porém
nas malhas menos refinadas o procedimento recursivo apresentou erro 5 vezes

menor. Interessante notar que o0 erro do procedimento recursivo se manteve
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praticamente estavel desde as malhas mais pobres, melhorando muito pouco. Ainda,
a malha com 80 nés no procedimento direto obteve resultado semelhante a malha

de 16 nds do procedimento recursivo, porém a um custo computacional maior.

5.5 MEMBRANA COM CARGA POLINOMIAL

Neste ultimo exemplo buscou-se verificar se um carregamento mais variavel poderia
afetar os resultados. A geometria do problema é a mesma do anterior, alterando-se

a acdo de dominio, que agora é:
P(xy, %) = x{ — x5 (99)

A solucéo foi desenvolvida no Apéndice E, e as derivadas valem:

5_;1 (x1,%3) = ; le A Enmcos(a,x)sen(Bmxs) (100)
5_:2 (x1,%2) = nz::l Zl PmEnmsen(ayx;)cos(Bmxz) (101)
Onde:
4L cos(mm) — 1 L3 13
Enm = 7T3(n2 + mz){ m [2 (E) [COS(nT[) — 1] - ECOS(nT[)]

(202)
cos(nm) — 1

3 3
_ v - [2 (L) [cos(mm) — 1] — L— cos(mm) }
mi mru

n

Os resultados sdo mostrados na Figura 18:

Derivada Normal

12 00%
10,00%
8,00%
6,00%
4 00%
2,00% — \“‘J‘"—w-____x
T —

0,00% T T T =

Erro %

16 32 64 30
—— Direto

i MNumerode nds da malha
—— Recursivo

Figura 18: Caso 5: Erro relativo dos procedimentos direto e recursivo no potencial e na derivada normal.
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O procedimento recursivo novamente apresenta erros menores que o calculo direto,
apresentando resultados muito mais precisos que o procedimento direto em malhas
mais pobres. Com o refinamento da malha, os resultados se aproximam, mas o

procedimento recursivo mantém resultados ligeiramente mais precisos.
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6 CONCLUSOES

Um dos propadsitos do presente trabalho foi estender o leque de aplicacdes as quais
poderia se avaliar o efeito do reuso das equacdes integrais na melhora dos

resultados do MEC, ou seja, do procedimento denominado recursivo.

Embora importantes resultados ja tenham sido apresentados para os problemas
governados pela Equacdo de Laplace, a extensdo das técnicas aos problemas
governados pela Equacdo de Poisson garantiu um numero bem maior de exemplos

gue poderiam ser avaliados.

Um problema imediato se apresenta quando problemas governados pela Equacao
de Poisson sao resolvidos pelo MEC: a resolucdo das integrais de dominio
referentes ao termos fonte. Estudos anteriores mostraram que a solucdo destes
problemas usando aproximacdes para os termos fonte com a técnica da Dupla
Reciprocidade introduziam imprecisdes e efeitos espurios, que poderiam ser, em
principio, creditadas aos efeitos de interpolacdo das fun¢des radiais nas sentencas

de ponderacdo ou minimizacao de residuos.

Para evitar estes problemas, foram abordados problemas que poderiam ser
resolvidos pela técnica do Tensor de Galerkin, que n&o introduziam nenhuma
imprecisdo referente a transformacdo das integrais de dominio em integrais de
contorno. Por outro lado, a programacdo computacional se tornou mais complexa do

gue nos casos governados pela Equacao de Laplace.

Os resultados apresentados nas secoes 5.1, 5.2 e 5.4 e 5.5 demonstraram que o
procedimento recursivo aplicado em problemas de Poisson torna-se muito
interessante para calcular resultados mais precisos das derivadas do potencial de
um campo escalar. E possivel utilizar malhas bem pobres, gerando um sistema
matricial reduzido, e aplicar o procedimento recursivo, de menor custo

computacional, para refinar os resultados.

Porém, os resultados do valor da variavel basica do campo nao apresentam
melhoras significativas, e a aplicacdo do procedimento recursivo ndo é tdo vantajosa
para melhorar os resultados quanto no caso das derivadas, a menos que as malhas

sejam pouco refinadas. Em casos simples, o refinamento da malha torna-se uma
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alternativa mais funcional para melhorar a precisdo do que o procedimento

recursivo, apesar do aumento do custo computacional.

Considerando os resultados obtidos neste trabalho, o procedimento recursivo se
mostra promissor para o0 calculo de derivadas de problemas governados pela
equacao de Poisson, embora a confirmacdo plena destes resultados mereca
estudos ainda mais profundos, particularmente analises matematicas em topicos

relacionados a teoria das integrais nas formulacdes hipersingulares.
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Este apéndice apresenta o desenvolvimento da solucdo analitica do problema da

secdo 5.1. O problema governado pela equacéo de Poisson a seguir:

Viu(x,y) =P
As condigdes de contorno séo:
u(0,y) =0

u(L,y) =0

du( 0) =0
dy %0 =

du( Ly=0
dy X L) =

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

A solucdo exata pode ser calculada facilmente. A simetria do problema e a carga

unidirecional em x levam a uma solucdo unidimensional, nesta coordenada. Desta

forma:
d’u p
dx?
Integrando duas vezes em x:
du
- = Px + C1

dx

Px?
u=T+Clx+CZ

Combinando as Egs. (A.2) e (A.8):

C,=0
Combinando as Egs. (A.3), (A.8) e (A.9):

C, =—PL

Entdo, a solucéo e sua derivada sao:

2
u(x) =P [x? — Lx]

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)
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APENDICE B

Este apéndice apresenta o desenvolvimento da solucdo analitica do problema da

secdo 5.2. O problema governado pela equacgéo de Poisson a seguir:

VZu(x,y) = P(x) (B.1)
Onde:
P(x) = %(1 - %) (B.2)

As condi¢des de contorno séo as mesmas do problema do apéndice A. Entéo:

d*u  p, x
- 991z B.3
dx?* E (1 L) (B3)
Integrando duas vezes:
du  po x?
a—f(?&'—i-}‘cl) (B4)
2 3
_Po(X X
u="7 <2 6L+C1x+CZ> (B.5)
Combinando as Egs. (A.2) e (B.5):
Combinando as Egs. (A.2), (B.5) e (B.6):
L
= —= B.7
C, > (B.7)

u(x) =%<_x_+x__L_x> (B.8)

du py( x? L
a—F<——+x——> (Bg)
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APENDICE C

Este apéndice apresenta o desenvolvimento da solucdo analitica do problema da

secdo 5.3. O problema governado pela equacgéo de Poisson a seguir:
V2u(xq, x2) = P(x1, %) (C.1)

Onde:

X,

P(xq,x,) = sen (%) - senh (T) (C.2)

As condig¢des de contorno séo:

u(0,x,) =0 (C.3)
u(L,xy,) =0 (C.49)
OU 40,0) =0 c
a_xz(xll ) - ( 5)
Ju Y=o
a—xz(xl, )= (C.6)

Pelo método de separacdo de variaveis, vamos supor que a solucdo para este

problema € do tipo
u(xy, x%2) = X1 (1) - Xon(x2) (C.7)

Dada a carga de dominio em x; ser harmoénica, esperamos que a solucdo nesta
variavel também o seja, portanto, suponhamos uma combinagdo de senos e

cossenos:

1

)] Kan2) CE)

u(xy,xz) = [Ansen (@) + Bycos (-
Onde A, e B, sdo coeficientes a serem determinados. Aplicando a Eq. (C.3) na
(C.8):
u(0,x,) = [A,sen(0) + B,cos(0)] - Xpn(x;) = 0 (C.9)
B,=0 (C.10)
Pela condicao de contorno da Eq. (C.4):
u(L, x,) = [Apsen(nm)] - Xon () = 0 (C.11)

Esta equacdo se satisfaz para todo n inteiro. A solucdo, a este momento, tem a

seguinte forma:
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nmx
u(xr, %z) = Ansen (—)  Xzn0x2) (C.12)

Aplicaremos esta solucdo na equacdo de governo. Para isto, precisamos das

derivadas parciais:

0%u Ny 2 nmx,

37 arx2) = =An () sen () - Xon() (C.13)
0%u nmwxyy
37 G %2) = Ansen (=) - X () (C.14)

Substituindo as Egs. (C.13) e (C.14) na Eq. (C.1):

Ansen [Xé’n(xz) (E) XZn(xz)] = sen (%) - senh (%) (C.15)

Caso tenhamos n # 1 havera dificuldades para representar a solucdo, visto haver
apenas sen( ) no lado direito da equagéo. Entdo, para melhor coeréncia da parte
harménica da equacao, utilizaremos n =1 somente, e deixaremos de escrever a
equacado com indices n. Desta forma, os termos sen( ) se anulam na Eq. (C.15), e

temos:

X
[x )~ (7) “x, (xz)] = senh (=2) (C.16)
A solucao para esta equacao se compdem da soma de uma solucdo homogénea e
uma solucéo particular.
X, = X8 +x% (C.17)

Para a solucdo homogénea precisamos:

Xt — (7;)2 xH =0 (C.18)

Supondo uma solucéo exponencial:

X0 = Ce%2 4 De~9%2 (C.19)
XH'" = q?[Ce%*2 + De™%¥2] (C.20)
Substituindo na Eq. (C.18):
2
[“2 - (%) ] [Ce®2 + De~%2] = 0 (C.21)

Isto implica em:
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a =

z C.22
I (C.22)

Para a solucao particular, consideramos o método dos coeficientes a determinar e 0
meétodo das familias, de modo que:
XY = Ex,e%2 + Fx,e™%% (C.23)
XY = 2Eae®2 + Ea’x,e%2 — 2Fae™%2 + Fa’x,e~%%2 (C.24)
Aplicando as solu¢cdes homogéneas e particular na Eq. (C.16):

A{a?[Ce* 2 + De~**2] 4+ 2Eae®2 + Ea’x,e®2 — 2Fae™ %2 + Fa?x,e**2

ax.n (C.25)
— a?[Ce™2 + De™%2 + Ex,e**2 + Fx,e~ 2]} = senh (TZ)

Considerando que o coeficiente A multiplica todos os demais coeficientes, ele sera
incorporado aos demais, de modo que ele pode ser omitido sem prejuizo a solugéo.
Pelo método dos coeficientes a determinar:

ax; _ p—ax;

{2Eqe®2 — 2Fqe~%*2} = e "¢ - (C.26)
De onde se obtém:

E=F=— (C.27)
4o

Os coeficientes C e D séo determinados utilizando-se as condi¢des de contorno. Da
Eq. (C.5):

ou

E (x1,0) = sen(ax;).{a[Ce® —De’] + E(e®) + F(e®)} =0 (C.28)
2
1
c=D-— (C.29)
Da Eq. (C.6):
du

W(xl,L) = sen(ax,).{a[Ce™ —De ™|+ E(me™ +e™)+ F(eT" —me ™)} =0 (C.30)
2

al[Ce™ — De™™] + % [(A+me™+ (1 —m)e ™| =0 (C.31)

Substituindo o valor de C:

[(D - 271{2) e™ — De‘”] = —471{2 [+ me™+ (1 —m)e ™| (C.32)
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(r—1)
=— C.33
P (C.33)
Substituindo na Eq. (C.29):
(m—3)
=— C.34
C oy (C.34)
Entdo, a solucéo é:
u(xq,x,) = sen(axy).[Ce*2 + De™ 2 4+ Ex,e®™2 + Fx,e” 2] (C.35)

du
F asen(ax;).[(Ca + E)e™2 + (F — Da)e”**2 + Eax,e®2 — Fax,e”%*2| (C.36)
2
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APENDICE D

Este apéndice apresenta o desenvolvimento da solucdo analitica do problema da

secdo 5.4. O problema governado pela equacgéo de Poisson a seguir:
Viu(x,,x,) =P (D.1)

Onde P é uma constante. As condi¢des de contorno sao:

u(0,x;) =0 (D.2)
u(L,x,) =0 (D.3)
u(x,0) =0 (D.4)
u(x, L) =0 (D.5)

A técnica de separacédo de variaveis sera novamente utilizada.
u(x1,%2) = Xin(x1) * Xon (x2) (D.6)

De modo que podemos escrever:

d*u

d_xlz = Xin(x1) " Xom (x2) (D.7)

d*u

v Xin (1) * X2 (x2) (D.8)
X2

Considerando o problema homogéneo correlato, substituimos as expressées acima

na equacao homogénea, e obtemos:
Xin (1) * Xom (x2) + X1n (61) - Xom (x2) = 0 (D.9)

Xin () | Xm(x2) _
Xin(x1)  Xom(x2)

Xin(x1) _ _Xé'm(xz) _
Xyn(x1) Xom(x2)

0 (D.10)

K (D.11)

A Eq. (D.11) sugere que precisamos de uma solugdo harmobnica em x; e uma
exponencial em x,. Mas, as condicdes de contorno nulas em todo o contorno
supdem solugbes harmonicas nas duas dire¢des. Entdo, vamos utilizar séries duplas

de Fourier para escrever a solucédo. Entdo, vamos supor que:

u(xqy, xp) = [Ansen (mle) + B, cos (mle)] [Cmsen (mzxz) + D, cos (mnx

)] @12

Aplicamos na Eq. (D.12) as condi¢des de contorno. Pela Eq. (D.2):
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u(0,x,) = [Apsen(0) + B, cos(0)] [Cmsen (mrtxz) + D, cos (mizxz)] =0 (D.13)
B,=0 (D.14)

Pela Eq. (D.3):
u(L, x,) = [A,sen(nm)] [Cmsen (mnxz) + D, cos (mzxz)] =0 (D.15)

A solucéo existe para todo n inteiro e 4,, real. Pela Eq. (D.4):

u(x,0) = [Ansen (#)] [C,,5en(0) + D,p,cos(0)] = 0 (D.16)
Dy =0 (D.17)

E da Eq. (D.5):
u(xy, L) = [Agsen (@)] [C,,sen(mm)] (D.18)

A solucdo existe para todo m inteiro e C,, real. Desta forma, a solugédo tem a

seguinte forma:

u(xq,x,) = A,Cpsen (mle) sen (mzxz) (D.19)
:iiix? (x1,x5) = — (nL_rc)Z A, Cypsen (mle) sen (mizxz) (D.20)
Zixg (x1,x5) = — (?)2 A, C,sen (mle) sen (mnxz) (D.21)

Para reduzir a escrita, faremos:

nm

a, = T (D22)
mm

Bm =~ (D.23)

Epm = A4,Ch (D.24)

Aplicando as Egs (D.20) a (D.24) na Eq. (D.1):
_(arzl + Brzn)Enmsen(anxl)sen(ﬁmxz) =P (D.25)

Pela série dupla de Fourier determinamos o coeficiente E,,,:



L
L

(a2 + B2)Enm f sen?(@nx)dx; f sen?(Bxz) dx;
0
0

L L

= Pfsen(anxl)dxlf sen(By,x;) dx,
: 0
Interessante observar que:

L

1
fsen(anxl)dxl ==-_ (cos(nn) — cos(O))
0 n
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(D.26)

(D.27)

Quando n assume valores pares, o resultado da integral se anula. O mesmo se

aplica para m par. Desta forma, apenas valores impares de n e m serdo admitidos

na série de Fourier. A Eq. (D.26) resulta em:

L\? 2L 2L
f-riz

~ (@ + B3)Eun (5

2 nmw mm

—16PL?
nmm*(n? + m?)

nm =

E entdo, a solucdo para o problema, é:

o —16PL?
w1 =) Y 3y sen(@nx)sen(Bn)
n=1m=

) nmm*(n? +

As derivadas valem:

o« —16PL
S L) = ) Y e e a cos(anxy)sen(Bx,)

=

m=1

o —16PL
5, Cea%2) ZZ At e (@) cos (Bnia)

Utilizando n e m impar nas Egs. (D.30), (D.31) e (D.32).

(D.28)

(D.29)

(D.30)

(D.31)

(D.32)
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APENDICE E

Este apéndice apresenta o desenvolvimento da solucdo analitica do problema da

secdo 5.5. O problema governado pela equacgéo de Poisson a seguir:
VZu(xy, x,) = x% — y? (E.1)

As condi¢bes de contorno sdo as mesmas do problema do Apéndice D. Também
sera usada a mesma estratégia de separacdo de variaveis, e considerando que as
condicbes de contorno sdo as mesmas do problema anterior, o desenvolvimento

levard ao mesmo resultado da Eg. (D.19). Desta forma, podemos escrever:

u(xl'xz) = Enmsen(anxl)sen(ﬁmxz) (E.Z)
d*u 5
W(xl'xz) = —apEnmsen(anx;)sen(fmx;) (E.3)
1
d*u 5
E(xl'xz) = _:BmEnmsen(anxl)sen(ﬁme) (E.4)
2

O coeficiente E,,, € determinado pelo uso da série dupla de Fourier. Aplicando as
Egs (E.3) e (E.4) na Eq. (E.1):

_(a'% + ﬁrzn)Enmsen(a’nxl)sen(.Bmxz) =x% - y2 (E.5)

Integrando:

L L

_(arzl +ﬁan)Enszen2(anx1)dx1f senz(ﬂmxz) dxz
0
0

i (E.6)
L
= [ | &t =y sentanxysen(gu)dn dx,
0
0
2
_(0(121 + ﬁ%)EnmLZ
3 3
= —L [cos(mm) — 1] {(i) [cos(nm) — 1] — L—cos(nn)} (E.7)
mm nm nm
3 3
+ i [cos(nm) — 1] {(L) [cos(mm) — 1] — L—cos(mn)}
nm mm mm
4L cos(mm) — 1 L3 L3
Epm = o mz){ — [2 (E) [cos(nm) — 1] — Ecos(nn)] -

cos(nm) — 1

3
S — [2 (L) [cos(mm) — 1] — iCOS(mﬂ) }
mi mut

n



Entéo, a solugéo exata é:

u(xq,xp) = Z Z Epmsen(ayx;)sen(Bmxz)

n=1m=1
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(E.9)

Cujo coeficiente pode ter sua expressao mais enxuta. Considerando que os valores

de n e m sejam impares, o valor de E,,, € dado pela Eq. (E.8). Se n e m séo pares,

E, vale zero. Caso tenhamos n par e m impar:

4L 1-— cos(mr[) L3
Epm = T+ mD) —cos(nr[)

E caso tenhamos n impar e m par:

4L cos(nrr) -1 13
Enm = 0+ mD) m—cos(mn)

E as derivadas valem:
[ee]
(x1'x2 2

(le xZ) =

Epmcos(anx)sen(fmx;)

ou
0x;

NgE
[M]s 3M8

.BmEnmsen(anxl)Cos(ﬂmxz)

S
I
-
3
I
-

(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)



