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Resumo

Apéry mostrou que se (f) é uma curva plana algebréide irredutivel e (f())
é sua explosdo, entdo os semigrupos S(f) e S(fM)) associados a (f) e a (f(1), res-
pectivamente, podem ser relacionados. O Apéry-conjunto é um conjunto especial de
geradores de um semigrupo com condutor. Existe uma féormula para obter o Apéry-
conjunto para S(f(1)) a partir de S(f) e vice e versa. Isto geralmente nao acontece
para curvas algebréides ndo planas. Através deste resultado de Apéry, é possivel
verificar que podemos obter o semigrupo a partir da sequéncia de multiplicidades e
O Processo inverso.

O principal resultado aqui é uma espécie de generalizacao desses resultados
para o caso de uma curva plana algebréide com dois ramos, isto é, os trabalhos
de Barucci, Froberg e D’Anna. Vamos mostrar como os semigrupos S(f) e S(f1)
estdo estritamente relacionados no caso em que (f) tem dois ramos através do
Apéry-conjunto, o qual neste caso, ndo é mais finito, mas é a unido finita de suas
componentes. Além disso, vamos caracterizar a arvore de multiplicidades de uma
curva plana com dois ramos de forma puramente numérica.






Abstract

Apery showed, if (f) is a irreductible algebroid plane curve and (f(M) is its
blowup, then the semigroups S(f) e S(f(!)) associated the curves (f) and (f()
respectively, they can be related. The Apery set is a special generating set of a
semigroup with conductor. There is a formula to get the Apery set for S( f(l))
from that of S(f) and vice versa. This does not happen in general for non plane
algebroid curves. Through that result of Apery, is possible to show how one can get
the semigroup from the multiplicity sequence and vice versa.

The main result here is a specie of generalization of results to the case of a
plane algebroid curve with two branches, this is, the results of Barucci, Froberg e
D’Anna. We will show how the semigroups S(f) and S(f()) are strictly related in
the case that (f) has two branches through of Apery set, which it is not finite, but it
is a finite union of its components. Furthermore, we will characterize a multiplicity
tree of a plane algebroid curve with two branches of purely numerical form.
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Introducao

Seja f € k[X,Y] um polindémio irredutivel em k[X, Y] onde k£ é um corpo algebri-

camente fechado e considere a curva plana
Cp = {(z,y) €k*: f(z,y) =0}

O estudo local da curva C na vizinhanga do ponto P = (a, b) se torna interessante
quando a curva é singular em P, isto é, quando as derivadas parciais fx e fy sdo ambas
nulas em P. Fazendo uma mudanca de coordenadas se necessario, podemos supor que
P seja a origem de um sistema afim de coordenadas, ou seja, P = (0,0). Quando k é o
conjunto dos nimeros complexos, o Teorema da Funcao Implicita afirma que, numa vizi-
nhanga de P, podemos explicitar ¥ na relagao f(X,Y) = 0 como uma série de poténcias
em X na vizinhanga de 0, quando C ¢é regular em P, isto é, quando as derivadas parciais

fx e fy ndo sdo simultaneamente nulas em P (neste caso, quando fy(P) # 0).

Podemos analisar f em k[[X,Y]], onde f pode se decompor em vérios fatores
irredutiveis. Primeiramente, vamos definir uma relacao de equivaléncia no anel das séries
formais k[[X,Y]]. Dizemos que f,g € k[[X,Y]] sdo equivalentes, denotamos f ~ g, se
existir u € k[[X, Y]] invertivel tal que f = u-g. Cada classe desta rela¢ao obtida chamamos
de uma curva plana algebréide e denotaremos a classe de f por (f). Dizemos que esta
curva possui um ramo quando f é irredutivel em k[[X, Y]]. Dizemos que (f) é redutivel, se
f = fi...fo com (f;) # (f;), isto é, quando f; e f; ndo sao associados se i # j e chamamos
cada (f;) de um ramo. Observamos que ha um resultado em [16] que garante ndo haver
fatores multiplos na decomposicao em k[[X,Y]] de um dado polindémio irredutivel em
kX, Y.

Para nossos propositos, vamos estudar as propriedades aritméticas do completa-

mento do anel local
kX, Y]]

(f)

em (0, 0) associado a uma curva plana algebréide irredutivel ( f) utilizando o seu semigrupo

Oy =

de valores S(f), os quais sdo invariantes via equivaléncias de curvas planas algebréides.
Em seguida, definiremos o semigrupo de valores associado a uma curva plana algebroide

com dois ramos e o relacionaremos com os semigrupos de valores associado a cada ramo.

Um dos objetivos desta dissertacio é apresentar o algoritmo de Apéry para curvas
planas algebréides com dois ramos e estudar o comportamento de sua arvore de multipli-
cidades, para isto estudaremos mais profundamente algumas propriedades do semigrupo

de valores de uma curva plana algebréide com dois ramos e seus pontos maximais.
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No primeiro capitulo fazemos uma introducao a resultados preliminares e defini¢bes
bésicas que sdo necessirias para os demais capitulos. E neste capitulo que motivamos o
estudo do semigrupo de valores de uma curva plana algebréide irredutivel e apresentamos
alguns invariantes via equivaléncia de curvas planas algebroéides, como o anel local, o

indice de intersecao e o nimero de Milnor.

No segundo capitulo, introduzimos o Apéry-conjunto de um semigrupo no caso de
um ramo e sua Apéry-sequéncia. Mostramos que o Apéry-conjunto nos da informagoes
mais gerais de um semigrupo do que um conjunto arbitrario de geradores do mesmo.
Resultados de Apéry permitem calcular a Apéry-sequéncia do semigrupo associado a
explosdo de uma curva plana algebroide irredutivel através do conhecimento da Apéry-
sequéncia do semigrupo de tal curva. Além disso, resultados de Angermiiller mostram
como determinar quais semigrupos de N sao associados a uma curva plana algebroide

irredutivel. Neste capitulo também definimos a sequéncia de multiplicidades de um ramo.

No capitulo trés definimos o semigrupo de valores de uma curva plana algebroide
com dois ramos e o relacionamos com os semigrupos de valores de cada ramo e o indice
de intersecao dos dois ramos. Listaremos propriedades importantes deste tipo de semi-
grupo que foram caracterizadas por Garcia. A determinacao dos pontos maximais e seu
comportamento simétrico sao partes cruciais no estudo de semigrupos de curvas planas
algebréides com dois ramos. Exibiremos o resultado de Garcia na determinacao de tais
pontos no caso em que as tangentes dos ramos sao distintas utilizando certas Apéry-
sequéncias. Os demais casos foram analisados por Bayer em [6]. Ressaltamos que alguns
exemplos neste capitulo foram construidos através de recursos computacionais, em rotinas

implementadas no software Maple criadas pelo professor Marcelo Escudeiro Hernandes.

No capitulo quatro, caracterizamos os bons semigrupos. Tais semigrupos permi-
tem um melhor estudo no caso de uma curva plana algebréide com varios ramos, pois os
semigrupos de valores de uma curva plana algebréide sao bons semigrupos, entretanto,
nem todo bom semigrupo é semigrupo de valores de algum anel de valorizacdo. Resul-
tados sobre semigrupos associados a curvas planas algebréides com varios ramos podem
ser encontrados em [7]. Para desenvolvermos o algoritmo de Apéry para um semigrupo
de uma curva plana algebréide com dois ramos, generalizamos o Apéry-conjunto para tal
semigrupo. Diferentemente do caso de um ramo, este conjunto nao é finito. Entretanto,
resultados de Barucci, D’Anna e Froberg, que exibiremos aqui, mostram que neste caso
o Apéry-conjunto é igual a uma uniao finita de subconjuntos especiais, os quais definire-
mos como sendo as componentes do Apéry-conjunto. Outro resultado bastante relevante
sobre tais componentes é o fato delas gerarem o semigrupo em que se esteja trabalhando.
Também estudamos as sequéncias de multiplicidades neste capitulo, as quais formam uma
arvore de multiplicidades. Através destas podemos determinar o semigrupo, e vice e versa.

Em outras palavras, o conhecimento da arvore de multiplicidade é equivalente ao conheci-
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mento do semigrupo. Para um melhor estudo da arvore de multiplicidades de uma curva
plana algebréide com dois ramos faremos uso do niimero de restri¢ao, o qual com certas
hipdteses da uma condicao necessaria e suficiente para divisdo de nés num determinado

nivel da arvore.
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1 Definicoes Basicas e Resultados Prelimina-

res

Neste capitulo estao as defini¢oes basicas e resultados que sao pré-requisitos para
os proximos capitulos expostos. Estes resultados podem ser encontrados detalhadamente
em [12].

Vamos denotar por £ um corpo algebricamente fechado.

1.1 O anel das séries formais de poténcias e o anel local

Vamos completar o anel de polinémios permitindo ter infinitos termos de maneira

formal.

Definigao 1.1. Seja

uma série formal, onde cada f;(X,Y) é um polinomio homogéneo de grau i. Chamamos
k[[X,Y]], formado por todos os elementos f(X,Y), de conjunto das séries de poténcias

nas indeterminadas X e 'Y com coeficientes em k.

Observe que k[X,Y] C k[[X,Y]].

Sejam f=fo+fi+...eg=go+g1 + - € k[[X,Y]] entao

f=9<< fi=9;,VieN.

Podemos definir a soma e o produto de séries formais de tal modo que k[[X,Y]]
seja um anel comutativo com unidade. Chamamos k[[X, Y]] de anel das séries de poténcias

formais.

O anel k[[X,Y]] é um dominio de fatoragao tnica. A prova disto pode ser encon-

trada em [12], Teorema 2.12, pagina 25.

Definigao 1.2. Seja f € k[[X, Y]] uma série, onde f =Y _ fi com f; polindmio homogéneo
i>0
de grau i. A multiplicidade de f é

mult(f) == min{i: f; # 0}.

Definimos mult(0) = oco.
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E fécil determinar os elementos invertiveis de k[[X, Y]]. Um elemento f € k[[X, Y]]
¢ invertivel se, e somente se, mult(f) = 0, isto é, fo # 0. Algumas propriedades da

multiplicidade:

o mult(f - g) = mult(f)+mult(g), Vf,g € k[[X,Y]].

o mult(f £ g) > min{mult(f), mult(g)}, valendo a igualdade quando mult(f) #
mult(g).

Defini¢ao 1.3. Uma série f € k[[X,Y]] € dita reqular de ordem m em Y se Y™ ¢é a
maior poténcia de Y que divide f(0,Y).

O anel £[[X, Y]] ndo é um dominio euclidiano, mas existe uma "versao fraca" para

a divisao euclidiana.

Teorema 1.4 (Teorema de Divisao de Weierstrass). Seja f € k[[X, Y]] uma série reqular
em Y de ordem m. Dada uma série g € k[[X,Y]], existem séries q € k[[X,Y]] er €
E[[X]][Y] com r(X,Y) =0 ou grauy(r) < m tais que

g=1f-q+r.

Além disso, q e r sao unicamente determinados nestas condigoes.

Demonstragio: Ver [12], Teorema 2.3 pagina 20.

O teorema a seguir garante que toda série ndao nula e nao inversivel, a menos de

multiplicagao por inversivel, ¢ um polindmio em uma das variaveis.

Teorema 1.5 (Teorema de Preparacao de Weierstrass). Seja f(X,Y) € k[[X, Y]] regular

emY de ordem m entdo existem u € k[[X,Y]] inversivel e ag, ay, ..., anm € k[[X]] tais que
FX)Y) =ulY™ 4+ ay(X)Y™ !+ L+ a(X)]

com mult(a;) > i parai=1,....m.

Demonstragao: Ver [12], Teorema 2.4, pagina 22.

A série g(X,Y) = Y™ + a;(X)Y™ ! + .. 4+ a,,(X), que aparece neste contexto,
¢ chamada de polinomio de Weierstrass. De fato, é um polinémio com coeficientes em
E[[X]].

Agora vamos estudar o anel local associado a uma curva plana. Um anel local
é aquele que possui um unico ideal maximal. Estamos interessados em estudar o anel
de uma curva plana irredutivel em (0,0). Relembramos que podemos sempre fazer uma

mudanca de coordenadas para estudar neste ponto.
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Defini¢ao 1.6. Seja f € k[[X,Y]]. O anel local de (f) em (0,0) é definido pelo anel

quociente

KX, Y]
(f)
onde x := X + (f) - k[[X,Y]] ey:=Y + (f) - k[[X, Y]] sdo as classes respectivas.

= Kllz, ],

KX, Y]]

onde M =< XY >, isto é, o ideal maximal gerado por X e Y. Quando f ¢ irredutivel,

Realmente ¢ um anel local pois seu tnico ideal maximal é a projecao M

o anel local de f é um dominio. Vamos trabalhar com o completamento do anel local de

uma dada f € k[[X, Y]] e denotaremos por Oy. Este completamento ¢ formado a partir da
kX, Y]]
(f)

, tal que para toda vizinhanca U de 0, existe um inteiro

nocao de sequéncias de Cauchy. Uma sequéncia de Cauchy em é uma sequéncia

KX, Y]]
(f)

de elementos (z,) em
s(U) com a propriedade:
2y — 2y €U, Yu, A > s(U).

Formamos o completamento O; através de todas as classes de equivaléncia entre tais
sequéncias de Cauchy. Duas sequéncias de Cauchy sao ditas equivalentes quando a di-
ferenca de ambas tende a zero na topologia M—adica. Este completamento pode ser
expresso através de limites inversos. Resultados em [2] mostram que o completamento Oy

também é um anel local, cujo ideal maximal é o completamento de M. Além disso, a
k[[X, Y]]

(f)

Segue do teorema de Chevalley em [16], que o completamento Oy, quando (f) é

dimensao do completamento Oy é a mesma de

irredutivel em k[X, Y], ndo possui elementos nilpotentes. Isto equivale a dizer que f nao
possui fatores multiplos em k[[X,Y]]. Este resultado serd usado ao longo do texto para

definicao de curva plana algebréide com d ramos.

Observe que usando o teorema de Preparacao de Weierstrass, temos que

k[[X, Y]]
(9)

onde g é o polinomio de Weierstrass associado a f.

Of: :Og

Vamos obter uma rela¢ao de equivaléncia em k[[X, Y]], motivados por este resul-
tado. Dizemos que duas séries f, g € k[[X, Y]] sdo equivalentes, denotamos f ~ g, quando
existirem um k—automorfismo de k—algebras ¥ : k[[X, Y]] — k[[X, Y]] e um elemento
u € k[[X, Y]] inversivel tais que

Vig)=mu-f

Definicao 1.7. Uma curva plana algebréide é uma classe de equivaléncia em k[[X,Y]],

dada pela relacao de equivaléncia acima.
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Seja f € k[[X,Y]] uma série irredutivel de multiplicidade m > 1. Apds uma
mudanca de variavel podemos tornar f regular, digamos em Y. Pelo Teorema de Divisao

de Weierstrass temos
K[X, Y]] o KXY

=" T

= Kl[2]]ly).

Segue que,
Op Z k[[z]] © k[[z]ly @ k[[z]]y* @ ... ® k[[2]]y™ .

De fato, dado h € k[[X,Y]], o Teorema de Divisao de Weierstrass afirma que
existem ¢(X,Y) € k[[X,Y]] e r(X,Y) € k[[X]][Y] tais que

h=qf +r
com r = 0 ou grauy(r) < m — 1. Assim,

r(X,Y) =ro(X) + r(X)Y + ..+ 1y (XY™

hz,y) = MXY)=qX,Y)f(X,)Y)+r(X,Y) =q(X,Y)f(X,Y) +r(X,Y) =r(z,y)
= ro(x) +ri(@)y + ... Frmy™

A soma ¢ direta, pois {1,y,...,y™ '} é linearmente independente sobre k[[z]]. Isto prova

o que desejavamos.

Vamos denotar K como o corpo de fragoes de Oy e ij o fecho inteiro de Oy em

K. Logo, podemos escrever

K = k((z,)) = k((2))(y) = k() [y] = k((2)) & k((2)y & ... & k((z))y™ ",

pois y é algébrico sobre k((x)) de grau m.

Podemos estender a definicao para uma curva plana algebréide nao irredutivel em
k[[X, Y]],

Definicao 1.8. Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Seja f €
E[[X,Y]] tal que f = fi...fa onde f; e f; sdo fatores irredutiveis nao associados para i # j.

Dizemos que (f) € uma curva plana algebroide com d ramos.

Nosso interesse é sobre as curvas planas algebréides com dois ramos. Mas primeira-
mente, vamos analisar as curvas planas algebréides com um ramo, isto é, as curvas planas
algebroides irredutiveis, em busca de alguns invariantes para determinar quando estas sao
equivalentes. Motivados por esta busca, podemos classificar as curvas planas algebroides

em duas classes: as regulares e as singulares.
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Definicao 1.9. Uma curva plana algebroide é suave ou reqular se sua multiplicidade é

tgual a um. Caso sua multiplicidade seja maior que um, diremos que a curva é singular.

Um resultado inicial para equivaléncia é obtido.

Proposigao 1.10. Sejam (f) e (g) duas curvas planas algebréides requlares. Entdo (f) ~

(9)-

Demonstragio: Como mult(f) = 1, segue que f(X,Y) = aX +bY + ... com a # 0
ou b # 0. Se a # 0, considere o k—automorfismo ¢ : k[[X,Y]] — k[[X,Y]] definido
por Y(X) = fey(Y) =Y. Assim, (f) ~ (X). Se b # 0 entdo analogamente terfamos
(f) ~ (Y). O mesmo sendo verdadeiro para (g). Como (X) ~ (Y'), obtemos que (f) ~ (g).
.

Portanto, um dos objetivos sera analisar quando as curvas planas algebroides sin-

gulares sao equivalentes nesta relacao de equivaléncia que foi definida.
O resultado a seguir mostra que o anel local é um invariante via equivaléncia de

curvas planas algebroéides.

Proposicao 1.11. Sejam (f) e (g) duas curvas planas algebréides. Entio f ~ g se, e

somente se, Oy = O,.

Demonstragao: Ver [12], Teorema 4.1, pagina 53.

Um resultado que segue da demonstracao da proposicao anterior.

Corolario 1.12. Sejam (f) e (g) duas curvas planas algebroides. Se Of = O,, entdo
mult(f) = mult(g).

Definigao 1.13. Seja f(X,Y) = f(X,Y) + [ (X, Y) + ... onde f,, # 0 um polinémio
homogéneo de grau m. Os fatores lineares de f,,(X,Y) sdo ditas tangentes de f. Duas
curvas planas algebroides (f) e (g) sao transversais se mult(f) = mult(g) =1 e possuem

tangentes distintas.

1.2 Parametrizacdes de Newton-Puiseux

Seja k um corpo de caracteristica zero.

Sabemos que a extensdo k((X#)) | k((X)) ¢ finita e galoisiana com grupo de
Galois isomorfo ao grupo multiplicativo das raizes n—ésimas da unidade em k. (Ver tais

resultados em [12], Segao 3.2.)
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Sejam p um elemento do grupo das raizes n—ésimas da unidade e o € k((X %))

Assim, « pode ser escrito como a = Z bi(X %)Z Como o grupo de Galois da extensao
i>ig

k(X)) | k(X)) é isomorfo a U,, temos que a acdo de p em a &

pra=Y b pX+) szpan.

1>10 1>10

Agora vamos utilizar resultados sobre as extensoes do tipo k((X))[ea] | k((X)),
1

onde a = p(Xw) en=min{geN:a e k(X ))} com ¢ automorfismo de k[[X =]], para

dar uma condigdo necessaria para irredutibilidade de séries de poténcias.

Lema 1.14 (Unitangéncia). Seja f = F,, + Fy1 + ... € k[[X, Y]] uma série irredutivel de
multiplicidade n tal que f(0,0) = 0. Entao

F, = (aX + bY)"

onde a,b € k nao sao nulos simultaneamente, isto é, f so tem uwma tangente na origem.

Chamamos F,, de cone tangente de (f).

Demonstragio: Ver [12], Lema 3.15, pagina 43.

Seja f = F, + Fyq + ... € K[[X, Y]] uma série de poténcias irredutivel de multi-
plicidade n. Pelo Lema de Unitangéncia temos que F,, = (a.X + bY)" para certos a,b € k.
Assim, f é regular em Y se b # 0 ou f é regular em X se a # 0.

Se f é regular em Y, entdo podemos escrever
f=a(@)Y"+a(X)Y" '+ ...+ a,(X) +Y"h(X,Y)

com a;(X) € k[[X]], mult(a;(X)) > i parai =1,...,n, ag(0) # 0 e h(X,Y) € k[[X,Y]].
Pelo Teorema de Preparacao de Weierstrass, existe u € k[[X, Y]] unidade e A4,..., 4, €
E[[X]] com A;(0) = 0 tais que

u-f=pX,Y)=Y"+ A Y"1 4... 1 A,
Seja o € k[[X=]], onde n = min{g € N : a € k((X%))}, tal que p(X,a) =
p(X, (X)) = 0 (Ver Teorema da Funcao Implicita em [12], Secdo 3.3). Se colocar-

mos ¢t = X, entdo temos ¢(t) € k[[t]] e f(t, o(t)) = 0. Nesta situacao, o Teorema de

Newton-Puiseux afirma que uma curva plana irredutivel f(X,Y’) € k[[X, Y]] admite uma

{x:t”
y = ()

chamada uma parametrizacao de Newton-Puiseux. Apdés uma mudanga de coordenadas

uw{x:”

Y= Dism ait’

parametrizacao da forma

se necessario, temos
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onde a,, # 0 e m > n. Existem varias possibilidades de parametrizacoes de Newton-
Puiseux de (f) por séries em k[[t]] e existe um algoritmo em caracteristica zero, gragas
a Newton, para determinar uma tal parametrizagao. Por exemplo, no pacote Maple, este

algoritmo pode ser implementado.

Seja (¥1(t),12(t)) um par de elementos em k[[t]] que ndo sdo inversiveis. Dizemos

que este par é uma parametrizacao de (f) se

f@Wn(t), ¢a(t)) = 0.

Uma parametrizagao (11(t),12(t)) de (f) é chamada primitiva se existe um automorfismo
p de k[[t]] tal que

(p(¢1(8)), p(¥2(1))) = (", o(1))

onde (", ¢(t)) ¢ uma parametrizacao de Newton-Puiseux de (f). Definimos

o [ :=min{j:a; # 0 e e;_; nao divide j} para todo i > 1, se e;_1 # 1,

o ¢;:=mdc(f;,e;1).

Observamos que se €;_1 # 1, entdo ; estd bem definido, pois o conjunto {j : a; #
0 e e;_1 nao divide j} é nao vazio quando a parametriza¢do é primitiva. Além disso,

existe g > 0 tal que e, = 1.

Definicao 1.15. Chamamos o menor numero g, que satisfaz a propriedade acima, de

género de (f). Dizemos que os nimeros [y, b1, ..., By sdo os expoentes caracteristicos de

(f).
Exemplo 1.16. Seja (f) r=r
Xemplo 1.10. o¢ja :
P / y =12+ 3¢10 — 170 4 212 - 8% 4 .

Entao, os expoentes caracteristicos sao (8,12,22,23) e o género de (f) € 3.

Futuramente, mostraremos resultados onde o conhecimento de tais expoentes ca-
racteristicos de uma curva plana algebréide irredutivel (f) pode explicitar os geradores

minimais do semigrupo associado a (f), isto é, nos d& o conhecimento do préprio semi-

grupo.

1.3 Anéis de Valorizacao

Outro importante conceito que estudaremos é o de anéis de valorizacao. Este con-

ceito nos permitira estudar o semigrupo de valores de uma curva plana algebréide que é
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outro invariante via classe de equivaléncia de tais curvas. Detalhes podem ser encontrados
em [16].

Um corpo de fungoes algébricas de r variaveis F'|k sobre k é a extensao finitamente

gerada F' de k com grau de transcendéncia r > 1.
Por exemplo, seja f(X,Y) = X3 —Y? +1 € k[[X,Y]] e consideramos F :=

MY o ¥
oy D F = hley) onde ® =y~ T ew = Xmod(f(X,Y), y = Ymod(f(X,Y))

Logo F|k é um corpo de fungdes de uma variavel.

Defini¢ao 1.17. Um anel de valoriza¢io do corpo de fungoes F|k é um subanel 9 C F

com as propriedades:

(a) kCYCF mask #9#F;
(b) para todo z € F, z €9 ou 27 € 9.

Defini¢ao 1.18. Seja F|k um corpo de fungées. Uma valoriza¢io discreta normalizada

de Flk € uma fungio v: F — Z U {oo} que goza das sequintes propriedades:

(a) v(x) = 00 se, e somente se, x = 0;
(b) v(z-y)=v(x)+ v(y) para todo z,y € F;
(c) v(z+y) > min{v(z),v(y)} para todo x,y € F;

(d) existe t € F tal que v(t) = 1. Chamamos um tal elemento t de uniformizante local

em v;

(e) se a €k é nao nulo, entao v(a) = 0.

O conjunto ¥ := {x € F : v(x) > 0} é um anel de valorizagao de k e é dito o anel

de valorizacao de v.

Listamos algumas propriedades de valorizacoes.

Proposicao 1.19. Seja v uma valorizagdo discreta normalizada de F|k. Entdo:

(a) ¥ é um anel local cujo ideal maximal é o conjunto M dos elementos nao inversiveis
de 9;

(b) ¥ é um dominio principal. Mais precisamente, se M =td e I é um ideal nao nulo

de ¥ entao I = t™) para algum n € N.
Demonstracao:

(a) Ver [9], Teorema 3, pagina 6.
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(b) Ver [9], Teorema 4, pagina 8.

Seja F'|k um corpo de fungoes algébricas em duas variaveis. Seja v uma valorizagao

de F|k e t um uniformizante local em v. Entao, para cada f € F, consideramos a série

Z cnt”,

n:mf

chamada de série formal de Laurent, onde m; = v(f) e ¢,,, # 0. O conjunto formado por
todas tais séries é um corpo e é chamado de corpo das séries formais de Laurent em ¢
sobre k. Entdo podemos ver, através de resultados em [8], F' imerso no corpo das séries
formais de Laurent em ¢ sobre k, isto é, F' C k((¢)).

Portanto, as valorizacoes v de F|k se estendem naturalmente para k((t)). Podemos

defini-las como

v(f) = ordy(f) := menor expoente da série de Laurent em t

para cada f € k((t)).

Note que se s é outro uniformizante local em v, além de ¢, entdao v(s) = 1, logo
s =ait + &2752 + ...

com a; € k para i > 1 e a; # 0. Assim, k((t)) = k((s)), isto é, a imersdao F' C k((t)) e a

definicao da valorizacao v acima nao dependem do uniformizante local em v.

Podemos considerar o corpo k((t)) como um completamento de F', com a norma

| flo == 270,

1.4 Fecho Inteiro

Vamos trabalhar com dominios integralmente fechados.

Seja A um dominio e B um subanel de A. Um elemento a € A é dito elemento

inteiro sobre B se existem n € N e by, ..., b, € B tais que

a® + b,_1a" '+ ...+ bat + by = 0.

O conjunto de elementos de A que sao inteiros sobre B é chamado o fecho inteiro
de A sobre B.

Definigao 1.20. Um dominio A € dito integralmente fechado se ele € igual ao seu fecho

inteiro sobre o seu corpo de fragoes.
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Um resultado bastante interessante sobre o fecho inteiro do anel local de uma curva

plana algebréide irredutivel é o seguinte:

Proposigao 1.21. Seja f € k[[X, Y]] irredutivel entao o fecho inteiro de seu anel local
Oy ¢ igual a k[[t]).

Demonstracao: Como
Oy = klz]] @ k[2]ly @ k[[2]ly* @ .... @ K[[z]]y"

sabemos que a extensao k[[t]]|k[[x]] é inteira e O; contém todos elementos que sdo inteiros
sobre k[[z]] entdo k[[t]] € O;. Por outro lado, se g € Oy, entdo g ¢é inteiro sobre k[[z]],

logo existem ag(x), ai(x), ..., as_1(x) € k[[z]] tais que
g +as1(2)g*t + ...+ ai(z)g + ap(x) = 0.

Dai
9° = —(as1(2)g°" " + ... +ar(x)g + ao(x)),
logo
v(g®) = v(as_1(z)g* " + ... + a1(x)g + ao(x)).

Assim como v(a;(x)) > 0 para todo i =1, ..., s — 1 temos
s-v(g) = min{v(as1(x)) + (s = 1) - v(g), ..., v(ar(x)) + v(g), v(ao(x))}
> min{(s —1) - v(g), ..., v(g), 0} = 0.
Portanto, g € k[[t]]. Concluimos que O; = k[[t]]. O
M nao é um dominio quando (f) néo é irredutivel, usamos o resul-

(f)
KXY

tado do teorema de Zariski em [16], pagina 320, o qual afirma que, quando ———= é

Como

integralmente fechado, entao o completamento O ¢ um dominio e ¢ integralmente fe-

chado.

1.5 Multiplicidade de Intersecao

Nesta secao estamos interessados em expressar de maneira numérica a ordem do
grau de contado de duas curvas planas algebréides. Futuramente este nimero seré relaci-

onado com o semigrupo de uma curva plana algebroéide.

Dadas duas séries f,g € k[[X, Y]] ndo nulas, a multiplicidade de intersegao ou

indice de intersecao de f e g é definido como
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k[[X, Y]]
< f,g>

Podemos verificar que a dimensao de como um k espaco vetorial é finita

quando f e g sao relativamente primos.
Teorema 1.22. Sejam f,g,h € k[[X,Y]] nao nulas, ¢ : k[[X,Y]] — k[[X,Y]] um

k—automorfismo e u,v € k[[X,Y]] inversiveis. Temos as sequintes propriedades:

(a) I(f,g) < oo se, e somente se, f e g sio relativamente primos em k[[X,Y]].
(b) I(f,9) =1(g,[)-

(c) 1(o(f), ¢(9)) = I(uf,ug) = I(f.g).

(d) 1(f,gh) =1(f,9) + 1(f,h).

(e) I(f.g) =1 se, e somente se, (f) ¢ (g) sdo transversais.

(f) I(f,9 —hf) = 1(f.9).

Demonstragao: Ver [12], Teorema 4.14, pagina 62.

E possivel mostrar que as propriedades deste teorema caracterizam de forma axi-

omatica o indice de intersecgao.

Defini¢ao 1.23. Um pseudopolinomio em Y é uma série em k[[X,Y]] da forma
P(X,)Y)=Y"+ A Y™ 4.+ A, € K[[X]][Y]

tal que n > 1 e mult(A;) > 1 parai=1,....n

Sejam f, g € k[[X]][Y] pseudo-polinémios em Y. A multiplicidade de interse¢ao de
(f) e (g) pode também ser dada pela multiplicidade da resultante na indeterminada Y’

com coeficientes em k[[X]] :

Detalhes podem ser vistos em [12], Teorema 4.17, pagina 65. Este resultado nos
permite realizar facilmente o cdlculo do indice de intersecdo de duas curvas planas alge-

bréides quando possuem ordem relativamente pequena.

Exemplo 1.24. Sejam f(X,Y) =Y? - X3 ¢ g(X,Y) = Y3 — X*. Podemos calcular a

multiplicidade de intersecao atraves do calculo do determinante da resultante a sequir.

1 0 —-X3 0 0
01 o0 —-X* 0
Resy(f,g)=10 0 1 0o X3
10 0 - X4 0
01 O 0o —X*

Assim, I1(f,g) = multy det(Resy(f,q)) = mult(X® — X?). Logo, I(f,g) = 8.
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1.6 Semigrupo de uma curva plana algebréide irredutivel

Lembramos que S C N é um semigrupo se S for nao vazio, 0 € S e se S for
fechado via a adigao. Nesta secao primeiramente vamos recordar um tipo de semigrupo

dos naturais o qual vamos trabalhar nos proximos capitulos.

Definicao 1.25. Um semigrupo S C N € dito semigrupo com condutor quando existe

c € S, chamado condutor de S, tal que:

(a) c—1¢&S;

(b) sen €N € tal que n > c entdon € S.

Observamos que o conjunto N é um semigrupo com condutor 0. Ja o conjunto dos

numeros pares em N nao ¢ um semigrupo com condutor.

O semigrupo que definiremos a seguir é o principal objeto de estudo deste texto.

Defini¢ao 1.26. O semigrupo associado a uma curva plana algebréide irredutivel (f) € o

sub-semigrupo de N:
S(f)={1(f.9): g €k[[X,Y]]-<f>}

Note que S(f) ¢ de fato um semigrupo de N. Também estamos interessados em

curvas que tenham o mesmo semigrupo associado.

Defini¢ao 1.27. Duas curvas planas algebroides irredutiveis (f) e (g) sdo ditas equisin-
gulares se S(f) = S(g).

Assim, se (f) e (g) sdo equivalentes entdo elas sdo equisingulares. Portanto, o
semigrupo é um invariante via equisingularidade. Nosso objetivo a partir de agora sera
estudar os semigrupos associados a curvas planas algebréides irredutiveis e generaliza-los

no caso de dois ramos.

Podemos calcular o semigrupo no caso de um ramo de diversas formas, inclusive
computacionalmente para alguns casos. Iremos calcula-lo primeiramente usando a resul-

tante.

Exemplo 1.28. Se f =Y? — X" com n > 5 impar, entdo
S(f)={0,2,4,...n—1,n,n+1,..}

o condutor de S(f) én — 1.

De fato, seja g € K[[X,Y]] — < f >. Pelo teorema de divisao de Weierstrass
existem q, h € k[[X,Y]] tais que

9=q¢-(Y?=X")+h
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onde grauy(h) < 1. Como g €< f > entio h # 0. Assim, h = a(X)Y + b(X) com
a(X),b(X) € k[[X]]. Note que

I(f.9) = I(fiq-f+h)=I(f.h)=I(Y* = X", a(X)Y +b(X))

1 0 —-X"
= ordxdet| a b 0
0 a b

= ordx[b*(X) — X"a*(X)].
Escreva a(X) = Xu(X) e b(X) = XPv(X), com u(0) # 0 ouv(0) # 0 e a, 3 € N. Assim
I(f,g9) = ordx[X*v*(X) — X%™2(X)] = min{2p, 2a + n}.
Assim, como g € arbitrdrio, seque que o e 3 também sdo. Logo
S(f)=10,2,4,...n—1,n,n+1,..},

isto €, o condutor de S(f) én — 1.

Seja (f) uma curva plana algebréide irredutivel, entao é facil checar que
mult(f) = min(S(f) — {0}).

De fato, temos que I(f,g) > mult(f) - mult(g) e I(f,g) = mult(f) - mult(g) se, e
somente se, f e g ndo tem tangentes comuns. Pelo lema da unitangéncia 1.14, f tem uma
unica tangente. Seja g uma reta pela origem distinta da tangente de f, assim, mult(g) = 1

I(f,g) = mult(f) - mult(g) = mult(f).

Podemos também calcular o semigrupo associado a (f) através da parametrizagao

de Newton-Puiseux.

Teorema 1.29. Seja (f) uma curva plana algebrdide irredutivel com parametrizag¢io de

Newton-Puiseux

x = tho

e sejam fo, ..., B, 0s expoentes carateristicos de (f). Entao S(f) é gerado por [vy, ..., v,]

j—1
€p_1— €
onde vy = By, v1 = [ ev; = g uﬁk—l—ﬁj paraj =2,...,q, onde e; = mdc(f;, e;_1).
k=1 =1

Demonstragio: Teorema 6.12 em [12], pagina 85.

Calcularemos o semigrupo no exemplo seguinte através do teorema anterior.
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X =18

Exemplo 1.30. Seja :
P ja (f) { Y =12 4 316 — 420 4 2422 1 823

Os expoentes caracteristicos de (f) sao (8,12,22,23). Assim, pelo teorema anterior,

S(f) = [8,12, 34, 69].

O semigrupo de uma curva plana algebréide irredutivel (f) possui condutor e é

dado por
k(X Y]]

< fX7 fY > ‘
Este ntimero é chamado de ntimero de Milnor. Este resultado pode ser encontrado em
[12], Teorema 7.18, pagina 109.

py = dimy,

Portanto, o nimero de Milnor é um invariante sobre relacao de equivaléncia de
equisingularidade de curvas, em particular, é invariante sobre equivaléncia de curvas pla-

nas algebroides.
Existe uma classe de semigrupos com condutor muito importante conhecida como

semigrupos simétricos.

Definicao 1.31. Um semigrupo S C N com condutor ¢ é dito simétrico se para cada

n € N tem-se

neS<=c—-—1-n¢g§s.

Futuramente mostraremos que o semigrupo de uma curva plana algebroéide irre-

dutivel é simétrico.

1.7 As valorizacbes e o semigrupo de uma curva plana algebroéide

irredutivel

Agora interligaremos as valorizagoes e os semigrupos de uma curva plana alge-

bréide irredutivel.

Teorema 1.32. Seja (f) uma curva algebréide irredutivel e @) ¢ fecho inteiro do anel local
de (f). Dada uma série g € k[[X,Y]] ndo nula e v a valorizagio discreta normalizada de

@f, entao
I(g, f) = v(9)
onde g =g+ (f) € a classe residual de g em Oy.

Demonstragio: Como g € O C O = k[[t]], podemos escrever § = a,t" 4 a,_1t"1+. ..
com a; € k e a, # 0. Assim v(g) = v(ant" + an—1t"™ 4+ ...) = n, pois v(t) = 1. Logo,
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g =1"-u com u inversivel em k[[t]], j4 que a,, # 0. Assim

i (gt ) = ams (5557) = am () = =0

k[[X, Y]] _ . O _
~ 7> logo I(f,g) = dzmkﬂ. Observe que I(f,g) =

Da defini¢ao I(f,g) = dimy

v(g), pois

Assim, temos outra forma de calcular o semigrupo de uma curva plana algebroide
irredutivel (f):

S(f) = v(Or = {0}),

onde v ¢ a valorizacao discreta normalizada de Oy.

1.8 Explosoes

Vamos introduzir um processo para remover as singularidades de uma curva alge-

bréide irredutivel.

Definig¢ao 1.33. Seja (f) uma curva algebréide plana de multiplicidade m. Suponha que
(f) tenha uma tangente unica em (0,0), digamos (Y), e que f seja um polindmio de
Weierstrass, apos uma mudanga linear de coordenadas. O blowing-up ou a explosao de

(f) € a curva algebrdide definida pela série

fOX, Z) = lef(X, X2)

em k[[X, Z]].

Proposicdo 1.34. Se (f) ¢ irredutivel, entdo (f) também é.

Demonstragao: Suponha que f(V(X, Z) seja redutivel, logo existem g(X, Z), h(X, Z) €

k[[X, Z]] ndo inversiveis tais que

fOX,2)=9(X,2) WX, Z)= lef(X,XZ).

Assim f(X,XZ) = X™g(X, Z)h(X, Z) e portanto

e (X 2))

X X
onde r + s =m, r = grauy(g) e s = grauy (h), isto é, f redutivel. OJ

Vamos denotar o anel local da curva algebréide (™)) por O;l).
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Temos a inclusao dos anéis locais
k[[X, Y]] k[[X, Z]
(f) (f®)
MX,Y)+ f-k[X.Y]] — (X, XZ)+ Y kX, Z]

O; = oY =

Assim, O}l) estd contido em K o corpo de fragoes de Oy:
0, coV¥ cK
f f .

Observagao 1.35. Sejam (f) uma curva irredutivel plana, S := v(Of—{0}) o semigrupo
associado e SV o semigrupo associado a (fV), entdo S = U(Ogcl) —{0}) e S c SW,
Assim, se ¢ € o condutor de S, m € a multiplicidade de f, ¢V o condutor de S e m™)

a multiplicidade de Y entdo temos a relagio:

W <ce m™ <m.

Sejam (f) uma curva irredutivel plana e (f)) sua explosdo. Denote por z :=
X+ O kX, Y])]ey:=Y + fD . k[X,Y]]. Assim

Klla,y]) € k[[z.2]]  k((z.)) = k((@))ly).
Seja

oKX, 2] — k[[z.Y]]

T

MX,Z) bz, %)

o homomorfismo sobrejetor. Vamos mostrar que Ker¢ = fM-k[[X, Z]]. Seja d = grau(h(X, Z))

e h(x, %) = 0 entao

2h(z, L) < Kl[a]]ly] = Oy,

x
isto é, xdh(:ﬁ, Q) =0em Of C (9501), ou seja, x¢h(z, z) = 0 em (’)}1). Logo existe g(X, Z) €
x
E[[X, Z]] tal que
XWX, Z) =9(X,2)- fV(X,2).
Como fM (X, Z) ndo é divisor de X<, entdao h(X, Z) é um multiplo de f) (X, Z), portanto
h(z,2) =0 em OV Assim, h(X, Z) € fO - k[[X, Z]]. Portanto,

k[[X, Z L
e ) = 55 - off

Podemos relacionar os indices de intersecao a cada passo da explosao de duas

I

curvas.

Teorema 1.36. Sejam (f) e (g) curvas planas algebroides irredutiveis com multiplicidades

m e n, respectivamente. Sejam f1) a explosio de f e ¢V a explosio de g, entdo
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Demonstragao: Ver [10], Teorema na péagina 63.

Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1.37. Sejam f(X,Y)=Y3 - X1 e g(X,Y) =Y? - X3. Entao

1 ae, ,

o fI(X)Y)= ﬁ[x‘fw —X=Y3-Xe
1

[ ] g(l)<X,Y> = ﬁ[X2Y2_X3] :Y2—X

Assim, I(f,g) =I(Y?® - X,Y? — X) +3-2. Vamos mostrar que [(Y? — X,Y? — X) = 2.
Faga fO(X,Y) =X -Y? e gM(X,Y) = X — Y2 Temos dai que:

1
o fA(X,Y) :?[XY—Y?’] =X-Y?e¢
1
¢ gIXY) = SIXY — YV =X -V,
Logo IY? =X, Y? - X)=1(X -Y? X -Y)+1. Mas

o fOX,Y)=—[XY -Y=X—-VYe

<= -

e ¢O(X,Y) =
Portanto, 1(Y

(XY -Y] =X 1. Dad [(X -V, X ~Y) = [(X—-Y,X ~1)+1 = 1.
— X, Y2 - X)=2,isto ¢, I(f,g) =8.

w
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2 Apéry-conjuntos para semigrupos de cur-

vas planas algebréides irredutiveis

Neste capitulo vamos introduzir os Apéry-conjuntos de um semigrupo S com con-
dutor e sua importancia na determinagdo de S. Obteremos que o Apéry-conjunto de S
contém mais informagdes do que um conjunto arbitrario de geradores de S. Além disso,
definiremos as Apéry-sequéncias de um semigrupo e mostraremos suas relagoes com as
explosoes deste semigrupo. Conceitos como curvas formalmente equivalentes e semigrupos

que crescem fortemente também serao vistos aqui.

2.1 Apéry-conjuntos

Definigao 2.1. Sejam S C N semigrupo com condutor e p € S —{0}. O Apéry-conjunto

de S em relacao a p € o conjunto

Q, ={a, a1, ...,ap1}

7j—1 p—2
onde ag =0, ..., oy =min( S — |J (e +pN) ),..., a1 = min( S — | J (o + pN) ).
i=0 =0

Definicao 2.2. A Apéry-sequéncia € a sequéncia dos elementos do Apéry-conjunto orde-
nado. Vamos denotar por

apg < ap < ag <...<ap-1.

Se em particular, p = min(S — {0}) vamos dizer simplesmente que esta é a Apéry-

sequéncia de S.

Exemplo 2.3. Seja S = [4,15]. Assim, o Apéry-conjunto 0y = {0,15,30,45}. Portanto
a Apéry-sequéncia de S € 0,15, 30,45.

Sejam S um semigrupo, p € S —{0} e 0 < a1 < ag < ... < a,_; a Apéry-sequéncia
de S em relacio a p. E conveniente, as vezes, pensar que cada elemento a; da Apéry-

sequéncia, por definicdo, sendo o menor elemento de S em sua classe médulo p.

Assim:

(a) a; # a; mod p para i # j;

p—1

(b) §= U (a; +pN);

J=0
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(c) o condutor de S é c=a,—1 —p+ 1.
Proposicao 2.4. Seja S = [m,n] onde m < n em en sio primos entre si. Seja p =m
ou p =n. Entao, neste caso temos as afirmacoes equivalentes:

(a) S € gerado por dois elementos;

(b) aj = jay para cada j =0,1,2,...,p—1;
p—1
(¢c) S = J(ia1 + pN).

=0

Demonstra¢io: Vamos mostrar que (a) = (b). Suponha que p = m. Assim, a; =
min(S — mN) = n. Sabemos que os nimeros 0,n,2n, ..., (m — 1)n sdo distintos médulo
m e jn é o menor elemento de S em sua classe moédulo m, para todo j =0,1,...,m — 1.

Logo, esta é a Apéry-sequéncia de S em relacdo a m. Anélogo para p = n. [J

Podemos verificar a simetria de um semigrupo numérico através de suas Apéry-

sequeéncias.

Proposicao 2.5. Sejam S um semigrupo de N com condutor, p € S —{0} e ap < a1 <

.. < ap_1 a Apéry-sequéncia de S em relagdo a p. Entao S € simétrico se, e somente se,
a; + Ap—1—5 = Ap—1

para todo v =0,1,2,....p — 1.

Demonstrag¢ao: Sabemos que o condutor de S é dado por ¢ = a,_; —p+1. Da definicao

S é simétrico se, e somente se, para cada « € Z, temos que

aeS<=ay1—p—ags.

(=) : Suponha que S é simétrico. Seja o € S. Tome a = @; para algum i €
{1,...,p — 1}. Assim, pela defini¢do a,—1 —p —a; ¢ S. Assim existe j; € {0,1,...,p — 1}
tal que a,—1 — p — a; = a;, + t;p para algum ¢; < 0 inteiro. Nosso objetivo € mostrar que

t; = —1. Suponha por contradicdo que t; < —1. Entao
c+p—1l—a,=ap1—a;=qa;,+tip+p=a; +{t;+1p & S.
Portanto, ¢ — 1 — (a; — p) ¢ S. Como S é simétrico, (a; — p) € S. Logo,
Up-1—DP—a; =ap1—(a;—p)—2p €S,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, ¢ = —1. Assim, a,_1 — p — a; = a;, — p, isto ¢,

ap,—1 — a; = a;, para cada = 0,1,...,p — 1. Logo

Ap—1 — Ajy = Qg < A1 = Ap—1 — Ajy; < Ap1 — Qjp < ... < Ap—1 — Aj,_q-
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Daf aj, > a;, > ... > a;,_,. Portanto, j; = p — 1 —1i. Logo, ap_1 = a; + ap_1_;.

(<) : Reciprocamente, suponha que a; +a,-_1-; = a,—1 para todoi =0,1,2,...,p—
1. Seja a € Z. Podemos escrever a = a; +1tp para algum ¢t € Z e algum ¢ € {0,1,...,p—1}.

Entao,
c—l—a = ap1—p—a,—tp=ay_1—a;,—(t+1)p
— apflfi — (t + 1)p

Assim, 0 € S <= a;+lp e S<—= 1t >0« t+1 >0+ —(t+1) <0 <=
ap1—i—(t+1pgS<=c—1—a¢Ss. Portanto, S é simétrico. J
Podemos determinar o Apéry-conjunto €2, como o conjunto
{reS:x—pgS}.
De fato, seja €, := {ag, a1, ..., a,—1} 0 Apéry-conjunto de S com relagdo a p.
p—1
e Seja x € S tal que x — p ¢ S. Vamos mostrar que = € €2,. Como S = U (a; + pN),
existem n € {0,1,...,p — 1} e XA € N tais que = = a,, + pA. Assim, =
an +p(A—=1)=x—p¢&S5.
Logo, A —1 < 0 e assim, A = 0. Portanto, x = a,, € 2,.

e Vamos mostrar que a; —p € S para cada i € {0,1,...,p — 1}. Suponha que exista
i€{0,1,....,p—1} tal que a; —p € S. Logo existem j € {0,1,....p—1} e 5 € N tais

que
a; —p = a; + pp.
Logo,
a;=a;+p(B+1).
Observe que se ¢ = j temos 3 = —1, absurdo. Caso @ # j, temos que a; = a; mod p,

o que é absurdo.

O Apéry-conjunto €2, contém em geral mais informagdes do que um conjunto
arbitrario de geradores de S semigrupo com condutor. Por exemplo, seja s € S entao

existe um tnico k € N e w € 2, tais que
s =kp+ w.

De fato, seja s € S. Se s € (), entdo s =0-p+s. Se s € Q, entdo sy :=s—p € S.
Claramente existe k tal que w := s — kp € §2,. Podemos escrever s = k - p + w. Suponha

que s=k;-p+w—1com k; € N, wy € 2, com k # ky. Assim
(k—Fk) p+(w—wy)=0.

Em particular, w = w; mod p. O que é uma contradigdo. Logo, k = k.
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2.2 k[[z]|—bases de O e Apéry-sequéncias

Existe uma versao para uma k[[z]|]—base de O onde (f) é uma curva plana al-

gebroide irredutivel a partir de {1,y,...,4™ '} que permite obter a Apéry-sequéncia de

S(f)-

Teorema 2.6 (Angermiiller e Azevedo). Sejam (f) uma curva plana algebréide irreduti-
vel, Oy = k[[z]] ® k[[z]]ly & ... ® k[[z]]y™" o seu anel local, m = v(z) e

O=ap<a; <..<am1
a Apéry-sequéncia de S(f) em relagio a m. Considere a cadeia de submédulos de Oy
MyC My C...C M,
definida por
M; = k[lz]] @ k[[z]ly @ ... @ K[2]]y".
Assim
(a) para cada i =1,...,m — 1 existe z; € y' + M;_; tal que v(z;) & v(M;_1);
(b) definindo zo = 1 temos que

Oy = K[[z]]z0 ® k[[z]]21 & ... ® k[[x]]2m—1;

(c) v(z) +v(zj—i) < v(z;) para todo i, tais que 0 < i < j <m — 1. Em particular,

0=v(20) <v(21) < ... <V(2m—1);

(d) v(z;) = a;, isto é, v(zy) < v(z1) < ... < V(2m—1) € a Apéry-sequéncia de S(f) em

relagcdo a m.

Demonstrag¢ao:(a) Suponha por contradigdo que para algum i € {1,...,m — 1} e todo
a € y' + M;_; tem-se v(a) € v(M;_1). Nosso objetivo é construir uma sequéncia x,, em
M;_; tal que v(y* —x,) > n. Seja xy = 0, entdo ro € M;_;. Suponha que exista x, € M;_;
tal que v(y* — z,,) > n. Como y* — x,, € M;_; entdo temos v(y’ — x,) € v(M;_1). Logo
existe 7, € M;_4 tal que

v(y' — z,) = v(E,) > n.

Seja s, 1= v(Z,). Assim, s, > n. Escrevendo

Y — Ty = Cpt™ F it 4 L

Ty = dpt®™ + dp it
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com ¢, d, € k para todor >n, ¢, #0ed, # 0.

Temos
yi T an = (c Crn

— dn T T dbn — n+l1 — 5

d, d

dn+1)t8"+1 + ...

Logo

v(yi -z, — ;—nfn) = v((cn+1 — ;—ndnﬂ)ts”l + ) >s,+1>n+1.

c
Seja 41 := X, + d—n - T,,. Note que
n

|[Tny1 — yi|fu = 9~ v(@n+1-y) < 9—(n+1)

Logo z,, converge a ' na norma induzida pela valorizacao. Como x,, € M;_1 e M;_; é
completo, segue que y* € M;_;. Isto contradiz o fato de que M;_; s6 contém poténcias de

y de 1 a¢— 1. Assim, concluimos a demonstracao do item (a).

(b) Vamos mostrar que
M; = k[[z]]z0 & ... & k[[z]]2:.

por indugao em i. Para ¢ = 0 o resultado é ébvio, tomando zyp = 1. Pelo item (a) temos
que z € y' 4+ M;_; entdo existe m;_, € M;_; tal que z* = y* +m,_;. Suponha por inducido
que exista ¢ > 0 tal que

M;_1 = K[[z]]z0 @ ... ® k[[z]])zi-1.

Assim, por hipotese
M; = M, @ k[[z]]y".

Logo

M; = k[[z]]20 @ ... ® k[[z]]zi-1 @ k[[x]](zi — mi_1) = E[[z]]20 ® ... ® K[[z]]zi_1 ® k[[x]]2:.

(¢) Pelo item (a), existem &1, ..., & € M;_1 tais que z; = y'+&;. Assim z;-2;_; = E+2;

onde & = z; - zj_; — zj. Assim, v(§) > min{v(z; - zj_;),v(2;)}. Logo temos dois casos:
o Se min{v(z; - zj—;),v(%;)} = v(z; - zj_;) entdo
v(zizj-i) = v(z) + v(zj-) < v(z).
o Se min{v(z - zj_i),v(%;)} = v(z;) entao v(z;) < v(z; - zj_;) e v(§) > v(z;). Vamos
mostrar que v(§) # v(z;), assim, teremos v(z;) = v(z; - zj—;). Pelo item (a) temos

zi €yl + M1 ev(z;) &v(M;_1) mas £ € M;_q, assim v(§) # v(z;). Portanto

v(zi - 2zj—i) = v(z) +v(zj-) = v(z).
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Isto prova o item (c).

(d) Vamos mostrar primeiramente que v(z;) nao é congruente a v(z;) mod m se
t # 7. Suponha por contradi¢do que sejam congruentes para algum i < j. Assim, existe
A € Z tal que v(z;) = v(2;) + Am . Pelo item (c), A > 0. Assim

v(z;) = v(z) + M(x) = v(z) +v(d) = v(z - 2Y) € v(M;_,).

O que contradiz o fato de v(z;) € v(M,;_1).

Agora vamos mostrar que

v(O; — {0}) = mu (v(z;) + mN).

m—1
A primeira inclusdo ja temos | J (v(z;) + mN) C v(O; — {0}). A segunda inclusdo, segue
=0
do fato que se n € v(Of — {0}) entao existem a;(x) € k[[z]] tais que
n = v(ag(z) +ar(x)z1 + -+ ame1(T)2m-1)

> min{v(a;(z)) +v(z)}.
Dai como v(a;(x))4v(z;) sdo distintos parai = 0,1, ...,m—1 entdo n = ming<;<m—1{v(a;(x))+
v(2;)}. Logo n € v(z; + mN) para algum j € {0,1,...,m — 1}.
Portanto, 0 < v(z1) < v(22) < ... < v(2m-1) é a Apéry-sequéncia de S(f) em

relagao a m. [J

Teorema 2.7 (Apéry). Sejam (f) uma curva plana algebréide irredutivel de multiplici-
dade m,

ag < a1 < ... < Q-1
a Apéry-sequéncia do semigrupo S = S(f) e

a?) <alV < ... <all

a Apéry-sequéncia do semigrupo SU = S(f') em relagio a m (Note que m pode ndo ser
a multiplicidade de f)). Entdo

agl) = a; —im para todo i € {0,1,...,m — 1}.

Demonstragio: Ver [14], Teorema 7, pagina 43.

Corolario 2.8. Sejam (f) uma curva plana algebréide irredutivel de multiplicidade m,

S = S(f) o semigrupo associado com condutor c e SV = S(fMV) com condutor cV). Entdo

M =c—m(m-1).
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Demonstracao: Pela defini¢ao

M= afi)_l —m+1

= ap1—(m—=—1m—-—m-+1
= (@p-1—m+1)—m(m—1)

= c—m(m—1).0

Corolario 2.9. Seja (f) uma curva plana algebrdide irredutivel. Entdo o semigrupo S(f)

€ simétrico.

Nem todo semigrupo simétrico é um semigrupo associado a uma cuva plana alge-
bréide irredutivel. Seja S = [4,5,6]. Temos que S é simétrico e a Apéry-sequéncia com
relacdo a 4 6 0 < 5 < 6 < 11. Se S fosse um semigrupo associado a uma cuva plana
algebroide irredutivel, entdo o Apéry-conjunto de sua explosao seria {0,1 =5 —4, -2 =

6 —8,—1=11— 12}, o que é obviamente impossivel.

Podemos caracterizar todos semigrupos de N que sdo associados a curvas planas
algebroides irredutiveis. Dizemos que um semigrupo G cresce fortemente se sua Apéry-

sequéncia ag < a; < ... < a1 em relagdo a m = min(G — {0}) satisfaz:
a; +aj < Qi
sempre que 0 <1,7,14+ 7 <m — 1.

Azevedo provou que quando (f) é uma curva plana algebréide irredutivel, entao
S(f) cresce fortemente, no caso de um corpo de caracteristica positiva. Argermiiller gene-
ralizou este resultado para corpos com caracteristica qualquer. Tais detalhes podem ser

encontrados em [1].

A reciproca deste resultado foi provada também por Angermiiller. Portanto, um
semigrupo de N ¢é associado a uma curva plana algebroéide irredutivel se, e somente se,

sua Apéry-sequéncia cresce fortemente.

2.2.1 O menor sistema de geradores e explosao

Vamos definir um sistema de geradores que sempre esta contido em qualquer sis-

tema de geradores de um semigrupo.

Seja G um semigrupo de N com condutor. O menor sistema de geradores de G é
a sequéncia de elementos

Vo < v <...<,

tais que vy := min(G — {0}) e

j—1
vj == min(G —>_ Nuv)
i=0
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paral <75 <.
Se ag < a1 < ... < a1 € a Apéry-sequéncia de um semigrupo G em relacao a
m = min(G — {0}) entdo vy = m, v; = ay e para j > 2 temos

V; = CL)\j

para algum \; > 2, isto é, a Apéry-sequéncia de G determina os menores geradores de G.

Proposicao 2.10 (Angermiiller). Seja S uwm semigrupo associado a uma curva plana
algebréide irredutivel (f) gerado minimamente por vy < vy < ... < v, e SY sua explosdo.
Seja

U/< = Vj — NoNp...Nj—1Yp

J
MDC(U(), Uly ooy /Ujfl)
MDC (vg, v, ..., v§)

onde para cada j € {1,...,r} tem-sen; =

eng := 1. Entdo o menor
sistema de geradores de SV ¢é

(a) vy < v} < ... <. sewvy <v;

(b) v} <wvy < vh <. <uvl.seuvy>uv]evituy;

(c) V) < vl <..<ul sevy>v]ev)|uv.

Demonstragio: Ver [1], Lema 11.2.1, Corolario 1.3.3.

2.2.2 Sequéncias de multiplicidades

Seja (f) uma curva plana algebroéide irredutivel.

Definigao 2.11. Definimos a multiplicidade m(QO) de Oy como sendo o menor valor ndo
nulo em S(f).

Definicao 2.12. Seja Oy, O;l), O}Q), ... uma sequéncia de consecutivas explosoes de Oy e

mg, M1, ... suas respectivas multiplicidades. A sequéncia
Mo, M1, My, ...

¢ chamada sequéncia de multiplicidades de Oy.

Vamos dar um exemplo em que a sequéncia de multiplicidades determina a sequén-

cia de explosbdes ou respectiva sequéncia de semigrupos.

Exemplo 2.13. Seja S = [4,6,13]. Entao a multiplicidade de O é m(O) = 4. O Apéry-
conjunto de S € Q4 = {0,6,13,19}. Note que S cresce fortemente. Pelo teorema de Apéry,
o Apéry-conjunto de SO com relagio a 4 ¢ {0,2,5,7}, logo SU) = [2,5] e m(OW) = 2.
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Assim o Apéry-conjunto de S com relagio a 2 ¢ {0,3}, logo S©? = [2,3] e m(O?)) = 2.
Novamente, pelo teorema de Apéry o Apéry-conjunto de S® com relagio a 2 é {0, 1}, logo

SG) =N e m(0O®) = 1. Portanto, obtemos uma sequéncia de multiplicidades
4,2,2,1, ...

Agora podemos fazer o processo inverso, comecando da sequéncia de multiplicidades 4,2, 2,
1,... para obter a sequéncia de explosies. Temos que m(O®) =1, entdo S® = N. Como
m(O?)) = 2, determinamos o Apéry-conjunto de N com relagio a 2 que é {0,1}. Logo
S@ =2,3]. Como m(OW) = 2, obtemos que o Apéry-conjunto de SU) com relagio a 2
¢ {0,5}. Assim, SV = [2,5]. E por fim, como m(Q) = 4, o Apéry-conjunto de SN com
relacio a 4 € {0,2,5,7}. Entdo o Apéry-conjunto de S com relagio a 4 é {0,6,13,19} e
obtemos

S =[4,6,13,19] = [4,6,13].
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3 O semigrupo de curvas planas algebroides

com dois ramos

Motivados pela construgao de um semigrupo associado a uma curva plana alge-
bréide irredutivel, vamos construir com a mesma ideia para o caso de uma curva redutivel,
em especial no caso de dois ramos. Podemos determinar tal semigrupo através de suas
projegoes e do indice de intersegao dos ramos. Em sua tese, Garcia [10] determinou férmu-
las explicitas para o semigrupo associado a uma curva plana algebroide com dois ramos
no caso em que os ramos tem tangentes distintas. Os demais casos foram abordados por
Bayer [6] em sua tese. Para formulas explicitas de determinagdo dos pontos maximais ver
resultados em [6]. Alguns calculos aqui exibidos foram realizados em rotina implementada

no software Maple.

Sejam (f) uma curva plana algebréide com dois ramos f; e fy ndo associados e

I :=I(f1, f2) o indice de intersecao entre as curvas (f1) e (f2).

Definigao 3.1. O semigrupo associado a f é o conjunto

S(f) = {I(f1,h),I(fo,h) EN*: hek[[X,Y]]|- < fi>U< fo >}

Sejam Sy := S(f1) e Sg := S(f2) os semigrupos associados a f; e fa, respectiva-
mente. Podemos verificar que m(S(f)) = S1 e m(S(f)) = Ss, isto é, as projegdes em
relagdo a primeira e a segunda coordenada. Podemos relacionar o semigrupo S = S(f)

com Sy, Se e I(f1, f2), o que serd feito aqui.

Podemos transladar S; x S5 de tal forma que esteja contido em .S. Observe o lema

a seguir.
Lema 3.2. Para todo (x1,x5) € S1 X Sy temos (I + x1,1 + x3) € S, isto ¢€,

(I,I)+S1 XSQ CAS.

Demonstragio: Seja (x1,x2) € S1 x Sy entdo existem hy, hy € k[[X,Y]] tais que
I(fh h1> =T € I(fg, hg) = T9. Seja h = flhg + fghl. Assim,

I(fi,h) = I(fi, fiha + foh1) = I(f1, foh1) = I(f1, f2) + I(f1, ) =1 +x1 €
I(f2,h) = I(fa, frha + foha) = I(f2, fiha) = I(f2, f1) + I(f2,h2) = I + x3.

Entao (I + x1, I+ x9) = (I(f1,h),I(f2,h)) € S.O0

Vamos denotar por O; o anel local do ramo (f;) para cada i = 1, 2.
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Além disso, denotamos A a classe residual em O; e h a classe residual em O,, onde
h e k[[X,Y]]— < f>.

Sejam ¢; o condutor de S; e ¢z o condutor de Ss.

Teorema 3.3. Seja (v1,12) € Z? tal que P := (I + x1, [ 4+ x3) € N?. Assim:

(a) se x1 > ¢1, entdo P € S se, e somente se, x5 € Sy;

(b) se xy > co, entdo P € S se, e somente se, x1 € Sy.

Demonstragio: Vamos provar o item (a), o item (b) segue de forma andloga.
(<) : Por hipdtese temos x5 € Sy. Vamos mostrar que P := (I + 1, + x5) € S. Temos
que x; € Sy, ja que z1 > c¢1. Assim, pelo lema 3.2, temos (I + 1, + x3) € S.

(=) : Suponha que P := ([ + z1,] + x3) € S. Sejam vy e vy as valorizagdes de
O; e O, respectivamente. Entao existe g € k[[X,Y]] tal que v1(g) = I(f1,9) =1 +x1 ¢
v9(qg) = I(f2,9) = I + x9. Assim em K temos que

U1 <g> = ’Ul(y) —Ul(?Q) = I+$1 -1 =T Z C1.
fa

Logo, J ¢ O, e existe h € O; tal que g = f,h. Portanto, existe s € k[[X,Y]] tal que
2
g = foh + fis. Assim

[+a = (@) =va(foh+ fis) =va(fi-3)
= ](fz,fl) +I(f2,8) = [+](f2,5)

Entéao, x5 = I(fa,s) € Sp. O

O efeito desse teorema é determinar o semigrupo fora do retangulo limitado pelos
eixos coordenados e pelas retas © = I + ¢; e y = [ + ¢o, pelos semigrupos projecoes Sy e

Sy e por I.
Coroléario 3.4. Sejam (I + x1,ys), (y1, I + z2) € N2, Assim:

(a) seys <1 exy >cy, entio (I +x1,y2) € S;

(b) sey; < I exy > co, entio (yi, 1 +x2) & S.
Demonstracao:

(a) Se (I +x, I +ys— 1) = (I +x1,92) € S e xy > ¢1, temos pelo teorema 3.3 que

Yo — I € Sy, mas y, — I < 0, portanto temos um absurdo.

(b) Anélogo ao (a). O
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A fibra vertical em S, com abscissa xg, € 0o conjunto
FV (o) := {(z0,y) € N*: (x0,y) € S}.
Analogamente, a fibra horizontal em S, com ordenada 1y, ¢ 0o conjunto
FH(yo) := {(x,90) € N*: (x,90) € S}.

Proposicao 3.5. Temos que:

(a) FV(x) =0 (respectivamente FH(y) =0) <= x & Sy (respectivamente, y € Ss).

(b) FV(z) € infinito (respectivamente FH(y) € infinito) <= x — I € Sy (respectiva-
mente y — [ € Ss).

Demonstracao:

(a) (=) : Suponha FV(z) = (). Segue da definigao que {(z,y) € N?: (z,y) € S} = 0,
logo = & 5.

(<) : Se x ¢ S; entdo segue da definigdo que FV (z) = 0.

(b) (=) : Suponha que FV (z) é infinito, logo segue que dado I + cg, existe xy > ¢ tal
que (x, I 4+ x9) € S. Logo, (I + (v —I),] +x2) = (x,] +x2) € S. Pelo teorema 3.3,
z—1¢€ 81.

(<) : Suponha que x — I € Sy, entdo pelo lema 3.2, temos
(x, I +x3) =T+ (x—1),]+x3) €S, Vo3 > .
Portanto, concluimos que F'V(z) ¢ infinito. O

Corolario 3.6. Temos que:

(a) FV(x) € finito e ndo vazio se, e somente se, v € S; ex — [ & 5.

(b) FH(y) € finito e ndao vazio se, e somente se, y € Sy ey — 1 & Ss.

3.1 Pontos Maximais

Vamos classificar pontos especiais de S para uma forma de determinacao do semi-

grupo S.

A definigao de tais pontos vem da motivagao geométrica primeiramente das fibras.

Um ponto (z,y) € S onde FV(zx) é finito e nao vazio, e y é maximo, é dito ponto
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maximal de F'V(z). Similarmente, um ponto (z,y) € S onde F'H(y) é finito e ndo vazio,

e x é maximo, é dito ponto maximal de F'H(y).

As proposigoes 3.7 e 3.9 a seguir sao propriedades importantes do semigrupo de

uma curva plana algebréide com dois ramos.

Proposicao 3.7. Se (x1,11), (x2,y2) € S com x1 < x5 e ya < y1, entdo (x1,y) € S.

Demonstragio: Por hipdtese, existem hy, he € k[[X, Y]] tais que

Ul(T) = [(fhhl) =T € Uz(hzl) = [(f27h1) =N

vi(he) = I(fi.he) =22 € va(ha) = I(fo, h2) = ya.

Como x1 < x5 temos que
vy (hy + hy) = min{vi(hy),v1(he)} = 21.

Note também que y, < y; logo

vy (hy + hy) = min{vy(hy), va(h2)} = ya.
Seja h := hy + hy. Assim temos

(w1,92) = (v1(B), va2(h) = (I(f1, ), [(f2,h)) € S. O
Fazemos uma observacao que sera usada ao longo do texto.

Observacao 3.8. Dados f,g,h € k[[X,Y]] onde I(f,g) = I(f,h). Entio eziste a €
k —{0} tal que

Proposicao 3.9. Seja (z,y) € S. Eziste y’ > y tal que (z,y') € S se, e somente se, existe
' >z tal que (2',y) € S.

Demonstragio: (<) : Suponha que (z/,y) € S com 2’ > x. Entao, existe g € k[[X, Y]]
tal que

vi(9) = I1(f1,9) = 2" e va2(9) = I(f2,9) = .

Pela observacao 3.8, existe o € k — {0} tal que I(f2, g9+ ah) > y, onde h satisfaz (z,y) =
(L(f1,h), I(f2,h)). Note que

I(fi,9+ah) =vi(g+ah) = min{fvi(g),vi(ah)}
= min{v,(g),vi(h)
= min{z z}
= .
Seja ' := I(f2, g + ah). Assim, temos que (z,y') € S, com 3 > y.

(=): Segue andlogo. [
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Corolario 3.10. Um ponto (z,y) € S € ponto maximal de FV (z) se, e somente se, ele

¢ ponto maximal de FH(y).

Portanto, podemos definir pontos maximais de S motivados por este corolario.
Os pontos maximais de F'V(z) e consequentemente, os de F'H(y), sao ditos os pontos

maximais de S.

Exemplo 3.11. O ponto (0,0) é ponto maximal de S. Note que se h € k[[X,Y]] € tal que
I(f1,h) =0, entao h € invertivel e, assim, 1(fa, h) = 0. Suponha que (f1),(f2) possuem a
mesma tangente. Se m(f;) a multiplicidade de f;, entao (m(f1), m(f2)) é ponto mazimal

de S(f).

Note que se temos I(f1,h) = m(f1) para algum h, entdo (h) tem multiplicidade
1, isto é, (h) € regular. Além disso, (h) tem tangente distinta da tangente de (f1), logo
também distinta da tangente de (f3). Logo, I(fs,h) = m(f2).

Os pontos maximais de S possuem abscissa no Apéry-conjunto de S; com relacao
a I e ordenada no Apéry-conjunto de Sy com relagao a I. Logo, os pontos maximais de S
estao localizados em
0,1 +¢p — 1] x[0,] 4+ co—1].
Disto decorre que o niimero de pontos maximais de S é igual a I, pois é igual ao niimero de
elementos do Apéry-conjunto com relagao a . Além disso, se P; = (x;,y;) onde i = 1,..., [
é um ponto maximal de S, entdo {z1,...,z;} é o Apéry-conjunto de S; com relacao a I e

{y1,...,yr} é o Apéry-conjunto de Sy com relagao a I.
Teorema 3.12.

S={(x,y) € S1xSy: y<y se (x,y) é ponto maximal de S e

r <2 se(2,y) é ponto maximal de S}.

Demonstragao: (C) : Imediata.

(D) : Seja (z,y) € S; x Sy tal que y <y se (z,9') é ponto maximal de S e x < a/

se (z/,y) é ponto maximal de S.

e Se (z,y) é ponto maximal de S, ndo hd o que provar.

e Se (z,y) nao for ponto maximal de S, pela proposicao 3.5, temos que FV(z) e

FH(y) sdo nao vazios.

1° Caso: As fibras FV(z) e FH(y) sao infinitas.
Temos que existem (z,y’) € FV(x) e (2/,y) € FH(y) com ¢y > y e 2/ > x. Pela
proposigao 3.5, item (a), tem-se (z,y) € S.
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2° Caso: A fibra F'V(x) é finita e F'H(y) é infinita (ou vice-versa).
Seja (z,y') o ponto maximal de F'V(x), mas como (x,y) nao é ponto maximal de
S ey >y, entdo y < y'. Note que, como F'H(y) é infinito, existe 2’ > z tal que
(',y) € FH(y). Assim, pela proposicao 3.5, item (a), (z,y) € S.

3° Caso: As fibras F'V(x) e FH(y) sao finitas.
Sejam (z,y’) o ponto maximal de F'V (z) e (2, y) o ponto maximal de F'H (y). Como
neste caso (x,y) ndo é ponto maximal de S, temos y < ¢’ e x < 2. Portanto, pela

proposigao 3.5, novamente usando o item (a), temos (z,y) € S. O

Definiremos um conjunto bastante conveniente quando se trata de pontos maximais de S.
Definigao 3.13. Seja a = (ay, ) € Z X Z. Sejam os conjuntos
Aj(a) :={(n,az) :n>a1} e Ag(a) := {(ag,m) : m > as}.
Também definimos A(a) = Aj(a) U Ay(a). Se S C N? é um semigrupo, definimos
AS(a) = Ala)N S.
Assim:

S = Sl X SQ — U ASlXSQ(.I',y)

(xzy)eMS

onde Mg é o conjunto dos pontos maximais de S.

3.2 Simetria dos pontos maximais
Existe uma simetria entre os pontos maximais do semigrupo S de uma curva plana
algebréide com dois ramos a qual abordaremos aqui.
Lema 3.14. Sejay € N tal que y < I+co—1. Entdo, sey—I & Sy temos (I4+c1—1,y) € S.
Demonstragdo: Suponha que exista y € Ntal que y < I +co—1masy—1 & Sy e
(I +c—1,y) €S. Seja
y=I+c—1—-y=c—-1—(y—1).

Assim, y; nao negativo, ja que y < I 4+ co — 1. Como Sy é simétrico e y — I & S, entao
y1 € So. Logo, existe h € k[[X,Y]] tal que y3 = I(f2, h). Seja z1 := I(f1,h) > 0, temos
assim que (x1,y;) € S. Logo

I+ —1y)+ () =T+ —1+x,I+c—1)€S.

Mas como ¢; — 1 4+ x1 > ¢4, segue do teorema 3.3, item (a), que co — 1 € Sy. Logo, temos

uma contradi¢ao. [

Exibimos um ponto maximal e especial de S.
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Proposicao 3.15. O ponto Q := (I + ¢, — 1,1 4+ co — 1) é mazimal de S.

Demonstracio: Temos que [ +c¢; —1€ S1el+cp—1—1=c¢; —1¢5;. Logo pelo

corolario 3.6, F'V (I + ¢; — 1) é finito e nao vazio.

Seja (I + ¢; — 1,9) o ponto maximal de FV (I + ¢; — 1). Assim, sabemos que ¢’
pertence a Apéry-sequéncia de S, com relagao a I. Logo, iy < [+ ¢ —1. Observe que se ¢/
pertence a Apéry-sequéncia de Sy com relagio a I ey’ < I+co—2, entdao (I4+c;—1,y) € S.
Portanto, v/ =1 + ¢, — 1. O

Seja P = (x,y) € N2. O ponto
P, = (zsys) =(U+cr—1—z,T+c—1—y)
é dito o ponto simétrico de P. Observe que P + P, = @, Qs = (0,0) e (Ps)s, = P.

Lema 3.16. Sejam x,y € N. Entdo:

(a) FV(x) € finito e ndao vazio se, e somente se, F'V (xs) é finito e nao vazio.

(b) FH(y) € finito e ndao vazio se, e somente se, F'H(ys) € finito e ndo vazio.
Demonstracao:

(a) (=) : Seja x € N. Suponha que F'V(x) é finito e nao vazio. Pelo corolario 3.6, temos
quexr € Sy ex—1 & S;. Mas como S é simétrico, entao z, € S; e xs— 1 & S;. Pelo

corolario 3.6, F'V(x,) é finito e nao vazio.

(<) : Pela implicac@o anterior, basta usar o fato que (z4), = .
(b) Segue de maneira analoga. [J

Lema 3.17. Se P, P, € S, entdo P, é ponto maximal de S.

Demonstragdo: Seja P € S. Vamos mostrar que P, é ponto maximal de S. Suponha

que exista P':= (x,y') € S com y' > ys. Assim
P+ P =(z,y)+(zs,y)=U+a—-Ly+y)eSs

ey+vy >y+ys =1+ cy— 1. Mas pela proposicao 3.15, sabemos que () é ponto maximal
de S. Logo, P+ P' € S é um absurdo. [J

Corolario 3.18. Se P, P, € S, entdo P e P, sao pontos mazimais de S.
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Podemos verificar em [10] que ha uma simetria dos pontos maximais: um ponto P

¢ ponto maximal de S se, e somente se, P; é ponto maximal de S.

Podemos estender a ideia de simetria para semigrupo de N2. Um semigrupo S C N2

é dito simétrico se,
para todo P € 72, P € S <= A*(P,) = .

Delgado deduziu a propriedade de simetria de S(f), onde (f) é uma curva plana algebroéide
com dois ramos f; e fs, este resultado pode ser encontrado em [15]. Isto generaliza a

propriedade obtida de um semigrupo associado a uma curva plana algebroéide irredutivel.

3.3 Pontos maximais irredutiveis

Seja S um semigrupo associado a uma curva plana algebréide (f) com dois ramos,
f1 e fo. Podemos determinar um conjunto de pontos especiais que determinam todos os

pontos maximais de S. Este conceito sera definido aqui.

Definicao 3.19. Um ponto P € S € irredutivel se P = P, + P, com Py, P, € S tem-se
P = P1 ou P = PQ.

Observamos que (0,0) € S é sempre um ponto irredutivel de um semigrupo de

uma curva plana algebréide com dois ramos.

Dado h € k[[X,Y]] com P := (I(fi,h),I(f2,h)) irredutivel, tem-se h irredutivel
em k[[X,Y]].

De fato, se h for nao irredutivel, entdo existem hy, hy € k[[X, Y]] ndo invertiveis
tais que h = hy - hy. Assim, basta definir P, := (I(f1, h;), I(f2, h;)) para ¢ = 1,2, entdo
temos P = P, + P,. Logo P nao ¢ irredutivel.

Proposicao 3.20. Os pontos de S sao gerados pelos pontos irredutiveis em S.

Demonstracao: Seja P € S. Vamos mostrar que P é gerado por pontos irredutiveis

em S. Se P for irredutivel, ndao ha o que provar.

Suponha que P nao seja irredutivel. Logo existem P, P, € S tais que sejam
distintos de P e P = P, + P,. Se P; e P, sdo irredutiveis, acabou. Se caso P; ou P,
seja irredutivel, repetimos o processo anterior. O processo termina apds um nimero finito
de iteragoes, ja que em cada etapa obtemos pontos de coordenadas positivas que vao

decrescendo em relacao a etapa anterior. [

Proposicao 3.21. Seja P € S ponto maximal tal que P = P, + P,. Entao P, e Py sdo

pontos maximais também.
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Demonstracao: Seja P; := (z;,y;) para i = 1,2. Vamos supor que P, nio seja ponto

maximal de S. Entao existe P3 := (x1,y) € S tal que y > y;. Logo, obtemos
Py + Py = (v1+ 23,y +yo) €S

com y + Yo > y1 + yo. Isto implica que P = (x1 + x2, 41 + y2) ndo é ponto maximal de S,

o que é uma contradi¢ao. Analogo, se supormos P, nao for maximal. [

Corolario 3.22. Os pontos maximais irredutiveis de S geram todos os demais pontos

maximais em S.

Vamos agora interligar os conceitos de menor sistema de geradores com os de

pontos irredutiveis.

Proposicao 3.23. Sejam P := (z,y) € S, {vo, .., v} 0 sistema minimo de geradores de Sy
e {wo, ..., ws} o sistema minimo de geradores de Sy. Se x € {vy, .., v.} ouy € {wo, ..., ws},

entdo P ¢ irredutivel.

Demonstrag¢io: Suponha que =z € {vy,..,v,}. Vamos mostrar que P é irredutivel.
Suponha que possamos escrever P = P, + P, com P, = (x;,y;) € S com i = 1,2. Entao
r = x1 + x9. Como x pertence ao sistema minimo de geradores de S7, temos que x; = 0

ou ro = 0. Mas pelo exemplo 3.11, temos P = P, ou P = P,. [
Nosso objetivo, serda mostrar que a reciproca desta proposicao é verdadeira.

Com toda a teoria estudada, agora podemos calcular explicitamente S( f) em certos

Casos.

Exemplo 3.24. Seja f(X,Y) =Y*1— X2 entio f1(X,Y)=Y? =X e fo(X,Y) =Y?+ X

seus ramos. Vamos calcular o semigrupo S(f).

10 =X 0
01 0 =X
Temos que I(f1, fo) = ordy = ordx[4X?] = 2. Portanto, S
10 X 0
01 O X

tem dois pontos maximais.

Seja g €< f1 > entdo existem q,r € k[[X,Y]] tais que g = q- fi+r comr(X,Y) =
a(X)Y 4+ b(X) nao nulo. Assim,
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Assim, S; = N. Analogamente, obtemos que Sy = N. Portanto, os pontos P, = (0,0) e
Py=(I+4c¢ —1,1+c—1)=(1,1) sao os pontos mazimais de S. Logo,

S:NXN—OAm)
onde A(Py) = A1(0,0) U Ag(0,0) = {(0,n) : n > 0} U{(m,0) : m > 0} e A(P) =
A(1, 1) UA(L, 1) ={(L,y):y > 1} U{(z,1) : x > 1}. Assim,

S ={(0,0),(1,1)} U{(2,2) + (n,m) :m >1en e N}

3.4 Determinacao dos pontos maximais do semigrupo de uma curva

plana algebroide com dois ramos

Agora nos falta determinar os pontos maximais de S(f), onde (f) é uma curva

plana algebréide com dois ramos, a saber f; e f.

Sejam m a multiplicidade de f; e mo a multiplicidade de f5. Sejam ag < a1 < ... <
am,—1 & Apéry-sequéncia de S; com relagdo a my e by < by < ... < by,,—1 a Apéry-sequéncia

de S5 com relacao a mo.

Garcia em [10] provou o seguinte resultado:

Teorema 3.25 (Garcia). Sejam (f1) e (fa) com tangentes distintas. Entdo os pontos
mazximais de S(f) sao

(aj + imq,b; + jms)

para cada i € {0,1,....mg — 1} e j €{0,1,...,m; — 1}.

3.4.1 Exemplos

Nesta subsecao vamos exibir alguns exemplos calculados por uma rotina imple-
mentada no Maple. A rotina foi criada pelo professor Marcelo Escudeiro Hernandes, da

Universidade Estadual de Maringd, no estado do Parana.

Exemplo 3.26. Seja f(X,Y) = f1(X,Y)f2(X,Y), onde

(fl)i{X:t4 @(fz)i{X:tz

Y =16 5 +¢° Y =tt+13

Assim, os condutores de S(f1) € 18 e de S(f2) é 2. Podemos calcular a multiplicidade da
intersecao e verificar que I(f1, f2) = 15. Logo temos 15 pontos mazimais, que sao: (0,0),
(4,2),(6,3),(8,4),(10,5),(12,6),(14,7),(16,8),(18,9),(20, 10),(22, 11),(24, 12),(26, 13),(28, 14)
e (32,16).
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Figura 1: Semigrupo S(f).

Exemplo 3.27. Seja f(X,Y) = f1(X,Y) fo(X,Y) com f1(X,Y) = X3—Y* e fo(X,Y) =
X4 -Y3,

10

uuuuuuu
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Figura 2: Semigrupo S(f).

Podemos parametrizd-las por

X =t X=¢
(fl)i{yztg, €(f2)3{Y:t4 :

Assim, podemos calcular os condutores de S(f1) e S(f2) e verificar que ambos sao 6.

Temos que ezistem 9 pontos mazximais, pois I(f1, f2) =9, os quais sao:

(0,0),(3,4), (4,3),(6,8),(7,7), (8,6), (10,11), (11, 10) e (14, 14).
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4 Componentes de Apéry-conjuntos e Multi-

plicidades

Neste capitulo vamos abordar resultados de Barucci, D’Anna e Froberg que se

encontram em [5].

Primeiramente, introduziremos uma breve secao sobre semigrupos bons. Semigru-
pos de valores associados a curvas planas algebroides sao semigrupos bons. Um estudo de
semigrupos de valores associado a uma curva plana algebroide de varios ramos pode ser
feito usando propriedades de semigrupo bom. Também introduziremos a no¢ao de quando

um semigrupo de N? é local.

Outro objetivo deste capitulo é generalizar o Apéry-conjunto para um semigrupo de
uma curva plana algebréide com dois ramos. Neste caso, teremos a necessidade de estudar
subconjuntos especiais do Apéry-conjunto, os quais chamaremos de componentes. Uma
uniao finita de tais componentes forma o Apéry-conjunto e podemos determinar quem

sao tais componentes através de certos conjuntos especiais.

Mostraremos aqui que existe uma correspondéncia entre as componentes de Apéry-
conjunto de um semigrupo e as componentes de Apéry-conjunto da explosao deste semi-
grupo. Isto permite calcular o semigrupo através do conhecimento das tais componentes.
Finalmente, vamos definir a arvore de multiplicidades associada a uma curva plana alge-
bréide e como ela estd associada ao seu semigrupo, além de propriedades desta propria,

como o numero de restricao. Exemplos destes resultados encontram-se neste capitulo.

4.1 Semigrupos Bons

Um estudo mais aprofundado sobre semigrupos bons pode ser feito em [3].

A seguir, iremos definir o que é um semigrupo S C N¢ d > 0, ser considerado

“bom” a partir da proposicao abaixo.
Antes, vamos definir uma relacdo de ordem parcial em Z¢.

Definicao 4.1. Sejam o, € Z%. Dizemos que o < B se a; < fB; para i = 1,2, ....d.
Dizemos que a < 3 se a < 3 e a # 3.

Exemplo 4.2. (1,3) < (2,5).

Proposigao 4.3. Seja S = v(R) C N, onde R é um anel semilocal (isto €, anel com um

nimero finito de ideais mazimais), v uma valorizacdo de R com valores em Z¢ e sejam

o= (ar,...,aq) e f:= (B, ...0).
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(a) Se o, B € S entio min{a, B} = (min{ay, 51}, ..., min{aq, Ba}) € S.

(b) Sea,p €S, mas a # [ e a; = i para algum i € {1,...,d}, entdo existe € € S tal
que g; > oy = B e g; > min{ay, B;} para j #i. Obtemos a igualdade, se a; # f;.

c¢) Existe S Nd tal que
0 + Nd CS.

Definicdo 4.4. Um semigrupo S C N? que satisfaz as trés condicoes da proposicio ante-

rior é dito bom semigrupo.

O conjunto de valores de um anel semilocal é um bom semigrupo, porém pode-se

mostrar que nem todo bom semigrupo é um conjunto de valores de algum anel.

Exemplo 4.5. Seja S := {(0,0)}U((1,1)+N?). Assim, S é um ezemplo de bom semigrupo.

4.2 Semigrupos Locais e Apéry-conjuntos

Seja S C N¢ um semigrupo.

Defini¢ao 4.6. Um bom semigrupo S é dito local se (0, ...,0) € o inico elemento em S

que tem alguma coordenada igual a 0, isto é, AS(0, ...,0) = (.

Observamos que semigrupos associados as curvas planas algebréides com dois ra-
mos sao sempre locais. Nesta se¢ao, vamos exibir propriedades de semigrupos locais que

nos ajudarao a obter resultados sobre componentes de Apéry-conjuntos.
Definicdo 4.7. Seja o € Z%, denotamos por
Ala) ={B € Z: B; = a; para algum i € {1,....,d} e B; > a; se j #i}.

Também definimos A®(a) == A(a) N S.

Os semigrupos de uma curva plana algebréide com dois ramos admite uma espécie

de condutor, assim como no caso de um ramo.

Proposicao 4.8. Seja S o semigrupo de uma curva plana algebréide (f) com dois ramos.
Entao

(a) existe um vs € Z? tal que A%(vs) =0 e a € S se a > vg.
(b) temos que o € S se, e somente se, A%(ys — ) = 0.

(c) Seja e o elemento minimal nao nulo em S, entao a explosio O de O € local se, e

somente se, As(e) = () e se, e somente se, as tangentes dos dois ramos sao iguais.
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(a)

Demonstragao:

Seja o ponto @ := (I +¢; — 1,1 + ¢y — 1), onde I = I(fy, f2). J& sabemos que
Q é maximal em S, logo A%(Q) = (. Observe que se a = (a1, as) > Q tem-se

ar >1+ci—1eay>1+cy— 1. Entao podemos escrever
Q; = I -+ C; + ZT;

com x; > 0 onde ¢ = 1,2. Observe que ¢; + x; > ¢;, logo ¢; + x; € S;. Pelo teorema

3.3, temos que o € S. Logo, basta tomar v = @, portanto, temos A®°(vg) = 0.

Observe que vs — a = ag. Logo, segue o resultado pelo fato de S ser um semigrupo

simétrico, provado no capitulo 3.

(<) : Se dois ramos tem a mesma tangente, eles podem ser parametrizados como

(tk at! + ...),1 > k e (u™,bu™ + ...),n > m, respectivamente, portanto
O = E[[(t*,u™), (at’ + ...,bu" 4 ...)]] = k[[z,y]],

e = (k,m) e A%(e) = (). Obviamente a explosio O’ = k[[z,y/z]] é local.
(=) : Se dois ramos tem distintas tangentes, eles podem ser parametrizados por
(th,at! + ..),1 > k e (bu™ + ...,u™),n > m, respectivamente; disso segue que

O = K[[(t*,bu™ + ...), (at' + ...,u™)]] = k[[z1, 22]].

Seja x = 1 + cro = (tF +act' + ..., cu™ + bu™ + ...). Para um adequado ¢ # 0, temos
v(xz) = (k,m), o qual é o valor minimo positivo em v(Q). Portanto, e = (k, m), mas
AS(e) # 0; além disso, obtemos v(z;/z) = (0,n —m) e v(zy/z) = (I — k,0), entdo

v(Q’) é nao local. Portanto, (c) esta provado. O

Ja definimos os Apéry-conjuntos de um semigrupo S associado a uma curva plana

algebroide irredutivel. Agora vamos definir para o caso em que S é o conjunto de valores

definido por uma curva (f) plana algebréide com dois ramos, isto é, S = vs(Of — {0}).

Definicao 4.9. Seja a € S. Definimos o Apéry-conjunto de S com relagdo a o como o

conjunto

Qo ={feS:p—agS}

Note que quando S = v(O; — {0}), onde (f) é uma curva plana algebrdide com

dois ramos, S é um semigrupo bom e ¢é inteiramente descrito pelos elementos de S em

{(mn) eN*:0<m<y+le0<n<y+1}

onde 7yg := (71,72) obtido na Proposigao 4.8.
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4.3 Componentes de Apéry-conjuntos

Seja S = S(f), onde (f) é uma curva plana algebréide com dois ramos. Embora o

Apéry-conjunto €2, agora nao seja finito, ele é determinado pelo subconjunto finito
QunN{mn)eN*:0<m<y+1+aed<n<ym+1+a}

onde a := (aq,a2) € s := (71, 72)-

Nosso objetivo é dar uma descricdo mais fina do €2, assim vamos definir compo-

nentes deste conjunto.

Definigao 4.10. Considere a relagio de ordem definida anteriormente. Seja Q2 = {8 €
Oy : B mazimal em Qu}. Assumido que Q2. ..., Q1 estejam definidos, seja
i1
Q= {ﬁ € Qo — |J &, : 8 mazimal}.

J=0

i—1
Observe que um elemento 3 € €, é maximal em €2, — U () para um certo ¢, nao
j=0
necessariamente maximal em €2,. Seguem das defini¢oes o lema a seguir.

Lema 4.11. (a) Temos Q0 = A(vys + ).
(b) Para cada B € Q. existe um § € Q271 tal que B < 0.
(c) Eziste um nimero finito m de €, ndo vazios.
(d) Qo =00 U..uQrL

(¢) 2z~ ={(0,0)}.

(f) Se 3,6 € Q2,, entio ndo podemos ter 3 < 4.

[e%4

Proposigao 4.12. Seja B € S. Temos B € Q, se, e somente se, A%(ys + a — 3) # 0.
Além disso, se 3 € Q, entdo A%(ys +a — B) C Q.

Demonstragio: (<) : Suponha AS(ys+a —3) # 0. Entdo B —a ¢ S, pois —a € S
implica A®(vg + a — 3) = () de acordo com a proposicio 4.8 (b). Logo 3 € (.
(=) : Agora suponha 3 € Q,. Entdo 3 € Se 3 —a &S, entdo A%(ys — B) =0 e
A(ys + a — ) # 0 de acordo com a Proposigao 4.8 (b).

Note que se § € A%(ys+a—f3), entdo d—a € A(ys—3), mas como A¥(ys—3) =0
entdo o —a &€ S, assim 0 € €. O

. k[[X, Y]]
Seja O o anel dado por ———=
! (fi- )

, onde (f1),(f2) s@o curvas planas algebréides

irredutiveis.
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e Se (f1) e (f2) tem a mesma tangente, digamos Y = 0, pelo Teorema de Preparagao
de Weierstrass, podemos escrever
e1—1 ] ea—1 )
AXY) =Y+ ) ai(X)Y e fo(X,Y) =Y+ Y hi(X)Y"
i=0 i=0

com e; multiplicidade de f;, ord(a;(X)) > i e ord(b;(X)) > jcomi € {0,1,...,e;—1}
E
ej€{0,1,...,eg—1}. Assim f - fo=YF + Zci(X)Yi onde F/ = e; + es.

i=0
e Se (f1) e (f2) ndo tem a mesma tangente, podemos supor que de (f;) ¢ Y =0e a
de (f2) € Y +aX com a # 0. Assim,

e1—1 ea—1
AXY) =Y+ 3 a(X)Y' e fo( X, V) = (Y +aX)2 + Y bi(X)(Y + aX)’
=0 =0

com e; multiplicidades de f;, ord(a;(X)) > i e ord(b;j(X)) > j com i € {0,1,...,e; —

1} ej € {0,1,...,e5 — 1}. Com uma mudanga de coordenadas, obtemos f; - fo =
E

YE + Zci(X)Yi com FE = ey + e,.

=0

Logo em ambos os casos, podemos expressar O como um k[[z]]—mddulo gerado mini-

malmente por 1,y,...,y¥~! com v(z) = (e1,e2) e E = €1 + 3.

Sejam u,z € Oy tais que Of é um k[[u]]-médulo minimalmente gerado por

1,z,...,2Y7 1 onde N := ny +ny e v(u) = (ny,n2) := n. Assim, vamos mostrar que
k[[U, Z]]
O; = ————= onde
W
N-1 ‘
fU,2)=2zZ"+> b(U)Z".
i=0

Defina ¢ : k[[U, Z]] — Oy o homomorfismo sobrejetivo natural cujo nicleo contém (f),
isto ¢, dado ¢g(U, Z) € k[[U, Z]] entao ¢(g(U, Z)) = g(X,Y) + f(X,Y) - k[[X, Y]]. Como
ker¢ é radical, é intersecao de todos seus ideais primos minimais, isto é, os dois ideais
primos de altura 1, a saber P, = (g) e P, = (h). Entao ker¢ = (gh), assim, gh divide f
que deve ser da forma Z7 + (U, Z) com j < N. Como O; é gerado minimalmente por
1,z,...,2Y "1 entdao j = N e (gh) = (f).

Observacao 4.13. Observe que as classes x,y € Oy satisfazem as condig¢oes pedidas por

u e z. Logo
O =kllz]] ® k[[z]ly® --- & kl[x]]y=

onde v(x) = (e1,e2) = min(S(f) —{(0,0)}) ev(y) = (r,s) comr >e; es> es.

Definicao 4.14. Sejam u,z € Oy. Sejam os conjuntos

M; = k[[u]] & k[[ul]z & - - @ k[u]] <",
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Também definimos os conjuntos Yy := {1},
Vii= {2+ ¢ia(u,2)  dia(u, 2) € My, 0(2" + ¢i1(u, 2)) & v(M;_1)}.

Seja v(u) =n = (n1,n2) e N = ny + na.

Lema 4.15. Para cadai < N —1 e cada o € v(Y;) existe um € v(Yiq1) tal que oo < B.

Demonstragio: Seja a = v(z' + ¢;_1(u, 2)), onde 2* + ¢;_1(u,2) € Y;. Considere
24 20,1 € Miyy. Se v(2" + 2¢;1) € v(Miy1) — v(M;), acabou. Caso contrério,
existe um f; € M; tal que v(f;) = v(z"" + 2¢;_1). Portanto, existe ¢; € k tal que
v(zM 429 1 —c1 f1) > vz 20, ). Se v(2T 42951 —c1 f1) € v(M;y1)—v(M;) acabou,
caso contrario, vamos em frente. Se em algum ponto v(z"™ + 2¢; 1 —c1fi — ... — cufn) €
v(M;) entdo acabou. Caso contrario, obtemos duas séries de poténcias, 2/ + 2¢;_; e
c1f1 + ... tais que suas diferengas pertencem a qualquer poténcias do ideal maximal (u, z)
em k[[u, z]], portanto elas coincidem, pois k[[u, z]] ¢ completo. Mas isto é uma contradicao
pois 2Tt + 2¢;_1 € Myyy — My e cifi + ... € M;. O

Segue das defini¢oes e do lema anterior, este proximo lema.
Lema 4.16. (a) Se o, € v(Y;) nao podemos ter a < 3.

(b) Para todo o € v(Yi—1) e para todo 5 € v(Y;), nao podemos ter f < a.
Demonstracao:

(a) Seja a=wv(z)e B =uv(2]),onde z; = 2' + ¢;_1(u,2) e 2z, = 2' + ¢, _;(u, 2). Se a < 3,

entdo v(z; — 2}) = a. Mas z; — z{ = ¢;—1 — ¢,_, € M;_,. Isto contradiz o & v(M;_1).

Portanto, nao podemos ter a < 3.

(b) Se 5 < a, pelo Lema 4.15, existe §' € v(Y;), tal que a@ < ', temos uma contradigao

com o item (a). O

A préxima proposicao segue por inducgao, aplicando o Teorema de Preparacao de

Weierstrass.

Proposicao 4.17. Sejan = (ny,n2) e N =ny+ny. Para todoi =1,...,N—1, o conjunto
v(M;) € um N—submddulo de N* gerado por 0,v(Y7),...,v(Y;), isto ¢,

v(M;) = Nn U (v(Y1) + Nn) U ... U (v(Y;) + Nn),

onde as unioes sao disjuntas em pares.
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Demonstragio: Seja g(u, z) = go(u) + g1(u)z + ... + g;(u)z* € M; e seja g(U, Z) =
go(U) + g1 (U)Z + ... + g;(U) Z*. Se todo ¢;(U) contém um fator U*, obtemos

v(g(u, 2)) = kn +v(g'(u, 2)),

portanto podemos assumir que existe um minimo j < tal que g;(U) é uma unidade em

k[[U]]. Multiplicando com seu inverso, podemos assumir que
9(U,2) = go(U) + -+ Z7 + g1 (U) Z7H + -+ 4+ ;(U) Z".

O Teorema de Preparagao de Weierstrass afirma que existe uma unidade u(U,Z) €
k[[U, Z]] tal que

9(U, Z) = u(U, Z)(Z7 + h; 1(U) 27 + ...+ ho(U)) = w(U, Z)W(U, Z).

Assim v(g(u, z)) = v(h(u, z)). Suponha por indugao que a hipdtese valha parak =1, ...,1—
1. Se j < i, entdo v(h(u, z)) € v(M;) e o resultado segue por indugdo. Se j = i temos duas
possibilidades: ou h(u, z) € Y; ou h(u, 2) € Y;. Se h(u, z) € Y; entdo v(h(u, z)) € v(Y;). Se
h(u,z) € Y; entdo v(h(u, 2)) € v(M;_1) e segue por indugao.

Pelo Lema 4.16 (b), segue que, para todo 8 € v(Y;) e para todo a € v(M;_1),
temos  # a (mod n). Portanto 8 = v(z" + ¢;—1(u, 2)) € v(M;_1) se, e somente se, 5 # «

(mod n). Disto segue que as unides sdo disjuntas em pares. [

Lema 4.18. Se g(u,z) € Y;, entao v(g(u, z)) € §2,.

Demonstragio: Seja g(u, z) = 2° + ¢;_1(u, 2) € Y;, onde ¢;_1 € M;_1. Se v(g) € Qn,
entdao v(g) —n € v(O) = S. Portanto, v(g) € v(O) + n, entdo v(g) = v(h) +n para algum
heO.

Se v(h) € v(M;_4), entdo v(g) = v(h) +n € v(M;—1) o qual é uma contradicao.
Assim podemos supor que h € M; — M;_; para algum [ > i. Pela Proposicao 4.17,
v(h) = mn +v(z! + 1 (u, 2)) para algum 2! + 9,1 € Y;. Logo

V(2 + oy — 2 g) =0+ — 2 =) = v(hiy — 2T i) € v(My).

Mas v(z! + 1) = v(h) —mn < v(h) < v(g) < v(z"7g) entdo v(z! + 1 — 217g) =
v(2t+ 1) € v(M;_1), o que é uma contradi¢do. [J
N—1

Lema 4.19. Temos Q, = | J v(V7).
i=0

Demonstragio: Pelo Lema 4.18; temos v(Y;) C €,, em particular vemos que to-

dos os elementos em Jv(Y;) estdo em diferentes classes de congruéncia (mod n). Assim,
N-1
U v(Y;) C Q,. Seja o € Q,. Entdo a € S e a —n ¢ S. Como, pela Proposigao 4.17,
i=0
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S =v(0) =NnU...U (v(Yy_1) + Nn), obtemos que o = v(z" + ¢;_1(u, 2)) + kn onde
2"+ ¢i_1(u, 2) € Y; para algum i € {0,1,..., N — 1} e para algum k € N. Logo

0z + i1 (0, 2)) + (b — na—n ¢
isto 6, k = 0. Portanto, a = v(2* + ¢;_1(u, 2)) € v(Y;) € UNp v(Y;). O

Proposigao 4.20. Temos v(Yy_1_;) = QL.

Demonstragio: Vamos mostrar primeiro que Q2 = v(Yy_1).
(C) : Seja a € QY. Se a € v(Y;) para algum i < N — 1, entdo o ndo é maximal de acordo
com o Lema 4.15, portanto « € 20, uma contradicao.

(D) : Suponha agora que a € v(Yy_1) e nao esteja em Q0. Entdo o ndo é maximal em
N-1

Q, = |J v(Y:). Assim, existe um 8 € v(Y;) para algum j tal que o < 3. Portanto, se
i=0

J = N —1, contradizemos com o Lema 4.16. Se j < N — 1, obtemos, pelo Lema 4.15, que

existe um § € v(Yy_1) tal que o < < §, o que contradiz novamente o Lema 4.16.
Assuma agora que a afirmacao é provada para j =0,1,....,7 — 1. Entao
—1 ) 1—1 _
Q= U =% = UJo(Vvay) = U v(Yn-1-5)-
J=0 Jj=0 J=i
Analogamente mostramos que Q, = v(Yy_1_;). O

Corolario 4.21. Existe a mesma quantidade de Qs como de Y;’s, a saber N.

Definigdo 4.22. Iremos denotar v(Y;) por Q. Assim, QF = QN=171" Chamamos-o de

1—ésima componente do Apéry-conjunto de S com relagdo a n.

Hy) )
() m XY

Y4 —2X3Y? —4XPY + X6 — X7 ¢ fo(X,Y) = Y2 — X3. Podemos parametrizi-las por

X=t X =1
(fl)i{yztﬁ_t7 €(f2)5{yzt3 :

Exemplo 4.23. Considere o semigrupo S(f), onde O =

Temos que I(f1, f2) = 13 e 0s pontos maximais sao: (0,0), (4,2), (6,3), (8,4), (10,5),
(12,6), (14,7), (16,8), (18,9), (20, 10), (22, 11), (24,12) ¢ (28,14). Seja n = ¢ = (4,2).

Na figura 3 a seguir, os elementos de §). sao marcados com pontos vermelhos. Te-

mos . UQ@ onde Q2 = {(0,0)}, O*? = {(6,3)}, & = {(13,n) : n > T},

aft? = {(19,n) no> 10}, 0P = {(n,13) 1 0 > 27} U{(26,n) : > 14} ¢
QE(’)4’2) ={(n,16) : n >33} U{(32,n) : n > 17}.
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6 13 19 27 32

Figura 3: O semigrupo S(f).

Seja (f) uma curva plana irredutivel com dois ramos f; e fo com v(z) = n =
(n1,n2) o menor valor de S(f)—{0}. Vamos relacionar as componentes de Apéry-conjunto

de um semigrupo e as componentes de Apéry-conjunto da explosao deste semigrupo.

Teorema 4.24. Suponha que Oy e (9;1) sao ambos anéis locais. Sejam QF e (QZ(-D)” a
i—ésima componente do Apéry-conjunto com relagio a n de S(f) e S(fV), respectiva-
mente. Entao

QF = (M) + in.

Demonstrag¢io: Ver em [5], Teorema 4.1, pagina 9.

4.4 A arvore de multiplicidades

Vamos determinar a drvore de multiplicidades de uma curva plana algebréide (f)
com dois ramos a partir de seu semigrupo S(f) e também o contrario, isto é, determinar

o semigrupo a partir de sua arvore de multiplicidades.

Definimos a multiplicidade fina do anel local O sendo o menor valor nao nulo em
S(f)-

A definicdo que assumimos aqui sobre arvore de multiplicidades segue de uma
caracterizagao de arvore de multiplicidades de um semigrupo de Arf, isto é, um semigrupo
numérico G 1= {0 = nyg < n; < ... < n; < ..} tal que n; + n; —n;p € G para todo
1 > 7 > k > 0. Tais semigrupos sao semigrupos de valores de anéis especiais. Estes

resultados podem ser encontrados em [3].

Definigao 4.25. Seja T = {e{i)}, com j = 1,2, conjunto de vetores de N?. Dizemos que

T é uma drvore de multiplicidades de N? se satisfazer as sequintes propriedades:

(a) Existe n € N tal que m > n entdo ef,,, = (1,0) e ef,, = (0,1).

m)
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(b) A primeira (respectivamente, sequnda) coordenada de 6%1') ¢ nula se, e somente se,
e{i) nao esta no primeiro (respectivamente, sequndo) ramo da drvore. O primeiro
(respectivamente, o sequndo) ramo da drvore é o inico caminho mazimal que contém

o primeiro (respectivamente, sequndo) vetor unitdrio.
J o _ i / ; J
(c) €u) = ZEET"%-) e para alguma sub-drvore T" de T com raiz em e, .

Exemplo 4.26. Vamos comecar com um semigrupo S associado a uma curva plana com
dois ramos como na Figura 3. Este semigrupo S € local e por teorema, obtemos para a
explosio as componentes dos Apéry-conjuntos: ()4 = {(0,0)}, (") = {(2,1)},
(@) = {(5.n) = 0 = 3}, (U)OD = {(T,n) : 0 2 4, (@)D = {(n5) : n >
11} U{(10,n) : n > 6} e (A4 = {(n,6) : n > 13} U{(12,n) : n > T}. Isso nos

6 13

Figura 4: O semigrupo S da primeira explosio.

dd o semigrupo da explosio S, pois ele é um (4,2)—mddulo livre neste conjunto, pela
Proposicio 4.17. O semigrupo S é mostrado na figura 4. O semigrupo S@ ¢é ainda local

com multiplicidade fina (2,1). De fato, temos que suas componentes de Apéry-conjunto
sio: QP = {(0,0)}, QY = {3,n):n>2}, OPY = {(n,3):n>TIU{(6,n) :n > 4}.

6 13

Figura 5: O semigrupo S da segunda explosao.

Na prézima explosio, obtemos o semigrupo S® na Figura 6, o qual é ainda
local com a multiplicidade fina (1,1). Os ramos tem diferentes tangentes agora, pois
AS(B)((L 1)) # 0, pela Proposicao 4.8, item (c). Ambas proje¢oes do semigrupo sio N,
portanto a prozima explosio tem semigrupo N x N. Assim, obtemos a drvore de multipli-

cidade na Figura 7.
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1

2 6

Figura 6: O semigrupo S® da terceira explosdo.

Figura 7: Arvore de Multiplicidades.

4.4.1 Obtendo o semigrupo a partir da arvore de multiplicidades

Agora vamos supor que temos uma arvore de multiplicidade associada a uma curva
plana algebréide com dois ramos. Em algum estgio, temos multiplicidades finas (1,0) e
(0, 1) nos dois ramos. Se no estagio a seguir ainda tivermos dois ideais maximais, podemos
implodir cada ramo e o semigrupo serd o produto direto de dois semigrupos. Continuamos
assim até um nivel j, onde 7 — 1 temos um anel local. Podemos, no mesmo caminho como
anteriormente, obter as projecoes S; e Sy de S = v(OVU~1) no eixo coordenado e aplicar
a Proposicao 3.25. Depois disso, podemos continuar com o Teorema 4.24. Finalmente

obtemos o semigrupo de Oy.

Vamos dar um exemplo.

Exemplo 4.27. Vamos comegar com a drvore de multiplicidades na Figura 8. O semi-

(2.2)

Figura 8: Arvore de multiplicidades.

grupo S® no nivel 3 é N x N, pois as multiplicidades finas sio (1,0) e (0,1), respec-
tivamente. No nivel anterior o anel ainda tem dois ideais maximais, ambos com mul-
tiplicidade 2. O Apéry-conjunto de N com relagio a 2 é {0,1}, entdo no nivel ante-
rior o Apéry-conjunto com respeito a 2 é {0,3}, o qual obtemos o semigrupo [2,3]. As-

sim, o semigrupo S® da curva no nivel dois é [2,3] x [2,3]. Pela proposi¢io 3.25 ob-
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temos o semigrupo local SV, mostrado na Figura 9, no nivel 1 com a multiplicidade
fina (2,2) e Apéry-conjuntos com respeito a (2,2) igual a: P = {(0,0)}, 0P =
{(4,2),(5,2),(2,4),(2,5)}, Q8 = {(n,4) : n > 8}U{(4,n) : n > 8}U{(6,7), (7,6), (7,7)}
e Q% = {(n,9) :n>10} U{(9,n) : n > 10}.

2 6 9

Figura 9: Semigrupo S™.

Entao usamos o Teorema 4.24 para obter o semigrupo S no nivel 0. Temos a multi-
plicidade fina (2,2) e para Apéry-conjuntos obtemos 982’2) ={(0,0)}, 952’2) ={(6,4),(7,4), (4,6), (4,7)},
0P = {(n,8) :n > 12} U{(8,n) : n > 12} U {(12,13),(13,12)} € QY = {(n,19) : n >
20} U{(19,n) : n > 20}. Isto temos o semigrupo S na Figura 10.

6 13 19

Figura 10: Semigrupo S.

4.4.2 A arvore de multiplicidades de uma curva plana algebréide com dois

ramos

As possiveis sequéncias de multiplicidades de uma curva plana algebroéide irredu-
tivel e, portanto, também os semigrupos, foram caracterizados. A fim de ampliar também
estes resultados para curvas planas algebréides com dois ramos, iremos obter uma ca-
racterizacao explicita da arvore de multiplicidade de uma curva plana algebrdide com
dois ramos. Com os resultados da se¢ao anterior damos também uma caracterizacao do

semigrupo de uma curva plana algebréide com dois ramos.

O préximo teorema segue da caracterizagao de uma arvore de multiplicidades.
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Teorema 4.28. Seja (f) uma curva plana algebréide irredutivel com a sequéncia de mul-

tiplicidade
€0,€1, .-
k
Entao para cada 1 > 0, ¢; = Z €ivh, para algum k > 1. Em particular, a sequéncia nao
h=1
aumenta.

O numero de restricao r(e;) de e; é definido sendo o nimero de vezes em que
k

arece o termo e; em cada soma da forma e; = e; ara algum £ > 1.
p J i i+h P
h=1

Se (f) é uma curva plana algebréide irredutivel e eg, eq,... é sua sequéncia de

multiplicidades, entdo resultados em [7] garantem que 7(e;) = 1 ou r(e;) = 2 para j > 1.

Assim o nimero e; da sequéncia de multiplicidades de (f) é dito um ponto livre

se r(e;) =1 eser(e;) =2, e; é dito um ponto satélite.

Quando, numa sequéncia de multiplicidades de uma curva plana algebroéide irre-

dutivel tivermos e; > e; 11, entao pela divisao euclidiana temos que
€ = €ip1qi + T
com 0 < r; < e;41, teremos na sequéncia g; vezes e;,1 e entao, se r; # 0, temos

€ > €41 = €j42 = ... = €iqq; > 7§ = Ciygi+1-

-

E claro que os elementos €;49, ..., €i1q, €itq+1 tem nimero de restricao 2. Como
€itq; > Citqi+1, NOsSsa sequéncia de multiplicidades é unicamente determinada com ele-
mentos de restricao 2, até M DC(e;, e;11) = en. Depois ey, terd qualquer nimero ¢ > 0
de elementos igual a ey, antes um elemento ey, 441 < en44, que comega outro algoritmo
euclidiano. Os elementos en41, ..., en4q+1 tem nimero de restricao 1 e correspondem a

pontos livres.

Observagao 4.29. Seja (f) uma curva plana algebréide irredutivel e (t%, ct™ + ...) a
parametrizacio da i-ésima explosio (f@) com e; < ni, ¢ # 0 e m(OW) = e;, entdo sua

explosao é dada pela parametrizacao
(%, ct™ % + ),

com m(OW)) = e, = min(e;, n; — €;).

Se e; > ejy1, como m(OY) = e, = min(e;,n; — €;), entdo e;4; = n; — €, 0
expoente n; é unicamente determinado. Neste caso o par e;, e;11 (ou e;,n;) é suficiente
para determinar a sequéncia de multiplicidades tao longas quanto os niimeros de restri¢ao
sdao 2. Se inclufmos o coeficiente ¢ da parametrizacdo de (f*) como informacdo, entdo
também as tangentes de @, f0+D  sio determinadas tdo longas quanto temos pontos

satélites.
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Exemplo 4.30. Considere a sequéncia de multiplicidades eq = T,e1 = 2,e5 = 2,e3 =
2,e4 = l,es5 = l,eg = 1,... que é a sequéncia de multiplicidades de uma curva plana
algebrdide irredutivel. Temos os sequintes numeros de restricio: r(eg) = 0, r(e1) = 1,
r(e2) =2, r(es) =2, r(es) =2, r(es) =2, r(es) =1 er(ej) =1 para j > 7. Note que, na
sequéncia temos 7 sequido do 2, logo todos os numeros dela sao determinados tao longos
quanto o nimero de restricio é 2. Podemos supor que a curva (f) = () com sequéncia
de multiplicidade
7,2,2,2,1,1, ...

tem parametrizacao (t7, ct® +...) com ¢ # 0. Portanto, as sucessivas explosoes sao f(l) =
(7, ct?+..), f@ = (4., ct?+..), fO = (284, ct?+..), [ = (c3t+...,ct>+...)
e fO = (c3t+ ..., +...), onde ey, e3,e4, €5 sdo pontos satélites.
Damos outro exemplo.

Exemplo 4.31. Considere a sequéncia de multiplicidades 2,2,2,1,1,.... Os numeros de
restricao desta sequéncia sao 0,1,1,1,2,1,1,.... Neste caso, os primeiros dois elementos
da sequéncia de multiplicidades nao determinam os proximos. Podemos supor que a para-
metrizagio de (f) € (t%,ct"+...) com 2 < n e c # 0, mas o exponente n ndo € unicamente
determinado neste caso. O semigrupo de valores € [2,7], entdo os expoentes caracteristicos

s@o 2 e 7, logo (f) tem uma parametrizacao (t2, at* + btS +ct” +...), com a e b arbitrdrios

mas com ¢ # 0.

Denotamos o vetor tangente de (f) na origem portg f.

Lema 4.32. Seja (f) uma curva plana algebréide irredutivel com sequéncia de multipli-

cidades ey, e1, .... Suponha que f@ tem parametrizacio
(%, ct™ + ...)

com e; < n; ec#0, tais que m(OW) =¢; etg f = (1,0), entdo:

o sen; < 2e; (equivalentemente e; > e;11), temos tg fUF) = (0,1);
o sen; > 2e; (equivalentemente e; = e;y1), temos para distinguir dois casos:

(1) No caso r(e;41) = 2:
x ser(eiys) = 2, entdo tg fOT) = (1,0);
x ser(eiys) = 1, entdo tg fO) = (1,¢), com ¢ # 0.
Além disso, se temos uma sequéncia de multiplicidade de uma curva plana
irredutivel algebrdide eg, ey, ..., com r(e;11) = 2 e r(e;r2) = 1, entao para cada

c # 0, existe uma curva plana algebréide irredutivel (f) tal que tg £ = (1,0)
etg fO) =(1,¢).
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(2) No caso r(eis1) = 1, entdo tg fO+Y = (1,¢).

Além disso, se temos uma sequéncia de multiplicidade eg, €1, ... de uma curva plana

irredutivel algebréide com r(e; 1) = 1 entao para cada ¢, existe uma curva plana
algebréide irredutivel (f) tal que tg f = (1,0) e tg fO) = (1,¢).

Demonstracao:
e Se n; < 2e;, a afirmacao segue imediatamente da parametrizacao da explosao.
e Suponha que n; > 2e;.

No caso (1), na parametrizacio (t%,ct™ + ...) de f¥), o expoente n; é unicamente deter-
minado pela sequéncia de multiplicidades, assim, se r(e;;2) = 2, temos necessariamente
n; > 2e; e (t% ct™ =% + ...) com ¢; = e¢;11 < n; — e; = n; 1, € uma parametrizagdo para
fU*D, Portanto tg f0+1) = (1,0). Se, por outro lado, 7(e;.2) = 1, temos necessariamente
n; = 2e; e fUTD = (té e ) com e; = e;41 = n;—e; = Ny, temos tg fOH) = (1, ¢),
com ¢ # 0.

No caso (2), na parametrizacdo (%, ct™ + ...) de f%), o expoente n; ndo é unica-
mente determinado pela sequéncia de multiplicidades (embora o semigrupo de valores de
f@ e os expoentes caracteristicos sejam). Também neste caso é claro que se n; > 2e;,
tg fOrY = (1,0) e se n; = 2¢;, tg fU*Y = (1,¢), mas as duas possibilidades ndo sao

forcadas por qualquer outra condigao. [

Relembramos que (f) é uma curva plana algebréide com dois ramos f; e fa, entao
Oy ¢ local, logo a 4rvore nao se divide enquanto os ramos tem a mesma tangente, pela
Proposigao 4.8, item (¢). Se ¢ é o primeiro indice tal que fl(z) e fZ(Z) tem tangentes diferen-
tes, entao o nivel ¢ da arvore de multiplicidade da curva é divido. Com isto em mente,
podemos agora dar uma caracterizagao para a arvore de multiplicidades de uma curva

plana algebréide com dois ramos.

Proposicao 4.33. Seja eg, eq,... € fo, f1,... sequéncia de multiplicidades de duas curvas
planas algebroides irredutiveis. Obtemos uma arvore de multiplicidades de uma curva
plana algebroide com dois ramos com divisao de nos no nivel k se, e somente se, as

sequintes condigoes sao satisfeitas:
(1) e;_1 = e; se, e somente se, f_ 1= f;, parai=1,...k—1.
(2) r(e;) =r(f;) parai=0,... k.
(3) se ex_1 > ey, entio fr_1 = fx.

(4) Ser(er) =r(fi) = r(exs1) = r(fes1) = 2 € se ep_1 = e, entao fr_1 > fi.
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Demonstracao:

Denote por (g) e (h) os dois ramos e g = ¢, g, .. e h = RO A1) as respec-

tivas explosoes do ramo (g) e de (h), respectivamente.

(=) : Suponha que (f) tenha divisdo de nds no nivel k£ em sua arvore de multipli-

cidades. Provas das condigoes necessarias:

(1)

Caso e;_1 > e; e fi.y = f; para algum ¢ = 1,...,k — 1, supondo que tg ¢t P =

tg hU=Y = (1,0), temos pelo Lema 4.32 que tg ¢ = (0,1) e tg h®) = (1,c¢) para
alguma constante c. Entdo o nivel i (i < k — 1) tem necessariamente uma divisao.

Contradicao.

Suponha r(e;) = 1 er(f;) = 2 para algum i < k. Isto significa que e; aparece somente
na soma de e;_; e f; estd na soma de f;_; e de f;_;, para algum j > 1. Observe pela
caracterizacdo de arvore de multiplicidades que o n6 (e;_;, fi—;) é a soma de nds de
uma sub-arvore comegando em (e;_;, f;_;). Dal temos que é necessario uma soma
de niimero noés desta sub-arvore maior ou igual a j — 1 para que o né (e;—;, fi—_;)
seja formado. Logo, segue que e;_; ¢ a soma com numero de termos maior ou igual

a j — 1, isto é, e; pertence a soma de e;_;. Contradicao.

Se ex_1 > ex € fr_1 > fr, supondo que tg g*~1) = tg h*~1 = (1,0), obtemos que

tg g =tg h*) = (0,1) e o nivel k nio tem divisdo no nivel. Contradigao.
Se r(ex) =r(fx) =r(exsr1) = r(fes1) =2, ex_1 = ex € fr_1 = fr, entdo supondo que

tg g%V = tg h*=1) = (1,0), obtemos pelo Lema 4.32, tg g = tg h® = (1,0),

impossivel para uma divisdo no nivel.

(«=) : Temos que provar agora que as condigoes sao suficientes. Suponha que temos

duas sequéncias de multiplicidades com dois ramos planos eg, e, ... € fo, f1, ... cumprindo

as condigoes (1), (2), (3) e (4). Queremos mostrar que existe uma curva plana algebréide

com

a seguinte arvore de multiplicidades da figura 11.

Suponha que temos uma curva plana algebroéide (f) com dois ramos (g) e (h) tais

que (¢g¥)) tem a mesma tangente que (h\)), para j = 0,...,i e suponha que tg ¢ =

tg h® = (1,0), onde i < k — 2. Queremos mostrar que existe uma curva plana algebréide

com

ramos (g) e (h) tal que tg g@+Y = tg h0HD,

Se e; > e;41, entdo por (1) também f; > fiy1 e logo tg gt = tg ROH) = (0,1).

Se e; = e;41 entdo por (1) também temos f; = fi1.

e Se r(e;41) = 2 e r(e;42) = 2 entao pela condigao (2) temos que r(fi11) = 2 e

7(fiy2) = 2. Entao tg gt = tg h0HD = (1,0).
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(0, fyer)

(k1 fir)
°
°

I (eq, 1)
(eo, fo)
Figura 11

e Se r(e;41) = 2 e r(e;49) = 1 entdo pela condigao (2) temos que r(fir1) = 2 e
r(fir2) = 1. Pelo Lema 4.32, podemos escolher os dois ramos com o mesmo coefici-

ente ¢ nas parametrizacoes de ¢ e h¥), de modo que tg gt =tg RO+ = (1,¢).

e Se r(e;11) = 1 entdo pela condi¢ao (2) temos que r(f;+1) = 1, entdo, novamente

pelo Lema 4.32, podemos escolher uma, curva tal que tg g@t") = tg h0+Y = (1, ¢).

Agora, se e;_; > ey, pela condicdo (3) temos fr_; = fi. Entdo, supondo tg gt*—1) =
tg h*=Y = (1,0), obtemos tg g = (0,1) e tg h*) = (1,¢). Logo ha divisdo no nivel k.
Por outro lado, se temos ex_1 = e, e fr—1 = fi, entao pela condigao (2), r(ex) = r(fr).
Temos duas possibilidades: 7(ex) = 1 ou r(ex) = 2. Se r(ex) = 1 entao r(fx) = 1, logo
supondo tg g1 = tg h*=1 = (1,0) obtemos pelo Lema 4.32 caso (2) que tg g**) = (1, ¢c)
etg h™ = (1,d) e podemos escolher os ramos tais que ¢ # d. Se 7(e;) = 7(fi) = 2, entdo
pela condicao (4), r(egs1) # 2 ou 7(fr+1) # 2, de modo que novamente pelo Lema 4.32
(k

podemos sempre realizar diferentes tangentes para ¢g*) e h*®). Conclusdo hé divisdo no

nivel k. [
Exemplo 4.34. Considere a sequéncia de multiplicidades de dois ramos planos

eg =62,e0 =62,e3 =18,e4 = 18,e5 = 18,66 = 8,e7 = 8,e5 = 2,69 = 2,e19 = 2, €11 = 2,
eip=1,... e

Jo=30,f1=30,/2=10,f3=10,f2 =10, fs =4, fe =4, 1 = 2, [s = 2, fo = 2, f10 = 2,

fi1 =2, fio = 1,... Assim, temos r(ey) = 0, r(e1) = 1, r(e2) = 1, r(e3) = 2, r(ey) = 2
r(es) =2, r(es) = 2, r(er) = 2, r(es) = 2, r(eg) = 2, r(e10) = 2, r(en) =1, r(en) = 2,
r(e;) = 1 para j > 13. Também temos r(fo) = 0, v(f1) = 1, v(fe) = 1, r(fs) = 2

.
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T(f4) =2, T(fS) = 17 r(fﬁ) = 27 T'(f7> = 27 T(fS) = 27 T(fQ) = 17 T(flO) =1, r(fll) = 1;
r(fiz) =2, r(f;) =1 para j > 13

De acordo com a Proposicao 4.33, a possivel divisdo de niveis para uma drvore de
multiplicidades (de uma curva plana algebréide com dois ramos com suas sequéncia de
multiplicidades para os ramos) sao somente k = 0,1,4.

De fato k = 2 nao € possivel na condi¢io (3), k = 3 nao € possivel na condi¢ao (4)

e k > 5 ndo € possivel na condi¢io (2).
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