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Resumo

Este trabalho aborda Cadeias de Markov em tempo discreto e espago de estados finito.
Tratamos a convergéncia desses objetos e para tal definimos a distancia de variagao total e
estudamos algumas de suas propriedades, além de formas de estimar o tempo de mistura,
como por exemplo, usando os autovalores da matriz de transicao. Apresentamos a relagao
biunivoca entre Cadeias de Markov Reversiveis e as Redes Elétricas, além de como a
teoria de redes pode ajudar no contexto de Cadeias de Markov. Definimos o Fenémeno

de Cuttoff, mostramos alguns resultados e concluimos com o Contra-exemplo de Aldous.

Palavras-chaves: Cadeias de Markov. Tempo de mistura. Cuttoff. Redes Elétricas.






Abstract

This work deals with Markov chains in discrete time and finite state space. We treat the
convergence of these objects, and define the total variation distance and studied some
of their properties , as well as ways of estimating the mixing time, for example, using
the eigenvalues of the transition matrix. Present is the one by one relationship between
reversible Markov chains and graphs, and how the network theory can help in Markov
Chains context. We also define and show some results concerning the so called Cutoff

phenomenon, concluding by exhibiting a counter-example due to Aldous.

Key-words: Markov chain. Mixing times. Cuttoff. Electrical networks
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Introducao

Desde o seu surgimento, no inicio do século XX, as Cadeias de Markov tem ganhado
muito espaco em frente de pesquisa, seja pela beleza de sua teoria ou pela sua capaci-
dade de atingir uma grande quantidade de areas da ciéncia, tais como Fisica, Economia,
Meteorologia, Biologia, Engenharia e as mais diversa areas da Matematica e ciéncias afim.

Cadeias de Markov é um exemplo de processo estocastico em que, a cada unidade
de tempo, um elemento da cadeia é escolhido sob uma distribuicao de probabilidade, de
forma que o passado é independente do futuro, o que significa que somente o estado atual
é relevante para a predicao do estado seguinte. Esta propriedade citada é chamada de
propriedade de Markov ou propriedade markoviana em homenagem ao matematico russo
Andrei Andreyevich Markov (1856-1922).

O objetivo principal desta dissertacao é introduzir rigorosamente os conceitos de Ca-
deias de Markov e seus desdobramentos, por exemplo, convergéncia de cadeias de Markov,
o fenémeno de cuttoff e redes elétricas.

Iremos considerar cadeias de Markov a tempo discreto e espago de estado finito. O
nosso primeiro foco serd a convergéncia de cadeias de Markov exposto no Capitulo 2.
Quando estamos querendo estudar a convergéncia de um objeto a primeira preocupacao
ou questionamento é saber em qual métrica este objeto esta convergindo. Desta forma,
iniciamos o Capitulo 2 definindo e explorando as propriedades da distancia de variacao

total, assim sendo, ja estamos aptos a enunciar o resultado primordial desse capitulo:

Teorema da Convergéncia 2.3.1 Suponha que P seja irredutivel e aperiodica,

com distribuicao estacionaria 7. Entao existe uma constante o € (0,1) e C' > 0

tal que,

ma | P'(a,-) = wllry < Cal’

Para que possamos entender o Teorema da Convergéncia temos que compreender bem
as suas hipdteses, ou seja, irredutibilidade e aperiodicidade. De maneira informal, podemos
dizer que irredutibilidade nos garante que a cadeia nao ira ficar restrita a apenas alguns
estados, ou seja, é possivel alcangar qualquer estado a partir de um estado inicial, mesmo
que para isso se faca necessario um tempo ty. A aperiodicidade é caracterizada pelo
fato de poder atingir qualquer estado independente de periodos de tempo, por exemplo,
nao precisa aguardar um tempo par para atingir um estado estando num estado inicial.
Esses hipoteses sao conceitos iniciais sobre cadeias de Markov que sao apresentados e
entendidos no Capitulo 1, juntamente com eles, vale salientar, sdo estudados os conceitos
de distribuicao estacionaria e reversibilidades, além de outros conceitos.

Por causa do Teorema da Convergéncia definimos o tempo de mistura ¢,,,,(¢) que é
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um parametro que mede quao proximo estamos da convergéncia dessa cadeia com um erro
de €. Em seguinte vemos, no Capitulo 3, formas de estimar este pardmetro. A primeira
forma é olhando para os autovalores da matriz da transicao e, desta forma, definimos o
tempo de relaxacao t,.,;. Com esse novo parametro alcancamos uma limitacao inferior e

superior para o t,;.(¢), como segue abaixo,

1

1
tre —1 1 <> < tmzaz < tre l . N
(trei ) log o0 ) = (e) < trerlog £ Minyen 7(7)

Por fim, terminamos esse capitulo expondo a relacao de abertura que utiliza a geometria

do espaco de estado para estimar o tempo de mistura.

No Capitulo 4 apresentamos o Fenomeno de Cuttoff que vai tratar o caso de sequéncias
de cadeias de Markov e o comportamento abrupto na curva do gréafico tempo x distancia
estaciondria. Ainda sobre esse capitulo, trabalhamos a relagdo sobre trés conceitos dessa
vertente: a definicao de cuttoff e suas equivaléncias; a definicao de pré-cuttoff e a condigao
produto. Durante algum tempo, se acreditou que a condi¢ao produto era equivalente a
definicao de cuttoff, porém Aldous mostrou que essa afirmagao é falsa com um contra-
exemplo. Iremos construir, no final desse capitulo, um contra-exemplo com a mesma
finalidade que é uma modificacdo do contra-exemplo original do Aldous.

Quando estamos com a hipotese de reversibilidade na cadeia de Markov sempre pode-
mos fazer uma associagdo biunivoca com redes elétricas, que de forma simplificada é um
grafo cuja arestas possuem pesos que chamaremos de condutancias. Visto isso, definimos,
com rigor matematico, os objetos que normalmente aparecem em redes, como o fluxo de
corrente, a voltagem e a resisténcia. Vemos também que com essas definigoes ainda se
preservam os resultados de redes, por exemplo, a reducao da rede para uma rede mais
simples levando em conta que as resisténcias estao em série ou em paralelo. O resultado

abaixo motiva esse estudo.

Proposigdo 5.5.3 Para quaisquer a, z € §2 vale,

- 1 ~ Cla+2)
Pofr. <7/} = Cla)R(a<»z)  Cla)

De maneira informal a proposicao acima diz que estando no estado a a probabilidade
de chegar no estado z antes de passar no estado a é simplesmente calcular a Condutancia
efetiva, denotada por C(a <> z), ou a Resisténcia efetiva, denotada por R(a <> z) e o termo
C(a) que é somar as conduténcias no ponto a. Informalmente, a Conduténcia efetiva é
a condutancia da rede equivalente apds a redugdo para uma rede mais simples ficando
apenas os pontos a e z e a Resisténcia efetiva é, simplesmente, o inverso multiplicativo da
Conduténcia efetiva. Terminamos este capitulo definindo o que seria uma familia de rede
robusta e mostrando que existe uma familia de redes uniformemente limitadas que nao é

robusta.
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Algumas provas de resultados serdao omitidas para deixar o texto direto, pois para a
demonstragao de alguns resultados seria necessaria a apresentagao de mais teoria, tirando
assim, o foco deste texto. Para os capitulos 1 e 2 foram usados as referéncias [1, 3, 5] ja
para o capitulo 3, foi usado apenas a referéncia [3]. J& para o capitulo 4 utilizamos as
referéncias [3,7]. Para o leitor que deseja mais informagoes acerca do fendomeno de cuttoff
recomendamos a leitura do artigo [7]. Por fim, para o capitulo 5, as referéncias sao [2—4,6],

ao leitor que gostaria de se aprofundar mais sobre esse assunto, recomendamos a leitura
de [4].
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1 Conceitos Iniciais de Cadeias de Markov

Neste capitulo iremos apresentar a definicio de Cadeia de Markov e suas caracte-
risticas. Para facilitar o entendimento, estes novos conceitos serao sempre seguidos por
exemplos.

Supomos que o leitor ja esteja habituado com linguagem da Teoria da Probabilidade.
Iremos recordar alguns conceitos de forma rapida apenas com o intuito de fixar a notagao
e unificar a linguagem. Aos que necessitem de maiores detalhes recomendamos o livro
Probabilidade: Um Curso de Nivel Intermedidrio de Barry R. James para leitores inexpe-
rientes e, para uma segunda leitura, o livro classico A Course in Probability Theory de
Kai L. Chung.

1.1 Cadeia de Markov Finita

Seja €2 um conjunto finito. Denotemos Q = {x1,z,- -+ ,7)q}, onde [Q] é a cardinali-

dade de €. Cada z € Q2 serda chamado de estado de €) e §2 de espago de estados.

Definigao 1.1.1. Um vetor pp = (p; : pi € [0,1]) € uma distribuicio de probabilidade

em ) (ou simplesmente distribuicio em S)) se:
it) > p; = 1 (Propriedade de massa total).

Fixemos um Espago de Probabilidade (£, F, P) onde F = {A : A C Q}, ou seja F é

o conjunto das partes de 2, e P é uma distribuicao de probabilidade em 2.

Definigao 1.1.2 (Matriz Estocastica). Dizemos que uma matriz quadrada P = (p;;) €

Estocdstica se cada linha é uma distribuicio em €2.

Note que P por vezes denota a distribuicao de probabilidade e por outras denota a
matriz estocdstica, mas o contexto deixara clara a diferenca. Nesta dissertagdo vamos con-
siderar uma correspondéncia entre matrizes de transicao e diagramas conforme ilustrado
nos exemplos abaixo. Para simplificar o desenho, iremos omitir a seta de um estado nele
mesmo, sendo que o mesmo pode ser sabido usando que a soma de uma distribuicao de
probabilidade é 1.

1 0 1 0
Plz( b 1p ) = 0 1/2 1/2
1 4 1/3 1/3 1/3
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p 1/3 1

q 1/3

Figura 1 — Cadeia de dois estados cor- Figura 2 — Cadeia de trés estados cor-
respondente a matriz P respondente a matriz P

Denote por N o conjunto N = {0, 1,2, 3, - - - } e recorde que a defini¢ao de probabilidade

condicional é dados A, B € F entao

P(ANB)

PAIB) = 5

desde que P(B) > 0. Caso P(B) = 0 a probabilidade de P(A | B) = P(A).

Defini¢ao 1.1.3 (Cadeia de Markov). Uma cadeia de Markov com espago de estado finito
Q2 a tempo discreto N € uma sequéncia de varidveis aleatorias (X,)n>0, Xn : Q@ — Q, tal
que

P Xpp=y | Xe=a4,-- , Xo =20} = P{Xij1 =y | Xy =2} (1.1)

para todo t € N, xg, x1,---x; € Q. Em algumas situacoes consideremos o tempo finito, ou
seja, t € {0,1,2,--- | N} ao invés de N.

Informalmente uma cadeia de Markov com espacgo de estado finito €2 e tempo discreto
é um processo estocastico que, para cada y € 2 e t € N, a probabilidade condicional do
processo estar no estado y no instante t + 1 sabendo tudo que ocorreu até o instante ¢ é
a mesma probabilidade condicional conhecendo apenas o estado no instante ¢.

A equagao (1.1) é chamada de propriedade de Markov. De forma intuitiva, o conhe-
cimento das variaveis aleatorias Xg, X1, -+, X;_1 nao acrescenta nenhuma informacao
para prever o valor de X;,;, em outras palavras, condicionando o presente, o passado é
independente do futuro.

Vamos considerar que o valor do lado direito de (1.1) independe de ¢, a dependéncia
se da apenas em x,y. Neste caso dizemos que a cadeia de Markov é homogénea no tempo.
Podemos condensar toda a dinadmica do processo em uma matriz quadrada de ordem

Q2] x || que iremos definir a seguir.

Definigao 1.1.4. Dado uma cadeia de Markov (X,,)n>0, homogénea no tempo, a matriz

de transicao P ¢é definida por

P{Xt+1 =y ‘ Xt:$} = P(xay) = Pay
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Neste trabalho, vamos considerar apenas cadeias homogéneas no tempo. Sem grandes
dificuldades vemos que a matriz de transicdo ¢ uma matriz estocéstica, pois qualquer linha
de P é uma distribuicao P(z, -), logo as suas entradas sao nao-negativas e 3-, cq P(z,y) = 1

para todo x € ). Abaixo veremos, como exemplo, um caso simples de Cadeia de Markov.

Exemplo 1.1.5 (Cadeia de Dois Estados). Considere que € possua dois estados e iremos
nomed-los como estados 1 e 2 e representd-lo como no diagrama abaizo. A dinamica
consiste assim: suponha que exista uma moeda em cada estado e o lancamento da moeda
¢ que decide se troca de estado ou nao, se ao lancar a moeda der cara muda de estado e
permanece se der coroa.

Contudo também vamos supor que as moedas ndo sejam justas, assim considere que a
moeda do estado 1 tem probabilidade p de sair cara, enquanto a moeda do estado 2 tem

probabilidade q de sair cara.

q

Figura 3 — Diagrama de uma Cadeia de Markov de dois Estados

Seja (Xo, Xi, - -+ ) a sequéncia de estados ocupados ao longo do tempo e com a dindmica

explicada acima podemos escrever a matriz de transicao

Um questionamento natural é qual a distribuicao de X; para t > 1. Vamos supor que
estamos comecando a nossa dinamica no estado Xy = 1, e queremos saber os seguintes

valores, P{X, = 1| X, = 1} e P{X, = 2| X = 1}. Esta questao pode ser resolvida usando

propriedades de probabilidade condicional, pois

=1 =p)(L—-p)+pq
e analogamente, P{ X, = 2| X, = 1} = (1—p)p+p(1—q). Poderiamos continuar a escrever
expressoes como essa, porém quanto maior for o tempo, maior também fica a expressao,

porém podemos usar uma abordagem mais eficaz. Podemos escrever estas informacgoes

num vetor de distribuicao,

= (P{X, = 1|X, = 1}, P{X, = 2| X, = 1}). (1.2)
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Como estamos supondo que comegamos no estado Xy = 1, entdo g = (1,0) e puy =
(1 —p,p) = uoP. Note que pelas contas que fizemos acima resulta que py = P = po P
Repetindo o processo, conseguimos descobrir qual o préximo passo da distribuicao u; com

a seguinte expressao:
e = 1P = pig P para todo t > 1. (1.3)

De um modo geral, temos o seguinte resultado cuja prova pode ser encontrada na

referéncia [5] na segao 1 do capitulo 1.

Teorema 1.1.6. Seja (X,,)n>0 uma cadeia de Markov com distribui¢ao inicial p e | =

N. Entao para quaisquer n,m > 0, vale:
i) P{Xy =j} = (uP");.
i) P{X, = j | Xo =i} = P{Xusn =j | Xpu =i} =l
Um de nossos interesses ¢ entender como se comporta a distribui¢ao u; quando o tempo
tende ao infinito, isso serd mais estudado na Secao 1.3.
Este resultado formaliza a resposta ao seguinte questionamento: qual a probabilidade
de apds n passos estar no estado y sabendo que comegou no estado x? E com isso per-

cebemos um pouco da importancia da matriz de transicdo como ferramenta para auxiliar

na resposta da pergunta.

Teorema 1.1.7. Uma sequéncia de varidveis aleatdrias (X,)n>0 € uma cadeia de Markov

se, e somente se, para todo x1,x9, -+ , N € Q vale

P{XO = Xo, Xl =T1," " 7XN - ZEN} = MoPzoz1Prizs * " Pry_1zNn- (14)
em que o € a distribuicdo inicial.

Demonstragio. Suponha que (X,),>o ¢ uma cadeia de Markov e fixa N € N. Usando a

definicao de probabilidade condicional, podemos escrever

P{Xo =10, -+, Xy =an} =
P{XN = Tn | Xo =1, , Xn_1 :fol}P{XO =Tg, "+, XN_1 :fol}-

Prosseguindo de forma e usando a propriedade de Markov (1.1), conseguimos,

P{Xo=1mp,- -, Xy =an} =

P{XN =2n | Xo =m0, , Xny1 = $N—1}P{X0 =X, , XNo1 = fN—1}
=P{Xy=uan|Xo=w0,- , Xn1=an_1} - P{Xy =21 | Xo =20} P{X0o =20}
=P{Xy=x, | Xn1=an} - P{X1=X1 | Xo =20} P{X0o =20}

= MoPzxoz1Proxi **  Pry_1zN-
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Onde tomamos py = P{Xy = zo} e o resultado segue. Por outro lado, dado que
(Xn)n>o satisfaz (1.4) vamos mostrar que (X,,),>0 ¢ uma cadeia de Markov. Se vale (1.4),

em particular, P{Xy = 29} = o e, para cada n € N temos,

P{XO =g, 7Xn+1 :xn—&—l} -

P{Xn“rl :‘rn+1 | XO :x()?”. 7Xn :J;n} = P{XO :xo X = } _p.’L'n-’En+1'

Logo (X,)n>0 ¢ uma cadeia de Markov.

1.2 Cadeia Irredutivel e Aperiddica

Defini¢ao 1.2.1 (Irredutivel). Uma cadeia de Markov com matriz de transi¢io P é dita
Irredutivel se para quaisquer dois estados x,y € ) existe um inteiro positivo t, pos-
sivelmente dependendo de x ey, tal que P'(x,y) > 0. Caso contrdrio, chamamos de
Redutivel.

Isso significa que uma cadeia de Markov é irredutivel se é possivel obter a partir de
qualquer estado um outro estado qualquer apenas iterando a cadeia. No geral iremos
sempre estudar cadeias com esta propriedade. Para entender melhor esta propriedade

vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 1.2.2. Considere uma cadeia de Markov com o espago de estados {1,2,3,4,5}

e a sequinte matriz de transicao,

1/2 1/2 0 0 0
1/4 3/4 0 0 0
P={ 0 0 0 1 0 |={ ",
0 0 1/2 0 1/2 ?
0 0 0 1 0
0 1 0
1/2 1/2
onde P; = /2 1/ eP=1|1/2 0 1/2
1/4 3/4 010

Dependendo do estado inicial de x o estudo da cadeia com a matriz P se resume no
estudo apenas de P; ou P, ou seja, se xy for um estado pertencente a {1,2}, os estados
posteriores irdo pertencer apenas a {1,2} e assim a matriz de transicao relevante é P,
de forma andloga se xy pertencer a {2,3,4,5}. A partir deste exemplo, nao fica dificil de
acreditar que caso a matriz de transigdo da cadeia tenha um bloco de zeros (similar ao

exemplo) entdo a cadeia é redutivel.

Exemplo 1.2.3. Considere uma cadeia com trés estados, digamos Q@ = {1,2,3} com o

sequinte diagrama
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112 1

A

Y
3 112 2

Figura 4 — Diagrama de uma Cadeia de Markov de trés Estados

e matriz de transicao

0 1 0
0 1/2 1/2
12 0 1/2

Vamos mostrar que esta cadeia de Markov é irredutivel olhando apenas as poténcia

da sua matriz de transicao, sem grandes dificuldades temos,

0 1/2 1/2 1/4 1/4 1/2
PP=|1/4 1/4 1/2 |,PP=| 1/4 3/8 3/8
1/4 1/2 1/4 1/8 1/2 3/8

Agora usando a definigao 1.2.1 vemos que para o inteiro ¢t = 3 ja temos que P3(x,y) > 0
para todo z,y € €.

Iremos sempre dizer que a matriz (ou matriz de transi¢do) possui uma dada proprie-
dade, por exemplo a matriz é irredutivel, quando queremos dizer que a cadeia de Markov
com matriz de transi¢do P é irredutivel, achamos que esta forma completa é mais pedante
sem nenhum acréscimo, a menos quando houver a possibilidade de confusao, usaremos
sempre a forma mais enxuta.

Vamos introduzir mais uma caracteristica, suponha que estamos nos espacgo de estado
2 =1{0,1,2} e que Xy = 0, e suponha que podemos apenas retornar para o estado 0 num
tempo, digamos, par. Nao ¢ muito dificil de acreditar que este tipo de cadeia exista. Neste
caso, o estado 0 apresenta um comportamento bem peculiar, o tempo de visita ao estado
0 demonstra uma periodicidade. Abaixo vamos definir esta caracteristica rigorosamente e

logo apds um exemplo para melhorar o entendimento.

Definigao 1.2.4 (Periodo). Considere o conjunto T(x) := {t > 1 | P'(z,z) > 0} o
conjunto de tempos da cadeia em que € possivel retornar a posicio inicial x. O Pertodo
do estado x € definido como o mdximo divisor comum do conjunto T (x). Para uma cadeia
irredutivel, o periodo da cadeia € definido como sendo o periodo que é comum a todos os
estados. A cadeia serd chamada de Aperiddica se todos os estados tem periodo 1. Se

uma cadeia nao € aperiodica a chamaremos de periodica.
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Exemplo 1.2.5. Suponha que se tem uma mdquina que pode estar em trés possiveis
situacoes: 1 - funcionando; 2 - em reparo; 3 - inoperante. FEssa mdquina é observada
apenas quando hd mudanga de estado. Vamos supor que se a mdquina esta funcionando
entdao tem a mesma chance de ficar em reparo ou inoperante, e se a mdquina esta em
reparo ou inoperante ela volte a funcionar. Desta forma podemos modelar este problema

com uma cadeia de Markov com a sequinte matriz de transicdo,

0 1/2 1/2
P=|1 0 0
1 0 0

Nao é dificil de perceber que esta cadeia é periédica com periodo 2 e vale

1 0 0 0 1/2 1/2
Pr=101/2 12|, P™'=|1 0 0
0 1/2 1/2 1 0 0

Cadeias e estados que sao periddicos sao sinénimo de desinteresse na teoria de cadeias
de Markov, pois sem essa a hipdtese de aperiodicidade a distribui¢ao P*(xo, -) ndo converge
quando t — oo para qualquer xg € €2, veremos isso melhor no Teorema da Convergéncia

2.3.1. Felizmente, uma simples modificacdo na matriz de transicao ja soluciona este pro-
I+P

2 Y
identidade de ordem |2 x |Q2|. E facil ver que a matriz P, é uma matriz estacionaria e

blema. Dada a matriz de transicao P, considere a matriz Py, := onde [ é a matriz
Pr(z,z) > % para todos os estados x € €2, logo a matriz P é aperiédica. Chamamos P,

como a Forma Lazy de P.

Proposicao 1.2.6. Se P ¢ aperiodica e irredutivel entao existe um inteiro r tal que

P (z,y) > 0 para quaisquer x,y € €.

A demonstracao dessa proposicao pode ser encontrada na secao 3 do capitulo 1 da
referéncia [3].

Vale a pena salientar a diferenga entre a definicao 1.2.1 e a Proposicao 1.2.6. Da-
dos z,y € € a definicdo 1.2.1 nos garante que em algum momento t, a probabilidade
P (z,y) > 0, mas nao temos a garantia que no tempo seguinte (ou em qualquer outro)
essa probabilidade continua positiva (veja o Exemplo 1.2.5). Diferentemente, a Proposigao
1.2.6 nos garante que a partir do tempo r a probabilidade P"(z,y) > 0 para todo x,y € €,
ou seja, temos probabilidade positiva de saltar em r passos de um estado para o outro
para quaisquer dois estados de §2. Olhando para a matriz temos que quando ela é (ape-
nas) irredutivel e escolhendo uma entrada, segue da definicao que vai existir um tempo
que essa entrada vai ser positiva sem nenhuma garantia do tempo seguinte, contudo a
Proposicao 1.2.6 nos garante que a partir de um determinado tempo todas as entradas

da matriz serao positivas.
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1.3 Distribuicao Estacionaria

Iremos definir um vetor de distribui¢do ao qual chamaremos de Distribuicao Estacio-
naria que sera invariante pela acao de P com o tempo. Podemos pensar que a defini¢ao
deste vetor é motivada pelo Exemplo 1.1.5 quando o ¢ — oo na expressao p; = 1 P, ou
seja, o que acontece com qualquer vetor de distribuigao inicial quando o tempo tende a
infinito. Sera que qualquer distribuicao inicial converge para uma distribuicao estaciona-
ria? Mais adiante, sera visto que toda cadeia de Markov, com algumas propriedade, tende

a se aproximar da sua distribui¢ao estacionaria quando o tempo tende ao infinito.

Definicao 1.3.1. Uma distribuicao m em §2 satisfazendo a equacao

serd chamada de distribuicdo estactondria da cadeia de Markov com matriz de tran-

sigao P. Também podemos escrever (1.5) elemento a elemento como seque

m(y) =Y 7(x)P(x,y) Vye€ Q.
€N
Podemos pensar em (1.5) que estamos procurando o autovetor da matriz transposta
de P correspondente ao autovalor 1. Um dos nossos objetivos ¢ demonstrar que sob
certas condicoes, as cadeias de Markov convergem para as suas distribuicoes estacionarias.
Contudo, vamos antes nos familiarizar com o este conceito e provar sob quais condi¢oes

a distribuicao estacionaria existe e se é possivel falar em unicidade.

Exemplo 1.3.2. Como primeiro exemplo, vamos encontrar a distribuicao estaciondria

de uma cadeia de dois estados (ver Exemplo 1.1.5). Vamos escrever m = (w(1),7(2)), dai
L=p p
(r(1),7(2)) = (x(1),7(2)) ( ) :
¢ l-gq

Lembrando que m é uma distribuicao, entao a soma de seus elementos é sempre igual

a1, ou seja, m(1) + w(2) = 1. Logo ficamos com o sequinte sistema de equagoes

m(1) =7(1)(1 = p) +7(2)q
m(2) = 7(p+7(2)(1 —q)
1=n(1)+m(2)

Seque dai, o sequinte resultado
q p
(1) = ——, =n(2)=—.
p+q p+q
Exemplo 1.3.3. Se P é uma matriz de transi¢io simétrica, ou seja, P(z,y) = P(y,z),

entdo a distribuicio uniforme € estaciondria para P.
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De fato, escrevendo n = || teremos que 7(z) = % para todo x € (Q, pois

1 1
> mW)Py,x)=—> Plz,y)=—=r(x)
yeN n yeN n
Proposicao 1.3.4. Seja P uma matriz de transicao de uma cadeia de Markov irredutivel.
Entao eziste uma unica distribuicao estaciondria m em ) tal que m = 7P e w(x) > 0 para

todo = € (2.

Demonstracdo. A prova da existéncia serda omitida e pode ser vista na secao 5 do capitulo
1 de [3]. Mas é simples provar a fato que 7(z) > 0 para todo z € 2. Com efeito, suponha,
por contradigdo, que existe = € Q tal que w(z) = 0.
Como P ¢ irredutivel existe y € Q \ {z} com P(y,z) > 0 e como vale que
m(z) =) 7(y)Py, )
yeQ
entdo 7(y) = 0. Novamente como P é irredutivel existe z € Q\ {z,y} tal que P(z,z) >0
ou P(z,y) > 0. Assim se P(z,y) > 0 temos que
m(y) =D m(2)P(z,y)
2€Q
entdo 7(z) = 0, andlogo para P(z,z) > 0.
Desta forma, conseguimos estender este procedimento para todos os elementos de €2,
portanto m(w) = 0 para todo w € Q, o que é uma absurdo com o fato de 7 ser uma
distribuicao.

Agora suponha por contradi¢cao que existem duas distribuicoes, digamos m; e 3.

m1(x)
o ()

reescrevendo e aplicando o somatoério em x temos,

1= m(z)=C>Y m(z)=C.

Se existe C' € R tal que = (' para todo x € €2, entdao temos que C' = 1, pois

para todo w € €. Por outro lado, existe ao menos um w € €2 tal que

, assim usando a hipdtese de estacionalidade de mq, irredutibilidade
Up) ($0) Uy (w)
de P e multiplicando e dividindo por um termo conveniente,

@) = S m@) P o) = 3 DY )Py, z0) > 3 ) )Py, a0)

7 T2(y) 72 (o)

Novamente, usando a estacionalidade de o,

7T1($0) > Wl(mo) 272(9)]3(3/,370) = Wl(ﬂio),

9 (Z‘o) v

o que é um absurdo! Portanto, o quociente de entre as duas distribuigoes é sempre cons-

tante o que resulta que m = my, como queriamos provar. ]
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1.4 Cadeia Reversivel

Aqui veremos um tipo especial de cadeia de Markov, as que possuem uma propriedade
de simetria ao longo do tempo da seguinte forma, se estudarmos o comportamento da
cadeia ao longo do tempo de ¢y até ¢, € o mesmo que estudar do tempo contrario, ¢,, até
to. Este tipo de propriedade sera ricamente usado no capitulo 5, por enquanto iremos ver

alguns conceitos iniciais.

Definigao 1.4.1 (Cadeia Reversivel). Seja (X,)n>0 uma cadeia de Markov com matriz
de transicio P e uma distribuicio m em 2. Chamamos de Equagoes de Balango De-

talhado, abreviado por EBD, se satisfaz
m(x)P(x,y) = 7(y)P(y, x) para todo z,y € €.

Se uma cadeia de Markov satisfaz a EBD para alguma distribuicao entao vamos chama-la

de reversivel.

Proposicao 1.4.2. Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov no espaco de

estados Q. Qualquer distribuicdo m que satisfaca a EBD € estaciondria para P.

Demonstragio. Vamos verificar que sabendo que vale EBD, ou seja, 7(z) P(z,y) = 7(y) P(y, x)

chegamos que m = wP. De fato, aplicando a somatorio na condi¢ao de EBD,

Y w(@)P(x,y) =Y w(y)P(y,z).

yeQ yeQ

Agora, como a somatoéria das probabilidades é 1, resulta que

m(x) Y Plr,y) = > 7(y)Ply,x)

yeN
m(x) = Y w(y)P(y,x)
yeN
ou seja, vale que m = P, como gostariamos de provar. O

Repare que na nossa definicao da EBD nao fizemos a exigéncia de 7 ser estacionaria,
contudo o nosso primeiro resultado nos mostra que se satisfaz as EBD entao 7 é estaci-
onaria, desde que P seja uma matriz de transicao. Assim, muitas vezes, é mais simples
verificar a EBD para garantir que uma distribuicao em particular é estacionéaria. Além

disso, usando a definicao das equagoes de balanco detalhado teremos,
7(xg)P(xo, 1) - -+ P(xp_1,2y) = 7(20) P(xp, Ty 1) -+ - P21, 20)
o que podemos reescrever da seguinte forma,
PA{Xo=20, X1 =21, , Xp =2} = PA{Xo =2, X1 =21, , X, = 20}

Em outras palavras, se uma cadeia (X;) é reversivel e tem distribuigdo inicial estacio-
néria, entao as distribui¢oes dos vetores aleatérios (Xo, X1, -+, X)) e (X, X1, -+, Xo)

coincidem, o que explica a terminologia reversivel.
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Exemplo 1.4.3. Se P ¢ uma matriz de transicao da cadeia de Markov reversivel com
respeito a 7, entdo P? também é uma matriz de transicao de uma cadeia de Markov

reversivel com respeito a .

Com efeito, primeiro vamos escrever a P? como um somatério e usando o fato de P
ser reversivel teremos

m(x)P*(z,y) = n(x ZP (z,2)P(z,y) = > w(z)P(z,2)P(z,y).

z
Agora, usando a hipotese de ser reversivel e comutando os termos do produto de forma
conveniente

7(x)P?(z,y) = ZW(Z)P(Z,I)P(Z, y) = Z?T(Z)P(Z, y)P(z,x).

Por fim, usando novamente a reversibilidade,
> m(2)P(z,9)P(z,2) = Y _w(y)Ply, 2)P(2,2) = n(y) P*(y, ).
Vamos ver agora um exemplo onde a cadeia de Markov possui uma distribuicao esta-

cionaria mas nao vale a equacgao de balango detalhado.

Exemplo 1.4.4. Considere um passeio aleatorio tendencioso no 4-ciclo, com a sequinte
dinamica: uma particula se move no sentido hordrio com probabilidade p e com probabi-

lidade 1-p no sentido anti-hordrio.

Figura 5 — 4-ciclo

Sem grandes dificuldades vemos que a matriz de transicao é

0 P 0 1—p
1—p O P 0
0 1—»p 0 P
P 0 1—p 0
Observe que esta cadeia é irredutivel, logo temos a garantia da existéncia e unicidade

da distribuicao estacionaria e resolvendo a equacao matricial 7 = 7P resulta que m =
(1/4 1/4 1/4 1/4). Porém,

"(2)P@.1) = 1(1-p) # 1p=(DP(L2)
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sempre que p # % Logo nao vale a equacao de balango detalhado (quando p # %)
Como ja vimos, nem todas as cadeias de Markov sao reversiveis. No entanto podemos
criar uma cadeia de Markov reversivel a partir de qualquer cadeia de Markov exigindo

apenas irredutibilidade.

Definicao 1.4.5. A reversdo do tempo de uma cadeia de Markov irredutivel com
matriz de transicao P e distribuicdo estaciondria w é uma cadeia com a matriz de transicao

dada por
5 m(y) Py, )
P(zr,y) = ———"—.
(z,y) @)
A exigéncia da cadeia inicial ser irredutivel que vai nos garantir que a matriz f’(a:, Y)
seja estocdstica. Para tanto temos que mostrar que P satisfaz a defini¢io 1.1.2. Sem
nenhuma dificuldade, percebemos que para quaisquer z,y € €2 vale

~

P(z,y) 20
e como vale que m = 7P teremos,
~ 1 7(z)
by ) (o)

O resultado seguinte explica o porque da nomenclatura de reversao do tempo.

Proposicao 1.4.6. Seja (X;) uma cadeia de Markov irredutivel com matriz de transi¢io
P e distribuicao estaciondria w. Fscreva ()?t) para cadeia de reversao do tempo com matriz

de transicao P. Entao m € estaciondria para P e para quaisquer xg, x1,--- ,x; € () temos,
P{Xo=w0, X1 =m1,- -, Xy =2} = Pe{Xo =2, Xy = 241, , Xy = 0}

ou escrevendo de forma equivalente,

~

7o) P(xo, 1) - -+ - - P(wi—1, 20) = m(2) P2y, 24-1) - - - - - Play, o)

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que vale 7P = 7, logo 7 sera estaciondria para
P. Com efeito,

> 7(1)Pla.a) = 3 ) LD — 2(a) 3 Play) = ()

Para a segunda parte, escrevemos
(o) P(wo, 21) + -+ P41, 74)

e multiplicamos e dividimos por IT'_;7(z;), e reagrupando teremos

m(xo)P(o, 21) (1) P21, 22)  w(@e) Plaes, 20) - m(xy)

m(xy) m(xs) ()

agora usando a defini¢ao de P segue o resultado. ]
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Este resultado nos informa que qualquer trajetoria em uma cadeia de Markov irreduti-
vel P que comecga com a distribuigao estacionaria 7 tem a mesma probabilidade de ocorrer
que a trajetoria reversa em uma cadeia de Markov P, iniciada com a mesma distribuicao
estacionaria 7.

Por fim, o nosso préximo resultado nos mostra uma equivaléncia de cadeia reversivel

com tempo de reversao de Markov.

Proposicao 1.4.7. Uma cadeia de Markov com matriz de transicao P é reversivel se, e

somente se, P = P.

Demonstrag¢ao. Primeiro suponha que a cadeia seja reversivel. Usando que vale w(x) P(x, y)

7(y)P(y, x) teremos para quaisquer x,y € €,

Pla) = SWF0) 0y

= P(z,y).

Por outro lado, se vale que P = P basta usar a definicao de P e verificar que vale a

equacao de balango detalhado, logo a cadeia é reversivel. O]
Corolario 1.4.8. Toda cadeia de Markov irredutivel com dois estados é reversivel.

Demonstragio. Escrevendo Q = {x,y} basta notar que vale 13(:16,35) = P(z,x) (isso vale

para qualquer cadeia) e como a soma da linha é 1 entao f’(m,y) = P(z,y), portanto
P=P. O
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2 Convergencia de Cadeia de Markov

Neste capitulo tem como resultado principal o Teorema da Convergéncia 2.3.1, que nos
mostra quais condigoes sao necessarias para a convergéncia de uma cadeia de Markov para
a distribuicdo estacionaria. Mas para estudar convergéncia é necessario primeiro definir
uma métrica, desta forma esse é o primeiro assunto a ser explorado nesse capitulo, além

de estudarmos propriedades dessa métrica.

2.1 Distancia de Variacao Total

Vamos comecar estudando uma forma de "medir'a distancia entre duas distribui¢oes
que ¢é explicitamente probabilistica: a distancia entre as distribuicoes e v é a diferenca

maxima entre as probabilidades atribuidas no mesmo evento, como veremos abaixo.

Definicao 2.1.1. A distancia de variagao total entre duas distribuicoes de probabi-
lidade p e v € §) é definido por

I = vllrv = max [p(A) —v(A)] (2.1)

Exemplo 2.1.2. Vamos voltar no Exemplo 1.1.5. Sua matriz de transicdo é

l=p p
qg 1l—gq
e sua distribuigdo estaciondria é m = (ﬁ, p%q). Vamos supor que comegamos no estado
]7 ou seja, Ho = (170)
Como so existem apenas dois estados, existem apenas quatro possibilidade de eventos

A C Q. Por isso € fdcil ver que
e = 7llrv = P(1,1) = (1) = 7(2) — P(L,2).

Usar a definigao de distancia de variacao total (2.1) nem sempre é a maneira mais facil
de calcular a distancia de duas distribuicoes, por isso vamos mostrar formas alternativas

de calcular a distancia de variagao total.

Proposicao 2.1.3. Sejam p e v distribuicoes em ). Entao
1
= vllv = 5 3 lu(@) = v(x)].
€N

Demonstragio. Considere o conjunto B = {x : p(z) > v(z)} eseja A C Q para qualquer

evento. Lembrando que podemos escrever A = (AN B)U(ANB) ! conseguimos a seguinte

L A notacdo XUY quer dizer unido disjunta, ou seja, X UY com X NY = .



34 Capitulo 2. Convergéncia de Cadeia de Markov

relacao

u(A) —v(A) = [pANB)+u(ANB°)] —[v(ANB)+v(AN B (2.2)
= [WANB)—v(ANB)|+ [u(AN B°) —v(AN B

<0

< w(AnB)—-v(ANB).
De forma andloga podemos escrever B = (AN B)U(A°N B) e temos que

w(B) —v(B) = [u(ANB)— (AN B]+ [u(A° N B) — v(A°N B)

>0

> pw(AnNB)—-v(ANB)
logo,
u(A) —v(A) < w(ANB) —v(ANB) < u(B) — v(B). (2.3)

Como A é arbitrario, podemos escrever que p(A°) —v(A°) < u(B)—v(B) e disso segue
que v(A) — u(A) < u(B) — v(B), portanto

1(A) = V()] < u(B) - v(B).
Por outro lado temos
u(B) ~ v(B) = (1 - u(B%)) — (1 — v(B)) = v(B°) - u(B°).
Mais ainda, somando de forma conveniente resulta que
20u(A) — v(A)] < (u(B) — v(B)) + (v(B°) — pu(B°)).

Agora tomando A = B (ou B°) e 0 méximo resulta

I = vllrv = 5 [p(B) = v(B) + v(B°) — (B°)] = ; > () = v(@)].

e

N | —

Corolario 2.1.4. Sejam p e v duas distribuicoes em €2, logo

e =vlrv =3 [u(z) —v(@)]

zEeEQ
p(z)>v(z)

Demonstracio. Como vale que
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e usando o teorema anterior teremos

vl = 53 In(x) — v(a)]

z€Q
=l Y @ el Y ) - )
p(@)>v(x) (@) >p(x)
= Y (bl v
u(zzész(z)

O

Observe que o sinal de > no subindice do somatoério pode ser substituido por > pois
se existe zg € Q tal que u(xy) = v(xg), entdo p(xg) — v(zo) = 0 e portanto nao interfere
no valor do somatdrio.

Um outro fato importante que podemos observar facilmente usando a Proposicao 2.1.3

é que a distancia de variagao total é de fato uma métrica definida em €2, pois satisfaz:

i) Positividade, ou seja, ||y — |7y > 0 para toda distribuigdo u, v. Segue diretamente

da definicao.

ii) Simétrica, ou seja, ||y — v||rv = || — pl|rv. Novamente, segue pela defini¢ao ou se

preferir pela Proposicao 2.1.3

iii) Desigualdade triangular. Segue da Proposigao 2.1.3 e a desigualdade triangular para

numeros reais.

Proposicao 2.1.5. Sejam p e v distribuicoes em ). Considere o conjunto
S={>_ f@nlz) = >_ fl@w(x) | max||f(z)] <1}
€S €N

entao

1
1= vl = 55up S

Demonstragio. Suponha que f satisfaz max,cq || f(x)| < 1, assim,

LI @) — X i)

€ e

< S U @lute) ~ vl)] < 5 3 ula) — vix)

€ e

Passando o supremo sobre as fungdes temos que 3sup S < ||u — v|7v. Por outro lado,

vamos definir a funcao

@) = { 1 se p(z) > v(x);

—1 se p(z) < v(z).
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Dai,
| S wn) - % f*(:v)V(fv)] = X S @) -~ va)
- ;{ S ) —v@)+ Y ) ate)
w(z)<v(z) v(z)>p(z)

1
=:§WM—WWFHW—MMH

= |lp—=vrv.

Ou seja, achamos uma cota superior para o supremo e uma funcao onde atinge esta cota,

portanto vale a igualdade. O

2.2 Distancia Padrao

Estamos interessados em limitar a distancia entre P(xo,-) e ™ para qualquer xy € €.

Este é um dos nossos principais objetivos nesse capitulo.

Definicao 2.2.1. Sejam x,y € Q definimos,

d(t) = max | P'(z,) = 7)oy (2.4)
a(t) i= mag |1P'(s,) = P'(5.) v (25)

Nos préximos resultados iremos ver algumas propriedades desses dois objetos definidos

acima e também algumas desigualdades que os relacionam.

Proposicao 2.2.2. Seja P uma matriz de transicio com distribuicao estaciondria T,

entao

Demonstracao. Basta usar o Corolario 2.1.4 e propriedade de méaximo como segue

0= % B -Panl= ¥ a)i- 00 - D),

yen yen m(y) Y m(y)
Pl(z,y)<n(y) Pl(z,y)<m(y)
Portanto segue o resultado. ]

Proposigao 2.2.3. Considere d(t) e d(t) como definidos previamente entdo,

d(t) < d(t) <2d(t). (2.6)
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Demonstragio. Usando a desigualdade triangular e as definigoes de d(t) e d(t) temos

d(t) = max|P'(x,") — P'(y,")||lrv
z,y€efd
= max ||P'(z,") +7—7m— P (y,")||lrv
RIS

IN

max || P(z, ) = wllry +max | Py, ) = wllrv

2d(1).

Para mostrar que d(t) < d(t), primeiro note que, 7 sendo distribuicao estacionéria,

temos que m(A) = 3, cqm(y)P'(y, A) para qualquer conjunto A. Usando este fato, escre-

vemos
d(t) = max||[P'(z, ) — 7|7y = rggécrggx\P z, A) = m(A)| = max max | P'(z, A) - y%ﬂ(y)Pt(y,A) :
Usando de forma conveniente a propriedade de médulo e que 1 = 3>, 7(y), logo

_ ¢ _ pt < t _ pt
d(t) = max max E)W(@/)[P (2, 4) = P'(y, A)]| < max e Z y)|[P'(x, A) = P'(y, A)]| .

Podemos usar o fato que o maximo de uma soma nao é maior que a soma dos maximos
e o fato que a média ponderada de um conjunto nunca é maior que o seu elemento maximo,

para obtermos

) < magemax 32 7) (P2 4) = Py, A)]
t t
< max W<y>f£95<\[P (v, 4) = P'(y, A)]|
yeN
< max ) 7w(y)[|P'(x,) = P'(y,-)llzv
yeN
< max ||P(z,-) — P'(y,)||lrv
z,y€ef

= d(1).

Proposigdo 2.2.4. Para todo s,t > 0 vale d(s +t) < d(s)d(t).

Esta demonstracao faz uso da teoria de acoplamento e o mesmo nao serda abordado
neste texto, porém o leitor interessado pode encontrar a demonstracao na secao 4 do
capitulo 4 da referéncia [3] ou na segao 4 do capitulo 2 de [1].

Infelizmente, d(t) ndo possui esta propriedade, abaixo daremos um contra-exemplo,

porém d(t) e d(t) sao fungdes nao-crescente, como veremos na proposi¢ao a seguir.
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Exemplo 2.2.5. O Ezxemplo 1.1.5 é um caso em que ndo vale a desigualdade d(t + s) <

d(t)d(s). Neste exemplo temos a seguinte matriz de transi¢io

P:(l—p p )
¢ 1-—gq
com distribuicao estaciondria m = (p%q? zﬁq)'

Primeiramente, iremos escrever P da seguinte forma, P = QDQ ™! em que D é uma
matriz diagonal e os elementos da diagonal principal sao os autovalores de P, que por sua
vez s80: A\ = 1 e Ay = 1 — p — ¢. Considere que 0 < p < ¢ < 1. E necessario que, tanto p
quanto ¢ nao assumam o valor 0 pois senao a matriz ficaria redutivel, nem o valor 1 pois
sendo a matriz ficaria periodica.

Com uma conta simples, resulta que o autoespaco de A1 e Ay sdo, respectivamente,
[(1, D] e [(—p/q, 1)], dai teremos que

o-(1 1) =% %)
pta  ptg

Assim
P = QDQ!
_ (1 —pla 1 0 bt pra |
1 1 0 1-p—gq e ota
Logo,
Pt — QDthl

t —
L 0 1-p-q) p+qq piq

¢g+pl—-p—q' p—p(l—p—q)

_ p+a pta
q—q(l—-p—q) p+ql—-—p—2q)
p+q p+yq

Note que, —1 < 1 —p — ¢ < 1 e recorde que Q2 = {1, 2}, logo

d(t) = max||P'(z,) — 7|rv

e
— max |2 3| Pl y) — 7(y) |]
zeQ | 2 ’
yeN

~ max ; (| (e, 1) = (1) | + | P'(2,2) — 7(2) I)]

zeQ |
1 q p
(| Pz, 1) — 21— Pz, 2) — 2
nax | o <| (z,1) —— | + | P'(z,2) )1

= max
i p+q
B 1<q|1—p—QV qll—p—QV>
= = +
2 P+q p+yq
gl1—p—gql
p+yq
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Assim,

l-p—ql° l—p—gql
ds)d(t) = (ql p QI><QI p rﬂ)
p+aq p+aq
_ g (Ml—p—QIt*s)
p+aq p+aq

= 1 qi+ ).
p+q

Por fim, basta responder a seguinte pergunta: para quais valores de p e ¢ teremos
d(t+s) <d(t)d(s) ? Ora, supondo d(t +s) < d(t)d(s) implica dizer que —-

p < 0 que é uma contradicao pela nossa consideracao de 0 < p < g < 1.

+ > 1, ou seja,

Proposigao 2.2.6. As fungdes d(t) e d(t) sdo nio-crescentes.

Demonstragio. Primeiro vamos mostrar para a fungao d(t), para tanto vamos usar a

Proposicio 2.2.4 e o fato que 0 < d(t) < 1 como segue

d(t +s) < d(t)d(s) < d(t).

Para a d(t) vamos usar a Proposi¢ao 2.1.3, escrevendo 1 = >, P(x, z) e usando de

forma conveniente o maximo, temos

— i+s D) — — t+8 —
A(t+5) = max | P, ) = wllgy = max o Z|P (2,y) = 7(y) |

= max — Z

(x,2)P°(z,y) — ZPta:z ‘

e
< t S _
< maxo ZZP z,z) | P*(z,y) — 7(y) |
<

maXZPt x,z) max (22 | P*(2,y) — 7(y) |>

z€Q

= d(s).

2.3 O Teorema da Convergéncia e o Tempo de Mistura

Agora ja conhecemos e estamos bem familiarizados com todas as hipdteses e ferramen-
tas (irredutibilidade, aperiodicidade e a distancia de variagdo total) que sdo necessérias
para a demonstragao do Teorema da Convergéncia, que garante a convergéncia de todas as
linhas de P*(z,-) para a distribui¢ao estaciondria, ou seja, garante sob algumas condigoes
que qualquer distribuicao P(z,-), com x € € se aproxima da distribuigdo estacionéria
m. A demonstracao é feita basicamente com operacoes com matrizes e vetores e indugao

matematica.
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Ao final dessa se¢ao tratamos também o tempo de mistura que é um parametro que
mede o quao préximo a distribuigao P'(z,-), com x € € estd proxima da distribuicao

estaciondria .

Teorema 2.3.1 (Teorema da Convergéncia). Suponha que P seja irredutivel e aperiodica,
com distribuicio estaciondria w. Entdo existe uma constante o € (0,1) e C' > 0 tal que,

d(t) = max || P'(x,-) — 7|lrv < Ca. (2.7)

€N

Demonstracao. Considere P sendo irredutivel e aperiddica, pela Proposicao 1.2.6 existe
r tal que P" tem entradas estritamente positivas. Além disso, como P é irredutivel, pela
Proposicao 1.3.4, m(y) > 0 para todo y € 2, assim defina II como sendo a matriz com |Q]
linhas, sendo cada linha o vetor de 7, logo IT é uma matriz estocéstica de ordem |Q2] x |

Para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos
P'(z,y) = ém(y) > 0

para todos x,y € Q. Tome 0 =1 — 96 > 0. A equacgao

Pr=(1-0)+6Q (2.8)

define uma matriz estocastica Q. Com efeito, pela definicdo de matriz estocastica basta
mostra que todos os elementos da matriz () sao nao-negativos e a soma dos elementos de

cada linha ¢ igual a 1. Para tanto, usando (2.8) ¢ P"(x,y) > dn(y) logo,

Praz,y) — (1 = O)(z,y)  P(z,y) — 7(y)

Qr,y) = 7 7

> 0,

e para todo x € () temos

S Qx,y) = Yyea Pz, y) — (19— 0) > o ll(z,y) _ 1= (2 —0) .

yeQ

Iremos precisar das duas afirmagoes seguintes, a primeira é: se M é uma matriz esto-

castica, entao MII = II. De fato, sejam x,y € €2, dai

(MI)(w,y) = > M(x, k)I(k,y) = 7(y) 3 M(z,k) = n(y) = (z,y).

ke ke

A segunda afirmacao é: se tM = 7, entao Il - M = II. De fato, como cada linha de II
é formada pelo vetor m a demonstracao é imediata.

Agora, vamos usar inducao sobre k para mostrar que

P = (1 - 6" + 6FQ*. (2.9)
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Se k = 1 o resultado é imediato por (2.8). Assumindo que (2.9) é verdadeiro para

k = n, vamos demonstrar que é valido para k£ =n + 1. Com efeito,
printh — propr — (1 — g™)I1 + 6"Q"| P (2.10)
Expandindo P" no lado direito da expressao anterior e usando (2.8)
Prot = (1 MIP" + 0"Q P
= (1-6MIP" +0"Q" [(1 — 0)II + 0Q)]
= (1—=0"IP" +(1—0)0"Q"IL + 6" Q"+,
Usando que [1P" =11 e Q"II = II temos que,
PO — (1= "I+ (1 — 0)0"TT 4 0" Q"
_ [1 —m e — en-l—l} I+ 9n+1Qn+1
_ [1 . 0n+1} I+ 0n+1Qn+1.

Isto prova a validade de (2.9). Multiplicando ambos os lados de (2.9) por P’ e reagru-

pando os termos temos
Pt 11 = 6% (QFP7 — ). (2.11)

Para completar a prova, vamos usar a Proposi¢ao 2.1.3, ou seja, somando os valores
em médulo dos elementos da linha zy (arbitrario) em ambos os lados de (2.11) e dividindo

por dois. Portanto, para qualquer xq € € temos

k
S NP g, a) Moo, 2)| = T 3 Q) o, ) — T, )

zeQ e
= 0" (Q*P?)(xo,") — 7|l7v
< o (2.12)

em que a desigualdade acima ocorre do fato que a métrica de variagdo total entre duas
distribuigoes varia no intervalo [0,1]. Em particular, dado ¢ € N, existem j,k € N com
0 <j <rtal que t =rk+ j e obtemos por (2.12),

o , N 1
P (e, ) = wllev < 0F = (Voy6 =at (5) <o’ (5) = Cal,

1
onde tomamos o = V0 e C = 7 O]

Por causa do Teorema 2.3.1, a distribui¢ao m também é chamada de distribuicao de
equilibrio.

E til introduzir um parmetro que mede o tempo necessario para uma cadeia de
Markov estar préoxima da sua distribuigdo estacionaria com um erro escolhido, o que

motiva a proxima definigao.
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Definigao 2.3.2. Seja e € [0, 1], o tempo de mistura de uma cadeia de Markov é definido

por

tmiz(€) :=min{t | d(t) < &}

Vamos concluir essa secao com algumas observagoes sobre o tempo de mistura.

(i)

(i)

Nao é dificil de perceber que a exigéncia de 0 < ¢ < 1 é necessaria visto que a

distancia de variacao total varia também de 0 a 1.

[Uma relagao entre tempos de mistura com taxas distintas|] A partir das Proposigoes
2.2.3 e 2.2.4, segue que quando c e t sdo nimeros inteiros ndo negativos quaisquer,

implica que,
d(ct) < d(ct) < d(t)°. (2.13)

Agora, usando (2.13) e a Proposi¢ao 2.2.3 nos mostra que, para qualquer [ inteiro

nao negativo,
d(ltmix(g)) < E(ltmi$<5)) < E(tmix(g))l < [2d<tmim(5))]l < (25)1- (2-14)

Repare que, em (2.14), o interessante é termos 0 < ¢ < 1/2, pois ja sabemos que a

distancia de variagao total é no maximo 1. Agora, dado 0 < § < 1 tal que vale
A(ltpmiz(e)) < (28)' < 6.

Usando a defini¢do do tempo de mistura resulta que t,,:(0) < ltni.(€), por outro
lado

log, 0

(2e)! < § resulta em [log, 2¢ < log, § portanto [ >
log, 2¢

= log,. 0.

Resumindo, temos que
sempre que [ > log,. 0, 0 < e < 1/2e 0 < e < 1. Mas como estamos querendo a

melhor cota possivel para [ vamos tomar a igualdade, logo vale que

tmiz(0) < 10gy. & - tix(€).

Um caso particular que vale a pena ressaltar é quando relacionamos o t,,;,(¢) com
0 tpmiz, desta forma temos

tmiz(€) <108y € Hmia-
Estd tltima desigualdade pode servir para justificar a escolha de e = 1/4 na defini¢ao
2.3.2.
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(ili) [tmiz(e) € o Teorema da Convergéncia 2.3.1] O Teorema da Convergéncia 2.3.1
permite-nos obter uma cota para o tempo de mistura t,,;,(¢). Recorde a anotagao

utilizada no Teorema da Convergéncia 2.3.1 e observe, por (2.7),

1 €
() < log, a 082 C

Usando que o = V0 e C = % obtemos que

log, €
1.
log, 0 * ]

tmm(f) S r [

Em particular, uma estimativa ¢ dada considerando
r =min{t € N | P'(z,y) > 0 para todo x,y € Q}

e =1-0 onde
d = min L (z.y)
wwel m(y)
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3 Limitando o tempo de mistura

Conseguimos sempre descrever uma cadeia de Markov finita através de uma matriz, que
chamamos de matriz de transicao, entdo é natural fazer um estudo sobre estas matrizes.
Desta forma, veremos que a partir dos autovalores da matriz de transi¢do conseguimos
uma 6tima estimativa do tempo de mistura, que é extraordinario de se pensar, pois apenas
calculando os autovalores da matriz de transicao conseguimos saber de antemao quantas
vezes precisamos iterar a cadeia para que esta esteja proxima da distribuicao estacionaria.

Além disso, vamos definir um novo produto interno que permite que a base de auto-
vetores seja ortonormal, como veremos no Lema 3.1.2.

Ao final iremos estimar o tempo de mistura usando a geometria do espaco de estado

que serd muito ttil no capitulo 4.

3.1 A Representacao Espectral

Comecamos com alguns fatos elementares sobre autovalores de matrizes de transicao.
Proposicao 3.1.1. Seja P a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov finita
(i) Se A € um autovalor de P, entao | X |< 1;

(i) Se P € irredutivel, o autoespaco do autovetor correspondente ao autovalor 1 € uni-

dimensional e é gerado pelo vetor coluna 1:= (1,1,--- ,1);
(7ii) Se P € irredutivel e aperiddica, entdo —1 ndo é um autovalor de P.

Demonstra¢io. Primeiro afirmamos que ||Pfllco < ||floo, onde || f|lco = maxzeq | f(z) |.

Com efeito, temos

1P £l = max < max 3" P(a,y) | fy) < max | £(5) |= |l

yeN

%P(m,y)f(y)

Agora suponha que f seja um autovetor da matriz P com autovalor A\, entao vale que

Pf = \f e, usando a afirmacgdao acima conseguimos que

| A oo = A lloo = 1P flloe < N1f oo

Portanto | A |< 1, logo demonstramos o item (7). Para o item (ii), precisamos do
seguinte fato: 1 ¢ um autovalor de P se, e somente se, 1 também ¢ autovalor de Pp, (a
forma lazy de P). De fato, suponha que P admita o autovalor 1. Dai temos, Pf = f para

alguma f # 0 e como por definicdo P, = %P + %I segue que

Pif=gPf+olf=cf+sf=F
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Logo 1 é um autovalor de Pr. Reciprocamente, suponha agora que Prf = f, logo
1 1
PLf:§Pf+§[f:f

1 1
“Pf——
2 / 2f
Pf=Ff.
Seja 1 o autovalor de P associado ao autovetor f, logo Pf = f. Vamos mostrar que

f(x) =1 para todo = € Q, note que vale P'f(x) = f(x), pois

P'f(x) = P"H(Pf(x)) = P f(z) = - = f(z).

Como P ¢ irredutivel entao existe a distribui¢ao estacionaria w. Agora, usando a equiva-
léncia P'f = f < P} f = f temos

[ f(x) = E-f| = | P'f(x) - Ef|
= | PLf(z) —E.f |

= Y Plz.y)fy) = fy)n(y)

yeN ye
< r?eaé( | f(2) | Z ’ Pf(x,y) —7(y) |
yeQ

< 2max| f(2) | 1Py (2, ) = 7|7y

Como Py, é irredutivel (pois P é irredutivel) e aperiédica, entao podemos usar o Teorema

da Convergéncia 2.3.1
| f(2) = Bxf |< 2max | £(2) | [Pz, ) — 7l — 0

Portanto f(z) = E,f, ou seja, f(z) é constante para todo x € 2, com isso termina a
demonstragao do (ii). Para o item (zii), suponha por contradigdo que P seja irredutivel
e aperiodico com autovalor —1. Note que conseguimos as seguintes relagoes usando o

Teorema da Convergéncia 2.3.1
flax) = P f(x) =% Erf;
—f(x) = P f(x) ZF Edf.

Logo para t suficientemente grande, temos f(z) = E,f = —f(z), portanto, f(z) = 0.

Contradicao pois f é um autovetor, ou seja, f # 0. ]

Denote por (-,-) o produto interno usual em R, dado por (f,g) = S.cq f(7)g(z).
Mas ¢é de nosso interesse adotar um produto interno que deixa a base de autovetores
ortonormais como sera visto no proximo resultado, assim é preciso de outro produto
interno, denotado por (-, ), e definido por

(f.9)x = >_ f(a)g(z)m(x).

e
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Proposicao 3.1.2. Seja P reversivel com respeito a distribuicao .

(i) O espago com produto interno (R, (-, -);) tem uma base ortonormal de autovetores

{f; }] 1 corresponde aos autovalores reais {\;};
(7i) A matriz pode ser decomposta como

Pt(l‘ y 12

=4

(iii) O autovetor fi correspondente ao autovalor 1 pode ser tomado como sendo o vetor

constante 1, e nesse caso

T(y) =1+ ij (3.1)

Demonstragio. Defina A(z,y) = 7'/%(x)7~'/?(y)P(z,vy), onde 7/2 é o vetor cujas entra-
das sdo as raizes das entradas de m e observe que P é reversivel se, e somente se, A é

simétrico, pois
Al y) = Aly,x) & (jjgyi) " Play) - (jjgj) " Ply.x) & (@) Ple.y) = 7(y)Ply, ).

Logo pelo Teorema Espectral segue que A possui uma base de autovetores ortogonais
{gpj 1 tal que p; é um autovetor associado ao autovalor );. Note que 7'/%(x) é um

autovetor associado ao autovalor 1, pois

Ar(z) = 3 A, y)r' P (y) = Y <7T(x)> Pla,y)m' 2 (y) = 7'2(y)

yeN yeN ™ (y)

assim definimos ¢; := 7'/%(z) e A; = 1. Denote D, como a matriz diagonal dada por
D (z,z) = m(r), assim podemos escrever A = DY2PD='/2. Se definimos f; := D72y,

entao f; ¢ um autovetor de P com autovalor A;, pois
Pf; = (D;?AD}?) D0 = D20 =\, f;.

Embora os autovetores { f;} ndo sejam ortogonais usando o produto interno usual, os

mesmos sao ortogonais usando (-, ), pois

(pirip5) = (DY2fi, DY £3) = (fi, fi)n-

Isso prova o item (¢). Considere 6, como a fungao

5,(z) 1, sey=unxa,
€T) =
Y 0, sey#zx.
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Considerando (R, (-,-),) com a base ortonormal de autovetores { f; } i1, a fungdo 6,
pode ser escrita como

€2 9

5?/ Z 5?!’ f] Z f]
7j=1
Como P'f; = Xjf; e Pl(x,y) = (P'é,)(),

12|

ij (W) fi().

Dividindo essa equagao por m(y), Completamos a prova de (i7). O item (iii), segue

diretamente do item (iz). O

3.2 O Tempo de Relaxacao
J& sabemos pela Proposicao 3.1.1 que os autovalores de uma matriz de transi¢ao estao
no intervalo [—1, 1], assim podemos nomea-los da seguinte forma,
I=XM>X2>--2>XNg = —1 (3.2)
Definicao 3.2.1. Chamamos de buraco espectral absoluto, a diferenca
Yui=1 = Ay

onde A, := max{| A |: A € um autovalor de P, X # 1}. E o buraco espectral de uma

cadeia reversivel é definido por v :=1 — \s.

Se tivermos que P é irredutivel e aperiddica, segue pela Proposicao 3.1.1 que ~, > 0.
Como consequéncia da seguinte proposicao, temos que os dois valores acima definidos

coincidem no caso de cadeias na forma Lazy.

Proposicao 3.2.2. Os autovalores de uma matriz na forma lazy assumem valores apenas

entre zero e um. Portanto para uma matriz lazy temos que v, = 7.

Demonstracao. Suponha que \; seja um autovalor qualquer de Py, a forma lazy da matriz
P, logo podemos escrever Prv; = \v;, onde v; é o autovetor associado a A;. Por outro

lado, temos

P+1
PL:72 .
Dai,
Pu; i
Aivi = PLUi:U;_U

PUZ‘ = 2)\1111 —V; = (2)\1 — 1)’UZ

Portanto, 2\; — 1 é um autovalor de P, pela Proposicao 3.1.1 temos que —1 < 2)\;,—1 < 1,
ou seja, os autovalores de uma matriz na forma lazy assumem valores 0 < \; < 1.

]
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Definicao 3.2.3. O tempo de relaxacdo t,. da cadeia de Markov reversivel com o

buraco espectral absoluto v, € definido por

trel =
Vx

Um significado operacional do tempo de relaxagdo vem do préximo resultado. Mas
antes temos que relembrar o que é a Variancia de uma varidvel aleatéria X. Por defini¢ao

a variancia de X é
VarX = E(X — EX)2 = EX?— (EX)z.

Contudo no nosso contexto fica da seguinte forma
Vary(f) = Ex(f — E<(f))* = Ex(f)? = (Bx(f))* = (f = Ex(f): f = Ex(f))r-
Proposigio 3.2.4.
Var,(P'f) < (1 — ) Vars(f). (3.3)

Demonstragio. Primeiro vamos mostrar que E,(P'f) = E.(f) = (f, fi)r onde f; =1 =
(1,1,---,1)". Com efeito,

E-(P'f) = > (P'f) =2 > Plxy)f(y)m(z)

€ zeQ ye)
= > [y 7m@)P(z,y) = fly
yeQ e yeQ
= Eﬂ'f = <f> f1>7r'

t

Usando o item (i) da Proposigao 3.1.2 conseguimos escrever P! f = Z‘m (fs [i)nfi5-

Disto temos

P'f—E.P'f = g:l<f, Fidafid = (f. i) = iv, FidefiN5-
Agora da definiciio de variancia e o fato de {f;}1%; é uma base ortonormal, segue que
Varg(P'f) = (P'f = Ex(f),P'f — Ex(f))r = <;Z:<f, fj>ﬂfM§-,jZ:<f, fi)w i) w
SRR s

Agora basta mostrar que ZQQ( I )2 = Vary(f), com efeito,

€2 12

DA fide =2 fz = (F )7 = Ex(f?) = (Bx(f)* = Var(f).

Jj=2 J=1

Portanto, segue o resultado. [
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Vamos mostrar como podemos limitar superiormente e inferiormente o tempo de mis-
tura sabendo de antemao o tempo de relaxacao. Em particular, conseguimos estimar o

tempo de mistura encontrando os autovalores da matriz de transigao.

Teorema 3.2.5. Seja P uma matriz de transicao reversivel e irredutivel de uma cadeia

de Markov com espago de estado 2, e considere Ty, = mingeq m(z). Entao

) ot (3.4)

Demonstragio. Usando o item (iii) da Proposigao 3.1.2 e aplicando a desigualdade de

ETmin
Cauchy-Schwarz temos

12

T <3 s 1<

m(y)

8] 0| 3
2_32 fi(@) Z_; ff(zﬁ] - (3.5)

Usando (3.5) e a ortogonalidade de {f;} temos

9] 1¢] 19]
7(@) = (602} <Zf] x)fj,;fj<x>w<x>fj> = (o ¥ )

onde 9, ¢é a funcao auxiliar definida na demonstracdo da Proposicao 3.1.2. Consequente-

mente, ZL&'Q fi(z)? < m(z)~t. Isto, juntamente com (3.5) implica que
Plz,y)

Ao (=) e
m(y)

W(x)ﬂ(y) o Tmin Tmin o Tmin '

-1

(3.6)

onde a ultima desigualdade usamos 1 —z < e~ * para todo x > 0 que pode ser provada
usando ferramentas de célculo, por exemplo, observando que a fungao f(z) =e*+z —1

é crescente quando x > 0 e f(0) = 0.

-1

Aplicando o Proposi¢ao 2.2.2 temos que d(t) < ,,.;,e”7*". Fazendo algumas manipu-

lagoes algébricas e usando a definigdo de t,,;,(¢), temos que o resultado segue como esta

abaixo,
£ < W;%ne_’)/*tmiz (5)
EMmin S 6_7*tmim (5)
1Og(57rmin) < —Yabmiz (6)
1
V*tmix(g) S - 10g(€7rmm) = log < )
ETmin

IN

1 1 1
tmzx(‘g) fyi lOg (57‘(‘ ' ) = lyrel IOg (571' ] ) :

Teorema 3.2.6. Para uma cadeia de Markov reversivel, irredutivel e aperiodica

bie©) 2 (1~ Do (o). (3.7)
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Demonstracao. Suponha que f seja um autovetor de P com autovalor A # 1, entao temos

Pf = \f. Visto que os autovetores sao ortogonais com relacao a (-, ), e 1 um autovetor,

entao Y,com(y)f(y) = (1, f)= = 0. Disto segue que

| N f (@) [=] P f(2) |= | D[P (2, 9) fy) — 7 (y) f ()] < [1fllc24(2).

ye

Com esta desigualdade, podemos obter um limitante inferior para o tempo de mistura.

Tomando z apropriado para |f(z)| = || f]l proporciona que
| AP 2d(1). (3.8)

Portanto, | A ['m#(&) < 2d(t:.(g)) < 2¢, dai segue que aplicando o logaritmo e arru-

mando a desigualdade anterior conseguimos,

tmiz(€)log(| A [) < log(2¢)
1 1
<>og(| |> o8 (52 (39)
1
Usando a desigualdade log(1 + x) < z para todo > 0, obtemos que log <|)\|>

1 1
log (1 + l—)\| 1) < W — 1, dai, multiplicando esta tltima desigualdade por t,,,.(¢),

Juntando as desigualdades (3.9) e (3.10), temos

mia(€) <M1! - 1) > tmiz(€) log <| 3 |> > log (215>

Passando para A, e ajustando os termos da desigualdade como abaixo, segue o resul-
tado.

resulta

~
3
8
—
™M
S~—
N
[a—
*>/|
>
*
N———
vV
—
o
g
TN
~——

~
3
~
]
—~
™
~—
AV
7N
—_
I
>
*
|
[u—
N———
I~
o
o
N\
& |
N——

(tres — 1) log <21€> :

~
3
~
8
—~
)
~—
Y
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3.3 Relacdo de Abertura

Nesta secao vamos limitar o tempo de mistura explorando a geometria do espago de
estado 2. Uma abertura em €2 mostra a dificuldade de alcangar alguns lugares, limitando

a velocidade de convergéncia.

Definicao 3.3.1. Considere P como a matriz de transicio de uma cadeia de Markov
irredutivel e aperiodica com distribuicao estaciondria w. A medida aresta () ¢ definida

como

Q(z,y) :=m(z)P(z.y), QA B)= > Qzy)

reAyeB

A relacdo de abertura' de um conjunto S € definido por

o(S) = W (3.11)

onde m(S) =Y ,csm(x) enquanto a relagio de abertura de toda a cadeia é

O, := min D(9).
S TF(S)S%
Temos que Q(A, B) é a probabilidade de se mover do conjunto A para o conjunto B
em uma unica etapa quando comecamos com a distribuicao estacionaria. Logo, a seguir

veremos a relacao entre o tempo de mistura com a relacao de abertura.

Teorema 3.3.2. Considere a Relacao de Abertura como definido acima, entdo vale

1
40,

Demonstracao. Primeiro vamos fixar as seguintes notagoes

s(A) =7m(ANS) e pus(A) = -
Usando o Corolario 2.1.4 podemos escrever

m(S)usP — psllev =7(S) > [usP(y) — pns(y)].

yeEN
rsP(y)Zpg(y)

Mas,
(S)nsPly) = 7(5) T L Plr.y) = 5P ()
e 7(S)us(y) = 7(S) ;s(fg; — 75(y), entéio
m(S)usP — psllev = Y. [msP(y) —ms(y)). (3.12)

YyEN
mgP(y)>mg(y)

1O termo em inglés é bottleneck ratio
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Por outro lado, mg(z) = 7(z) > 0se x € S e n(x) =0 se x ¢ S. Disto segue que, para
todo y € S,

msP(y) = Z ms(z)P(x,y) = Z ms(x)P(z,y) < Z m(x)P(z,y) = m(y). (3.13)

z€Q €S e

Em contrapartida, como mg(y) = 0 se y € S°,
msP(y) > 0 = mg(y) para todo y € S°. (3.14)

Combinando as equagoes (3.13) e (3.14) mostra que podemos trocar o indice da so-

matoéria de (3.12) por

T(S)lusP—pslrv = Y [wsPy)—msy)l = >_ wsPy) = >_ > w(x)P(z,y) = Q(S, ).
yese yese yeSe xes
Portanto, dividindo a igualdade anterior por m(S) segue que ||usP — ugllry = @(9).
Agora, usando a desigualdade triangular, temos

t—1
lusP = psllov = D usP — psP|rv

u=0
t—1

= 2_IIP"llzv - usP — psllrv

u=0

< 1d(S). (3.15)

Assumindo que 7(S) < 1/2. E imediato que 1g(S¢) = 0 e disto

N | —

lps — w7y > w(S€) — pus(S¢) =1 —7(S) >

Usando novamente a desigualdade triangular, temos

1
5 <|lps — mlrv < |lus — psP|lzv + [|us Pt — ||7v. (3.16)

Tomando ¢ = t,,;, e usando a definigdo do tempo de mistura na equagao (3.16) resulta

que
1 1
= < i ®(S —.
2~ () + 4
Reorganizando e minimizando em S segue o resultado. O

Teorema 3.3.3. Seja P a matriz de uma cadeia de Markov irredutivel, aperiddica e

reversivel. Entao, vale que

onde v =1— Xy é o buraco espectral.

Para a demonstracao desse teorema é necessaria uma teoria que nao sera abordada
neste texto por uma questao de foco. Mas pode ser encontrada na referéncia [3] na segio
3 do capitulo 13.

Vamos concluir essa secao com duas observacoes.
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(i) Revendo a demonstragdo do Teorema 3.3.2, também conseguimos o resultado

1—2¢
20,

(ii) Em algumas casos é melhor ver o resultado do Teorema 3.3.3 como segue

1 <t <2
2(1)*_ rel >

* DN
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4 O Fenomeno Cuttoff

Até agora estudamos a dindmica de uma cadeia de Markov e vimos as suas proprie-
dades, porém podemos pensar como seria uma sequéncia de cadeias de Markov, ou seja,
uma sequéncia cujo elementos sdo sequéncia de variaveis aleatérias. Iremos ver como fica
a sua convergéncia para o equilibrio nesse novo contexto.

A forma mais simples de pensar numa sequéncia de cadeia de Markov é pensar que
o espaco de estado © aumenta a cada elemento da sequéncia de cadeias. E claro que,
dependendo do problema, podemos ter as mais diversas situagoes.

Como o nome do capitulo sugere vamos estudar o fenémeno cuttoff que nos fornece

um comportamento abrupto na curva do grafico tempo x distancia estacionaria.

4.1 Definicao e Primeiro Resultados

Definicao 4.1.1. Considere uma sequéncia de cadeias de Markov indexadas por n =

n
mix

1,2,3,--- e o tempo de mistura da enésima cadeia serd denotado por 7. (). Dizemos

que esta sequéncia de cadeias apresenta cuttoff se, para todo 0 < € < 1 wvale

.
lim mix (5)

mix

=1 (4.1)

Uma observacao que decorre da definicdo é que podemos restringir 0 < ¢ < % por

causa do limite da definigdo ser 1. Porém vamos adotar como estd nas referéncias [3].

dy ()

I’Il
fmix
Figura 6 — O grafico de uma sequéncia de cadeias de Cuttoff, quando visto na escala de

tempo de t! . adequado se aproxima de uma fung¢ao degrau

mix

O célculo para encontrar o tempo de mistura, ¢, (¢), na maioria das vezes é muito
trabalhoso o que dificulta identificar se uma sequéncia de cadeias de Markov apresenta

cuttoff. O nosso préximo resultado caracteriza se uma sequéncia de cadeias possui cuttoff
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através da distancia para a estacionariedade. Daqui em diante, iremos sempre denotar
tr..(e), th,, e d,, como o enésimo tempo de mistura, tempo de relaxagao e distdncia para

a estacionariedade, respectivamente, de uma sequéncia de cadeias de Markov.

Proposicao 4.1.2. Uma sequéncia de cadeias de Markov apresenta cuttoff se, e somente
se,

1, se 0<e<,

0, se c> 1.

Demonstra¢io. Suponha que vale (4.1). Seja e > 0, por defini¢do, dado v > 0, existe

no € N tal que, se n > ng, vale

Fazendo uma escolha apropriada para ¢, temos que

.o (1—e)<tr. <t (e).

mix mix — “mix

Juntando estas duas equagoes, conseguimos
th (&) <(y+1)tr.(1—¢) <(y+1)ty,, para todon > no.
Como d,, ¢ uma fungdo nao-crescente teremos
do((v+ 1) tr,.) < du(ty,.(e)) < e para todo n > ny.

Portanto, lim,,, d,,(c t},,) = 0, onde estamos tomando ¢ = y+1 > 1. De forma anédloga

mostra que lim, o, d,(c !, ) =1se 0 <c < 1.

Reciprocamente, suponha que vale

1, O<e<1,
nh_{IOlod (Ctz’wl’) = { > ¢

0, se c> 1.
Dado v > 0 teremos que lim,, o d,((y+1) t7,,) = 0. Por defini¢do, dado £ > 0 existe

ny € N tal que d,((y + 1) t7,,) < € sempre que n > n;. Logo por defini¢do do tempo de

miz

mistura temos

tr o (e) < (1+4)th. paran > n;.

Analogamente, lim,, o d,((1—7)t",.) = 1. Logo por defini¢ao de limite, existe ny € N,
tal que para n > ng, d,((1 —y)t",.) > 1 — €, portanto,

miz

tri(1—¢) > (1 =)ty . paran > ns.

mix

Logo, para n > max{ni,ns}

thie(€) 147

i
m1$(1_5)_1_7 .
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Por outro lado, para 0 < ¢ < % temos que
1 < tmzx( ) .

Portante, segue o resultado.
O

Existe uma forma equivalente de definir o fendmeno de cuttoff que é adotada por

outros autores e referéncias, o nosso préoximo resultado mostra esta forma equivalente.
Proposicao 4.1.3. A definicio do fenomeno de Cuttoff é equivalente a

1
tr(e)—tr. (1—¢g)=o0 (mw)pamtod00<5<1

miz mix

Demonstracao. Suponha que vale a definicao de cuttoff e seja 0 < € < i, assim temos

que vale i < 1 — ¢ e disto implica que

t?m,:p -
Por outro lado,
t?mx tnmzx ( 1 6) t?rlnzx
tTL

< P L S
- mzz(l _8)
=80

Portanto, t7,,,(¢) — t7:, (1 — &) = o(t2,,) para todo 0 < & < 1.

) Ymix

Reciprocamente, suponha que vale para 0 < € < i

tmia(€) — tnin(1 — &) = o(t5,:,)-
Temos que, para todo 0 < € < %, vale a expressao
mzm(l - 5) N
Além disso, usando a hipdtese temos que dado £ > 0 e para n suficientemente grande

Valeese0<€<i

n
mas, como 0 < € < i implica que n"”(:” ) > 1 temos
miz

tmm’(l - 8) mzac( ) étmzx 1 _5 miz
tmia (€)
S 1 £—0

B
1—¢
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Portanto vale para todo 0 < € < %,

tn.
lim mis(€) 1.
Note que vale,

1= 1i = i
oot (1—g)  nom to(c)

disto resulta que a nossa tese também ¢ valida para % <e<l.

Agora considere i <e< %, assim basta considerar 0 < &’ < i < € que resulta

1 < tT’rLrLZLL(E) t?r/LnZ:L’(g/> n—0Q0 1
N tmm(l - 8) N :Lmaz(l - 5/)
Entao, usando o mesmo argumento anterior implica que para todo 0 < € < 1 vale,
tr . (e
lim 7"”“”( ) =1
R (1)

[

Definigao 4.1.4 (Janela de cuttoff). Uma sequéncia de cadeias de Markov com cuttoff

tem uma janela de tamanho {w,} se

1) w, =o(th

mim);
2) Para todo 0 < e < 1 existe c. > 0 tal que

nwe) =t (1 —¢) < cow, para todo n.

mix miz

Uma conta simples implica que as condigoes 1 e 2 da definicao de janela de cuttoff nao
implica na defini¢ao de cuttoff, isso é também claramente visto usando a Proposicao 4.1.3.
Na verdade a janela de cuttoff é, graficamente, a queda abrupta que vemos no grafico,

veja a Figura 6. Abaixo iremos definir um outro fenémeno que também pode ocorrer.

Defini¢ao 4.1.5 (Pré-Cuttoff). Uma sequéncia de cadeias de Markov possui pré-cuttoff
se satisfaz

tr . (e
sup lim sup L() < 0.

0<e<d T miz(1—¢€)

Segue da definicao, sem dificuldades, que qualquer sequéncia de cadeias de Markov
que apresenta o cuttoff apresenta também o pré-cuttoff, mas claramente a reciproca é
falsa, para facilitar o nosso entendimento, veja um grafico de uma sequéncia de cadeias
que exibem o pré-cuttoff (Figura 7).

Recorde do capitulo 3 o conceito de tempo de relaxagao que é
1 1
Yol

onde v é o buraco espectral para uma cadeia reversivel e Ay ¢ o segundo maior autovalor

trer =

da matriz de transicao.
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dy (1)

Figura 7 — O grafico de uma sequéncia de cadeias com pré-cuttoff, quando visto na escala
de tempo de t . adequado também se aproxima de uma funcao degrau, s

mix

nao tem a obrigatoriedade de ser apenas um degrau.

Definicao 4.1.6 (Condigdo Produto). Considere uma sequéncia de cadeias de Markov
irredutivel, reversivel e na forma lazy. Dizemos que esta familia de cadeias satisfaz a
condi¢io produto se (1 — Xp)tl. — 0o, ou de forma equivalente, t; = o(t",..).

miz

A condigao produto aparece bastante na literatura atual, isso se justifica nao sé pela
sua importancia na teoria, mas também pela conjectura feita por Yuval Peres no ano de
2004. Ele conjecturou que a condicao produto era suficiente e necessaria para ocorrer o
fenomeno de cuttoff. Porém , a condigao produto nao implica, necessariamente, em cuttoff.
Aldous construiu um contra-exemplo relevante que nos aponta que apenas a condigao
produto nao é suficiente para nos garantir que ocorra o cuttoff como serd visto mais

adiante. Abaixo vamos ver mais alguns resultados.

Proposicao 4.1.7. Considere uma sequéncia de cadeias de Markov irredutiveis, aperio-
n
mix
n
rel

dicas e reversiveis. Se for limitado superiormente, entdo a sequéncia ndao apresenta

o pré-cuttoff.

n —_—
rel
n
mix

Demonstracao. Usando a hipdtese podemos escrever que > ¢ para algum ¢ € R,

e pelo Teorema 3.2.6 conseguimos,

t:lmx(g) ( ;Lel - ]-) log(flg)
fell=9) = &

mix mix

> ¢l (1)
> clog(—).
2¢e

Como log (é) explode para o infinito quando o ¢ — 07, portanto teremos que

sup lim sup M = 00
O<8<% oo mm(l - 8)

disto, por definicao, a sequéncia de cadeias de Markov nao apresenta o pré-cuttoff, logo

nao apresenta o cuttoff. [l
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Corolario 4.1.8. Considere uma sequéncia de cadeias de Markov irredutiveis, aperiodicas

e reversiveis. Se esta sequéncia apresenta cuttoff entao vale a condi¢io produto.

Demonstracao. Basta notar que a definicdo de cuttoff implica em pré-cuttoff e usar a

proposicao anterior. O]

A melhor leitura que podemos ter da Proposicao 4.1.7 é olhando a contra-positiva que
seria a hipotese de pré-cuttoff implica na condi¢ao produto. Vale a pena salientar também
que a Corolario 4.1.8 nos diz que a luz da hipdtese do fenomeno de cuttoff implica também

na condi¢ao produto.

4.2 Contra-exemplo do Aldous

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos relacionados ao fenémeno cuttoff, a sa-
ber, a definicdo de cuttoff e suas equivaléncias; a definicao de pré-cuttoff e a condicao
produto. Vimos também como estes conceitos se relacionam com os resultados expostos.

Abaixo, segue um diagrama que exibe, de forma breve, do que estamos falando.

Condicéo
Produto
Figura 8 — Relacao entre: cuttoff, pré-cuttoff e condigdo produto.

Claramente os conceitos de cuttoff e pré-cuttoff nao sao equivalentes. E, como ja foi
mencionado, Aldous construiu um contra-exemplo que mostra uma sequéncia de cadeias
de Markov que satisfaz a condigdo produto mas ndo exibe o fenémeno cuttoff (veja o
capitulo 18 da referéncia [3]). A referéncia [6] mostra uma variagdo do contra-exemplo do
Aldous. Iremos exibir uma sequéncia de cadeias de Markov que tem a condicao produto,

porém nao apresenta o fendmeno de cuttoff baseado no contra-exemplo da referéncia [6].

Exemplo 4.2.1. Considere a sequéncia de cadeias (Q,, Py, m,), onde Q, = {—10n, —10n+
2, —10n+4,---,-2,0,1,2,3,4,--- ,2n,2n+ 1}. As probabilidades sio dadas da segquinte
maneira: de ficar no préprio ponto P,(x,x) = 1/2 se x é par, P,(x,z) = 3/4 se x é impar
ex<2n+1eP,(2n+1,2n+ 1) =9/10; de saltar para os vizinhos

1
Po(2i, min{2i+2, 2n+1}) = 2P,(2i, 2i~2) = 2P, (2i~1,2i+1) = 4P, (2i~1, max{2i-3,0}) =
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Finalmente, os pontos que estao faltando sio P,(—10n,—10n + 2) = 1/2, P,(0,2) =
P,(0,1) =2P,(0,-2) =1/5 e P,(2n+1,2n) = P,(2n + 1,2n — 1) = 1/20. Veja a figura
9.

—10n —10n+2 e 22
-
%./‘t, !
\l_/l
2

Figura 9 — Contra-exemplo. Fonte referéncia [7] (2015).

Sem grandes problemas vemos que P, é irredutivel e aperiédica (pois P, é lazy). Como
P, ¢é irredutivel a Proposicao 1.3.4 garante que existe a distribuicao estacionaria 7, para
cada n € N. E uma maneira é tentar ver se as EBD sao satisfeitas, em cujo caso a medida
estacionaria também sera reversivel. A ideia é deixar todas as entradas de 7, em funcao
do valor de 7,(—10n) e depois usar o fato que a somatoria de todas as entradas de 7, é
1 e descobrir o valor de 7,(—10n) e, consequentemente, o valor das demais entradas.

Relembrando que uma distribuicao estacionaria satisfaz as EBD se para todo z,y € §2

vale,
Tn(2) Pu(2,y) = m0(y) Pa(y, @).

Pensando dessa forma, a primeira equagao sera,

Tn(—10n)P,(=10n, —10n +2) = m,(—10n+ 2)P,(—10n + 2, —10n)
mn(—10n +2) = 2m,(—10n).

E continuando de forma recorrente, temos
Tn(—10n + 2k) = 2", (—~10n) para todo k € {1,2,--- ,5n — 1}. (4.2)

Se continuarmos com a recorréncia, conseguimos calcular a distribui¢cao no ponto 0,

ficando da seguinte forma

T (0) = 225"7rn(—10n). (4.3)
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Agora, para os pontos pares e impares seguintes a distribuicdo estacionaria fica da

seguinte forma, para k € {1,2,3,--- . n}
Ta(2k) = 2125l (—10m); (4.4)
Ta(2k — 1) = 28125 20 (—10n). (4.5)

Por fim, continuando com a recorréncia, tanto pelos pares quanto pelos impares, atin-

gimos o ultimo ponto com a seguinte expressao
) 6n+-2
m(2n+1) = 32 Tn(—10n). (4.6)

Afim de encontrar o valor de m,(—10n) basta usar o fato que a soma das entradas da

distribuicao estacionaria ¢ 1, ou seja,

1= r%:l QkWn(_lon)] + [225nﬁn(—10n)] + [z”: 2’“—125”“7?"(—1071)]
k=0 k=1

n 5
+ [Z ok=19ont2r (—10n)| + {326””%(—1071)] :
k=1

Dai, resolvendo esses somatorios e reagrupando os termos, temos

1 ) )
— 25n -1 |:25TL:| 2n -1 251’L+1 2n -1 25n+2 |:26n+2
Tn(—10n) [ } * 3 * [( ) } * [( ) } * 3
_ 926714—1 . E25TL -1
3 3
Portanto, conseguimos as seguintes estimativas
18 1 20 )
3 . 26n+2 — 726714-1 < 726714-1 — 72677,—}—3. 47
mn(—10n) 3 3 (47)
Desta forma, temos a estimativa de m,(—10n) > = 563 e disto, usando a equacao
(4.6), temos
5 J6n+2 1

Denote S, = @\ {2n + 1} e vamos usar a relagio de abertura para estimar o tempo
de relaxacao t,.. Com efeito, usando a definicdo da relacdo de abertura e o fato que a

cadeia é reversivel, temos que,

Q(Sn7 SZ) ZxESn,yeSfl Q(xa y)

(n) — —
P = 70(50)
_ ersn,yes,g 7Tn(x>Pn(x7 y) _ Exesn,yes,g Tn, (y)Pn<y7 l’)
1—m,(2n+1) 1 —m,(2n+1)
Tn(2n + 1) m(2n 4+ 1) 1

P.(2n+1,2 P,2n+1,2n—1)] = S
[P.(2n+1,2n) + P,(2n + 1,2n — 1)] —m@nt1) 10

1 —m(2n+1)
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Como 7,(5%) = mp(2n + 1) > 1/2 entao m,(S,) < 1/2 e disto segue que
m(2n + 1) 1

o — L 4.9
* T I1-m2n+l) 10 (4.9)
Usando a equagao (4.8) resulta que 1/2 < m,(2n + 1) < 1, logo
1

Do item (i) da observagao do Teorema 3.3.3, conseguimos

2
tra <~ < 200.
(®i)2

Portanto, t,., = O(1), em particular vale a condigdo produto. Agora vamos mostrar
que nao vale o cuttoff. Com efeito, vamos mostrar que falha t”. () —t". (1—¢) = o(t",.)

para todo 0 < ¢ < 1/4. Para isso, uma forma é mostrando que
tn
mix < C
tnmzz( ) t%zx(l - 8) N

para algum C' > 0 e para todo n € N. Combinando os Teoremas 3.2.5 e 3.2.6 resulta que

(0 = 108 (52) < h(0) < o | g ) (a1)

Disto,

)~ a1 =€) > (5= 10w ()~ thalow (= ) - (@12

Usando novamente o item (ii) da observagdo do Teorema 3.3.3 na equagao (4.12)

o)t (1—g) > (2(1)1@) - 1) log <21€> - @)éylog <(1 . 8);(_10“» (4.13)

usando os mesmos argumentos, teremos

Por outro lado, também vamos limitar o ¢,

que

4 2

Dividindo a equagao (4.14) pela equagao (4.13) teremos,

()
i e < Tn(—10n) (4.15)

thiz(e) = thin(L—¢) — <I>(")(1 — " )log (21 ) —4log <(1 _ E)Wl (—1071)) |

Usando as equagoes (4.8), (4.9) e (4.10) conseguimos a seguinte relacao,

(y_ 10— 1lm@2n+1) 10— 1lm, (20 +1)

1
O (1 —dM) > — (1 — d) = 4.16
< <) 10( <) 100[1 — 7, (2n + 1)] 50 (4.16)
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Substituindo a cota da equagao (4.16) na expressao (4.15) e usando a desigualdade

log(x) < x para todo = > 0, logo,

16 16
i < 7 (—10n) < mn(—10n)
thin(e) = thin(1—¢) — ¢£”><1—q>£">>+47rn<—10n>‘10 1150(2 +1)+47rn(—10n>
— 11m,(2n
16
mn(—10n)

50 + 47, (—10n)[10 — 117, (2n + 1)]
10 — 11m,(2n + 1)
16 10 — 117, (20 + 1)
Tn(—10n) 50 + 407, (—10n) — 447,(—10n)7,(2n + 1)

Por fim, vamos usar a equagao (4.6) e (4.7), obtemos,

l(m _117Tn(2n+1)]

e —10n) mn(—10n)
< 16-
th(e) =t (1 —¢) 407, (—10n) — 447 (—10n)m,(2n + 1)

{10526n+3 . 11?26n+2
< 16— 5 :
40526”” - 447Tn(—10n)§26”+27rn(—10n)
B 144 oo 9
80 — 44[m,(—10n))2 -5

como queriamos demonstrar. No artigo [7] mostra que esse contra-exemplo possui duas

quedas, caracterizando o pré-cuttoff, veja a figura 4.2

36m 42n

Figura 10 — O decaimento do contra-exemplo do Aldous. Fonte: referéncia [7] (2015).
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5 Passeio Aleatdrio e Rede

Neste capitulo iremos ver a relagao entre cadeias de Markov reversiveis e redes elétricas.
Iremos definir redes sem levar em conta os fendmenos empiricos, porém veremos que oS
resultados alcancados serao os mesmos. A grande vantagem dessa associacao é que a
teoria de redes elétricas é bem conhecida e contida, assim pegamos um problema de
probabilidade que é dificil de resolver, associamos e resolvemos com a teoria de redes,
depois voltamos com a resposta para o contexto probabilidade.

Para isso, precisamos compreender bem sobre passeio aleatério em Grafos, uma vez

que, para o nosso contexto, uma rede é um grafo cujas arestas possuem pesos.

5.1 Passeio aleatério no Grafo

Vamos comegar esta se¢ao com um exemplo.

Exemplo 5.1.1. Seja Q = Z \ nZ = 7Z, o toro discreto 1-dimensional com n pontos.

Denote Z,, por {0,1,2,3,--- ,n — 1}. Considere a matriz de transi¢io
1/2 se k=j+1modn
P(j,k)=14 1/2 se k=j7—1modn

0  caso contrdrio

a cadeia de Markov (X;) é também chamada de passeio aleatorio no n-ciclo. Podemos
imaginar que a dindmica da cadeia ocorre sobre um circulo e os estados sdo pontos sobre

o circulo igualmente espacados.

Figura 11 — Passeio aleatorio no 4-ciclo.

Num passeio aleatorio no 4-ciclo a matriz de transicao fica com a seguinte forma:

0 1/2 0 1/2
/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
1/2 0 1/2 0

P =

O passeio aleatorio no n-ciclo ¢ um exemplo simples, porém importante de cadeia de

Markov em grafos.



66 Capitulo 5. Passeio Aleatorio e Rede

Figura 12 — Grafo com o conjunto de vértices {1,2,3,4,5,6} e 8 arestas.

Definigao 5.1.2 (Grafo). Um Grafo G = (V, E) consiste em um conjunto de vértices V
(também chamados de pontos ou nds) e de um conjunto de arestas E (também chamado
de elos), onde os elementos de E sao pares nao-ordenados de vértices: E C {{z,y} : z,y €
VY. Quando {z,y} € E, escrevemos que x ~ y e dizemos que x € vizinho de y (ou y €
vizinho de x). O graw do vértice x, denotado por grau(x) é o nimero de vizinhos de
x. Um grafo é conexo se é possivel chegar em qualquer vértice, a partir de um vértice

inicial, movendo apenas pelas arestas, caso contrdrio chamamos o grafo de desconexo.

De forma mais intuitiva, podemos imaginar que V' é um conjunto de pontos onde x e

y sao ligados por uma linha se, e somente se, {z,y} € E.

Definigao 5.1.3 (Passeio Aleatério simples em G). Dado um grafo G = (V| E) definimos
o passeio aleatorio simples em G como a cadeia de Markov com espaco de estado V

e matriz de transicao

1
e se Yy~ x;
P(z,y) ={ grau(z)
0 caso contrdrio.

Exemplo 5.1.4. Considere o grafo G como sendo exibido na figura 12. A matriz de

transicao no passeio aleatorio simples € dado pela matriz

S O ur O O wi

O O gl NN O
O O gk O O wim

= O alr O O O
O Nk O O O

NI NI= O N= = W

Umas das vantagens de passeios aleatorios simples em grafos é a facilidade para en-
contrar a distribuigao estacionaria. Considere um grafo G = (V, F) e y € V. Lembrando
que encontramos a distribuicao estacionaria através de 7P = 7, temos

Z grau(x)P(z,y) = Z

= = grau(z
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Como a distribuicdo estacionaria é uma medida de probabilidade basta normalizar
pelo fator 3, ¢y grau(y) = 2|E| (este fato nao ¢ dificil de checar, basta se convencer que

cada aresta é contada duas vezes). Assim conclui-se

IR0)

= W para todo y € €.

ou seja, cada entrada da distribuicao é proporcional ao grau. No Exemplo 5.1.4 a distri-

_<3 2 2 5 2 2)
T=\16 16 16 16 16 16/

Vamos também definir mais dois tipos de grafos que iremos precisar no final desse

buicao estacionaria é

capitulo. E claro que existem os tipos mais variados de grafos, mas iremos restringir aos
tipos que iremos precisar para compreender uma construgao que sera vista na ultima secao

desse capitulo.

Figura 13 — Um exemplo de toro: 2-toro Z2,. Fonte: referéncia [3] (2001).

Definicao 5.1.5. Um grafo é chamado d-reqular se cada vértice tem o mesmo nimero de
arestas d. Um toro d-dimensional com n® pontos é um grafo do qual o conjunto de seus

vértices € o produto cartesiano

L8 =Ty X Ly X -+ X Loy .

d vezes

Dizemos que os pontos © = (x1,+- ,xq) ey = (Y1, - ,Ya) do toro sao vizinhos se para
algum j € {1,2,--- ,n} temos x; = y; para todo i # j e x; = y; = £1 mod n. Veja
Figura (13).

E interessante fazer algumas observacoes sobre o grafo d-regular, o primeiro é que vale
a seguinte igualdade 2|E| = d - |V] e, a segunda é que a sua distribui¢do estaciondria ¢ a

uniforme com 7(y) = ﬁ para todo y € V.

5.2 Redes e Cadeias de Markov Reversiveis

As Redes Elétricas trazem uma diferente linguagem para as cadeias de Markov rever-

siveis. Veremos que existe uma relagao biunivoca sobre estes dois conceitos. Esta nova
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linguagem é bem 1til para o estudo de cadeias de Markov reversiveis porque ganhamos o

conhecimento das leis fisicas de rede elétricas.

Defini¢ao 5.2.1 (Rede). Uma Rede é um grafo finito conexo G = (V, E) dotado de
nimeros ndao-negativos C(e), para e € E. C(e) é chamado de condutincia que estd as-
sociado a aresta do grafo. A inversa R(e) = % ¢ chamado de resisténcia da aresta e

denotamos uma rede como o par (G,{C(e)}) e chamaremos os vértices de G de nds.

Figura 14 — Temos a mesma rede, mas a direita esta representada com a condutancia e a
esquerda com a resisténcia.

Vamos mostrar que podemos associar uma rede a uma cadeia de Markov reversivel
e, também vale a volta. Considere uma rede (G,{C(e)}) e defina a matriz de transicdo

C(z,y) y
P(z,y) = C(x) ’

0, caso contrario

~ X

onde C(z,y) = C({z,y}),{z,y} € E e C(z) = Xyys Clz,y).
Para termos um melhor entendimento, vamos mostrar como fica a cadeia associada a
rede exibida da Figura 14. Neste caso, C'(a) = 2,C(b) = 3,C(c) = 4,C(d) =5 e a matriz

de transicao P associada ¢

gl sl O O
g kslkr O O

gl O Wik N
O BRI WIN N

Este processo é chamado de passeio aleatério em G com peso C(x,y). Definindo a

distribuicao m por

C(x)
x) =
wle) =
onde Cg = ¥ cy C(z). Assim, na rede do nosso exemplo, temos m = (% % ﬁ %),

podemos também checar que nesse exemplo vale 7P = .
De forma geral, 7 ¢ uma distribuicao estacionaria e P ¢é reversivel, pois satisfaz a

equagao de balanco detalhado,
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w(2)P(z,y) = CCQ?CC(YZ?):O(&@/)
Cly,x) _ Cly) Cly,x)
Ce Ca  Cly)

= 7w(y)P(y,z).

Assim temos que a distribuicdo m é estacionaria para P. Agora vamos mostrar que
podemos associar uma cadeia de Markov reversivel com uma rede.

Considere P uma matriz de transicao de uma cadeia de Markov irredutivel e reversivel
no espaco de estado (finito) 2 e 7 sua distribuigdo estacionaria. Defina os vértices (ou
nds) como os estados de € e a aresta {x,y} quando P(z,y) > 0 e pela reversibilidade da

cadeia teremos P(y,z) > 0. Agora defina a condutancia da aresta {x,y} como
C(z,y) =7(z)P(x,y). (5.1)

Como a cadeia é reversivel entao vale que C(z,y) = C(y, z). Por fim, defina os pesos
como

C(z) =m(z) =) Clz,y) = > =(z)P(z,y).

yeQ yeQ

Desta forma, mostramos que o estudo de cadeias de Markov reversivel é equivalente

ao estudo de passeio aleatério em Redes.

Exemplo 5.2.2. Vamos determinar a rede elétrica da cadeia de Markov reversivel cuja

matriz de transicao é dada por

01000
103200
P=f0110410
00320 %
00010

e a distribuicio estaciondria é m = (<5 = = 6 1c ).

A matriz de transicdo nés mostra toda a dindmica. Assim sendo, vamos nomear os
estados do grafo como sendo {a,b,c,d,e}. Desta forma nao fica dificil de perceber que
cada vértice tem dois vizinhos com excecao dos vértices extremos, a saber: a, e. Calculando

as condutividades pela féormula (5.1), temos

E o esquema elétrico da rede pode ser desenhado como mostra a Figura 15.
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Figura 15 — O esquema elétrico da rede do Exemplo 5.2.2.

5.3 Fun¢des Harmonicas

Iremos assumir ao longo desta secao que a cadeia de Markov é irredutivel e, nao

necessariamente, a cadeia de Markov sera reversivel.

Definicao 5.3.1. Uma fungao h : Q2 — R € dita harmonica com rela¢io a matriz de
transicio P no ponto x € € se
h(z) =3 Pz, y)h(y). (5.2)
yeQ

Dizemos que a fungdo é harmonica em D C §Q se é harmonica para todo x € D.

Podemos reescrever (5.2) na forma matricial como Ph = h, assim as fungdes harmoni-
cas sao aquelas invariantes pela multiplicacao de P. Quando P é uma matriz de transicao
de uma passeio aleatério no grafo, dizemos que h(z) é uma média dos valores de h na

vizinhanca do vértice x.

Defini¢ao 5.3.2 (Tempo de Alcance). Para z € ), definimos tempo de alcance como
sendo
T, :=min {t >0 : X; =z}

De forma natural também podemos definir o Tempo de Alcance de um conjunto B C ()
como
p:=min{t >0 : X; € B}.

Informalmente, o tempo de alcance é o primeiro tempo no qual a cadeia visita o estado
x. E interessante também o caso de quanto tempo a cadeia demora para visitar o estado

x € ) apds ter saido do mesmo.

Definigao 5.3.3 (Tempo de Primeiro Retorno). Quando Xy = = definimos como tempo

de primeiro retorno como

7F=min {t>1 : X; =z}

Conseguimos usar o tempo de alcance para estimar o tempo de mistura desde que
colocamos uma hipétese sobre a distribuicao estacionaria m, como iremos mostrar abaixo.
Considere B C Q, z € Q e um tempo ¢y € {1,2,3---}, assim

|P*(z,) = x| = =(B)—P"(z,B)
7(B) — P{t5 <t}
> P{rp>to} +7(B)—1.

v
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Logo, podemos concluir que se m(B) ~ 1 e P.{Tp > to} > § para algum 6 > 0

conseguimos a relagao,
tmiz(0) > to. (5.3)

Proposicao 5.3.4. Sejam (X;) uma cadeia de Markov irredutivel com matriz de transi¢io
PeBCQehg:B—R. A funcio

h: Q@ — R
r — Ehp(X;,)

€ a unica extensdo de hp tal que h(z) = hp(x) se x € B e h é harmdnica para P em todo
x e\ B.

Demonstragao. Vamos mostrar que h(x) = E hp(X;,) é uma extensao de hg e é harmo-
nica. Sem grandes dificuldades percebemos que h(z) = hpg(x) para todo x € B. Falta

mostrar que para x € 2\ B a fungao h é harmdnica. Para tanto, tome z € Q \ B, entao
h(l’) = El“hB(XTB) = Zp(xvy)Ex[hB(XTB)‘Xl = y]
y

Observe que x € Q\ B implica que 75 > 1. Pela propriedade forte de Markov podemos

escrever
Eplhp(Xep)[ X1 =yl = Elhp(Xe,)| X1 =y, Xo = 4]
= Elhp(Xy,)[ X1 =y
= By[hp(Xs,)]
= h(y).
Portanto,

h(z) = > P(z,y)Eulhp(Xr,)| X1 =y

yeQ
= > Plz,y)h(y)
=)
logo h é uma fun¢ao harménica para todo z € '\ B.
Para justificar a unicidade, note que pela Proposi¢ao 3.1.1 item (ii), o autoespago
Aq de P associado ao autovetor 1 tem dimensao 1. Como a fung¢ao harmoénica h € Ay e
hlp = hp temos que h é tnica.
m

Proposicao 5.3.5 (Principio do Maximo). Suponha que P é uma matriz de transi¢io
irredutivel. Seja B C €2 um conjunto nao vazio do espaco de estado e, suponha que h : {2 —
R é uma fungao nao constante e harmonica para todo estado x ¢ B e h(y) = maxcqh(x).

Entao y € B.
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Demonstragao. Suponha h(y) = max,cq h(x) e yo € 2\ B. Como h é nao constante existe
xo € 2 tal que h(zg) < h(yo). Sendo P irredutivel existe um caminho yo, 41, - , ¥, com
Yn = xo tal que P(y;,yip1) > 0ei=0,1,--- ,n—1. Seja k = miny<;<,{h(y;) < h(vo)}-
Vale:

hyo) = h(yk—1) = Y P(yr-1,2)h(z)

zeQ

= P(ys—1,y0)h(ye) + Y. Pye-1,2)h(2)
z€0\{yr}

< P(Wr—1,ye) M (yr—1) + (1 = P(Y—1, Y ) 2 (Ypo—1)
= h(ye-1) = h(vo)

Absurdo! Logo h(y) = max,cq h(z) implica que y € B. O

5.4 Voltagem e Fluxo de Corrente

A partir de agora iremos introduzir rigorosamente alguns conceitos comuns na lin-
guagem de redes elétricas, sem necessariamente, se basear no comportamento fisico das

particulas ou elementos que compdem o circuito.

Defini¢ao 5.4.1. Considere uma rede (G;{C(e)}). Iremos distinguir dois nés a,z €
e os chamaremos de fonte e solvedouro, respectivamente, da rede. Uma fungio v que €

harménica em V' \ {a, z} serd chamada de voltagem.

A Proposigdo 5.3.4 nos garante que conhecendo apenas os valores de v(a) e v(z)
podemos determinar completamente a tinica fungao voltagem v. Podemos pensar que estes
dois pontos da rede sdo os terminais de uma bateria ou algo similar. Como uma forma de
simplificar, vamos escolher a voltagem unitaria, ou seja, v(a) = 1 e v(z) = 0, pois dada
qualquer outra voltagem que nao seja constante basta fazer uma transformagao afim que
obtemos a voltagem unitaria. Com efeito, dada uma voltagem vy tal que vo(a) = ki e

vo(z) = ko, queremos encontrar constantes ¢y, ce € R tal que vale
UV = 10y + C2

onde v é a voltagem unitaria. Aplicando a equacao acima nos nés a e z conseguimos o

seguinte sistema

ki +c =1,
Cll{?g + co = O,
1 ko

cuja solucao é c; = —— e ¢

ki — ks ° ko— ki
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Definicao 5.4.2. Uma aresta orientada e = 9@ ¢ uma ordenagio no par do nos (x,y).
Um fluxo 6 € uma fungdo sobre as arestas orientadas com a propriedade de antisimetria,

ou seja, 0 x?; —0 ﬁ) Para o fluzo 0, definimos o divergente de 6 em x por

div(6 Z 9@

Yyy~x

Um fato bem simples é que, se somarmos todos os div #(z) com x € V o resultado é

zero, de fato,

S dio(6(@) = Y Y div 6@h) = Y [6(z) + 0(5)] = . (5.4)

zeV eV yy~w {z,y}eF

Dizemos que 6 é um fluxo de a até z se:

i) Lei de Kierchhoff para Nés :

div O(x) = 0 para todo = ¢ {a, z}; (5.5)

ii) div 6(a) >0
Definimos a intensidade do fluxo 6 de a até z como ||0|| := div 6(a), observe que
(5.4) implica que div #(a) = —div 6(z). Até o momento apenas o fluxo foi definido em

arestas orientadas. A condutancia e a resisténcia sao definidas sem orientagao, mas nao héa
problemas em defini-las, para uma conveniente notagao futura, com o aspecto de arestas
orientadas, assim ficamos com C(z7)) = C(y#) = C(z,y) e R(Z})) = R(yt) = R(x,y).

A nossa proxima defini¢ao é motivada por uma importante lei da Fisica, a Lei de Ohm.

Este resultado é uma resposta linear a diferenca de voltagem descrita como:

Lei de Ohm: Se x ~ y o fluxo da corrente de x para y satisfaz

v(@) — v(y) = i(T)) R(ZY)

onde o fluxo da corrente i é definido a seguir.

Definicao 5.4.3. Considere um voltagem v em uma rede, o fluxo da corrente, ou

simplesmente corrente, denotado por i, é definido com orientacao nas arestas como

ite.9) = () = “Cp =) = c(@loto) -

Matematicamente, a Lei de Ohm define a corrente em termos da voltagem, porém na
fisica ou na engenharia a corrente é a taxa de variacao das cargas elétricas pelo tempo, ou
seja, em um meio condutor é a quantidade de eletrons que estao fluindo por uma unidade
de tempo. Esta abordagem utiliza ricamente ferramentas do Célculo Diferencial.

Se convencionarmos que sempre v(a) > v(z) conseguimos mostrar que toda corrente i

é também um fluxo de a até z. Sem grandes dificuldades vemos pela defini¢cao que 7 é uma
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fungao antissimétrica. Usando o Principio do Maximo 5.3.5 temos que v(a) = max v(x),
logo as diferencas v(a) — v(z) > 0 e com isso resulta que
divi(a) = > i(a,z) = Y Cla,z)[v(a) —v(z)] > 0.
Por fim, basta mostrar que i satisfaz a Lei de Kirchhoff para Nés para todo x ¢ {a, z}.
Para tanto, relembrando que P(z,y) = % e que a voltagem é uma funcao harmonica

no complementar de {a, z}, entao,

divi(r) = Y i)

— Z; C(zh)[v(z) — v(y)]
= C(x)v(z) - E; Cla)P(z,y)v(y)
= C(a)v(z) - C(z) 2 P(z,y)o(y)

= C(z)v(z) — C(z)v(xz) =0.

Agora suponha que o nossa rede seja um caminho fechado, ou seja, o ultimo vértice
coincide com o primeiro e ndo tenha auto-intersecao. Se somarmos todas as diferencas de
voltagens teremos uma soma telescopica com o resultado igual a zero, este resultado é

uma importante lei conhecida como,

Lei de Kirchhoff para Circulo: Se 1 ~ x9 ~ --- ~ x, ~ x,,1 = x; com
x1, -+ ,x, €V éum circulo, entdo, escrevendo o = (i, Tiv1),
L =

i=1
Se o fluxo A de a até z satisfaz a Lei do Circulo 5.6, entdo temos na verdade uma

corrente como veremos no proximo resultado. Desta forma, conseguimos que toda corrente

é um fluxo de a até z e, vale a volta se adicionarmos uma condigao.

Proposicao 5.4.4. Se 0 é uma fluzo de a até z satisfazendo a lei do circulo,

==
> R(ef)o(ef) =0
i=j
para qualquer €1, €9, , €m € se ||0]| = ||i||, entdo 6 = i.

Demonstracao. Defina a fungao auxiliar f := 6 — i. Vamos mostrar que f satisfaz a Lei

do Circulo 5.6 e a Lei de Kirchhoff para Nés 5.5, pois,
S R@)1(2) = Y. R@)0(E) — Y R(@)i(e) =0-0=0
j=1 j=1 j=1

e para = ¢ {a, z}, vale

div f(z) = 0(x0) — > i(Z)) =0-0=0.

Yy~x Yy~
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Agora suponha que exista uma aresta e; = (2o, 21) tal que f(e;) > 0. Como vale a Lei
)
e Kirchhoff para N6 em x;, ou seja, div f(z;) = 0, existe um x- tal que f(es com
de Kirchhoff N , . d 0, exist tal e) >0
e = (x1,z2). Repetindo o processo e, como o grafo é finito, em algum momento teremos
que um vértice ird se repetir, assim teremos uma trajetéria fechada, ou seja, um circulo.
Reordenando os indices (se necessario) temos um circulo com arestas €_j1> ) e_j2> e, €5, com

zj, = zj,..,. O que é uma contradi¢gao com a Lei do Circulo, pois

F@E) + fER) +- -+ f(&.) > 0.

5.5 Resisténcia Efetiva
Vamos comegcar esta secao com a definicao abaixo.

Definicao 5.5.1 (Resisténcia Efetiva). A Resisténcia Efetiva entre os vértices a e z é
definida por
R(a > 2) = W.
i

Paralelamente, também definimos a Condutancia Efetiva como

1

Cla < z):= Rlao )

Agora estamos com todos os conceitos e defini¢oes necessarias para obter mais uma
relacao entre probabilidade e redes elétricas. Essa relagao é dada pelos préximos resulta-

dos.

Lema 5.5.2. Para quaisquer x,a,z € € vale
R i)
v

Demonstracao. Pela Proposigao 5.3.4, a funcao

f: Q@ — [0,1]
r +—— Exl{X"'{a,z}:Z} = Px{Tz < Ta}

é a tnica fungdo harmoénica em Q \ {a,z} com f(a) = 0 e f(z) = 1. Por outro lado, a

funcao
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também é harmonica em Q \ {a, z} e com g(a) =0 e g(z) = 1. De fato como a voltagem

é uma funcao harmonica no complementar de {a, z} teremos

g(z) = ) _ Xy Pz y)ve) — 3, Pz, y)o(y)
v(a) —v(2) v(a) —v(2)

[:Zgyg] = > P(z,)9(y)-

z

<
—
S
~
|
<
—~
8

Logo a fungdao g é harmoénica no complementar de {a, z} e pela unicidade garantida

pela Proposicao 5.3.4 segue que

PAr. <7,}= Z(a) — U(x)

]
Proposicao 5.5.3. Para quaisquer a,z € € vale
L 1 ~ Cla+ z)
Flr <n} = GoRGo o~ C@
Demonstracao. Usando o Lema 5.5.2 temos,
Pir. <7} = Z Pa,z)PA{1, < 74}
B Cla,z) w(a) —v(z)
= 2 0 @)= )
_ Seead@ ]
Cla)[v(a) —v(2)]  Cla)v(a) —v(2)]
B 1 ~ Cla+ 2)
 Cl@R(a<+z)  Cla)
]

Como podemos calcular a resisténcia efetiva (ou a condutancia efetiva)? Queremos que
a nossa rede seja equivalente a uma rede mais simples no sentido que podemos transforma-
la em uma rede apenas com os nés a e z, é natural pensar que isso seja possivel fazendo
algumas transformacoes na rede. Iremos apresentar dois tipos, quando as resisténcias estao

em série e quando estao em paralelo.

I. SERIE. Duas resisténcias R; e Ry em série é equivalente a uma tnica resisténcia

R., = R1+R,. (Duas condutancias C; e Cy em série é equivalente a uma tinica condutéancia

L1, 1
G — O T )
A corrente é a mesma em todos os nés, ou seja, i(a,b) = i(b, z). Com efeito, como a

voltagem ¢é harmonica e estamos supondo a voltagem unitaria podemos escrever

C(b,a) R
C(b)  Ri+ Ry

v(b) = P(b,a)v(a) + P(b, z)v(z) =
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a b z

W —— W
R1 R2

Figura 16 — Associacao em série

logo, usando a definicdo podemos calcular as correntes

i(@ b) — U<a’) - U(b> — 1 o lej-QRQ — 1
’ R(CL, b) Rl Rl + RQ
€ Ry
'l(b Z) — U(b) - U(Z) — Ri+R> — 1
’ R(b, Z) RQ Rl + R2

como queriamos mostrar.

Assim temos que v(a)—v(b) = iRy e v(b) —v(2) = iRy, dai somando as duas igualdades
resulta que v(a) —v(z) = (R + Rs). Por outro lado, gostarfamos que v(a) —v(2) = i Req,
logo vale que

R, = R1 + Rs.

Este processo pode ser repetido para qualquer quantidade finita, assim se Ry, Ry, -+, Ry

sao resisténcia em série entao podemos escrever que

N
Ry =Y R,
n=1

I. PARALELO. Duas resisténcias R; e Ry em paralelo é equivalente a uma tnica

1 1
= — + —. (Duas conduténcias Cy e Cy em paralelo é equivalente a uma
Req Rl R2

tnica condutancia C;, = C; + Cy)

resisténcia

R1

R2

Figura 17 — Associagdo em paralelo

Neste caso, basta olhar como grafo, ou seja, temos duas arestas ligando os mesmo dois

pontos, portanto a condutancia equivalente é simplesmente a soma. logo vale que

1 n 1
Req - Rl RQ '
Este processo pode ser repetido para qualquer quantidade finita, assim se Ry, Ro, - -- , Ry

sao resisténcia em paralelo entao podemos escrever que

1 Noq
Req:,;RT
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Observe que a rigor a nossa definicao de grafo nao permite aresta em paralelo.

Exemplo 5.5.4. Suponha que todas as arestas da rede sequinte tenha resisténcia iguais.
Qual € o valor de P,{T, < 1} ? Sequindo as transformagoes indicadas na figura, obtemos

que R(a <+ z) = 3/2, donde

Pl <m} = GoRao ) 3

z#aOz#a 3/2 ,

Figura 18 — As transformacoes para reduzir a rede

Exemplo 5.5.5. Fize o > 0 com « # 1 e considere os vértices {0,1,2,--- n} com as

condutdncias em série com valor de C'(k —1,k) = o* para k =1,2,--- n.

Temos que P(0,1) = P(n,n—1)=1e

_C(kk+1) ot
Pk +1) = = = i ~ T P

Ck,k—1) a¥ r
Pk =1) = C(k) :ozk—l—ozk+1:1+04':1_p'

Vamos reduzir para uma rede equivalente mais simples, como mostra a Figura 19.

Vamos calcular as resisténcias R; e Ry como uma soma de uma PG finita.

0 k n

A ——M\—e
R1 R2

Figura 19 — As transformagoes para reduzir a rede

1 1—aF 1 l—a™ 1l—a* aF—qm
! =1 i a—l’e 2 7=l i ! a—1 a—1 a—1
Como vale que

_ v(0) — v(k) R
Pl <mb = S0 =0 ~ Bt R
a k-1
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Em particular, para um passeio aleatério tendencioso para se mover para a direita (ou

qualquer outra dire¢do) com probabilidade p

i)
|"=1

[1

Os préximos resultados e defini¢oes tem o intuito de dar mais formas de calcular a

P, <70} =

Itk
S

Resisténcia efetiva ou ao menos uma boa estimativa.

Definigao 5.5.6 (Energia). A energia do fluxo 0 é dada por

Teorema 5.5.7 (Principio de Thomson). Para qualquer grafo conexo finito, vale
R(a > z) =1inf{&(0) : 0 é um fluro unitdria de a para z}.
O unico fluro no qual o infimo é atingido € o fluxo de corrente unitdria.

Demonstragao. Considere C o conjunto das fluxos unitarias. Podemos interpretar C como
um subconjunto de R™, com n = |E|. Com efeito, como o grafo é finito podemos enu-
merar as arestas como e, es, -+, e, € podemos escrever cada elemento 6 de C como
(0(e7), 0(e3), -+ ,6(er)).

Sem perda de generalidade, podemos considerar os fluxos que |f(e)| < M para todo
e € F e algum M € R, pois nosso interesse é tomar o infimo. Com isso, conseguimos,
usando a norma do maximo que C' C B0, M], a bola fechada de R™ centrada na origem
e raio M.

Agora tome (6,,) uma sequéncia de fluxos unitarios de a até z em B[0, M] tal que

n—oo

lim £(0,) = ilgfé'(@).

Sendo a bola compacta, existe uma subsequéncia (6,,,) que converge para algum 6* €
B[0, M]. Mas, por continuidade da fungao soma temos que 0* € C' e 6* é o fluxo de a até
z que realiza o infimo da energia.

A unicidade de 0 é garantida pela Lei do Circulo 5.4.4. Dado um ciclo cuja arestas sao

€_i1> , e_i; e ,e_i,z defina a fungao auxiliar v antissimétrica descrita como:

S 1, se?:e_i; 1<5<k.
V(€)= .
0, caso contrario.
Temos que ~ satisfaz a Lei dos Nos, de fato,

div 7(%) = Z 7(%‘79) = 7($i,$i+1) +’V(9Ci,$i—1) = 7($i,$i+1) - 7(%—1,%’) =0
)

Yy~
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e sem dificuldades, vemos que div y(a) = 0, portanto v é um fluxo de a até z, mas

Z?Zl y(e_i; ) = n # 0. Para qualquer § € R e como o fluxo 6 ¢é o infimo teremos que
0 < EO+dy)—E(0)

= (0@ + @) R - Y0 E)RE)

1

<

n

k
= 20> 0(e)R(@E) + 6> R(E).
j=1 j=1

Escrevendo [ := >77_, R(¥;) ficamos com a expressdo
0<28Y 0(¢;)R(E;) + 16 (5.7)
=1

Agora tomando § > 0 e dividindo ambos os lados em (5.7)
k
0<2) 6(e)R(e]) +1
j=1

e fazendo ¢ | 0 implica

Analogamente, tomando 0 < 0 e dividindo ambos os lados em (5.7) e fazendo 6 1 0

teremos

k
0> Y 6@)RE).
j=1

Portanto, Z;?:l 49(6_1; )R(e_i; ) = 0 verificando que 6 satisfaz a Lei do Circulo 5.4.4. Agora

basta mostrar que o fluxo de corrente unitaria i satisfaz £(i) = R(a <> z), com efeito

ZMMWW==;ZXR@ngg$ﬂ

_ ;ZZC(x,y)[U(SU)—U(y)]z
= LYY i@ ~ o)

Observe que usando a Lei de Nés temos que 3-, i(zh)v(z) = 0 se = ¢ {a, 2} dai

XY i@ = 5 | S @) + Y i)

Y Y

illo(a) = léllv(=)] .

N |

1 1
E como —5 > Zyi(@)v(y) =3 >y 3, i(y£)v(y) e usando o argumento anterior te-

remos

>_R(e)li(e)]” = [lill[v(a) — v(2)] = R(a ¢ 2)
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onde usamos que |[i]| = 1.
O

Se R={R(e) : e € E' C E} é um subconjunto do conjunto das resisténcias nas arestas

do grafo G, escrevemos R(a <+ z; R) para denotar a resisténcia efetiva nesse subconjunto.

Teorema 5.5.8 (Lei de Monotonicidade de Rayleigh). Se R = {R(e)} ¢ R = {R/(e)}
sao conjuntos de resisténcias nas arestas do mesmo grafo G e se R(e) < R'(e) para todo
e € E, entao

R(a+ z,R) < R(a + 2z, R').

Demonstragio. Este resultado segue diretamente do Principio de Thomson 5.5.7, pois
como R(e) < R/(e), entao

inf » [0(e)]*R(e) < inf> [6(e)]*R'(e)
R(a+ z,R) < R(a+ z,R).

IN

]

Uma técnica dada por Nash-Williams nés da uma simples, porém 1til, limitacao infe-
rior da resisténcia efetiva. Chamaremos de II C V' como corte por aresta separando a de

z se qualquer caminho de a para z contém alguma aresta (z,y) em II.

Proposicao 5.5.9. Se {11} sdo edge cutsets disjuntos com nds separados a e z, entao

eclly

R(aHz)Z%j(Z C’(e)) .

A desigualdade acima é chamada de desigualdade de Nash-Williams.

Demonstracdo. Seja 6 um fluxo unitario de a até z. Para cada k, usando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz, teremos

> Cle) X R(e)f*(e) = (Z \/C(e)\/R(e)\G(e)l)

eclly eclly eclly,

_ (z |e<e>|) |

ST R(e)?(e) > > > R(e)d*(e)

k e€lly

> 2(20@)_.

Mais ainda,

k eel'[k

o resultado segue aplicando o Principio de Thomson 5.5.7. O]
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5.6 Robustez

Esta se¢do ¢ baseada no artigo [6]. Um fato natural de se pensar ¢, dada uma rede
(G,{C(e)}) o que acontece, se houverem algumas perturbagdes na taxas da condutancia,
como isso vai influenciar na rede como um todo? Como ¢ a sensibilidade do tempo de
mistura quando multiplicamos as condutancias por um fator limitado, ou seja, se mo-

dificarmos as condutancias como vai se comportar a convergéncia. Desta forma convém

definir.

Definig¢ao 5.6.1 (Robustez). Dizemos que uma familia de redes (G,,{Cy,(e)}) € robusta
se para toda constante C' > 0 existe uma constante K > 0 tal que se multiplicarmos
as condutancias por um fator de até C' > 0, os correspondentes tempo de mistura sao

preservados por um fator até K > 0.

Iremos denotar por tymi,(G,v) =min{ ¢ : ||P'(v,-) — 7(-)||yr < 1} e chamaremos de

tempo de mistura do grafo G por
tmiz(G) = max tmiz(G, ).

O proximo teorema é o resultado chave dessa se¢ao, nele garante que existe uma familia
de redes que nao sao robustas, ou seja, existem redes nas quais quando perturbamos as

condutancias perdemos o controle do tempo de mistura.

Teorema 5.6.2. Existe uma familia de redes uniformemente limitado que nao sao robus-
tas. Mais ainda, existe uma sequéncia de grafos {G,} com grau mdzimo 10 e |V (G,)| =n
bem como uma regra para mudar a condutancia até um fator de 2, tal que o tempo de

clogn

mistura em G, mudard por um fator de pelo menos onde ¢ € uma constante.

log logn

Construcao

: . .. logn :

Vamos construir uma familia de grafos com fator que atinja. ———— como mencio-

log logn
nado no Teorema 5.6.2.

Considere uma arvore binéaria T" que comega em O e tem altura K (estamos supondo
que K é suficientemente grande), como a nossa arvore é binaria, ou seja, de cada vértice sai
duas arestas. Vamos chama-las de direita e esquerda, assim definimos como R o conjunto
de todos os pontos a direita e, analogamente, como L todos vértices a esquerda. Definimos
o conjunto H; como os pontos da i-ésima linha da arvore T', logo | H;| = 2°~! (considerando
como cardinalidade o niimero de pontos de vértices do conjunto), mais ainda, tome [ :=

100log K, e escrevemos
K/2l
H = U Hjl-

Jj=K/4
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Provavelmente nao teremos que [ seja inteiro, mas pense como um inteiro mais proximo.

O conjunto H tem como extremo as linhas Hx e Hx e todas as linhas intermediarias que
4 2

tem como indice um miltiplo (inteiro) de [, portanto H ndo é um conjunto muito grande

visto que [ ndo é um niimero pequeno.

T Hia
H,
: T Heo
A = AAA = A
AN = AAAN = AA by

Figura 20 — Passeio aleatério no 4-ciclo

Para cada v € H, defina T, como a subarvore bindria de T" que comeca em v e tem
altura [, sem dificuldade vemos que T, N T,, = () desde que v # w. Também defina T, ,,

como o unico caminho que liga os pontos v e w e determinamos
Ay={weT, + 1/4< Tyul <12, ||TwNLNT,,NR|| < VI

como sendo a cole¢ao de vértices equilibrados na subarvore T,,.
A primeira condi¢ao do conjunto garante que os vértices equilibrados se encontrem no
segundo quartil de T, e a segunda condi¢ao nos assegura que a quantidade de vezes que

se anda para a direita e esquerda sejam préxima, nao ultrapassando v/1.

24

| Y ST,

o \ [ 1/4

o CET T T

freeesssssss s .————

""""""""""""" 12

Figura 21 — Passeio aleatério no 4-ciclo

Denote por A := U,ey Ay Para cada v € A, vamos anexar um 3D toro B, de volume

K, ou seja, o conjunto Z3 com n = v/ K. Por fim, escrevemos G* = (V*, E*) como um
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grafo 3-regular de tamanho K?2K e vamos anexéd-lo na arvore T no nivel Hy. Vamos
escrever G = (V, E) como o grafo final obtido pela construgao.

Agora vamos mostrar que |V| = (1 + O(1/K))K?*2K. De fato, os vértices de T é
uma simples soma de uma P.G. de razdo 2, dando a quantidade de 2% — 1 vértices e

(V*| = K?2K. J4 a quantidades de vértices foi anexado um toro B, pode ser pensando
l
como: em cada subarvore T, temos 12\/7 vértices equilibrados e o total de arvores é,

. 3K _ P . ~
aproximadamente, 274 ~! que é a soma de uma P.G. finita de razdo 2' e como o volume

do toro é K, temos o seguinte total de vértices

l3/4
|V| — 2K _ 1 +K22K+ 7 . 2(3K/4)—l . K
1 1 13/2 —(K/4)—1
20K
= 14+ — —
R (1 et )

como K e [ sao fixos nao ¢ dificil perceber que podemos escrever |V | = (1+0(1/K))K?2%K.

Agora vamos modificar as condutancias de G com a regra abaixo

2, (u,v) € T com u parente de vewv € L

C(u,v) = (.
1, caso contrario

e denotaremos G = (V, E) a rede com essa nova condutancia. Com os préximos resultados

vamos verificar que o tempo de mistura de G e G diferem por uma fator desejado.
Lema 5.6.3. O tempo de mistura em G satisfaz t,.(G) > cK? para uma constante ¢ > 0.

Demonstrag¢io. Seja T o tempo de alcance do conjunto V* para um passeio aleatorio (.Sy)
em (. Primeiro vamos limitar F, 7 inferiormente. Denote por G’ o grafo G sem ter sido
anexado o toro 3D.

Primeiro considere o passeio aleatorio (S;) em G’. Denote por N; como o nimero de
vezes que (S)) visita H; N A antes de alcangar o conjunto V* e denote N' =3, N;. Sem
davida (5]) visita ao menos um vértice de H; antes de atingir Hy.

Agora vamos analisar |H; N A|. Para alguns i = 1,2, -- | k é possivel que |H;NA| =

Mas vamos avaliar os casos que

logo,
1 H;
. <| ’ﬂA|<1
2-1 = |H| =
e como ;-7 < 5—7 entdao toman oc—2K | | >c> ssim,
|H; N A|

E, N = ZEN>Z > cK.

=1 =1

||
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Nao é dificil de perceber que qualquer (S;) pode ser decomposto por (S}) e por um
passeio aleatério no toro 3D anexo em G.

Recorde do fato que a esperanca do tempo de retorno para a origem de um passeio
aleatério é o volume total normalizado pelo grau da origem. Assim todo tempo de (S;)
para visitar o estado v € A, o tempo médio que leva o passeio aleatério para um passeio

em B, é no minimo K /2. Portanto conseguimos,

2
B> EOA/IQ( > CI;

Tome v* tal que F,+7 := max,cy F,7 e usando a propriedade de Markov conseguimos

que

K2 K?
Ex1 = Ex <T|T<C>+Ey* <T|TZC>

20 20
K2 K2
< L LB (r]r>S
20 20
cK? cK?
< —_— P* >7 E*,
= 50 7T ”{T— 20} o

Disto temos que

Como a distribuigao estacionéaria em V* satisfaz #(V*) > 1 — 1/K > 9/10, obtemos que
tmiz(G,v*) > cK? /20, como queriamos. O

Lema 5.6.4. O tempo de mistura em G satisfaz t,(G) = O(K log K).

Demonstracao. Para provar esse resultado é necessario o Principio dos Grandes Desvios

o que sai do escopo desse trabalho, por isso vamos deixar apenas a referéncia [6]. O]

Demonstragio do Teorema da Robustez 5.6.2. Vamos chamar de n o nimero de elementos

do nosso grafo, ou seja,
n=1V]l=(14+0(1/K))K?*2F < 2K .2K
portanto temos que %logn < K. Juntando os dois lemas anteriores, conseguimos

tmiz(G) < KlogK logK - loglogn
tmiz(G) = cK?2  cK clogn ’

donde segue o resultado. O]
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