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“A coisa mais bela que o homem pode experimentar é o mistério. E essa emogdo
fundamental que estd na raiz de toda ciéncia e toda arte.”
(Albert Einstein)



Resumo

O estudo da Relatividade Geral minimamente acoplada a um campo escalar em um
espaco-tempo estatico e esfericamente simétrico mostra que solugdes de buraco negro sao pos-
siveis mediante a existéncia de um campo escalar fantasma. Estes buracos negros, considerados
exoticos, possuem horizonte de area infinita e temperatura de Hawking igual a zero, por isso sao
denominados de "buracos negros frios” Nosso objetivo neste trabalho é propor um estudo de
espagos-tempos estaticos e esfericamente simétricos em teorias de k-esséncia. Tais teorias sdo
amplamente aplicadas no contexto de expansdo acelerada do universo, energia escura e mode-
los inflacionarios, entretanto, ha uma lacuna no estudo de objetos locais, como estrelas, buracos
negros e buracos de minhoca. Em nosso estudo de teorias de k-esséncia em configuragoes es-
taticas e esfericamente simétricas resultou em duas solugdes distintas: uma primeira solugiao
com caracteristicas semelhantes as encontradas em buracos negros frios, mas com dois horizon-
tes de eventos (de natureza cosmoldgica) e ndo assintoticamente plana; e, uma segunda solugao
com apenas um horizonte de eventos, semelhante a solu¢do de Schwarzschild imersa em espaco-
tempo assintoticamente singular.

Palavras chave: Relatividade Geral, Teorias Escalares-Tensoriais, Teorias de K-esséncia, Espagos-

tempos esfericamente simétricos



Abstract

The study of general relativity minimally coupled to a scalar field in a static and spheri-
cally symmetric space-time shows that black hole solutions are possible with the existence of a
scalar phantom field. These black holes, considered exotic, have infinite area horizon and zero
Hawking temperature, hence they are called "cold black holes” Our objective is to propose a
study of statics and spherically symmetric space-times in theories of k-essence. Such theories
are widely applied in the context of accelerated expansion of the universe, dark energy and infla-
tionary models, however there is a gap in the study of local objects such as stars, black holes and
wormbholes. In our study of k-essence theories in static and spherically symmetric settings resul-
ted in two different solutions: a first solution with features similars to those found in cold black
holes, but with two event horizons (of cosmological nature) and non-asymptotically flat; and a
second solution with only one event horizon, similar to the Schwarzschild solution immersed in
asymptotically singular space-time.
Keywords: General Relativity, Scalar-tensor theories, K-essence theories, Spherically symmetric

spaces-times
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Capitulo 1

Introducao

A relatividade geral € a teoria geométrica da gravitagao publicada por Albert Einstein, em
1915 [32, 31, 33], e é a atual descrigdo da Fisica para a gravitagdo. A relatividade geral fornece
uma descri¢ao unificada da gravidade como uma propriedade geométrica do espago e do tempo,
ou espago-tempo. Em particular, a curvatura do espago-tempo é diretamente relacionada com
a energia e 0 momento de matéria ou radiagdo. Esta relacdo ¢ dada pelas equagdes de campo de
Einstein, que compdem um sistema de equagdes diferenciais parciais nao lineares.

Algumas previsoes da relatividade geral diferem significativamente das previsoes da fi-
sica classica, especialmente sobre a passagem do tempo, a geometria do espago, 0 movimento
dos corpos em queda livre e a propagagdo da luz. Tais diferengas incluem dilatagdo de tempo
gravitacional, lente gravitacional, desvio para o vermelho de origem gravitacional da luz e o
atraso gravitacional do tempo. As previsdes da relatividade geral foram confirmadas em todas
as observagoes e experiéncias até o momento. Embora a relatividade geral ndo seja a tnica te-
oria relativista da gravidade, apresenta-se como a teoria mais simples e consistente com dados
experimentais. No entanto, ha questdes ainda sem respostas, sendo a mais fundamental delas
explicar como a relatividade geral pode ser conciliada com as leis da fisica quantica para produzir
uma teoria completa e auto-consistente da gravitacdo quantica.

A teoria de Einstein tem implicagdes astrofisicas importantes. Ela aponta para a existén-
cia de buracos negros - regides no espago onde o espago e o tempo sdo distorcidos de tal forma
que nada, nem mesmo a luz pode escapar - como um estado final para as estrelas massivas. Ha
ampla evidéncia de que a intensa radiacdo emitida por certos tipos de objetos astronomicos seja
devido aos buracos negros; por exemplo, microquasares e nucleos galdcticos ativos resultariam
da presenga de buracos negros estelares e buracos negros supermassivos, respectivamente. O
desvio da luz pela gravidade pode levar ao fendmeno de lente gravitacional, no qual varias ima-
gens do mesmo objeto astrondmico distante sdo visiveis no céu. A relatividade geral prevé ainda
a existéncia de ondas gravitacionais, que ja foram observadas indiretamente; uma medida direta
¢ o objetivo de projetos como o LIGO[2], Virgo[48] e Laser Interferometer Space Antenna da ESA
(ELISA)[50]. Em 11 de fevereiro de 2016, o projeto LIGO anunciou a primeira medida direta de

ondas gravitacionais[1]. Estas ondas gravitacionais foram originadas a partir da fusdo de dois
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buracos negros de massa estelar, que formavam um sistema bindrio, se tornando, consequente-
mente, a primeira observa¢do de uma fusao buraco negro binario.

A previsao mais popular e exotica de relatividade geral é certamente a existéncia de bu-
racos negros. A imagem de bocas enormes insaciaveis que devoram tudo, ndo permitindo o
retorno de nenhum objeto ou sinal, tornou-se, sem exagero, uma parte da cultura humana, da
ficgdo cientifica ao folclore.

Curiosamente, a primeira solugao exata das equagdes de Einstein, a solu¢do de Schwarzs-
child [70], que caracteriza o campo estatico de um centro gravitando, descreve o buraco negro
mais simples. Embora totalmente compreendidas somete na década de 50[57, 73], suas as pro-
priedades ainda despertam o interesse de muitos pesquisadores.

Desde o inicio dos anos 60, a fisica de buraco negro comecou a se estabelecer como uma
linha independente de investigacao, e isso levou a muitos resultados interessantes e inespera-
dos. Descobriu-se, por exemplo, que ¢ possivel extrair energia de buracos negros que giram,
langcando pequenos corpos em sua vizinhanga, diminuindo ligeiramente sua rotagao [66]; que
podemos considerar os buracos negros como objetos termodinamicos com certa temperatura e
entropia [9]; que os buracos negros podem evaporar, emitindo energia para o espago ambiente,
exatamente como corpos comuns aquecidos até a temperatura correspondente de evaporagao
[45]. O processo de evapora¢ao Hawking esta conectado com a produgdo de particula quan-
tica no campo gravitacional classico do buraco. Os buracos negros de massas estelares e massas
maiores evaporam muito lentamente, e isso ndo afeta todos os processos observaveis.

Campos escalares minimamente acoplados a gravidade foram considerados pela pri-
meira vez por Fisher [38], que encontrou uma solugdo estatica, esfericamente simétrica com
as equagoes de Einstein-campo escalar sem massa. Uma contrapartida de solucao de Fisher para
campos escalares sem massa com um sinal inadequado da energia cinética (chamado de campo
escalar fantasma) foi encontrada por Bergmann e Leipnik [11]. Mais tarde, um estudo geral de
sistemas escalares esfericamente simétricos com gravidade, incluindo um possivel acoplamento
ndo-minimo, foi realizado por Bronnikov [16], que identificou novas configuragdes nao triviais
que correspondem a estruturas de buraco negro e buraco de minhoca. Entre os casos especi-
ais estdo os buracos negros neutros e carregados [14] e os buracos de minhoca com um campo
conformalmente escalar acoplado, bem como os chamados buracos de minhoca de Ellis (des-
crito pelo caso mais simples da solu¢ao Bergmann-Leipnik [11]) e buracos de minhoca na teoria
escalar-tensorial de Brans-Dicke [15] no caso em que o acoplamento w constante é menor do
que —3/2. Estes resultados foram estendidos posteriormente e identificados como buracos ne-
gros frios, isto ¢, buracos negros contendo cargas escalares, exibindo gravidade superficial zero
e areas de superficie de horizonte infinita [19, 20, 26]. Em geral, na obten¢ao de tais buracos
negros frios, o campo escalar deve ter energia cinética negativa, ou seja, ele deve ser fantasma e
violar as condi¢des de energia padrao.

Isto posto, nosso objetivo é propor nesta dissertagdo um estudo de espagos-tempos es-
taticos e esfericamente simétricos em teorias de k-esséncia. As teorias de k-esséncia sdo am-

plamente aplicadas no contexto de expansdo acelerada do universo, energia escura e modelos
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inflaciondrios, porém, ha uma lacuna no estudo de objetos locais, como estrelas, buracos ne-
gros e buracos de minhoca. No caitulo 2, apresentaremos de forma sucinta alguns conceito im-
portantes de relatividade geral. No capitulo 3, faremos uma revisdo acerca dos espagos-tempos
estaticos e esfericamente simétricos assintoticamente planos, dados pelas solugoes de Schwarzs-
child e Reissner-Nordstrom e espagos-tempos nao assintoticamente planos, dado pela solugao de
Schwarzchild-de Sitter. Analisaremos suas singularidades, horizontes e estrutura causal. Ainda
neste capitulo, faremos uma discussdo de outro tipo de solugdo esfericamente simétrica, o buraco
de minhoca e dos requisitos, em tese, para se cria-lo. Além disso, discutiremos acerca do bu-
raco de minhoca transitavel. No capitulo 4, faremos a revisdo de parte do artigo intitulado Cold
Scalar-Tensor Black Holes: Causal Structure, Geodesics, Stability [19] em que os autores estudam
a estrutura causal, geodésicas e estabilidade de buracos negros frios. Em seguida, no capitulo 5,
apresentaremos nossa contribui¢ao original e proposta central da dissertagdo, On Horizons and
Wormbholes in k-Essence Theories [22], que é obter e analisar solu¢des para espagos-tempos esta-
ticos e esfericamente simétricos em teorias de k-esséncia. Por fim, na Conclusao, registraremos

nossas discussoes acerca dos resultados mais importantes obtidos.



Capitulo 2

Fundamentos da Relatividade Geral

As ideias basicas da relatividade geral sdo muito bem apresentadas em um grande nu-
mero de livros e monografias bem conhecidos, como por exemplo, [77, 61, 78, 59], dentre outros.
Ciente desses fundamentos, nesta se¢ao, vamos citar apenas os fatos basicos e as principais re-
lagoes da relatividade geral. Muitas nogdes geométricas, tais como vetor e tensor, componentes
co-variantes e contravariantes de vetores e tensores, contragido de tensores e assim por diante,
supomos serem conhecidas, uma vez que, serdo, aqui, utilizadas sem explicagdes.

O espago-tempo em relatividade geral é uma variedade de quatro dimensées com uma
métrica pseudo-Riemanniana. O campo gravitacional é descrito na relatividade geral em termos
da curvatura do espago-tempo, que é expresso usando o tensor métrico com relagdo as coorde-
nadas. Assim, a relatividade geral pertence a classe das teorias métricas da gravidade [80] e é

historicamente a primeira, a mais simples, e é a mais bem elaborada teoria desta classe.

2.1 Sistema de coordenadas e referenciais

Em qualquer das variedades diferenciaveis, tanto no espago-tempo Minkowski ou em
qualquer espago-tempo Riemanniano, transformagdes arbitrarias de coordenadas x* — y# sao

possiveis, com fungdes arbitrarias
=0yt 2 v, (2.1)

No espaco-tempo fisico, as transformagdes de coordenadas (2.1) conduzem, em geral, a
alteragdes no referencial.

Note que uma relagao entre as nogdes de sistemas de coordenadas e referencial é uma
questio sutil que as vezes conduz a confusdes e equivocos. E, portanto, essencial explicarmos
em que sentido usaremos essas nogdes. Esta discussdo, em sua maior parte, encontra-se nos
livros [75, 81, 4].
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Em suma, um espa¢o Riemanniano é uma variedade diferenciavel de dimensao D equi-
pada com uma métrica g,,,,. Se tal assinatura é definida como positiva, (+ + ...+), 0 espago €
chamado Riemanniano, em outros casos é chamado pseudo-Riemanniano!.

Vamos considerar um espago-tempo Riemanniano arbitrario com o intervalo
ds? = dxtdx?, wv=0,1,23, (2.2)

com o tensor métrico simétrico Suv> tendo a assinatura (+ — ——)2.

Fixando um ponto arbitrario, podemos trazer o tensor métrico, neste ponto, a uma forma
diagonal por transformagdes lineares de coordenadas e, em seguida, ordenando os elementos da
diagonal obtidos e normalizando-os para mais ou para menos unidades, obtendo sempre o tensor
de Minkowski

Muv = diag(1,-1,-1,-1), (2.3)

devido a nossa escolha da assinatura. Isto indica claramente que em uma pequena vizinhanga
de cada ponto da geometria de qualquer espago-tempo Riemanniano coincide com a geometria
de Minkowski, e todos os fendmenos para os quais a curvatura ¢ insignificante pode ser descrito

no contexto da relatividade especial.

2.2 Curvatura do espaco-tempo Riemanniano

Aqui apresentarem algumas defini¢oes e relagdes importantes do espago-tempo Rieman-
niano que serdo frequentemente usadas nesta dissertacdo. Antes de mais nada, vamos relacionar

amétrica g, com a sua inversa g por meio de

8ua8" =9y (2.4)

em que d;, € o simbolo de Kronecker, definido por

5;:{ Losep=v (2.5)
0 ,sep#v

Os tensores g, € """ sdo usados para levantar e abaixar os indices de um tensor qualquer.
Derivadas parciais de qualquer funcio escalar f (x*) com respeito as coordenadas, d,f
forma um vetor covariante chamado de gradiente de f. Derivadas parciais dos componentes de

um vetor A, ou A, ndo formam um tensor porque as transformagoes de coordenadas sdo, em

Lo prefixo "pseudo” serd frequentemente omitido; de outro modo, usaremos simplesmente espago-tempo Rie-
manniano
’Es - i do chamados de L L ] 0] bém ¢é
pagos-tempos com esta assinatura sio chamados de Lorentz ou Lorentziano. O mesmo termo também ¢é
aplicado a assinatura (— + ++); muitos autores usam esta assinatura. O contetdo fisico da teoria certamente ndo
dependem da escolha de um mais e trés menos ou vice-versa, porém as formas de algumas equagées tornam-se
ligeiramente diferentes o que cria alguma inconveniéncia e exige certos cuidados.
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geral, ndo lineares. Para obter uma forma covariante das equagodes fisicas, portanto, é preciso
generalizar a no¢ao de derivada, para torna-las um tensor. Este objetivo é conseguido através da

introducédo das derivadas covariantes

VA, =3,A, ~T8,A,
V,AY = ,AY + T, A%, (2.6)

em que as quantidades I';,, (que ndo sdo um tensor) sdo chamados de simbolos de Christoffel
ou coeficientes de conexdo afim. Sdo expressos em termos do tensor métrico e suas derivadas

parciais de primeira ordem:

1
r;c”/ = ng (avgycr + aygva - aag;u/) . (2.7)

Os simbolos de Christoffel sdo simétricos em relagao aos indices inferiores, por isso, em geral,
podem haver até 40 componentes diferentes.

Para tensores de qualquer rank, as derivadas covariantes sdo calculadas de acordo com
(2.6) e aplicada a cada indice superior ou inferior separadamente. Por exemplo, para o tensor
misto T, temos

VTl = 3, T} + T¥Tly — Th, T, (2.8)

Devido a (2.7), o tensor métrico é covariantemente constante:
Vucgyv = Vagw = U (2.9)

Portanto, a operagdo de diferencia¢do covariante comuta com a subida e a descida de indice, o
que ¢é extremamente conveniente nas transformagoes de expressoes de tensores mais complexos.

Um ponto importante é a aplicagao repetida de derivadas covariantes. Derivadas parciais
usuais sdo conhecidas por comutarem entre si; 0 mesmo é verdade para as derivadas covariantes
de um escalar f. A derivada de primeira ordem, V,f = 9,f, é uma derivada parcial, porém a

segunda derivada ¢, obrigatoriamente, um operador nabla aplicado a um vetor, mas, no entanto,
Aplicado a um vetor, a comutagdo de derivadas covariantes da

(V,V, —V,V,)A, = RS A, (2.11)

V.V, =V, V,)AP = —R,, A%, (2.12)
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em que as quantidades R, sdo as componentes do tensor chamado tensor de curvatura, ou

tensor de Riemann:,

R” ey = T s = Ty + T 00Ty =T T . (2.13)

O tensor de Riemann desempenha um papel central na geometria Riemanniana, uma vez que é
este tensor que caracteriza a natureza de uma dada métrica. Por exemplo, para o espago plano
todas as componentes do tensor de Riemann séo zero.

As propriedades de simetria do tensor de Riemann podem ser representadas por meio
de suas componentes covariantes, R;“,pa = gWRj’jpg. Por construgéo, o tensor de Riemann é
simétrico com respeito a permuta¢ao do primeiro e segundo pares de indices e é anti-simétrico

dentro de cada par:

Ryvpo = Roouv = —Ruppe = —Ruvep- (2.14)
Além disso, as componentes do tensor de Riemann satisfazem a identidade Ricci
szﬁ"y + Rleyﬂc + RPI’)’“,B = O, (215)

em que o primeiro indice é o mesmo em todos os termos, enquanto os outros estio sujeitos
a permutagdo ciclica. Devido a (2.14), pode-se reescrever essa identidade com qualquer outro
indice fixo.

Tendo em conta a simetria do tensor de Riemann, o nimero dos seus elementos indepen-
dentes no espago 4-dimensional é 20. No caso geral de um espago D-dimensional este niimero é
igual a D?(D? — 1)/12. Em exemplos especiais de espagos que possuam simetrias substanciais,
o numero de componentes independentes é muito menor. Por exemplo, no espaco de Sitter,
que tem a maxima simetria possivel, todas as componentes do tensor de Riemann sao expressos
através de apenas uma constante.

As contragdes do tensor de Riemann levam ao tensor de Ricci R, € a0 escalar de curva-
tura R, também chamado escalar de Ricci:

R, = Rjiavs R=¢gM"R,, =R;. (2.16)
Uma inspecdo direta mostra que o tensor de Riemann, além das identidades algébricas

(2.14) e (2.15), satisfazem as identidades diferenciais
V[DcR(X,B]’)/(S - O, (217)

chamadas de identidades de Bianchi.>

3Como de costume, nos indices, parenteses indicam simetrizagio e colchetes indicam alternancia.
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Sua contragdo por um par de indices resulta em
V(,RZM +V,Rup = VgRyy =0, (2.18)

enquanto uma nova contra¢ao leva a uma igualdade de extrema importancia na teoria da gravi-
tagao:
vV,G% =0 Gj, =R}, 1(5’/R 2.19
WG =0, = RY - 30U (2.19)
O tensor G, € o tensor de Einstein.
Para concluirmos a se¢ao, vamos apresentar uma férmula para o elemento de volume
invaridvel em um espago de Riemann de dimensao arbitraria D: se tentarmos encontrar o volume

de um pequeno paralelepipedo especificado por D vetores dx} (a é o nimero de um vetor, e y é,

como de costume, o numero de seu componente), o elemento de volume invaridvel é

AV = gl det(dx})l, g :=det(g,,). (2.20)

Consequentemente, uma integral invariante de uma fungéo escalar de f (x) ao longo de um certo

volume V é
lolf (x)dPx, dPx := dxldx? .- dxP. (2.21)
v g

Férmulas similares sao validas para integracdo ao longo de superficies de qualquer dimensao
d < Dse x,, denota as coordenadas contidas na superficie enquanto g,,,, ¢ a métrica interna da

superficie, induzida pela métrica do espago ambiente.

2.3 A agao do campo gravitacional e equac¢des dindmicas

2.3.1 Equagdes de Einstein

Na relatividade geral, as variaveis dindmicas que caracterizam o campo gravitacional sdo
as componentes do tensor métrico g,,,,. As equagdes dinamicas da relatividade geral sdo deriva-

das do principio de variacao de Hilbert

R —-2A
6$=0, S=| Jgd*x +S,,, 2.22

2K 8 mn (2.22)
emque S,, = [ [L,,/—gd*x é a agio da matéria, que é composta pela substincia e todos os
campos, exceto o campo gravitacional, e A € a constante cosmoldgica, que normalmente € insig-
nificante quando se considera configuragoes locais (até a escala de um aglomerado de galaxias),

mas ¢ manifestamente importante na escala cosmolégica. A condigdo 6S = 0 conduz para as
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equagoes de Einstein-Hilbert, ou apenas equagdes de Einstein
1
Ry — EgﬂVR + 8N =Ty, (2.23)

Aqui, x = 871G/c* ¢ a constante gravitacional de Einstein (G é a constante gravitacional de

Newton), e T}W ¢ o tensor energia-momento da matéria:

258,
RN

Em (2.23) existem, em geral, dez equagdes diferenciais parciais ndo-lineares. Em pri-

(2.24)

meiro lugar, a liberdade de escolha de um sistema de coordenadas permite impor quatro con-
digbes arbitrarias de coordenadas que podem ser formuladas como igualdades envolvendo os
coeficientes g, € restam apenas seis equagdes independentes. Em segundo lugar, entre as
equacdes restantes existem quatro dependéncias diferenciais relacionadas com as identidades
(2.19), o que resulta em apenas duas equagdes dinamicas reais. As outras quatro sao equagdes
de restri¢cdo que nao contém derivadas de tempo de segunda ordem. Estas circunstancias sao de
importéncia para todos os processos dindmicos em relatividade geral, e, acima de tudo, para as
ondas gravitacionais, que podem ter apenas duas polarizagdes independentes.

Devido as identidades contraidas de Bianchi (2.19) e as equagdes de Einstein (2.23), o
tensor energia-momento da matéria obedece a quatro igualdades diferenciais com o significado

das leis de conservacio*
V. T =0, (2.25)

a partir do qual pode-se obter as equagdes de movimento para a matéria. Assim, as equagdes de
movimento resultam das equagdes de campo. Esta circunstincia é uma diferenca fundamental
entre relatividade geral e a maioria das teorias cldssicas de campo, incluindo a teoria da gravitagdo
de Newton, onde se tem que postular, separadamente, as equagdes de movimento para fontes a

partir das equacdes de campo.

2.3.2 Equagao da geodésica

As equagdes de movimento para particulas livres em espagos-tempos Riemannianos po-

dem ser obtidas através da varia¢do da acdo

S = —mcjds = —mc? f ,/gpadxpdx‘fdt, (2.26)

“Em geral, estas igualdades diferenciais ndo conduzem a leis de conservagio integral pois, para isso, eles devem
ter a forma df}' /9x” = 0, e que seria mais preciso dizer que eles expressam a conjunto mudanga relacionada & mu-
danca de métrica. No entanto, ao nome “leis de conservagao” para as igualdades (2.25) tornou-se bastante comum,
e ainda mais, qualquer tensor T?},, obedecendo a condigdo (2.25), é freqiientemente chamado de conservativo.
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que agora deve ser expresso por um elemento de linha Riemanniano. A equagdo de variagdo,
que no espa¢o de Minkowski tem o significado de uma equagdo da (da geodésica) trajetdria,
que descreve o extremo do comprimento da linha de mundo entre dois pontos dados, pode ser
escrita como

% + Fi‘wu?‘u‘/ =0, (2.27)
em que s é o intervalo que coincide com o tempo proprio de um observador que se move ao longo
da geodésica tipo-tempo ou comprimento proprio se o movimento se da ao longo da geodésica
tipo-espaco. Em todos os casos s é um parametro afim.

Vamos derivar a equagdo (2.27) a partir da lei de conservagdo (2.25). O resultado ira
ilustrar a possibilidade de derivar as equagdes de movimento para a matéria a partir das equagdes
de Einstein.

Comegaremos com a expressdo para o conjunto de um fluido perfeito, que pode ser ob-
tido como uma extensao natural da expressao correspondente da relatividade especial [59] para

espagos Riemannianos:

Ty = (p+puyuy, —pSuv (2.28)

em que i, ¢ a quadrivelocidade das particulas do fluido, p € a sua densidade de energia e p a sua
pressdo. Em particular, para a matéria tipo poeira constituida por particulas que nao interagem,

temos:
p=0, TW = pUyUy,. (2.29)

Os graos de poeira se movem sem influéncia de forgas externas que nao seja a gravidade, por-
tanto, as suas equagdes de movimento coincidem com os das particulas livres. Vamos obté-las
diferenciando o tensor (2.29):

VT = u,Vu(ou®) — puV,u, = 0. (2.30)

Multiplicando essa igualdade por u, tendo em conta que u*u,, = 1 = V, (u*u,,) = 0, obtemos

H
a partir de (2.30) a equagdo de continuidade V(pu*) = 0 (seu significado é a conservagio de

massa para a poeira) e a equa¢do de movimento
uVVyua =0, (2.31)

que pode ser reescrita na forma

dxt ou”
ds ox*

u”Vyua =0= + F;’jyuyuv =0, (2.32)
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em que, finalmente, obtemos a equac¢ao (2.27)

d 14
S+ T =0, (233)

As geodésicas podem ser do tipo-espacial, tipo-tempo e nula, e ao longo da prépria geo-

désica, essa natureza especial nao se altera, pois d,, (uyuy) = 0.

2.4 Campos ndo gravitacionais em relatividade geral

Todos os tipos de matéria, exceto o campo gravitacional, admitem uma descrigdo no am-
bito da relatividade especial. Para sua descri¢do em relatividade geral (e, em geral, em qualquer
teoria formulada em um espago Riemanniano), o chamado principio de acoplamento minimo é
utilizado, segundo o qual todas as equagdes conhecidas na relatividade especial sdao estendidas
para espago-tempo curvo, substituindo todas as derivadas parciais por derivadas covariantes.
Notamos que este artificio pode até aumentar a liberdade de calculos no ambito da relatividade
especial, sem restricdo para as coordenadas de Minkowski, introduzindo coordenadas curvili-
neas e invocando quaisquer aceleragdes, translacionais e rotacionais.

Vamos apresentar algumas relagdes validas para a matéria ndo gravitacional no espago-

tempo curvo de acordo com o principio de acoplamento minimo.

2.4.1 Campos escalares

Para um campo escalar ¢ com auto-interagao arbitraria, descrita por um potencial V (¢),
se for minimamente acoplado a gravidade, a Lagrangiana no espago curvo ¢é escrita precisamente

da mesma forma que no espago de Minkowski:

1
Ls = Egyv¢,y¢,v - V(‘P)/ (2.34)

e a sua variacdo com respeito a ¢ leva a uma equagdo que generaliza a equagdo relativistica dec
Klein-Gordon

O¢p +dV/dp =0, (2.35)

com o operador de d’Alembert geral e relativistico

1
0=V, = Tga,,é(,/_—gg‘*ﬁaﬁ). (2.36)
O tensor energia-momento do campo escalar é obtido a partir da Lagrangiana (2.34) pela sua

variagdo de acordo com (2.24):

Th = ¢ — OhLs (2.37)
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Formas mais complexas de campos escalares sdo também consideradas em problemas
de gravitagdo e cosmologia. Por exemplo, a chamada k-esséncia com lagrangianas com a forma

geral L, = F(¢, X), com X = (d¢)?, ndo viola o principio de acoplamento minimo.

2.4.2 Campo eletromagnético

O campo eletromagnético caracteriza-se pelo potencial vetor A, e pelo tensor eletromag-

nético, também chamado tensor de Maxwell

F, =d,A, —0d,A (2.38)

uv uttv vitus

A Lagrangiana do campo eletromagnético generaliza diretamente a expressdo do espago plano

correspondente. Para um campo com fontes, a Lagrangiana é
1 HV _ U
Lo = _ZF#VF —j A, (2.39)
em que j# é a densidade de corrente de carga elétrica. Sua variagdo em relagdo a A, resulta em

uma equagdo dindmica que corresponde ao segundo par das equagdes de Maxwell na eletrodi-

namica habitual,
V., FHV = LE) (—gF*") = j¥ (2.40)
v - v - 7 .
Vv—8

e devido a (2.40) a lei de conservagao quadri-corrente se mantém automaticamente:

1
Vit = —a,(J=gi") =0, (2.41)
H \/_—g H
O primeiro par de equagdes de Maxwell encontra o seu analogo na identidade a partir de
(2.38),
ViFvo +VoFu, +VyFyry =0, (2.42)
ou, equivalentemente,
Vv, FI, (2.43)

em que “F/" é tensor dual de F,,;:

*CHV — 1 SP“/'OUF
2 /=% 7

(2.44)
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O tensor energia-momento do campo eletromagnético é obtido variando a agdo do campo

F,,,, com respeito a g"":

T = —FuF"+ %5;1?“,3?5. (2.45)

O campo de Maxwell (2.38) ndo muda se for acrescentado um gradiente de qualquer fun-
¢do escalar f (x/) ao potencial vetor A,,. Esta propriedade de invariancia de calibre ¢ de extrema
importéncia na eletrodinamica e ¢ evidentemente preservada se considerarmos Lagrangianas
mais gerais que (2.39), tais como L(F) e L(F,G), em que F := FWFW eG:= *FWFW. Tais
formas de eletrodinamica nao linear, respeitando o principio de acoplamento minimo, também
podem ser usadas em problemas gravitacionais.

O principio de acoplamento minimo nao é universal e muitos pesquisadores discutem as
interagdes ndo-minimas entre campos materiais e gravidade. Estas interagdes sao introduzidas
pela adi¢do de certos termos na Lagrangiana que contém um campo material e alguns invari-
antes da curvatura, geralmente, o escalar de curvatura R. Poderiamos, também, ter invariantes
envolvendo o campo material e a curvatura, como, por exemplo, A* d,,R. Assim, uma interacédo
ndo-minima entre um campo escalar e a gravidade pode ser introduzida por meio de uma adi-
¢do, em (2.34), do termo ¢R¢?, & = constante, enquanto uma interagio nio-minima entre o

campo eletromagnético e a gravidade pode ser descrita pelo termo ¢RF,, F Hy,

2.5 Grupos de isometria e vetores de Killing

O espago-tempo de Minkowski possui a maior simetria possivel, expressada na invari-
ancia do intervalo em relagdo ao grupo de Poincaré (G, ou seja, um grupo de 10 parametros).
Um espago-tempo geral Riemanniano V4 nao possui qualquer simetria, enquanto em casos es-
peciais, em que exista simetria, é descrita por um grupo de isometria com um certo nimero de
parametros, obviamente, ndo mais que dez. Este nimero ¢ igual ao nimero de solugdes linear-

mente independentes ¢, da equacgao de Killing
Va B + V,BC:'IIX =0. (2.46)

Os vetores (¥, vetores de Killing, que satisfazem a Eq. (2.46), possuem a seguinte propri-
edade: se todos os pontos sdo deslocados de {#dA (em que dA é uma quantidade infinitesimal),
todas as relagdes métricas em V, permanecerdo invariaveis. Deslocamentos consecutivos de
¢"dA levam a um movimento de pontos de mundo ao longo de uma 6rbita do vetor de Killing,
cujos pontos sdo todos mutuamente equivalentes. Por exemplo, sobre uma superficie arbitraria
de rota¢ao no habitual espago 3-dimensional, ha um vetor de Killing apontando ao longo do
“paralelo” e descrevendo mudangas ao longo deste “paralelo” por pequenos angulos azimutais,

enquanto todo o “paralelo” ¢ uma o6rbita deste vetor de Killing.
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As métricas maximamente simétricas (G1), em V4, sdo conhecidas por serem solu¢oes

para as equagdes de Einstein no vacuo,
RW + gWA =0, (2.47)

com a constante cosmoldgica A, que corresponde ao tensor energia-momento efetivo T,lf =
8l A/x. Estes espacos sio chamados de espacos de curvatura constante: o espago de curvatura
constante zero é o espago de Minkowski (A = 0), o espago de curvatura constante positiva é o
espago de Sitter (dS) (A > 0), o espago de curvatura constante negativa é o espago anti-de Sitter
(AdS) (A < 0). Nos espagos de curvatura constante, o tensor de Riemann é determinado por

uma tnica constante (A) e também em termos do tensor métrico da seguinte forma:

A
R;u/pa = 3 (gypgva - g;ufgvp)l (2.48)
em que o tensor e escalar de Ricci podem ser obtidos

R, =8ul,  R=4A. (2.49)



Capitulo 3

Buracos Negros e Buracos de Minhoca

3.1 Espaco-tempo Esfericamente Simétrico

Uma suposi¢do natural para uma descri¢do mais simples de corpos isolados, como se
fossem ilhas, é a simetria esférica. Espagos-tempos esféricamente simétricos sdo invariantes sob
rotagdes espaciais, formando o grupo de isometria Gs.

No caso mais geral, podemos escrever uma métrica esfericamente simétrica da seguinte

forma
ds? = e27di? — e2xdy2 — e2Pd0)2, dO? = d6? + sin® 0dg?, (3.1)

em que &, 3 e 7y sdo, geralmente, fun¢des da coordenada radial u (our) e da coordenada temporal
t. Também usaremos a notagio r = eP; aqui, r representa o raio de uma esfera coordenada
u = constante, t = constante, ou a coordenada radial de Schwarzschild. Vale ressaltar que, no
espago curvo, o raio esférico r nada tem a ver com a distancia em relagiao ao centro coordenado,
podendo nem mesmo existir um centro. Na expressdo (3.1) ha uma liberdade na escolha de
referencial: diferentes referenciais correspondem a corpos distintos com diferentes distribuicdes
de velocidade radial entre si.

No caso de um espago-tempo estatico (no grupo de isometria G4 [69, 51, 55] as rotagdes
sao complementadas com translacdes temporais), pode-se sempre escolher o referencial de tal
maneira que &, B e y dependam apenas de u. Ha ainda a possibilidade de substituir a coordenada
radial u por uma outra, através de transformagdes da forma u = u(p); a ideia aqui ¢ definir a
escolha da coordenada radial postulando uma relagdo entre as fungdes &, B e 7y.

Ao resolver problemas diferentes, pode ser conveniente, dependendo de cada caso, adotar

diferentes variantes de tais condi¢des de coordenadas[25]. Vamos enumerar algumas delas.

1. e* = 1,du = dl. Neste caso temos a coordenada normal Gaussiana, em que a coordenada
[ é de fato o comprimento ao longo da dire¢do radial, contando a partir de uma esfera

fixadaem [ = 0;

15
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2.u=1,7=79),a =a(r)ef = Inr. Coordenada de (Schwarzschild) curvatura: r é o

raio de curvatura da esfera v = constante;

3. 2P = 22)y2  Coordenadas isotrépicas, em que a parte espacial ¢ escrita na forma

conformalmente plana:
di? = 22 (dy2 4 4y2d02) = 22 g3 2, (3.2)

em que, o elemento de linha em trés dimensoes, em coordenadas cartesianas, é introdu-
zido, ¥ = (x1,x2, x3);

4. a(u) = 2B(u) + y(u). A coordenada harmonica u € usada particularmente para resolver

problemas que envolvem campos escalares;

5. a(u) = —y(u). Coordenada u quasiglobal. Este nome esta ligado com o fato de que esta
coordenada é mais adequada na descrigdo de buracos negros e outras métricas similares,

em ambos os lados do horizonte;

6. a(u) = 7y(u). Aqui, u as vezes ¢ chamada de "coordenada tartaruga’, pois em muitos casos
importantes as fun¢cdes métricas mudam muito lentamente quando expressas em termos
de u. Neste caso, a métrica do subespaco (t, 1) toma uma forma conformalmente plana, o

que simplifica a analise de equagdes de onda.

Outras condi¢oes de coordenadas podem ser usadas.

A métrica na forma (3.1) é o caso mais geral, com coordenadas u e t arbitrarias. A escolha
das condi¢oes de coordenadas citadas anteriormente vai depender de como sera conduzida a
solucdao do problema, bastando simplesmente substituir a condigdo correspondente.

Ao estudar qualquer espacgo-tempo, é acima de tudo importante saber se este espago-
tempo ¢ regular, o que significa que todos os invariantes de curvatura sdo finitos em todos os
seus pontos, ou contém singularidades de curvatura, no qual, pelo menos um destes invariantes
é infinito. Em muitos casos, é mais ttil para verificar a finitude do escalar Kretschmann K =
Rup va"‘ﬁ MY Parauma métrica estatica (3.1), o escalar Kretschmann é uma soma dos quadrados

de todos os componentes diferentes de zero do tensor de Riemann R, ﬁ” v:

K = 4K? + 8K3 + 8K3 + 4K}

Ky =e2[y" =y (& =79')] = =Ry,

Ky = e72B'y’ = —Rpp"? = —Rp3 ™

Ky=e2[y" =9 (& = )] = —Ryp'? = —Ry5"

—e7 2P 47202 = R,y (3.3)

&
I

Isso acontece porque, neste caso (e em muitos outros casos importantes), o tensor R, ﬁ” v
¢ diagonal aos pares. Isso significa que todos K; sao invariantes sob parametrizagdes da coor-

denada u, ou seja, sob as transformagdes # — f(u). Em outras palavras, eles se comportam
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como escalares em tais transformagoes. Notemos que uma parametrizacdo 1 — f (1) é um caso
especial de uma transformac¢ao puramente espacial de coordenadas, deixando o referencial inal-
terado.

Uma vez que o escalar K é uma soma de quadrados, para que seja finito é necessario que
todos as suas componentes K; sejam finitas, para tal, é necessario, também, que as componentes
ndo nulas do tensor de Riemann R, Ig” Y sejam finitas. Assim, se o K escalar ¢ finito, todos os
invariantes que podem ser construidos algebricamente, a partir do tensor de Riemann e do ten-
sor métrico, sdo finitos, em particular, o escalar de curvatura R , o "tensor de Ricci quadrado”

R, ﬁR"‘ﬁ, o invariante R, 5,,,R**RP" e assim por diante. Dessa forma, o caréter finito de /C em

aBuv
algum ponto do espago-tempo significa que uma singularidade de curvatura esta ausente neste
ponto.

E importante mencionar que as singularidades de curvatura nio sio o tnico tipo de sin-
gularidades que podem aparecer em espagos-tempos fisicamente relevantes. Na forma mais ge-
ral, uma singularidade é definida como um ponto ou um conjunto de pontos em que as geodé-
sicas cessam com um valor finito do seu parametro afim. Em outras palavras, elas sdo lugares
de incompletude geodésica. Isto pode acontecer em qualquer caso em que a métrica perde a sua

analiticidade.

3.1.1 Centro regular e espagos assintoticamente planos

Um centro em um espago-tempo estatico e esfericamente simétrico é, por defini¢ao, um
ponto, linha ou superficie onde 7 = e = 0; um lugar onde as coordenadas esféricas convergem
a um ponto. Um centro pode ser regular ou singular, e como em qualquer ponto do espago-
tempo ¢ determinado por finitude de todos K; na expressdo (3.3). E importante frisar que, em
alguns casos, ndo pode haver nenhum centro em um espago-tempo esfericamente simétrico; isto
acontece se a quantidade r é diferente de zero em todo o espaco de tempo, ou pelo menos na sua
regido estatica.

Uma importante condi¢do é obtida a partir da exigéncia de finitude de K4 (3.3). O signi-
ficado € que a circunferéncia relagdo ao raio deve ter o valor correto (277) para pequenos circulos
circunscritos em volta do centro. Estas é uma propriedade de qualquer ponto regular - mas para
um centro é preciso introduzir condi¢des especiais de regularidade porque um centro é um ponto
singular de um tipo de sistema de coordenadas esféricas usado.

Parar — oo, longe de fontes de campo gravitacional, em muitos casos, a geometria do
espago-tempo deve coincidir com a geometria de Minkowski. Tais espagos-tempos sdo chama-
dos assintoticamente planos. Isso significa que todos os componentes do tensor de Riemann
tornam-se zero, ou seja, todos K; — 0. A tltima condi¢do, no entanto, nido ¢ suficiente, pois
para um espago-tempo assintoticamente plano também é necessario ter uma circunferéncia cor-
reta em ao relagdo raio (277) de grandes circulos coordenados. Caso contrario, mesmo com um
tensor de curvatura zero o espago tridimensional terd uma forma de funil assintético, com um
déficit ou excesso de angulo sélido em comparagdo com o seu valor padrao de 477. Essa geome-

tria caracteriza um tipo especifico de configuracdo chamado monopélos globais.
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Assim como um espago-tempo esfericamente simétrico pode ser desprovido de um cen-
tro, também pode ser desprovido de um infinito plano; além disso, pode nao haver limite de

r — o0,

3.2 Solugao de Schwarzschild

A solugdo de Schwarzschild recebeu esse nome em homenagem ao seu descobridor, Karl
Schwarzschild, que encontrou a solu¢iao exata em 1915 e a publicou em 1916[70], um pouco
mais de um més apds a publicagdo da teoria da relatividade geral de Einstein. Essa foi a primeira
solugdo exata para as equagdes de campo de Einstein, excetuando-se a solugdo trivial para o

espago plano.

3.2.1 Soluc¢ao de Schwarzschild

A solugdo de Schwarzschild descreve o campo gravitacional externo a um corpo esférico.
Trata-se de uma boa aproximagdo para campos gravitacionais de corpos de lenta rotagdo como
um planeta ou um buraco negro. Conforme o teorema de Birkhoff [13], qualquer solugéo es-
fericamente simétrica das equagdes de campo no vacuo na relatividade geral deve ser estatica e
assintoticamente plana. Isto significa que a solugdo de um espago-tempo exterior a um objeto
esférico e sem rotagdo é dada pela métrica de Schwarzschild. Uma demonstragao rigorosa pode
ser encontrada em Hawking e Ellis [46].

A solugao de Schwarzschild, descreve a geometria de um espago-tempo estatico e esferi-
camente simétrico ao redor de um objeto de massa M, no vacuo. Consequentemente, o elemento
delinha correspondente, em termos das denominadas coordenadas de Schwazrschild (t,7, 6, ¢),

pode ser escrito da seguinte forma
ds? = 27N g2 _ 20N gy _ 424(0)2, (3.4)

em que €27 e 240 530 fungdes escalares desconhecidas e 40 = d62 + sin? @dp?. Espera-
se que a métrica (3.4), quando longe da fonte gravitacional, aproxime-se assintoticamente do

espago-tempo plano, quando:

lim e27(") = lim e2a(r) — 1 (3.5)

r— 00

A partir da métrica (3.4) podemos encontrar os simbolos de Christoftel ndo nulos
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=9, Tly=e2@y,

Flll =a , F122 = —€ r,
1
F133 = —e_z"‘r sin2 0 , rzzl = ;,
1
F233 = —sinfcos @ ’ F331 = ;,

F332 = cot 0

Denotemos (") por d/adr.

Consequentemente, as componentes do tensor de Ricci sdo

2 i
Rog = 7277 l’Y” +9% -y + 77] ;

17 2 /N 2IX,
Ryp=—|7"+7"—-a'y ~5

Ry =1+e 2 [ra’ —ry' —1],
R33 = Sil’l2 9R22. (36)

Pelo fato de estudarmos uma solugdo de vacuo (R, = 0), podemos fazer todas as com-
ponentes do tensor de Ricci iguais a zero. Resolvendo, entdo, este sistema, determinaremos
explicitamente as fungdes a(r) e y(r), fazendo

€2<a_7)ROO + R11 = 0, (37)

obtemos,

que integrando, resulta em
& + vy = constante,
Porém, pela condi¢ao (3.5) temos

v = —u. (3.8)
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Agora, fazendo Ry, = 0, obtemos
e2r (2ry +1) =1,
que equivale a
(rez"f)/ =1. (3.9)
Podemos resolver a expressdo anterior e obter
27 =1-"2 (3.10)

e, consequentemente,

-1
e = (1 — 2_m) , (3.11)

em que —2m é uma constante de integra¢ao indeterminada. Pode-se comprovar facilmente que
(3.10) e (3.11) satisfazem cada uma das equagoes RW = (. Portanto, com (3.10) e (3.11), nossa

métrica torna-se
2 2m\ "
ds?2 = (1 — 7m> dr? — (1 - Tm> dr? — r2dQ0)2. (3.12)

O que nos resta fazer agora é interpretar a constante 2 em termos de alguns pardmetros
fisicos. Podemos interpretar a constante 2m considerando o limite Newtoniano [29]. Um ponto
de massa M situada na origem O, na teoria Newtoniana d4 origem a um potencial ¢ = —GM/r.

Considerando o limite de campos fracos, temos
Qoo = 1+2¢/c? =1-2m/r, (3.13)
portanto, é facil ver que
m = GM/c2. (3.14)

Dessa forma, podemos finalmente escrever a métrica de Schwarzschild

2GM 2GM\ !
ds? = (1 - )dtz — (1 - ) dr? — r2dQ0)2. (3.15)
c2r c2r

Note que com M — 0, o espago de Minkowski é recuperado, o que ja era esperado. Note também
que a métrica se torna progressivamente Minkowskiana quando » — oo, ou seja, 0 espago-tempo

de Schwarzschild se torna assintoticamente plano.
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3.2.2 Singularidade

Um problema que esta associado a um sistema de coordenadas é o fato de que, geral-
mente, ele cobre apenas uma parte do espago-tempo. Assim, por exemplo, as coordenadas de
Schwarzschild ndo cobrem o eixo onde € = 0, 77, pois o elemento de linha torna-se degenerado
nesses pontos. Esta degenerescéncia pode ser removida através da introdu¢ao de coordenadas

cartesianas (X, ,z), em que, como sabemos
x=rsinfcos¢, y=rsinfsingg e z=rcosb.

Esses pontos sao chamados singularidades de coordenada, pois refletem deficiéncias no
sistema de coordenadas utilizado e, portanto, sdo removiveis. Existem dois outros valores de
coordenadas para os quais a solugdo de Schwarzschild é degenerada, r = 2m er = 0. O valor de
r = 2m é conhecido como o raio de Schwarzschild. A hipersuperficie r = 2m parece ser uma
singularidade de coordenada removivel. Como discutido na segao 3.1, isso pode ser verificado

por meio do invariante de curvatura

R _ 48m?

K= Raguy 5

que ¢ finito em r = 2m. Por ser um escalar, o seu valor continua a ser 0 mesmo em quaisquer
sistemas de coordenadas. Da mesma forma, este invariante explode na origem, r = 0. A singu-
laridade na origem ¢, de fato, irremovivel e pode ser chamado de singularidade intrinseca, de
curvatura, fisica, essencial ou real.

Pode-se verificar que, em r = 2m, nenhum dos invariantes de curvatura explode. Logo,
a métrica realmente ndo ¢ singular neste ponto, ou seja, temos apenas uma ma escolha do sis-
tema de coordenadas. Neste caso, talvez seja possivel a escolha de um sistema apropriado de
coordenadas. Veremos em breve que, neste caso, é de fato possivel, e a superficie r = 2m é bem
comportada e interessante na métrica de Schwarzschild, pois demarca o horizonte de eventos de

um buraco negro.

3.2.3 Coordenadas de Kruskal

As dificuldades da métrica de Schwarzschild em ¥ = 2m sao bem conhecidas. O espago-
tempo é bem comportado, porém, as coordenadas (t,r) tornam-se singulares quando r = 2m
- ndo estdo mais em uma correspondéncia um-a-um com eventos do espago-tempo. Este pro-
blema pode ser contornado através da introdu¢ao de outro sistema de coordenada. A seguinte
construgao origina-se do trabalho independente de Kruskal (1960) e Szekeres (1960).

Considere um "enxame” de particulas sem massa que se deslocam radialmente no espago-
tempo de Schwarzschild, ¢ e ¥ podem variar, mas 6 e ¢ ndo. E facil verificar que particulas de
entrada (ingoing) se movem ao longo de curvas v = constante, enquanto as particulas de saida

(outgoing) se movem ao longo de curvas u = constante
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u v

ingbing ray

outéoing ray

Figura 3.1: Diagrama do espago-tempo com base nas coordenadas (u, v).

u=t-r", v=t+7r"
dr r
| —,———— = 2miln |— —1 1
r I1—2m/r r+ mn‘zm ‘ (3.16)

No diagrama de espago-tempo, usando v (tempo avangado) e u (tempo retardado) como coor-
denadas obliquas (ambos orientados a 45 graus), as particulas sem massa se propagam em 45
graus, assim como no espago-tempo plano (Fig. 3.1). As coordenadas nulas (1, v) sao, portanto,
bem adequadas para a descrigdo radial de geodésicas nulas. Nestas coordenadas a métrica de

Schwarzschild assume a forma

2m
ds? = — (1 — 7) dudv + r2d0)? (3.17)
Aqui, r ja ndo aparece como uma coordenada, mas como a func¢do de u e v definida implicita-
mente por
1
r’(r) = z(v—u).
(r) 2( )
Nestas coordenadas a superficie r = 2m aparece em v — u = —oo, e ainda é o locus de uma

singularidade coordenada. Para ver como esta singularidade de coordenada pode ser removida,
focamos nossa aten¢do em um pequena vizinhanca da superficie r = 2m, em que a relagdo r* (r)
pode ser aproximada por

r* ~2mln ‘L - 1‘.
2m
Isto implica que

r2M =1 4" /2" =1 4 @-W/AMm o f ~ yelo-w)/dm (3.18)
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em que o sinal superior correspondente a r > 2m, enquanto o sinal inferior refere-se a r < 2m.

A métrica (3.17) torna-se
ds? ~ Fe0—w/4mgpdy + 24032, (3.19)

A expressao anterior nos motiva a escolher um novo conjunto de coordenadas nulas, U e V,
definidas por
U= Fe #4m e V =ev/4m,

Em termos as expressoes anteriores, a métrica sera bem comportada quando proxima der = 2m.
Voltando a expressdo (3.16), para r*, temos que e’ /2™ = 1 4 ¢~¥/4m = TV, ou

.

e"/2m (— — 1) =-UvV, (3.20)
2m

que, implicitamente, nos da que r ¢ uma fungdo de UV. Podemos verificar que a métrica de

Schwarzschild ¢, agora, dada por

3203
ds? = —Tme"/zmdUdV + r2d02. (3.21)

Isto é manifestamente regular em r = 2m. As coordenadas U e V sdo chamadas de
coordenadas nulas de Kruskal. Em um diagrama de Kruskal (um mapa do plano de UV’; ver Fig.
3.2), os raios de luz de saida movem-se ao longo de curvas U = constante, enquanto que os raios
de luz de entrada movem-se ao longo de curvas V = constante.

Nas coordenadas de Kruskal, uma superficie de r constante é descrita por uma equagao
da forma UV = constante, que corresponde a uma hipérbole de dois ramos no plano UV Por
exemplo, r = 2m torna-se UV = 0, enquanto que r = 0 torna-se UV = 1. Ha duas copias de
cada superficie r = constante no diagrama de Kruskal. Por exemplo, r = 2m pode ser U = 0
ouV = 0. As coordenadas de Kruskal, portanto, revelam a existéncia de uma variedade muito
maior do que a parte coberta pelas coordenadas originais de Schwarzschild. No diagrama de
Kruskal, esta parte é rotulada I. As coordenadas de Kruskal ndo s6 permitem a continuagdo da
meétrica através de ¥ = 2m para a regido II, mas também permitem a continuagao nas regides III
e IV. Estas regioes adicionais, no entanto, existem apenas na extensao maxima da Espago-tempo
de Schwarzschild. Se o buraco negro é o resultado de um colapso gravitacional, o diagrama de
Kruskal deve reduzir-se as regides I e II, em um limite tipo-tempo que representa a superficie do
corpo em colapso. As regides III e IV, entao, devem desaparecer sob a superficie da estrela em

colapso[67].

3.2.4 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Devido a natureza implicita da relagdo entre r e UV, as coordenadas de Kruskal podem
ser complicadas de se usar em alguns casos. Na verdade, raramente é necessdrio empregar co-

ordenadas que cobrem todas as quatro regides do diagrama de Kruskal, embora muitas vezes é
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Figura 3.2: Diagrama de Kruskal.

desejavel ter as coordenadas que sio bem comportadas em r = 2m. Nesse caso, a escolha de
verouuer como coordenadas é suficiente. Estes sistemas de coordenadas sao conhecidos
como coordenadas de Eddington-Finkelstein de entrada (ingoing) e de saida (outgoing), respec-
tivamente.

E facil verificar que nas coordenadas de entrada, a métrica de Schwarzschild assume a

forma
2 2m\ o o 2102
dsc==—|[1- - dv= + 2dvdr + r=dQ)=, (3.22)
enquanto nas coordenadas de saida,
2 2m\ o 2 2102
dsc =—|(1-— - du= — 2dudr + r=dQ)-. (3.23)

Também pode-se verificar que as coordenadas v e r cobrem as regides I e II do diagrama de
Kruskal , enquanto que u e  cobrem as regides IV e I. As coordenadas de Eddington-Finkelstein
também podem ser usadas para construir diagramas de espaco-tempo (Fig. 3.3), porém, as geo-
désicas tipo-luz, de entrada e de saida, ndo possuem a propriedade de se propagar em 45 graus.
Por exemplo, a partir da equagdo (3.22), temos que os raios de luz de entrada (ingoing) que se
movem com dv = 0, podem seguir linhas coordenada com angulo de 45 graus, porém os raios

de saida se movem com
do 2

ar — (d—=2m/r),

ou seja, com uma inclinagao variavel.
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Figura 3.3: Diagrama de espago-tempo baseado nas coordenadas (v, 7).

3.2.5 Diagrama de Penrose-Carter

25

A dupla coordenada nula de Kruskal faz com que a estrutura causal do espago-tempo de

Schwarzschild tenha uma clareza maior, e esta ¢ a sua principal vantagem. Outro conjunto til

de dupla coordenada nula é obtida através da aplicagdo da transformagio

U = arctan U, V = arctan V. (3.24)

U
\ U+V=n/2

U=mu/2

/ U+V=—nf2 \
Figura 3.4: Coordenadas compactas do espago-tempos de Schwarzschild.

Este redimensionamento das coordenadas nulas ndo afeta a aparéncia dos raios de luz
radiais, que ainda se propagam a 45 graus em um diagrama de espago-tempo baseado nas novas
coordenadas (Fig. 3.4). No entanto, enquanto o intervalo inicial das coordenadas era infinito,
—oco < U < oo, torna-se finito com as novas coordenadas, —71/2 < U < 71/2. Todo o espaco-
tempo é, portanto, mapeado sobre um dominio finito do plano de IV. Esta compactagio da
variedade introduz singularidades de coordenada nas fronteiras do novo sistema de coordenada,

mas isto ndo é preocupante, ja que o objetivo ¢ simplesmente construir um mapa compacto de
todo o espago-tempo.

Nas novas coordenadas as superficies ¥ = 2m localizam-seem U = 0eV = 0,ea

singularidade em 7 = 0,ou UV = 1, estd agoraem U + V = +71/2. O espago-tempo também é
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limitado pelas superficies U=+m/2eV = +m/2.Os quatro pontos (U, Vy = (+7/2, +71/2)
sao singularidades da transformagao de coordenada, ja que, no espago-tempo real as superficies

U=0,U=oc0elV =1, nunca se encontram.

Figura 3.5: Diagrama de Penrose-Carter do espago-tempo de Schwrazschild.

E util designar nomes para os limites do espago-tempo compactado (Fig. 3.5). As su-
perficies U = 71/2 e V = 7/2 chamam-se infinito futuro nulo e sio identificados por Z+.
O diagrama deixa claro que Z* contém a extremidade dos pontos futuros de todas as geodé-
sicas nulas de saida (aqueles ao longo dos quais 7 aumenta). Semelhantemente, as superficies
U = —m/2eV = —m/2 chamam-se infinito passado nulo e sio identificados por Z~. Estes
contém a extremidade dos pontos passados de todas as geodésicas nulas de entrada (aqueles ao
longo dos quais * diminui). Os pontos nos quais Z* e Z~ se encontram chamam-se infinito es-
pacial e sio identificados por i®. Estes contém a extremidade de todas as geodésicas espaciais.
Os pontos (T, V) = 0,71/2) e (U, V) = (7r/2,0) chamam-se infinito futuro temporal e sdo
identificados por i*. Estes contém a extremidade do futuro de todas as geodésicas temporais que
nao terminam em 7 = 0. Finalmente, os pontos U, V) = 0,-m/2) e (U, V) = (=7/2,0)
chamam-se infinito passado temporal e sao identificados por i~. Estes contém a extremidade
do passado de todas as geodésicas tipo-tempo que nao tém origem em r = (. A tabela 3.1 nos

fornece um resumo dessas defini¢oes.

Tabela 3.1: Limites do espago-tempo de Schwarzschild compactado

Legenda Nome Definigao

I+ Infinito futuro nulo v = oo, U finito
- Infinito passado nulo u = —oo, v finito
i° Infinito espacial r = oo, t finito
it Infinito temporal futuro t = oo, r finito

i Infinito temporal passado t = —oo, r finito
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Mapas compactados tais como o apresentado na Fig. 3.5 sdo chamados de diagramas
de Penrose-Carter. Eles exibem, em resumo, a estrutura causal completa do espago-tempo em

questdo. Os diagramas de espago-tempo sdo uma ferramenta muito util na relatividade geral.

3.2.6 Horizonte de eventos

Em um diagrama de Kruskal (Fig. 3.2), todos os raios de luz radiais movem-se ao longo
de curvas U = constante ou V = constante. Os cones de luz sdo, portanto, orientados a 45
graus, e linhas de mundo tipo-tempo, que se encontram dentro dos cones de luz, movem-se
com uma inclinagdo maior do que a unidade. O carater unidirecional da superficie r = 2m
separando regides I e II do espago-tempo de Schwarzschild é claro: um observador cruzando
esta superficie nunca pode refazer seu caminho de volta, e ndo pode escapar de um encontro
com a singularidade de curvatura em r = 0. Também ¢é claro que, depois de atravessar r = 2m,
o observador nao pode enviar sinais para o mundo exterior, embora ele possa continuar a recebé-
los. A superficie r = 2m, portanto, impede que qualquer observador externo possa detectar o
que se passa no interior. Neste contexto, a superficie ¥ = 2m é chamada de horizonte de eventos
do buraco negro. A regido dentro do horizonte de eventos (regiao II) é chamada de buraco negro
do espago-tempo de Schwarzschild.

A superficie r = 2m que separa as regides I e II devem ser distinguidas a partir da super-
ticier = 2m que separa as regides III e IV. Esta ultima superficie ¢ um horizonte de eventos para
todos os observadores que vivem dentro da regido IV (que nao podem perceber o que se passa
na regido I). E também uma superficie de sentido tinico, porque os observadores do exterior nao
podem atravessa-la. Para distinguir entre as duas superficies r = 2m, é comum referir-se a pri-
meira como um horizonte futuro e a segunda como um horizonte passado. A regiao dentro do

horizonte passado (regiao IV) é chamada de buraco branco do espago-tempo de Schwarzschild.

3.3 Solucdo de Reissner-Nordstrom

Nossa intengdo, nesta se¢do, é analisar a solu¢ao de Reissner-Nordstrom para um buraco
negro carregado, demonstrando que uma solugdo estatica, esfericamente simétrica e assintoti-
camente plana, é dada pelas equagdes de campo de Einstein-Maxwell. As equagdes de Einstein-

Maxwell sdo
GW = 87TTW, (3.25)

em que T, € o tensor energia-momento de Maxwell, que em regides sem fontes se escreve

1 1
Ty = - (—g“ﬁFwaﬁ + ZgvaaﬁF“ﬁ) : (3.26)
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Além disso, o tensor eletromagnético F,, deve satisfazer as equagbes de Maxwell em regides sem

fontes

v, FI = (3.27)

A suposigao de simetria esférica significa que podemos introduzir as coordenadas (t, 7, 6, ¢)

de modo que o elemento de linha se reduz a forma
ds2 = e¥dt? — e*dr? — r2dQ?, (3.29)

em que y e & sdo as fungdes do f e r. Se impusermos a condigdo de que a solugdo é estatica, entdao

isto implica que y e & sejam as fung¢des de r apenas. Portanto,

¥ =), o= a(r). (3.30)

A suposigao de que o campo ¢ devido a um objeto carregado, situado na origem das coordenadas,
significa que o elemento de linha e o tensor eletromagnético se tornarao singulares. Além disso,
o objeto carregado ira dar origem a um campo eletrostatico puramente radial. Isto significa que

o tensor eletromagnético deve assumir a seguinte forma

0 -1 00
1 0 00
F, =E 3.31
w=EO 0 oo (331)
0O 0 00

Conectando as suposi¢des (3.29), (3.29) e (3.31) em (3.27) e (3.28), encontramos que (3.28) é

automaticamente satisfeita e (3.27) se reduz a equagao
_1 !
[e 2 ”*‘”rZE] =0 (3.32)

em que () indica a diferenciagdo com respeito a r. Integrando a expressdo anterior, obtemos

(3.33)

em que g ¢ uma constante de integracdo. A hipdtese de que a solugio ¢ assintoticamente plana

exige
7, &« — 0, quando 7 — oo, (3.34)

e assim, E ~ g/r? assintoticamente. Este ultimo resultado é exatamente 0 mesmo que o re-

sultado cldssico para o campo elétrico de uma particula pontual de carga g situado na origem.
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Interpretamos, portanto, g como a carga do objeto. Agora, usaremos (3.29) a (3.33) juntamente
com (3.26) para calcular o tensor energia-momento T,,,.. Substituindo esse resultado nas equa-

¢oes de Einstein (3.25), encontraremos as equagdes (0 — 0) e (1 — 1) que levam a

Y +a =0, (3.35)
que pela condi¢do (3.34) implica em &« = —7. A equagdo (22) é a expressdo independente
restante e nos leva a

qZ
(re7) =1- 3, (3.36)
r
em que o resultado da integral ¢
2m  g?
er=1-241 (337)
roor2

em que 7 é uma constante de integracdo. Finalmente, encontramos a solugdo de Reissner-

Nordstrom:

2

-1
2 2
g2 = (1= T Vg (12220 4 — 2402, (3.38)
r 72 r 72

comm = GM/c? e g> = GQ?/(4rteyc?).

3.3.1 Horizontes e estrutura causal

O célculo do invariante de curvatura R, 5,,, R¥"*V mostra que a tinica singularidade in-

aBuv
trinseca na métrica de Reissner-Nordstrom ocorre em r = 0. Nas coordenadas de Schwarzschild
(t,7,0,¢), no entanto, a métrica de Reissner-Nordstrom também possui uma singularidade de

coordenada, onde 7 satisfaz

qZ

2m
Ary=1-—+ - = 0. (3.39)
r r
Multiplicando (3.39) por 72 e resolvendo da equacio quadrética resultante, verificamos que as

singularidades de coordenada ocorrem nas superficies r = r,, em que

ri=mi\/m2—q2,

que resultam em hozizonte(s) dependendo dos casos a seguir:
Caso 1: m? < qz. Neste caso o coeficiente A é sempre positivo e a métrica é completa-
mente regular nas coordenadas (t,7, 0, ¢) até r = 0. A coordenada t é sempre tipo-tempo e r é

sempre tipo-espago. Mas ainda ha a singularidade em » = 0. Como néo ha horizonte de even-
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tos, ndo ha nenhuma restricdo para um observador ir até a singularidade, voltar e apresentar um
relatério sobre o que foi observado!. Esta é uma singularidade nua, que nio é protegida por um

horizonte.

Figura 3.6: Diagrama de Penrose para o espago-tempo de Reissner-Nordstrém, para o caso m? <

q°.

Caso 2: m? > g°. Desta vez, a extensdo maxima dé origem a uma infinidade de “novos
universos”. Existe um numero infinito de regides I assintoticamente planas, em que r > 7.
Estas regioes estdo ligadas por intermédio das regido Il e I, onder_ < r < r, e0 <r <
r_, respectivamente. A regido III possui uma singularidade em r = 0, mas, ao contrario da
solugdo de Schwazrschild, é tipo-tempo e, por isso, pode ser evitada por meio de uma curva tipo-
tempo direcionada ao futuro, partindo da regido I, atravessando r = r,_. A curva tipo-tempo
¢ desenhada na Fig. 3.7a, que se inicia numa determinada regido I, passa através das regides
II, IIT e, novamente, II, e reemerge na outra regiao I, assintoticamente plana. Isto nos leva a
pensar, de forma altamente especulativa, na possibilidade de viajar para outros universos por
uma passagem através dos buracos de minhoca produzidos por cargas. Aparentemente, ndo seria
possivel fazer o caminho de volta. No entanto, existe a possibilidade de identificar regides I, de
modo que uma particula pode entao reemergir do buraco negro através do horizonte r = r_. Se
a particula emerge ou ndo na mesma parte ou em uma parte diferente do universo dependera
de como a identificagao ¢ feita. A passagem de uma particula no horizonte de eventos 7 = r_.
parece sofrer um desvio para o vermelho infinito, em relagdo a um observador que permanece
na regido L. Na regido II, cada ponto representa uma superficie fechada de aprisionamento®. A

solugdo estendida possui uma propriedade muito bizarra em que qualquer observador cruzando

! Aqui, usamos de abuso de linguagem. Um corpo que se aproxime da singularidade devera ser destruido.

2Em 1965, Penrose[65] introduziu um novo importante conceito: superficie fechada de aprisionamento. Estas
sdo superficies fechadas tipo-espago (geralmente esferas topoldgicas) tais que a sua drea tende a diminuir localmente
ao longo de qualquer possivel orientagao futura. (H4 uma dupla defini¢io para o passado). As solu¢des tradicionais
para Buracos Negros em relatividade geral, constituidas por métricas da familia Kerr-Newman, possuem superficie
fechada de aprisionamento na regido no interior do horizonte de eventos[77]. Na verdade, a existéncia de superficie
fechada de aprisionamento é um ingrediente fundamental em teoremas de singularidade[47]: se houver a formagéo
de superficie fechada de aprisionamento, entdo certamente singularidades irdo se desenvolver[72].
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(a) Diagrama de Penrose para o espago- (b) Diagrama de Penrose para o buraco
tempo de Reissner-Nordstrom, para o negro extremo de Reissner-Nordstrom, ou
caso m? > g°. seja, m? = g°.

Figura 3.7: Diagramas de Penrose-Carter do espago-tempo de Reissner-Nordstron

a superficie r = r_ veria toda a histdria da regido assintoticamente plana restante em um tempo
finito![29]

Caso 3: m?> = g°. Este caso é conhecido como buraco negro extremo de Reissner-
Nordstrom, em que os dois horizontes coincidem. Os buracos negros extremos tém A(r) = 0
em um unico raio, ¥ = m. Isso representa um horizonte de eventos, porém, a coordenada r
nunca é tipo-tempo; torna-se nula em » = m, mas é de tipo-espagco em ambos os lados. A singu-
laridade em r = 0 é uma linha de tipo-tempo, como nos outros casos. Portanto, para este buraco
negro, é possivel novamente evitar a singularidade e continuar a mover-se para o futuro, para
cOpias extras da regido assintoticamente plana, porém, a singularidade é sempre “a esquerda”. O

diagrama de Penrose ¢ mostrado na Fig. 3.7b.

3.4 Solucao Schwarzschild-de Sitter

Agora, vamos considerar uma generalizagdo da solu¢do de Schwarzschild que, além do

parametro de massa 71, inclui uma constante cosmoldgica A arbitraria. A métrica para este caso
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foi encontrada por Kottler [56], Weyl [79] e Trefftz [74], e pode ser escrita na forma

-1

2 Ar? 2 Ar?
ds2=—<1—7m—7r)dt2+<1—7’”—7r) A2 2402, (3.40)

e ¢ a tnica solu¢ao de vacuo esfericamente simétrica das equagdes de Einstein com a constante

cosmoldgica A,
GW + gWA =0. (3.41)

Esta solu¢do também é conhecida como métrica de Schwarzschild-de Sitter, para A > 0, e métrica
de Schwarzschild-anti-de Sitter, para A < 0.

A expressao (3.40) se reduz, claramente, a métrica de Schwarzschild quando A = 0, e
para as métricas de Sitter ou anti-de Sitter quando m = 0. Quando m # 0, a métrica possui
uma singularidade de curvatura em r = 0. Para pequenos valores de r, esta solu¢ao aproxima-se
da solugdo de Schwarzschild, que pode ser compreendida como a solugdo exterior de um corpo
esférico ou buraco negro. Para r grande, ela se comporta assintoticamente como a solugdo de
de Sitter ou a solu¢do de anti-de Sitter de acordo com o sinal de A, ou seja, ndo sao solugdes
assintoticamente planas. A métrica (3.40), portanto, pode ser pensada como a regido exterior
de uma massa esférica (ou buraco negro) em um fundo de Sitter ou anti-de Sitter. No entanto,
quanto ao espago-tempo de Schwarzschild, a completa extensao analitica do espago-tempo pode
ser considerada, ignorando a sua relagdo com qualquer fonte de massa fisica.

Para analisar esta solugdo e executar a sua extensao global, inicialmente, é conveniente

nos concentramos na fungao

1 /A3
Soo(r) = - (T —r+ 2m> , (3.42)
que € positiva para pequenos e grandes valores de r se /A > 0. Isso indica que, nesses dominios,
r é uma coordenada tipo-tempo enquanto t é uma coordenada espacial, e o espago-tempo é
dependente do tempo. Entre esses dominios (e genericamente para valores pequenos de Am?),
oo < 0 para que, nesta regido “ordindria’, r seja espacial, ¢ seja temporal e o espago-tempo seja
estatico.

Agora é necessario considerar separadamente os varios casos possiveis em que o valor de

Am? ocorre em intervalos diferentes.

3.4.1 Buracos negros no espaco-tempo de de Sitter

Quando 0 < 9Am? < 1, a fungdo (3.42) admite duas raizes distintas reais positivas em
r = ry er = rp, ordenadas tal que r, > r; > 0. A terceira raiz é negativa ja que nao ha
termo quadratico nos parénteses de (3.42), e, portanto, a soma das trés raizes deve desaparecer.

A menor raiz r = ry corresponde a um horizonte de eventos do buraco negro de Schwarzschild,
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enquanto a maior raiz r = r, corresponde a um horizonte de eventos cosmoldgico de de Sitter,
para além do qual o espago de tempo é novamente dependente do tempo. A métrica é estatica
na regido vy < r < r, entre os dois horizontes de eventos [43].

Com essa notacdo, a func¢do (3.42) pode ser reescrita como

A
—800 = 3; (r—r) (rpo—r)(r+ri+13). (3.43)

Esta forma foi usada, por exemplo, por Gibbons e Hawking [41], Lake e Roeder [58], e Laue e
Weiss [60], para uma analise qualitativa de possiveis extensdes da métrica. Como em (3.16), a
coordenada tartaruga r* = [(—ggg) " 1dr é definida, e a dupla coordenada nula u = t — r*,
v =t + r* sdo subsequentemente introduzidas. A extensao de Kruskal entre os dois horizontes
11 e o é entdo considerada e o diagrama de Penrose que representa a estrutura conforme global
do espago-tempo de Schwarzschild-de Sitter ¢ entao obtida. Isto ¢ ilustrado na Fig. 3.8.

Figura 3.8: Diagrama de Penrose para o espago-tempo Schwarzschild-de Sitter para 0 <
9Am? < 1. Este contém uma sequéncia infinita de regides Schwarzschild-de Sitter. Todas as
linhas mostradas tém valores de constantes de .

Uma extensdo analitica explicita da variedade em ambos os horizontes foi obtida por
Geyer [40], Baznski e Ferrari [8], e Bicak e Podolsky [12]. Isso confirma que r = r; é um hori-
zonte de um buraco negro/branco de Schwarzschild, e que r = r, ¢ um horizonte cosmoldgico
de de Sitter. A 4rea do horizonte do buraco negro ¢ 47172, enquanto que a drea do horizonte
cosmolégico é 47t73. Quando todas as coordenadas de Kruskal, em se¢des diferentes de um dia-
grama conforme® sio combinadas, a extensdo analitica da variedade ¢ obtida. Esta é delimitada
por singularidades de curvatura r = 0 e infinitos conformes Z* em r = +oo. Além disso, a ma-
xima extensdo do espago-tempo contém uma sequéncia infinita de regides tipo-Schwarzschild
e tipo-de Sitter, como indicado na Fig. 3.8. Nas regioes tipo-Schwarzschild, a singularidade de
curvatura r = ( esta localizada atras do horizontes de eventos de buraco negro e buraco branco,

e outra regido cosmoldgica exterior esta causalmente separada. Esta ultima existe como uma ex-

*Diagramas conformes, diagramas de Penrose-Carter ou simplesmente diagramas de Penrose, sio diagramas
bidimensionais que conservam a informagédo sobre as relagdes causais entre diversos pontos do espago-tempo e
permitem representar regies infinitas em diagramas finitos.
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tensdo analitica em qualquer se¢ao de tipo-espago que ndo alcancga a singularidade. Cada regiao

cosmoldgica exterior é de tipo-Sitter com um tipo espaco infinito conforme Z.

3.5 Solucdo de Buraco de Minhoca

Uma métrica de um espago-tempo, obtida das equagdes de Einstein, é uma quantidade
puramente local, que ndo determina a topologia global do espago-tempo. Para ilustrar o signi-
ficado desta declaragdo vamos usar a analogia de uma simples folha de papel de espessura zero
enrolada na forma de um cilindro. A métrica na folha plana e no cilindro sio a mesma métrica
euclidiana plana, como é claro o fato de que as distincias entre pontos vizinhos nao sao alterados
por enrolar a folha sem esticar ou rasgar. Porém, relagdes globais sdo alteradas: pontos perto de
bordas opostas na folha plana, que foram separados pelo comprimento da folha, estdo juntos no
cilindro. O cilindro fornece um atalho entre alguns pontos que foram previamente separados.
Podemos até mesmo, em principio, enrolarmos o cilindro na sua outra dimensao para formar
um toroide, que também ¢é localmente indistinguivel em relagao ao espago plano, respeitando
suas propriedades métricas. Para evitar confusdo, lembre-se que uma superficie bidimensional
pode parecer curva do ponto de vista do espaco tridimensional, no qual ele estd inserido, embora
as medi¢oes confinadas ao espago bidimensional, por exemplo, sobre a soma dos d4ngulos de um
triangulo, vai mostrar que a superficie ¢ intrinsecamente plana. Portanto, o cilindro e o toroide
sao intrinsecamente planos, embora eles parecem ser curvos do ponto de vista do espago em que
estdo mergulhados.

Podemos imaginar o enrolamento do espago-tempo de Minkowski (bidimensional) de
uma maneira similar. Também pode ser generalizado para quatro dimensdes. Considere dois
observadores inerciais em repouso relativo. Identificamos pontos ao longo destas linhas de
mundo simultaneamente, para que o espago intermediario esteja contido no cilindro. Um vi-
ajante que chega no evento 1 (Fig. 3.9a), encontra-se no evento 2, portanto, ha agora dois ca-
minhos entre 1 e 2: a identificagdo fornece um atalho adicional entre os dois locais. Chamamos
este atalho de buraco de minhoca. Isto ndo é uma maquina do tempo ou um meio de viajar mais
rapido que a luz. O resultado surge da topologia cilindrica do espago-tempo: a distdncia entre
os dois pontos de um caminho curvo é zero [68].

3.5.1 Buraco de minhoca

O problema com o modelo da se¢do anterior ¢ que ndo temos um meio pratico de iden-
tificar pontos no espago-tempo de Minkowski para criar o atalho inicial.

Meétricas de buraco de minhoca podem ser criadas a partir de matéria gravitando e leva-
das a se comportarem da mesma maneira? Nosso primeiro pensamento seria tomar o espago-
tempo completo de Schwarzschild (definido pela métrica de Kruskal) e enrola-lo de tal forma que
a regido IV, na Fig. 3.2 do capitulo 2, seja identificado como parte de nosso proprio universo e

ndo em um universo separado. Poderiamos, entdo, viajar através do buraco negro a uma regiao
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Tempo

==
Espaco

(a) (b)

Figura 3.9: (a) Dois eventos simultineos, 1 e 2, considerados o mesmo evento, criando um atalho
no tempo zero entre as linhas de mundo. (b) Diagrama de um buraco de minhoca que liga duas
regides distintas de um espago-tempo

Figura 3.10: O interior da solu¢do de Schwarzschild é dindmico: representagdo do diagrama de
imersao de um estrangulamento da garganta.

diferente do espago-tempo, possivelmente, de tal forma que nos permitisse chegar a um destino
distante mais rapido do que um raio de luz tomando a rota convencional. Porém, isto revela-se
impossivel. A Fig. 3.10 mostra o porqué. Quando tentamos atravessar da regiao I para a regiao
IV, verificamos um estrangulamento da garganta (um fragmento estreito do espago-tempo, ex-
tremamente curvo). Outra maneira de interpretar isso é que viajar através do buraco negro, nao
ha como evitar a singularidade.

A estrutura do espago-tempo um de buraco negro, como, por exemplo, o buraco negro
de Kerr, é instavel para as pequenas pertubagdes que ocorreriam se tentdssemos mover qualquer
matéria gravitando ou energia entre regides assintoticas. A instabilidade altera a estrutura do
espago-tempo e parece levar a uma singularidade espacial [64].

Podemos concluir que os buracos negros ndo permitem construir atalhos entre pontos
do Universo. No entanto, em tese, é possivel verificar que ha outras maneiras de se conseguir

tais atalhos através do que chamamos buraco de minhoca transitavel.
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3.5.2 Buracos de minhoca transitaveis

Nesta se¢ao, vamos tratar de métricas para buracos de minhoca, os quais, em tese, podem
ser transitaveis. Abordaremos o problema partindo de uma métrica simples do espago-tempo
de um buraco de minhoca e investigaremos suas propriedades. Nesse sentido, devemos postu-
lar uma métrica e utilizar as equagdes de Einstein para encontrar as propriedades do material
gravitacional necessdrio para produzi-lo, em contraste com o procedimento habitual, através do
qual a métrica é obtida resolvendo as equag¢des de Einstein para uma determinada distribuicao
da matéria.

Uma métrica geral para um buraco de minhoca possui a seguinte forma

1
ds? =e2PMge2 - — 4y2 _ 424002, dQ? = d6? + sin® fdg?, (3.44)
1-0b(r)/r

em que P e b sdo fungdes de r. A métrica é esfericamente simétrica e estatica. O valor minimo
erérn = ue satisfaz ¥ = b(r). Isto define a garganta do buraco de minhoca. No infinito

derér,, =byq tisf. b(r). Isto define a garganta do b de minh No infinit
@ (r) = 05 caso contrario é negativo e finito. Entao uma particula estacionaria tem sempre linhas
de mundo tipo-tempo: nao hd nenhum horizonte. A distancia propria da garganta [ é dada por

d
dl = —r (3.45)

[1—b(r)/r]

NI=

Um caso especial simples de uma métrica de buraco de minhoca, encontrada por Morris
e Thorne [62], é obtida fazendo ® = 0,b = boz/r, com 12 = b02 + 12,

ds? = dt? —di? — (by” + 2) dQ2, (3.46)

que ¢ o caso vamos que discutir. O diagrama de imersao para essa métrica é dado na Fig. 3.11.
Em contraste com a métrica de Schwarzschild, que é dependente do tempo dentro do horizonte,
amétrica de buraco de minhoca ¢é estatica em toda parte. Assim, o diagrama de imersédo fornece

as propriedades em todos os momentos.
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Figura 3.11: Diagrama de imersdo de um buraco de minhoca.

Um observador pode viajar através da garganta e emergir do outro lado, em um tempo
finito. Portanto, ndo hd nenhuma singularidade no caminho. E por isso que o espago-tempo
é referido como um buraco de minhoca transitavel. Uma forma de mostrar a auséncia de uma
singularidade é calcular o invariante de curvatura K, como citado anteriormente.

Observe que, exteriormente, para uma propagacao radial dos raios de luz dt = dl. Assim,
um raio de luz radial pode sempre escapar até o infinito, ou seja, esta é outra maneira de constatar
que o espago-tempo nao tem horizonte. Ha duas regides, | = +oc, onde a curvatura tende a zero
em grandes distdncias do buracos de minhoca. Estas regides sdo unidas pela garganta do buraco
de minhoca. Nao ha qualquer restrigdo para viagens entre as duas regioes.

Como isto poderia fornecer um atalho através do espaco? Como discutido anterior-
mente, temos a liberdade, em principio, para alterar a topologia sem afetar a métrica. A Fig.
3.12 mostra como poderiamos, teoricamente, unir o espago-tempo para criar uma rota mais

curta através de um buraco de minhoca.

Figura 3.12: Um buraco de minhoca conectando regiées de um mesmo espago-tempo, funcio-
nando como um atalho.
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3.5.3 Criando um buraco de minhoca

Seria possivel solucdes de buracos de minhoca, como (3.46), serem criadas a partir de
matéria gravitando e construidos para fornecer atalhos através do espago-tempo? Um problema
surge quando nos perguntamos que tipo de matéria precisamos para criar a curvatura da mé-
trica do buraco de minhoca. A substitui¢ao dos coeficientes da métrica (3.46) nas equagdes de
Einstein, evidencia o contedo de matéria correspondente a métrica de um buraco de minhoca.
Este é um calculo longo e pode ser acompanhado com mais detalhes em [62], e que apresenta o

seguinte resultado:

1 bo?

871G (b02 + 12>2’

TO0 — T11 _ (3.47)

com as componentes tangenciais de igual magnitude, mas de sinal contrario. A quantidade T
é a densidade de massa e energia, e T'! é a pressdo radial. Note que a densidade de energia e a
pressdo radial sdo ambos negativos!

Densidades de energia negativas de matéria, em um referencial de repouso local, ndo sdo
possiveis na fisica classica. De modo mais geral, a fisica classica proibe densidades de energia que
sao positivas em um referencial de repouso local, mas negativas a observadores que se movem
rapidamente . Isto chama-se "condi¢do de energia fraca” a qual, que trataremos na se¢ao seguinte.

Na mecénica quéntica, densidades de energia negativas sao possiveis.



Capitulo 4

Buracos Negros Escalares

4.1 Teoria Escalar-Tensorial

A teoria da relatividade geral de Einstein é uma teoria geométrica do espago-tempo. O
fundamental nesta teoria é o campo tensorial métrico. Por esta razdo, a teoria pode ser cha-
mada de uma “teoria tensorial”. Uma “teoria escalar” da gravidade ja havia sido tentada por G.
Nodstrom promovendo a fung¢éo potencial newtoniana a um escalar de Lorentz. Devido a falta
de uma natureza geométrica, o principio da equivaléncia - uma das duas colunas que suportam
toda a estrutura da relatividade geral, foi deixado fora do objetivo da teoria no inicio dos anos
1910. Isso ndo satisfez Einstein, que finalmente chegou a uma teoria dinamica da geometria do
espago-tempo. Sua teoria pode ter parecido altamente especulativa no inicio, mas depois provou
ser verdadeiramente realista, uma vez que foi apoiada por observagoes de diversos fendmenos
tisicos, incluindo aqueles em cosmologia moderna.

Apesar do sucesso amplamente reconhecido da relatividade geral, agora chamada de te-
oria padrao da gravitacao, ela também tem alimentado muitas teorias alternativas. Dentre elas,
podemos nos concentrar particularmente sobre a teoria escalar-tensorial. Aparentemente, a ve-
lha ideia da gravidade escalar estava sendo ressuscitada. De fato, no entanto, este tipo de teoria
ndo se limita a combinar os dois tipos de campo. Ela é construida sobre a base sdlida da relativi-
dade geral, e o campo escalar entra em jogo de uma forma altamente nao trivial, especificamente
através de um termo de acoplamento ndo-minimo.

A teoria escalar-tensorial foi concebida originalmente por Jordan, que comegou a incor-
porar uma variedade curva de quatro dimensoes no espago-tempo plano de cinco dimensoes
[52]. Ele mostrou que uma restricao na formulagao de geometria projetiva pode ser um campo
escalar de quatro dimensdes, o que permite descrever um espago-tempo dependente da constante
gravitacional, que estava em acordo com o argumento de Dirac de que a constante gravitacional
deve ser dependente do tempo [30], que, obviamente, esta além do que é compreendido pela
teoria padrdo. Ele também discutiu a possivel conexdo de sua teoria com uma outra teoria de
cinco dimensdes, que tinha sido apresentada por Th. Kaluza e O. Klein [53]. Com base nestas

consideragdes, Jordan apresentou uma Lagrangiana geral para o campo escalar inserida em um

39
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espago-tempo curvo de quatro dimensoes:

1

em que ¢;(x) € o campo escalar de Jordan, enquanto wy sdo constantes, também com Y repre-
sentando campos de matéria coletivamente. A introdugédo do termo de acoplamento néio-minimo,
@jR, ao primeiro termo do lado direito, marcou o nascimento da teoria escalar-tensorial. O
termo L,, ((p],‘F) ¢ a Lagrangiana da matéria que, também, depende, geralmente, do campo
escalar.

Inspirados no esforgo de Jordan, C. Brans e R. H. Dicke definiram o campo escalar ¢ por

=9 (4.2)

o que simplifica (4.1), fazendo uso do fato de que a escolha especifica do valor de -y é irrelevante
[39]. Este processo so se justifica porque eles exigiram que a parte da Lagrangiana da matéria,
V8L tinha que ser dissociada de ¢ (x) exigindo que o Principio de Equivaléncia Fraco (WEP)
fosse respeitado, em contraste com o modelo de Jordan'.

Dessa forma, eles propuseram uma Lagrangian basica

1
Lpp = -8 (?R - wagﬁl’aygoavgo + Lo, (T)) ' (4.3)

O modelo descrito por (4.3) pode ser chamado de protdtipo de BD [15]. O “protétipo” é um
adjetivo que enfatiza as caracteristicas do modelo original em comparagdo com muitas versdes
estendidas. A constante w adimensional é o inico pardmetro da teoria. Note que, foi deixado
de fora o fator 1677, que multiplica toda a expressao no lado direito no artigo original, fazendo
com que o resultado tenha uma forma mais padrao. Por esta razao, o ¢ esta relacionado ao seu

campo escalar original, denotado aqui por ¢gp, através da relagao

¢ = 16mPpp. (4.4)

Olhando agora, com cuidado, o termo de acoplamento ndo-minimo, o primeiro termo do lado

direito de (4.3). Este termo substitui o termo de Einstein—Hilbert,

1

'De acordo com as andlises disponiveis até agora, ndo parece que haja qualquer maneira simples de proibir este
acoplamento a matéria, embora os detalhes ainda precisam ser trabalhados. Neste sentido, pode ter que aceitar a
possibilidade de violagdo do WEP como uma das consequéncias naturais da teoria das cordas, bem como do modelo
KK (Kaluza-Klein). Isso foi o que Jordan deve ter percebido a partir da abordagem KK, também foi observado por
Fierz [37], mas foi rejeitado por Brans e Dicke, que escolheram para apreciar a validade do WEP como um fato
empirico
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na teoria padrdo, em que R é multiplicado por uma constante de G~!. Ao comparar (4.3) e
(4.5), vemos que este modelo nao possui “constante” gravitacional, de outro modo, possui uma

constante gravitacional efetiva Gy, definida por

1

—— =g (4.6)
167TGeff

enquanto o campo dindmico ¢ varia suficientemente devagar. Em particular, podemos esperar
que @ ¢ espacialmente uniforme, mas varia lentamente com o tempo césmico, como sugerido
por Dirac. Devemos ter cuidado, no entanto, ao distinguir G,f, da constante relacionada com a
possivel contribui¢do do campo escalar.

Podemos eliminar o termo de acoplamento nao-minimo por meio da transformacio
= (0?¢ (4.7)
uv s :

conhecida como transformagdo conforme, que significa passar de uma estrutura(frame) conforme
para outra. Este tipo de transformac¢ao é muito importante em teorias escalares-tensoriais. Mais
especificamente, a Lagrangiana assume a forma com um termo de acoplamento nao-minimo
no frame de Jordan, enquanto, no freme de Einstein, ap6s a transforma¢ao conforme, a mesma
Lagrangiana é re-expressa em termos do termo de Einstein — Hilbert, ou seja, em que o acopla-
mento ¢ minimo.

A transformagdo conforme ¢ simplesmente diferente da transformagao geral de coorde-
nadas; o primeiro altera a linha elemento ds?, que é mantido invariantes sob este ultimo.

Algumas teorias ou modelos de importancia pratica sdo invariantes sob transformacéao
conforme. Em estruturas conformes diferentes, fenomenos fisicos parecem ser diferentes, em
geral, embora estejam relacionados entre si. Se G ¢ constante ou varia com o tempo, por exemplo,

depende de qual estrutura conforme estamos.

4.1.1 Campos Fantasmas

Campos fantasmas tém aparecido com bastante frequéncia em teorias escalares-tensoriais.
Sendo bastante incomuns, esses campos sdo, muitas vezes, considerados entidades puramente
artificiais. Mas, recentemente, esses campos tém atraido muito interesse em conexdo com o
problema da Energia Escura, um modelo que busca explicar a observada expansao acelerada do
Universo.

A principal obje¢do contra um campo fantasma é que um campo com um termo cinético
negativo pode ter uma, arbitrariamente, grande energia negativa de oscilagdes de alta frequéncia,
que, de acordo com a teoria quantica de campos, pode levar a produgdo descontrolada de par-
ticulas e antiparticulas acompanhada pela adi¢do de energia negativa igual a do préprio campo
fantasma. Nada deste tipo é observado, o que langa sérias duvidas sobre a possivel existéncia de

campos fantasmas.
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Por outro lado, ha razdes teodricas para considerarmos campos fantasmas, uma vez que
naturalmente aparecem em alguns modelos de teoria das cordas [71], supergravidade [63] e teo-
rias em mais de 11 dimensoes, como F-theory [54], e em algumas teorias de Kaluza-Klein. Podem
ser campos efetivos, seguindo um procedimento de reducido de uma teoria subjacente. Nao po-
dem estar sujeitos a quantizacao (pelo menos diretamente) e possivelmente nao interagem com
outros campos.

Mesmo nao sendo um objeto tedrico constante, campos fantasmas parecem ser tteis a
uma espécie de experimento gedanken?, e podem levar a modelos ou previsdes interessantes

que posteriormente podem ser obtido por outros meios, menos exdticos.

4.2 Buracos negros em teorias escalares-tensoriais

4.2.1 Campos escalares ndo-minimamente acoplados a gravidade

Comecemos com uma formulagao mais geral de uma teoria escalar-tensorial (Bergmann-

Wagoner-Nordtvedt) em uma variedade pseudo-Riemanniana M[¢], cujaaagao é dada por|[18]

S = [ dxBIf (@R + () (99)? — 2U (@) + L], (4.8)

em que g, € a métrica, R = R[g] € o escalar curvatura, f, h e U sdo fungdes do campo
escalar real ¢, (dp)? = g""0,9d,¢eL,, éalagrangiana da matéria. A variedade M;[¢] com
a métrica g, compdem o chamado frame conforme de Jordan. Esta formulagédo € de natureza
fundamental na teoria escalar-tensorial, uma vez que é nesta estrutura que o tensor de energia-
momento de matéria T#" satisfaz a lei de conservagao habitual V,, T#" = 0.

As equagdes de campo sao mais facilmente resolvidas no chamado frame conforme de
Einstein, no qual o campo escalar é minimamente acoplado a gravidade. A transi¢do para o

frame de Einstein é representada pela seguinte transformagao conforme [76]

Suv = U:((P)l_lg;u// (4.9)

-1/2
dp (@)l 3(df>2
— =" | lp)=|fh+s|= , 4.10
o~ (@) (@) '/+2 i (4.10)

que remove o acoplamento escalar-tensorial ndo-minimo expresso pelo coeficiente f (¢). Fa-

zendo L,, = 0 (vacuo), pode-se reescrever a a¢do (4.8) em termos da nova métrica g]w e do

2Um experimento mental ou experiéncia mental (da expressio alema Gedankenexperiment) constitui um raci-
ocinio 16gico sobre um experimento nio realizavel na pratica mas cujas conseqiiéncias podem ser exploradas pela
imaginagdo. Esses experimentos sdo utilizados para se compreender aspectos nao experimentaveis do Universo.
A expresséo foi popularizada pelos Gedankenexperiment utilizados por Albert Einstein para explorar algumas das
consequéncias da Teoria da Relatividade.
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novo campo escalar ¢, da seguinte forma:
S = fd4x\/§{<signf>[7z + (sign 1) (3)2] — 2V ($)}, (4.11)

em que o determinante § , o escalar de curvatura R e (d¢)? sdo calculados a partir de Suv €
V($) = fI72U(g).

Note-se que € := sign [ = —1 corresponde a chamada teoria escalar-tensorial andmala,
com o sinal inadequado do termo da energia cinética do campo escalar no frame de Einstein,
enquanto sign f = —1 significa que a constante gravitacional efetiva no frame de Jordan é ne-
gativa. Assim, a escolha normal dos sinais ¢ sign / = sign f = 1. No entanto, as teorias que
admitem € = —1 e/ouf < 0 possuem caracteristicas interessantes que merecem ser estudadas.
Com f > 0, aagdo (4.11) descreve a gravidade de Einstein minimamente acoplada a um campo
escalar auto-interagindo, que é chamada normal para € = 1 e fantasma para € = —1.

Mais adiante, na se¢do 4.2.2, vamos descrever as propriedades basicas das solugdes esta-
ticas e esfericamente simétricas para o sistema de Einstein-campo escalar sem massa, que repre-
sentam as solucdes de uma classe geral de teorias escalares-tensoriais com o potencial do campo
escalar igual a zero, no frame de Einstein. Vamos destacar uma familia particular de solu¢des

correspondem a buracos negros frios.

4.2.2 Solucao de buracos negros em campos escalares minimamente acopla-

dos a gravidade

Nesta se¢do, vamos abordar este sistema com um campo escalar sem massa, minima-
mente acoplado a gravidade, que admite solugdes de buraco negro, porém, isso acontece apenas
com um campo escalar fantasma, ou seja, um campo escalar com o sinal de inadequado no termo
cinético. Estes buracos negros “escalares” também possuem horizonte de area infinita e tempe-

ratura zero. Toda a discussdo abordada neste capitulo foi feita originalmente em [19, 20]

Equagdes de campo

Considerando um sistema auto-gravitacional®> minimamente acoplado a um campo es-
calar auto-interagindo com um potencial arbitrario V. = V(¢), a agdo desse sistema pode ser

descrita por

S= f [R—eg" 9, +2V | J—gd*x, (4.12)

em que R é a curvatura escalar, € = 1 corresponde a um campo escalar habitual com energia

cinética positiva e € = —1 para um campo fantasma.

3Um sistema auto-gravitacional é um sistema de massas mantidas juntas pela sua gravidade mttua. Um exemplo
de tal é uma estrela.
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Variando a agdo (4.12) com respeito ao inverso da métrica, g*'",

0 5
0§ = j {(ng (\/__gR> - (Sgw [\/__g (egw(l,;yq,;y - ZV)]} 5gﬂvd4x -0

44

(4.13)

1 1
f lRyv - Egm/R + Egpn/ (eng(P;p(P;a - 2V) - e‘l’;y‘l);vl 5gw/\/__gd4x =0 (4-14)

obtemos a expressdo geral para as equagdes de Einstein

1 1 |
Rw/ B ng/R =€ <¢;V¢;V - Eg;u/(l);pgb’p) +gl“/V(¢)'

(4.15)

Sabemos que, por meio da Identidade de Bianchi, que o tensor de Einstein tem divergéncia nula,

portanto aplicando o divergente em (4.15)

1 :
€ lv‘u((l);ygb;v) - Egyvvy((l);pgb’p)] +8WV”V(¢) =0

. I .
€ lq);y'y(l);v + (P;y(P;v'V - E(‘P’ygb;y;v + (P;V(P'y;v)] + V;y =0,

e(gb;y;ygb;y + 4);;447;1/;# - Qb;y(,b;y’.y) + V;v =0,
evyvy(l) P+ V(,‘bcp;v =0,
(e0¢ + qu)(P;v =0,

com V, = —. Obtemos, assim, a equagdo de Klein-Gordon.
¢ d¢

Resumindo, as expressdes gerais para as equagdo de campo sao:
1 1 0
Ryv - Eg;wR =€ ¢;y¢;v - ng/(:b;p()b’ + gyvv(¢)/

Solugdes esfericamente simétricas

(4.16)

(4.17)

Nesta se¢ao, retomamos o elemento de linha (3.1) para um espago-tempo estatico e es-

fericamente simétrico
ds? = e27dt> — 2%dr® — *P (d6? + sin® 6d¢? ),

em que &, 3 e 7y sdo fungdes da coordenada 7.

(4.18)
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A partir de (2.7) podemos encontrar os termos ndo nulos da conexao afim. Sao eles
=9, Tly=e2@y,
Flll =a , F122 = —e_z(“_ﬁ)ﬂ',
F133 = —e_z(”‘_ﬂ)‘B’ Sil’l2 0 , r221 = ‘B/,
[233 = —sinfcosd , I35 =4,

T332 = cot 9

Denotemos, durante o texto, (') como d/dr.
A partir das conexdes nio nulas, podemos encontrar as componentes niao nulas do tensor

de Riemann, a partir da relagao a seguir:

R* T% gy + D% TP, = T%, TP (4.19)

pov = rlx;ux,zx - ap vot pwr

Portanto, as componentes do tensor de Riemann nao nulas encontradas foram:
RO =7"+7 (v —a') , ROy =7'peF™),
RO303 = =7~V sin?8 , Rlyp =P [+ 6/ (B —a')],
Rlyy = 2P [B" + B (B —a')]sin?6 , RZ5p5 =[e2F¥p2—1]sin?6. (4.20)

Obtemos as componentes nao nulas do tensor de Ricci contraindo o tensor de Riemann.

Roo = e 2@ My +9' (Y + 2 —a)],

Rll — _,_)/II _ 25// + ,_)/I(“l _ ,)/I) + 2,3,(0(’ _ﬁl),

R22 -1— eZ(,B—oc)[‘BN + ﬁ/(,)// + 2‘31 _ al)]’

R33 = sinz 9R22. (421)
Finalmente, encontramos o escalar de Ricci
R=—2e72F 4 2e72%[382 + 28"y +y2 —2a'B — &'y + 28" +7"]. (4.22)

De posse desses resultados e substituindo em (4.16), encontramos as equagdes de campo

para o espago-tempo esfericamente simétrico e estatico, dado por (3.1)

ez([x_lg) + ZIX"B, _ 3‘5,2 _ 2,3” — gﬁb'z + eZ’XV(QD), (4.23)
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—20F) 4 B2 12y = S92 — RV (g), (424)
,8’2 +ﬁ/,.y/ + ,)//2 _ (X’(‘B, + ,)//) +,B” + ,.}/// — _gq)/z —eZ“V(gb), (425)
e—Za [(Pu_ (a/_zﬁ/_,)//)(l)/] :(_:V(p‘ (426)

Como abordado na se¢io (3.1), temos uma liberdade na escolha de uma condigdo de

coordenada. Neste caso, vamos adotar a coordenada harmonica, dada por

muito comum em problemas que envolve campos escalares. Aliado a isso, vamos optar por fazer

V(¢) = 0. Dessa forma, a expressdo (4.25) se resume a
¢’ =0, (4.28)
que integrando duas vezes, resulta em
¢ = Ar + ¢y, (4.29)

em que A e ¢ sdo constantes.

Diante das consideragdes acima, as equagoes (4.22)-(4.25) se resumem a

2B L 2By 4+ B2 — 28" = gAZ, (4.30)
—e2(B+m) + 13'2 + 2‘5'7’ = gAZ, (4.31)

€
,812 + 2,8,’)/1 _ ,B” _ ,.y/l — EAZ (432)

A resolugdo do sistema de equagdes (4.30)-(4.32) nos fornece as seguintes expressoes:

Yy=Br+9y e (4.33)
,B” — 62(,5+Br+’)/0), (434)

com B e y, constantes.
Partindo da equagdo (4.34), vamos chamar de v = B + br + 7 e desta forma obtemos
que v"" = ", portanto,

U” — ezz;’

v'? = ¢?? +2C,

(4.35)

dv
[ e=1"
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Agora, vamos analisar a solu¢ao da integral mediante as condi¢des da constante C, ou
seja, C>0,C=0eC < 0.
Para C > 0, reescrevemos a integral da seguinte forma

dv
— = |dr.
[

(4.36)

Substituindo § = ‘/_, na expressao anterior, podemos encontrar v = In ¢ +1n y2C e derivando
2C
obtemos dv = ?C Substituindo na expressdo (4.36), temos

f - ‘/ng - \2C fdr (4.37)

Fazendo ¢ = sinh 6 e derivando, obtemos d¢ = cosh 8d6. Substituindo em (4.37) e realizando

sucessivos passos

cosh 6d6
= V2C | dr,
fsinh 6V1 + sinh® @ j '
fsmh@ - \/_fdr

ltanh( )] \/f(r+D),
tanh ( ) eV2C(r+D)

Porém,

tanh 0 _ sinh 0
a3 " 1+ cosh#’

logo,

sinh 0
— g
1+ cosh 8 ¢ (4.38)
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em que 0 = Yy2C (r + D), com C e D constantes. Da expressdo (4.38), seguimos com

e’ + Y cosh @ = sinh 9,
e’ cosh® = sinh 0 — ¢7,
20 cosh? @ = sinh? 6 — 2¢ sinh @ + e27,
27 4 ¢27 sinh? @ = sinh? § — 2¢ sinh 6 + €27,

20 sinh 6 = sinh 6 — 2¢7,

2e”
sinh 6 = .
1—e20
e, multiplicando a expresséo anterior por 7, ~, obtemos
_ 2
sinh 0 = m,
ou, ainda,
inh § = !
N
Recuperando as substitui¢des feitas, temos
2C
e = — : (4.39)
sinh” [V2C (r + D) |
De posse da equagdo (4.39) podemos chegar aos seguintes resultados:
—2(Br+yg)
62’}/ — e2(Br+'yO) , 62’3 _ 2Ce 0
sinh? [\/ (r + D)]
4c2 —2(Br+7g)
e = . (4.40)
sinh* [\/ (r+ D)]
Com base nos resultados obtidos podemos reescrever a métrica
2Ce~2(Br+70) 2C
ds? = e2(Br+10) 442 _ ar2 + 402} . (4.41)

sinh? [\/Z_C(r + D)] sinh? [\/Z_C(r + D)]
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Agora, vamos considerar

\/f(r+D):ku

V2Cdr = kdu
k
dr = —du
V2C
2 K2 2
dre = fdu . (4.42)
Logo, k = % Agora, vamos fazer, também,
Br + vy = —bu, (4.43)
e, também,
. ku D
V2c  \ac
ou, ainda,
1
r=k*u—kD, comk=—. (4.44)

V2C

Substituindo a expressao (4.44) na expressdo (4.43), obtemos
B (k*u — kD) + 7o = —bu.

Dessa forma, temos que

b

Bz—k—2

e 7y =kD. (4.45)

A partir desses resultados, podemos reescrever as expressoes (4.40) da seguinte forma:

k2 2bu k4 2bu
e2r = e=2bu 2P — ;— e o2 = z—. (4.46)
sinh” (ku) sinh™ (ku)

Apos a mudanca de coordenada e simplificagdes, podemos reescrever, novamente, a métrica

2 _ ,2bu g2 k220 K2 2 2
ds® = e =""dt= — > > dus +dQO- . (4.47)
sinh” (ku) | sinh” (ku)
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De forma andloga, usamos do mesmo raciocinio para C = 0, obtendo

2bu [ 44,2
ds? = e=2bugp? - liz T dQZ], (4.48)
u u
e para C < 0, obtendo
k2p2bu k2
ds? = e=2bugs2 _ 5 l 5 du? + dQZ] . (4.49)
sin” (ku) [ sin” (ku)

Encontramos a métrica para as trés condi¢des da constante C, que agora possui uma dependéncia

da constante k e da coordenada 1. Podemos resumi-la da seguinte forma:

ds? = e=2bugs2 _

eZbu l duz

0?2 4,
s2(k,u) sz(k,u)+d ] (450

em que a funcédo s(k, u) é dada por,

. k~1sinh(ku), se k>0,
s(k,u) éf u, se k=0, (4.51)
k~Ysin(ku), se k<O0.

As constantes b, k e A (chamada de carga escalar), podem ser relacionadas a partir da equagao
(4.32), portanto,
2k? sign k = 2b% + eA2. (4.52)

A coordenada u ¢ definda no intervalo # > 0 quando k > 0 e no intervalo 0 < u < %
quando k < 0. O valor u = 0 corresponde ao infinito espacial plano, porém, para valores
pequenos de 1, o raio esférico é (1) ~ L e a métrica é aproximadamente do tipo Schwarzschild,
com ggo ~ 1 —2b/r.

No caso k > 0, ¢ ttil passar para o coordenada quasiglobal p por meio da transformagéo

2k
e2ku — 1 — i P(p), (4.53)

também podemos relacionar

b
[P(p)]" = (e_Zk”)a =e¢~2b"  portanto, a = r
e também,
1 1 1
Uu=— = du:——zdp = du2:—4dp2.
P 0 0

Com isso, podemos reescrever (4.50), para k > 0, da seguinte forma:
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A
ds? = Pdt? — P~%dp? — P1=702d(0Y?, ¢ = —=InP(p) (4.54)

em que as constantes sao relacionadas por

a= %, a2=1-—. (4.55)

A solugdo para € = 1, conhecida como solucdo de Fisher[38], que de acordo com (4.52),
é consistente apenas para k > 0 e, em (4.54), temos que |a| < 1. A solugdo é definida para
© > 2k, porém para p = 2k temos uma singularidade nua central (r = 0) que ¢ atrativa para
b > 0 e repulsiva para b < 0. A solugdo de Schwarzschild pode ser restaurada fazendo A = 0,
a=1leb>00uA=0,a=-1eb<0.

A solugdo para € = —1 (campo escalar fantasma) que pode ser chamado como solugio
anti-Fisher[11], em analogia a de Sitter e anti-de Sitter. Suas propriedades sdo mais diversas e
interessantes. De acordo com com as trés variantes da funcdo (4.51), esta solugdo se divide em

trés ramos com as seguintes propriedades:

Ramo a: k > 0, novamente a solu¢do tem a forma (4.54), mas agora |a] > 1. Para b < 0,
isto é, 4 < —1, temos assim, uma solugéo tipo Fisher, uma singularidade central repulsiva em
o = 2k.

A situagdo é, no entanto, drasticamente diferente paraa > 1. Com efeito, o raio r esférico, entao,

tem um minimo finito em p = py, = (a + 1)k, correspondendo a uma garganta do tamanho
r(om) = 1y = k(a+ 1) @02 —1)1-072, (4.56)

que tende ao infinito quando p — 2k. Além disso, para a = 2, 3,... a métrica exibe um horizonte
de ordem 4 em p — 2k e admite continuagdes para p < 2k. Uma peculiaridade de tais hori-
zontes é a sua area infinita. Horizontes que possuem essas caracteristicas foram denominados
horizontes tipo B [19, 20], para distingui-los dos horizontes usuais, "tipo A”, de area finita. Todas
as configuragdes assintoticamente planas com horizontes do tipo B foram chamados de buracos
negros frios, desde que todos eles tenham temperatura Hawking igual a zero.

Além disso, todas as componentes K; do escalar de Kretschmann (ver 3.3) comportam-
se como P2 e quando p — 2k, P — 0. Uma excegdo é o valor a = 1, que no caso em que
A =0e¢ = 0, asolugao de Schwarzschild é reproduzida. Assim, em p = 2k a métrica tem
uma singularidade de curvatura, se a < 2 (excepto paraa = 1); uma curvatura finita,sea = 1e
a = 2; e, curvatura zero, se 4 > 2.

Para a > 2 nio inteiro, o comportamento qualitativo da métrica quando p — 2k é o
mesmo proximo do horizonte de tipo B, mas uma continuagdo além do horizonte é impossivel
devido a ndo analiticidade da fun¢do P?(p) em p = 2k. Uma vez que as geodésicas terminam
em p = 2k, com um valor finito do pardmetro afim, esta ¢ uma singularidade do espago-tempo

(um horizonte singular), embora os invariantes de curvatura tendam a zero.
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Ramo b: a solugio ¢ definida no intervalo de u € R e ¢ reescrita em termos da coordenada

quasiglobal p = 1/u como se segue:
ds? = e7201Pdr2 — 1P [dp? + p2d0?], ¢ = Alp. (4.57)

Como dito antes, p = oo ¢ um plano infinito, enquanto no outro extremo, p — 0, o compor-
tamento ¢é diferente para b positivo e negativo. Assim, parab < 0, p = 0 é um centro singular
(r = 0 e todos K; sdo infinitos). Pelo contrario, parab > 0,7 — co e todos K; — 0 como p — 0.
Este é de novo um horizonte singular: apesar do desaparecimento curvatura, a nao-analiticidade

da métrica em termos de p torna impossivel a sua continuagéo.

Ramo c: esta solugao descreve um buraco de minhoca com dois planos assintéticos,em u = 0O e
u = 7t/ |k|. A métrica assume a seguinte forma
k2p2bu k2

ds? = e=2bugs2 _ > > du? +d0?|.
sin® (ku) [ sin“ (ku)

= e~2budt? — 2bugi? [dp? + (K2 + p?) dO?], (4.58)

em que u ¢ expressa em termos da coordenada quasiglobal p, definido em todo o eixo real de
R, por klu = cot—1 (p/lkl). Seb > 0, o buraco de minhoca ¢é atrativo para uma matéria teste
no primeiro caso assintdtico (0 — oo) e repulsivo no segundo caso (p — —o0), e vice-versa se
b < 0. Parab = 0, obtém-se a solugdo mais simples possivel de buraco de minhoca, chamado
de buraco de minhoca de Ellis, embora Ellis[35], tenha discutido essas solugdes de buraco de

minhoca com qualquer b.

Buracos negros frios na solugao anti-Fisher

Nos diferentes ramos da solu¢ao anti-Fisher, o de maior interesse para nds é o caso dos
buracos negros frios. Vamos discutir brevemente sua estrutura e propriedades.

Para a impar, as propriedades geométricas e causais principais, inclusive o diagrama de
Penrose, coincidem com a métrica de Schwarzschild. Assim, para p < 2k, p é uma coorde-
nada tipo-tempo e t é tipo-espago, e 0 espaco-tempo é homogéneo e anisotropico, correspon-
dendo as cosmologias anisotrdpicas tipo Kantowski-Sachs. A singularidade em p = 0 (r = 0)
é tipo-espago (cosmoldgica) e é alcangada por todas os geodésicas tipo-tempo em um intervalo
de tempo finito depois da travessia do horizonte.

Para a par, o diagrama de Penrose é o mesmo que para o espago-tempo extremo de
Reissner-Nordstrom, no entanto, o significado fisico da regido para p < 2k é bem diferente.
Uma vez que g», € ¢33 mudam seus sinais no horizonte, a métrica em p < 2k tem a assinatura
(= + ++) emvez de (+ — ——) quando p ¢ grande. A natureza Lorentziana do espago-tempo

ainda é preservada, e pode-se verificar que todas as geodésicas continuam sem problemas de uma
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regido para a outra, pois as equagdes das geodésicas dependem somente dos simbolos de Chris-
toffel e sdo invariantes sob a anti-isometria §;,, > —g,,,.- A coordenada de tempo na regido
p < 2k éa coordenada p desde que g°¥ < 0, enquanto as outras componentes diagonais de g,
sao positivas. Assim, tal como acontece para a impar, temos uma cosmologia tipo Kantowski-
Sachs com uma singularidade tipo-espago em p = 0 (r = 0). A diregdo da flecha de tempo
pode ser arbitraria desde que geodésicas tipo-tempo vindas de uma regiao estatica tornam-se
tipo-espago (ndo se pode dizer onde é o passado e onde esta o futuro) na regido interna a hiper-
superficie delimitada por p < 2k, podendo até mesmo evitar a singularidade.

As propriedades do campo escalar ndo sao menos exdticas. De acordo com (4.54), ¢ —
oo quando p — 2k; isso, no entanto, ndo contradiz a regularidade da superficie p = 2k para
a > 2 desde que a densidade de energia seja

1 A2 (p — 2k)"2

0 _ 2 _
TO - __Pa4) - 2 pa+2

5 : (4.59)

bem como os outros componentes de T),,, sdo finitos em p = 2k (lembrando que paraa < 2
os invariantes de curvatura também divergem, juntamente com T,,)). Assim, o valor infinito de

¢ nao impede a continuagao da variedade do espago-tempo para um p menor, onde a solugédo é

valida com ¢ = % In P(p). Por outro lado, a energia do campo escalar total, calculada como
a quantidade conservada que corresponde ao vetor de Killing tipo-tempo, acaba por ser infinita

na regido estdtica de uma forma independente de 4,

dp
— 0 3y — _ 2
£ = [ T9gd = —2rC fp<p_2k)’ (4.60)

e a integral diverge logaritmicamente em p = 2k. A divergéncia esta relacionada com o volume
espacial infinito: a integral [ \/%d%c diverge perto p = 2k ainda mais forte do que (4.60).

4.2.3 Frame de Jordan na teoria Brans-Dicke

A solugao (anti-)de Fisher, é a solugdo da relatividade geral minimamente acoplada a
um campo escalar sem massa no frame de Einstein. Vamos discutir, brevemente, a solu¢ao cor-
respondente no frame de Jordan, no contexto da teoria escalar-tensorial mais simples e mais

conhecida, a teoria de Brans-Dicke. Isto corresponde as seguintes escolhas, na equagao (4.8):

fl@)=9,  hip)=w/g. (4.61)

em que w ¢é a constante de acoplamento de Brans-Dicke; Tomamos também a versdo sem massa
da teoria, U(¢) = 0, para lidar com a solu¢ao (anti-)de Fisher. Assim, a Lagrangiana toma a

seguinte forma:

1
Lpp = -8 (qu — wg(aq))z) . (4.62)
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Uma vez que nds estamos interessados apenas em buracos negros frios, vamos considerar
as solugdes parak > 0, dado pela equagdo (4.54) com (4.53). Portanto, a solu¢do da teoria Brans-

Dicke no frame de Jordan pode ser escrita na forma
ds7 = P~¢dsg = P*~¢dt* — P~""Cdp? — P76 p%d()?, (4.63)
com,

¢ = exp [¢/Vlw +3/2]| = PF, (4.64)

em que o pardmetro ¢ estd relacionado com a e w por
(3 +2w)E? =1 —ca’. (4.65)

As condigdes para encontrar buracos negros nesta solugdo foram discutidas nas se¢des
anteriores, como também em [19, 20]. Vamos recorda-las brevemente.

Em (4.54), um horizonte na métrica (4.63) pode ocorrer em p = 2k sea > 0. No entanto,
para que exitam solu¢des buracos negros frios os pardmetros a e ¢ devem obedecer as seguintes
condi¢oes:

m+1 m—-—n-—1

a= , f=—) (4.66)
m-—n m-—n

em que m e 1 sdo inteiros positivos que satisfazem as desigualdades
m—2>n>0. (4.67)

A constante de acoplamento w também deve pertencer a um conjunto discreto de valores,

2 +1)—n?2+1
2pp3= it -+l (4.68)
(m—n—1)2

Uma vez que, para a teoria de Brans-Dicke, [(¢) = w + 3/2 e € = sign [ (4.9), encon-
tramos que, assim como no frame de Einstein, os buracos negros frios s6 podem existir com
um campo escalar fantasma. O mesmo ¢é verdade para as configura¢oes semelhantes com carga
eléctrica diferente de zero [21], apesar de um numero maior de classes de solugdes.

No entanto, as condigdes de existéncia de buracos negros frios sdo diferentes nos frames
de Einstein e Jordan, e as estruturas globais dos espagos-tempos completos, continuam além dos
horizontes, também sao diferentes [19, 20]. Em particular, todos K; vao para o infinito quando
© — 0 na solucdo (4.54). Em outras palavras, ha sempre uma singularidade de curvatura na re-
gido interna das buracos negros frios no frame de Einstein (que ¢ o mesmo buracos negros frios
com um campo escalar fantasma sem massa minimamente acoplado na relatividade geral). En-
quanto isso, muitos buracos negros frios de Brans-Dicke no frame de Jordan sao nao singulares,

e alguns deles tém outra regiao assintoticamente plano para além do horizonte [19, 20].



Capitulo 5

Teorias de k-esséncia em espacos-tempos

esfericamente simétricos

5.1 Teorias de k-esséncia

As teorias de k-esséncia [7] pertencem a um grupo de campos fundamentais acoplados a
gravidade. Estdo baseadas numa possivel modificagao do termo cinético do campo escalar. Esta
teoria foi, pela primeira vez, sugerida por [5], a fim de se ter um modelo de inflagao impulsionada
pelo termo cinético em vez do potencial. Mas logo depois, essa ideia foi aplicada para explicar
o atual estégio da expansio acelerada do Universo [6]. E interessante notar que uma estrutura
de k-esséncia também aparece em teorias das cordas como, por exemplo, sob a agdo de Dirac-
Born-Infeld, em que o termo cinético do campo escalar tem uma estrutura semelhante ao termo
de Maxwell na eletrodinidmica de Born-Infeld [28].

As teorias de k-esséncia podem ser definidas a partir da seguinte Lagrangiana:

L= [-8[R-F(X,¢)], (5.1)

com
X = ’791);,047;'0/ (5.2)

em que 77 = +1 ¢é usado para fazer com que X seja positivo nos casos gerais de lei de poténcia
de quantidades negativas. Podemos, ainda, ter um caso particular de k-esséncia em que o termo

cinético esta dissociado do potencial, dado pela Lagrangiana

L= =g [R=f(X)+2V($)] (5.3)

As teorias de k-esséncia sao amplamente aplicadas no estudo de cosmologia. Além disso, existe
também, porém em menor escala, um esforco para se estudar possiveis efeitos da k-esséncia nas

propriedades e estruturas de objetos locais, tais como buracos negros e buracos de minhoca.

55
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De forma mais geral, vamos considerar as configuragdes estdticas e esfericamente simétricas em
k-esséncia.

Mais adiante, iremos verificar carateristicas semelhantes as encontradas no capitulo 4.

5.1.1 Equac¢des de campo

Basicamente, os passos que seguiremos nesta se¢do serdo os mesmos da se¢do 4.2.2. Va-

riando a Lagrangiana (5.1) com respeito a métrica, obtemos

1 1
Ry — §gwR = NPuPFx = EgWF (X 9), (5.4)

A divergéncia da equagao (5.4) é nula, portanto,

VET,, =0, (5.5)
e, portanto, obtemos
a1
Vy (Ex¢™) = 5Fp =0, (5.6)
dF dF
com Fy = Ix eFy = @

Considerando, novamente, uma métrica geral estatica e esfericamente simétrica
ds2 = 27 g2 _ p20(u)gy2 _ o2 (1) <d92 + sin? Gdgbz) , (5.7)

em que u é uma coordenada radial arbitraria. Dessa forma, das equagoes (5.4) e (5.6) podemos

escrever explicitamente as equagdes de campo

F
2P 4 20/ — 3B% — 2" = —e25, (5.8)

F
—e?@=P) 4 B2 L 2B/ = o2 (5 + XPX) , (5.9)

2 Ny 2 1/l / 17 " 2aF

BB +07 —a' (B + ) + B+ =, (5.10)
2 (FX€—LK+2,3+’)/¢/)’ _ e—a+2,3+’)/F¢’ (5.11)
em que X = —ne~2%¢'? e (') denota d/du. Note que podemos deixar X positivo escolhendo

1 = —1, caso seja necessario.
O proéximo passo € escolher uma condigdo de coordenada. Neste caso, escolheremos a
coordenada radial quasiglobal x := u, como ja apresentado na se¢do 2.1, dada pela condigdo

a(u) +y(u) = 0, muito util, pois estamos considerando horizontes de Killing dados pelos zeros
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regulares da fungédo
A(x) =27 =2, (5.12)

comr(x) = eP. Portanto, a métrica (5.7) ganha a seguinta forma

2

A(x)

ds? = A(x)dt? — —r(x)2d02. (5.13)

Combinando as equagdes (5.8)-(5.10) nesta nova configuracdo de coordenadas, obtemos

"

24— = XFy, (5.14)
A"r2 — A(rH)" = =2, (5.15)

em que, agora, (') denota d/dx. Podemos integrar a equacio (5.14), fazendo 1% = v

Foge ()« 2 (35)

vA' — Av' = 6m — 2x,

-2 f dx,

2A" — A(r®) = 6m — 2x.

Dividindo ambos os lados por 4, obtemos

) A\ 6m—2x

em que B(x) = A/r? e m é uma constante de integragio e igual 2 massa de Schwarzschild caso
a métrica (5.12) seja assintoticamente plana quando # — oo. Nesta aproximagao, temos ¥ = X,
e portanto, A =1 —2m/x + o(1/x).

Um detalhe importante conectado a equagao (5.14) é a sua relagao com o sinal da dife-
renca T — T] = —XFx com a quantidade 7. Desta forma, se #" < 0, entdo T — T{ > 0,
e portanto, a Condi¢do de Energia Nula (NEC) ¢ satisfeita, por outro lado, se r” > 0, é violada
e, em particular, gargantas de buracos de minhoca sdo possiveis. Parece claro que a Lagragiana
(5.1) ou até mesmo (5.3) tornam possivel qualquer sinal de XFy e, consequentemente, o sinal
der”.

5.2 Um teorema No-Go

A estrutura do tensor energia-momento (5.3) nos fornece uma importante afirmagao
sobre a possivel existéncia de horizontes na métrica (5.7), até mesmo no caso mais geral (5.1).

A base para esta afirmacgdo vem do Teorema de Estrutura Global[17]: pode haver no maximo
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dois horizontes simples, tipo-Schwarzschild, no raio finito r = ef, e nio mais do que um desses
horizontes se o tempo-espaco é assintoticamente plano. Este resultado decorre diretamente da

igualdade
T) =T3. (5.17)

De fato, como ja mencionado, horizontes sdo descritos por zeros regulares da fungao de
A(x) ou, de forma equivalente, B(X) = A/r2, desde que r seja finito. Enquanto isso, segue de
(5.15) que a fun¢ao B(x) ndo pode ter um minimo regular, portanto, uma vez que se tornou
negativo, B(x) nunca retorna a zero.

Ha muitos outros resultados de interesse sobre a possivel existéncia ou ndo de horizontes
em configuragdes com campos escalares. O teorema No-Hair encontrado em [3], alega que ndo
podem haver buracos negros assintoticamente planos com um campo escalar nao trivial como
no caso F = X — 2V (¢), com 77 = 1 (um campo escalar normal, ndo fantasma) e potenciais V'
ndo negativos. O teorema foi generalizado em [24] para determinados espagos-tempos multi-
escalares e multidimensionais. O objetivo agora ¢ obter mais um resultado “no-hair” relativo a
importante familia de lagrangianas (5.1), com F = f (X).

Integrando a equagdo (5.11), considerando apenas F = f (X), obtemos
fxe ®*2P+7¢" = C = constante. (5.18)

Utilizando a coordenada quasiglobal u = x, o que implica em A(x) = e2Y = e 2 er(x) = P,

a expressao fica
Afx¢’ = C/r2. (5.19)

Isto posto, a partir das expressoes (5.18) e (5.19), podemos reescrever equagdo (5.14) como

21’" 2 c? —a /2
Pl —¢"fx = —m, com X =e “¢'". (5.20)
O que precisamos fazer é verificar se o sistema admite um horizonte de Killing como os ho-
rizontes de evento dos buracos negros estaticos. Do Teorema de Estrutura Global [17] citado
anteriormente, segue-se que, se A(x) > 0 em algum intervalo de x, onde a métrica é realmente
estatica, tal horizonte pode ser apenas de primeira ordem, de tal modo que a fungdo A(x) se
comporta como A ~ x — Xxp,.
Observando a expressao (5.19), vemos que A — 0 para um valor de 7 finito, o que implica
em fy ¢’ — oo, descartando o caso trivial C = 0. Por outro lado, mais uma vez devido a (5.19),
a expressdo Xfy, que estd presente no tensor energia-momento, é igual a C¢p’/ r2. Portanto, o
cardter finito das componentes do tensor energia-momento T),,, necessdrio para regularidade

do espago-tempo implica em |¢’| < oo, logo, um horizonte requer fy — oo.
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Assim, obtemos o seguinte teorema no-go: A existéncia de um buraco negro com horizonte

de Killing para r finito é incompativel com a fungdo normal f (X).

5.2.1 Horizontes de Killing

Um campo vetorial de Killing {# é aquele que satisfaz a equagéo de Killing
Vi, +V,5, =0, (5.21)

emque G, = g,,G" € a 1-forma associada ao campo vetorial ¥. As solugdes da equagao de Kil-
ling (5.21) sdo chamadas vetores de Killing. Os vetores de Killing sao os geradores de isometrias
do espago-tempo

Um horizonte de Killing /{ de um espago-tempo (M, gw)1 ¢ uma hipersuperficie nula
tangente a um campo vetorial de Killing {# que se torna nula, V¢, = 0, em /. Este campo
vetorial de Killing é tipo-tempo, V¢, > 0, em uma regido do espaco-tempo que tem 4 como
limite. Horizontes de eventos estacionarios em relatividade geral sdo geralmente horizontes de
Killing de um vetor Killing convenientemente escolhido [27]. Por exemplo, na geometria de
Schwarzschild, um vetor de Killing {# é tipo-tempo na regido de r > 2m, externa ao horizonte,
torna-se nulo em r = 2m e tipo espago na regido interior, r < 2m. O horizonte de eventos
r = 2m também ¢é um horizonte Killing. De modo mais geral, qualquer horizonte de eventos
em um espago-tempo localmente estatico é também um horizonte de de Killing para o vetor de
Killing {# = (d/0t)* associado com a simetria do tempo. Se o espago-tempo é estaciondrio
e assintoticamente plano (mas ndo necessariamente estatico), deve ser axialmente simétrico e

qualquer horizonte de eventos ¢ um horizonte Killing para o vetor de Killing
¢ = (9/at" + Oy, (9/ 99", (5.22)

que é uma combinacao linear dos vetores associados com o tempo e simetrias de rotagdo. (), é
a velocidade angular no horizonte.
O conceito de horizonte de Killing deixa de ser util em espagos-tempos, ou regides do

espago-tempo, que nao sdo estaciondrias e ndo admitem vetores de Killing tipo-tempo[36].

5.3 Solucao particular I

Nesta segdo vamos investigar uma solugao particular para uma configuragio estatica e

esfericamente simétrica (5.7) em uma teoria de k-esséncia, a partir do modelo

F(X) =eX" =2A, com X =g, ¢"F. (5.23)

'M ¢é uma variedade e g, ¢ uma métrica de assinatura Lorentziana
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Desta forma, a Lagrangiana toma a seguinte forma
L= [-g[R—eX"+2A], (5.24)

em que € = 41 (1 para um campo normal; —1 para um campo fantasma). Escolhendo 7 = —1
teremos X = e~%¢'?, garantindo que X seja sempre positivo, evitando qualquer problema com
o expoente n. Isto posto, podemos escrever as expressdes gerais para as equagdes de campo,

seguindo os mesmo passos de se¢des anteriores. Sdo elas

1 1 . _
R;u/ - Eg;ﬂ/R =€ (n¢;y¢;v - Egyv¢;p¢’p> X1+ gWA,

PP

Op+2(m—1) r— =0, (5.25)
0

mais explicitamente,

€

eZ(zx—ﬁ) + 20/‘3/ _ 318/2 _ 2‘311 5

e20-magy 2n 4 2ap
_e2=B) 4 g2 | gyt = g (2n — 1) 20-mag2n _ 2ap
B2+ B + 02— (B )+ B4 = 2 e,
Cn—-1)¢" =—-[A-2n)a"+26"+7']¢". (5.26)

Neste ponto, vamos escolher uma condi¢do de coordenadas, conhecida como coordena-

das harmonicas, ja mencionada anteriormente, dada por
a(u) = 2Bu) + y(u), (5.27)

em que a coordenada u tem dimensdo de 1/comprimento. Além da escolha da condigdo anterior,

vamos estabelecer n = 1/2 e = 0 (y = —2). Assim, podemos reescrever as equagdes (5.26)
e2F 3872 _2p" = %p' FA, (5.28)
e™2P £ 382 = A, (5.29)

382 - pB" = —ggb’ — A (5.30)
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Partindo da equagéo (5.29), temos
\/5,6’ = VA —e28 = \/56'3‘5’ = Ve?PA -1,

v = \/Xeﬁ = dv = \/Keﬁdﬁ,

dv A
j \/gdv = f \/X\/zﬂ — 1du = f \/027_1 = j \I;du,

que resulta em

v = cosh (bu), comb = A/3. (5.31)

Na expressdo anterior, uma constante de integragao foi suprimida, escolhendo-se o ponto zero
da coordenada u. Note que a solu¢ao ¢ valida apenas para A > 0. Assim, encontramos as

expressoes para e7, e% e ef da métrica original, dadas por

1 3b?
eP = — cosh (bu) , e =———— e et =1, (5.32)
V3b cosh? (bu)
e, portanto, a métrica, em sua nova forma é
9p* 1
ds? = ————dt? — du? — — cosh” (bu) dO?. (5.33)
cosh™ (bu) 3b
De eP obtemos as seguintes relagdes:
, . sinh(bu)
:B =In [cosh(bu)] —1In (\/gb) , lB = bm,
b? 3b?
"= 5. € 3_2’3 = 5. (534)
cosh” (bu) cosh” (bu)

Resolvendo as equagdes (5.28)-(5.30), juntamente com as expressdes (5.34), obtemos as expres-

soes para ¢’ e ¢.

2
¢ = % [2 sech? (bu) — 3] e (5.35)
4% [2
(P = T lg tanh (bu) — 31/[] + (po, (536)

em que ¢ € uma constante.
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Para uma melhor andlise da métrica, vamos utilizar uma coordenada quasiglobal x =
3b tanh(bu), portanto,

2
X
= 3btanh(b h2(bu) =1 — —
X anh (bu) = sech” (bu) 92
d 2
dx = 3b2 sech? (bu)du = du? = ;4.
9b% sech™ (bu)
Substituindo as expressdes anteriores em (5.33), obtemos
(9b? — x?)? 9 3

ds? = dt? — dx? — dQoy?. 5.37
° 9 (9b2 — x2)2 * (92 — x2) (5:37)

Desta forma, ¢ facil ver que este espago-tempo possui dois horizontes, x = +3b = +v3A.
Podemos analisar algumas caracteristicas da solugdo (5.37), tais como a gravidade de
superficie k. A gravidade de superficie é uma expressao da aceleragao da gravidade no horizonte

de um buraco negro e é dada pela expressao [77, 44]:

1 !
K:E—ﬁﬁ—, (5.38)
1800811l
que, para a solu¢ao (5.37)
2x(9b?% — x2)
=9 (5.39)

que avaliada em x = 43D, se anula. Portanto, a solugdo (5.37) possui gravidade de superficie

nula nos horizontes. Isto também implica que a temperatura Hawking, dada pela expressao

T = K
H = 27TkB

(5.40)

sobre os horizontes ¢ nula.
Outra caracteristica que podemos analisar ¢ a area da superficie dos horizontes, que pode

ser calculada por meio da expressao [10]

T 27
A= j() de J;) d¢‘1g22g33, (541)

que para a solugdo (5.37) fica

3

A=41—b0p0—,
n(%z—xz)

(5.42)
ou seja, A — oo quando x — +3b.
Portanto, esta solu¢do possui horizontes de area infinita. No entanto, podemos pensar,

que o fato de possuir area infinita, qualquer corpo estendido sera infinitamente esticado po-
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dendo ser destruidos antes de realmente atravessar o horizonte. Para verificar isso, considere,
por exemplo, um objeto extenso em queda livre, cujo centro de massa segue uma linha geodésica
radial no plano € = 77/2. A distancia entre duas geodésicas radiais varia de acordo com a lei de

desvio geodésico

D2«
_d; = R, uPniu. (5.43)

Desta forma, a aceleragdo azimutal relativa préxima do horizonte [19], se resume a

1 D?n3
n3 dA?

= E2R"/R, (5.44)

em que R? = Ig2ol, R" = d?R/dx? e E é uma constante. O desvio geodésico azimutal (5.44)
que, devido a sua estrutura, é insensivel a boosts radiais é, portanto, igualmente aplicavel a um
referencial estatico ou comével, para um corpo em queda, similar as relagdes dadas por Horowitz
e Ross [49]. Assim sendo, para a métrica (5.37), R” /R — oo quando x — +3b.

Resumindo, a solugdo (5.37) possui algumas caracteristicas interessantes, tais como gra-
vidade de superficie nula (temperatura Hawking igual a zero), horizontes de area infinita - isto é,
os horizontes sao do mesmo tipo das solugdes de buracos negros frios [19, 20] -, forcas de maré
que atuam sobre corpos extensos, que sao infinitas no horizonte, permitindo a passagem apenas

de particulas .

5.3.1 Estrutura causal

O objetivo, agora, é analisar a estrutura causal da solugao particular I (5.37). O proce-
dimento consiste em averiguar todos os pontos, ou regides do espago-tempo, que apresentem
degenerescéncia ou singularidade aparente na métrica. Para isso, faremos a analise das geodési-
cas, pela equacgdo das geodésicas, e da propria métrica, quando houver simetria esférica[34].

Antes de definirmos a equagdo da geodésica, primeiro vamos definir a densidade de La-
grangiana da solucdo I (5.37), dado por?

1 1 . )
L= ngxﬂx” =5 [S00f* + §11%% + 82267 + g339°] = ¢, (5.45)

em que,
1, para geodésicas tipo-tempo,
€ =410, parageodésicas tipo-luz,

—1, para geodésicas tipo-espago.

2Define-se usualmente esta quantidade, fazendo a extremiza¢do do pardmetro geodésico afim, entre dois pontos.
Existem outras formas de definir esta quantidade, mas que se mostram equivalentes. Nossa escolha é feita no intuito
de abreviar enormemente os calculos.
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Definindo os momentos canonicamente conjugados as coordenadas e ¢ > como

oL . oL

— =gt = E — = p = L. 5.46
5 = 800 ¢ 5p T8 (5.46)
Substituindo (5.46) em (5.46), no plano equatorial 8 = 71/2 obtemos

X2 = £E2 _ giLZ
822 833

(9b? — x2)2 312
9 € 9p2 — x2 |°

+glle, (5.47)

=F?

(5.48)

Esta é a chamada equagdo das geodésicas, pois depende de qual tipo de geodésica se trata, as
quais sdo determinadas pelo parametro €. Por enquanto, guardemos este resultado.

O segundo passo para o procedimento consiste em parametrizar a métrica em coordena-
das adequadas de modo que coordenada radial seja proporcional ao parametro geodésico afim
proximo ao horizonte de eventos, ou seja, da equagao (5.48), temos que x ~ A, em que A é o pa-

rametro geodésico afim. Assim, qualquer solugao esfericamente simétrica deve ficar na forma:
ds? = H(x) {dt* — dy? — F(x)d()?}, (5.49)

com

(9b? — x2)2 9

HO == W=t —ap®

e F(x) (5.50)

=
e x é uma coordenada radial proporcional ao parametro geodésico afim préximo ao horizonte
de eventos.

Agora, vamos analisar os pontos que representam problemas diretamente na métrica. A
primeira regido a ser analisada é chamada de horizonte de eventos, x = +3b. Se fizermos o limite
x — —3b, pela direta, em (5.48), temos dA x +dx, o que reflete a analiticidade e regularidade

do horizonte, e
H -0, Y = 4o e F(x) - oo, (5.51)

o que caracteriza um horizonte, mostrando o carater de regiao conformalmente nula. Esta separa
a estrutura causal do espago-tempo em antes deste horizonte e depois dele. Geodésicas podem
atravessa-lo, mas as tipo-tempo e nulas, nao retornam. Assim, a representa¢ao no diagrama de
Penrose dessa regiao é dada pela figura (5.1a)

Na regido x < —3b, a componente gy da métrica nao muda de sinal, porém, a coor-

denada x se torna a coordenada temporal. Fazendo o limite x — —3b, pela esquerda, temos o

*Podemos ver facilmente que a métrica nio depende do tempo e da coordenada ¢, logo, podemos ver que os
momentos canonicamente associados a essas coordenadas sdo conservados. Entdo E e L sdo constantes de movi-
mento.
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(a) (b) (c)

Figura 5.1: Gréficos correspondentes a partes de regides conformes.

mesmo resultado anterior, mas a representacdo desta parte no diagrama de Penrose é dado pela
figura (5.1b) devido ao sinal de gy ndo ter mudado. Caso o sinal de g tivesse mudado esta
parte do diagrama de Penrose seria dado pela figura (5.1c) como acontece, por exemplo, com
a representa¢do do diagrama de Penrose para métrica de Schwarzschild numa regido além do
horizonte. Portanto, unindo as duas parte do diagrama, obtemos a figura (5.1a)

Se fizermos, agora, x — —oo, temos a seguinte estrutura:
%2 =FE2— Ver, (5.52)

em que Vs € o potencial efetivo. Neste limite V,; — +oo, logo %% — —oo, 0 que caracteriza

uma singularidade. Nesta regido as geodésicas param e a estrutura causal termina. Visto que

H — oo, Yy — +oo e F(x) -0, (5.53)

temos uma singularidade tipo-tempo* que representamos por uma reta duplicada, que deve ser
acrescentada a figura (5.2a) para obtermos a figura (5.2bb). Para o horizonte x = 3b a analise
¢ idéntica, de modo que, o diagrama encontrado é simétrico a figura (5.2b). Colando as duas
obtemos a figura (5.2¢).

Devemos impor a continuidade da solu¢ao em todos os horizontes, temos que colar in-
finitas regides uma nas outras. Quando isso ¢ feito, estamos na realidade fazendo a extensdo
analitica maxima da solugdo particular I (5.37), que esta representada na figura (5.3).

Assim, a solugdo acima tem muito em comum com as solugdes de buracos negros frios
encontrados em teorias escalares-tensoriais. No entanto, ela ndo pode ser chamada de buraco
negro, pois neste espago-tempo (na regido estatica |x| < 3b) nao ha lugar para um observador
distante. Por outro lado, ha uma ligagdo dos horizontes com a constante cosmologica A, por-

tanto, eles sao de natureza cosmoldgica, semelhante ao horizonte em espago-tempo de Sitter.

*A determinagdo do tipo de singularidade é feita pela anélise dos valores de H (x), F(x) e y. Quando H, F e
y divergem para infinito, a singularidade depende da distribui¢ao das geodésicas, mas é sempre representada por
uma reta duplicada, no nosso caso.
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(a) (b) (c)

Figura 5.2: Constru¢ao do diagrama de Penrose para solu¢ao particular I.

Podemos afirmar que esses dois horizontes de area infinita estdo conectados por um bu-
raco de minhoca cuja garganta situa-se na esfera x = 0. Além disso, a fonte de gravidade, isto
¢, o campo de k-esséncia viola a NEC nao s6 na garganta, como, também, na sua vizinhanga
(condigdo necessaria para buracos de minhoca estaticos em relatividade geral), mas em todo va-
lor de x, como decorre da desigualdade d?7/dx?> > 0, como comentado no final da segio 5.1.

Percebemos que, em x = +3b o coeficiente de d0)* muda de sinal, as regides |x| > 3b tem a

Figura 5.3: Diagrama de Penrose para solugdo 1. Os cones de luz indicam a dire¢ao temporal

assinatura (+ — ++), ao invés da assinatura original (+ — ——). Assim, mesmo que o hori-
zonte seja de mesma (segunda) ordem, além do horizonte, a coordenada x que antes era espacial
torna-se temporal, e assim as regides |x| > 3b representam modelos cosmoldgicos anisotropicos

(Kantowski-Sachs) semelhante a regido interna do espago-tempo de Schwarzschild. Analisando
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o invariante de Kretschmann,

2.2 4
RABHY _ g0pt — 64b-x 80x

K= Rapw 3 T

(5.54)

percebemos que ocorrem singularidades cosmoldgicas em x = oo, e as suas propriedades
também se assemelham as propriedades de singularidade de Schwarzschild em = 0: um corpo
extenso de teste é compactado em um ponto nas diregdes angulares, mas é infinitamente esticado
na direcao espacial correspondente a coordenada que antes representava a coordenada tempo
na regio estatica |[x| < 3b. Além disso, pode-se verificar que as singularidades x = +oo sdo
acessadas por corpos de prova em tempos proprios finitos.

O campo escalar em funcio de x e sua derivada sdo dados por

_ A4, 9% (3b+x (5.55)
=g |~ o) | T :
;L 4 ’ 27b? (5.56)
v e irors sl B '

O campo escalar ¢ ¢ singular em x = +co e nos horizontes x = +3b, enquanto X = A¢'? é
infinito em x = +oo e finito com os horizontes. Temos, assim, um exemplo de um horizonte

onde o espago-tempo ndo ¢ singular, mas o campo escalar ¢ infinito.

5.4 Solugao particular I1

Para uma segunda solugdo, vamos assumir a seguinte construgao
F(X) = FoX", Fy,n = constante. (5.57)

Para expressao anterior, existe uma solucao bem conhecida apara o caso linear dos campo escalar
sem massa, 7 = 1, a solu¢ao de Fisher e sua contrapartida fantasma, A solugdo anti-Fisher, que
leva a solu¢odes simples de buraco de minhoca [35, 16]. Vamos propor uma outra solu¢do, com
n = 1/3, que embora possa parece estranha, ainda ilustra o teorema no-go obtido se¢do 5.2,
apresentando algumas caracteristicas interessantes.

Considerando a coordenada quasiglobal # = x, o que significa que estamos optando
novamente pela condi¢do de coordenada y(u) = —a(u). Dessa forma, a métrica (5.7) assume
a forma (5.13), novamente. Substituindo a hipdtese (5.57) em (5.19) obtemos

C

I — -1
(P = W, FX = nF()Xn . (558)
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Porém, X = Ac/>’2. Substituindo em (5.58), temos
C 1/(2n-1)
r_ . 5.59
¢ l nFoA"r? ] (5.59)

Podemos reescrever a expressao (5.14) em fung¢ao de (5.57), que resulta em
7,,// ,2
Substituindo (5.59) em (5.60) encontramos
1/(2n-1)

7’” CZn

Podemos perceber que A(x) deixa a equagao (5.61) quando fazemos a escolha n = 1/3, além

disso, esta escolha nos leva a

E3
r" =3Kr%,  3K:= —, (5.62)
54C2
que integrando resulta em
r'2 = Kr® + K, Ky = constante. (5.63)

Podemos integrar a equagdo anterior mais uma vez, porém com K; # 0 obtemos expressdes
muito complicadas a partir de integrais elipticas, que ndo serdo consideradas. Supondo K; = 0,

podemos resolver a integral com maior facilidade sem perda de generalidade. Portanto,

r'? = Kr®,

d

_r = _\/E;,B’
dx

f r=3dr = —JK f dx,

que resulta em

1/41:8/4

k=V2VK = 2—, (5.64)

1
r(x) =-—,
kvx 3./IC|
em que suprimimos a constante integragdo que surgiu escolhendo o ponto nulo de x. Assim, a
solugéo é defina em x > 0.
Derivando duas vezes a expressao (5.64), encontramos
3

r= 4kx—5/2 > 0, (565)
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que viola a NEC e, portanto, a nossa k-esséncia é de natureza fantasma.
E forma simples, podemos encontrar as expressdes para B(x) e ¢(x) a partir (5.16) e

(5.59), respectivamente:

B(x) = By + k* (Zrnx3 — %x‘*) , (5.66)
3 3
¢ (x) = l?%] Ar6 = lg—g] Br8 (5.67)

A substitui¢do destas quantidades na equagéo (5.9) deve verificar a regularidade da solu-

¢do e talvez levar a uma relagdo entre a sua integracao constantes. Portanto,
Wi 2 1 1
—rB'r" = 3Br'? + — = XFy — 5F(X), (5.68)
r
I 2 1 n—1 1 n
—rB'r" — 3Br'< + r_z = XnF()X - EPQX . (569)
Fazendo n = 1/3 no lado direito da expressdo anterior, temos

1 1 1
—rB'r" — 3Br'? + == §FOX1/3 — EFOXU?’ (5.70)

Substituindo, no lado esquerdo, a expressdo para B(x) (5.66) e sua derivada, como também, a

expressao para r(x) (5.64) e sua derivada, obtemos

11 1 3 11 F
S k4 (6mx? —2x3)] — B+k’x=--——9 B 5.71
2ivR ey LE (Om = 20) ] = s B kY = e E o) G71

11 F3

2 12a 20 — _ 0
3k m — k“x 4k2x3B + k“x 6763 GO (5.72)

Da expressdo (5.64) podemos encontrar a relagio F3 /(3C)? = 9k*/2 para finalmente obtermos

3B 3B

3kZm — =— )
" 4k2x3 4k2x3

(5.73)

Podemos concluir que a solugio existe somente se m = 0. Dessa forma, podemos expressar a
fungdo A(x)
BO k2x3

Ax) = B(xX)r(x)? = e o (5.74)

Consequentemente, podemos apresentar a forma final da métrica, dada por

B, k23 B, K23\ 1
dSZ = (é— Tx>dt2— (é —Tx) dxz—@dﬂz (575)
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Se By < 0, a fungao A(x) é negativa, e a métrica descreve um modelo cosmolégico

particular de Kantowski-Sachs. Se By > 0, a métrica ¢ estatica em

(2By) /4

Pa— (5.76)

x<Xx,=
que tem um horizonte em x = x;, e ¢ do tipo cosmoldgica para grandes valores de x. Embora
a métrica seja perfeitamente regular em todo o intervalo x € R, a fungdo original F(X) na
Lagrangiana ¢ singular no horizonte.

Podemos facilmente verificar de (5.58) que

_ (Fo/3)

2

¢ infinito em um horizonte onde A = 0 e X = 0, em pleno acordo com o teorema no-go
apresentado anteriormente. Um a observagdo importante a existéncia de uma métrica regular
na presenca de uma funcao singular F(X) na Lagrangiana.

Outra observagio de interesse é o sinal negativo de X = A¢'? na regido T, x > xj,. A
existéncia e o comportamento regular da solugdo nesta regido esta evidentemente relacionado
com o denominador impar no expoente 1/3, em consequéncia de que na regido temos f (x) < 0.
Portanto, a escolha de um 7 qualquer pode tornar a fungdo X" mal definida.

Analisando escalar de Kretschmnn para a métrica (5.75) é dado por

R papuy _ 3[81k8x® + 68By(—k*x* + By)]
appuv o 16k4x6 ’

(5.78)

podemos concluir que a métrica (5.75) possui singularidades em em x = 0 que corresponde

r = oo e x = oo que corresponde sao ¥ = 0. Como consequéncia, o campo escalar dado por

3
FO BO X
=2 [-==%-=, 5.79
também ¢ infinito em ambas as extremidades. Note que esta ultima andlise somente pode ser
feita para o caso By # 0.

5.4.1 Estrutura causal

Para a construgdo do diagrama de Penrose da solugao particular II (5.75), vamos nos
basear mesmo método usado para a construgao do diagrama da solugao particular I. Partindo da
densidade de Lagrangiana (5.45) podemos encontrar a equagdo da geodésica no plano equatorial
0=rm/2
BO k2x3

— —) [e + k2xL?], (5.80)

2 EZ N
* (kzx 2
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I I I

(a) (b) (c)

Figura 5.4: Construgdo do diagrama de Penrose para solugdo particular II.

em que ¢ = —1 para geodésicas tipo-espago, ¢ = 0 para geodésicas tipo-luz e ¢ = 1 para
geodésicas tipo-tempo.

Considerando a parametrizagdo (5.49), temos

B 23 B 23 -1
H(x) = 0 —x, dy=i<—0——x> dx e

Kx 2 Kx 2
1 (B, K3\

Novamente, precisamos analisar 0os pontos que os pontos que representam problemas na métrica
(5.75). O primeiro ponto é o horizonte de eventos x;, = (2B,)/#/k. Fazendo o limite x — x;,
pela direita, em (5.80), temos dA o« +dx, o que reflete a analiticidade e regularidade do horizonte,

e
H -0, Yy = 4o e F(x) — oo, (5.82)

0 que caracteriza um horizonte. Como H se anula, esta regido ¢ conformalmente nula. Como ja
mencionado na solugdo particular I, esta regido separa a estrutura causal do espago-tempo em
antes deste horizonte e depois dele. Geodésicas podem transpor essa fronteira, porém, as tipo-
tempo e nulas ndo retornam. Dessa forma, essa parte do diagrama de Penrose é representada
pela figura (22). Fazendo o limite x — xj,, pela esquerda, temos o mesmo resultado anterior,
mas a representa¢ao desta parte no diagrama de Penrose, devido a mudanga de sinal de g, fica
sendo a da figura (5.1¢). Colando estas duas do partes obtemos a figura (5.4a)

Fazendo, agora, o limite x — 0 (r — o0), podemos observar que, da equacio (5.80)
que Vo — 400, logo %2 — —oo, 0 que caracteriza uma singularidade. Como comentado

anteriormente, nesta regido as geodésicas param e a estrutura causal termina, pois
H—o, y-0 e F@) -, (5.83)

ou seja, temos uma singularidade tipo-tempo que iremos representar por uma dupla reta na
vertical, de acordo com a figura (5.4b).



CAPITULO 5. TEORIAS DE K-ESSENCIA EM ESPACOS-TEMPOS ESFERICAMENTE SIMETRICOS72

Por fim, fazendo o limite x — oo (r — 0), de forma semelhante ao limite anterior, temos

Vep = +o0 e X2 - —oo, com

H - —o0, y—0 e F(x) - 0, (5.84)

0 que caracteriza novamente uma singularidade, s6 desta vez tipo-espaco, representada por duas
retas horizontais paralelas, como mostra a figura (5.4c). A extensdo analitica do diagrama de

Penrose para solugdo particular II encontra-se na figura (5.5).

XxX=o0,7r=0

T
8 8
I 1l
~ ~
= | R R | <
I 1l
= =

T

X=oc0,1r=0

Figura 5.5: Diagrama de Penrose para solugao 2 com By > 0. As letras R e T correspondem as
regioes estatica e ndo estdtica, respectivamente.

O diagrama de Penrose no caso By > 0 (fig. 5.5) se parece com o diagrama do espago-
tempo de Sitter. No entanto, ao contrdrio deste, a regido T ndo estatica (ou seja, além do ho-
rizonte) nesta solugdo corresponde raios r(x) menores do que a regiao de estatica, assim como
em espago-tempo de um buraco negro. Além disso, todos os lados do diagrama correspondem
a singularidades. Pode-se concluir que a solugdo descreve um buraco negro no espago-tempo

assintoticamente singular.



Capitulo 6
Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo encontrar solugdes em teorias de k-esséncia definida
pela fun¢ao F (X, ¢), em que X ¢ o termo cinético do campo escalar, em espagos-tempos estaticos
e esfericamente simétricos.

Com uma aplicagdo ampla em cosmologia, no contexto de expansao acelerada do uni-
verso, energia escura e modelos inflacionarios, objetivamos, neste nosso trabalho, preencher
uma lacuna no estudo de teorias de k-esséncia no contexto de objetos locais, como estrelas, bu-
racos negros ou buracos de minhoca.

Nosso estudo teve inicio no capitulo 2, onde apresentamos uma breve revisao de relati-
vidade geral

No capitulo 4, apresentamos a simetria esférica e o porqué da escolha de uma métrica
geral, que contemple um espago-tempo estatico, pertencente ao grupo de isometrias G4, em que
as rotagdes sdo complementadas por translacdes temporais, a qual trabalhamos durante todo o
texto. Ainda, na mesma se¢do, enumeramos um conjunto de condi¢des de coordenadas, impor-
tantes em solugdes de teorias escalares como também em k-esséncia. Também apresentamos
o invariante de Kretschmann e discutimos a sua importancia para identificar as singularida-
des reais ou fisicas de uma métrica. No mesmo capitulo, apresentamos duas solugdes estaticas
e esfericamente simétricas assintoticamente planas, as solu¢cdes de Schwarzschild e Reisnner-
Nordstréom. Discutimos suas singularidades, horizontes e estrutura causal. Em seguida, apre-
sentamos uma solu¢do ndo assintoticamente plana, a solucao de Schwarzschild-de Sitter. Tam-
bém discutimos, brevemente, seus horizontes e estrutura causal. Por fim, ainda no capitulo 2,
apresentamos uma se¢ao sobre buracos de minhoca. Nela, discutimos, brevemente, a sua geo-
metria, a idéia buraco de minhoca transitavel e os requisitos necessarios para a cria¢do de um
buraco de minhoca.

No capitulo 4, fizemos uma revisao de parte do artigo [20] para que pudéssemos ficar fa-
miliarizados com a solugdo de campos escalares minimamente acoplados a gravidade em espago-
tempos estatico e esfericamente simétricos. Encontramos diferentes objetos locais nessa solucéo,
buracos negros, buracos de minhoca e até mesmo singularidades nuas. Buracos negros presentes
nessa solugdo possuem caracteristica notaveis, como gravidade de superficie nula, temperatura

Hawking igual a zero, horizontes com area infinitas. Tais buracos negros, exéticos, foram de-

73
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nominados buracos negros frios. Nao podemos esquecer que essas solugdes para buracos negros
frios somente sdo possiveis com o sinal inadequado do termo cinético do campo escalar, cha-
mado de campo fantasma.

No capitulo 5 finalizamos a dissertagdo apresentando nossa proposta original[22]. Ana-
lisamos solugdes estaticas e esfericamente simétricas em um contexto de k-esséncia. Em uma
primeira solugdo, partimos da fungdo F(X, ¢) = €X" — 2A, em que X ¢ termo cinético do
campos escalar, € = +1 e A, em que o potencial da lugar a constante cosmoldgica. Opta-
mos por escolher n = 1/2, juntamente com um &« = 0 na condigdo de coordenada hamonica
« = 2B + 7. Em uma segunda solugdo, partimos, agora, da fun¢ao F(X) = FyX",com Fyen
constantes. Neste caso, escolhemos 11 = 1/3 e, além disso, optamos por nao considerar nenhum
tipo de potencial.

Discutimos um teorema no-go para o caso em que a teoria de k-esséncia tem dependéncia
apenas do termo cinético do campo escalar, F(X, ¢) = f(X), informando que a solugdo de
buraco negro com horizonte de area finito é possivel, a menos que a derivada da fungao f (X)
divirja no horizonte.

Na primeira solugao percebemos que, além dos horizontes, o espago-tempo muda sua
assinatura, mas ainda mantém sua natureza Lorentziana e a solu¢ao naquela regido descreve um
universo anisotrépico do tipo Kantowski-Sachs com singularidades que podem ser alcancadas
por corpos de teste em tempo proprio finito. Entre os dois horizontes ha uma regiao estatica
com uma geometria de buraco de minhoca. A solu¢ao nos mostra um comportamento violento
de um campo escalar no horizonte que ainda assim mantém o tensor energia-momento finito
e regular, que, por sua vez, conduz a um espago-tempo com uma geometria regular. Podemos
recordar apenas um exemplo na literatura, um buraco negro com um campo escalar conforme
sem massa [14] e sua contraparte eletricamente carregada [16].

Na segunda solu¢ao, encotramos uma solu¢do nao-assintoticamente plana, com um unico
horizonte em que fyx diverge enquanto X e f sdo finitos. A configuragio resultante pode ser ca-
racterizada como um buraco negro com um interior do tipo Schwarzschild imergido em um
espago-tempo assintoticamente singular.

Como perspectiva futura, desejamos estudar a estabilidade de tais solugdes, em particu-
lar, a regido estatica. As condigdes de estabilidade sdo um aspecto muito importante de qualquer
solu¢do do tipo buraco negro ou buraco de minhoca, que continua a ser um problema especial-
mente interessante nos casos em que campos escalares e gargantas de buracos de minhoca estao

presentes [42, 23]. A inclusdo de rotagdo nessa perspectiva seria de grande valia.
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Apéndice A
Breve Historico

Um breve histdrico de buracos negros em Relatividade Geral:

« 1915: Einstein formula a teoria da relatividade geral.

 1916: Karl Schwarzschild publica sua solugdo esfericamente simétrica e estdtica exata,

mostrando uma singularidade em r = 2m.
o 1924: Eddington introduz coordenadas que sao bem comportados em r = 2m.

« 1930: Usando a relatividade geral, Subrahmanyan Chandrasekhar calcula que um corpo de
matéria elétron-degenerada nao rotativo acima de 1,44 massas solares (o limite de Chan-

drasekhar) entraria em colapso.

 1933: LeMaitre percebe o significado do resultado de Eddington: r = 2m ¢ uma singula-

ridade ficticia.

« 1958: David Finkelstein introduz o conceito do horizonte de eventos, apresentando a co-
ordenada Eddington-Finkelstein, que lhe permitiu mostrar que "A superficie de Schwarzs-
child r = 2m nao é uma singularidade, mas que ele age como uma membrana unidire-
cional perfeito: influéncias causais podem atravessa-la em apenas uma dire¢ao”. Todas as
teorias acima até este ponto, incluindo a solu¢ao de Finkelstein, cobrem apenas buracos

negros nao rotativos.
o 1960: Kruskal e Szekeres obtém a extensdo maxima da solugdo de Schwarzschild.
 1960: Penrose apresenta métodos globais no estudo da Relatividade Geral.

 1963: Roy Kerr encontra uma generalizagdo da métrica de Schwarzschild e a interpreta

b2 4 . 4 *
como o campo de uma “particula giratéria”

o 1967: John Wheeler usa a expressao “buraco negro” em uma conferéncia publica. Extra-

oficialmente, a frase foi usada anteriormente por outros.
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« final dos anos 1960 - inicio dos anos 1970: Bekenstein, Bardeen, Carter, Penrose e Hawking
exploraram a estrutura e as propriedades dos buracos negros. Bekenstein propde que os
buracos negros devem transportar entropia, proporcional a area do horizonte. Bardeen,

Carter e Hawking provam os primeiros teoremas sobre a mecanica de buraco negro.

 1974: Hawking e Bekenstein descobrem a evapora¢do do buraco negro. Campos quénti-
cos em um espago-tempo com um buraco negro de fundo irradia (ou seja, preto corpo)

espectro térmico de particulas, com uma temperatura de kT = hx/27t.

 1982: Bunting e Mazur derivam de forma independente uma generalizada teorema de
unicidade: qualquer, buraco negro isolado independente do tempo na relatividade geral
¢ descrito pela métrica Kerr. Portanto, o estado de equilibrio de cada buraco negro (sem
carga) ¢ totalmente descrito por apenas dois pardmetros: massa e momento angular (re-

presentada por M e J).

 1995: Strominger, Vafa, Maldacena, entre outros, descobrem como descrever microesta-
dos de um buraco negro em termos de D-branas na teoria das cordas. A descri¢ao deta-
lhada ¢ particularmente no ou perto do limite extremo, e, geralmente, o buraco negro é

considerado em mais de 4 dimensoes do espago-tempo.
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