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Resumo

Neste trabalho estudamos as caracteristicas do universo primordial. Nos tultimos
anos, a inflagdo cosmolégica se tornou um ingrediente essencial em qualquer modelo que
tenha como objetivo descrever o universo em sua fase inicial. As predi¢des dos modelos
inflacionarios podem ser relacionadas com as medidas da Radiagdo Césmica de Fundo (CMB)
e entdo, estes resultados permitem que os modelos propostos sejam testados rigorosamente.
Nesta dissertagdo, apresentamos o Modelo Padrdo da Cosmologia e analisamos alguns
problemas do modelo como motivagdo para introduzir o conceito de inflagdo cosmolégica.
Descrevemos o paradigma inflacionario em termos de um campo escalar, encontramos suas
equagdes dinadmicas e utilizamos a aproximacado de slow-roll, o que nos permitiu calcular
os indices espectrais 15 e ¥ de dois modelos de inflagdo. Analisamos a teoria f(R) em um
contexto inflaciondrio e discutimos o modelo de Starobinsky. Foi possivel calcular os indices
espectrais para este modelo também. E pela andlise de sistema dindmico, conseguimos

propor uma corre¢do exponencial ao modelo de Starobinsky.

Palavras-chave: Cosmologia, Sistemas Dindmicos, Gravitagdo.
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Abstract

In this work we study the Early Universe. Over the past years cosmological inflation
has become an essential ingredient of any model which aims at describing the universe in
its primordial stage. The predictions of inflationary models can be related to measurements
of the Cosmic Microwave Background (CMB) and then, these results have allowed the
proposed models to be rigorously tested. In this dissertation, we present the Cosmological
Standard Model and analyze some problems as motivation to introduce the concept of
cosmological inflation. We describe the inflationary paradigm in terms of a scalar field, find
their dynamic equations and use the slow-roll approximation, which allowed us to calculate
the spectral indices 1; and r of two inflationary models. We have analyzed the theory f(R)
in an inflationary context and discuss Starobinsky’s model. It was possible to calculate the
spectral indices for this model, too. By the analysis of dynamical systems, we were able to
propose an exponential correction to Starobinsky’s model.

Keywords: Cosmology, Dynamical Systems, Gravitation.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria da inflagdo césmica possui um lugar importante na Cosmologia Moderna e o
desenvolvimento do cendrio de um universo inflacionario revelou uma nova e promissora
via para ligar a Fisica Fundamental com observacdes. A descoberta e subsequentes medigdes
da radia¢do césmica de fundo (CMB) permitiram que os primeiros momentos do universo,

a expansio exponencial do universo em aproximadamente 1073

s de idade, pudessem ser
estudados com grande profundidade [4].

Embora nosso trabalho tenha como objetivo analisar a fisica no Universo primordial,
especificamente sua fase inflaciondria, é mais conveniente comegar nossa analise pela descri-
¢do do universo hoje, ja que o universo atual pode fornecer uma vasta gama de informacoes
sobre seu inicio.

Ja foi verificado que a distribuicdo de matéria em escalas muito grandes, a chamada
estrutura em larga escala, é surpreendentemente homogénea. Volumes suficientemente
grandes do universo contém densidades médias de matéria semelhantes, hd uma discussao
relativamente recente em [5]. Além disso, a radiagdo do ultimo espalhamento de fétons
primordiais apresenta-se como um fundo quase uniforme na faixa de microondas [6].

Em escalas pequenas, hd ndo-homogeneidades no contetido material do universo. E
perceptivel que as galdxias ndo estdo distribuidas aleatoriamente, mas sim em estruturas
como os aglomerados, por exemplo. E também h4 pequenas anisotropias na CMB, como
mostrado nos resultados do Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) [7].

Desta maneira, possiveis questdes como ‘de onde vieram estas anisotropias da CMB e
estruturas em larga escala?” podem ser formuladas. E além, junto com questdes desse tipo
estdo também: Por que o universo em largas escalas é tdo homogéneo e isotrépico, apesar
do fato de pequenas regides estarem inicialmente desconectadas? Por que sua densidade de
curvatura é tdo pequena a ponto de parecer um universo plano?

Para responder questdes como estas (que serdo apresentadas com mais rigor nos ca-
pitulos seguintes) foi introduzido o conceito de universo inflaciondrio na década de 80 por
tisicos como Starobinsky [8], [9], [10], Guth [11] e Sato [12]. O cendrio cosmolégico inflaciona-

rio nos permite analisar questdes fundamentais sobre as condig¢des iniciais (homogeneidade
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em largas escalas, planura e espectro de perturbacdes) que sdo exigidas para desenvolver o
universo como nds observamos hoje [13]. A maneira mais simples obter esta fase inflaciona-
ria seria introduzir um campo escalar com um potencial na teoria que descreve a evolugao
do universo [14], embora esta ndo seja tinica. Neste trabalho, analisaremos também a fase
inflaciondria obtida através da modificagdo da teoria da Relatividade Geral, que é o caso do
modelo proposto por Starobinsky.

Mesmo que a teoria inflaciondria ndo seja uma teoria fundamental, sendo vista mais
como um paradigma, ela é extremamente bem sucedida nas tentativas de explicar problemas
na Cosmologia e resolvé-los quantitativamente.

Como estamos em uma fase de grandes precisdes na Cosmologia, podemos nos guiar
pelas presentes e futuras observagdes da CMB via satélites como o PLANCK [3] para discri-
minar os modelos inflaciondrios que vém surgindo na literatura [15]. Ha atualmente muitos
modelos que podem ser considerados consistentes, a questdo é encontrar um modelo defi-
nitivo de inflacdo, porém esta tarefa exige anélises cada vez mais refinadas de cada modelo
e medicdes cada vez mais precisas da CMB.

Nesta dissertacdo, nos baseamos no artigo de Tsujikawa de 2014 [15] e damos énfase
ao modelo inflacionério de Starobinsky. Utilizando ferramentas bem conhecidas como a
aproximacdo de variagdo lenta do campo escalar (slow-roll) para teorias com apenas um
campo escalar (single-fields), calculamos os observaveis cosmoldgicos 75 e ¥ em termos dos
pardmetros de slow-roll e comparamos com os dados observacionais que nos sdo fornecidos.

Iniciaremos nosso trabalho apresentando o Modelo Padrdo da Cosmologia. Este mo-
delo possui significativo sucesso fenomenolégico [16]. Faremos a discussdo dos problemas
que surgem com as condi¢des primordiais de evolu¢do do universo - o problema do horizonte
e o problema da planura.

Apresentados os problemas, daremos inicio ao Capitulo 3 que propde a inflagdo como
solucdo destes problemas. Analisaremos a dindmica lenta do campo escalar que guiaria a
fase inflaciondria, discutiremos dois modelos inflaciondrios baseados em diferentes campos
escalares e calcularemos seus respectivos observaveis cosmolégicos 7, e r.

No Capitulo 4 faremos a descrigdo da teoria f(R) para investigar a inflagdo em teorias
de Gravitagdo Modificada. Discutiremos aqui o modelo de Starobinsky.

Com o objetivo de analisar modelos com modificagdes da lagrangiana de Starobinsky;
no Capitulo 5 propomos a andlise de sistema dindamico do modelo f(R) = R + aR? —2Ae™R,

Encerramos o trabalho com as conclusdes obtidas e as perspectivas.



Capitulo 2

Breve revisao do Modelo Padrao
Cosmoldgico

O atual Modelo Padrao da Cosmologia é chamado de Modelo ACDM (Lambda cold dark
matter) que é um modelo baseado no Principio Cosmolégico [17] e com adi¢do de matéria
escura e energia escura sob forma de constante cosmolégica.

Este modelo é conhecido como o padrdo por ser o modelo mais simples e com boas
predicdes para as propriedades do universo. Estd baseado em trés pilares observacionais!

[19]
e O diagrama de Hubble, exibindo a expansdo do universo [20,21];

e Abundancia de elementos leves, em acordo com a teoria da nucleossintese sugerida
inicialmente por Gamow [22,23];

e A detecgdo da radiagdo césmica de fundo em microondas (CMB) como espectro de
corpo negro, que nos da informagdes sobre uma época muito jovem do universo e

comprova sua homogeneidade desde muito cedo [24];

2.1 Universo de FLRW

O Principio Cosmolégico, que nos permite caracterizar o universo como homogéneo e
isotropico a largas escalas (acima de 100 Mpc), somado com a Teoria da Relatividade Geral, é
o suficiente para obter resultados quantitativos e testa-los com as observagdes astrondmicas.

A dindmica do campo gravitacional, que relaciona a geometria do espago-tempo com

o contetdo material, é descrita por

1
Ry = 58uwR = KTy, @2.1)

10s pilares néo serdo discutidos neste trabalho mas uma boa descrigdo pode ser encontrada nas referéncias
(1,18]



2. BREVE REVISA0 DO MODELO PADRAO COSMOLOGICO 4

sendo ¥ = 871G, uma constante de acoplamento. Neste trabalho estamos convencionado a
velocidade da luz como ¢ = 1.
O contetido material do universo, representado por T}, pode ser visto como um fluido

perfeito ja que estamos considerando escalas acima de 100 Mpc,

Ty = (p + pluythy — p&uv, (2.2)

sendo que u, é a quadri-velocidade para um observador comével ao fluido e p e p séo a
densidade de energia e a pressdo do fluido, respectivamente. O tensor momento-energia é
dado nesse referencial na forma diagonal T = (p, —p, —p, —p)-

Seu trago é dado por
T=g"Ty =T, =p-3p (2.3)

Uma outra forma de escrever (2.1) é tomar o trago de ambos os lados

1
8“V(Ryv—§gw) = Kg'uvT/.w (2.4)
R—%Réﬁ = «T (2.5)
-R = «T, (2.6)

e substituir (2.6) em (2.1)

1
Ryy = 1(Tyw — ngT)« (2.7)

As equagdes (2.1) e (2.7) possuem exatamente o mesmo contetido fisico.
A geometria é dada pela métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker [16]

dr?
1 — kr?

ds? = di* - a*(t)| +r(d6? + sin® 0d¢?)], (2.8)
sendo a(t) o fator de escala do universo. A constante k define a curvatura espacial do universo
e pode assumir os valores k = —1,0, 1.

Sabendo da relacdo entre os simbolos de Christoffel e a métrica

1
rgﬁ = Eg/\o(gao,ﬁ + 8poa — gaﬁ,o)/ (29)
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temos entdo que seus termos ndo-nulos serdo

0 ad

— . 0 _ 5,2. 0 _ 512 a2 O-
1= 152 Iy, =aar®; I3, =adar®sin®0;
kr .
h =152 1";2 = —r*(1 - kr?); Igs = —r%sin? O(1 — ki?);
1 cos 0
2 3 1. 12— _ . T3 _ .
I, = F13 = I3, = —sin 6 cos 6; F23 = Sn0’
1 _r2 _3 _ 4
[y =T =T = pr (2.10)
As componentes do tensor de Ricci
_ A A A 1P A TP
Ry = 8AFW - 8V1"M + FWFAP -yl (2.11)
sdo dadas por
i
ROO = —3a,’ (2.12)
ai + 2a% + 2k
Ry1 = —]/————; 2.13
1 52 (2.13)
Ry = r*(ad+24% + 2k); (2.14)
Rzz = r*sin® O(ai + 24° + 2Kk); (2.15)

Com o correspondente escalar de Ricci sendo expresso por

R= —6(: + =+ a_Z) (2.16)

Quando aplicamos esta geometria nas equagdes de Einstein (2.7), obtemos as equagdes
de Friedmann [25]. Das quatro equagdes que resultam da diagonalidade dos tensores en-
volvidos, s6 existem duas independentes. As trés equag¢des com componentes espaciais do
tipo uv = ii sdo equivalentes, j& que refletem a isotropia da métrica.

Para a parte temporal yv = 00, temos

1

Ro() = K(T()o - EgOOT) (217)

g = —g(p +3p.) (2.18)

Para a parte espacial, podemos fazer yv = 11 e obter

1

Ry = K(Tn - §g11T) (2.19)
i _a? kK«
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Substituindo (2.18) em (2.20) temos finalmente

.2
% + a% - gp. (2.21)

As equagdes de Friedmann (2.18)-(2.21) descrevem a dindmica de um universo homo-
géneo e isotropico.

Para haver uma expansao acelerada, 4 > 0 de forma que p + 3p < 0. Mas os tipos de
matéria que conhecemos satisfazem a condigdo de energia p + 3p > 0 (condi¢ao de energia
forte). Isto contradiz evidéncias observacionais que dizem que o universo estd em expansao
acelerada. Aqui vemos que o modelo precisa de uma modificagdo com adi¢do de contetido
exo6tico como a constante cosmoldgica para estar de acordo com as observagdes astrondmicas.

Além dessas equagdes, temos também a expressdo de conservagdo de energia, obtida
da divergéncia do tensor momento-energia T#" , = 0,

i
pt+3_(p+p)=0. (2.22)

Considerando a equacdo de estado p = wp, encontramos a relagdo entre a densidade e
o fator de escala

p oca ), (2.23)

sendo w o parametro, em principio constante, que determina as fases do universo

¢ » = 0, matéria ndo-relativistica, dita poeira;

e w= %, gds de fotons, chamada radiagdo;

e @ = —1, constante cosmolégica;

Em um universo contendo matéria, radiagdo e constante cosmolégica, (2.21) se torna

K k
H? = §(Pm +prt+ PA) - El_zl (2.24)

ou em termos dos parametros de densidade relativa,

Q Q, Q
2 172 m v k
H _HO[QA+5[_3+(1_4+Q_2], (225)
sendo
3H?
H? = EP = Por = _90 (2.26)

3 K
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aqui p é a densidade de energia critica para um universo plano (k = 0), e Q = pi éo
cr

parametro de densidade relativa.

A equagdo (2.21) também pode ser escrita apenas em termos de densidade de energia

_k
(aH)?

QT =1- QT + Qk =1, (227)
o parametro de densidade ()t é igual a um para um universo plano e pode ser dividido em

suas partes constituintes
Qr =Qp +Qc + Q) + Q4. (2.28)

As primeiras trés contribui¢des (densidade de barions, matéria escura fria e radiagdo)
sdo comumente referidas como €2, a densidade de matéria. A quarta contribui¢cdo vem da
densidade de energia escura. A medigdo precisa destes constituintes para sabermos o atual
valor do pardmetro de densidade tem sido um dos objetivos das observagdes da CMB.

A equacgdo (2.27) evidencia uma relagdo direta entre a expansdo do universo, sua
densidade relativa de energia e a sua curvatura espacial.

De acordo com os resultados do Planck, Q,;, = 0.315 + 0.013 e Q = 0.685 = 0.013 [26].

211 Tempo Conforme

Podemos obter a solugdo das equagdes de Friedmann utilizando como varidvel o tempo

conforme
dt =adn—n= f%, (2.29)

sendo t o tempo fisico e 17 o tempo conforme.
Derivando (2.21) com relacdo a n) e aplicando a equagéao de continuidade (2.22) também

no tempo conforme, temos
’” K 3
a’ +ka = E(p - 3p)a’. (2.30)

Para obter as solugdes de (2.30) utilizamos a equagdo de estado p = wp.
No caso de universo dominado por radiacao, p = %p, obtemos como solugdo

sinh(n) parak=-1
a(n)eccq n parak =0 (2.31)
sin(n) parak=1
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em relagdo ao tempo fisico

cosh(n)—1 parak=-1
k(1) o % para k = 0 (2.32)
1-cos(n) parak=1

Para um universo dominado por matéria ndo-relativistica, poeira, temos p = 0 e nossa

solugdo sera

cosh(n) =1 parak=-1
a(n) «{ n? parak =0 (2.33)
1-cos(n) parak=1

sinh(n) —n parak = -1
tn) o< 1’ parak =0 (2.34)
n—sin(n) parak=1

A tabela abaixo sintetiza os resultados para radiacdo e matéria em um universo plano
(k =0).

| CONTEUDO | @ | p ~ a3+ | g~ 555 | a~ nia
1 {72

RADIACAO | 3 a n
MATERIA 0 a3 t2/3 T]Z
Tabela 2.1. Tabela relacionando as quantidades w, p(a), a(t) e a(n) para as fases radiagdo

e matéria.

E interessante perceber que em um universo plano dominado por radiagio na relagio
entre p, e a hd um fator extra a~! que tem origem no redshift cosmolégico, a expansido do
universo provoca um alongamento no comprimento de onda da radiacdo. A matéria nao-
relativistica por sua vez possui pressdo nula e p,, « a~3, 0 que é bastante intuitivo ja que a

densidade de energia diminui com o aumento do volume do universo.

2.1.2 Horizontes

A métrica (2.8) em termos do tempo conforme 1 e da distancia percorrida na superficie

X € expressa por

ds? = az(n)[dnz —dy? - @2()()(d92 + sin? 6d¢2)], (2.35)
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sendo

sinh?(x) parak = -1
D*(Y)={ x parak =0 (2.36)
sin?(x) parak =1

A trajetéria radial 0, ¢ = const é uma geodésica. A fungdo x(n) ao longo da trajetéria é

determinada pela condicao
ds® = a*(n)[dn* - dx*] = 0. (2.37)

A partir de (2.37) podemos tragar as trajetorias (ou linhas de mundo) de particulas no
plano (1, x), compondo os chamados diagramas conformes.

Como solugao para (2.37) , obtemos
Xx(n) = £n + cte. (2.38)

Dessa forma, as possiveis trajetérias luminosas correspondem a linhas retas em angulos
de 45° no plano, definindo o cone de luz. Neste, os eventos causalmente conectados estdo
entre (ou, no mdximo, sobre) as trajetérias da luz.

Considerando o universo com uma idade finita, notamos que a luz s6 poéde se propagar
em uma distancia finita correspondente a esse tempo. Entdo o volume de onde podemos
receber qualquer tipo de informacao do universo é limitado.

O deslocamento maximo que os fétons puderam fazer é dado por

t d ’
Xp(m) =n-ni= ft Ti) (2.39)

sendo que 7; corresponde ao inicio do universo. Esta distancia é o horizonte de particulas.
No instante 77, um evento x situado a uma distancia xy > x,(1)) € inacessivel para um
observador na origem x = 0. Se o universo possui uma singularidade inicial, podemos
considerar 7; = 0.
Multiplicando x, pelo fator de escala, obtemos o comprimento fisico do horizonte de

particulas,

t ’
dy(t) = a(b)x, = a(t) f ar_ (2.40)

g oalt’)

Quando o universo é dominado por radiacao, a(t) o t'/2 — dy(t) = 2t;

Quando o universo é dominado por matéria, a(t) o 213 — d, = 3t;

Se a condigdo de energia forte for satisfeita, o horizonte de particulas é da ordem da
escala de Hubble, definida por H -111].
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2.2 Universo de de Sitter

Em 1917, Eintein propds uma modificacdo em suas equagdes (2.1) para que desta forma,
esta condi¢do pudesse contrabalancear a forga atrativa da Gravitagdo e permitir a existéncia
de um universo estatico, que condizia com sua intui¢do na época. A modificagdo consistiu
em acrescentar uma constante multiplicada pelo tensor métrico, sugerindo que seria uma

propriedade intrinseca do espaco,
1
Ry — ngR — g\ = KT . (2.41)

A constante A foi nomeada constante cosmolégica. Ela pode ser vista como um fluido
perfeito com equagédo de estado p = —p, o que significa wy = —1.

A adigdo da constante A nas equagdes de Einstein modifica as equag¢des de Friedmann
da seguinte maneira

a2 kp kA
2= 3 a3 )
7} K A

Uma andlise qualitativa de (2.43) nos mostra que se A for suficientemente grande, pode
se sobrepor a atragdo gravitacional e provocar uma forga repulsiva. Se isso acontecesse, em-
bora o contetido material gere uma desaceleragdo, o universo se expandiria aceleradamente.

Ainda em 1917, o astronomo holandés Willem de Sitter apresentou um modelo com
constante cosmolégica no qual o contetido material do universo era nulo e ainda assim com
espaco-tempo curvo?®. Neste modelo, as particulas teste livres se afastam entre si apenas pela
agdo de A, o que caracteriza um universo em expansao.

Para um universo de de Sitter puro (T, = 0), a evolugdo do fator de escala é dada por
A Z
() — Za(t) = 0 - a(t) = Ae V34 e VA, (2.44)

Substituindo (2.44) em (2.42), vemos que a curvatura estd vinculada com as constantes

A e B por
k =4ABH,, (2.45)

sendo Hy = %.
Em um universo plano, uma das constantes tem que ser igual a zero. Se B = 0, entdo

(2.44) descreve um universo plano em expansao. Nos outros casos, temos A = B para uma

ZN6s damos uma atengdo especial ao universo de de Sitter porque ele tem um papel importante no enten-
dimento da inflagdo cosmolégica, como veremos no préximo capitulo. Para uma descri¢do mais profunda deste
universo, ver [1] e [27].
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curvatura positiva e A = —B para uma curvatura negativa. As solugdes para a(t) serdo

sinh( VHAt) parak = -1
a(t) oc { e VHat parak =0 (2.46)

cosh(vVHpt) parak=1

A figura abaixo representa graficamente estas solugdes

A
a(t)

!

Figura 2.1. Fator de escala X tempo em um universo de de Sitter [1].

2.3 Os problemas

A principio gostariamos de descrever um sistema fisico dadas suas condigdes iniciais,
mas é de certa forma filos6fico questionar se as condi¢des iniciais necessdrias para a evolugao
do sistema estdo contidas na teoria ou se estdo separadas dela. Por exemplo na Mecanica
Cléassica, sabemos que dadas posicdo e velocidade iniciais, podemos utilizar as leis de New-
ton para descrever a trajetéria de um corpo. Mas ainda ndo sabemos se a Cosmologia tem
como papel prever ou mesmo explicar as condi¢des primordiais exigidas. Obviamente, que-
remos evitar impor condi¢des iniciais muito restritivas para observarmos o universo como
ele é hoje. Entdo nesta secdo do trabalho, vamos descrever os problemas que a teoria de Big
Bang convencional encontra para que o universo evolua ao seu estado atual com base nos
trabalhos [4] e [16].
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2.3.1 Problema da Planura

A contribuigdo de matéria ndo-relativistica e relativistica na quantidade p em (2.21)

cresce com a~° e a~*, respectivamente, entdo nos primérdios da expansdo podemos negli-

genciar k e (2.21) nos fornece

.2

Z_Z - g 0, (2.47)
ou seja, no universo primordial a densidade do contetido material é equivalente & densidade
critica 3H2/x, sendo H ao valor da constante de Hubble nesta época.

Por outro lado, dados da relagao redshift-distancia de supernovas Tipo Ia observadas,
medidas de idades de estrelas antigas e dados de flutuagdes da temperatura da CMB [16]
favorecem uma densidade de curvatura () ~ 0. Entdo em (2.27), no minimo se espera que
|| < 1. Mas € é justamente o valor atual do pardmetro de curvatura —k/a?H? = k/a?,
sendo k constante.

Na época em que hd dominagdo de matéria ndo-relativistica (a partir da fase em que a
temperatura do universo caiu de 10* K até préximo da época atual), a(t) o 2/3, entao |k|/d?

23 oc T-1. Entdo, se consideramos || < 1, na fase em que o universo

também cresce com
possuia 10*K, o pardmetro de curvatura tinha que ser da ordem de 10~%. Se voltarmos mais
na histéria do universo e considerarmos a era da radiacdo, a(t) o 12 e |k|/d? cresce com
t oc T72. Novamente para |k| /d% ndo ser maior que 1074 quando T = 10* K, seria necessario
que |k| /a2 fosse da ordem de 1071° na fase de nucleossintese primordial e ainda menor em
tempos mais antigos. Ou seja, um universo plano hoje ja foi muito mais plano no passado.
De fato, se extraporlamos para a era de Planck, entdo Q; ~ 107%* naquela época. Isto exigiria

um ajuste fino (fine tuning) enorme na curvatura espacial do universo primordial.

2.3.2 Problema do Horizonte

O tamanho do horizonte em um universo dominado por matéria ou radiacdo no
periodo de desacoplamento é da ordem de dy(tz.s) ~ Hy 11 4 z)7372, j& que a(t) cresce com
t2/3 na época do tltimo espalhamento. De acordo com (2.40), a distancia fisica do horizonte
de particulas na superficie do tltimo espalhamento € da ordem de dy (o) ~ H; 11 +z) N

A taxa entre o horizonte de particulas no desacoplamento e o horizonte de particulas
hoje possui um angulo da ordem de dg(t4.s)/dnu(to) = (1 + z1)™V2 radianos, para z;, ~ 1100
é aproximadamente 1.6°. Portanto em um universo dominado por matéria ou radiagdo,
nenhuma influéncia fisica poderia ter suavizado heterogeneidades iniciais e trazido a mesma
temperatura pontos que eram separados por mais de 2° inicialmente. Isto estd em contradicado

com a isotropia quase total da CMB em grandes escalas angulares observada atualmente.



Capitulo 3

Inflacao Coésmica

A inflagdo césmica é uma fase de expansdo acelerada que teria ocorrido enquanto
o universo ainda era primordial. Uma das razdes mais importantes pelas quais modelos
cosmolégicos com uma fase inflaciondria sdo interessantes é que eles poderiam explicar
o presente estado de nosso universo sem impor condi¢des altamente especiais no estado
inicial. A inflagdo césmica é capaz de resolver dinamicamente os problemas da planura e
horizonte e permite que o universo se desenvolva de condig¢des iniciais genéricas [28].

Nosso objetivo neste capitulo é fazer a descricdo da dindmica inflaciondria de um
campo escalar. Tudo o que precisamos assumir, a principio, é que existe um campo escalar
homogéneo, o inflaton, que em algum tempo no passado tinha um determinado valor no qual
o potencial deste campo V(¢) é grande mas também suficientemente plano. Se isto acontece,
0 campo escalar rola bem lentamente (slow-roll) para o ponto de minimo do potencial, entdo
o parametro de Hubble decresce somente de maneira lenta e o universo passa por uma

inflagdo quase-exponencial [16].

3.1 Teoria Inflaciondria

Se assumimos que o universo passa por uma fase com expansdo acelerada, ou seja,
i>0, (3.1)
de (2.18), teremos a seguinte condi¢do
p+3p<0, (38.2)

que viola a condi¢do de energia forte. A condicdo (3.1) significa que 4 (= aH) aumenta
durante a inflagdo e portanto o raio de Hubble (aH )~! diminui na fase inflaciondria.
A forma mais natural para implementar as condic¢oes (3.1) e (3.2) consiste em considerar

que o universo passa por uma fase com parametro de estado wy = —1. Nesta fase, temos

13
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que (2.21) se torna
H? ~ gp,\ ~ cte, (3.3)

mostrando que as distancias da ordem do raio de Hubble sdo constantes nesse periodo. A
solucdo desta equacdo mostra que o fator de escala cresce exponencialmente no tempo

ac e‘/gt. (3.4)

Logo, as distancias fisicas também crescem exponencialmente, forcando o parametro
de densidade de matéria chegar a unidade e a consequente planura do universo.

E importante ressaltar que esta é apenas uma fase porque se o parametro de Hubble
ndo evolui no tempo, a inflagdo continua indefinidamente, tornando o universo um enorme
vazio com temperaturas muito baixas - um puro universo de de Sitter, mas isto vai de
encontro com nossas observacdes atuais. Entdo a inflacdo tem que acabar e a energia de
vacuo deve se transformar em energia térmica para o universo. Este processo é conhecido
como reheating (reaquecimento) e consiste no decaimento da energia de vacuo em particulas,

resultando no aumento da entropia do universo e dando inicio a era dominada pela radiagéo.

3.2 Solugao dos Problemas da Planura e Horizonte

Os problemas mencionados no capitulo anterior podem ser resolvidos se o universo
atravessou uma fase do tipo aproximadamente de Sitter logo depois de ter saido da fase
quantica. Durante uma fase de Sitter, o fator de escala a(t) cresce exponencialmente com o
tempo.

3.2.1 Problema da Planura

Vamos supor que o universo teve periodo de inflacdo, com H = cte, durante o qual

a(t) cresce com um fator e

, seguido por uma fase de radiagdo, depois um "momento"de
equivaléncia entre radiagdo e matéria, que por sua vez foi substituida por uma era de
dominagdo da matéria e em seguida uma fase dominada pela energia de vacuo.

Se [k|/a?H? = O(1), sendo i = comego da inflagdo, entdo no final da inflagdo [k|/a?H7, I

denotando o fim da inflagdo, teria que ser da ordem de T
kKl on K N
il (3.)
it itdi
Hoje (a9 = 1) teriamos
Kk k Hi\2 Hi\2
Q| = W_ K (—al I) :e_ZN(—aI 1) <1 (3.6)

H(Z) - a%HI2 Hj Hy
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Entdo o problema da planura seria evitado se a expansdo durante a inflagdo tivesse
um limite

arH,
N>II

T (3.7)

3.2.2 Problema do Horizonte

A distancia fisica do horizonte de particulas no tempo do dltimo espalhamento ¢,

é dada por

73
dra(tis) = alti) ft ;(l—; (3.8)

com t; sendo o inicio da era da inflagao.

Durante a inflagdo a(t) é dado por
a(t) = a1, (3.9)

mas a; = ae't-1) e Hy = H; — cte, logo

a(t) = are”Mit=H), (3.10)
Agora (3.8) se torna
fL
1 _ a(ty) _t
du(ty) = a(t dt—ethit=) = — 2 (pHl=t) _ 1), 11
u(te) = alty) ft i PG ) (G.11)

Para resolver o problema do horizonte, eN >> 1, entdo podemos desprezar o termo —1
de (3.11). Para dar conta do alto grau de isotropia apresentado pela CMB em largas escalas,

nos precisamos que

dr(tr) > da(tL), (3.12)

sendo d = rpa(ty) = % a distancia angular da superficie de tltimo espalhamento [16].

A condigdo (3.12) para a isotropia da CMB é entdo

H
N > ST 313
> 2oHo (3.13)

Esta é a mesma condicdo (3.7) para a solugdo do problema da planura.

3.2.3 Ovalorde N

Para encontrar um valor de N que satisfaca a condicao (3.7), fazemos a hip6tese de que

o fator de escala e a taxa de expansdo sdo aproximadamente iguais no final da inflagdo e no
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inicio da era de radiacado
a[HI = EllHl, (314)

aqui 1 é relacionado ao inicio da era dominada por radiagdo. Da expressdo (2.25) conside-

rando apenas os termos de radiacdo e matéria, temos

H>  Qu,  Qy
H_(Z) T8 a4

(3.15)

O fator de escala para o qual hd uma equivaléncia entre as duas eras, 4., € dado por

Q Q Q
= = o gy =g (3.16)
Gy g Qg
Escrevendo (3.15) em termos de 4,4, obtemos
3 4
_ Heg g ey

H= + — (3.17)

N s ’
sendo Hey = /2Qy,Ho(ao /aeq)3/ 2 Escolhendoa = a; < feq, temos

Hy=—2
V2

Usando a relacdo acima, podemos escrever condicdo (3.7) da seguinte maneira

H Hy H
L R T |
Hy V2 “"Hyg
|H Pr\1/4
1/4 I _ ~1/4
(ngaeq) / I?O = Qro (%) . (3.19)

Agora para encontrar o valor de N, precisamos estimar um valor para p;. Temos

feg\2
(Zy (3.18)

dois limites: p; ndo pode ser menor do qu 1MeV (o inicio da conversdo néutron-préton),
mas também ndo esperamos que p; seja maior que a densidade de energia de Planck G2 =
[1.22 x 10¥GeV]*. Utilizando p; = [2 x 10'°GeV]* e a densidade critica dada por py =
[3x 107%eV]*h [16], a equagao (3.19), com h = 0.7, exigiria que a expansdo durante a inflagdo
teve um fator de pelo menos 8 X 10%°, entdo N > 62.

3.3 Dinamica Inflacionaria

A época inflaciondria corresponde a um periodo onde a expansdo do universo era
acelerada e o responsével por essa aceleragdo seria o potencial quase-constante de um campo
escalar chamado inflaton. Essa dinamica lenta do campo deve durar aproximadamente 70
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e-folds para resolver os problemas de condi¢des iniciais do Modelo Padréo e entdo, a inflagao
terminaria dando lugar a cosmologia de Friedmann-Robertson-Walker, a chamada saida
graciosa [29]. Agora ndo vamos nos preocupar com a origem desse campo, embora haja
certa desconfianca no fato do Modelo Padrao de Fisica de Particulas conter o tipo certo de

campos e interagdes que funcionem como fonte de uma época inflaciondria [4].

3.3.1 O inflaton

Vamos considerar um campo escalar homogéneo ¢, cuja energia potencial pode levar
a expansdo acelerada do universo. Sabendo que a densidade de lagrangiana de um campo

escalar e potencial V(¢) é dada por

Ly = —%g“vauqbavcb - V(¢9). (3.20)

Entdo a agdo que descreve o campo gravitacional e o campo escalar serd

S= f 4t \/—_g(%l{ +Ls), (3.21)

aqui x pode ser escrito como k = Ai—g ja que a energia de Planck Mp; = 1.2211 x 10" GeV é
Pl

1/2
relacionada a G através de Mp; = (h—g;) . Aquifi e c sdo a constante de Planck e a velocidade
da luz, respectivamente. Usaremos as unidades /i = c = 1.
Através de (3.21) podemos encontrar o tensor momento-energia do campo escalar, que

é dado por
2 0 \/_.£¢
\/_ 6g[,lV
Iupdvp — guV( aﬁaaﬁbaﬁﬁb + V((f))) (3.22)

TS,

Na métrica FLRW para k = 0, a densidade de energia py e a pressdo py do campo

escalar sdo

O .
po=-To" =202 +V(0) e py=5T" = 207 - V(o). (323)
O parametro w, da equagédo de estado para ¢ pode entédo ser calculado

_Po _ $*-2V(9)

R ERT) o

Podemos perceber que o campo escalar somente possui equagdo de estado p ~ —p se

o termo cinético ¢? for muito menor que V().
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As equagdes de campo de (3.21) sdo dadas por

1 87 1 a
Ruw = 58wR = M_2<‘9M<P<9v¢ ~ 858" apdpp — 8 V(®)),
Pl

e a primeira equac¢do de Friedmann para o universo FRW plano se torna entao

1 87 1 a
Roo — igooR = M—%l(30¢30¢ ~ 58008 Pouppep ~ gOOV((P))

8t (1,
2 _ 2
3H? = M—Z(Eqb +V(9)).
Pl
A solugdo de (3.26), utilizando py = V(¢), serd

' |8nV
H? = 8n2 po — a(t) ~ uiexpf (;b)
SMy, ti SMy,

resultando em uma fase de de Sitter.

A equacgdo de conservagdo de energia (2.22) toma a forma de

b +3Hep + V'(¢) = 0.

18

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

V’(¢) é a derivada do potencial em relagdo a ¢. Nesta equagdo, o segundo termo é

proporcional ao fator de Hubble, isto mostra que a dinamica do campo escalar é diretamente

afetada pela expansdo. Também é importante notar que este termo funciona como um termo

de friccdo ou amortecimento (por ser proporcional a velocidade) aumentando o tempo que

0 campo escalar leva para atingir o minimo do potencial.
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\/

doMB Dend reheating

Ag¢

l-—(;:{}

Figura 3.1. Exemplo de um potencial do inflaton. A aceleragdo ocorre quando V(¢)

2
domina o termo de energia cinética . A inflacdo termina em ¢.,; quando a energia ci-
nética se torna comparavel a energia potencial. Na época do reaquecimento, a densidade
de energia do campo escalar é entdo convertida em radiacao [2].

3.3.2 Condig¢des de slow-roll

Durante a inflacdo, a densidade de energia e pressao do fluido cosmolégico sdo domi-
nados por campos escalares. Como vimos, pressdo e densidade de energia sdo dados por
(3.23), e a condicdo para inflagdo p < —p/3 é satisfeita se 0s campos ndo variarem muito

rapidamente.!

Aqui vamos supor que somente um campo ¢ varie. O que é chamado de
single-field inflation (inflacdo de um tnico campo).
A primeira equagdo de Friedmann nos leva entdo a (3.26). Diferenciando esta equagao

e utilizando (3.28), encontramos uma expressao ttil

Pl 1 12
—H = -¢". 3.29
H=¢ (3:29)

Para haver uma aceleragdo quase exponencial, amudanga de |H/H|(1/H) em H durante

um tempo de expansdo 1/H deve ser muito menor que 1, ou seja,

H
% < 1. (3.30)

De acordo com (3.29) e (3.26), para que |H|/H> < 1,hd a seguinte exigéncia

»* < V(o) (3.31)

THa excegdes como fast-roll inflation e locked inflation Estas necessitam de apenas alguns e-folds de inflacdo,
ver [30].
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que é a mesma obtida para que, em (3.24), w = —1. Entdo, como consequéncia temos que

p = —p e também

8m

H =~ >
3Mz,

V(o). (3.32)

Também é exigido que a mudanca de |d/¢|(1/H) em ¢ durante um tempo de expansdo

1/H seja muito menor que 1, isto é
|| < HIdl. (3.33)

A consequéncia de (3.33) é que desprezamos o termo ¢ de (3.28), que se torna entio

V@) MpV(9)
*="7H 247V () (3.34)

Entdo, utilizando (3.29), (3.32) e (3.34), temos que

H| M3 V()

2 Ton o5 (3.35)
Entdo a expansdo quase exponencial do universo dura muitos e-foldings se

V'(p),  1én

) (336

Vo) S My

De acordo com (3.34), a condicdo sobre o potencial para que a desigualdade (3.31) seja
satisfeita é

V@), V24m

|V(¢) < Moy (3.37)
que também é garantida por (3.36).
De (3.34) também temos
7" ] ’ : 7" / M2 \V4 3
V01 V@OH _ V@V  MV©) 539)

¢= 3H 3H2 9H?2 481V ()2

A desigualdade (3.36) garante que o valor absoluto do dltimo termo do lado direito de
(3.38) é muito menor que |V’ ()|, entdo a condi¢do para (jD ser muito menor que [V'(¢)| é que
V")l < 9H2, ou seja,

V//(¢)
V(o)

2471
| < —-

| < v (3.39)
P

As equagdes (3.36) e (3.39) sdo duas condigdes de planura no potencial necesséarias para
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assegurar o rolamento lento de ¢ e ¢.
De acordo com as condic¢oes (3.31) e (3.33), os parametros de slow-roll podem ser

definidos em termos do potencial como

M3, V' (¢)?
€y = EV(qb)z (340)
M V(9)
nvy = _871 V(qb)' (3.41)

Os parametros acima sdo chamados de parametros de slow-roll do potencial para

|H|

distinguir dos pardmetros de slow-roll de Hubble, ey = =7 e Inul| = . Na aproximacao

de slow-roll os parametros de potencial e Hubble sado relac1onados por [2]

€y = €y, Ny = € +1H. (3.42)

Uma vez definidos os parametros de slow-roll, podemos analisar sua relevancia em um
cendrio inflaciondrio. A vantagem da utilizacdo desses pardmetros é a redu¢do na ordem
das equagdes de Friedmann e Klein-Gordon, que se tornam (3.32) e (3.34), respectivamente.

Desta forma, podemos obter solugdes analiticas tanto para o campo escalar quanto
para o fator de escala. Resolvendo (3.32) em termos do fator de escala, temos

1da 1 81
adt ~ My —V((P) (3.43)

alt) o exp{Mipl \/% f [V()]'/2dt). (3.44)

Agora resolvendo (3.34) e utilizando (3.32) para escrever H em termos de V(¢),

dt ~ -3H a¢ (3.45)
V'(¢)
74 1/2
Hp) o ——V f f)()qb (3.46)

Para verificar que o potencial permite um ntimero suficiente de e-folds para que ocorra
a inflagdo, integramos o tempo conforme dN = dIna e mostramos que o nimero de e-folds
entre um tempo ¢; e um tempo final {7 € dado por

_ H B or V()
N [ Har f —d =~ 1\7[@ V,(@dcp, (3.47)

aqui ¢ € o valor do campo no final da inflagdo e pode ser encontrado pela condigao e(¢s) = 1.
Para resolver os problemas da planura e horizonte é exigido que N > 60 entdo este
valor é visto como um ntmero de e-foldings padrdo minimo para qualquer novo modelo

inflacionério.
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3.4 Modelos Inflaciondrios

Os modelos de inflagdo classificam a forma do potencial V(¢) do inflaton. O
primeiro a utilizar o termo inflagdo foi Alan Guth, em 1981, quando apresentou um modelo
inflaciondrio baseado em uma teoria de grande unificacdo (GUT). Este mdelo é conhecido
como o modelo de "inflagdo antiga'e assumia que o campo escalar estaria preso em um
falso vacuo, um minimo instdvel ou metaestdvel, e teria que alcangar o verdadeiro estado
de vacuo por uma transigdo de primeira ordem. Isto porém ndo poderia acontecer nem de
maneira graciosa nem completamente [31], [32].

Os problemas do modelo de Guth sdo evitados com os modelos de "nova inflagdo"nos
quais a inflagdo terminaria via uma transi¢do de segunda ordem [33]. Os diferentes tipos de
modelos inflaciondrios de um tinico campo podem ser classificados como [34]

e Modelos do tipo I - modelos de large-field (modelos de grandes campos) possuem um

valor inicial para o inflaton maior que a massa de Planck, Mp;;

e Modelos do tipo II - modelos de small-field (modelos de pequenos campos) possuem

um valor inicial para o inflaton menor que a massa de Planck, Mp;;

e Modelos do tipo III - modelos hibridos, nos quais se utilizam mais de um campo escalar

durante o periodo inflacionério;

Podemos ver que vérios modelos de inflagdo ndo podem ser classificados em nenhum
dos tipos acima [15]. Por exemplo, termos de ordens superiores de curvatura podem levar
a inflagdo, mesmo sem um potencial para o campo escalar. Este seria o caso do modelo de
Starobinsky, que serd analisado com maiores detalhes no capitulo seguinte, porém neste caso
o sistema pode ser reduzido a um campo escalar acoplado minimamente com um potencial

de large-field por uma transformagdo conforme.

3.4.1 Vinculos observacionais da CMB na inflacao single-field

Antes de caracterizar os modelos de acordo com sua classificagdo, vamos estabe-
lecer os vinculos na inflagdo de slow-roll single-field usando os dados observacionais.
Os parametros de slow-roll, embora nao sejam observéveis, estdo relacionados com
os observaveis inflacionarios. Ha seis observaveis inflaciondrios: As, amplitude escalar; r,
razao tensor-escalar; 15, indice espectral escalar; as, running of scalar perturbations; oy, running
of tensor perturbations;
Nos modelos de inflagdo de slow-roll de single-fields, os observéaveis abaixo devem ser

expressos por [15]

ng=1-ey+2ny, r=-8ny; n=-2ey; (3.48)
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Deste modo, podemos comparar o modelo teérico de inflagdo com os dados observa-
cionais para analisar sua credibilidade.

De acordo com Planck 2015, ns = 0.968 + 0.006 e o limite superior para a razdo tensor-
escalar érgop < 0.11(95%CL)2, este limite também é consistente com o vinculo de polarizacao
B-mode, r < 0.12(95%CL), obtido da analise conjunta do BICEP2/Keck Array e dados do
Planck.

3.4.2 Modelos de Large-field

Modelos de large-field sdo tipicamente caracterizados por um potencial monomial.

Um exemplo deste tipo de modelo € a inflagdo cadtica introduzida por Linde em 1983 [35]

V= /\n%, (3.49)

aqui A, e n sdo constantes positivas.

Neste caso, os parametros de slow-roll sdo dados por

M3 M?
€y = nzgfz; e ny=n(n- 1)?51; (3.50)
De (3.47), temos que
n
$*(N) ~ 2n(N + Z)Mf,l, (3.51)
aqui a partir da condigdo €(¢r) = 1, encontramos que ¢ = %\/EPI Os indices espectrais, em

termos do ntimero de e-folds, sdo

_2(n+2)
4N +n’

_ 8n

=1 =
s n+2

r (1 —ns); (3.52)
Quando consideramos o potencial quadratico (n = 2) e para N = 60, obtemos ns = 0.967
er=0.132.

3.4.3 Modelos de Small-field

Os potenciais que ddo origem a evolugdes do tipo small-field podem surgir de um
mecanismo de quebra espontanea de simetria, no qual o campo rola de um equilibrio instdvel
para um vacuo deslocado. Um exemplo desse tipo de potencial é o modelo de inflagdo
natural em que o béson pseudo-Nambu-Goldstone (PNGB) faz o papel do inflaton [36], [37].
O potencial do PNGB é expresso por

V(¢) = A[1 + cos (jc—b)] (3.53)

2Geralmente 7 ¢ definido com k, = 0.05Mpc™! mas aqui, em comparagdo com outros estudos, os limites de
70.002 com k, = 0.00ZMpC’] também sdo incluidos.
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aqui, A e f caracterizam altura e largura do potencial, respectivamente.

O namero de e-folds pode ser estimado como

2ey + 0 f
-1
~ 07 In ———— 54
N 6f n(2+(5f)€vl (3-54)
MZ
sendo 6f = sz Se a relagdo acima for invertida, obtemos
O
= —= . 3.55
YT N 2455 -2 (359
O parametro 1y esta relacionado a ey da seguinte forma
O

nv =€v— ? (356)

Definindo os valores de N e f, podemos calcular os indices espectrais com o auxilio de
(3.55)

ns=1-—4ey — 6f; e r=12¢y; (3.57)

Podemos perceber que apenas a escala f influencia nos parametros de slow-roll. Da
andlise conjunta dos dados Planck + WP + BAO + high — 1, [15], f é limitado a

5.1Mp < f <7.9Mp, (68%CL). (3.58)



Capitulo 4

Teoria f(R)

Poucos anos ap6s a apresentagao da teoria da Relatividade Geral, cientistas comecaram
a se perguntar se a teoria de Einstein seria a tinica teoria fundamental capaz de explicar a
interagdo gravitacional com sucesso. Em 1919 Weyl [38] e em 1923 Eddigton! [39] ja haviam
considerado modificagdes na teoria com a inclusdo de invariantes com ordens superiores na
acdo da teoria.

Na Cosmologia, a presenga da singularidade inicial junto com os problemas da planura
e horizonte indicam que o Modelo Padrdo baseado na Relatividade Geral é inapropriado
para descrever o universo em regimes extremos. Além disso, a Relatividade Geral é uma
teoria cldssica que ndo funciona como teoria fundamental em um contexto quantico. Por
estas razdes e especialmente pela auséncia de uma Teoria Quantica da Gravitagdo definitiva,
varias teorias gravitacionais alternativas foram propostas [40].

O objetivo deste capitulo e fazer a descrigdo de uma das teorias alternativas a Relativi-
dade Geral, a teoria f(R). A teoria f(R) substitui o escalar R da acdo de Einstein-Hilbert por
uma fungdo mais geral que depende também do escalar de curvatura.

Ha4 trés casos diferentes de teorias f(R) e os trés levam a equagdes de campo distintas
[41]: Formalismo Métrico, Formalismo de Palatini e Formalismo Métrico-Afim.

e Formalismo Métrico: A agdo total neste formalismo é dada por

1
SMet = 7 fd4x V=8f(R) + Smlguv, V] (4.1)
Fazemos a variagao da agdo com respeito a g, e 0 campo W representa os campos de

matéria;

e Formalismo de Palatini: Este é o caso em que a métrica e a conexdo sdo independentes

S = 5 [ EVTIR) + Sulgn, V) 42

10 mesmo que havia fornecido, hé trés anos antes, a primeira verificagdo experimental da Relatividade Geral
com a medida do encurvamento da luz durante o eclipse solar.

25
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Aqui, explicitamos que R = g'"R,,, em que R, é construido com a conexao

independente. A ac¢do associada aos campos de matéria é independente da conexao.

e Formalismo Métrico-Afim: Este é parecido com o Formalismo de Palatini mas neste

caso, a agdo de matéria depende da conexao
1
Sma = o fd4x V=8f(R) + Smlgu, T, WI. (4.3)

Claramente o Formalismo Métrico-Afim é o mais geral dos trés podendo se reduzir
ao Formalismo de Palatini ou ao Formalismo Métrico se forem feitas algumas imposigdes.

Neste trabalho, daremos énfase ao formalismo métrico.

4.1 Acao e Equac¢des de Campo

Encontraremos agora as equagdes de campo para a Teoria f(R) utilizando a for-
mulagao métrica.

A agdo para esta teoria é dada por

S= % f F(R) y=gd*x + f Ld*x, (4.4)

sendo R o escalar de Ricci, L, a densidade de lagrangiana da matéria e /- gd4x 0 elemento
invariante de volume.

Fazendo agora a variagdo de (4.4) com respeito a métrica, teremos

0S

b f FR) y=gd*x +5 f Loy (45)

58S % f 5(F(R) v=3g)d*x + f &(Lm)d*x. (4.6)

Analisando o termo gravitacional de (4.6)

35 = o [ (FROVF+ VRO @?)

= f (f(RIS V=5 + V=3 (RIOR)dx. (48)

Considerando que

1
0\—-g = -5 V=88uw0g"" e OR =06(¢"" Ry) = Ruogh” + g""oR,, 4.9)
a variagdo da agao (4.8) se torna

1 1 v ’ v v
65¢ = 5= | [~ 5FRIV=88u08" + V=8F (R)Ryndg™ + g 0Ryw)|d'x,  (4.10)
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sendo f’(R) a derivada da fungdo com respeito a R.

O termo ORyy pode ser escrito como
§"OR,y = g (V0L — V,0Ih ), (4.11)
rearranjando os indices, obtemos
g R = Vv(g“%rgp - g%rgy), ou, g"6R,, =V,K" - V,K" = V,K*, (4.12)
sendo
VoK® =V, (g5, — oIy, ). (4.13)
Agora substituindo (4.12) em (4.10)
]' 1 v ’ 4
0S¢ =5 f - 5 f(R) V=88ur08"" + V=8 f' (R)R1n08™ + V=g f (R)VoKJdtx.  (4.14)
Aplicando a regra de Leibniz, podemos escrever o tltimo termo de (4.14) como

V=Ef (RIVaK® = Vo V=2f (RIK®) = V=gK*(Vaf'(R)). (4.15)

Quando integrado, o primeiro termo do lado direito de (4.15) pode ser transformado
em uma integral de superficie utilizando o Teorema de Gauss e descartado ja que I se anula

na superficie. Utilizando esse resultado em (4.14), teremos

68, = % f [- % FR) V=38u08™ + N=gf (R)Rw 08" — N=gK*(Vaf' (R))|d*x.  (4.16)

Mas por (4.13)
V=8K(Vaf'(R) = v=g|8"7oT%, — g#6Th, [Vaf'(R). (4.17)
sendo oI
6T, = %g“A(Vyég;\p+Vp6gM—V/\ég“p) (4.18)
6T, = %gm(vpég#ﬁvyagﬂ—vmgpy), (4.19)

e utilizando também que

gypgmégm = —5gt" e §" 08w = —gudg",

a variagdo da agdo gravitacional (4.16) se torna

55, = % [- % FRZur + f'(RIRw = ViV f'(R) + 8 VoV f/(R)| y=508""d*x.  (4.20)
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Como 6S =0, a variagdo da acgao total (4.4) em relagdo a métrica nos fornece

Ry (R) = 5830 f(R) = V¥ f'(R) + 8100 (R) = KTy, @21

sendo o tensor momento-energia definido por

w = \;—_Z_g sgsﬂ e  Su= f Lyd*x. (4.22)
Claramente, as equagdes (4.21) sdo equagdes diferenciais parciais de quarta ordem na
métrica, uma vez que o escalar de Ricci R ja inclui segundas derivadas de g;,,. Em uma agéo
que é linear em R, os termos de quarta ordem - os dois tltimos do lado esquerdo da equagao
de campo - desaparecem e a teoria se reduz a Relatividade Geral.
O trago de (4.21),

f'(R)R - 2f(R) +30f'(R) = T, (4.23)

relaciona R e T de maneira diferente da Relatividade Geral, na qual hd uma relagdo algébrica
entre os dois entes, R = —xT. Ou seja, nesta teoria se T = 0 ndo podemos inferir que R seja
igual a zero ou mesmo constante j& que a relagao entre R e T é uma equagao diferencial.?

E importante notar que podemos colocar as equagdes de campo na forma das equagoes
de Einstein com um tensor energia-momento efetivo® composto pelos termos de curvatura.

Especificamente, podemos escrever (4.21) como

Ruf (R) = 38 (ROR + 3 guf (RIR = 55,0 f(R) +
- vyvvf/(R) + gyvl:‘f/(R) =xTyy (4.24)

f(R) - f'(R)R
2

f,(R)Gyv = KTy + guv +VuVyf'(R) = gm0 f'(R), (4.25)

sendo G, o tensor de Einstein. Agora definindo

T 1 fR-FRR
(m) _ _“ WV (eff) _ o /
Ty = (R e Ty f'(R) [gyv > + V.V, f'(R) - guOf (R)], (4.26)
temos que
Guv = k[T + TS/ 1. (4.27)
Logo Tﬁ{ H pode ser visto como um fluido efetivo.

2F importante ressaltar que ha diferencas entre o traco das equacgdes dindmicas pelo formalismo Métrico e
de Palatini, mas isto foge ao escopo deste trabalho, para maiores detalhes ver [42].

Ressaltamos que esta forma de manusear a equagéo de campo de modo que os termos extras de curvatura
podem ser vistos como um fluido efetivo ndo é tnica, outra forma é apresentada, por exemplo, em [43].
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4.2 Equivaléncia com a teoria escalar-tensorial

Da mesma forma que podemos fazer redefini¢des de variaveis em mecanica clds-
sica, a fim de trazer uma equagdo que descreve um sistema para uma forma mais atraente
ou faceis de manusear, como mudancas dos sistemas de coordenadas, podemos também
realizar redefini¢des de campo em uma teoria de campo, com o objetivo de reescrever a agdo
ou as equagdes de campo. Duas teorias sdo consideradas equivalentes se, dinamicamente,
sob uma redefini¢do adequada dos campos gravitacional e de matéria, podemos fazer suas
equagdes de campo coincidirem.

A teoria f(R) no Formalismo Métrico pode ser vista como uma representacao da teoria
escalar-tensorial de Brans-Dicke, wpp = 0, com um potencial efetivo.

Considerando novamente a a¢do para uma f(R) no formalismo métrico

S= % f d*x V=g f(R) + f A*x Lin(guv, P), (4.28)

podemos introduzir um novo campo escalar x e escrever a agdo dinamicamente equivalente

5= % fd4x \/__g[f()() + f(OR - )()] + fd4x.£m(gw, V), (4.29)

aqui ao introduzirmos o campo escalar efetivo )y, convertemos o sistema a duas equagdes de
segunda ordem, ao invés de uma equagdo de quarta ordem.

Variando a agdo com respeito a x, obtemos

"R = x) =0. (4.30)

Se f”'(x) # 0, necessariamente R = y e recuperamos a agao (4.28). Definindo o campo
X por f'(x) = ¢ e escolhendo

V(p) = x(@)p — f(x()), (4.31)
a agdo (4.29) é expressa por
5= [ dxvgl@o - v+ [ dxLugun @32)
A agdo da teoria de Brans-Dicke com um potencial V(¢) é
1
Spp = 167 d'x V‘TS’[‘PR B %ngyﬁwvﬁb - V((P)] +5%, (4.33)

sendo wpp o parametro de Brans-Dicke. As equagdes (4.32) e (4.33) sdo equivalentes quando

WBpD = 0.
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As equagdes de campo correspondentes a agdo (4.32) sdo

K 1 l

Gyv = aTyv - ﬁg‘uvv(qb) + ¢(Vyvv¢ - gva(P)/ (4'34)

V(). (4.35)

R

As equagdes acima poderiam ser diretamente derivadas de (4.21) se tivéssemos feito a

mesma redefini¢do de campos nesta acdo.

4.2.1 Transformag¢dao Conforme

Para analisar a acdo (4.33) em termos do referencial de Einstein é necessario fazer

uma transformacao conforme
gyv = ngyv/ (436)

sendo Q? o fator conforme e o til representa as quantidades no referencial de Einstein (em
oposi¢do as quantidades sem til que estdo no referencial de Jordan). As teorias escalar-
tensoriais sdo invariantes sob transformacdes conformes.

Os escalares de Ricci, R e ﬁ, estdo relacionados por
R = O*(R + 600 — 63" dywdyw), (4.37)
sendo

w=InQ, Jduw= 8_0) e Ow = L%( \/—7'35?”’81,@). (4.38)

7 V3
Aplicando (4.37) e a relagdo /~g = Q*4/-gem (4.33)
— 4 1 -2(} — v -4
S = f d x,/—g[ﬁqm (R + 600 — 63" 9uwdy0) - Q7*V(¢)] +
+ f A L(Q72gM, ). (4.39)

Esta é acdo no referencial de Einstein.

Porém, temos que gu — v = Q?guy. Para este caso Q% = f'(R) = ¢, entdo a

redefinigdo f'(R) = ¢ — ¢ com
~ /3
(P = ﬂ In (;b, (440)

e de (4.38) temos que w = \/%(P
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Logo (4.39) se torna

4, 1z, 1 6x ~ _L6L~w
fd x\/E[ZKR-F 21<6\/@D 2K 6K 9updnp - U ¢)]
v [aeL,0gny), (4.41)

Analisando o segundo termo de (4.39), vemos que ¢ identicamente nulo devido ao
Teorema de Gauss.

Entao, a acdo no referencial de Einstein é

Sk = f d*x ﬁ o R- —“any¢av¢ U@)| + Sule Vg, y). (4.42)

Aqui enfatizamos que as ag¢des (4.4), (4.33) com wpp = 0 e (4.42) sdo diferentes re-
presentacdes da mesma teoria [42]. Entretanto, hd questdes em aberto a respeito de "qual
referencial conforme é o verdadeiro", isto é, se devemos considerar como fisico o referencial
ligado a g,,» da moldura de Jordan ou 'g‘yv da moldura de Einstein. No trabalho de Dicke [44],
o qual introduziu a transformacdo conforme para a teoria de Brans-Dicke, ele afirma que os
dois referenciais sdo equivalentes no contexto cldssico. Na cosmologia moderna e em teo-
rias gravitacionais alternativas a teoria de Einstein, os campos quénticos desempenham um
papel significativo entdo a equivaléncia de referenciais conformes ndo é bem estabelecida.
Esta discussdo ainda tem sido uma questdo de debate, como é citado em [45].

4.3 Inflacao em teorias f(R)

O primeiro modelo inflaciondrio feito por Starobinsky é relacionado a anomalias
que aparecem na Gravitacdo Quantica [46]. Diferente dos modelos de inflacao antiga, este ce-
ndrio ndo sofre do problema de ”saida graciosa” - o periodo de expansao acelerada é seguido
pela época de radiacdo e depois da era de matéria [9], [47]. Indo além, este modelo prediz
espectros quase invariantes de escala de ondas gravitacionais e anisotropias da temperatura
consistentes com a CMB [8], [48].

A densidade de lagrangiana para o modelo de Starobinsky é dada por

1

R)=R+aR%; a=—:,
f(R) aR% a=—p

(4.43)

sendo R o escalar de Ricci e M é uma escala de massa da ordem de 102 GeV.
Como visto anteriormente, 0 mapeamento de uma teoria f(R) em uma teoria escalar-

tensorial nos leva a

F(R) = ¢, também V() = 5-[RF'(R) ~ f(R)] (4.44)
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Entdo para o caso de Starobinsky
=L [R(1 +2aR) —R — aR?] = i[aRz] (4.45)
T 2k C 2k '
Mas percebemos que
i(1 — ¢)* = aR? (4.46)
% '
Entdo podemos reescrever (4.45) como

V(o) = %ﬁ(l - ¢)%. (4.47)

60

50
40/
V(¢) 30
20!
10,

%0 -5 0 5 10

¢

Figura 4.1. Potencial de Starobinsky X campo escalar no referencial de Jordan.

Fazendo a transformacdo conforme,

- V(o) ;|3 _ \Eé
U(gb)—m, (P— ﬁh’l(ﬁ)—)(}b—e 37, (448)
Para a inflagdo de Starobinsky, ¢ = /< In (1 + ﬁ)

O potencial no frame de Einstein é dado por
2 .
U@d) = %(1 _ e VEy, (4.49)

Expressando o potencial acima em termos de Mp;

M2M?

3 _
U@) = — PL(1 — ¢~ VEO/May2 (4.50)
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6 8 10

Figura 4.2. Potencial de Starobinsky X campo escalar no referencial de Einstein.

2712

- ~ 3M*M
No limite em que ¢ — oo, 0 potencial tende a um valor constante U(¢) —» —;—*, entdo

a inflagao ocorre quando ¢ >> Mp, 0 que confirma que a inflagio de Starobinsky pode ser
vista como um modelo de large-field. Além disso, usando a condig¢do de que € < 1 para que
haja inflagdo, podemos extrair a relacdo entre o campo escalar e a massa de Planck para este

caso

M3 v
€y = TPI(VV)Z «x1
4  exp(-2 \/2/3(f)/Mpl)
= = — <1 451
3[1 - exp(— V2/3p/Mp)]? 450

Entdo, temos que

[1 - exp(- v2/3/Mp)Pexp(2 2/30 /Mp) > 1
exp(\/%(fb/Mpl)—l > 1
exp(V2/30/Mp) > 2. (4.52)

Esta condigao é satisfeita quando q~b > Mp;.

Os parametros de slow-roll neste regime podem ser estimados

(4.53)

25 . A L
Sendo N = 3¢ VidiMn | Em [46] é provado que os espectros de poténcia inflacionarios
de perturbagdes escalares e tensoriais sdo equivalentes nos referenciais de Jordan e Einstein

em slow-roll.
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Os observaveis cosmolégicos podem ser calculados [49]

2 12
ng=1-—, r=

¥ 7= (4.54)

A figura abaixo compara diferentes modelos inflaciondrios com os dados do satélite

Planck e outros conjuntos de dados.

= ' ' \ ' Planck 2013
B Planck TT+lowP
\ BN Planck TT,TE,EE+lowP
B Natural inflation
\ Hilltop quartic model
e « attractors
o, . .
e \\ 4 | = - Power-law inflation
—— Low scale SB SUSY
—  R? inflation
7 o 62
/ x &2
1/3

0.15
T

0.10

o @

Tensor-to-scalar ratio (rp,002)

o & 1]

e

7 x 0‘2/’3
e N.=50
® N.=60

0.94 0.96 0.98 L.00
Primordial tilt ()

Figura 4.3. Regides de curvas de nivel conjuntas marginalizadas em 68% e 95% para n, e
70.002 do Planck combinado com outros conjuntos de dados, comparado com as predi¢ées
tedricas de alguns modelos inflaciondrios. Retirado de [3].

Quando N = 60, nés temos ns = 0.967 e r = 0.0033. O modelo de Starobinsky estd bem

ajustado em 68% e 95% de confianca de acordo com os dados observacionais [3].



Capitulo 5

Evolucao Cosmoldgica

Na Cosmologia, a identificagdo do nosso universo com o espaco-tempo de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker é baseada no alto grau de isotropia medido na CMB. Esta iden-
tificacdo pode ser vista como um resultado formal do Teorema de Ehlers-Geren-Sachs [50].
Este teorema afirma que se, num dado universo, todos os observadores em queda livre
medirem um campo de radiacdo isotrépico (assumindo que a isotropia se mantém em cada
ponto do espago), entdo o espago-tempo é espacialmente homogéneo e isotrépico, ou seja,
um espago-tempo de FLRW. Indo além, o teorema pode ser estendido para o caso de uma
teoria f(R) arbitrdria no Formalismo Métrico [51].

51 f(R) no universo FLRW

Considerando a discussdo acima, torna-se valido utilizar a métrica de FLRW. Como
em muitos trabalhos encontrados na literatura, aqui vamos focar no caso em que k = 0, esta
escolha é feita para simplificar as equagdes. Mesmo que os dados indiquem um valor para
) muito préximo de zero [26], devemos ter em mente que isto ndo revela o valor de k

explicitamente j& que

k

Q="

(5.1)

ou seja, o valor de Q) é dependente do valor de a(t). Uma "quantidade significativa de
expansdo'pode conduzir {); a um valor muito préximo de zero. O sucesso do paradigma
inflacionario é exatamente o que explica o problema da planura - como o universo tornou-se
tdo plano - de uma forma dindmica, permitindo-nos evitar o ajuste fino de ().

De qualquer forma, a escolha de k = 0 pode ser considerada como hipétese a principio.
Neste caso, a métrica de FLRW, em coordenadas retangulares se torna

ds? = —dt* + a®(H)[dx® + dy?* + dz?], (5.2)

35
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e encontramos que os tnicos termos de conexdo ndo-nulos sdo
a

Iy =oja e Tj =Ty = Bij=, (5.3)

0 que nos permite calcular as componentes do tensor de Ricci e o escalar de curvatura

Roo = - (5.4)
Ri]' = 61](6161 + 2612); (55)
.. .2
i a
R = 6(a + ;); (5.6)
Pela definic¢do
0f'(R) = g VaVf'(R) = ¢TI0 f'(R). (5.7)
Como f = f(R(t)) = dif’(R) = 0 entdao
0f'(R) = §0Adof'(R) — /TS (R), (5.8)
= —3of (R) - |g"'T%, + &2°T%, + gT o f (R), (5.9)
= —f(R)-3Hf'(R), (5.10)
sendo H = 2 o0 parametro de Hubble.
E também
ViV f'(R) = 9,y f'(R) = T, 0a f'(R). (5.11)

O contetido material que utilizaremos sera do tipo fluido perfeito
T = (p + p)ut'u” + g"'p, (5.12)

sendo que u* é a quadri-velocidade para um observador comével ao fluido e p e p sdo a
densidade de energia e a pressdo do fluido, respectivamente.

Para as componentes temporais (1, v = 0) de (4.21), temos

Roof (R) = 3g00f(R) ~ %dof (R) + Tlyda f (R) +
~ 8009090f"(R) = g003Hf"(R) = «p, (5.13)
% f(R) +3Hf'(R) = «p, (5.14)

+

a,
—3{;f (R)
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af’ _ garaf’ _ poenm =
mas & = Z¢ox = Rf”, entéo

—3§ FR) + % f(R) + 3HRf"(R) = xp, (5.15)
—3(% - HYf'(R) + % f(R) + 3HRf"(R) = xp, (5.16)

K Rf/(R)+f(R) S 17
H? = 3—f/[p + == ~3HRf (®)]- (5.17)

Para as componentes espaciais (1, v = i, j)

FRR; = 3F(R)g + T (R) + gi(—f (R) = 3HF(R) = xTy, (519
f(R)Sij(aii + 24%) - % F(R)S; + aad;;f'(R) +
+ a5 - f/(R) - 3Hf'(R)) = xa®0ijp, (5.19)
T®) + 25 @@ L ®) - PR MR =, G20
TR+ 2R - SfR)+HPR) - fR)-SHFR) =xp. (521)
Fazendo
H:%Zzg—Hz—)H2=;—i—H, (5.22)

a equacdo (5.21) pode ser escrita como

3§f "(R) = 2Hf'(R) - %ﬂR) +Hf'(R) - f/(R)-3Hf(R) = xp,  (5.23)

35 - F)F(R) = 2HF'(R) - 3 f(R) + HF (R) = F(R) ~3Hf(R) = xp, (529

6

agora utilizando de novo f’ = Rf” e sua segunda derivada f’ = Rf” + R?f"”", encontramos

k1 fR) =Rf(f)
F(R) =

Nos assumimos que f’(R) > 0 para obter um acoplamento gravitacional efetivo po-

3H? +2H = —

+2HRf"(R) + Rf"(R) + R*f" (R)]. (5.25)

sitivo e f”(R) > 0 em ordem de evitar a instabilidade de Dolgov-Kawasaki [52], discutida
em [42].

Uma significante parte da motivacdo para a gravitagdo com f(R) é que ela pode levar
a uma expansado acelerada sem precisar de um campo escalar como o inflaton (ou energia
escura).
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Definindo

Rf'(R) - f(R) 3HRf(R)

e = 7 526
Peff 2f'(R) (R ( )
R2f" + 2HRf" + Rf" + §(f(R) - Rf'(R))
e = , 5.27
Peff F® (5.27)
para o caso de vacuo, temos entdo
K 7] K
H2 = §p€ff e a = _g(peff + 3p€ff) (528)

Entdo no vécuo, a correcdo de curvatura pode ser vista como um fluido efetivo.

O parametro da equagéo de estado efetiva, w,sr, € expresso por

_perr _ R2F7R) + 2HRF(R) + Rf7(R) + 4[f(R) — Rf'(R)]
Peff RIERI® _ 3HRf(R) '

(5.29)

Uma vez que o denominador do lado direito de (5.29) é sempre positivo, o sinal de
wefs € determinado pelo numerador. Para uma f(R) mimetizar a equagao de estado de de

Sitter, w.rr = —1, ela tem que satisfazer a seguinte relacido
ff q g ¢

f/N(R) B RH—R
fN(R) - R2

(5.30)

Podemos calcular w,ss em funcdo de n, se assumimos o comportamento genérico de

lei de poténcia para o fator de escala a(t) = ag(%)a [53], assim

6n?—7n—1
=, 5.31
Celf T e —on+3 (.31)
paran # 1, a dado em termos de n é expresso por
—2n% +3n -1
= 5.32
— (5.32)

Aqui, a escolha de 1 leva ao valor que queremos de w,. Para o caso do modelo de
Starobinsky, n = 2, temos w, ff= —1 e a — oo, como esperado.

5.2 Evolugao do caso de f(R) = aR?

Para o caso de uma f(R) qualquer no vacuo, (5.17) e (5.25) se tornam, respectivamente

Rf'(R) - f(R .
3H?2 f(lR)[ S )2 S )—3HRf”(R)], (5.33)
D+ BHE = —— [f ®) _ZRf ’(R)+2HRf”(R)+Rf”(R)+R2f”’(R)]. (5.34)

f(R)
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Para construir o sistema dinamico,! utilizaremos como varidveis dindmicas R e H, entdo
¢ interessante notar que quando fazemos R = 0 e H = 0, com a finalidade de determinar os

pontos criticos do sistema, encontramos a mesma relagdo para as duas equagdes acima

1 [Rf’(R)—f(R)]
~ f(R) 2 ’

isto sugere que as duas equagdes, obtidas através das equacdes de Friedmann, na verdade

3H?

(5.35)

ndo sdo independentes, a segunda equacédo pode ser derivada da primeira.
De fato, ja temos uma relagdo entre H e R e H vinda do escalar de Ricci calculado
anteriormente e dado por (5.6), R pode ser escrito como
R

R = 6(H + 2H2), portanto, H = i 2H2. (5.36)

Logo, da primeira equagdo de Friedmann para uma f(R) qualquer com T}, = 0 e do

Escalar de Curvatura , encontramos o sistema dindmico

5 _ 1 / _ _ ’ 2

R = f,,(R)[Rf (R) - f(R) - 6f"(R)H?], (5.37)
_ R_ 5

H = g 2H~-.

Os pontos criticos do sistema sdo obtidos quando R = 0 e H = 0 e sdo dados por

Rf'(R)— f(R)-6f'H> = 0, (5.38)
R = 12H>
O que gera
J; ((11;)) = % (5.39)
e fornece como solugéo
f(R) = aR?, (5.40)

Aqui a é uma constante de integracdo. A condigdo para H = 0, que corresponde a uma fase de
de Sitter estavel ou instdvel, naturalmente escolhe a correcao R? na acdo de Einstein-Hilbert.
Se f(R) # aR? nao existe pontos criticos.

Escolhendo f(R) = aR? no conjunto de equacdes (5.37), e considerando H > 0 como

regido de interesse ja que H < 0 indicaria um universo em contracdo, encontramos como

1Uma descrigdo completa da construgdo de sistemas dindmicos para f(R) com radiagdo e matéria ¢é feita na
referéncia [54]. Para mais informagdes sobre a construgdo de sistemas dindmicos na Cosmologia, ver [55].
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sistema autdonomo

. R )
R = 12Od_l[ozR 12aH?],
: R
H = —-2H%
6

40

(5.41)

Com o objetivo de tornar o sistema acima adimensional, reescrevemos as varidveis

comoR — aR, H— yaHet — L

Va
32 _ 2p2 2
a’’* R = ———[a"R* —6aH"(1 + 2aR)],
12H\/E[ ( )]
aH = %—ZaHz.

A Fig.(5.1) representa o diagrama de fase do caso f(R) = aR?.

01}
X 0.0
\\\\
-0.1F /‘% ///R\\\\ ~
= NN S
e N S
_0_2; ///(//)/{/////r//l X\\\\\\ ‘§\
>‘—(‘).2‘ o ‘—6.1‘ o ‘010‘ o ‘011‘ oz

H

Figura 5.1. Diagrama de fase para o modelo f(R) = @R? com H e R definidos de maneira
adimensional. A curva representa a pardbola R = 12H? de pontos estaveis.

(5.42)

Os pontos criticos estdo na pardbola R = 12H?. Para calculd-los, linearizamos o sistema

(5.42) em torno do ponto critico Ry = 12H§, ouseja, R = 12H§ +€ee H = Hyp+1. Entdo obtemos

Hoe — 24H}n,
€

) = ——4Hon.

n ¢~ 4Hon

-
Il

(5.43)
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A matriz jacobiana para o sistema acima é dada por

J= [HO _24H(2)] (5.44)

1 —4H,

que quando diagonalizada nos fornece como autovalores A; = 0 e A, = —=3Hj (aqui conside-
ramos que Hy > 0). Isto caracteriza os pontos fixos como atratores.

5.3 Evolugdo do caso de f(R) = R + aR?

Para o modelo proposto por Starobinsky, o sistema dinadmico descrito por (5.37) se
transforma em

» _ 1 2 2
R = —[aR? ~ 6H(1 +2aR)], (5.45)
: R )
H = =-2H
6 7

aqui também podemos reescrever as variaveis como R — aR, H —» YaHet — % e obter

1

3/271: 2p2 2
a32R ——[a®R? — 6aH?*(1 + 2aR)], 5.46
12 \/5H[ ( ) (5.46)
aH = —“6R — 2aH?.

Os pontos criticos na regido finita para o sistema auténomo acima sao encontrados
quando fazemos H = 0, dessa maneira obtemos a relagdo R = 12H? e temos entdo
: H
R = ——, 5.47
o (5.47)
H = 0,

Entdo concluimos que H = R = 0, ou seja, o espago de Minkowski é um ponto critico.

O comportamento do modelo de Starobinsky, para a regido finita, esta expresso na Fig.(5.2).
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Figura 5.2. Diagrama de fase para o modelo f(R) = R + aR? com H e R definidos de
maneira adimensional.

Para investigar os pontos criticos no infinito, utilizamos a esfera de Poincaré [56]
W+ +z2=1,a qual é tangente ao plano (H,R) em z = 1. Entdo, adotamos as seguintes

transformacgoes
v
H=- e R=—. (5.48)
Agora podemos escrever o sistema (5.46) como a equagdo
A(u,v,z)du + B(u,v,z)dv + C(u,v,z)dz = 0, (5.49)
2

em que os coeficientes A, B e C sdo definidos como

612z + 12u?v — v’z

A - ~ .
(u,0,2) o0 z; (5.50)
— 1212
Bu,v,z) = Z - i (5.51)
12 2 -6 2. 2
Cu,v,z) = —=2 15‘2 7z (5.52)

A partir das defini¢des acima e da condigdo udu + vdv + zdz = 0, o sistema (5.46) se

ZNo Apéndice A mostramos o calculo desses coeficientes explicitamente.
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torna

B(u,v,z)z — C(u,v,z)v;
! C(u,v,z)u — A(u,v,2)z; (5.53)

A(u,v,z)v — B(u,v, z)u.

=
Il

S}
Il

N
Il

Os pontos criticos desse sistema sdo encontrados quando u” = v’ = z’ = 0 (a condigao
para que isto seja verdade é que A = B = C = 0). Dntre eles, aqueles para os quais z = 0 estdo
no infinito.

Das defini¢des acima, temos que A=B =0e
C(u,v,2) =u?v =0, (5.54)
e utilizando o vinculo #2 + v? = 1, obtemos

W V1-u2=0. (5.55)

Entdo, concluimos que os pontos criticos sdo u = £1, v = 0 e z = 0. Para analisar as

curvas caracteristicas em torno dos pontos criticos, executamos a seguinte transformacao
v z 2 2, 721
n=_ C:;, u =0+ +0)". (5.56)

Dessa forma, o sistema (5.53) é reescrito como

121 - 6C — 1*C
"= y——— 57
n u 1 / (5.57)
;o nc—-12
¢ = —ul—e—,
que quando linearizado em torno de (0,0), para u# = 1 nos fornece
, c
Moo= -3, (5.58)
¢ = 2¢C

Os autovalores desse sistema sdo A1 = 1 e A = 2 caracterizando uma fonte imprépria

instdvel. E quando linearizado em torno de (0, 0), para u = —1 nos fornece

n = % -1, (5.59)
¢ = =2C
Os autovalores desse sistema sdo A1 = —1 e A, = -2 caracterizando um sorvedouro

improprio assintoticamente estdvel. Nos apresentamos na Fig.(5.3) o diagrama (u, v) para o

modelo de Starobinsky, isto é, o plano equatorial da esfera de Poincaré.
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Figura 5.3. Plano equatorial da esfera de Starobinsky para o modelo f(R) = R + aR?. Os
circulos pequenos representam os pontos criticos no infinito.

5.4 Evolugdo do caso de f(R) = R + aR? — 2A¢™R

Uma vez que o modelo de Starobinsky tem se mostrado consistente com as observagdes
[3], [57], [15], é interessante investigar pequenos desvios do modelo com o objetivo de testar
sua robustez. Da anélise de sistema dindmico chegamos a conclusdo de que a f(R) tem que

ser quadratica para valores muito grandes de R. Propomos, entdo, o seguinte modelo
f(R) = R+ aR? —2Ae R, (5.60)

que claramente é uma corre¢do exponencial ao modelo de Starobinsky, ja que para aR >> 1
nosso modelo reproduz o sucesso do modelo de Starobinsky e para aR << 1, a fungdo acima

pode ser aproximada a
f(R) ~R=2A, (5.61)

ou seja, a acdo de Einstein-Hilbert usual com o termo de constante cosmoldgica.
Substituindo a f(R) (5.60) no sistema (5.37), encontramos

1 aR?+2A(aR + 1)e R — 6H? — 12aRH? — 12aAH?e~R

R = , 5.62
12aH 1 — aAe @R (5.62)
. R
H = = -2H%
6

Mais uma vez, é possivel reescrever as varidveis de maneira que o sistema se torna
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adimensional: R —» aR, H = +aH, t — % e A — a/. Fazendo R = 12H?, nosso sistema se

torna
. 1 A(aR +2)e R —R/2
R - @R+ 2™ ~Rj2 (5.63)
12a VR/12 1-alAe™
H = 0.

E a condigdo para que R = 0 é que
R = 2A(aR + 2)e R, (5.64)

Para encontrar os pontos criticos do sistema (5.62) precisamos atribuir valores para
os parametros A e «, entdo escolhemos aA = 0.1 como referéncia. Dessa maneira, numeri-
camente encontramos um autovalor nulo e outro negativo (aqui novamente considerando
como regido de interesse apenas H > 0), o que caracteriza um comportamento atrator.

O diagrama de fase (H, R) para a regido finita do modelo exponencial é representado
pela Fig.(5.4).

NN\ SN sy
\\\\Q\\\;\\\i \x& W 52///% 1
\ /,
AR 7
TN, AR
N\l
SN\
RN NN 2
o ST /i i
e [ h ‘\§§z55
el N
== il ===

Figura 5.4. Diagrama de fase para o modelo f(R) = R+aR*—2Ae R com H e R definidos
de maneira adimensional. Aqui, os circulos pequenos representam os pontos criticos na
regiao finita.

Uma observagdo importante é que o modelo com corre¢do exponencial ndo admite o
espaco de Minkowski, isto é, H = R = 0 como ponto critico na regido finita.
Seguindo os passos da construgdo da esfera de Poincaré para o modelo de Starobinsky
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para o caso do modelo exponencial, encontramos novamente como sistema auténomo

u = B(u,v,z)z—C(u,v,z)v;
v = Cu,v,2)u-Au,v,z)z; (5.65)
zZ = A(u,v,z)v—-B(u,v,z)u.

em que
Al,0,2) = _z [Pz +2A @0+ 2)e % — 6u%z — 12uzAe /7] — 12u22); (5.66)
12u 1— Aev/z
— 1212
B(u,v,z) = %z; (5.67)
Clu,0,2) = 22[0%2 + 20 + 2)e”?% — 6u’z — 12u’zAe V] = 1200 vz 1220 (568)

12(1 — Aev/z)

Quando fazemos A = B = C = 0 junto com z = 0, obtemos novamente que C = u?v = 0.
Na regido infinta, o comportamento do modelo com corre¢do exponencial é o0 mesmo que
o do modelo de Starobinsky, como ja era esperado. Na Fig.(5.5) representamos o diagrama

(u,v) para o modelo com corre¢do exponencial.

1.0F

Figura 5.5. Plano equatorial da esfera de Poincaré para o modelo f(R) = R+aR?>—2Ae k.
Aqui os circulos pequenos representam os pontos criticos no infinito.



Capitulo 6

Considerac¢oes Finais

A teoria de Gravitagdo Modificada f(R) fornece uma alternativa interessante para
analisar a questdo da expansdo acelerada do universo. H& grande interesse da comuni-
dade cientifica nesta teoria devido ao fato de ser uma generalizagdo da Relatividade Geral,
que consiste em uma fungdo arbitrdria do escalar de Ricci na lagrangiana que descreve a
Gravitacao.

O nosso objetivo neste trabalho consistiu em analisar as teorias f(R), especialmente o
modelo de Starobinsky, no contexto de Inflagdo Cosmoldgica. No capitulo 2 descrevemos
alguns problemas do atual Modelo Padrao com o objetivo de destacar a necessidade de uma
fase inflaciondria nos primoérdios da evolugdo de nosso universo.

No capitulo 3 fizemos uma revisdo das técnicas empregadas na descrigdo do paradigma
inflacionario investigando dois de seus varios potenciais. Algo que deve ser destacado nesse
contexto é a relativa simplicidade da teoria inflaciondria que é capaz de resolver alguns
problemas do modelo padrdo sem uma forma explicita de um potencial para o campo
escalar proposto.

No capitulo 4, obtivemos as equagdes de campo para o formalismo métrico da teoria
f(R). As equacdes sdo de quarta ordem na métrica e quando fazemos uma comparagao
com as equagdes de campo da Relatividade Geral, os termos extras podem ser vistos como
a contribui¢do de um tensor energia-momento efetivo composto por entes meramente geo-
métricos. Discutimos também a equivaléncia da teoria f(R) com a teoria de Brans-Dicke nos
frames de Jordan e Einstein.

Assumindo a validade das equagdes de campo modificadas e do Principio Cosmolé-
gico, dois modelos inflaciondrios foram estudados no capitulo 5: o modelo proposto por
Starobinsky e uma corregdo exponencial do modelo de Starobinsky proposta por nés. A
andlise das equagdes de Friedmann modificadas, estruturadas como um sistema auténomo,
nos permitiu encontrar critérios para obter modelos de f(R) cosmologicamente vidveis.

Aquiressaltamos 3 pontos importantes: Construimos o sistema dinamico com as varié-
veis H e R, uma abordagem diferente da encontrada na literatura (geralmente encontramos
sistemas dindmicos em termos de densidade de energia); O sistema dinamico da teoria f(R)

47
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com Ty, = 0 ndo necessita da segunda equagdo de Friedmann, podemos utilizar a relagéo
entre H e R e H vinda do escalar de Ricci; Outro resultado importante foi o fato da corregao
R? vir naturalmente da solucdo do sistema dinamico (5.37), este fato nos permitiu escolher
uma outra f(R) como toy-model que difere da proposta por Starobinsky mas, no limite em
que aR >> 1, recupera o sucesso desta teoria.

Como perspectiva temos a investigagdo mais profunda das possibilidades apresen-
tadas pela teoria f(R) com a andlise de sistemas dindmicos. Também pretendemos fazer
a andlise perturbativa da teoria com o intuito de estudar o espectro de perturbac¢des na
densidade de energia e suas consequéncias na formagéao de estruturas.



Apéndice A

Calculo dos Coeficientes A(u, v, z),
B(u,v,z) e C(u,v,z)

Utilizando as transformacoes H = u/z e R = v/z no sistema (5.46), encontramos

y_ 05 2 [2_ g
0 zZ 12”[0 6Z(z+20)], (A1)
2
u v U
1——5 = Z_22_. A2
-~z £ =2~ (A2)

Mas temos que u? + %2 + 22 = 1, entdo

—ut — vo
=— A3
- (A3)
Logo, (A.2) pode ser escrita como
. ul v _u?  uo,
u(l + Z_Z) = g — 2; - Z—Z'U. (A4.)
Agora, se multiplicarmos (A.1) por Z e (A.2) por £, temos
z 1 2
ZU -z = @[zv -—6—(z+ 20)], (A.5)
z vz
Zu—-z = Z_9 A.
uu z & u (A.6)
E fazendo (A.5)-(A.6), obtemos a equagao
o= Do L K, W (A7)
Cu 12u 20z '
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Substituindo (A.7) em (A.4)

2

u v u* uvyv v U uvy v
(1+5) = 222 -2y 2 2 X2 08
u( 22) 6 z zZ[u 12u 2 z] 6 z
3 2 2.2 2
N B R a9

A equagdo (A.8) pode ser escrita em termos dos coeficientes B(u, v, z) e C(u, v, z) como
1= B(u,v, z)z - C(u,v, z)g, (A9)

sendo B(u, v, z) e C(u, v, z) definidos como

_ (b= 2).

B(u,v,z) = z(z —2u ), (A.10)

2 12 _ o2
Clu,0,2) = 12u<v — 6u~z vz; (A11)

12
Agora substituindo (A.3) em (A.1)

) v? w0’ u  uw

U(1+Z—2)——Z—2u+m—§—? (A12)

Agora rearranjando (A.7) e substituindo em (A.12)

2

v(1+'0_) — _%[@+£+M__u_]+v__z_ﬂ
2/ 7 2l T12 20 z1d 12 2z
2 3 3 2
uo u u-o 0 u uo
= e - A.13
v 12 2272 "12u 2 % (A13)

Aqui, (A.13) pode ser colocada em termos de A(u,v,z) e C(u, v, z)
. u z
o =C(u,o, Z)E - A(u,v, Z)E’ (A.14)
em que por defini¢do

612z + 12u?v — v?

z
Au,v,2) =z Ton . (A.15)
Entao, substituindo (A.9) e (A.14) em (A.3)
s —-B(u,v,z)u + A(u, v, z)v. (A16)

z

Se fizermos z% =/, nosso sistema composto pelas equagdes (A.9), (A.14) e (A.16) se
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torna

u = B(u,v,z)z—C(u,v,z)v;
v = Cu,v,2)u-Au,v,z)z; (A.17)
zZ = A(u,v,z)v—-B(u,v,z)u

O mesmo procedimento pode ser aplicado para a andlise dos pontos criticos na regiao
infinita do modelo de corre¢do exponencial.
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