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Resumo

O equilibrio estelar e a cosmologia sdo ramos da fisica originadas num s6 tronco, a
relatividade geral. Entretanto é possivel descrevé-los sob certas condi¢des utilizando hi-
drodindmica newtoniana. O campo de atuagdo destas equagdes pode ser estendida com a
introducdo de um termo de pressdo relativistica, que atuard como fonte de campo gravitaci-
onal. Esse termo de corre¢do ainda ndo é muito bem entendido de forma que recentemente
Hwang e Noh o propuseram alternativamente as teorias hidrodinamicas semi-relativisticas
existentes. Estudaremos os resultados obtidos para as teorias newtonianas, neo-newtonianas
e de Hwang-Noh assim como a proépria relatividade aplicada a estrelas e cosmologia e os
compararemos. Veremos que apesar da previsdo de estrelas de néutrons super gigantes
no estudo do equilibrio estelar, as equagdes hidrodindmicas de Hwang-Noh nos trazem,
em casos particulares, resultados semelhantes a Relatividade Geral quanto a evolugdo do

universo.
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Abstract

Stellar equilibrium and cosmology are physical branches originating from one trunk,
which are usually tackled using General Relativity as the background theory. However,
it is possible to describe them under certain conditions using Newtonian hydrodynamics.
Moreover, the validity of these equations can be extended with the introduction of a pressure
term which acts as a source of gravitational field, as it happens for General Relativity.
This correction has, in some instances, been put by hands, inspired by General Relativity.
However, recently Hwang and Noh proposed a new set of neo-Newtonian equations. We
will study the results for the Newtonian theory, neo-Newtonian and Hwang-Noh theories
as well as the very general relativity applied to stars and cosmology and will compare their
predictions. We will see that despite the forecast of super giant stars of neutrons in the study
of stellar balance, the hydrodynamic equations of Hwang-Noh bring us in particular cases,
results similar to General Relativity as the evolution of the universe.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

E de conhecimento de poucos, inclusive de fisicos que ndo sio da drea é a surpreendente
ideia de que podemos estudar o universo, assim como elementos que o compdem, através
da fluidodinadmica. A fluidodindmica é construida a partir das leis de Newton que desde
o século XVII até o inicio do século XX, tinham sido a melhor base para modelos que
desejavam explicar fendmenos naturais a partir da matemadtica [1]. Acontece que em 1905
com o advento das reatividade restrita, Einstein mostrou que no limite das altas velocidades,
a fisica newtoniana ja ndo era tao precisa.

Mais tarde, na tentativa deincluir a gravidade na teoria da relatividade restrita, Einstein
propde em 1916 as suas equagdes de campo, cujas solugdes deram novos ramos 4 fisica. Com
essas solugdes conseguimos descrever a dindmica do universo, descrever o equilibrio estelar
e buracos negros por exemplo. O problema de se trabalhar com essas equag¢des de campo é
a sua matemdtica complicada. O conjunto de resultados obtidos em 1916 pelas equagdes de
Einstein chama-se Relatividade Geral e para seu bom entendimento e trabalho é fundamental
o conhecimento em geometria Riemanniana .

Por outro lado a mecanica de Newton descreveu tdo bem a natureza por muitos anos,
que poderiamos investigar a descri¢do de sistemas relativisticos, de uma forma alternativa
introduzindo pequenos termos de corre¢des na mecanica newtoniana. Conseguimos através
da fluidodinamica contornar a complexa matematica da relatividade e obter localmente os
mesmos resultados. Assim, como um primeiro estudo e aproximagdo, qualquer pessoa com
conhecimentos de calculo diferencial e integral poderia explorar a dindmica do universo,
quando dominado pela poeira, ou mesmo estudar anas brancas [2].

As equagdes de Euler, Continuidade e Poisson, i.e. equagdes para fluidos obtidas a
partir das leis de Newton, nos permitem o estudo de sistemas onde a pressado é pequena ou
nula. Entretanto o préprio universo e muitos elementos que o compdem constituem sistemas
que possuem pressdo considerdvel, portando seria interessante incluir termos de corregao
de pressdo em nossas equagdes de fluido afim de estender o dominio da descri¢do newtoni-
ana. Essas teorias que tentam incluir termos de pressdo nas equagdes fluidodindmicas sdo
chamadas teorias neo-newtonianas.
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Nao existe uma forma natural para essa corre¢do de pressdo nas equagdes de fluido,
sendo ainda hoje motivo de estudo. Recentemente Hwang e Noh [3] propuseram uma
corre¢do de pressdo oriunda da relatividade geral totalmente diferente das propostas nas
literaturas existentes [4] [5] [6].

Mesmo com todo avango da fisica moderna a fluidodindmica newtoniana ainda é
utilizada em simula¢des numéricas sendo a relatividade geral utilizada apenas para termos
de corregdes [7]. Nosso estudo pode contribuir talvez para um melhor refinamento dos
resultados obtidos pelas simulagdes newtonianas e como uma alternativa, em primeira
ordem, a relatividade geral. Por outro lado, também pode contribuir para desenvolvimento
do estudo de colisdes de ions [8].

Nessa dissertagdo nos preocuparemos em estudar as corre¢des propostas por Hwang
e Noh, aplica-las para um determinado sistema onde a pressao seja relevante e compara-las
a alguns modelos existentes. Veremos também a partir de comparagdes qual teoria neo-
newtoniana mais se aproxima da relatividade geral. O interessante dessas corre¢des de
pressdo é que além de nos aproximar da relatividade geral, preservam também a estrutu-
ram matemadtica simples do espaco euclideano, podendo assim contornar a complexidade
matemadtica da relatividade geral.

Para o estudo das corregdes de pressdo, primeiramente deduziremos as equagdes que
regem um sistema composto por um fluido. Sao elas a equagdo de continuidade e de Euler.
Em seguida acoplaremos um termo de forca de origem gravitacional a equagdo de Euler afim
de aplica-las a sistemas onde hd interagdo gravitacional entre os elementos desse sistema.
Com essas equacdes em maos conseguimos descrever a evolugdo de sistemas onde a pressdo
é nula.

No caso do universo encontraremos as equagdes de Friedmann na época em que a
poeira domina, i.e. p = 0. Isso nos motiva a procurar por equagdes de evolugdo que levam a
pressdo em conta. Os artigos [6] [7], por exemplo, propdem termos de corregdo de pressao,
ambos obtido através de um ansatz'.

Nessa mesma linha, Hwang e Noh [3] propuseram uma corregdo de pressdo oriundo
da relatividade geral na equac¢des newtonianas para fluidos. Os autores partem de uma
métrica do tipo escalar-vetor perturbadas no contexto cosmolégico em torno de Minkowski
e para os calibres shear nulo x; = 0 que implica em métrica diagonal e para calibre espacial
encontram os termos de corre¢do no limite em que a velocidade da luz tende ao infinito exceto
para pressdo. Isso tudo é feito a partir do estudo da conservacdo de energia e momento, via
formalismo ADM pelos autores. Tais equagdes estdo em conformidade com a aproximacgao
1-P6s Newtoniana e com a relatividade restrita no limite das baixas velocidades. Também
estdo em conformidade com a teoria de pertubagdo cosmoldgica com calibre co-méveli.e.
v := 0, no limite em que a pressdo tenda a zero [3].

Uma vez dada uma breve abordagem de como encontramos as equagdes para fluido
propostas por Hwang e Noh, de forma alternativa utilizando formalismo covariante, mos-

traremos explicitamente que estdo em acordo com a relatividade restrita. A partir dessas

lansatz: 1. abordagem, tentativa [9]
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equagdes conseguimos descrever varios fendmenos onde a pressdo possui um papel ativo
como buracos negros andlogos, cosmologia e suas pertubacdes, além de fendmenos quanti-
cos. Nos concentraremos nessa dissertagdo em estudar a evolugdo do universo e o equilibrio
estelar dando énfase as estrelas de néutrons.

Sendo assim, a fim de descrever o universo com as equagdes de fluido, o considerare-
mos composto por um fluido perfeito uniformemente distribuido, de forma a possuir uma
pressdo p(t) e uma densidade de matéria p(t) iguais em cada ponto do universo em uma
determinada época t.

Ainda no contexto de cosmologia construida a partir de fluidos, encontraremos equa-
¢oes andlogas a de Friedmann que descrevem a evolugdo do universo assim como suas
solugdes. Veremos no caso de Hwang-Noh que o universo ndo possui solucdo para ma-
téria escura, i.e, w = —1, no contexto de relatividade geral utilizando a equagdo de estado
p = woc?. Veremos também que a matéria estd intrinsecamente acoplada a curvatura de
forma que ndo existe um universo vazio, cuja evolugdo seja dominada pela curvatura, como
existe em relatividade geral. Nosso universo serd governado por duas equagdes andlogas
de Friedmann. Uma para o caso em que w = —1/9 e a outra para o caso em que w # —1/9.
Observaremos que para a maioria dos parametros w e curvatura K presentes nas equagdes
de Friedmann, assumindo valores negativos, positivos ou nulos, o universo se expandiré de
forma desacelerada. Possuindo apenas expansado acelerada no caso em que tais pardmetro
assumam valores positivos.

Existem situagdes particulares em que o modelo de Hwang-Noh descreve os mesmo
resultados que a relatividade geral no contexto cosmolégico. Um caso que curioso é o caso da
equagdo de estado p = K¢’ semelhante ao gés de Chaplygin generalizado que nos permitird
a descricdo da passagem de um universo em expansado desacelerada para um universo em
expansdo acelerada. Estudamos também o caso em que a equacdo de estado toma a forma
p = w(t)oc®.

Ainda no contexto cosmoldgico introduzimos perturbagdes nas equagdes para fluidos
hidrodindmicas estudadas afim de compara-las com a RG e a teoria newtoniana. Observare-
mos a presenca de termos proporcionais a Hg'/c> nas equagdes de Euler e de Continuidade
perturbadas. Isso nos impossibilita encontrar uma equagao fechada para 6 como existentes
na teoria newtoniana e na RG. Poderemos entretanto contornar esse problema se focamos
nossa atenc¢do a pequenas escalas.

No estudo sobre equilibrio estelar encontraremos as equagdes andlogas a TOV segundo
as equagdes para fluido propostas por Hwuang e Noh, assim como para os modelos new-
toniano e neo newtoniano alternativos. Veremos no decorrer da dissertagdo que a definicao
de massa deve levar em conta em alguns casos enquanto que para o modelo oriundo da
Relatividade Geral esse conceito de massa nao é tdo claro assim.

Uma vez deduzidas das equagdes de equilibrio estelar podemos aplica-las a sistemas
onde a pressdo possua um papel de destaque. Um bom sistema para estudos de nossas
equagdes seriam as estrelas de néutrons uma vez que possuem pressdo alta e as particulas

que a compdem, baixas velocidades [10].
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Uma vez encontrada a equagdo anédloga a TOV segundo Hwang-Noh é necessario uma
equagdo de estado para resolve-la. Escreveremos essa equagdo para uma estrela constituida
por um gés de néutrons ndo interagentes entre si, composta por uma parte relativistica e
outra parte ndo-relativistica e(p) = ANR;?S/ >+A rp- Os coeficientes Ag e Ang serdo encontrados
através de uma curva esbogada a partir das expressdes para pressdo p(r) e para a densidade
de energia o(r) para este sistema. A razdo entre a pressdo e a densidade de energia é
transcendental, dessa forma utilizaremos o Wolfram Mathematica 10.2 para desenvolver as
contas.

Com a equagdo de estado em maos analisaremos o raio maximo de cada estrela de
néutrons para uma dada pressdo. Em seguida variaremos a pressdo inicial pg e para cada
valor maximo de massa associada a essa pressdo central py serd esbogada num grafico
MassaXRaio. Faremos isso com o objetivo de comparar os modelos newtonianos e neo-
newtonianos e observar quem mais se aproxima da relatividade geral. Discutiremos de
forma breve condi¢des de estabilidade e de uma forma argumentativa o porque da existéncia
de uma massa maxima nesses gréficos esbogados.

Por fim introduziremos a interacdo néutron-néutron em nossa equagdo de estado
e tragaremos o grafico da massa M em fungdo do raio R variando a pressdo central py.
Veremos que para este caso, 0o modelo de Hwang-Noh prevé estrelas de néutrons com raios
de caracteristicos de estrelas super gigantes. Veremos também que o modelo newtoniano
diverge para este caso.

Concluimos que o modelo de Hwang-Noh se aproxima menos do que teoria neo-
newtoniana proposta em [7], no contexto de estrela de néutrons, numa comparacdo com
Relatividade Geral. E que por outro lado se aproxima mais da Relatividade Geral do que a
teoria newtoniana.

Em suma, percebemos que apesar de bastante interessante a proposta de correcdo de
pressdo nas equagdes para fluidos, esta nos leva a uma cosmologia um pouco diferente da
padrao obtida pela relatividade geral para a equacdo de estado p = wc?p existindo por outro
lado solugdes idénticas a relatividade geral para equagdes de estado do tipo barotrépica
p = w(t)c?p e politrépica p = Kgo”. E no estudo sobre estrela de néutrons, a proposta de
Hwang-Noh se aproxima da equagdo de TOV relativamente mal, de forma que podemos
afirmar que as equagdes para fluidos neo-newtonianas descrevem os sistemas estudados
melhor para as particulas do sistema ndo interagente. Se levamos em consideragado interagao
entre os néutrons por outro lado, o caso torna-se ainda mais dréstico, prevendo massas
caracterfisticas de estrelas super gigantes.



Capitulo 2

FLUIDOS IDEAIS

Introdugao

Daremos uma breve revisao sobre fluidos ideais ao leitor neste capitulo. Definiremos
o que é um fluido e como estuda-lo. Deduziremos também as equagdes bdsicas que regem

esse sistema afim de aplica-las a relatividade geral.

2.1 Fluidodindmica Newtoniana

Em mecanica cldssica quando conhecemos a posi¢do e a velocidade iniciais de uma
particula, podemos determinar a sua trajetéria, caso a forga que atua sobre esta seja constante.
O estudo de trajetérias de particulas ficou conhecida por mecanica Lagrangiana e a partir
dela as ciéncias exatas conseguiram grandes avangos no decorrer da histéria. Poderiamos
portanto nos perguntar, como estudar os fluidos !?

Talvez pudéssemos dividi-lo em partes muito pequenas, de forma que cada uma
dessas pequena partes, composta por um grande nimero de moléculas, se comportasse
como uma particula. Poderiamos assim, sob certas condi¢des determinar a trajetéria de
cada uma dessas particulas [11]. Essas particulas seriam suficientemente pequenas em
comparagdo com a dimensao do sistema e neutras afim de desprezarmos qualquer interacdo
eletromagnética entre essas particulas [12]. Como sdo muito pequenas podemos também
chama-la de elemento de fluido!.

Acontece que se fazemos isto, terfamos uma infinidade de trajetérias para se calcular,
além do mais, todas essas trajetérias ndo nos trariam uma informagéo relevante do sistema
como um todo estudado. O que de fato fazemos é associar um campo vetorial velocidade
u(r,t) a cada ponto do fluido e analisar o seu comportamento conforme o tempo evolui.
Esse campo, por construcdo, no referencial de laboratério deve satisfazer a segunda lei de
Newton, como veremos mais adiante.

Ainda é necessario conhecer outras propriedades termodinamicas do fluido para a

determinacdo deste campo. Em particular para um fluido perfeito, basta conhecer a pressao

10s termos particula, ponto do fluido e elemento de volume sdo equivalentes nesta dissertacéo.
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p(r,t) e a densidade de matéria p(r,t). Em outros casos, que ndo serdo estudados aqui é
necessario o conhecimento de outras grandezas além destas [11].

Um fluido perfeito dito aqui é aquele que ndo possui atrito interno (ndo viscoso), cujo
movimento é adiabético (a entropia do elemento de volume possui um valor constante ao
longo de sua trajetéria). O meio estudado é composto por pequenos elementos de fluido que
formam um meio continuo, logo, seria possivel entdo aplicar as leis conhecidas em Mecénica
Classica para esse conjunto de particulas que compde liquidos ou gases denominado fluido.
Em particular trabalharemos com a Lei de Conservacdo de Massa e com a Segunda Lei de
Newton no decorrer da dissertagao.

Como podemos observar este estudo do movimento dos fluidos é puramente ma-
croscopico. Nos tépicos a seguir nos encarregaremos de deduzir as equagdes basicas da

fluidodindmica.

2.2 A Equacao de Continuidade

As equagdes fundamentais da fluidodinamica sdo baseadas em Leis. Estamos interes-
sados aqui na Lei de Conservagao de Massa aplicadas ao movimento do fluido.

Considere um cilindro longo, por exemplo. Ocupando uma parte restrita V deste
cilindro, imagine um fluido, de forma que a massa total deste fluido seja fVo p-dV ondepé
a densidade de matéria deste fluido. Se munimos o sistema de uma dindmica, permitindo
que este elementos de fluido escorram pelo interior do cilindro com uma velocidade u(r, t)
em cada ponto, entdo podemos definir o conceito de fluxo, isto é, a quantidades de matéria

que atravessa o volume V, como

95 pu - da = [massa/segundo] . (2.1)
WV,
Onde da é o elemento de area, orientado para fora, que delimitam o volume V.

Por outro lado, o decréscimo de massa deste volume V, pertencente ao cilindro pode ser

calculado como

d

- pdV = [massa/segundo] , (2.2)
ot Jy,

igualando as equagdes (2.1) e (2.2) encontraremos

gg pu-da:—if pdV . (2.3)
v, ot Jy,

Podemos, através do teorema do divergente [13], reescrever a equagdo acima da forma
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%P viow|av =0 24
[ |5 +vow|av=o . 4)

Como essa relagdo é valida para todo volume, entdo

9
a—f+v-(pu):o . 2.5)

Esta é a chamada Equacdo de Continuidade. Portanto, se hd conservagdo de massa no

sistema entdo o fluido deve satisfazer esta equagéo.

2.3 A Equacao de Euler

Outra equacdo que nos requer atengdo é a equagdo de Euler que nada mais é do que a
segunda Lei de Newton aplicada aos fluidos.

Considere um fluido escoando por um cilindro assim como no exemplo anterior,
para a dedugdo da equagdo de continuidade. Além disso imaginemos uma forga externa
- %VO p - da atuando sobre o fluido. Transformando a integral de superficie em volumétrica

encontraremos

—95 p-da:—f Vp-dv . (2.6)
3V0 VO

Observemos que isso é o mesmo que dizer que uma forga —Vp - dV atua sobre cada
particula que compde o fluido, com isso podemos escrever uma equagdo de movimento para

cada uma dessas particulas

du(r,t)
-

-Vp . 2.7)

Temos uma derivada total agindo sobre o campo velocidade que depende da posigado

e do tempo, cuja posi¢do também possui uma dependéncia no tempo, isto é,

du(r,t) &_u N ﬁ&u(r, t)
dt ot oIt oIxo

(2.8)

Logo reescrevemos (2.8) como

—+(u-V)u——V— (2.9)
i .
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Esta equagdo de movimento para fluidos é conhecida como Equagdo de Euler. Foi
proposta pela primeira vez por L. Euler em 1755 e compde juntamente a equacdo de conti-

nuidade umas das equagdes mais importantes da fluidodinamica [12].

2.3.1 Acoplamento Gravitacional

Se o fluido estd na presenca de um campo gravitacional, um termo de forca associada
a este campo deve ser introduzido na equagdo de Euler. Sendo assim, uma forca pg atuara

em cada particula que compde o fluido. Reescreveremos entdo a Equagdo de Euler como

du _Vp
§+(u‘V)u+V(p—— o | (2.10)

Deste modo introduzimos uma intera¢do gravitacional entre os elementos do fluido,
antes inexistente. O termo acoplado na equacdo acima ainda é motivo de estudos como
veremos mais para frente. Na referéncia [12], assim como aqui, este termo é acoplado a mao

de maneiras simples, satisfazendo a equagao de Poisson

V2¢ = 4nGp . (2.11)

Em outros casos, como pode-se observar na referéncias [7], ¢ satisfaz uma equagdo de

Poisson modificada como veremos nos capitulos seguintes.

2.3.2 Conservacao de Entropia

Como dito anteriormente o movimento do elemento de fluido ideal é adiabatico, isto
é, a entropia por unidade de massa s permanece constante através de seu caminho ao longo

do espaco. Podemos escrever essa condigdo em linguagem matematica como

ds(r,t)
da

0, (2.12)

Temos acima novamente uma derivada total. Podemos reescrevé-la como

% @ ws=0 . (2.13)

Podemos a partir da equagdo (2.13) juntamente a equacgéo (2.5) encontrar a relacdao
d(ps)

- Vi(ps)u] =0 . (2.14)
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Onde podemos definir o fluxo de entropia como psu.



Capitulo 3

FLUIDODINAMICA E
RELATIVIDADE GERAL

Introducgao

De uma forma alternativa é possivel obter alguns resultados advindos da relatividade
geral a partir das equagdes da hidrodindmica. Partiremos das equagdes de continuidade e
de Euler newtonianas e mostraremos que a medida em que vamos introduzindo termos de
corregdo de pressao relativisticos a essas equagdes vamos nos aproximando de resultados
mais gerais.

Nao existe uma corre¢do natural para tais equagdes. Algumas sdo simplesmente
tentativas, outras possuem uma dedugdo, como veremos. Mas o que de fato acontece é que
nenhuma delas prevé todos os resultados obtidos pela relatividade geral. Todos os modelos
possuem vantagens em um aspecto e em outros nem tanto.

Apresentaremos neste capitulo algumas propostas de correcdo relativistica trabalha-
das atualmente para que em capitulos posteriores possamos aplica-las em um ramo da

relatividade geral a fim de compara-las.

3.1 Aplicacdo das Equa¢oes Hidrodinamicas em Relatividade
Geral

Desde sua formulacao as leis de Newton conseguiram de uma forma muito simples
explicacdo para os fendmenos de origem gravitacional assim como mecanicos. Isso aconteceu
até o inicio do século XX, quando procurou-se estudar o movimento das particulas a altas
velocidades com a relatividade restrita e com a aplicagdo desta na gravitagdo newtoniana.
Essas ideias estudadas primeiramente por A. Einstein geraram uma grande revolu¢do no
pensamento cientifico que estendeu a fisica e abrangendo outros saberes [1].

Em meio a contragdo de espago e dilatagdo do tempo, as ciéncias exatas tomaram novos

rumos e a teoria newtoniana sendo substituida a medida que a relatividade ganhava espago.

10
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A teoria newtoniana por sua vez ndo faz as mesmas previsdes que relatividade, mas por
outro lado se impomos um certo limite a relatividade geral conseguimos encontrar a teoria
newtoniana.

A relatividade geral possui uma matematica avangada, portanto inevitavelmente seus
resultados carregaram consigo essa matemadtica, chegando aparecer impossivel algum en-
tendimento a qualquer pessoa que ndo seja da drea. Contudo, talvez seja de conhecimento
de poucos a ideia da possibilidade de que se é possivel demonstrar varios resultados basicos
da relatividade geral a partir de uma abordagem newtoniana.

Para abordagem tomaremos como palco para nossos eventos um espaco tridimensional
plano e estdtico. Para descrever a evolugdo temporal dos acontecimento neste espaco,
temos um tempo universal. Com o auxilio da hidrodindmica newtoniana e com algumas
hipéteses ad hoc impostas ao sistema, conseguimos descrever analogos de buracos negros
[14], buracos de minhoca actsticos [15] , efeito andlogo Aharonov-Bohm [16] , teoria de
pertubagdo cosmoldgica [17] [6], equilibrio estelar [4] e cosmologia [7] [18].

Como exemplo, considere um universo esfericamente simétrico contido em R3, de raio
a(t) centrado em um observador O na origem do sistema de coordenadas [19]. Composto por
um fluido perfeito uniformemente distribuido em toda épocat, a pressdao p = p(t) e densidade
p = p(t) dependentes apenas do tempo. As particulas deste fluido sdo essencialmente
galdxias que se afastam uma das outras num movimento restritamente radial, de forma que
uma galdxia a uma distancia r(tp) no referencial do observador O, possui seu movimento

descrito pela relagao

r(t) = a()r(ty) . (3.1)

Derivando a relagdo acima encontramos a Lei de Hubble que nos diz a cerca da

velocidade nas quais as galédxias se afastam [20]

u(t) = Hi)e(t) . (3.2)

Onde definimos o parametro de Hubble como H(t) := d(t)/a(t). Ressaltamos que a
expansdo observada pelo observador O se deve a essas particulas que afastam-se uma das
outras nesse espago estatico, diferentemente do que ocorre em teorias relativisticas. Nelas,
as particulas estdo fixas e temos um espago-tempo que se expande.

Devemos chamar atenc¢do para o fato de que o raio a(t) de nosso universo estudado
pode ser extenso, mas ndo infinito a ndo ser que o potencial gravitacional da teoria sa-
tisfaca condi¢des de contorno particulares [19]. Para observar isso, considere o potencial

gravitacional newtoniano ¢ num ponto a(tg) = A
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GM 4
¢(ao, to) = T - ¢(ao, to) = —gﬂGPﬂg : (3.3)

Note que a medida em que a(t) — oo, o potencial diverge e a forca exercida pelo fluido
contida no interior desta casca esférica limitado por a(tg) sobre o ponto A torna-se infinita.
Admitiremos aqui que temos uma nuvem de gas finita entretanto isso nos levara a outro
problema, agora com o principio cosmolégico.!

Se admitimos um universo de raio finito, admitimos também a existéncia de um tnico
ponto no qual o universo é homogeéneo e isotrépico, diferentemente de um universo infinito
no qual qualquer ponto pode ser considerado como centro de um universo onde ndo ha
dire¢des nem posicdes privilegiadas. Temos portanto uma limitacdo ao descrever o universo
na forma newtoniana.

Para amenizar o problema e salvar o principio cosmolégico na descri¢do newtoniana,
consideramos um universo arbitrariamente grande, mas néo infinito. De forma que o raio
limitado pela nossa distancia astrondmica, muito menor que o raio do universo, ndo nos
pudesse permitir a detecgdo desta isotropia no universo mesmo com toda nossa bagagem
tecnoldgica.

Uma vez construido um universo com algumas condi¢des conhecidas atualmente,
iremos agora investigar sobre sua dindmica, i.e, procurar equa¢des que nos permitam des-
crever como o universo evolui no decorrer do tempo. Para se chegar a tais equagdes devemos

primeiramente encontrar uma solugdo para a equagdo de continuidade

Ip _dp _
3 +V-(pu) = I +3pH(t) =0 . (3.4)

Mas o parametro de Hubble pode ser definido em funcdo do fator de escala como

H(t) := a(t)/a(t), entdo substituindo-o na equagdo acima e a integrando

p(to) dp f(to) da 1
- = 5 () = po—— . (3.5)
j‘;(t) p aty 4 P P a3(t)

Definindo a(t,) := 1, encontraremos que a densidade de de poeira decai com o inverso
de a3(t).

Nosso universo pode ser considerado em primeira aproximagdo como composto por
um fluido perfeito, entdo é razodvel que o substrato cosmolégico deva satisfazer a equagao
de Euler

du Vp _ | dH(?)
§+(u V)u+?+qu—[ n

10 principio cosmolégico nos afirma que néo existem pontos ou dire¢des privilegiadas no universo.

+ Hz(t)] r+Vp=0 . (3.6)
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Tomando a divergéncia da equagdo acima encontraremos

H(t) + H*(t) = —gan . (3.7)

Podemos reescrever a equagdo acima em termos do fator de escala a(t) como

df, 8 2]_
7 [a 37'cpa =0 , (3.8)

e integrando essa equacao diferencial encontraremos

8 Kc?
H(t) = gncp -— | - (3.9)

Onde Kc? é uma constante de integracdo. Reescrevendo o fator de Hubble em fungdo

do fator de escala, também podemos obter da relagdo (3.7) a relacao

i 4G

As equagdes (3.9) e (3.10) constituem as equagdes de Friedman para um universo
dominado pela poeira, i.e. p = 0. Portanto, conseguimos obter a partir de um modelo
simples os mesmos resultados obtidos pela relatividade geral [21]. Podemos concluir entdo
que as equagdes fluidodindmicas newtonianas propostas, nos permitem descrever apenas
um caso particular da cosmologia.

Notemos que a(t) é sempre positivo, pois consiste no raio do universo. Isso implica
para equagdo (3.10) que i@ < 0, ou seja, que o universo possui aceleracdo negativa indo de
encontro aos resultados observacionais [22] [23].

Apesar de muito elegante, a descri¢do newtoniana do universo possui suas limitag¢des.
O fato de que o modelo newtoniano apenas se aplica a sistemas infinitos é sério. Além do
mais, a existéncia de pressdo em nosso universo possui um papel fundamental na dindmica
do universo.

Curiosamente essa cosmologia s6 foi formulada na década de trinta por Milne [24],
McCrea [24] e mais tarde por Harrison na década de cinquenta [25] , i.e, ap6s a formulacao
relativistica do universo. Ou seja, uma descrigdo mais simples de um sistema veio ap6s uma

descri¢do mais complexa. Um fato ndo muito comum no meio da fisica.
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3.2 Correc¢ao Relativistica

Vimos no tépico anterior que a partir das relagdes fluidodindmicas conseguimos en-
contrar as equagdes de Friedmann para poeira, i.e. p(t) = 0. Naturalmente, poderiamos
nos perguntar se seria possivel fazer uma corre¢do de pressdo nestas equagdes afim de en-
contrar um resultado mais abrangente obtido também pela relatividade geral. Em outras
palavras, encontrar as equagdes de Friedmann para uma pressdo p(f) qualquer. As teorias
que tentam incorporar um termo de pressdo nas equagdes hidrodindmicas newtoniana sao
chamadas teorias neo-newtonianas. Veremos a seguir uma destas tentativas proposta em [7]
que descrevem relativamente bem a evolugao do universo.

Afim de avangar em caminho a relatividade geral devemos nos lembrar que energia e
massa sdo equivalentes. Estabelecemos esta equivaléncia entre as duas grandezas através do
termo c?. Além disso admitiremos a possibilidade de redefini¢do do conceito de densidade
de massa gravitacional passiva e ativa. Vejamos como isso pode ser feito a seguir.

Considere um observador O no centro de um universo em expansao, esfericamente
simétrico composto por um fluido perfeito, uniformemente distribuido ao longo do tempo
com densidade p(t) e pressdo p(t). Esse mesmo observador O descreve a aceleragdo de um
objeto na posigdo 1(t), segundo a lei de Hubble, como

d?r(t) .
dzz = [H) + H2O)]e(t) . (3.11)

Imagine agora um objeto de massa m,, fazendo papel de massa passiva, localizado
num ponto r(tp). No referencial do observador O esse objeto sofre uma forga de origem
gravitacional devida toda massa M,, gravitacional ativa, contida na esfera de raio r(ty).
Nesse tomamos a densidade de massa p,(t) como uma manifestagao de carater gravitacional

d’x(t)  -GM,
a2 B3

r(t) . (3.12)

Igualando (3.11) a (3.12), encontraremos

. 4
H(t) + H*(t) = —gnGpu(t) . (3.13)
A densidade de massa gravitacional por sua vez pode ser postulada como a contragao
do tensor momento energia [26]. Para enxergarmos isso basta analisar a equagao de Poisson
no limite newtoniano nao desprezando o termo de pressao 2 [27]

2Deduziremos que a pressdo e o campo gravitacional estdo intrinsecamente ligados no contexto do préximo
capitulo
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pa=T)-T -To3-T5 . (3.14)

Onde Tg‘ € o tensor momento energia para a métrica de Minkowski num referencial

co-moével

pa — 0+3p/* . (3.15)

Onde g = p + I1/c®. Sendo p densidade de massa associada a energia de repouso e
I1/c* densidade de massa associada energia térmica do sistema. E temos a pressdo como
fonte de campo gravitacional. A relagdo ¢ + 3p determina a convergéncia de geodésicas
em relatividade geral [7]. O interessante aqui é notar a pressdo como fonte de campo
gravitacional.

Portanto, a equagédo diferencial que o potencial gravitacional deve satisfazer ¢ uma

equacao de Poisson modificada

V3¢ = 4nG(o + 3p/c?) | . (3.16)

Nosso segundo passo agora é redefinir a densidade de massa gravitacional passiva

como [7]

o = 0+plc® . (3.17)

A partir dessa redefini¢do, reescrevemos as equagdo de Euler como

Ju - VoY
~ T Vju=-vo S (3.18)

uma vez que a ideia deste formalismo neo-newtoniano consiste nas substituigdes das
definic¢des (3.17), (3.15) nas equagdes para fluidos newtonianos.

A equacdo de Continuidade escrevemos como

% V[(o+prt)u] =0| . (3.19)

Essas equagdes foram obtidas a partir dos trabalhos de McCrea e Harrison [25]. Com
as equagdes de Poisson, continuidade e Euler acopladas, corrigidas com termos de pressao,
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conseguimos encontrar as equagdes de Friedman [7], de forma semelhante feita com as

equagdes hidrodindmicas newtonianas no tépico anterior

8 G 2 .
_ onee | Ke g=—@(@+3p/cz) , (3.20)

2
H=—==*5 p 3

por consequéncia conseguiremos uma boa descricdo para a evolugdo do universo
segundo a relatividade geral.

Uma vez que temos as equagdes hidrodindmicas corrigidas com termos de pressdao em
mao, podemos estender o dominio de nossa teoria rumos a sistemas nos quais a pressao seja
relevante.

E importante deixar claro que a correcdo proposta acima consiste em uma tentativa
de avancar em direcdo a relatividade geral. O que foi apresentado aqui ndo caracteriza uma
prova em si e sim um ansatz. O interessante disso tudo é que mesmo a proposta acima sendo
um ansatz, conseguimos descrever o mesmo universo que a relatividade geral descreve, sob

certas condigoes.

3.3 Correc¢oes Alternativas

Assim como na teoria neo-newtoniana discutida no tépico anterior, ainda existem
outros conjuntos de equacdes que a partir de uma corregéo relativistica no termo de pressao
tentam estender o dominio da teoria newtoniana.

Podemos comparar as equagdes estudadas anteriormente, por exemplo, com as equa-
¢des deduzidas a partir de um tratamento semi-pds newtoniano proposto por T. Harko [5]
para o estudo da a dindmica cosmolégica do condensado de Bose Einstein. Nessa proposta
o autor deduz as equagdes fluidodindmicas a partir da andlise da derivada covariante do
tensor momento energia V4T = 0 para uma métrica qualquer e por fim assume /=g — 1
no limite newtoniano, encontrando novas equagdes com termos de pressao.

A referéncia [28] caminha um pouco além de T. Harko [5]. A partir da conservacao
do tensor momento energia para uma métrica genérica o autor toma o limite newtoniano

utilizando

ds? = — (1 + i—f)czdtz + (1 - zc—f)éijdxidxj . (3.21)

Entretanto despreza os termos de corregéo de pressao considerandop << ¢?>. Em ambas
referéncias citadas acima os autores ndo desenvolvem os termos de conexao ng. Com isso
perdemos informagdes importantes nas equagdes finais como é no caso da equagdo de Euler
onde o termo gravitacional V¢ é acoplado a mao. Por outro lado o autor em [29] [30]
desenvolve os termos de conexdo e encontra o termo gravitacional V¢ mas despreza os
termos de correcdo de pressdo estudados na dissertagao.
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Existem também propostas de corre¢do nas préprias equagdes fluidodinadmicas discu-
tidas no topico (3.2) proposta nas equagdes (30)-(32) do artigo [18]. Por meio de argumentos
termodinamicos o autor [6] propde uma modificagdo na equagdo de continuidade para que
se faga sentido um estudo sobre pertubagdes cosmolégicas.

A correcdo de pressao relativistica é ainda motivo de estudos, de forma que recente-
mente Hwang e Noh [3] propuseram equagdes fluidodindmicas também de forma alternativa
ao modelo neo-newtoniano. Discutiremos essas detalhadamente nos capitulos seguintes as-

sim como suas aplicagdes.



Capitulo 4

HIDRODINAMICA NEWTONIANA
COM CORRECOES DE PRESSAO

Introducgao

Recentemente os autores Hwang e Noh [3] propuseram uma corre¢do de pressido
nas equagdes da fluidodindmica newtoniana. Baseados na formulac¢do geral ndo linear da
pertubagdo cosmoldgica oriunda da gravitacdo de Einstein, os autores encontram termos
de correcdo de pressdo. Estas diferem de todos os modelos propostos até o momento. Na
equagdo de continuidade um novo termo surge ao lado direito da equagdo proporcional
ao gradiente da pressdo, enquanto que na equacdo de Euler também surge um termo de
corregdo ao lado direto da equagdo, mas este proporcional a derivada temporal da pressdo
presente no sistema.

Obteremos as equagdes para fluidos a partir das proje¢des da derivada covariante
do tensor momento-energia para uma métrica perturbada em torno de um universo plano
em expansdo. Veremos em seguida que a partir da relatividade restrita também ¢é possivel
encontra-las. E que essas equagdes oriundas das proje¢des da conservagdo do tensor mo-
mento energia regem elementos de fluido que possuem entropia constante ao longo de sua
trajetoria assim como na fluido dindmica newtoniana. Observaremos também que no limite
newtoniano a equagdo de Poisson admite uma corre¢do de pressdo, atuando como fonte de

campo gravitacional.

4.1 Meétrica Perturbada

Muitas das equagdes bésicas da fluidodinamica foram obtidas por meio meio de tenta-
tivas, sem basear-se em gravitagdo relativistica [3]. Os termos de correcdo de pressdes foram
utilizados de uma maneira ndo muito rigorosa artigos [31] [32] [25] [26]. A seguir faremos
um ensaio de como Hwang-Noh encontraram suas equagdes para fluidos.

Para isso é necessario antes discutir a perturbagdo cosmolégica da métrica em torno

de um universo plano em expansdo. Consideremos portanto a métrica perturbada

18
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©)

dszz[gaﬁ+6gaﬁ]dxadx5 com  [5gapl << |gfﬁ>| , (4.1)
onde
gg;;dxadxﬁ = —df? + a(D?5;dx'dx] 4.2)

As pertubagdes da métrica 6g,s podem ser caracterizas em trés tipos distintos: escalar,
vetorial e tensorial. Essa classificagdo é baseado em propriedades de simetria da métrica de
fundo homogeénea e isotrépica que é invariante sobre um grupo de rotagdes e transla¢des
espaciais em algum instante do tempo [33].

O termo 6goo comporta-se como escalar sobre rotagdes

0g00 =2® onde @ é um 3-escalar . (4.3)

O termo 6go; pode ser decomposto na soma de um gradiente de uma fungéo escalar B

mais um vetor S;, desde que S satisfaca 9;S' = 0

6g0i = a(t)(aiB + Sl) . (44)

O termo 6g;; de forma semelhante pode ser decomposto em parte escalar, vetorial e

tensorial

0gij = az(t) [Z\I’ + ZaiajE + 8jPi + 81‘1:]' + hi]‘] . (4.5)

Onde V¥ e E sdo fungdes escalares, F; um vetor que deve satisfazer dF =0e hij
componentes de um 3-tensor que satisfaz as restri¢des hf = 0 traceless e h;./i = 0 transverse.
Trabalharemos com o calibre espacial definido por E := 0 e F; := 0 [3] [34]. Estamos
interessados apenas na parte escalar-vetorial da métrica perturbada, j& que a parte tensorial
estd associada ao estudo de ondas gravitacionais, que ndo é o nosso caso. Reescrevemos

entdo a métrica
ds? = —(1 + 2D)dt + 2xiedtdx’ + a(t)*(1 - 2W)o;dx'dx’ (4.6)
com x; := d;B + S;.

Adotaremos também, sem perda de generalidade, o calibre shear zero x; = 0 [3] [34].

Onde a(t) é o fator de escala césmico e @(t,r), W(t,r) sdo chamadas potenciais de Bardeen .
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Notemos que essas imposi¢des ao elemento de linha nos levaram a um mesmo destino que
a utilizacdo do calibre newtoniano, portanto ao estudo de pertubagdo apenas escalares.

Iremos trabalhar com o um fluido perfeito que possui a forma

T% = (o + p/P)uuf +pg™f . 4.7)

Sobre a questdo de notagdo definimos que os indices gregos variam entre {0,1,2,3} e
que os indices latinos variam entre {1,2,3}. Com o — (p + I1/c?). As grandezas p + I1/c? e
p sdo invariantes do espago-tempo, isto é, possuem o mesmo valor independentemente do
referencial adotado e representam respectivamente a densidade de matéria do fluido associ-
ada a massa de repouso, a densidade de massa associada a energia interna (termodinamica)
e a pressdo do sistema [35] [36].

Por outro lado considerando que as pertubagdes sejam pequenas em torno de Min-

kowski, podemos linearizar as equagdes de Einstein

8nG

oG = X 6T (4.8)
c

Utilizando a definigdo de tensor momento energia (4.7) e a métrica (4.6) no calibre

shear zero x; = 0 encontraremos a na parte “ij” da equagdo acima a rela¢do [37] [38]

(2H + 3H*)® + HO + V¥ + 3HY + VA(D - W)| i - %aiaj(cp — W) = 6p(4nG) &;; (4.9)

2a(t)?

"o _ e

com "-"significando a derivada em relagdo ao tempo t. Considere i # j na equagdo

acima e concluiremos que fluido perfeito implica em W = @ [33].

4.1.1 O Limite Newtoniano

Mostraremos nesse tépico que a pressao do sistema estudado esta diretamente relaci-
onado com a existéncia do campo gravitacional e que isso é independente da relagdo @ = .
Para tanto considere a métrica (4.6). Calculando as componentes os tensores pertencentes a

equacao de Einstein

Gy =«T5 . (4.10)

Com acondicgio P <<1 e W<<1 com a(t) — 0eadmitindo que os campos

sejam estaciondrios, isto é, ¥ — 0 assim como ® — 0. Encontraremos os tensores de Ricci

Roo=V*® , Ryi=0 , Rjj=-0idi(®+W)-5;V?V¥ (4.11)
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assim como o escalar de Ricci

R =RY = 22V3(D +2W) . (4.12)
u

Uma vez calculado o escalar de Ricci e o tensor de Ricci, podemos escrever as compo-
nentes do tensor de Einstein

Goo = —2VW , Goi=0 , Gjj=-00[(®+W¥)+6;V(@+¥) . (4.13)

E por consequéncia as equagdes de Einstein

4nG V2
V2@ = CT[@C2 + C—z(@c2 +p)l . (4.14)

Componente espago-espago da equagdo de Einstein

4anG v2
VXD + W) = — Bp+ C—Z(@c2 +p)] . (4.15)
Somando as equagdes (4.14) e (4.15) encontraremos desprezando termos de ordem
o™
4nG
V20 = — (0+3p/c?) . (4.16)

Ainda nessa linha de raciocinio podemos identificar ® = ¢/c? e encontrar a equagao

de Poisson para sistemas os quais a pressdo seja da ordem de c?

V2 = 47;—2G (0+3p/?)| . (4.17)

Essa identificagdo é bem conhecida do limite newtoniano e pode ser encontrada na
referéncia [10] para casos onde p << ¢. No limite Newtoniano proposto por Hwang-Noh a
densidade de massa associada a energia interna do sistema I'l/c? ndo é desprezado em contra

partida ao limite newtoniano usual [28].

4.2 Conservacao do Tensor Momento-Energia

Existem sistemas compostos por elementos de fluidos cuja pressdao é comparavel com

a densidade de energia. Para esses sistemas a descrigdo matematica utilizando as equagdes
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newtonianas deixam de ser uma boa aproximacado. Neste contexto deduziremos as equagdes
hidrodinamicas propostas por Hwang-Noh que consistem em equagdes para fluidos com
termos de corre¢do de pressdo oriundas da relatividade geral. Comecemos portanto, com a
conservacao local do tensor momento-energia

VT =0 . (4.18)

O fluido em estudo é perfeito que possui a forma

TH = (o + p/c?)ufu” + pgt™ . (4.19)

Onde definimos ¢ como a densidade de massa

0=p+I1/c? (4.20)

com p a densidade de massa associada a energia de repouso e I1/c?> a densidade de
massa associada energia interna do sistema.

Uma vez substituindo a expressdo (4.19) na relagado (4.18) encontraremos [39] [40]

(o+ p/cz)uvvyu*‘ +(o+ p/cz)u“VHuV +utu"V, (o + p/cz) +8"Vup=0 . (4.21)

Podemos decompor a relagdo acima numa parte ortogonal a quadrivelocidade u” e em
outra parte paralela [41]. Essas relagdes como veremos generalizam as equagdes de Euler e

de continuidade como veremos mais adiante

[u#a#@ +(o+ p/cz)Vyu“] u’ + [(Q +p/AuFVut + (g1 + u“uv/cz)Vyp] =0 , (4.22)

Lembrando que V¢! = 0. Projetando a equacdo (4.22) na diregdo ortogonal a qua-
drivelocidade u* com o auxilio do operador projecdo h = g5 + u“u, podemos encontrar a

relacdo

utu®
WVup (4.23)

(o+ p/cz)u*‘V“u“ =—(g" + 3

uma vez que hju” = 0. A equagdo acima é conhecida com equagao de Euler relativistica
[27]. Notemos que o primeiro termo nada mais é do que a quadri-aceleragao a® = u#V, u®. A
equacdo (acima) pode ser escrita de uma maneira semelhante a segunda lei de Newton [28]
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a® = D +;/CZ)(g“‘" +utu®)Vyp (4.24)

onde a aceleragdo é proporcional ao gradiente da pressado e a forga gravitacional est4

escondida na derivada covariante da velocidade V,u®. De forma ndo surpreendente, no

caso de pressdo uniforme ou nula teremos a equagdo da geodésica (a* = 0) . Podemos

portanto dizer que o gradiente da pressado é o responsavel pelos "desvios"das geodésicas das
particulas imersa no sistema [40].

Por outro lado se contrairmos a relagdo (4.22) com o vetor u" estaremos em outras pa-

lavras projetando-a numa diregdo paralela a quadrivelocidade u”. Encontraremos portanto

ulVyo+ (0 +p/A)Vuut =0| . (4.25)

E a equagdo acima é conhecida como equagdo de continuidade relativistica [27] . Para
desenvolver as relagdes acima utilizamos o fato de que u*u, = —1 que implica em 2u, V,ut =
0. As equagdes (4.23) e (4.25) sdo as bases para nossos calculos seguintes [42]. Essas equagdes
relativisticas e Euler e Continuidade também podem ser obtidas via formalismo lagrangiano

na referéncia [43].

421 O Limite Newtoniano das Equac¢des Hidrodindmicas

Com as equagdes tensoriais em maos necessitamos de uma métrica para prosseguir
com nossos calculos. Nosso objetivo é encontrar as equagdes de Euler e de continuidade.
Devemos antes deixar claro que o limite newtoniano das equagdes hidrodinamicas relativis-
ticas ndo é rigorosamente um limite matemadtico. Isso se da ao fato de existirem conceitos
na relatividade geral que ndo existem na formulacdo newtoniana, que possam se equivaler
através de um limite matemdtico como a massa de repouso, por exemplo [28]. Uma vez que
vérias aproximagoes sd0 necessarias para que possamos encontrar as equivaléncia entre as
grandezas das duas teorias.

Para o limite newtoniano utilizamos a métrica

2 2 P
ds? = — (1 + C—Z'L))czdt2 + (1 - C—(f)(sijdxldx] . (4.26)

Do elemento de linha acima encontramos seus respectivos simbolos de Christoffel [30]
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1_,0 _ 80¢/C2 0 _ aj¢/cz
00— (1+2¢/c2) 07 (1 +2¢/c?)
° = _M . k- _ M
ij (1+2¢/c2) " 00 (1 —2¢/c?)
2
Tk G0/ _ o (4.27)

U TR

T = ~Gg7a 000/ + 80) - (P ¢/c)]

Do elemento de linha acima podemos também encontrar a componente temporal da

quadri-velocidade que serd utilizado mais a frente

- (1 + zq))uo + (1 - @)@juiw’ =—c% . (4.28)

c? c?

Caso ¢ << ¢? fazemos uma pequena expansdo do tipo (1 — x)? ¥ 1 — 2x com x << 1,
encontraremos como primeira ordem

dxi
dt

2 .
uO:c(l_E_’_”_) com ul =

4.29
2 2c2 (4.29)

Onde u? = (Sijuiuf corresponde a tri-velocidade da particula em movimento [44] [27]
[28]. Com a métrica em maos substituiremos (4.26) nas equagdes de Euler (4.23) e Continui-
dade (4.25) relativisticas.

Comecemos com a Equacdo de Euler:

Casov =0

u“(&HuO + u“l"?la) =

1 ubyd
— u0
o+ p/cz) ( 2 + g )Vyp . (4.30)

N&o nos preocupamos com termos de ordem O(c™). Para o caso ¢ << c? reescrevemos
a equacgao acima

. 04,0 04j wu;
W9ou” + (WU’ + =00 + 275 0jp — 570 = (431)
1 1%u0 u
/D {—(1 —2¢/)dop + 6—23019 + C_z(”]gf)p}
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Impondo a condigdo de estaticidade caracteristico do Limite Newtoniano e recorrendo

a quadri-velocidade u° encontrada em (4.29) reescrevemos a equacdo acima

0
109ou® + (ujé’j)uo + ZuOui&’i(qD/CZ) = _(@:W {Lcl—z(ufé’j)p}

Em sua forma vetorial

d (u? 1 1 1 1
—|=|+5@- Vp+—S@u-Vu*=-—-—-=u-V)p . 4.32
ot (2c2) c? (- V)¢ 2¢? (@ Vyu (0+p/c?)c? (u-V)p (4:32)
Podemos desprezar o termo 1 /c*(u - V)¢ e o termo proporcional a ud [27]* [30] 2
Desprezaremos também os termos de ordem O(c %) e consideraremos o campo gravitacional

como estatico, i.e, dp¢p = 0 reescrevendo a equagdo acima como

d (u? 1 1
dila) = e ) 4

Ainda na equacdo de Euler:

Casov =1
P 1 uiyO utul ;
0 ‘ ‘
u'dou' +uldju' + u“u“l’lya T ) ( —dop + > djp + 8Zp) . (4.34)
Para o caso em que ¢ << ¢2. Encontraremos
1940 fu]- )
uPdou’ + wou' + —alqb 2—ao¢ et = ](P = —d'¢ = (4.35)

1 uyO

- dop + (1 +2 c281+—8
e 2 ”’}

Para se encontrar a equagdo de Euler segundo Hwang-Noh devemos nos restringir

a campos estaticos, isto é, dp¢p = 0, portanto impondo essa restrigdo a equagdo acima e

utilizando a componente temporal da quadri-velocidade u° (4.29)

102
109pu + (u- V)u + (( 2 ) )qu - gu(u V)p = m { u%dop+
(1 + 2(P)Vp + —(u V)p} . (4.36)

!Nesta referéncia o termo (u - V)u/c? é desprezado. Veja o conjunto de equagdes (3.94)-(3.95).
ZNesta referéncia o termo 1/c?(u - V)¢ é desprezado veja o exercicio 5 do cap. 7.
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Desprezaremos os termos 1/c?(u-V)¢ como na referéncia [30]. Multiplicando a equacao
acima por (1 + % - %) e ainda desprezando termos do tipo ¢?, u® e u2¢ incluindo produtos

similares como #/d;¢p encontraremos a equacéao de Euler proposta por Hwang-Noh

Ju 3 1 udp
E +(11'V)11+V¢ = _(Q+—p/cz) [C—ZE +VP:| . (437)

As imposi¢des que fizemos sdo bem conhecidas do limite newtoniano. Neste contexto

Hwang-Noh sugerem que ¢ deva satisfazer a equacdo de Poisson

V3¢ = 4nGo , (4.38)
em contra partida ao limite newtoniano descrito no tépico (4.2) que sugere para siste-
mas cuja pressdo é comparavel a densidade de energia a relagdo (4.17).

Por outro lado considere agora a (Equa¢ao de Continuidade), obtida ao projetar a

equacao (4.22) paralelamente ao vetor velocidade

utVyo+ (@ +p)Vuut =0 (4.39)

encontraremos

uOBOQ + u’alp +(o+ p/cz) (80u0 +oul + Fﬁouo + Fﬁiui) =0 . (4.40)

Impondo a condigdo ¢ << ¢? e desprezando termos de ordem O(c™#)

u2doo + u'dip + (0 + p/*)[ Aot + I’ — 2uldo(P/c?) — 2u'di(Pp/cH] =0 . (4.41)

Novamente, estamos interessados em campos estaticos

u’doo + (u-V)o+ (o +p/?) [dou’ + V- u-2(u-V)(¢/?)] =0 . (4.42)

Desprezando os termos o termo 1/c?(u - V)¢ como nas equacdes anteriores encontra-

remos

P 1 9 [ u?
a_i) +V[(o+p/cP)u] = c_z(“ “Vip-(o+ P/CZ)§ (:—CZ) : (4.43)
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Substituindo (4.33) em (4.43) encontraremos a equagdo de continuidade proposta por
Hwang-Noh [3].

do ’ 2
= +V (0 + p/c®u] = Su-Vp| (4.44)

O método para se encontrar as equagdes de Continuidade e Euler utilizadas por
Hwang-Noh se diferencia do nosso. Enquanto eles utilizaram o formalismo ADM nés
preferimos desenvolver as equagdes da maneira mais natural possivel. Algo semelhante as
contas acima, relativo a formalismo ADM pode ser encontrado em [45]. As equagdes (4.33),
(4.37) e (5.2) também podem ser encontradas na referéncia [27].

Devemos ressaltar que o limite Newtoniano é feito de maneiras diferentes por di-
ferentes autores levando por consequéncia a equacdes diferentes. Note que nas equacdes
hidrodindmicas newtonianas encontramos a densidade de matéria p enquanto que nas equa-
¢oes de Hwang-Noh encontramos os termos ¢. Isso se deve ao fato de ndo desprezarmos
a densidade de massa associada a energia interna I1/c? do sistema indo contra ao limite
newtoniano usual. A medida em que IT/c?> — 0, temos ¢ — p, para ver isso basta verificar a
definicdo (4.20) [28].

Por exemplo, na referéncia [28], o autor no limite newtoniano despreza os termos de
correcdo de pressao (p/ c?) encontrando:

Equagdo de Euler

dp 1
E + (ll . V)u + V(P = —EVp . (445)

Na equagdo acima, o autor ndo desenvolve os simbolos de Christoffel associado a
métrica (4.26) colocando a méo a interagdo gravitacional entre as particulas.
Equacdo de Continuidade

M You =0 . (4.46)

Algo semelhante também pode ser encontrado em [5]

4.3 Conservacao da entropia

Toda fluidodindmica esta contida na conservac¢do da densidade de corrente V,J* =
0 e na conservagio do tensor momento energia V,T% = 0 [36]. Mostraremos aqui que
um sistema composto por um fluido perfeito possui entropia constante em cada elemento
de volume assim como na fluidodindmica newtoniana. Analisemos as consequéncias da
primeira relagéo.

Substituindo J* = pu® na equagdo de conservacao da densidade de corrente encontra-

remos
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1
Vau® = —Eu“Vap ) (4.47)

Projetando a conservacao do tensor momento energia numa diregdo paralela a veloci-

dade encontraremos a relagao (4.25)

WV (p + CEZI) ; [(p + CEZ) ; p] V=0 (4.48)

definindo € := (oc? + I)
E multiplicando a equagéo (4.48) por ¢? e utilizando a defini¢do acima encontraremos

(e+p)
0

utVe - 'V, =0 . (4.49)

Comparando com a primeira lei da termodinamica

+
de — €+p) do = oTds , (4.50)
reescrevemos (4.49) como
Ds
utvVys = pr 0 , (4.51)

de onde podemos tirar a conclusdo de que a entropia se conserva em cada elemento de

fluido ao longo de sua trajetéria. Além do mais os fluidos perfeitos sdo ditos isentrépicos se

Vus=0| . (4.52)

Como as equagdes de Hwang-Noh possuem origem na conservagdo do tensor mo-
mento energia entdo podemos dizer que a entropia se conserva em cada elemento de volume

do fluido ao longo de sua trajetoria.

4.4 Confirmac¢ao com a Relatividade Restrita

Embora deduzida da teoria cosmolégica totalmente perturbada, via formalismo ADM,
as equagdes da hidrodindmica propostas por Hwang-Noh podem ser encontradas partir da
Relatividade Restrita sob certas aproximagdes. Como os autores Hwang-Noh em seu artigo,

no qual baseamos nossa disserta¢do, ndo se preocuparam em mostrar tal confirmacado, apenas
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citando-o, aqui o faremos. Para isso devemos estudar as leis de conservagdo em relatividade
restrita assim como em relatividade geral descrito nos t6picos anteriores.

Podemos definir um fluido perfeito como um fluido os quais as particulas de veloci-
dade u(r,t) em cada ponto de sua trajetéria observem a distribuicdo de matéria isotrépico
cujo o caminho médio seré livre de colisdes [10]. Suponha inicialmente que estejamos num
referencial da particula, isto €, tri-velocidade nula u' = 0, entdo o tensor momento energia

(4.19) possuira a forma

TW=p TV=0 TV=ps; . (4.53)

Se mudamos entretanto do referencial da particula para o referencial do laboratério

devemos fazer uma transformacado de Lorentz de forma que

P dx _

u = I =yv (4.54)
dt

0 = —_=

u = I yc . (4.55)

Com

y:; . (4.56)

v2

Afim de encontrar as equagdes oriundas da lei de conservagdo em relatividade restrita,

analisamos a relagdo

HTF =0 (4.57)

Projetando a equagdo de conservagdo numa dire¢do ortogonal a quadri-velocidade
encontraremos [42]

(o +putdu’ =~ (g“v + u“uv/cz) dup . (4.58)

Analisando a parte espacial da equagdo acima v =i

ov dy v dp v
2 JE— . _— . e — 2__ 2_ .
y (81‘ + (v V)v)+(7/v)(8t + (v V)y) PR [Vp+y T +y CZ(V V| ,(4.59)

ou ainda,



4. HIDRODINAMICA NEWTONIANA COM CORRECOES DE PRESSAO 30

dv 1 dy? 1 v ,op v? v
2 v = — S+ P 2 (1 -5 ) V| 4.
TR @+p/c2[c2y o " yc2+7/( c2) P (4.60)
Entretanto
dy? 4 vav
raRRrT ol

reescrevemos a equagdo de (4.60) com o auxilio de (4.61) [10] [46] [47]

ov B 1 v dp

E ainteragdo gravitacional entre as particulas deve ser colocada a mao. Por outro lado

projetando a derivada covariante na dire¢do paralela a velocidade encontraremos

utdyo+ (0 +p)duut =0 (4.63)

com o auxilio das transformacgoes de Lorentz encontramos

d

9 1dy 1
V[ prPv] = 0+ p/cz);d—); +5Vp (4.64)

Onde

1dy _ vy

@V ad (4.65)

Mas a derivada temporal da velocidade ja foi encontrada na equagio de Euler. Portanto
substituindo (4.64) em (4.65) utilizando também (4.62) encontraremos, desprezando termos
de ordem O(c™*), a relacio

do ” 2
5+ [0+ p/P)v] = SveVp| (4.66)

Como novidade temos um termo proporcional a velocidade com produto interno do
gradiente da pressdo que aparece ao lado direito da equagao de continuidade e um termo

proporcional a derivada temporal da pressdo que aparece no lado direito da equagdo de

2

Euler. Notemos que a medida em que ¢© — 0 as equagdes hidrodindmicas de Hwang-
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Noh tornam-se newtonianas. Como era de se esperar uma vez que ndo fizemos o limite
newtoniano por completo tomando considerando p << ¢?.

Diferentemente da proposta neo-newtoniana discutida no tépico 3.2, ndo é possivel
uma clara distingdo no conceito de massa inercial ativa e passiva no sentido de uma trans-
formacdo ¢ — ¢ + p/c? quando fazemos passagem newtoniana para Hwang-NoH.

Com novas equac¢des em maos estudaremos alguns sistemas os quais a pressdo possui
um papel importante afim de compara-las com outras equagdes fluidodinamicas e concluir

quem mais se aproxima da relatividade geral.



Capitulo 5

COSMOLOGIA

Introdugao

Neste capitulo, percorreremos os mesmos passos trilhados nos capitulos anteriores
para se encontrar as equagdes de Friedman a partir de equagdes de fluido. Mas agora com
as equagdes fluidodinamicas de Hwang-Noh. Faremos isso afim de analisar a evolucao do
universo segundo tais equagdes e compara-las a relatividade geral, para ver se a correcdo de
pressdo nas equagdes newtonianas consistem em um bom modelo ou ruim.

A partir dessas equagdes para fluidos utilizando a equacido de estado p = woc® en-
contraremos duas equagdes andlogas a de Friedman, uma para o caso w = —1/9 e a outra
para quando w # —1/9. Com objetivo de estudar a aceleracdo do universo analisaremos
o comportamento da derivada segunda do fator de escala i(t) variando os parametros w e
curvatura do universo K. Veremos que na maioria dos casos o universo se expandird com
aceleragdo negativa. Poderd entretanto admitir uma fase acelerada quando K e w assumirem
valores positivos, diferentemente da relatividade geral. Exploraremos também dois casos
particulares em que o universo de Hwang-Noh descreve o mesmo universo da relatividade
geral. Um para equacdo de estado p = w(t)oc? e a outra p = K¢. Esta dltima nos levaré a
uma equacao de Friedmans semelhante a equagao encontrada utilizando o gés de Chaplygin
generalizado.

Por fim perturbaremos as equagdes para fluido de Hwang-Noh afim de compara-las

aos modelos existentes e os resultados observacionais.

5.1 A Dinamica do Universo Segundo as Equac¢des de Hwang-Noh

Para se estudar a dindmica do universo segundo as equa¢des de Hwang-Noh considere
novamente um universo esfericamente simétrico contido em IR3, de raio a(t) centrado em um
observador O na origem do sistema de coordenadas. Composto por um fluido perfeito uni-
formemente distribuido em toda época t, a pressdo p = p(t) e densidade p = o(t) dependentes
apenas do tempo. As particulas deste fluido sdo essencialmente galdxias que se afastam uma

das outras num movimento restritamente radial, exatamente como nos modelos anteriores.

32
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Como estamos interessados em estudar o universo segundo as equagdes para fluidos
propostas por Hwang-Noh entdo, nossa densidade de matéria serd governada pela equacdo

de continuidade

%+V[(@+£)V]=%V'V;ﬂ . (5.1)

O nosso universo se expande, segundo a Lei de Hubble a uma velocidade v = H(#)r,
entdo podemos encontrar como a densidade de matéria se comporta na medida em que o
universo evolui com o tempo. Como a pressido e a densidade dependem apenas do tempo,
entdo ao lado direito temos Vp(t) = 0 e ao lado esquerdo o divergente atua apenas na veloci-
dade. Substituindo essa relagdo de velocidade na equagdo de continuidade, encontraremos

a equagdo diferencial

0+ 3H(t) (@ + P/Cz) =0 . (5.2)

Idéntica a prevista pela relatividade geral. Queremos encontrar uma solugdo para a
equacao diferencial acima, mas isso requer uma equagdo de estado barotrépica. Estudaremos
0s casos em que p = (oc*)w, onde w é uma constante associada a um determinado fluido.

Com isso teremos a solugao

o(t) = goa(t)31+@) (5.3)

A equagdo acima pode ser encontrada em [48]. Portanto, conseguimos descrever como
a densidade de matéria barionica se distribui no universo conforme o tempo evolui. Uma
vez feito isso, queremos agora investigar a dindmica do universo, i.e, como o universo evolui
segundo a dominancia de um determinado fluido. Para isso recorreremos a equagao de Euler

acoplada

ov

§+(V'V)V+V¢):—

v op ] (5.4)

; V + ——
(0+p/c?) P c2 ot

Novamente devemos substituir a relacio de velocidade v = H(t)r, assim como a
densidade de matéria ¢ = g(t) e a pressdo p = p(t) na equagdo acima. Em seguida tomaremos
o divergente desta equacido que por sua vez possuird uma dependéncia em V2. Entdo

recorremos a equagao de Poisson, encontraremos

H(t) + (1 - 3w)H?(t) = %nGQ(t) . (5.5)
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Podemos reescrever a equacdo acima como

a_ 2 _4
o= (Bw)H 3nGQ . (5.6)

Conhecendo o comportamento de H?> podemos estudar as fases de expansio do uni-
verso. A equagdo acima é uma das chamadas equagdes de Friedman. Afim de encontrar
solugoes para a equagéo (5.5) fazemos uma mudanga de varidvel t — a(t). Portanto, reescre-
vemos a equagdo diferencial (5.6) como

a dH? 4

Ss—— +H*(1-3w)=--nGp . 5.7

S+ H1-3w) = ~2nGo 57)
Desta forma encontraremos diretamente H em funcgdo de a(t), isto é, equagdes de

movimento andlogas a Friedman, mas no contexto das equagdes fluidodinamicas de Hwang-

(1-6w)

Noh. Imaginado solug¢des do tipo (5.3) e multiplicando por 2a reescrevemos (5.7) como

;—Q[H2a(2_6w)] = —gnGgoa(_z_gw) . (5.8)

Nenhuma restrigao foi feita a w até aqui. Apenas agora com a integra¢do da equagao
diferencial que faremos isso. Notemos que integrando a equagao acima para o caso em que
w = —1/9, encontraremos como resultado um logaritmo natural e para o caso w # —1/9
obteremos solugdes do tipo polinomiais.

Portanto, para w = -1/9

P = ( lna) 8nGgy  Kc?

=\|—- QST 3 + (18? (59)

Da equagdo de Friedmann (5.6) podemos observar que o universo se expandird de
forma desacelerada para o caso em que w = —1/9. Dizemos que esse se expande porque
a(t) > 0. Para observar isso basta analisar (5.9) que pode ser escrito em fungdo do fator de
escala a(t).

A evolugdo deste universo é limitada no intervalo 0 < a < ar. Impondo a condicdo de
que H? > 0 encontraremos

3Kc?
8nGoo

Inar :=Ina < (5.10)

Por outro lado, integrando w # —1/9, teremos
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1 8nGp  Kc?2
2
= A1
1+9w) 3 " a(2-6w) (-11)
Substituindo H? (5.11) em (5.6) encontraremos
i L—lnG ( —1)+3wK—C2 (5.12)
2~ 3" 1w 220-30) :

Para se estudar o comportamento da aceleracdo do universo construido com as equa-
¢oes de Hwang-Noh devemos considerar os casos em que w e K assumem os valores positivo,
nulo e negativo na equagdo (5.12) e também analisar a equacdo (5.6).

Comecemos com os casos em que w < 0. Esses universos estdo em expansdo com
aceleracdo negativa. Para observar isso recorremos a equagao (5.6) que possuird o valor
negativo sempre. Quando w = 0 0 mesmo ocorre.

Para o caso em que w > 0, analisamos a equacao (5.12). O valor entre parenteses, ao
lado esquerdo da soma, possui valor negativo para os casos em que w > —1/3 e (5.11) admite
solucdo se w > —1/9. Sendo assim, o universo se expandird de forma desacelerada para o
conjunto de os casos em que w > 0 e K < 0, w > 0 e K = 0, pois esses tornam negativo o
termo ao lado direito da soma da equacédo analisada (5.12).

Por outro lado, caso w > 0 e K > 0, encontramos um universo em expansao que pode
possuir as fases acelerada, desacelerada ou de velocidade constante. Afim de encontrar a
fase de expansao acelerada, impomos que a equagéo (5.12) deva assumir valores maior que

zero. Sendo assim encontramos o valor

1
4 G 1+9w
1 (1+3w) T Qo] (5.13)

”(t)>[9(w1<) 1+9w) &

E concluimos que para a existéncia de uma fase de expansao acelerada o fator de escala

inicial a(t) deve deve satisfazer a relagdo acima.

K<0 K=0 K>0
w<0 Desacelerado Desacelerado Desacelerado
w=0 Desacelerado Desacelerado Desacelerado
w>0 Desacelerado Desacelerado Desacelerado,
Acelerado ou
Nulo

Tabela 5.1. Estudo do comportamento da derivada segunda temporal do fator de
escala d(t), para os universos em expansdo com os parametros w e K assumindo valores
positivos, negativos e nulos no modelo de Hwang-Noh.
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Poderiamos portanto, explicar a expansdo do universo sem a necessidade de energia
escura.

Em Relatividade Geral temos universo se expandindo de forma acelerada para
w < —1/3, com velocidade constante quando w = —1/3 e desacelerada quando w > —1/3.
Construiremos uma tabela com o as fases do universo para Relatividade Geral, semelhante

a construida para o modelo de Hwang-Noh analisando a equagdo de Friedmann

i 4 3p
-=—-=-nGlo+ ]| . 5.14
S =73 (9 2 ) (5.14)

Observemos que se associamos K a curvatura do espago-tempo como em relatividade
geral entdo este garantird a presenca fase de expansao acelerada do universo, diferentemente

da relatividade geral.

K<0 K=0 K>0
w<-1/3 Acelerado Acelerado Acelerado
w=-1/3 Nulo Nulo Nulo
w>-1/3 Desacelerado Desacelerado Desacelerado

Tabela 5.2. Estudo do comportamento da derivada segunda temporal do fator de
escala é(t), para os universos em expansao com os parametros w e K assumindo valores
positivos, negativos e nulos em Relatividade Geral.

Podera se encontrar um estudo semelhante das fases de expansdo do universo em

relatividade geral na referéncia [49] [21].

5.1.0.1 Casos Especiais

Existem casos em que o modelo de Hwang-Noh gera resultados idénticos aos descritos
pela relatividade geral. Para observar isso, tomemos o divergente da equagao de Euler (5.4),
com o auxilio da equagdo de continuidade (5.2) e de Poisson (4.38) podemos encontrar a

relagdo

. 4nG Hp
Hepr=-roe_ 1T (5.15)
3 (0+p/c?) c?
Em Relatividade Geral por outro lado, encontramos seu correspondente como
) 4nGo 4nG
o T O o (5.16)
3 c?

Para que o modelo de Hwang-Noh reproduza as equac¢des de Friedmann como em
Relatividade Geral, as equagdes acima devem se equivaler, portanto
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Hp = (0 + p/c*)(4nGp) (5.17)

Nos resta agora utilizar equagdes estado de nosso interesse em (5.17) afim de observar
a quais resultados nos levara o modelo de Hwang-Noh/Relatividade Geral.

Caso 1

Como primeiro caso tentaremos a equagao de estado p = woc® que substituindo em

condigdo de pressdo encontraremos

o \_

Utilizando a equagdo de continuidade (5.2) na equagdo acima encontraremos um re-

sultado inconsistente

4nGo

H? =
3

(5.19)

Essa tltima relagdo em resumo nos diz que é impossivel obter via Hwang-Noh, os
mesmo resultados obtidos por relatividade geral. Como era de se esperar, j4 que encontramos
essa diferenca entre os dois modelos nos tépicos anteriores.

Se por outro lado, assumimos uma dependéncia de w em relagdo a t na mesma equagao

de estado p = w(t)oc?, encontraremos

w

—_— 2:
s O =4nGe) (5.20)

E assim conseguimos reproduzir os mesmos resultados que a relatividade geral.

Caso 11

Como segundo caso tentaremos a equagio de estado p = K(gc?)”, sendo K e y cons-
tantes. Substituindo esta equagdo de estado na condicdo de pressdo (5.17) e na equagédo de

continuidade (5.2) encontraremos

Hz__iSTCGLO
2y 3

(5.21)
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E para que a equacdo acima faga sentido gama deve assumir valores negativos (y < 0),
algo semelhante ao gas de Chaplygin [50] que procura descrever a transi¢do de um universo

em expansdo com fase desacelerada para um universo em expansao com fase acelerada.

5.2 Perturba¢des Cosmolédgicas

Até agora tratamos o universo como se fosse homogéneo e assim foi no momento da
recombinacao [48]. Entretanto o universo tem uma estrutura bem desenvolvida néo linear na
forma de galédxias, aglomerados e superaglomerados de galdxias, e, em escalas maiores, de
espagos vazios por exemplo [33]. Para se entender como se formaram essas estruturas e sua
evolucdo, em larga escala, devemos introduzir inomogeneidades. Admitiremos que essas
inomogeneidades permanecem pequenas durante toda evolucédo e formacado de estruturas.

A teoria de perturbagdo newtoniana é uma boa descri¢do no interior do raio de Hubble
para matéria ndo relativistica, isto é, barions apds desacoplamento e matéria escura. Que-
remos entretanto estender esse dominio de descri¢do newtoniano para situagdes em que o
universo possuiu pressao nao desprezivel, isto é, regides de dominio relativistica.

Sendo assim consideramos perturbacdes lineares em um universo em expansdo que
consiste em uma teoria realista, nos permitindo descrever o crescimento de heterogeneidades
em escalas sub-horizonte ap6s recombinacdo. Faremos isso afim de analisar como a radia¢ao
ou a energia de vacuo influenciam no crescimento das heterogeneidades.

Nessa linha de raciocinio introduziremos perturbacdes nas equagdes para fluidos pro-
posta por Hwang-Noh e comparemos com os modelos newtonianos e da relatividade geral.

Dessa forma

0 = oo(t) + O0(r, t) ¢ = Po(t) + 0¢(x,t) (5.22)
p = po(t) + 2oo(r,t) v =vy(t) + 60(x, ) (5.23)

De forma que as perturbag¢des sejam muito menores que as suas grandezas respectivas,
isto é, 6o(r, t) << po(t), por exemplo. Por outro lado a pressdo é uma quantidade que depende
da entropia e da densidade de matéria

p(r,t) = p(e + €, 5 + 0S) = po(t) + Op(x, t) (5.24)

entdo da relagdo acima

e = (%) o0 (7
p(r, t) = 70 oo + 35 0S (5.25)
S 0

Definindo
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dp dp
2. .
g = (39)5 e o0:= (85)@ (5.26)

Entdo 6p = céég + 00S, com cg identificada como velocidade do som ao quadrado
propagada pelo fluido.
Considere portanto a equagdo de continuidade

P
a—f LV [(@ + C"iz)v] - C%(v V) (5.27)

Introduzindo as perturbagdes reescrevendo-as de uma forma linear teremos

(6 &
—((%Q) +V [(@O + "C’—;’)(év) + 5o(1 + cg/cz)vo] =2-3vo Vog (5.28)

Definindo 6 := 6g/go e a relacdo p = woc? escreveremos

2 2
o+ 3H(Z—i - w)é + (1 +w)V(5v) + [1 - Z—i) (vo-V)o=0 (5.29)

Se mudamos de referencial de r = a(t)x para x = a(t)q, afim de estudar um universo

em expansdo, necessariamente devemos utilizar a regra da cadeia [33]

d d 1
(E)x B (E)q ) (VO | VX) ‘ Vx ) _Vq (530)

a

Reescrevemos a expressdo (5.29) como

5+3H Cé o+ (1 1V6 1I—ICé V)6 =0 5.31
+OH| 5 —w + (1 +w)_V(ov) -~ C—Z(Q' )6 = (5.31)

Por outro lado um pequena perturbacdo na equagao de Poisson

V2¢p = 4nGo (5.32)

nos levard a forma
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V2(5¢) = 4nGa*0yd (5.33)

Considere por tltimo a equagdo de Euler

%+(V-V)V+V(p:— +Xa—p] . (5.34)

1
(0+p/c?) [Vp c2 ot

Perturbando as equagdes encontraremos

() 1 vo d(0p)  dvy 9Po
of +(V0-V)6V+(5V'V)V0+V(6¢)—— 0+p ( P)+C—27+ 2 (535)
L0+ (6p)/c* [Ivo vo 9o
00 + Po Fr (Vo V)vo + c2 ot

Utilizando o fato de que (6v - V)vo = H(6v) e levando em consideracdo a equagdo de

estado po = wczgo encontraremos

a(Ov) 3 1 5
S+ (Vo V)ov+ H(ov) + V(5¢) = T+ (Vo) (5.36)
j c2v A 1+c2/c?) 4
+P—026v+ Szol(p)+ ( s/ )@E
00C ¢z po Ot (1+w)? oo c?
Mudando de referencial como na equacdo de Poisson, encontraremos com o auxilio da
equacdo (5.31)
A(Ov) 1 3 1 1 (9;90
o + H(6v) + EV(éqb) = ( T+ o) |7 ( 0) + ( o (vo V)po | ov+

s . (96p) 1 S S/c2> 1 (9po
FHq 7 - _VO V)(é )) (1 n w)z HqQOCZ (W - _(q )pO)l

As equagdes (5.31) e (5.37) possuem dependéncia da posi¢do q que nos dificulta en-
contrar uma equagio fechada para 6, diferentemente da teoria newtoniana onde essa depen-
déncia ndo ocorre.

Podemos contornar esse problema focando nossa atenc¢do a pequenas escalas conside-

rando os termos Hg'/c? << 1. Reescrevemos a equacdo de Continuidade como

. 0 cz
6+(1+w)E+3H S -w|6=0 , (5.37)
C

tomando o divergente da equacdo de Euler e definido 0 := V - (6v) encontraremos
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2

: 1 1 (€
6 + HO(1 - 3w) + =V*(6¢) = ——— [ =V?5| . 5.38
(1 - 3w) + ~V2(59) 1+w[a ] (538)
Essas sdo as mesmas equagdes de evolugdo para pequenas flutuagdes em cosmologia
relativistica no calibre newtoniano [51]. Talvez ndo seja surpresa esse resultado obtido
uma vez que partimos da relatividade geral no mesmo calibre e fizemos uma pequena

aproximacao trabalhando com pequenas escalas.



Capitulo 6

ESTRELAS COMPACTAS

Introdugao

Além do modelo cosmolégico que conseguimos construir com as equagdes hidrodi-
namicas, também é possivel o estudo do equilibrio estelar, isto é, dados alguns pardmetros
iniciais conseguimos deduzir as massas e os raios maximos das estrelas de néutrons e
ands brancas. Deduziremos a equacdo de equilibrio estelar utilizando as equagdes hidro-
dinamicas propostas por Hwang-Noh afim de compara-las com os modelos newtoniano,
neo-newtoniano e observar quem mais se aproxima do modelo proposto pela relativistico
geral também deduzido de corrigido na dissertagéo.

Encontraremos uma massa maxima M e um raio R méximo para uma determinada
presséo central fixa para todos os modelos em estudo. Em seguida esbogaremos esse compor-
tamento a medida em que variamos a pressdo central py da estrela observando qual modelo
mais se aproxima da relatividade geral. Mas para isso utilizaremos métodos computacionais
e algumas mudancas de varidveis nas equagdes analiticas afim de otimizacdo do programa
numérico.

Como veremos essas estrelas podem ser consideradas frias, além do mais nosso mo-
delos ndo possuem rotacdo muito menos consideragdes sobre convec¢do. A equacdo de
estado serd composta por uma soma de duas equagdes de estado politrépicas, uma para o
caso relativistico e outra para o caso ndo relativistico e(p) = ANR]_?3/ >4 ARrp, modelada para
um sistema composto unicamente por néutrons ndo interagentes. Apds isso, trataremos de
forma breve esse mesmo sistema com interacdo néutron-néutron.

Discutiremos também a respeito do equilibrio para as estrelas de néutrons, falando
um pouco da condi¢do de instabilidade e de uma forma argumentativa explicar o por que

da existéncia de uma massa limite esbocada nos graficos de massa méxima.

6.1 O Equilibrio Estelar

Embora muito simples, simetria esférica e estdtica sdo muito interessantes para estudo

de muitos objetos astrofisicos. Aplicaremos as equagdes para fluidos de Hwang-Noh ao

42
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estudo do equilibrio estelar e 0 compararemos mais pra frente com os modelos newtoniano
e relativistico geral. Para se encontrar a equacdo andloga a TOV segundo Hwang-Noh,
devemos encontrar uma relacdo de como a pressdo se comporta a medida em que nos
deslocamos radialmente no interior da estrela.

Comecemos com essa busca através da equagao de Poisson

V2¢p = 4nGo . (6.1)

Nosso sistema estudado possui simetria esférica. A pressdo juntamente com a densi-

dade massa variam conforme o raio da estrela

p=pr) , o=00r) , ¢=¢) . (6.2)

Reescrevemos portanto a equagado de Poisson como

do(r)

1d ,490)
dr

2
r2 dr[r

1=4nGo . (6.3)

Para dar sequéncia ao raciocinio devemos analisar a equagdo de Euler acoplada

v

T +(v-V)v+Vep=—

1 v d
P [Vp ¥ c_Za_IZ] . (64)
Como a pressdo depende apenas da posicdo r entdo a derivada parcial de p em relagao
ao tempo é nula. O nosso sistema possui uma simetria esférica, portanto o gradiente de da
pressdo torna-se uma derivada em relagdo a coordenada radial.
Suponha agora que cada elemento de volume que compde a estrela esteja em equilibrio
hidrostatico de forma que a velocidade em cada ponto v(r(t), t) seja nula. Entdo reescrevemos

a equagdo de Euler acoplada como [12]

dp(r) 1 dp(r)
dr— (o+p/c2) dr (65)

Multiplicando a equagdo acima por 72 e a diferenciando em relagdo a r encontraremos

o0, _d P a0
dr * dr (0+p/c?) dr

d o,

Com o auxilio de (6.3) reescrevemos a equagdo acima (6.6) como
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d > dp(r)

anGor? = L0
e [(Q+p/c2) dr

== (6.7)

A fim de dar um passo em em direcdo a relatividade, estabelecemos uma relagdo entre
a densidade de massa ¢ e a densidade de energia €. De acordo com a teoria da Relatividade

Restrita

e(r) = Q(r)c2 , (6.8)

onde c é a velocidade da luz. Sendo € associada a energia de repouso mais ener-
gia interna de sistema. Integrando a equagdo acima desde que €(0) e p(0) sejam finitos,

encontraremos

(6.9)

dp(r) _ GM(r)e(r) 14 p(r)
dr r2c2 e(r)

Onde definimos a quantidade M(r) através de sua derivada em relagdo a coordenada

radial

dM(r) _ 4me(r)r
dr =~ 2

drl| . (6.10)

Integrando a relagdo (6.10) do centro da estrela » = 0 até um determinado ponto r

encontraremos a energia, associada a €, da estrela contida num volume de raio r

M()c? = f r dre(r')r*dr’ (6.11)
0

As equagdes (6.9) e (6.10) nos permitem de uma certa forma estudar o equilibrio
estelar. Por isso a chamaremos de equagdes andlogas a TOV 1. Se procuramos encontrar as
equagdes andlogas a TOV segundo o de equagdes para fluidos Newtoniana (2.5), (2.10) e

(2.11) encontraremos

dp _ Ge(r)M(r)

i 272 (6.12)

com

ITOV é uma equacdo diferencial obtida da Relatividade Geral que nos permite estudar o equilibrio estelar
como veremos mais adiante.
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dM(r) — 47tr2e(r)

> > (6.13)

Observamos que a equivaléncia entre a quantidade M(r) e o conceito de massa em
fisica newtoniana s6 ocorre no limite em que a energia interna do sistema seja desprezivel
I[1/c? — 0. Se procuramos encontrar as equagdes andlogas & TOV segundo o conjunto de
equagdes Neo-Newtoniana (3.18), (3.16) e (3.19) encontraremos:

dp  Ge(r)M(r) p(r)
ar -~ 22 [1 ’ €(7’)] (619
com
dM(r) _ 4mre(r) 3p(r)
ar = 2 [1 + %] (615)

No modelo Neo-Newtoniano a equivaléncia entre a quantidade M(r) e o conceito de
massa em fisica newtoniana s ocorre no limite em que p tende a zero, além da energia interna
do sistema desprezivel. Portanto, a medida em que caminhamos em dire¢do a relatividade
geral com esses modelos observamos que a pressao desempenha um papel importantissimo
na configuragdo do campo gravitacional em compara¢do com o modelo newtoniano.

Para seguir em frente no estudo do equilibrio estelar, devemos resolver as equagdes
diferenciais (6.10) e (6.9) acopladas assim como o conjunto (6.12) (6.13) e (6.14) (6.15). Nesse
sistema temos trés fungdes €(r), M(r) e p(r) que dependem da coordenada radial r indepen-
dentes entre si, a principio, para duas equagdes. Portando sendo necessario uma equagao
que co-relacione essas fungdes para a solugdo das equagdes diferenciais. Essa relagdo serd
chamada equacéo de estado e serd desenvolvida mais adiante.

Observemos que a medida em que a massa M(r) aumenta a pressdo p(r) diminui, pois
as derivadas dessas grandezas em relacdo a coordenada radial » possuem sinais opostos.
Integraremos de uma regido r = 0 até um raio r onde a pressdo anula-se. Serd justamente
esse raio ao qual a pressdo anula-se a condi¢gdo que nos leva a definir o raio méximo da

estrela. Necessitaremos ainda definir uma pressdo em r = 0 chamada pressao central py.

6.1.1 Corre¢des Oriundas da Relatividade Geral

Assim como o modelo de Hwang-Noh, os modelos newtonianos e neo-newtonianos
sdo véalidos para regime os quais a matéria ndo deforma o espago-tempo. Portanto, a
integracdo das equagdes (6.10) e (6.9) descreverdo bem, por exemplo, ands brancas [2], isto
é, sistemas os quais efeitos da relatividade geral ndo se faz tdo importante. Diga-se de
passagem, efeitos relativisticos se tornam importantes a medida em que GM/c?R deixa de

ser desprezivel.
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A equagdo que governa o equilibrio estelar quando efeitos curvatura do espago se
tornam importantes possui origem nas equagdes de Einstein e as deduziremos a seguir

(6.16)

8nG 1 1
Ryv = _C_4(Tyv - Egva,\)

Onde TH é o tensor momento energia (4.19). Para se encontrar as equacdes para o
g quag p

equilibrio estelar substituimos nas equagdes de Einstein a métrica esfericamente simétrica e

estdtica abaixo
(6.17)

ds* = B(r)c?dt? — A(r)dr® — r*(d6? + sin® Odg?)
Na parte da matéria, utilizamos um fluido perfeito num referencial co-mével

=0 e u'= _(_goo)—uz = —c+/B(r) (6.18)

Assumiremos que a densidade de matéria p e a pressdo p dependam apenas da coor-

denada radial. Substituindo as condi¢des (6.18) e (6.17) em (6.16) encontraremos

B” B (A B\ A 4nG[ p
_ BT B (A BN A 4nG( P, 1
R =33 4B(A * B) AT ( c2) (6.19)
r A B\ 1 4nG
R222—1+ﬂ(—Z+§)+Z:—C—2( —CEZ)T’Z (620)
B” B (A’ B’ B’ 4G 3
(_ _) = (p i C—’;)B (6.21)

Ry =——+— +
00 13

2A  4A
Onde ""significa derivada ordindria em relagdo a coordenada radial ». Uma vez
encontrado as relagdes temporais (00) e espaciais (i7) das equagdes de Einstein, podemos

soma-las a fim de encontrar o valor de A(r)

R11 R22 Roo A’ 1 1 8nG
—t St = S5t = ——
24 r* 2B rA2 2 Ar? 2 P
que pode ser escrita como
8nGp ,

7,.I
) =1 - ==
(A) c? !
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Desde que A(0) seja finito

Alr) = [1 - ZGTNZM] (6.24)
Onde definimos M(r) como
R
M(r)c? = f dmir?e(r)dr (6.25)
0

Por outro lado, contraindo g1 da equagédo de conservagéo V, T+ = 0 encontramos [10]

B 2p/c

Utilizando as relag¢oes (6.24),(6.26) na componente (22) da equagdo de Einstein (6.20)

encontraremos a relagdo que nos permite estudar o equilibrio estelar

(6.27)

dp(n) _ Ge(r)M() [1 p(r) ] |1 N 4711’3;9(1’)] [1 B 2c;M(r)]‘1

= + _—
dr c2r? e(r) M(r)c? c2r

A equagdo acima é conhecida como equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkov ou sim-
plesmente TOV.

Os dois termos entre o primeiro colchetes possuem origem em relatividade restrita [52],
enquanto os dois tltimos colchetes estdo associados a corregao relativistica geral. No limite
em que a pressdo da estrela torna-se muito menor do que a densidade de energia recuperamos
0 caso newtoniano, para campo gravitacional fraco, ou seja, quando o termo de correcdo do
tipo Schwarzschild torna-se desprezivel e para IT << ¢2.

Por outro lado, no que se diz respeito da energia total da estrela, poderiamos ficar
tentados a defini-la como M(R)c?>. Entretanto, esta quantidade ndo é bem definida em
relatividade geral [10]. O que podemos dizer é que M(r) uma quantidade que leva em
consideragdo as massas associadas aos campos gravitacionais, a energia de repouso e a
energia interna do sistema e que no limite newtoniano é idéntica a massa gravitacional ativa.

No fim da vida de algumas estrelas a pressao pode eventualmente ndo suportar a forca
gravitacional e colapsar dando origem a objetos compactos como estrelas de néutrons ou
anas brancas. Temos interesse em estudar objetos compactos que possuem pressao relevante
e as particulas que compde o sistema baixas velocidades, afim de comparar os termos de
corregdo de pressdo sugeridos pelo artigo do Hwang-Noh [3] com a relatividade geral. Nas
ands brancas exitem casos em que as particulas assumem velocidades préximas a da luz,

consistindo em um caso que ndo nos interessa [53]. J4 as estrelas de néutrons, por outro
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lado, se enquadra a nossos requisitos consistindo em um 6timo sistema para aplicarmos as

equagdes de Hwang-Noh.

6.2 Estrelas de Neutron

As estrelas de néutrons os buracos negros e as ands brancas sdo estdgios finais da
evolugdo de uma estrela que se inicia com uma grande nuvem de géds concentrada que se
contraindo forma uma protoestrela. Com essa aglomeragdo a temperatura do nticleo se eleva
eventualmente dando inicio & queima de hidrogénio. Se a estrela comeca sua vida com uma
massa menor que 0,08 Mg, se tornard uma and marrom. Caso tenha uma massa maior que
0,8 Mg entdo se tornara uma ana branca.

Por outro lado se inicia com uma massa entre 0.8 e 10 M, ap6s transformar o hidrogénio
em hélio, a estrela passara pelas estados de gigante vermelha de super gigante vermelha
passando pelo processo de ejecdo de matéria (nebulosa planetdria) e por fim tornando-se
uma ana branca.

Caso inicialmente possua um valor entre 10 e 25 My, de maneira semelhante ao caso
anterior chegard a fase de gigante vermelha e ao invés de ejetar matéria como uma nebulosa
planetéria, ejetara na forma de supernova e se tornard uma estrela de néutrons por fim.

Por outro lado, se as estrelas se iniciam co m um massa maior que 25 Mg entdo apds a
ejegdo de matéria via supernova, se tornaram buracos negros. [54]

Estamos interessados particularmente nas estrelas de néutrons, uma vez que consti-
tuem em um bom sistema para o teste das equacdes de Hwang-Noh. Essas estrelas sdo
compostas essencialmente por néutrons e que através de sua pressdo de degenerescéncia
contrabalancam o efeito da gravidade evitando o colapso gravitacional. Foram sugeridos
teoricamente nos anos de 1930 sobretudo com os trabalhos de Robert Oppenheimer e co-
laboradores. Esses objeto exéticos ficaram no papel até os anos de 1960 quando os radios
astrdonomos descobriram os quasi stellar obejcts (QSO’s)? [10].

Numa estrela de néutrons os elétrons e o prétons sao convertidos em néutrons através

da reacao

p+e - n+v (6.28)

liberando neutrinos [10]. Esses objetos sdo muito compactos possuindo um radio por
volta de 20 Km e massa de 1.4 MO e uma temperatura superficial acima de 1 milhdo de graus
Kelvin.

2QSO’s sdo fontes intensas de radio com aparéncia 6tica aproximadamente de estrelas azuladas [54].
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Figura 6.1. Esquema de evolucédo estelar para diferentes massas iniciais

A seguir iremos resolver as equacdes para estrutura estelar numericamente para os
modelos de Hwang-Noh, Newtoniano e Neo-Newtoniano, em seguida os compararemos
com a corregdo oriunda da relatividade geral. Mas para se resolver tais equagdes é necessdrio
uma rela¢do entre densidade de energia e pressdo que constitui o interior da estrela. Essa
equacao de estado primeiramente serd construida via calculos computacionais para um gés
de néutrons que ndo interage entre si. Em seguida trataremos da equacdo que lida com as
tais interacdes.

6.2.1 Equacao de Estado para Néutrons ndo Interagentes

Nas se¢Oes anteriores encontramos duas equagdes diferenciais uma para massa e outra
para pressdo acopladas que possuem a dependéncia da densidade de energia €. Para seguir
em frente no desenvolvimento dessas equagdes fixamos uma relacdo entre a pressdo p e a
densidade de energia €, para um sistema composto puramente por néutrons ndo interagentes
entre si.

Nao levaremos em consideragdo efeitos de transporte de energia por convecgdo ou
radiagdo, o que ndo condiz com a realidade. Entretanto, nosso objetivo é comparar qual
modelo mais se aproxima da relatividade geral a partir de uma equagdo de estado simples
para estrela de néutrons. Nao consideraremos interacdo entre os néutrons do sistema.

Para um gés de néutrons ideal degenerado em equilibrio o nimero de particulas por

unidade de volume assume o valor num ensemble grande canénico

3

i
2 f(k) Ak = 7 (6.29)

= 2mh)y
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Onde (27th)? é um volume "unitdrio"do espaco de fase. A fungéo f é a distribuicéo de
Fermi-Dirac

1
FE) = S PlE =ik + 1

(6.30)

Onde E é a energia do sistema, u o potencial quimico, kg a constante de Boltzmans e
T a temperatura. Para um gas de néutrons totalmente degenerado a temperatura pode serd
considerada fria uma vez que (E — u << kgT) [2], embora tenha uma temperatura superficial
acima de 1 milhdo de graus Kelvin [54]. Essa fungdo f(E) assumird o valor f(E) = 1 caso
E < Er e assumird o valor f(E) = 0 caso E > Er neste caso em especifico.

Escrevendo a densidade de matéria como p = nmy;, reescrevemos a relagdo (6.29) como

(6.31)

Temos por objetivo construir uma equagdo de estados para esse sistema, estabelecendo
uma relacao entre a pressdo de densidade de energia do sistema.

Com isso em mente, expressamos a densidade de energia de nosso sistema como

kp
e(kr) = 2nh)3 f ,/k2c2+m cHK2dk (6.32)
4

m C5 kp/mNC
V@2 + 1)uldu (6.33)

7T4 73

fazendo uma mudanca de variavel tomando x = kr/(mnc), encontraremos

4 5

87 2h3

e(x) = [2x3 + )1 + 222 — sinh ™ (x)] (6.34)

A pressdo por outro lado, para nosso sistema possuira a forma

87 ki k2
3c@miy® Jo o (K2c? + m2 )1/
m;}\[c5 kr/(mnc)

p(kr) = K2dk (6.35)

ut

=N —du
32 Jo Va2 +1)

novamente fazendo uma mudanga de varidvel tomando x = kr/(mnc), encontraremos

(6.36)
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4 5
mNc

ymerl (Coaiulcs) VA +x2) +3sinh ™ (x)] (6.37)

p(x) =

Podemos estabelecer uma relagdo entre as equagdes (6.34) e (6.37) através Wolfram
Mathematica 10.2 plotando um conjunto de valores para ambas relagdes. No trabalho que se

segue encontraremos os resultados

20

15¢

B(r) 10

0 10 20 30 40 50 60

€(r)

Figura 6.2. Relacdo entre pressdo p e densidade de energia € para um gas de néutrons
ndo interagentes

Sendo p(r) e €(r) as partes adimensionais da pressdo p(r) e densidade de energia €(r)
respectivamente.

Além do mais podemos escrever essa a densidade de energia tendo como base duas
equagdes do tipo politrépicas, uma para o caso relativistico com p = Kge e outra para um

5

caso ndo relativistico p = Knre3®, com Kg e Kyg sendo constantes. Através do comando Fit

do programa Wolfram Mathematica construimos nossa equacao de estado como

(r) = ANrp"” + ARp (6.38)

Possuindo os coeficientes os valores Ayg = 2.4216 e Ag = 2.8663 com acurécia de
1% [52].

6.2.2 Resultados Numéricos

Com a equagao de estado para a estrela de néutrons em maos calcularemos as massas
maximas e raios maximos para uma dada pressdo central. Mas antes devemos fazer pequenas

alteragdes nas equagoes diferenciais analiticas por questdes computacionais. Os resultados
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numéricos que se seguem foram baseados no artigo do Silbar e Reddy [52], assim como
o algoritmo numérico que pode ser encontrado na referéncia [55], escrito pelos mesmos
autores.

Sendo assim comegaremos por escrever a massa da estrela em termos de massas solares

definindo M(r) := M(r)/Ms escrevendo a equacao diferencial (6.9) como

dp(n) _ . e(M(r) p(r)
P —Ro 2 [1 + %] (6.39)
e
dM(r) 1
= e (6.40)

com Ry = GMg/c?. Para estrelas de Néutrons Ry possui o valor de 1.47km, mas o valor
do coeficiente da equacdo diferencial para massa 47/c>Mg, é da ordem de 107%, e os compu-
tadores comuns ndo possuem a qualidade de trabalhar com ntimeros tdo pequenos. Para se

contornar essa situagdo definimos a pressdo p e a densidade de energia € adimensionais

p(r) = eop(r) (6.41)
e(r) = eoe(r) (6.42)

Substituindo as defini¢des de pressdo e densidade de energia nas equagdes(6.42) e (6.9)

encontraremos

dp(r) M)

I CORS0) (643)
dM(r) -
o proe(r) (6.44)
Onde definimos
4Teg
a=Ryp e p:= Moc? (6.45)

Podemos portanto escolher um €y arbitrario de forma que os coeficientes a e f§ sejam
da ordem de 10° para que assim os computadores consigam resolver a equagio diferencial.

No caso de um gds de néutrons a escolha mais natural para €g sera
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m*cd

€= 350 = 0.003006Mqc? /km® (6.46)
esse coeficiente é composto pelas constantes da densidade de energia de um gas de
néutrons, como pode ser visto em (6.34).

Teremos assim com essa escolha os valores dos coeficientes a = 1.47Km e § = 0.038Km.
Para seguir em frente utilizaremos a equagdo de estado (6.38). O programa utilizado foi
desenvolvido no ambiente do Wolfram Mathematica 10.2 e pode ser encontrado um esbogo
no apéndice A.

Resolveremos a equagdo diferencial (6.44) para cada valor de r pertencente ao inter-
valo [0.01;50] variando em intervalos de 0.01 de forma crescente. Para cada valor de massa
resolveremos uma equagdo diferencial para pressdo lhe dando portanto com uma "infini-
dade"de equagdes diferenciais. Apds vdrias iteracdes eventualmente a pressdo podera se
anular. Quando isso ocorre finalizamos o programa, pois esta condigdo determina o raio da
estrela e o valor de M para o qual o valor da pressdo se nula determina o valor da massa
maxima da estrela.

Resolvemos as equagdes diferenciais para os quatro modelos estudados na dissertagdo.
Séo eles os modelos Newtoniano, Neo-Newtoniano, Hwang-Noh e TOV. Para os valores de
a e B definidos em (6.45) e para pressdo central p(0) = 0.01 encontraremos os valores de raio
maximo R e massa maxima M na tabela abaixo.

R M Modelo

15.1 1.0371 Newtoniano

15.0 0.9922 Hwang-Noh

14.4 0.9083 Neo-Newtoniano
13.4 0.7166 TOV

Tabela 6.1. Massa M em M e raio R em ki méximos para uma estrela de néutrons
pura com pressdo central p(0) = 0.01, utilizando uma equacéo de estado para um gas de
néutrons sem interagao.

Observemos que para estrelas massivas onde a pressdo p é significativa comparado a
velocidade da luz c efeitos relativisticos sdo significativos. Comparando o modelo Newto-
niano a TOV observamos uma diferenga de aproximadamente 11, 3% com rela¢do ao raio e
com relacdo a massa 31, 0%. Comparando TOV a Hwang-Noh observamos uma diferenca de
10, 7% com relagdo ao raio e de 27, 8%. Por fim comparando TOV ao modelo neo-newtoniano
encontraremos uma diferenca de 6.94% com relagao ao raio e 21, 1% com relacdo a massa.

Isso pode ser observado através da tabela acima ou de forma mais ilustrativa nas
figuras abaixo.
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Figura 6.3. Pressdo p(r) adimensional em fun¢do do raio r em km para uma estrela de
néutrons pura com pressdo central p(0) = 0.01,utilizando uma equacéo de estado para
um géas de néutrons sem interacao.

Esses resultados nos levam a crer que a abordagem relativistica para esses sistemas

sdo imprescindiveis.

1.00 _ TOV
— Hwang-Noh
0.8/ _ Neo-Newtoniano

Newtoniano

MM, 0.6

0.4

0.2

0.0

r(km)

Figura 6.4. Massa M(r) em My em fungédo do raio » em km para uma estrela de néutrons
pura com pressédo central p(0) = 0.01, utilizando uma equacéo de estado para um géas de
néutrons sem interacao.

Como dito anteriormente, as massas M(r) em funcdo do raio r plotadas no gréfico
acima foram calculadas para uma pressao central p(0) = 0.01, obtendo como resultado o raio
e amassa maximas da estrela R = 15.1 e M = 1.0371, para o modelo Newtoniano. Entretanto,
se alteramos o valor da pressdo central p(0) encontraremos outro conjunto de dados, isto é,
novo raio de nova massa. E bastante instrutivo exibir esse comportamento da variagao das

pressdes centrais. Abaixo construimos um grafico comparando o modelo de Hwang-Noh
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com outros modelos.
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Figura 6.5. Massa M(r) em Mg em funcdo do raio R em km para uma estrela de néutrons
pura com baixos valores da pressdo central p(0), utilizando uma equagao de estado para
um géas de néutrons sem interacgao.

Para baixas pressoes centrais p(0) temos estrelas com poucas massas solares segundo
as equagdes (6.43) e (6.44). Como a massa é pequena a atragdo gravitacional nas camadas
mais externas da estrela também serd pequena e teremos por consequéncia estrelas de raio
grande. A medida em que a pressdo central aumenta a massa também aumenta e o raio das
camadas mais externas diminui devido ao aumento do campo gravitacional da estrela.

Por volta de p(0) = 0.056, para TOV a estrela alcanca o seu raio maximo R = 10.1
km assim com sua massa maxima M(r) = 0.78 M. Estes resultados estdo em acordo com o
resultado encontrado na referéncia [52].

Os gréficos acima foram plotados para pressdes centrais p(0) = 10.0~, com i variando
de —12 até 16 com o raio variando de 1.0 até o valor mdximo em intervalos de 0.01. Seguem
abaixo alguns dados iniciais de pressdo central e suas respectivas massas e raios maximos

para seus respectivos modelos, justamente nos pontos de derivada nula.
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p(0) R M

1.7783 7.25 1.722

1.0000 7.92 1.747

0.5623 8.64 1.738
Tabela 6.2.

Raio R em km e massa M em M, para estrela de néutrons com equacio de

estado para um gas de néutrons sem interacdo no modelo Newtoniano.

p(0) R M

1.0000 7.95 1.504

0.5623 8.65 1.520

0.3162 941 1.507
Tabela 6.3.

Raio R em km e massa M em M, para estrela de néutrons com equagio de

estado para um gas de néutrons sem interagdo no modelo Hwang-Noh.

Tabela 6.4.

7(0) R M

0.5623 7.76 1.206
0.3162 8.52 1.222
0.1778 9.35 1.216

Raio R em (km) e massa M em (M) para estrela de néutrons com equagdo

de estado para um gas de néutrons sem interagdo no modelo Neo-Newtoniano.

Tabela 6.5.

710) R M

0.1000 9.14 0.765
0.0562 10.11 0.776
0.0316 11.16 0.771

Raio R em (km) e massa M em (M) para estrela de néutrons com equagdo
de estado para um gds de néutrons sem interagdo no modelo TOV.

p(0) R M MODELO

1.0000 7.92 1.747 Newtonaiano
0.5623 8.65 1.520 Hwang-Noh
0.3162 8.52 1.222 Neo-Newtoniano
0.0562 10.1 0.776 TOV

Tabela 6.6. Comparacao de raio R em (km) e massa M em (M) dos modelos para estrela

de néutrons com equagédo de estado para um gés de néutrons sem interacao.

6.2.3 Equacdo de Estado para Néutrons Interagentes

56

Podemos tornar nosso sistema mais realistico resolvendo as equagdes diferenciais

discutidas acima para uma equagdes de estado que leva em consideracdo interacao entre os
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néutrons da estrela. Para isso considere

p(€) = xo€” (6.47)

com xg = 4.012 - 107* (m?/N). Nao entraremos em muitos detalhes sobre o método
necessario para se encontrar a equagdo de estado (6.47), para mais consulte [52].
Reescrevendo a equacdo de forma adimensional com o auxilio de (6.42) encontraremos

E@) = (koeo) V2% = Agp?, Ay =0.8642 (6.48)

Da mesma forma como no modelo para estrela de néutrons nao interagentes definimos.

m;{,c5
€y =

=& 6.49
3712h3 (6:49)

Resolvendo as equagdes diferenciais acopladas para diferentes pressoes iniciais p(0),

como anteriormente encontraremos

40
— TOV
— Hwang-Noh
30 —— Neo-Newtoniano
Newtoniano
M/M®20
10
- \
0
0 5 10 15 20 25

R(km)

Figura 6.6. Massa M em M, em fungdo do raio maximo R em km, utilizando uma
equagcdo de estado para um gds de néutrons interagentes.
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Como podemos observar a interacdo néutron-néutron é significativa. Enquanto temos
uma massa maxima de 2.34 My e um raio de 13.6 km para equagdo de estado com intera¢ao
néutron-néutron, para néutrons ndo interagentes encontraremos uma massa de 0.78 My com
um raio de 10.1 km.

Observemos que o modelo de Hwang-Noh prevé estrelas de néutrons gigantescas com
uma massa de 31.5 Mg e com raio de 14.6 km o que ndo condiz com a realidade. Enquanto
que o modelo newtoniano nem se quer possui uma curva de estabilidade. Se por um lado
o modelo de Hwang-Noh nos traz resultados que ndo condizem com a realidade, por outro
constituem uma melhora considerdvel em relagdo ao modelo newtoniano. Observemos que
o modelo neo-newtoniano mais uma vez foi o modelo que mais se aproxima de TOV.

Nao configura uma surpresa que o modelo de Hwang-Noh preveja estrelas gigantescas
uma vez que estas equagdes foram deduzidas no regime de campos fracos e as estrelas de

néutrons por sua vez constituem um sistema que possui campos gravitacionais fortes.

6.2.4 Estabilidade

As estrelas de néutrons foram estudadas partindo-se da hipétese de equilibrio hidros-
tatico. Isso ndo quer dizer que sejam estaveis. Estabilidade e equilibrio ndo sdo sindonimos.
Existem estados na evolugéo estelar em que o sistema esta em equilibrio mas que sua existén-
cia ndo é permitida segundo a teoria de estabilidade , como veremos a seguir. Estabilidade
é um topico bem especializado e que ndo trabalharemos aqui, apenas discuti-la de forma
breve. Dizemos que uma estrela é instavel se [2]

dM

— <0 6.50
dpo ( )

Estabilidade é um t6pico bem especializado e que ndo trabalharemos aqui, apenas
discuti-la de forma breve. Lembrando que a reciproca nado é verdadeira, isto é, o fato de
dM/dpy > Ondoimplica em estabilidade. Mas se torna uma condigdo necessdria [56]. A seguir
tragcamos o grafico da Massa em fungdo do logaritmo da pressdo central p(0) para analisar
as regides as quais a estrela de é instdvel. Nao consideraremos interagdo néutron-néutron
neste caso.

Em seguida esbogaremos o comportamento do raio maximo em fungdo do logaritmo
da pressdo central py para essa mesma estrela
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Figura 6.7. Massa M(r) em M, em fungéo do logaritmo da pressdo central py em N/m?
para uma estrela de néutrons pura com baixos valores da pressdo central utilizando uma
equagcdo de estado para um gds de néutrons sem interagéo.
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Figura 6.8. Raio R em km em fungdo do logaritmo da pressdo central py em N/m? para
uma estrela de néutrons pura para baixos valores da pressdo central, utilizando uma
equagcdo de estado para um gdas de néutrons sem interagdo.
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Analisando o grafico (6.5) podemos concluir que as estrelas com os valores menores que
0 raio maximo nos seus respectivos modelos nao sao estdveis. Para tal conclusdao devemos

utilizar a regra da cadeia na equagéo (6.50)

dM _ dM dR

O comportamento da derivada da massa em relacdo a pressdo central assim como o
comportamento do raio em fungdo do logaritmo da pressdo foram esbogadas acima.

Observe que a regido de instabilidade onde dM/dpy < 0, é a mesma regido onde
dR/dpy < 0. Isso nos leva a conclusdo que a parte esquerda do grafico (6.5) , ao qual
dM/dR > 0 é uma regido que ndo existem estrelas segundo a teoria de estabilidade. Nao
mostraremos aqui a estabilidade para regides as quais dM/dR < 0, mas a teoria que envolve
estabilidade estelar pode ser encontrada em [57].

6.2.5 Por que existe uma massa maxima ?

Observamos nos topicos anteriores que as estrelas de néutrons possuem uma massa
limitante para além do qual configuragdes hidrostaticas em equilibrio ndo sdo possiveis.
Iremos abordar de maneira argumentativa esse fendmeno a seguir. Considere portanto tal
equilibrio numa estrela. Se aumentamos a densidade de matéria, entdo a atragdo gravi-
tacional também aumentard nas camadas mais externas da estrela de forma que para que
continuemos em equilibrio hidrostético, a pressdo deve possuir um aumento considerdvel.

Por outro lado, a componente térmica que compde a pressdo é desprezada em estrelas
frias [52]. Por consequéncia uma variacdo na densidade de massa da estrela, segundo as
equagdes barotrépicas estudadas aqui acarretaria numa mudanga direta na densidade de
energia e na pressdo do sistema. Podemos estabelecer uma relacdo entre um incremento na

densidade de energia e um incremento da densidade de energia como

de c

ap _ (C—S)z (6.52)

Onde cs e a velocidade de propagagdo de ondas no fluido que compde a estrela [58]. A
expressdo (6.52) por sua vez coloca um limite no aumento da pressdo associada a alteragdes
na densidade, j4 que queremos que nosso sistema satisfaca o principio da causalidade.
Portanto, acabard por correr para a situacdo em que qualquer aumento na densidade ira
resultar em um adicional na atragdo gravitacional que ndo podera ser compensada pelo
aumento correspondente na pressdo. Isto nos leva naturalmente a existéncia de uma massa
maxima para a estrela.

A partir deste argumento podemos deixar de nos preocupar com a cauda encaracolada
no grafico (6.5), ja que estd regido ocorre ap0ds a regido de instabilidade e que consistem em
altas pressoes.



Capitulo 7

CONCLUSOES

A possibilidade de descri¢do de sistemas fisicos segundo as equagdes hidrodinamicas
é uma area interessante que gerou e ainda podera gerar o desenvolvimento de novas tecno-
logias. Tendo em vista isso, neste trabalhos resolvemos investigar alguns sistemas segundo
as equagdes para fluidos propostas por Hwang-Noh, que constituem em si equagdes para
fluido com correc¢des de pressdo. Em particular estudamos dois sistemas os quais a pressao
possui um papel importante, sdo eles a dindmica de um universo homogéneo e isotrépico
do ponto de vista newtoniano e as estrelas de néutrons. Uma vez descrito esses sistemas e
obtidos alguns resultados, os comparamos com resultados da relatividade geral e de outras
propostas.

Mas para se fazer tais comparagdes, antes tivemos que deduzir as equagdes que go-
vernam a dindmica de fluidos, isto é, as equagdes de continuidade, Euler e Poisson.

Uma vez deduzida tais equacgdes, demos sequéncia, mostramos ndo s6 a possibilidade
de descrever sistemas relativisticos segundo equagdes de fluidos, mas também sistemas
quanticos como o efeito Aharanov-Bohm. Além do mais mostramos que com as equagdes
de continuidade, Euler e Poisson para um universo homogéneo e isotrépico tridimensional
é possivel descrever a dinamica de um universo com pressdo nula, idéntico a relatividade
geral. Atualmente o universo ndo possui pressdo nula sendo necessdrio uma corregdo de
pressdo nessas equagdes de fluidos, para uma boa descri¢cdo do universo em todas as suas
fases.

Nao existe uma corregdo padrao de pressdo nas equagdes para fluidos, havendo assim
vérias propostas publicadas em revistas. Nesse contexto, recentemente Hwang-Noh propu-
seram uma correcdo de pressdo relativistica geral com corre¢des originadas da relatividade
geral na tentativa de descrever tais sistemas de uma maneira melhor que as propostas ja
existentes.

Neste trabalho mostramos como os autores encontraram suas equagdes a partir da
relatividade geral, utilizando formalismo covariante de forma alternativa ao formalismo
ADM. Uma vez feito isso procuramos encontra-las via relatividade restrita dando um passo
além do artigo [3]. Com as equagdes em mdos, nos propomos a estudar sistemas os quais a
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pressdo possuisse um papel mais fundamental.

Em cosmologia, através das equacgdes de Hwang-Noh, encontramos duas equagoes
que governam a dindmica anédloga a equagdo de Friedmann. Uma para w # —1/9 e outra
para w = —1/9, utilizando a equacdo de estado p = wpc?>. Para w = —1/9 encontramos
solucoes de Friedmann com correg¢des do tipo logaritmicas, por outro lado, para w # —1/9
e assumindo um big-bang, conseguimos uma equagdo de Friedmann com corre¢des do tipo
1/(1 + w), além do mais observamos que a curvatura estd intimamente ligado a presencga
de matéria. Para a fase em que o universo foi dominado pela matéria p = 0, voltamos ao
modelo newtoniano.

Investigamos também a existéncia de uma fase de expansdo acelerada para estes
modelos. Observamos que enquanto para relatividade geral essa condigdo acontece com
w < —1/3, desde que H? seja positivo, no modelo de Hwang-Noh w e K devem possuir o
valor positivo no minimo.

Destacamos casos interessantes os quais o modelo de Hwang-Noh descreve os mesmos
resultados que a relatividade geral. Sao estes os casos em que a equacdo de estado toma
as formas p = w(t)pc? e p = Kp?’. Chamamos a atencgio para o caso da equagéo de estado
politrépica p = Kp” que nos levara a um resultado semelhante ao gas de Chaplygin, que por
sua vez nos permite a descri¢do de um universo em expansdo desacelerada para uma fase
acelerada também em expansao.

Introduzimos perturbag¢des nas equagdes para fluidos hidrodindmicas observaremos
a presenca de termos proporcionais a Hg'/c? nas equacdes de Euler e de Continuidade per-
turbadas. Isso nos impossibilitou encontrar uma equagao fechada para § como existentes na
teoria newtoniana e na RG. Contornamos esse problema focamos nossa aten¢do a pequenas
escalas encontrando um resultado semelhante a relatividade geral.

Na descri¢do de objetos compactos enfatizamos as estrelas de néutrons por constitui-
rem um sistema munido de altas pressdes. Procuramos desenvolver uma equagdo andloga
a TOV a partir das equagoes para fluidos de Hwang-Noh. Em meio a esse desenvolvimento
tivemos que definir o conceito de massa assim como utilizar uma equagdo de estado para se
seguir em frente na resolugdo da equacgao diferencial.

Essas estrelas sdo constituidas em nosso modelo totalmente por néutrons, o que nao
ocorre na realidade. Construimos nossa equagdo de estado com o auxilio do programa
Wolfram Mathematica 10.2 da seguinte maneira. Tabelamos os dados da pressdo p e da
densidade de energia € para um gés puramente de néutrons e com o programa encontramos
uma relagdo entre as duas grandezas.

Uma vez encontrada a equacgao de estado procuramos resolver as equagdes diferenciais
ndo s6 para Hwang-Noh, mas também para os modelos neo-newtonianos, newtonianos
afim de compara-los a TOV. Encontramos como a pressdo e a massa variam conforme
percorremos seu interior para uma pressao central de p, = 0,01. Para cada valor de pressao
central, encontramos um raio e uma massa maximos. Com o objetivo de investigar sobre
estabilidade, plotamos um gréfico da massa maxima M/M,, em funcdo do raio mdximo R a

medida em que variamos a pressdo centro py.
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Observamos que o modelo de Hwang-Noh apesar de se aproximar mais da relatividade
geral que o modelo newtoniano, este perde para o modelo neo-newtoniano o qual mais se
aproxima de TOV. O fato das equag¢des de Hwang-Noh nos levarem a resultado diferentes
de TOV néo é de se assustar, uma vez que estas foram deduzidas para campos gravitacionais
fracos, enquanto que as estrelas de néutrons possuem campos gravitacionais fortes.

Ainda em estrelas de néutrons introduzimos a interacdao néutron-néutron tonando
nosso modelo mais realista. Observamos que esta intera¢do leva o modelo de Hwang-Noh
a prever objetos com massa caracteristica de estrelas super gigantes e raios gigantes.

Em resumo o que fizemos nesse trabalho basicamente foi uma continuagado do trabalho
de Hwang-Noh. Uma vez encontradas as equagdes para fluidos pelos autores, procuramos
aplica-las a sistema onde a pressdo possui um papel fundamental e comparar seus resultados
com outros modelos ja existentes. Observamos que o modelo de Hwang-Noh consegue
descrever, em partes, a evolugdo do universo como em relatividade geral, deixando a desejar
com relagdo ao modelo neo-newtoniano. Por outro lado, consiste em um modelo mais
sofisticado que o modelo newtoniano descrevendo diferentes fases do universo.

Estudando as estrelas de néutrons, observamos que o mesmo ocorre com o modelo
de Hwang-Noh. Tendo o modelo neo-newtoniano raios e massas maximas mais proximas
a TOV e o modelo de Hwang-Noh sendo uma versdo mais sofisticada do que o modelo
newtoniano.

Apesar das equagdes neo-newtonianas descreverem melhor os sistemas estudados
acima, ndo possuem uma dedugdo consistindo de um ansatz, enquanto que as equagdes de
Hwang-Noh possuem uma dedugao originada a partir de aproximagdes no limite newtoni-
ano.
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Apéndice A
Programas

Para os célculos numéricos efetuados no capitulo 6, sobre estrela de Néutrons, de-
senvolvemos um programa no ambiente Wolfram Mathematica 10 que discutiremos a seguir.

Algo semelhante ao c6digo desenvolvido abaixo pode ser encontrado na referéncia [55]

A1 Algoritmo Computacional

(#Definigdo das Constantes a e S#)

Ro #1077 (w«km#) ;

dmxe
B = ———— +10° (+1/km’s) ;

M. o1 *® a?

a
1]

(*Queremos um €y de forma que @ e B sejam o mais préximo da ordem 107,

obteremos este por meic de tentativass)

€0 = 0.003006 %M1 # c° % 1077 (#m#) ;

(*Ecuacio de Estado da Estrela de Néutross)
E[r_] =2mp[r]*® +2:F[r];
Byn = 2.4216;

Bkmp = 2.8663;

estiled = {Red, Dashing[Tiny] };
EMlist3 = {};
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(*Pressdo Centrals)

Fo = 0.01(*N/m?«) ;

(*Equacdo diferencial a ser resolvida para o modelo de HWANG-NOH=)

Do[{
s0l3 = N‘DSolve[{}':T' )= w * [1+ M
r E[r]
Blro] = po, M[ro] = olo}, {F, M}, {x, xo, 2z}, MaxSteps + 20 ooo];
Pressido = Re[ﬁ[z] P 5013] :
Massa = Re[ﬁ[z] ¥ 5013] ;
If[Pressao[[1l]] < 0, Break[], {raicMax = z, massaMax = Massa[ [1]]}]},
{z, 0.01, 50.0, 0.01}];
RMlist3 = Append [‘RMlistB, {p_c, raioMax, massaMax}];

],ﬁ'[r] = BxrixElr],

Print["po R (km) M(MSel) "]
Print[""]
Do [Print[ScientificForm[RMlist3[[1, 1]], {12, 2}], " ",

PaddedForm[RMlist3[[1, 2]], {8, 1}], PaddedForm[RM1ist3[[1, 3]], {10, 4}]]]

(*Encontramos para uma determinada

pressdo central uma massa maxima e um raioc maximosx)

(*Resolvemos de forma semelhante a equagdoc diferencial para o caso Newtoniano,

Neo-Newtoniano e Tovsk)

(+ Para comparar as pressdes maximas obtidas pelos modelos estudados,

para uma determinada pressdo central, utilizamos o codigox)

<< PlotLegends’
Plot[{Evaluate [ﬁ[r] £ soll] , Evaluate [p_[r] /2 5012] >
Evaluate[i[r] s 5013] , Evaluate [E[r] Fo 5014]}, {r, ro, raioMax} , PlotStyle -
{Directive[estilel] , Directive [estilo2] , Directive[estilo3] , Directive[estilod] },
PlotLegend - {"TOV", "NEO-NEWTONIANO", "HWANG/NOH", "NEWTONIANO"},
LegendPosition » {1.0, - .8}, LegendOrientation -» Vertical,
(#*LegendBackground—+LightPurple, ) LegendShadow —+ None,
LegendSize » 0.9, PlotRange -» Full, Frame » True,
FrameLabel - {StyleFom["r[km) ", "Subsection"], StyleForm["ﬁ" ¥ "Subsection”] }]
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(# Para comparar as massas maximas obtidas pelos modelos estudados,

utilizamos o codigox)

<< PlotLegends’
Plot[{Evaluate [IT([:] /. soll] . Evaluate[ﬁ[r] /. 5012] P
Evaluate [l_ﬁ[r] /. 5013] , Evaluate [E[r] /. sold] } , {r, ro, 13.4}, PlotStyle -
{Directive [estilol] , Directive[estilol] , Directive[estilo3] , Directive[estileod]},
PlotLegend -+ {"TOV", "NEO-NEWTONIANO" , "HWANG/NOH", "NEWTONIANO"},
LegendPosition » {1.0, - .8}, LegendOrientation -» Vertical,
LegendShadow » None, LegendSize -» 0.9, PlotRange -» Full, Frame » True,
FrameLabel -+ {StyleFarm[ "r(km)", "Subsection"], StyleForm["ﬁ” R "Subsection”] }]

(#Uma wvez encontrado as massas e os raios maximos para os modelos estudados,
variaremos a pressdc central a fim de

encontrar novos valores de massa e raios maximos)

(#*No caso a seguir faremos especificamente para o modelo de Hwang-Nohsx)
estilo3 = {Blue, Dashing[{0.03, 0.02}]};

RMlist3 = {} F

imin = -12;
imax = 16;

iloop = 1+ (imax - imin) ;

Do[ {pg = 10.07*4,

Do {

sol3 = N‘DSolve[{ﬁ‘ [x] == m

— *(e—[r]+§[r]),ﬁ'[:] =BxxlsE[x],
Plrol = Po, M[xo] = u.c}, {& E}, {r, ro, z}, MaxSteps—»ZDOOD] i
Pressido = Re[]?[z] Vigee 5013] ;
Massa = Re[ﬁ[z] F i 5013] ;
If[Pressdac[[1l]] <0, Break[], {raiocMax = z, massaMax = Massa| [l]]}]},
{z, 0.01, 50.0, 0.01}];
RMlist3 = Append[mlistS, {1:76', raioMax, massaMax}] ;}, {i, imin, imax}]
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Print["po R (km) M (Mgo1) "]
Print[""]
Do [Print[PaddedForm[RMlist3[[i, 1]], {12, 7}].
" v, paddedForm[RMlist3[[i, 2]], {6, 2}],
PaddedForm[RM1ist3[[i, 3]], {7, 3}1], {i, iloop}]

(#0 cédigo acima imprimira um conjuntoc de massas

e raios maximos para diferentes pressdes centraiss=)

(#0 comando abaixo organiza esses dados em uma tabelax)

tabela3 = {};
Do[If[RMlist3[[i, 3]] < 26, If[RMlist3[[i, 3]] >0,

tabela3 = Append|[tabela3, {RMlist3[[i, 2]], RMlist3[[i, 3173111, {i, 1, 29}]
MatrixForm[tabela3]

(*Em seguimos plotamos um grafico massa

maxima em funcdo do raio da tabela anteriorx)

ListPlot[{tabela3}, Joined + {True}, PlotStyle » {Directive[estile3]},
PlotRange -> {{0, 25}, {0, 1.9}}, Frame » True, FrameLabel -
{StyleForm["R(km) ", "Subsection"], StyleForm["M/Mscl"”, "Subsection"] }]

(#*Fazemos o mesmo para os modelos newtonianos, neo-newtonianc e Tovsx)

ListPlot[{tabelal, tabela2, tabela3, tabelad},
Joined » {True, True, True, True}, PlotStyle »
{Directive[estilel] , Directive[estilol] , Directive[estile3], Directive [estilod]},
PlotLegend —» {"TOV", "NEO-NEWTONIANO", "HWANG/NOH", "NEWTON"},
LegendPosition + {1.0, -1.0}, LegendOrientation + Vertical,
(#*LegendBackground-LightPurple, *) LegendShadow -+ None, LegendSize + 0.9,
PlotRange -> {{0, 25}, {0, 1.9}}, Frame - True, FrameLabel -
{StyleForm["R(km)", "Subsection"], StyleForm["M/Msol", "Subsection"]}]




Apéndice B
Equacoes Fluidodinamicas

Seguem em anexo as equagdes hidrodinamicas estudadas na dissertacdo. Note que
no limite em que ¢ — inf as equacdes de Hwang-Noh e Neo-Newtoniana se reduzem ao
modelo Newtoniano

B.1 Equacdo de Euler

Newtoniana

ov _Vp
T +(v-V)v+Vop = —? (B.1)
Neo-Newtoniana
ov 3 Vp
e +(v-V)v+ Vo = Py (B.2)
Hwang-Noh
ov 1 v dp
§+(VV)V+V(1)——Q+—p/c2 |:Vp+c—2§:| (B3)
B.2 Equacgdes de Continuidade
Newtoniana
0
%P v(v)=0 (B.4)

ot

Neo-Newtoniana
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9o PV.]
Hwang-Noh
do p 2
B.3 Equacdes de Poisson
Newtoniana
V2¢ = 4nGp (B.7)
Neo-Newtoniana
V2¢ = 4nG(o + 3p) (B.8)

Hwang-Noh

V3¢ = 4nGp (B.9)
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