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Resumo

A Teoria de Cartan-Einstein da gravitagdo ¢ uma modificacdo da Teoria Geral da Re-
latividade. Enquanto a teoria de Einstein foi desenvolvida segundo a hipdtese de que o
espago-tempo da relatividade possui torcao nula, Cartan permite a existéncia de torcao e
a relaciona ao momento angular da matéria anos antes da descoberta do spin do elétron.
Os artigos de Cartan, em especial, Sur les variétés a connexion affine et la théorie de
la relativité généralisée, que é base deste trabalho, contém novas ideias mateméaticas im-
portantes que influenciaram o desenvolvimento de geometria diferencial e, em particular,
conduziu a teoria geral de conexdes afins. Essencialmente, estes sao objetos geométricos
sobre uma variedade diferenciavel que conectam espacgos tangentes proximos. Nesta dis-
sertacao estudaremos a invariancia das leis das mecanicas classica e relativistica em meios

continuos e a geometria do espago-tempo, a partir do ponto de vista das conexoes afins.

Palavras-chaves: Mecanica cléssica, relatividade, gravitagdo, conexoes afins, geometria

do espago-tempo.






Abstract

The Cartan-Einstein theory of gravitation is a modified version of the General Theory of
Relativity. While Einstein’s theory was developed according to the hypothesis that the
relativity of space-time has zero torsion, Cartan allows torsion and relate it to the angular
momentum of the matter several years before the discovery of the spin of the electron.
Cartan’s articles, in particular Sur les variétés the affine connexion et la théorie de la
Généralisée relativité, which is the basis of this work, contains important new mathemati-
cal ideas that have influenced the development of differential geometry and, in particular,
led to the general theory of affine connections. Essentially these are geometrical objects
on a differentiable manifolds that connect nearby tangent spaces. In this dissertation we
study the invariance of the laws of classical and relativistic mechanics in continuous media

and the geometry of space-time from the standpoint of affine connections.

Key-words: Classical mechanics, relativity, gravitation, affine connections, geometry of

space-time.
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1 Introducao

Este trabalho trata da abordagem da fisica relativistica do ponto de vista da geome-
tria diferencial através do conceito de conexdo, introduzido por Elie Cartan. Ele se baseia,
eminantemente, nos artigos de Cartan intitulados Sur les variétés a connexion affine et la
théorie de la relativité généralisée (1922 e 1923), mais tarde recompilados no livro (CAR-
TAN, 1986). Nestes artigos, Cartan introduz as bases da geometria diferencial moderna e
desenvolve conceitos introduzidos por H. Weyl, a saber, variedades diferenciaveis, espagos
fibrados (vetoriais e de referenciais), formas assumindo valores em fibrados vetoriais e seus
produtos tensoriais e exteriores.

Toda idéia é concebida a partir do conceito de referencial movel, sendo fortemente
influenciado pelo conceito de referenciais inerciais ou galileanos. Na pratica, a nova geo-
metria surge a partir da necessidade de uma nova maneira de retratar a variacao infini-

tesimal destes referenciais méveis e mesmo da posi¢cao do ponto base destes referenciais.
Em linguagem moderna (TRAUTMAN, 2006),

0 auQ
’ )

R 12

e, = e

onde M é um espaco-tempo 4-dimensional e a = (a*) : M — GL(R*). Na linguagem de

Cartan, que manteremos nesta dissertacao, tal variacao se dé pela expressao:

dm = ey + wle; + w?ey + wies

de; = Weg + wier + wies + wies

Note-se que, por tratar-se de uma relacao de equivaléncia, as distintas escolhas das
relagdes entre equivaléncias de referenciais levam, a principio, a diferentes escolhas de
grupos de transformacgoes que levam bases equivalentes em bases equivalentes. Obtemos,
assim, subgrupos (ou matrizes) do grupo de matrizes inversiveis (GL(R™)). A matriz de
conexao (w?) pertence, entdo, & algebra de Lie deste grupo.

A ideia fundamental de Cartan é seguir o principio da relatividade de Poincaré 3.1,
que nos diz que as leis fisicas que regem um dado sistema fisico sao as mesmas em re-
ferenciais equivalentes. Em outras palavras, as equagoes de um dado sistema fisico sao
as mesmas, independentemente do referencial, desde que ele pertenga ao sistema de re-
ferenciais equivalentes. Isso nos leva a uma série de obstrugoes as possiveis conexoes em
formato de equagoes diferenciais 3.2. Neste trabalho, iremos nos referir as conexdes que
atendem a estas obstrucgoes como conexoes adaptadas ao sistema fisico.

Para chegar a unicidade da conexao, Cartan revisita a mecanica newtoniana no espaco-

tempo a partir dos invariantes integrais de Poincaré-Cartan (CARTAN, 1986), secao 58,
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pagina 90; (ABRAHAM; MARSDEN; MARSDEN, 1978), secao 3.4, pagina 201; (AR-
NOL’D, 2013), segao 44, pagina 233; e constrdi a mecénica a partir do vetor momento-
massa 3.3.1 (ou quantidade de movimento-energia).

A exigéncia do anulamento da tor¢ao leva a conexao tnica dada por 6.1

O = dt, wt = du, w? = dy, w? = dz
wh=—Xdt, Wwi=-Ydt, w=—-Zdt, w] =0,

S

Cartan caracteriza, entao, o sistema fisico, em Newton, através de trés propriedades

desta conexao 6.1.1:
Qo3 =031 =01 =0 (I)
W AR +wa AR +ws A =0 (I1)
WAAWDBAR+ W3 AW A2+ W Aw? AQS = 4nGpw' Aw? Awd Aw®  (TID)

Em analogia ao caso newtoniano e ainda considerando a tor¢ao nula, Cartan sugere

adaptagoes para o caso eisnteniano, chegando as equacoes 6.2:
wl/\Qé—i—wg/\Q%—i—wg/\Qg:O (I’)

wa Aws A Qo1 + w3 Awr A Qoo+ w1 Aws AQos +wo A wp AQag 4wy Aws A Q31+ wo Awsg AQqa

—4AnGp

pow’ Awr Aw? A w? (I7)

m/\e20®H0+m/\el®H1+m/\eg®H2—|—m/\eg®H3

C
= _787TG ~~Z]€lm A ei(wj VAN le + Wi N Qlj + wy VAN ij) (III’)
YL

onde a ultima equagdo contém informacgoes sobre a geometria do espago-tempo da gravi-

tacao de Einstein: a curvatura vetorial de um elemento 3-dimensional neste espago-tempo.

Ou seja, o momento-massa é a manifestacao fisica de um vetor com origem geométrica.
Ao final do artigo, Cartan esboga um programa da unificacao entre gravidade e ele-

tromagnetismo, ao definir o tensor momento massa da forma
G:m/\eiHi+e,~AejH"j, 8

onde 1Y = pu'u’ 4 p” e a tor¢do nao é necessariamente nula.
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2 Preliminares

Como a geometrizacao dos espacos-tempo newtoniano e einsteniano é um dos objeti-
vos deste trabalho, precisaremos fazer um resumo de defini¢des e resultados no ambito
da topologia. Para este capitulo seguimos como referéncias (ABRAHAM; MARSDEN;
MARSDEN, 1978).

2.1 Variedades diferenciaveis

A concepcao de uma variedade diferenciavel, de dimensao n, nada mais é que uma
colagem de espacos euclideanos n-dimensionais. Um espago-tempo, como veremos a frente,

consiste em uma variedade diferencidvel. Passemos a formalizacao deste conceito.

Definigao 2.1. Seja M um conjunto, entao diremos que o par {(U;, p;)} é uma carta
local de M se ¢ é uma bijecaoo entre U e um aberto de R™. Diremos que uma colecao de
cartas locais de M, digamos A = {(U;, ;) : 1 € 1}, onde I € um certo conjunto de indices,

¢ um atlas diferencidvel (respect. de classe C*) para M, se:
(i)M = \U{U;/i € I}
it)p;(U; N U;) € um aberto, para todos i, j tais que U; N U; # @;
(7ii)As aplicagies de transicao
ij = i 095 o, winuy): 0i(Ui NU;) — (Ui N ;)
sdo difeomorfismo de classe C*

Quando k = oo, diremos que A é um atlas suave.

Definicao 2.2. Seja S um conjunto. Uma relacio de equivaléncia em S é uma relacao

bindaria tal que para todo u,v,w € S,
(i) u « u,
(ii) u v se e, somente se, v~ u, e

(7ii) u v e v w implica u ~ w.
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A classe de equivaléncia de u, denotada por [u], € definida por

[u] = {v e S/u-v}

Definigao 2.3. Sendo A = {(U;,pi) 1t € I} e B = {(Uj, ;) : j € J} dois atlas distin-
tos para M, entao eles serao ditos compativetis quando a sua uniao for ainda um atlas
diferencidvel, i.e, p;0p; " serd um difeomorfismo para todoi € I e todo j € J. A compati-
bilidade entre atlas define uma relacao de equivaléncia entre atlas de uma dada variedade,
diremos que a classe de equivaléncia de um atlas A é a estrutura diferencidvel gerada

por A, que serd denotada por D. A unido de todos os atlas compativeis com A:
Ap :=U{A/A € D}

serd chamado de atlas mazximal de D. Cada carta local {(U,p)} € Ap serd chamada
de uma carta local admissivel. O par (M,D), onde M é um conjunto e D é uma

estrutura diferencidvel, serd chamado de variedade diferencidvel.
Exemplo 2.1. O espago R™ é uma variedade, tendo como atlas a aplicagdo identidade.

Exemplo 2.2. O espaco M(n,R) de matrizes reais n xn é uma variedade com atlas dado

pela aplicagio ¢ : M(n,R) — R"™ com a regra

a1x - Qin

7 (a117”' y A1ny Aily * 5 Qin, Apdy -~ 0 7a/n,n>

Ap1 Qnn

Teremos, entao uma bijecio de M (n,R) com R™, de onde vem a estrutura de variedade.

2.2 Fibrados Vetoriais

Um fibrado vetorial, grosso modo, é uma variedade com um espaco vetorial anexo a
cada ponto. Um tipo de fibrado vetorial de suma importancia neste trabalho ¢ o fibrado

tangente.

Definicao 2.4. Sejam E e F espacos vetoriais reais de dimensao finita e U um aberto
de E. O produto cartesiano U x F serd chamado de um fibrado vetorial local. U serd
chamado espago base e pode ser identificado com U x {0}, a se¢do nula. Para u € U,
{u} x F serd chamada fibra sobre u que pode ser dotada com a estrutura de espago
vetorial de F. A aplicagio m: U x F — U dada por 7w(u, f) = u é chamada de projegdo
de U x F.
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Definigao 2.5. Seja M uma variedade e m € M. Uma curva em m é uma aplicagio C*
da forma ¢ : I — M, onde I € R é um intervalo aberto, o € I e c¢(0)=m. Se ¢, e ¢z
sao curvas em m e (U, @) uma carta admissivel com m € U. Entao dizemos que ¢y, ¢y $G0

tangentes em m em relagio a p Se, e somente se,

(woc1)'(0) = (woc)(0)

Proposicao 2.1. O conceito de tangéncia entre curvas nao depende da carta local ad-

missivel escolhida.
Lema 2.1. A nocao de tangéncia entre curvas define uma relagio de equivaléncia.

Definicao 2.6. Seja I um intervalo aberto da reta. A classe de equivaléncia das curvas
tangentes a curva ¢ : I — M em p = ¢(0) serd denotada por [c],. O conjunto de tais

classes de equivaléncia serda denotado por T,M. O conjunto
TM = Upen T,M

serd chamado de espago tangente e a aplica¢io T : TM — M, dada por [c], — ¢,

serda chamada de projecao canonica do espaco tangente.

Definicao 2.7. Seja m : E — B um fibrado vetorial. Uma se¢go C" de m é uma
aplicagao & : B — E de classe C" tal que para cada b € B 7w(§(b)) = b. Denotaremos por
['"(7) ao conjunto de todas as se¢oes C" de w. Definimos um referencial mével para E
como um conjunto de segoes locais sobre B que forma uma base para E, = 7= '(p), para

todo p € B.

2.3 Algebra de Grassman

2.3.1 Tensores

Definicao 2.8. Seja K um corpo e E um K-espago vetorial. Entao o conjunto dos funci-

onais lineares L(F;K) serd chamado de espago dual de E e serd denotado por E*

Proposicao 2.2. Se = {ey,..,e,} € uma base do K-espaco vetorial E e 5* = {e1,..,en}
elementos de E* tais que €;(e;) = d;5, onde 6;; = 1 se i=j e §;; = 0 se i # j, entdao B* €

uma base de E*, chamada base dual de 3.

Definicao 2.9. Dados os espacos vetoriais E,F, uma aplicacao p : E X ... x E — F,
definida no produto cartesiano de r fatores iguais a E, diz-se r-linear quando seus valo-

res o(vy, ..., v,) dependem linearmente de cada uma das varidveis vy, ...,v, € E. Ou seja,
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devemos ter
O(V1, ooV F+ Wiy ooy V) = (V1 ooy Uiy ooy Up) 4+ (V1 oy Wiy oy )

(V1 ey AUy ooy V) = AP(V1, ooy Uiy ooy Uy)
O conjunto das aplicagoes r-lineares, definidas acima, sera denotado por L"(E; F).

Definicao 2.10. Dado um espago vetorial E, definimos o conjunto

TI(E)=L""*(E*,...E*,E, ..., E; F) (r copias de E* e s copias de E).
cujos elementos sao chamados tensores contravariantes de ordem r ¢ covariantes
de ordem s ou, simplesmente, do tipo (r,s). Dados t; € L' ety € L1520 produto

tensorial de t; por ty € o tensor t; @ ty € L™ H2151%52 definido por

t1®t2(a17 ceey a?‘uﬁlv ceey 67“27 V1, ...y Ugyy W1, "'7w82) - tl(ala vy Oy, U1y ey 2)81)252(B17 "'7/6T27w17 ceey wsz)

onde oy, B; € E* e v;,w; € E, para todo 1.
P = {(iy, ..y ip) € Z5. )1 <'iy,...iip < 0}

Proposicao 2.3. Se dimE = n, entao TI(E) possui a estrutura de um espago vetorial
de dimensao n"*. Se {ey,...,e,} é uma base ordenada de E e {e1,...,e,} sua base dual

entdo {e;, ® ... ®e;, el @ ... REjs & ik, Jp = 1,...,n} € uma base para T?(E).

Definicao 2.11. Seja M uma variedade e 75y : TM — M seu fibrado tangente. Chama-
temos TT (M) =TI (TM) o fibrado vetorial de tensores contravariantes de ordem r e
covariantes de ordem s, ou do tipo (1,s). T (M) também é chamado de fibrado cotangente
de M e € denotado por Ty, : T*M — M.

Defini¢ao 2.12. Um campo tensorial do tipo (r,s) em uma variedade é uma se¢ao C'>
de TT(M). Denotaremos por T] (M) o conjunto I'°(T7(M)). Um campo vetorial em M
¢ um elemento de T3 (M) = X(M). Um campo covetorial, ou 1-forma diferencial
¢ um elemento de T?(M) = X*(M)

Definigio 2.13. Seja E um espaco vetorial real de dimensdo finita. Definimos A°(E) :=
R, AY(E) := E* e A*(E) 0 espago das aplicagoes ¢ tais que ((e1, ..., ex) = (sinal de ) (), -, €xr)),
onde w € uma permutacio em Sy. O sinal de 7 serd igual a 1 se a permutagdo for par e

-1 se a permutacdo for impar. Chamaremos os elementos de A* de k-formas em E.

Definigao 2.14. O operador alterndncia alt : T (E) — TY(E) ¢é definido por
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1
> (=1)"C(ex(r), - €xry), onde (=1)" = (sinal de 7).

altC(el, ...,€k) = H Z
- TT k

A soma € sobre todos os k! elementos de S,
Proposigdo 2.4. Se ( € TY(E) entdo alt(¢) € A*(E).
Definigao 2.15. Se ¢ € T)(E) e & € T)(E), entdo a (p+q)-forma

!
CNE = (ppqu’)'alt@@f)

serd chamada de produto exterior entre ( e &.

Exemplo 2.3. Sea, 8 € A'(E), entdo aNB = a®—LRa. Em particular, aAB = —Aa

eaNa=0

Proposigao 2.5. Para a € TY(E), f € T)(E) e ¢ € T2.(E), temos:
(i) N € bilinear;
(ii) a N B = (=1)"B Ao

(iii) o N (BAC) = (A B) NG

Definigdo 2.16. A soma direta dos espagos A*(E) (k=0,1,2...) com sua estrutura de
espago vetorial real e multiplicacao induzida por N\ é chamada dlgebra de Grassmann

ou dlgebra exterior.

Observagao 2.1. A definicio de produto exterior também pode ser extendida a vetores
ou campos de vetores. O produto exterior de dois vetores pode ser interpretada geomé-
tricamente, no caso bidimensional, por exemplo, como segmentos de planos orientados.
O produto exterior de vetores gozard das propriedades de bilinearidade, antissimetria e
distributividade em relagao a soma. Uma discussao mais profunda pode ser encontrada

em (DORAN: LASENBY, 2003)

Definigdo 2.17. Seja n=dim E. Entio para k > n, A*(E) = {0}. No entanto, se
0 < k < n, A¥(E) possui dimensdo igual d (Z) A dlgebra exterior sobre E possui di-

mensao igual a 2". Se {ey,...,e,} € uma base de E e {a,...,a,} € sua base dual,

{ag Ao ANay, 1<y < ... <ip <n} é uma base de A*(E)

Definicao 2.18. Para todo r, a aplicagao linear T' : E — F determina uma nova apli-
cagao linear T* : A"(F) — A"(E), definida por
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(T*w)(v1, .oy vp) = wW(T(01), ..., T(v,)),
para quaisquer w € N"(F) e vq,...,v. € E. A r-forma linear T*w chama-se o pull-back
de w para o espaco E relativo a T.

Teorema 2.1. Seja M uma variedade. Entao existe uma unica familia de aplicagoes
d*(U) : A*(U) — AN U) (k=0, 1,...,n e U é um abreto de M), que denotaremos sim-

plesmente por d, chamada a derivada exterior em M, tal que:
(i)Para o € A*(U) e 8 € A(U),
da+p)=da+dp e
dlanpB)=daApB+(—1)*aAds;

(i) Se f € C*> é uma fungao real, entao df=df, ou seja, a derivada exterior coincide

com a derivada usual.

(iii)do d =0

Definicao 2.19. Seja X € X um campo de vetores numa variedade M. Entao a aplicacao
ix : AP(M) — AP~ (M) dada por

w(X, Xg,..., X)), se > 0,
iew(Xa, . x,) = N ) P
0, se p=0.

serda chamada produto interior de w por X.

Proposicao 2.6. Seja X um campo de vetores em M, w € AP(M) en € AY(M). Entdio
ix(wAn) = (ixw) An =+ (=1)Pw A (ixn)

Defini¢ao 2.20. Chamamos w € A¥(M) de forma fechada se dw =0 ¢ forma exata

se existe a € A*"1(M) tal que w = do

Lema 2.2. (Lema de Poincaré)

(i) Toda forma exata € fechada;

(7i)Se w € fechada entdo para cada m € M, existe uma vizinhanga U de m para a qual

wly € ezata.
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3 Conexao afim do espaco tempo e a dina-

mica dos meios continuos

3.1 Principio da inércia e gravidade newtoniana

No desenvolvimento de teorias fisicas, a escolha de um referencial é fundamental para
que se possa realizar medigoes e andlises. Porém, as conclusoes chegadas a partir das
analises em um dado referencial devem independer de sua escolha.

A lei da inércia de Galileu-Newton diz o seguinte (EINSTEIN; PEREIRA, 2003)

Na mecanica, um corpo suficientemente afastado de outros corpos permanece em es-

tado de repouso ou de movimento retilineo uniforme.

Chamaremos um sistema de coordenadas na qual se verifica a lei acima, de referencial
galileano. E imediato que se Ty for um sistema de coordenadas galileano, entdo qualquer
outro sistema de coordenadas T que executa, em relacao a T, um movimento de translagao
uniforme também sera um sistema de coordenadas galileano. Assim, em relacao a T, as
leis da mecénica serao tao validas quanto em relacao a Ty. Chamaremos T e T, com essas
condigoes, de referenciais equivalentes.

Durante muito tempo todos estavam convencidos que os fendmenos da natureza po-
diam ser representados com o auxilio da mecéanica classica. Mas, com o desenvolvimento
da eletrodinamica e da optica, foi se tornando cada vez mais claro que a mecanica classica
era uma base insuficiente para a descricao de todos os fendmenos fisicos. Nesse sentido,
Poincaré da um passo em direcdo a generalizacao da lei da inércia de Galileu-Newton,

enunciando o principio da inércia da seguinte forma (LOGUNOV, 2004)

As equacgoes que determinam as leis fisicas devem permanecer invariantes quando de-
terminadas em referenciais fizos ou em referenciais que realizam movimentos de translacao

uniforme.

Referenciais cuja lei da inércia de Poincaré sao validas, sao chamados de referenciais
inerciais. A segunda lei da inércia apresentada acima, incorpora a primeira, mas também
introduz a possibilidade de considerarmos referenciais acelerados. Pois se, por exemplo,
considerarmos um corpo em queda livre e um refencial cuja origem é dada por esse corpo,
o movimento do corpo em relacao a este refencial sera uniforme.

Vamos buscar uma modificagdo na nossa definicao de referenciais equivalentes, para

podermos estender o principio da inércia para pontos de massa colocados num campo
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gravitacional.

Vamos considerar um ponto de massa se movendo e, anexo a ele, em cada instante
de tempo, um referencial inercial que tem este ponto como sua origem. Se este ponto de
massa nao esta sujeito a interagées com outros corpos, podemos estabelecer o principio

da inércia da seguinte maneira:

Se um sequndo referencial inercial equivalente é anexo a este ponto de massa em movi-
mento, entdo, em cada instante de tempo, a velocidade do ponto de massa, no referencial

galileano correspondente a este instante de tempo, é constante.

Daqui em diante, toda vez que nos referimos ao principio da inércia, estaremos nos
referindo ao principio acima. Ele nos propiciara, mais a frente, utilizar o conceito de
referenciais maéveis, desenvolvida por Cartan.

Estaremos considerando, por enquanto, a no¢do de tempo absoluto.

Fixe um referencial galileano num ponto de massa em movimento, denote por 7Ty sua
triade de coordenadas espaciais e introduza um campo de aceleracao, andlogo ao campo
gravitacional,digamos (X,Y,Z). Entao se a velocidade de um ponto de massa em relagao
a Ty no tempo t for (u,v,w), tem-se que no tempo t+dt, a velocidade serd igual a (u +
Xdt, v+ Ydt, w + Zdt).

Agora, vamos anexar ao ponto de massa, nos tempos t e t + dt, as triade 77 e T5,
respectivamente, que sao equivalentes a Ty segundo principio da inércia. Estas triade
definirao referenciais galileanos se eles estiverem num movimento retilinio uniforme em
relacao a Tj.

Sejam (a,b,c) e (a’,b’,c’) as velocidades de translagao de T e Ty, respectivamente, em
relacao a Ty. Teremos, que a velocidade do ponto de massa relativa ao referencial galileano

anexado a ele no tempo t serd igual a

(u-a,v-b,w-c)

Analogamente, temos que a velocidade do ponto de massa no referencial galileano

anexado no tempo t + dt sera
(u+ Xdt - a’, v+ Ydt + b, w + Zdt - ¢).
Além disso temos que velocidade de Ty em relagao a T é igual a
(a’-a, b’ - b, c -c).

Assim, para que a noc¢ao de equivaléncia acima seja valido, precisamos que

(u-a,v-bw-c)=(u+ Xdt-a’, v+ Ydt + b, w+ Zdt - ¢),
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ou seja,
(a’-a, b’ -b,c -c)=(Xdt, Ydt, Zdt).

Concluimos que, a definicao de referenciais equivalentes dada anteriormente pode ser
dada da seguinte maneira: dois referenciais serdo chamados equivalentes se eles movem-se

entre si, com velocidade dada pelas coordenadas do campos de forcas.

3.2 Relacoes entre espaco-tempo, geometria e matéria

Se admitirmos que as condi¢oes determinando a equivaléncia de 2 referenciais iner-
ciais, com origens infinitamente proximos, definem propriedades fisicas e geométricas do
espago-tempo, entdo os fendmenos gravitacionais podem ser deslocados do dominio da

fisica para o dominio da geometria. Essa hipotese é bastante admissivel, uma vez que as

relagoes

07 oy ox oz oy ox
oy 0z ' 0z ox  ox oy
ox ov oz,

or oy | 0 P

produzem uma formulagao completa das leis de gravitagdo newtoniana.

A primeira equagao, em coordenadas ortogonais, mantém as propriedades da estrutura
geométrica de espaco-tempo. A segunda, mostra que a densidade de matéria, em um
meio continuo, ¢ a manifestacao fisica de uma propriedade geométrica de espago-tempo.
Note que essa formulagao, de certa forma, restaura algumas caracteristicas da teoria
da gravidade de Einstein dentro do quadro da mecénica classica, uma vez que, segundo
Einstein, a gravidade é devida a uma curvatura do espago-tempo provocada pela presenca

de matéria.

Dessa forma, as componentes do campo gravitacional (X,Y,Z) capturam a estrutura

geométrica basica de espaco-tempo.

Um questionamento natural que segue das observacoes acima é: A redugao da gra-
vitagdo a geometria ocorre somente para uma definicdo epecifica de equivaléncia de 2
referenciais inerciais infinitamente préximos? Na segdo 2.6, veremos que até que a di-
namica de um ponto de massa seja afetada, existe um nimero infinito de defini¢des de

equivaléncia de referenciais galileanos com origens infinitamente préximos.
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3.3 O espaco tempo 4-dimensional e a dinamica dos meios conti-

nuos

3.3.1 O espaco-tempo 4-dimensional

Definigao 3.1. Seja M um conjunto nao-vazio cujos elementos sao chamados de eventos,
Vum espago vetorial e f - M xM — V sobrejetora definida por f(c,a) = a - c¢. O conjunto
M serd chamado espago afim associado ao espacgo vetorial V se:

a) Dado c € M e v € V, existe um unico ponto a € M tal que v = a - ¢;

b)Sev=>b-aew=c-b, entdo v+w=c-a

Definicao 3.2. Seja M um espaco afim e V o espaco vetorial associado. Um subconjunto
nao-vazio N de M serd chamada variedade afim se para algum ponto a de M, o conjunto

de vetores A ={b—a; b€ M} for um subespago vetorial de V.

Trataremos espago-tempo como uma variedade 4-dimensional afim, na mecanica clas-
sica. Em relacdo a um referencial galileano, um vetor do espaco-tempo pode ser escrito
como (t' -t,x -x,y -y, 2 -2z),onde (t, x, 5, 2z) e (t', X', ¥y, z') sdo dois eventos e
representam a origem e extremidade deste vetor, respectivamente.

Cabe observar que como estamos considerando o tempo absoluto, o componente tem-
poral de um vetor do espago-tempo independe da escolha do referencial. O mesmo nao
ocorre para as componentes espaciais, cujas componentes, juntamente com a triade T,
definem um dado referencial galileano. Além disso, vimos anteriormente, que o vetor es-
pacial (x’ - x, y’ -y, z’-z) depende também da velocidade de sua triade em relagdo ao

espaco absoluto.

Vamos, a partir de agora, construir um vetor que sera de suma importancia neste
trabalho e que nos dara relevantes resultados ao longo deste capitulo: O vetor momento-
massa.

Considere um ponto de massa movendo-se em relacao a um referencial galileano. Neste
referencial, o vetor espago-tempo, com origem no tempo t e extremidade no tempo t +
dt é dado por (dt, dx, dy, dz).

Sendo m igual a massa de uma particula, os vetores

dr dy dz de dy
1, 0 dt) (m, m—,m

independem da escolha do referencial inercial. Isso se deve ao fato de a massa, o intervalo
de tempo e a velocidade serem independentes da escolha do referencial, onde a tultima
afirmagao segue da lei da inércia. Ao ultimo vetor, damos o nome de vetor momento-
massa. E fcil verificar que a derivada temporal do vetor momento-massa ¢ igual ao vetor
espacial forca, ou seja, valem o principio da conservagao de massa e a lei que relaciona a

forga a aceleracao.

dz

aca "

)
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3.3.2 Dinamica classica dos meios continuos

As consideragoes desta subsecdo serao acerca de um meio continuo equipado com um
referencial galileano. Nosso objetivo serd chegar em um vetor momento-massa neste meio,
usando uma estratégia analoga a que utilizamos para meios nao continuos, além, de obser-
var suas propriedades. Para isto, vamos fixar um volume 3-dimensional no espaco tempo.

Por (CARTAN, 1922) temos que a massa total contida neste volume é dado pela integral
/// pdxdydz — pudydzdt — pvdzdxdt — pwdzdydt

onde p e u, v, w denotam, respectivamente, a densidade e as componentes da veloci-
dade de cada elemento de matéria. Assumindo que a matéria é livre de pressao e tensao,

o componente x do momento do mesmo volume serd dado por
/ / / pudxdydz — puldydzdt — puvdzdrdt — puwdxdydt
Da mesma forma, as componentes y e z do momento serao dados por
// pvdxdydz — pvudydzdt — pv*dzdxdt — pvwdadydt
// pwdzdydz — pwudydzdt — pwvdzdzdt — pwdrdydt

respectivamente.
Vamos denotar os integrandos destas integrais por II, II,, II, e II, e defini-las como
as quatro componentes do vetor momento massa de um elemento de matéria do

meio.

Teorema 3.1. A derivada exterior do campo momento-massa € iqual a Fdt, onde F é o

campo de forcas.

Demonstracao 3.1. Primeiramente, note que
dll = d(p)dx Ndy Ndz — d(pu)dy N dz A dt — d(pv)dz A dz A dt — d(pw)dz A dy A dt

dp ap dp ap
= —=—dt + —d —d —dz | d dy Nd
<0t Tt T g, W g0 ) v hay haz

[ 9pw) ,, O(puw) d(pu) d(pu)
K ey dt + o dzr + p dy + ER dz || dy Ndz Adt
p

d(pv) ., 9(pv) a(
—K o dt + dx + B

ox

y
%) gy + 8(pv)dz>1 dz A dx A dt
Y 0z
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um elemento de matéria que ¢é obtido acrescentando as componentes II,, II, e II, do

{5

L Olpw) | 9pv) | Opw)

ar + 00 gy 200 4 8(pw)dz>] dz N dy A dt

ox oy 0z

dt N\ d dy N d
o7 oy 82] ANdx Ndy N dz

De onde temos

+

ot

[8/) L 9w O(pv) 8(pw>1 0
ox y 0z

pelo principio de conservagdo da massa.

Além disso,

dpu  O(pu?) 8(puv)+8(,0uw)

dt A dz Ady Ad
o T or oy 0z TAdy Az

ot ox dy 0z
—@ + @jt%u%— u%—l—@u%— v@+@u w@
o e T Ploz T ay " T8y T e

~ (0p  O(pu)  O(pv)  O(pw) Ou Ju ou du
”( + + TP\ T Ty T o

du m du
Cdrx ANdyANdzdt

onde Fy é o componente x da forca por unidade de volume.

Cdlculos andlogos nos darao que

P\ot " %or "y T Va2 ) T2

De onde seque o resultado. B

O caso geral pode ser reduzido ao anterior definindo o momento generalizado de

vetor momento-massa, respectivamente, as componentes

—Pradydzdt — pyydzdrdt — py.dxdydt
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—Pyzdydzdt — py,dzdxdt — p,.drdydt

—Pzadydzdt — p.ydzdydt — p..dvdydt

que nos dara as equagoes abaixo:

dp  O(pu)  O(pv)  O(pw)\ _
(825+ ox + dy + 0z >_O

ou ou ou ou ODzz  ODyy  ODy
- -7 _ =X
(at T Ty waz> T Ty T as
ov Ov ov Ov Opyz ~ Opyy  Opy.
- -7 il —-Y
(at+“ax+”ay+waz> or oy o2
<8w+uaw+vaw+waw> 8pzz+8pzy+ap” =7

ot ox oy 0z ox dy 0z

onde X, Y, Z sao as componentes da aceleracao devida a gravidade.

Estas trés ultimas equagoes sao as conhecidas equagoes de Euler e sao umas das
equacoes fundamentais da dinamica de fluidos.

Outro aspecto importante da dindmica de um corpo é conhecido como momento
angular. Sabemos que o momento angular de um elemento de matéria de um meio con-

T X mv, onde 7 é o vetor velocidade e 7 é o vetor posicao de

. , -
tinuo é dado por L =
cada elemento de matéria, respectivamente. Assim, considerando a auséncia de pressao,
as componentes do momento angular, no bordo 3-dimensional de um volume arbitrario

do espago-tempo sao dados por

/ (yIL — 2I1,) = / (yFs — 2Fy)dt

)% 14

/(z / 2Fy — xF3)d
oV v

/(x /ng yF)d
oV

A igualdade segue do teorema de Stokes e das igualdades abaixo que, na auséncia de

pressao, sao imediatamente satisfeitas:

dy NI, —dz N1, =0

dz N1, —de AN1II, =0

dx N1, — dy AN 11, =0
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No caso geral, essas equagoes se mantém considerando-se

Pzy — Pyz = 0
Prz — Pza = 0
Pyz — Pay = 0

Os resultados obtidos, até agora, neste capitulo, podem ser expressados usando uma

notagao vetorial:

Sejam eg = (1,0,0,0),e; = (0,1,0,0),e2 = (0,0,1,0),e3 = (0,0,0,1). Nesta notagao,

o vetor momento-massa de uma particula de massa m, é dado por

n dx . dy N dz
€0+ —e1+ —ey+ —e
e
Seja m = (t, x, y, z) um ponto do espago-tempo, entdo a derivada deste ponto em
. , dr dy dz
relacdo ao tempo é o vetor | 1, A & do espaco- tempo. Logo, o momento-massa

m
de uma particula é dado por mﬁ.

Agora vamos mergulhar o espaco-tempo em R®, considerando m = tey + ze; + yes +
ze3 + e4 e tomar um segundo ponto m’ = t'eq + x'e; + y'es + ez + e4. Assim, o vetor
m/Am’, chamado por Cartan de vetor deslizante, cuja origem e extremidade encontram-se,

respectivamente, nos pontos m e m’ do espago-tempo, ¢é escrito da forma:

m A m' = (teg + ze; + yey + ze3 +e4) A (t'eg + 2'e; +y'es + Z'es +ey)
= (ta' —t'z)eg Ner+ (ty —t'y)eg ANex + (t2' — t'2)eg N es
+ (xy —2'y)er Neg+ (22 —2'2)e; Nes + (y2' — y'2)es Nes
+(t—thegNes+ (z—2)er Nes+ (y—y)ea Ney+ (2 — 2')es A ey.
Proposicao 3.1. O vetor deslizante m <m/\ (ZZL), cuja origem se encontra mo ponto m

do espago-tempo, carrega consigo o momento-massa de uma particula.

Demonstracao 2.1. Basta notarmos que



3.8. O espago tempo 4-dimensional e a dindmica dos meios continuos 33

dmy L
m(mA = m(tey + re; + yes + zes3) A (eo + 2'e; + y'es + Z'e3)+

dx d dz
+m(t—1)egs +m(z — —)eis +m(y — —y)eu +m(z — —)esq

dt dt dt
= (td—x—) Ney+ (td—y—) N eg + (t%—) A
=m dt xT)ep /\ el m dt y)eop /\ ez m dt zZ)ep /\ es3
+(@ d—x)e/\e+(% dﬁ)e/\e%—(—z @)e/\e
O T T R T TR A R T TR A
—(me Ne —|—md—xe Ne —i—m@e Ne +m%e /\e)
0 4 i 1 4 at 2 4 at 3 4] -

Teorema 3.2. A derivada temporal do vetor mével m (m A %‘) € igual ao vetor movel mA F,
onde F = (0, F,, Fy, F,)

Demonstracao 3.2. Pelo que acabamos de mostrar,

dm dx dy dz
m{mA— | =m(t— —x)eg Ner + m(t— —y)eg Aea +m(t— — z)eyg A es

dt dt dt dt
dy dx dz dx dz dy
+ m(ma - %y)el A ey + m(x% - Ez)el N es+ m(y% — %2)82 A e
dx dy dz
— <me0 Neyq+ mael Ney+ maeg Neq+ maeg A 64) .

Por outro lado,

mA F=m(teyg + ze; + yes + zes + e4) A (Oeg + Xey + Yes + Zes)
— (0epsa+ Xejqa+Yess + Zesy)
= (mtX)eg Aep + (mtY)eg Aex+ (mtZ)eg A es
+m(zY —yX)er Nea+m(zZ —zX)ey Nes +m(yZ — zY)es Nes
— (0eg Nes+ Xeg Aeg+Yes Aey+ Zeg Aey)

Os teoremas de conserva¢io de massa e momento angular e o principio fundamental da di-
namica, expressos nas equagoes abairo, nos dao o resultado desejado:

dm 0

i () -

d (mdy> e at \""dt v

b Lol

T (mtdf - m:z:) =tF, (Zit datly

i mt% —mz | =tF dt (mtdt - my) Rk

dt dt T d dz y

d d — (m — — mz> =yl — zF,
o7 (mtdt — mz) =tF, C(ljt gt g;

d d — (mx — my) =ual, —yF, R
— ( z—x — mxdz> zF, — xF, dt dt dt !

dt dt dt
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O teorema acima nos mostra que a equagao

;tm(m/\d;f)—m/\F

contém, de uma s6 vez, o principio fundamental da dinidmica e o teorema do momento an-
gular.

A partir de agora, retornaremos a mecanica dos meios continuos.
Teorema 3.3. Sejam

G:H®e0+Hz®el+Hy®e2+Hz®e3,
F=(XdeNdyNndz)®@e+ (Ydz ANdy ANdz) @ e2) + (Zdx ANdy A dz) ® es,
G=mAGeF=mAF.

Entao dG = dt A F, onde d ¢é derivada exterior.

Demonstracao 3.3. De fato, sendo

dm = dtey + dxey + dyes + dzes, entdo

dG = m N epdll +m A ey dll, +m A eadlIl, + m A ezdll,
+(dzey A ey + dyes A eg + dzes N eg)ll + (dteg A ey + dyes A eq + dzes A ep)ll,
+(dteg N ea + dxey N ex + dzeg A eg)Ily, + (dteg A es + dxey A es + dyes A e3)Il,

=m A eodll +m A e1dll, +m N eadll, +m N ezdll,

+eo A ey (dt AN, — dx A1) + eg A ea(dt AL, — dy A1)
+eg Aeg(dt NI, — dz AN1I) + ex Aeg(dy AL, — dz A1)
+eg Aei(dz NI, —dx AN1L) + €1 A ea(de AL, — dy A1)

Um cdlculo simples mostra que as componentes de e; Aej, para todo i, j=0,1,2 3, na equagdo
acima, sao identicamente nulos. Agora basta lembrar que

dll =0

dll, = Fidt Ndx Ndy N\ dz = Fpdt,
dll, = Fydt ANdx N dy N\ dz = Fydt,
dll, = Fsdt Ndx Ndy N\ dz = F,dt,

De onde seque o resultado imediatamente.ll

O importante resultado acima, nos mostra que numa sé equagdo esta encapsulada toda a
dindmica newtoniana de meios continuos com um referencial fixo. Passemos agora a andlise do
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mesmo resultado com referenciais maoveis.

3.4 Conexao afim e equivaléncia entre referenciais

Nesta segdo, veremos que o conceito de conexdo aparece como um arcabougo geométrico
adaptado ao sistema de equagdes que rege o sistema fisico, sendo , portanto, associado ao
grupo que preserva este ultimo invariante. As principais referéncias utilizadas nesta secao séo
(CAMARA, Versao preliminar de 26 de dezembro de 2013) e (CARMO, 1976).

Pensar em transformar um referencial arbitrario {e;} em, digamos, {€;} equivalente ao pri-
meiro, sendo estes bases do espaco afim associado a um espago-tempo num ponto m, nos im-
pulsiona, imediatamente, a pensar no estudo de matrizes de mudanca de base, mas ao mesmo
tempo, na necessidade de mantermos propriedades invariantes de figuras geométricas (equiva-
lentemente a invariancia de leis fisicas). Nesse sentido, o estudo dos grupos de Lie associados as
variedades nos fornece um excelente meio para alcancarmos estes objetivos.

Peco licenga ao leitor para fazer uma brevissima explanacdo de alguns conceitos béasicos
referente a grupos de Lie e algebra de Lie. Um estudo rigoroso desses conceitos implicaria na
necessidade de utilizar uma vasta bibliografia. Porém, nosso intuito é nao desviar a atencao do
nosso objetivo: estabelecer relagoes entre referenciais equivalentes e conexao afim.

Um grupo de Lie é definido como sendo uma variedade diferenciavel munida de uma estrutura
de grupo compativel com a estrutura de variedade diferenciavel, no sentido de que o produto
e a aplicacdo que leva um elemento no seu inverso sao diferenciaveis. Estas caracteristicas nos
permite realizar estudos infinitesimais e aplicar regras fundamentais do céalculo, entre elas a
derivacao.

Uma &dlgebra g pode ser associada a cada grupo de Lie. A esta algebra damos o nome de
algebra de Lie. Todo grupo de Lie é completamente determinado por sua algebra de Lie (afirma
um teorema fundamental de Lie). O estudo dos aspectos geométricos de um grupo de Lie é
marcado pelas caracteristicas algébricas de sua algebra de Lie, j4 que a mesma se caracteriza
como sendo o espago vetorial dos campos de vetores invariantes a direita ou a esquerda e pode
ser identificada com o espago tangente na identidade do grupo.

Dessa forma, as relacdes de equivaléncia vao fazer os referenciais viverem num grupo de
matrizes quadradas. Ja as derivagoes indicam em certa forma a algebra de Lie de matrizes, que
¢é onde vivem os diferenciais entre referenciais equivalentes infinitamente préximos, em particular,
as matrizes de formas de conexdo que construiremos abaixo. Vejamos como isso se dé:

No espago-tempo da mecéanica newtoniana, o espaco 3-dimensional é um espago euclideano.
Como queremos estudar equivaléncia de referenciais em pontos infinitamente proximos, a de-
rivada usual é, neste espago 3-dimensional, uma ferramenta 1til. Vamos entdo considerar um
ponto m num aberto U do espago-tempo newtoniano e considerar eq, €3, e3 campos diferenciaveis
de vetores em U, com origem em m. A partir do referencial {e;} podemos definir formas dife-
renciais lineares pela condicao wi(ej) = 0;;; em outras palavras, no ponto m m € U, a base {w'}
é a base dual da base {e;}. O conjunto das formas diferenciais {w’} é chamado o coreferencial
associado ao referencial {e; }.

Vamos definir

dm = wle; + w?ey + wies

Teremos que dm ¢ a identidade do grupo de Lie associado ao espaco 3-demensional euclide-
ano.(basta aplicarmos os campos {e;} para verificar este fato).



36 Capitulo 3. Conexdo afim do espago tempo e a dindmica dos meios continuos

Agora, cada campo e;, pode ser pensado como uma aplicacio diferenciavel e; : U C R3 —
R3. A diferencial de; : R® — R3, em m, é uma aplicacdo linear. Portanto para todo v € R3,

3
podemos escrever (de;).(v) = > w!(v)e;, ou simplesmente
7j=1

de; = wieg + wies + wies
des = wiey + wies + wies
des = wier + wies + wies
Como ¢; é um campo diferencidvel, w’/ é uma 1-forma diferencial linear. A matriz (w]) é
chamada matriz das formas de conexao e, assim construida, vive na algebra de Lie associada ao
grupo de Lie que representa o espaco 3-dimensional do espaco tempo. Note, que como estamos
tratando de um espago euclideano, o espago tangente a esta variedade é o proprio espago eucli-
deano, logo a derivada usual de cada campo é levada no préprio espaco. Isso é confirmado, ao
escrevermos de; como combinagao linear dos campos e;.
Até agora, tratamos do espacgo 3-dimensional do espago-tempo de Newton, que é eucli-
deano. A pergunta que se segue é: Como generalizar as ideias acima para um espago-tempo
4-dimensional nao euclideano? Aqui surge a necessidade de utilizarmos novas geometrias.

Definicao 3.3. Sendo E um fibrado vetorial, my : E — TM a projecdo ortogonal em TM,
entdo a aplicagio V : T(TM) — AY(M;TM) dada por V(s) = myoV g(s) satisfaz as sequintes
propriedades:

(i) V(s1+s2)=V(s1)+ V(s2);
(ii) V(f.s)=df @ +f.V(s)

para todo f € C®(M) e s1,s9 € I'(T'M). A aplicagio V € conhecida como conexdo afim
em TM.

Finalmente, teremos as equacgoes

Veo = wiep + wier + wiea + wies
Ver = wlep + wier + wies + wies
Ves = wieg + wier + wies + wies
Ves = wiep + wie + wies + wies

e definindo, agora,
dm = ey + wle; + w?ey + wies

que é, da mesma forma, a identidade do grupo de Lie assocoiado a um espago-tempo, teremos
uma matriz de formas de conexao (wf ) que vive na &lgebra de Lie associada ao grupo de Lie
que representa um espaco-tempo 4-dimensional.

Cientes que em espagos nao-euclideanos as derivagoes tratam-se de conexdes afim, sem risco
de confusdo, manteremos a notagao de Cartan:

dm = wley + wle; + w?es + wies
dey = wleg + wher + wiea + wies
de; = wieg + wieg + wies + wies

des = wley + wier + wies + wies

des = wiep + wie + wies + wies
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Dessa forma, estudarmos sistemas fisicos através de referenciais inerciais associados a um
grupo G é equivalente a estudar certas conexoes afim com formas de conexao em g.

3.5 Dinamica classica de meios continuos via conexao afim

Iremos agora estudar algumas das consequéncias da invariancia das leis da mecanica com
relacdo a referenciais inerciais e a uma conexao afim. Na mecénica classica, o tempo é considerado
ser absoluto. A nossa conexao afim sera escrita da forma:

dm = ey + wle; + w?ey + wies
deg = wier + wies + wies
de; = wieg + wies + wies

des = wleg + wies + wies

dez = wier + wiey + wies

As componentes eg das equagoes acima sdo iguais a zero, pois se eg, €1, €9, e3 ¢ um referen-
cial qualquer num ponto (ou evento) do espago-tempo, cada um destes vetores é definido pela
diferenca entre dois eventos no espaco-tempo. Como estamos considerando o tempo absoluto, a
diferencial da funcdo tempo serd sempre igual a 1, logo a diferenca serd zero.

Nosso w? serd tdao somente o intervalo de tempo infinitesimal entre dois pontos m e m’.

Vamos fazer uma pequena mudanca na notagao afim de obter simetria. Considere

Iy := I = pw' A w? Aw? — purw? Aw? Aw® — pusw?® A w? AWl — pugw! Aw? AW
II; =11, = pugw! Aw? A w3 — pui2w? A w? Aw® — puguswd A w! Aw® — puguswt A w? A WP
P P p p

Iy :=1I, = puzwl Aw? Aw? — pu2u1w2 Awd Aw® — pu%w3 Awl Aw? — quU3w1 A w? AW

3 =11, = puzw! A w? A w® — puzuiw? A w3 Aw® — pugusw® A wt Aw® — pulw! Aw? Aw°
respectivamente, as componentes do vetor momento-massa de um elemento de matéria num
meio continuo, onde uq,us, ug sdo as velocidade neste novo sistema de coordenadas espaciais
{607 €1, €2, 63}~

Assim, o tensor momento-massa sera escrito da forma G = Ilg®ey+11; ®e; +1lsRes+113R e
e o tensor momento-massa generalizado sera dado por

G=mAG=(mAe) @I+ (mAe) @I +(mAey) @I+ (mAe;z) I3

Analogamente, a forma forca é dada por F = Xw' Aw? Awd®@e; +Yw Aw? Aw? @ey+ Zw! A
w? Aw? ® es e a forca generalizada ¢ dada por

F=mAF = (mAe) @ Xw' Aw? Aw? +(mAe;) @YW Aw? Aw? + (mAes) @ Zw! Aw? A
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Como nao estamos mais considerando {ep, e, ey, e3} constantes, entao

dG =(mAey) @dly+ (mAe)RdI; + (mAey) @dly + (mAes) @ dlls

+(dmAe)) @Iy + (dmAep) @I + (mAer) @Iy + (dm A ez) ® I3
+ (m A dey) @ Ilg+ (m A dep) @ I} + (m A dey) ® Il + (m A des) ® 113

=(mAey) @dlly+ (mAe)RdI; + (mAe) ®dly + (m Aes) ® dlls
+ ([w'er + w?es + wies] Aey) ® Iy + ([wley + wies + wies] Aey) @ IT;
+ ([wYeg + w'er + wes] Aey) ® Ty + ([wleg + w'er + w?ey] Aes) @113
+ (m A (wger +wies +wies)) @ Iy + (m A (wie; +wiey +wies)) @ 11,
+ (m A (wie; + wieg +wies)) @ Iy + (m A (wze; + wies +wies)) @ I3

= (mAey) @dly+ (mAey)® [dl; +wj @y +wi @I +wy @Iy + wy @ T3]
+ (mAey) ® [dlly +wh @ Ip + wi @ [ + wi @Iy + wj ® [3]

+(m A e3) ® [dIs + wi @ Iy + wd @ I} 4wl @ Iy 4 wi @ I13]
+(eo/\e1)®[wo/\Hl—wl/\Ho}+(e0/\eg)®[w0/\l_[2—w2/\l_[o]
—|—(eo/\e3)®[w0/\H3—w3/\Ho}+(e1/\e2)®[w1/\1_[2—w2/\H1]
+(e1/\e3)®[wl/\Hg—w3/\H1}+(e2Ae3)®[w2/\H3—w3/\H2]
Note que

wo/\H1—wl/\Ho:pulwo/\wl/\w2/\w3—(—pulwl/\wz/\wS/\wo):0
Da mesma forma,
wj/\l_[i—wiAHj:O
Assim
dG = (mAep) @dlly+ (mAer)® [dll +wy @ o+ wi @I + wy @ s + wy @ I3

+(mAer) ® [dlly + wi @ Mo+ wi @ I + Wi @ Iy + wi @ I13]
—|—(m/\e3)®[dH3+wg’®H0+wf®H1+w§’®H2+w§'®H3]

Como as leis da mecanica nio se alteram sob mudanga de referenciais inerciais equivalentes,
conforme o teorema 2.3, devemos ter: dG =’ AF =dt AF e

wy @ Tl +wi @T; 4wy @y + w3 @3 =0 (3.1)
Wi @Il +w? @1 +wi @My +wi @3 =0 (3.2)
Wi Ty +w? T 4+ wi @y +wi @3 =0 (3.3)
Em outras palavras, afirmar que uma conexao afim satisfaz a equacdo dG = dt A F é

equivalentemente a dizer que ela satisfaz as equagoes (2.1), (2.2) e (2.3). Uma conex@o com esta
caracteristica serd chamada conexao adaptada.

3.6 A conexao afim do espaco-tempo e a mecanica classica

Vamos, agora, trabalhar com a hipdtese de que uma defini¢do arbitraria de equivaléncia
entre vetores espago-tempo, com origens infinitesimalmente préximas (i.e.,numa vizinhanga), é
dada. Teremos que as equacoes que definem a conexao linear no espaco-tempo, dada na secéo
anterior, preservariam suas formas, porém com coeficientes modificados.
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Exemplo 3.1. Se anexdssemos a cada ponto do universo um outro sistema galileano dado por
€y = eg + uei, 1 = e1,63 = e9,€3 = €3, a equacdo que define deg seria modificada. Teriamos:

deg = deg + duey + udeq

wher + wiez + wies = wher + wiea + wies + duey + u(wie + wies + wies)
De onde,

wh = w§ + du + uw}

2

02 = 2
Wy = Wy + uwi

wi = wd + uw?

Vamos assumir, agora, que a tnica forga presente é a forga devida a gravidade. Se a defini-
¢ao de equivaléncia de dois sistemas galileanos infinitamente préximos, ou equivalentemente, a
definicdo de equivaléncia de dois 4-vetores cujas origens sdo infinitamente proximas, é escolhida
de modo a cancelar as forgas gravitacionais, as equagdes da dindmica reduziriam-se a dG = 0.
Fixando um referencial galileano e escolhendo para eg, e1, €2, €3 vetores que permanecem iguais
aos vetores unitarios deste sistema, tomaremos

wi = —Xdt,wi = -Ydt,wd = —Zdt
wg = 0 para todo i,j=1,2,3
Entao, fazendo estas substitui¢coes acima na expressao
dG = (m Aep) @dlly+ (mAep) ® [dl; + wh @ o + wi @ Iy + wy @ Iy + w3 @ T3]
+ (mAer) ® [dlly + wi @ o + wi @I + wi @ Iy + wi @ T3]
+(mAes)®[dlz +ws @Il +w) @I +ws @1y +ws @I13] =0
obtemos
dlly =0
dll; — Xdt A1l =0
dil; —YditAllp =0
dlls — Zdt N1l =0
ou equivalentemente
dlly =0

dll; = pXdt Ndx ANdy A dz
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dlly = pYdt Adx Ady Adz
dlls = pZdt Ndx Ndy N dz

Estas sdo as equacoes de dindmica cldssica de um meio continuo que esté sujeito a forca por
unidade de volume proporcional a massa. Para geometrizar a gravidade é suficiente escolher X,
Y, Z como as componentes da aceleragdo devida a gravidade. O resultado obtido é analogo ao
que levou para a dindmica de uma particula. De fato, as férmulas

deo = —th61 - Ydteg — Zdteg
d€1 = d62 = d€3 =0

implicam que dois sistemas galileanos com origens em (t, x, y, z) e em (t + dt, x + dx, y
+ dy, z + dz) devem ser considerados como equivalentes se as triades correspondentes T e T”
sdo equivalentes no senso usual e T’ sofre uma translagao retilinea e uniforme de velocidade
(Xdt, Ydt, Zdt) em relacao a T (ver se¢ao 2.1).

Vamos admitir que uma dada definicio de equivaléncia entre referenciais galileanos com
origens infinitamente proximas da origem a uma conexao afim no espaco-tempo. Teriamos que
o fenémeno gravitacional seria compativel com varias conexoes afins no espago-tempo.

Se o sistema inteiro consiste de uma massa pequena, a correspondente conexao afim nao
dependera do estado desta massa. Qualquer pequena modificacdo na conexdo afim podera ser
escrita na forma:

dm = e + wle; + w?es + wies

deg = (w§ +})er + (Wi + wi)ea + wi +3)es
de; = (wi + ey + (Wi +@d)es + (W} +w3)es
des = (wa +@h)ey + (w2 +@2)ey + (W3 +wi)es

des = (w3 +w3)er + (wi +w3)ez + (wi +T3)es

e terd como consequéncia a adicdo dos termos abaixo, na expessao de dG:
i+ ol @I +wl @I, + @} @ II3] ® (m A ey)
Wi ly+wi @I +wi @1y + 03 @13 @ (mAey)
Wi @1l +wi @I + w3 1l +wi @ I3] @ (m A es)

onde wg,w{ s40 0s acréscimos nas componentes w,w’ da conexdo afim, devida a uma dada
alteracdo desta conexdo. Logo, para que uma conexao afim modificada satisfaga a equagio
dG=0, ou equivalentemente, seja uma conexao adaptada, as possiveis modificagdes sdo as que
fazem os trés termos, entre parénteses, acima serem iguais a zero.

Proposicao 3.2. Seja {dm,dey,dey,des,des} uma conexdo afim originada por uma definigio
de equivaléncia entre referenciais e {dm,degy,dey,des, des} uma conerdo afim gerada por uma
pequena modificagao em {dm,deg, dey,des, des}. Entdo

3 o
se, e somente se,

W @dt + 0 @ dr +wh @ dy + Wi @ dz =0
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para todo i = 1, 2, 3.
Antes de demonstrarmos a proposi¢do acima, vamos fazer uma defini¢io:

Definicdo 3.4. Diremos que q : E* — R ¢é uma forma quadrdtica se existir um 2-tensor
7: E'x E* — R tal que q(v) = 7(v,v)

De outra forma, sendo D(E*) = diag(E* x E*) = {(u,v) € E* x E*/u = v}, entdo toda
restricdo de 7 € I’?(E*) & diag(E* x E*) é uma forma quadrética.

Demonstracao 2.2. Note que Wj = Z?:o ’y]i-gdxf deve satisfazer as equacoes

3
D WA =0
=0

onde

2,3,0 3,1,0 1,2,0
b

Iy = pdx™*? — purdx — pugdx — pusdx

3,1,0 (

I, = purdz'23 — (pur? + poya, )dz>®0 — (purts + Pe,a, Juads purUz + Doy )dz 20,

H2 = pu2d:1:1’2’3 - (pu2u1 +p$2$1)d$2’3’0 - (pu% +p$2$2)dw371’0 - (pUQ’LL;g + pmwzs)dxlzpv
5 = pusda'?3 — (pusuq +px3m1)d$2’3’0 — (pusuz + pz3m2)d$3’1’0 — (pu§ + pr3z3)dm1’2’0.
Portanto

2,3,0 3,1,0 1,2,0

Wb Ay = pybeda® A da*3 — puy~yd dat A dx — pugYaedz® A dx — puzyisda® A dx

= (Mo + Puavly + puviy + pusis)dz® A dat A da? A da?
além disso,

1,2,3 ( 3,1,0

@b A II; = puj’yji-od:z:o Adx

j Pty + Paya ) Vi dat A da®?0 — (pugtty + e, )Vipda® A d

- (pu3uj + pzjzii>f}/§3d$3 A dat?0
= (pujvjo + (puatty + puye )7j1 + (P2t + Dujay )72 + (U3 + Dy )75 )da’ A dat A da® A d

para j = 1,2, 3. Logo,

3
> wh AL = pyio + pur (761 + Vi) + pu2(.2 + Va0) + pus(Vs + 50)
j=0

+ (p(u1)? + Pare ) Vi1 + (0(u2)® + Pagws )2 + (p(U3)* + Pagas ) Vi3
+ (puruz + Peyey) (V12 + Y1) + (PU1U3 + Payas) (Vi3 +V31)
+ (pu2u3 + Pryes) (Vo3 +732)-

como Z?:o w;i A1l; € igual a zero independentemente de p, u; € pg,s;, entao devemos ter
%05 T %0 =0 Vhet Yer =0

para todo ¢ = 1,2, 3 para todo j,k =0,1,2, 3.
Mas as igualdades acima sdo verdadeiras se, e somente se, as formas quadraticas

W ®@dt + Wl @ dr +wh ® dy +wh ® dz = 0 para todo i = 1, 2, 3
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De fato, temos que

T @dt+ @ @ dr+ T, @ dy + @4 ® dz = (vigdt + 7y dr + igdy + Yigdz) @ dt
+ (Yiodt + 7 1dx + Yiady + i3dz) @ da
+ (Yoodt + Yoy da + yhody + Yhadz) @ dy
+ (Vodt + Vi dx + Yhody + Yi3dz) @ dz
(701 +Yio)dz © dt + (Yo + Yho)dy @ dt
+ (03 + V30)dy ® dt + (Yiz + 7a1)dy @ dx
+ (Vi3 + 741)dz ® dz + (783 + Yh2)dz @ dy
=0«&

Tj + %0 =0 e g+ =0

3.7 Espaco-tempo da relatividade especial e sua conexao afim

Na relatividade especial, assim como na mecéanica classica, sdo admitidos os sistemas de
referenciais inerciais ou galileanos. Porém, como na relatividade especial o tempo depende do
referencial escolhido, as leis que transformam as coordenadas de um evento em um referencial
S em coordenadas de um outro referencial inercial S’ serdo modificadas. Ao invés das transfor-
magoes de Galileu sido utilizadas as transformagoes de Lorentz.

O espaco-tempo relativistico ainda é um espaco afim e este é tratado, por Cartan, como
uma derivacao do conceito de equivaléncia, ou invaridncia, entre vetores do espaco-tempo. Neste
caso, o elemento de comprimento invariante é ds? = c2(#' —t)? — (' — ) — (v —y) — (¢’ — 2), onde
¢ é a velocidade da luz no vacuo. Consequéncia imediata da invaridncia da distancia entre dois
vetores dados pela pseudo-métrica acima, é que o produto escalar entre dois vetores é também
invariante. Vamos considerar eg, 1, €9, €3, vetores unitarios anexos ao referencial galileano com
as seguinte propriedade:

2_ 2 2 _ 2 _ 2 _ _ _ VA
(e0)® =% (e1)* =(e2)* =(e3)*=—1, eo.e;=0, er.e;=0parai#j @
Considerando um referencial mével, nossa conexao linear aqui serd dada por

deg = wleo + wher + wiea + wies

de; = Wepeg + wier + wies + wies

des = wleg + wiey + wies + wies

dez = wiep + wier + wies + wies
onde cada 1-forma wg ¢ combinacao linear dos diferenciais das func¢oes que classificam pontos
do espago-tempo, sujeita as restrigoes

J i _ sy
w; +w;=0,comi,j=1,2,3. (II)
dadas pela derivacio das equagoes (I) desta segio. Aqui, também, os coeficientes wi, w3, wi
representam a velocidade de translagdo dos eixos de um segundo referencial galileano S’ em
relagdo a um primeiro S. No limite, quando ¢ tende ao infinito, as equagdes (II) reduzem-se as
leis relacionando dois referenciais galileanos na mecanica classica.
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Na relatividade especial, a nogao de vetor momento-massa continua a ser a base da dinamica
de particulas pontuais e ainda podera ser dado por

d
m (60 + 61% + e T + 63%)

apés fazermos algumas defini¢Oes. Isto serd necessario pois, utilizando a mesma definicdo de
momento linear da mecanica newtoniana, ao mudarmos de um referencial S para um referencial
S’, via transformacoes de Lorentz, o momento linear nao sera conservado no caso de auséncia
de forcas externas, devido as modificacoes nas velocidades impostas pelas transformacoes de
Lorentz. A forma encontrada, por Einstein, para resolver esse impasse foi alterar o conceito
classico de momento-linear.

Definicdo 3.5. A massa de repouso de uma particula, denotada por i, é definida pela
ratz quadrada do produto escalar do vetor momento-massa por ele mesmo, ou seja,

2 T d 2
p=myL= G onde V= (50 4+ (8)7 + (57

A massa de repouso € um valor correpondente d cada particula pontual assim como a massa
usual em mecanica cldssica.

Agora, através das transformacdes de Lorentz é possivel relacionar um intervalo de tempo
dt mensurado por um referencial S ao observar o seu sistema de relégios estaticos e o intervalo
de tempo 7T que sera por ele inferido via valores registrados através de um relégio mével atre-
lado a origem de um referencial S’ que dele afaste-se com uma velocidade da qual V dependa.
Chamaremos de dt o tempo préprio da particula, e teremos a seguinte relacdo que nos dard a
dilatacdo do tempo na relatividade especial:

dr = i — WA ) V2= gy

Assim, a expressdo do vetor momento-massa ganhara a forma generalizada abaixo, onde
agora € valida a lei de conservacao do momento linear.

I (%60 + z—fel + %62 + %63), onde p e dr, por defini¢do, independem da escolha do refe-
rencial.

Do mesmo modo como fizemos na mecanica classica, poderemos estabelecer o principio
fundamental da mecénica relativistica através da derivacdo do vetor momento-massa em relacao
a dr. Esta derivada serd igual ao chamado hiperforca Req + Xei + Yes + Zesg que, conforme
deviamos esperar, independe da escolha do referencial:

Proposicao 3.3. O vetor hiperforca independe da escolha do referencial

Demonstracao 2.3. Basta observarmos que
d dx d dr dx V2

al (mdt> = drdi (mdt> R
d( dy)_ddT< d?/>_ Yy
dt\""at) " drar \""at) 2
qa
dt

( dz)_ddT( dz)_ L,
a) T drar \"ar) T 2
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dm dm dt V2
o aa el

Por outro lado, o fato da massa de repouso ser constante, implica em restri¢des entre R, X,
Y e Z: Temos que

2 dm—md—xi (mdx> —m@i (mdy> —m%i <mdz> =0 (II1)
dt dt dt dt dt dt dt dt dt dt
Ou seja, o produto escalar entre o vetor hiperfor¢a e o vetor momento-energia relativistico
é igual a zero. Isso se deve a invaridcia do produto interno de um vetor por ele mesmo. Demais
basta notar que a derivada do produto interno do vetor momento-massa por ele mesmo em
relacdo ao tempo apropriado sera igual a zero.
Substituindo os termos dados na proposicdo 2.3 na equagao acima, teremos:

Rt = Xdx +Ydy + Zdz (IV)

Essa relacdo expressa o fato que o trabalho infinitesimal feito pela forca é igual a vari-
1

Si-E
d

dw
d—(CQ’yu) = Fvy, mas Foy = e onde W ¢ o trabalho realizado pelas forcas aplicadas. Desde
T T

que a variacdo de energia é dada pela variacdo do trabalho executado, tem-se que E = c*yu.
Cabe observar que

acdo em mc? = pyc?, onde v = . De fato, note que a expressao (IV) implica que

_1
mc® = pc? (1 - ‘g—;) * e+ Sw?

se v for muito pequena comparada a c (basta fazermos o desenvolvimento em série binomial).

3.8 A dindmica dos meios continuos e a relatividade especial

Vamos supor que todas as forcas por unidade de volume sao ausentes. Vimos nas segoes an-
teriores, na dindmica classica e na dinamica de meios continuos, as equagoes sao essencialmente
as mesmas: Basta introduzirmos o vetor momento-massa de um elemento de matéria na forma

G = (mAe)lI+ (mAe)lly + (mAeg)ll, + (m Aes)ll,

e definirmos sua derivada exterior como sendo identicamente nula.

Se equiparmos o meio continuo com um referencial galileano fixo, as componentes II, II,, II,, IT,
podem ser expressos como:

Il = pdx A dy A dz — pudy N\ dz A dt — pvdz A dx A\ dt — pwdzx A\ dy A dit

I, = ull — ppedy Ndz A dt — prydz Adx A\ dt — pydz A dy A dt

I, = oIl = pyedy A dz A dt — pyydz A dx N dt — py.de A\ dy A dt

1L, = wIl — p.ody ANdz Ndt — pydz Ndx N dt — p..dx A dy A dt

A densidade de matéria py, em seu referencial de repouso, serd dada por:
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1 1 1
podt Ndx Ndy Ndz = dt AN1T — (2> dz N1, — <2> dy N1, — (2> dz N11,,
c c c
onde o lado direito invariante, uma vez que é o produto escalar dos vetores (dt,dx,dy,dz) e

(I, 11, 11, I1..). Note que se fizermos ¢ tender ao infinito, as duas densidades serao iguais.
A equacdo acima também pode ser escrita da forma:

u? + v + 22 1
p=p(l- 2 )~ E(Pm + Dyy + D22),

Para verificar isso, basta substituirmos II, II,,II,,II, pelas suas correspondentes expressoes e
levar em conta as relagoes (II) da se¢@o anterior.

Assim, se considerarmos a auséncia de forcas externas e um referencial inercial variavel em
cada ponto do espago-tempo teremos que as equacoes da dindmica de meios continuos serdo
idénticas as da mecénica classica:

dG = (mAey) @dII+ (mAe) Rdll, + (mAey) ®dll,+ (mAez)®dIlL,

+(dm Aey) @I+ (dm Aep) RIL, + (dm A ey) R 1L, + (dm A e3) @ II,
+(mAdey) @I+ (mAde) @1, + (mAdey) ®II, + (mAdes) @11,
=(mAe)@dII+ (mAe)dI, + (mAey) ®dll, + (mAez) ®dll,
+([w'er + w?es + wies] Aeg) @ IT + ([wlep + w?es + wies] Aer) @11,
+([wep + w'er +wies] Aey) @ IT, + ([wley + wle; +w?es] Aes) @11,
+(m A (wher + wies + wiez)) @ I+ (m A (wWe + wies + wies)) ® 11,
+(m A (wleg + wier + wies)) @ I, + (m A (wleg + wier + wies)) @ 11,
= (mAey) ® [dll+w @I, +w) @I, + wi @ I1,]

+(mAep) @ [dl,; +wh @I+ w) @ I, + wi @ I1,]

+(m A e2) @ [dI, + wd @ 11 + w? @ 11, + wi @ I1,]

+(mAes) @ [dl, +wi @I+ wi @I, + wi @ I1,]

+(eg Aer) @ (WO ATl —w AT + (g A e2) @ [WO ATL, —w? AL

+(eg Aes) @ (WO ATL, — w3 ATT] + (€1 Aeg) ® [wh AT, — w? AL
+(e1 Ae3) @ [w ATL —w? ATL] + (e2 Ae3) @ [w? AL, — w? ATL]

Na relatividade também definiremos uma conexao adaptada a um sistema fisico como
sendo uma conexao que satisfaca a equacao dG = 0 e assim como fizemos na mecénica classica,
podemos verificar se distintas conexoes afins podem ser compativeis com experimentos. Para

isso, da mesma maneira, na passagem de uma conexao para outra, as componentes wj € Wj
sofrem as variagoes Wy e Wj, mas agora satisfazendo
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o= 0 e @+ @] = 0.
Teremos que estas variagoes serao tais que
AL + 50 ~0 _
Wi Ny +wy NIy + W3 AIL =0
Oy AL+ W AT, +wi AL, =0
0 —2 —2 _
Wy NI+ w7 A1l +ws ALL =0
—3 —3 —3 _
wo NI +wy ANy +wy AL, =0
independente de qual seja o estado do elemento de matéria considerado. Se o meio material
¢ descrito utilizando um referencial inercial fixo, encontramos as formas quadraticas
T @ dl 4+ @ @ dr + T, @ dy + T4 @ dz = 0 (i=0,1,2,3)
Assim, finalmente, teriamos ampliado nossa nogdao de meio continuo:

Teorema 3.4. Uma conexdo é adaptada ao sistema fisico dG = 0 se, e somente se, preserva
as formas quadrdticas ) ® dt + @i @ dr + wh @ dy + 0y @ dz = 0.
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4 Principais propriedades de uma variedade

com conexao afim

4.1 O espaco afim

A estrutura de um espago afim 3-dimensional, o qual chameremos de M, é dado aqui em
termos de referencial mével, isto é, um campo suave de referenciais. Cartan sugere a possibilidade
de associar a cada ponto uma infinidade de referenciais. Um ponto, segundo ele, no espago desses
referenciais, depende de 12 parametros. Ou seja, aqui aparece intuitivamente a ideia de fibrado
de referenciais de uma variedade. Esses 12 pardmetros mencionados sdo coordenadas locais do
fibrado, que neste caso, possui dimensao igual 12.

Vamos analisar a passagem de um ponto m para um ponto infinitamente préximo m + dm:

Fixando uma origem 0 e 3 vetores linearmente independentes eq, es, e3, originando em 0,
teremos que qualquer vetor poderd ser escrito da forma x'e; + 22e? + z3e3 e qualquer ponto m
pode ser escrito como 0 + xlel + z2e? 4+ .’L’3€3.

Considere que um referencial cartesiano é ligado m = (2!, 22, 2%) do espaco, sendo m sua
origem. Agora, sejam ey, es, €3 08 3 vetores que junto com m definem este referencial. Poderemos
associar a cada ponto m um nimero infinito de referenciais. Caracterizamos cada referencial por
12 pardmetros u;, no espaco dos referenciais, e fazemos mudancas infinitesimais nestes parame-
tros. Como consequéncia dessas mudangas infinitesimais em u;, tanto m como ey, s, €3 sofrerdo
mudancas infinitesimais que poderdo ser expressas como combinagoes lineares de eq, es, €3, se
olharmos para suas derivadas usuais:

dm = w'e; + w?ey + wies
de; = wieg + wies + wies
dey = wier + wies + wies (3.1.1)

desz = wier + wiey + wies

Aqui, os coeficientes w' e w; sao combinagoes lineares dos diferenciais du’. Essas 12 formas
permitirdo, assim, fixar o referencial em m -+ dm em termos do referencial em m, definindo assim
um deslocamento infinitesimal relativamente aos dois referenciais.

Teorema 4.1. (Equacdo estrutural de um espaco afim) Seja M um espago afim com
deslocamentos infinitesimais definidos conforme sistema de equagoes (3.1.1). Entao:

3 )
=Y wrFAWl
k=1

3 ,

J_ koa o,

dw] = lei A wy,
J:

onde 1,j=1,2,3; e d é derivada exterior.

Prova: Seja v um caminho fechado em M. Abusando da notagao, tomaremos m = m(y(t)).
Note que fdm = fdm( (t))dy(t) = m(s) —m(s) = 0, onde a peniltima igualdade segue do

Teorema Fundamental do Calculo
Da mesma forma, fdeZ fde,( (t)dy(t) = ei(s) —ei(s) =0

Por outro lado, pelo Teorema de Stokes,
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fon = Jfaan

= // dw'e; + dw?es + dwies — whdey — w?dey — wdes
3 .
= //el(dw1 — Zwl Aw))
i=1
3 .
+ // ea(dw® =Y w' AWP)
i=1
3 .
+ // e3(dw® = > w' Awd)
i=1

/dei = //d(dei)

= // dwl-lel + dw?eg + dw?eg — wildel + w?deg + wf’deg
3
= //el(dwil + wa Awi)
k=1
3
+ //eg(dw,-2 + wa A w?)
k=1
3
+ //eg(dwf’ + wa A w?)
k=1

onde, d é derivada exterior. Dai,
) 3 )
dw' — Y wi AWk =0,i=1,2,3
k=1

) 3 .
dw’ — zl wp Awf =0,1j=123 1
j:

Corolario 4.1. Se M é um espaco afim entdo,para todo i = 1,...,n, dm e de; sdo formas exatas.

4.2 A nocao de uma variedade com uma conexao afim

O objetivo desta secao é generalizar a discussdo que fizemos na se¢do anterior, ou seja,
encontrar uma equacao estrutural para uma variedade arbitraria, assim como encontramos para
um espaco afim.

Definicao 4.1. Uma variedade se diz equipada com uma conexrdo afim se é especificada
uma lei que relacione espacos afins associados com quaisquer dois pontos infinitamente prozimos
desta variedade.

De acordo com a defini¢do acima, a escolha de uma lei que relacione espacos afins associados
¢é bastante arbitraria. Basta, tomando dois pontos m e m’ em uma variedade, que alguma lei
nos permita relacionar um ponto qualquem do espac¢o afim em m a um ponto do espago afim
em m’ e nos dizer que um vetor no espago em m ¢é paralelo ou igual a um vetor no espaco m’.
Em particular, o préprio m’ pode ser especificado com relacdo ao espaco afim em m.
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A partir de agora, trabalharemos em busca do nosso objetivo: encontrar uma equagio estru-
tural para uma variedade com uma conexao afim.

Vamos associar a cada ponto m = (u!,u? u?) da variedade, 3 vetores linearmente inde-
pendente eg, es, e3 no espago afim tangente & m. Teremos que a conexdo afim da variedade
pode ser descrita, formalmente, assim como as equagdes (3.1.1), onde w’ depende somente
dos diferenciais du', du?, du®. Isto pode ser interpretado da seguinte maneira: Dado qualquer
ponto m’, infinitamente proximo de m, da variedade podemos identificar m’ com o ponto
m 4+ dm = m + wle; + w?ey + we3 no espaco afim tangente & m. De maneira analoga, os
vetores e}, sdo equivalentes aos vetores ey, + wie; + wiey + wies

Dito isso, se tomarmos a derivada exterior de dm e de;, respectivamente, teremos:

3
d(dm) = e(dw' — Zwi Awy)
i=1
3 .
+ ep(dw® =D W AW)
i=1

3
+ ez(dw® =D W' AW))
i=1

3
d(de;) = ei(dw} + wa A wit)
k=1

3
+  eg(dw? + wa A w?)
k=1

3
4+ ez(dw? + wa A w3)
k=1

exatamente como o lado esquerdo das equagoes obtidas no teorema anterior.

Porém, neste caso, ndo poderemos garantir que a integral ao longo de um caminho fechado
infinitamente pequeno originando e teminando em m, na variedade, seja igual a zero, uma vez
que a variedade nao é necessariamente um espacgo afim.

Vamos definir

Q= dw' — ngwk/\w,i: e 2wl AWk (3.2.1),
k=1 j<k
com j,k=1, 2, 3 para todo i=1,2,3.

A dltima igualdade segue do fato de {w! Aw? w? Aw3, w! Aw3} ser uma base de A?(M), logo
podemos escrever ' € A%2(M) como combinagao linear dos elementos desta base, para todo i=
1,2,3.

O vetor

d(dm) = Qle; + Q%ey + Ve (3.2.2)
definird uma 2-forma chamada torcao de uma variedade com uma conexao afim.
, 3 ,
De modo analogo, ndo temos necessariamente dw! — > wF A wl = 0, e assim também
estabeleceremos =

. .3 . .3
Q! = dw] — kzl Wk A wi = A, 1;;1 Wk AWt (3.2.3)
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As formas Q) definem a chamada forma de curvatura da variedade com uma conexao
afim dada.

Resumindo, associado a todo caminho fechado originando e terminando em m , existe um
deslocamento infinitesimal no referencial anexado em m. Os componente destes deslocamentos
serdo dados por Q) e Qz , que definem, respectivamente, uma translacido e uma rotacao em m. A
translagao revelara a presenca de tor¢ao e a rotacao nos garantird a presenca de curvatura, em
uma dada variedade com conexao afim.

A partir das igualdades acima, onde definimos as componentes de curvatura e tor¢ao, pode-
mos chegar, facilmente, nas igualdades abaixo, a partir de uma simples derivacao exterior:

) 3 . 3 .
dQ' + > Qk/\wi— S Wk AQL =

k=1 k=1
(3.2.4)

. 3 . 3 .
dQ§+k§le§Awi—k§1waQi =0

Todas as equagoes deste capitulo serdo muito utilizadas ao longo deste trabalho.
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5 Variedades com uma conexao métrica e in-
variantes integrais de uma variedade com

uma conexao euclideana

5.1 Variedades com uma conexao métrica

Vamos considerar um espago euclideano e escolher um referencial ortonormal e uma unidade
de comprimento em cada ponto deste espaco. Quando passamos de um ponto m para um ponto
infinitamente préximo m + dm, obtemos as férmulas

dm = w'e; + w?ey + wies
dey = wiey +wies + wies
des = wleg + wies + wies
des = wiey + wies + wies
Se definimos um produto escalar entre dois vetores, utilizando a unidade de comprimento
particular que é considerada absoluta, obtemos:

e1.61 = €g.eg =eg.e3 =1¢€ej.e0 =e1.e3 =e3.60 =0
A derivada das relagbes acima nos da
1_,2_,3_ J i A
wy =w; =w;=0ew; +wj;=0parai#j

Definicdo 5.1. Uma variedade com uma conexdo métrica é uma variedade com uma
conexdo afim tal que o espaco tangente afim em cada ponto m é também um espaco euclideano.

A diferenca entre os espagos euclideanos que sdo tangentes em dois pontos infinitamente
proximos sio capturadas (para i, j = 1, 2,..., n) nas formas ', w}, w?, onde w* é a componente da
translacao, uma vez que expressa o componente da velocidade na direcao e;, o w; é componente
de dilatagao, pois representa o deslocamento infinitesimal do vetor e; na diregao e; e, finalmente,
o w! é componente de rotagao, ja que nos da o deslocamento infinitesimal do vetor e; na diregdo
€;.

Vamos, agora, generalizar as observagoes acima para uma variedade de dimensao arbitraria,
referenciais ndo necessariamente ortonormais e comprimento de vetores e;’s ndo necessariamente
iguais.

Considere um ponto m e um referencial {e;} em m. Vamos estudar o caso em que a unidade
de comprimento é escolhida em cada ponto m, tal que:

lei]* = gii € eje; = 0, para todo i

onde g;; sao constantes e dependem apenas de m.
Sendo

|€1|2/911 = |€2|2/922 = "'|€n|2/gnn

entdo, derivando as expressoes acima, obtemos:
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gud(eje;) = gjd(eie;)

29ii9j5w) = 2959w}

d(eiej) =0
deiej + eide; =0
w! gii + W;'gii =0

Feito isso, vamos considerar um vetor (£?) originando em m. Temos que o comprimento deste
vetor é igual a g;;(£)2, que varia de acordo com a unidade de comprimento escolhida em m. O
mesmo ocorre para o produto escalar g;&'n' dos vetores (£') e (n").

Definigao 5.2. Seja (n) um vetor com componentes n'. Chamaremos de componentes cova-
riantes de n, e denotaremos por n;, o produto escalar n.e;

Note que com a notagio acima, o quadrado do comprimento de um vetor (£%) é igual a £%¢;
e o ds?> (quadrado da distancia entre dois pontos infinitamente préximos é igual & w'w;. Da
mesma forma, definiremos ;, w;; e 2;; como componentes covariantes dos vetores (Q), ve; e
Q], respectivamente.

Vamos definir, também:

Qi = Lo
Com as relagoes acima estabelecidas, temos que:
wij +wj; =0
e, naturalmente
Qi + Qi =0

Logo, podemos expressar as equagoes estruturais de uma variedade com uma conexao afim
sua derivada, respectivamente, em termos de componentes covariantes:

dwi:wi/\wf—i—wf/\wk—i—Qi
dw! = Qi
dwi]’ :wllc /\wkj +Qij = Wk /\W§'€+Qij

dQi — WE AN +wi AQF =0
Qi =0
inj—wf/\Qik—wf/\ijZO

Definicao 5.3. Uma conexdo afim € dita euclideana se fixa-se uma unidade de comprimento
unica, vdlida para todos os espacos euclideanos que sao tangentes d uma variedade.

E importante notar que, numa conexao euclideana, as componentes w de dilatacao serao
nulos. Neste caso, podemos escolher um referencial tal que w; = 0
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5.2 Conexao afim e mudanca de coordenadas

Iremos agora considerar o comportamento da conexao afim por mudanca de coordenadas.

Sendo dm,, = 6, " 110a)i®]eaq)i a forma que representa a parte que mensura a translacao
de uma conexao aﬁm, entao recorde da algebra linear que os referenciais se relacionam na forma

lesl; = 2i1(qaplijleali

e, além disso, podemos relacionar as componentes dos vetores 0, e g da seguinte maneira:

0] = Xn) [9asli5105];

Jj=1

onde g, s80 o0s isomorfismo lineares nas fibras induzidos pelas aplicacoes de transicao ¢gq (2, y) =
(7, ¢pa(1) - y).

Proposicao 5.1. Sendo 0, e 03 as formas que representam dm nos referenciais [eq]i e [esli,
respectivamente, entao

Demonstracao 5.1. Basta notarmos que

Op = Zn:[%] ® [egl;

n

= i[eﬂ] ® Y _[qaplijleals

j=1 =1

:Zn:zn:qaﬁweﬁ [ ]z

=1 j=

—_

de onde seque o resultado desejado.
Passemos agora a parte linear da conexao

Proposicao 5.2. Sendo w, a matriz de formas que representa a parte linear de uma conexdo
afim com relagio ao referencial {[ex]1, ..., [€aln}, entdo wg = dqmqﬁj + q[gawaqﬁ_;, onde wg € a
matriz de conexdo associada ao referencial {[egli, ..., [es]n}-
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Demonstragao 5.2. Basta notarmos que

- id([%ﬁ]m[eam

= zj:(d[qa/j]ki[ea]k + [qaplrid[ealr)

= zn:(d[qag]]m[ea]k + [qaslii z”:[ Ii'lealr)
= =1

Por outro lado,

= S lsliesl,

k=1

De onde seque que

dqlgaQB_; + QBawaQ5_i = Ws u

5.3 A forma de torcao

Sendo 0 = >, 0; ® s; a 1-forma vetorial local que descreve dm, entao temos
V@ = Z V(Qz & Si)

:Zd9i®5i_9i/\vsi

=Y doi®@s;— > (0 Awji) ® s,
i=1 ,5=1

:Zd&i@)si— Z(@j/\wij)@)&
i=1 ij=1

=3 |db; +wa/\9) ® i
i=1 J=1
=di+wAb.

onde w é a forma de curvatura. Sendo © = df + w A 6 a forma de torcao
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Proposigao 5.3. Sendo ©, a vetor de torgio com relagio ao referencial [sy];, entdo temos
@5 = gga@a.
Demonstragao 5.3. Segue imediatamente da definicdo que
@5 = d@g +w5/\95
= d(gﬁa9a> + (g;ﬁlfwagaﬁ + g;ﬂldgaﬁ) A gﬂaea
= dgﬁa A 904 + gﬁadga + (ggglwagaﬁ + go_[édgﬂ_;) A 9,804904
= dgsa Mo + gpadba + (905Wabas — 9ai9sad9sads) N 9pala
= dgga N 0o + ggadfs + g;ﬁlwa A By —dgga N Oy

= 980 (0 + wo N 0,)
= gﬁa@a-

Proposigao 5.4. A forma 37 1[0.)i ® [ea]i € um invariante diferencial global.

Demonstracgao 5.4. De fato temos,

0315 sl = 32 (05 © [gslssleals

n
=1 ij=1

J

5.4 A forma de curvatura

Teorema 5.1. Se ), € uma matriz de formas de curvatura associda a conexdo afim com rela¢ao
ao referencial {[ea1, ..., [€a]n ), entdo Qp = q[gaQaqg_al, onde Qg é uma matriz de formas de
curvatura associada & conexdo afim com relagio ao referencial {[egli, ..., [egln}-

Demonstracao 5.5. Por defini¢cdo, temos
Qg = dwg —wg \wg
Pela proposicio 4.2,
wWaqsa = dqga + GBaWa-
Tomando a derivada exterior nos dois lados da igualdade acima:
dwsqaa — wg N dgga = dgaa N wa + qgadwa, ou seja,
dwsqsa = wg N dqga + dgga N Wa + qBadwe .
Substituido wg por quaq/}; + q5awaq/§;, o lado direito da equacdo acima serd igual a

(dgBadpa + GsawWalza) N dqpe + dqsa N wa + qgadwa.
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Desta forma,
1 2 3

d"dﬂ = dQBQQE; A dQEQQE; + qBaWa A q@idQﬁa(J@i + dQﬁa A Wozqgo{ +QBoz dﬁUonﬁTo{'

Por outro lado,

ws Awg = (dqsa + qsawa)qha N (AGsa + Gsata)d5a
1 3 2

= dQﬂaQL;; A dQﬂaQﬁ_; + dQBa A Wan_i + gBaWa A QQidQBa(JB_O% +qBaWa A Wan_(i

Logo, pela definicao de Qg dada no inicio desta proposicio:
Qg = Goadwalfn — G8aWa N Walzs = Gpa( B — W Awe)T5a = 450 aqs, B
n
Proposicao 5.5. A forma > [Qglijlesli A legl; € wm invariante diferencial global.
ij=1
Demonstracao 5.6. De fato, temos
n n
> [Qlijlesli Alesli = 3 [Qplijlaaslrilealr A ldaslijleal:

1,J=1 i,9,k,1=1

- i [9ap]kil$2]55 [qiﬁ}jl [ealk A [eali

4,7,k,l=1

= i [908]ki (2835 [gpaljtlealk A [eali
i,4,k,0=1

= > [Qalleals A lealt

k=1
onde a terceira igualdade seque do fato de qop € SO(n), que implica qu = q;é = ¢Ba-

5.5 Formas invariantes de uma variedade equipada com uma co-
nexao métrica

Nesta secao construiremos novos invariantes diferenciais a partir do vetor torcao e do bivetor
curvatura, que, como vimos nas segoes anteriores,, sdo invariantes diferenciais globais.

Vamos considerar uma variedade com uma conexao euclideana, e suas componentes 2* e Q%
de torgao e curvatura, respectivamente.
Conforme vimos nas ultimas duas segdes,

Z e X Q
E e; N\ €; ® QY
2
sao duas formas invariantes.
A partir desses invariantes, podemos construir outros invariantes. Vamos considerar, respec-
tivamente, o produto escalar e o produto exterior
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PIRALA
=0

> e A es(€0 - €I0Y)
ij=1
dos vetores ep€y + ... + €,&n € 20 + ... 4 e, 007
Agora considere um volume 3-dimensional incluso numa superficie infinitesimal fechada e
um ponto a fixo, neste volume. Vamos decompor a superficie fechada em infinitos elementos e
tomar um ponto m em um destes elementos.
Analogamente a construgdo acima, vamos considerar as formas

wiQi
i=0
YoeiNe @ (W AY —w ANQ).
,j=1

n

Podemos interpretar a primeira como a soma do produto escalar do vetor m-a, com a translagdo
associada com o elemento de superficie em torno de m e a segunda como a soma geométrica do
produto exterior destes vetores.

De maneira similar, podemos considerar o deslocamento que um vetor arbitrario eg&y + ... +
en&y sofre como resultado da rotacdo ¥ e a soma dos produtos exteriores deste deslocamento
com as diferentes 2-formas que representam a rotacao 2%, dadas, respectivamente, abaixo:

eilFQL e e Aej Aep(EVR + QR + ¢k

Finalmente, consideramos um volume 3-dimensional, como fizemos anteriormente, as duas
formas abaixo, elementos de integrais triplas

ewP AL e e Aej Aep(w IR + WIQK 4 WRQU)

representam, nesta ordem, a soma geométrica dos deslocamentos sofridos pelo vetor m-a como
um resultado da rotagdo associada com o elemento de superficie que contém m e a soma geo-
métrica dos trivetores obtidos ao tomarmos o produto exterior do vetor m-a com o sistema de
bivetores representando esta rotacao.

Estes procedimentos podem ser repetidos para obtermos invariantes integrais 4-dimensionais.
Para cada vetor epéy + ... + e€,&,, podemos associar:

(i)Seu produto escalar com wy, A QF: e;&H(wy, A QF);

(ii)Seu deslocamento sob a rotagao representada pela forma bivetorial
e A ej(w AT —wl AQY): ;% (wp A Q= wi A Qp);

(iii) Seu produto exterior com o sistema de bivetores e; A e;(w® A — wd A QF): ;8% (wy A
QF — W AL e Aej Aer]€H(w?! AR — Wk AQI) + €Wk AQE— Wi AQF) + ER (Wi AT —wi AQY);

(iv)Seu produto escalar com o vetor e;(w® A Q%) & (w® A QL);
(v) Seu produto exterior com o vetor e;(wF A QL): e; Aej (€8 AWF A QL — €T AWFAQL e
(vi)Seu produto exterior com o sistema de trivetores e; A ej A ex(w'QIF + wI QF 4 WEQ);

ei Nej Aeg Aeg[€(w! A QL+ Wk A QU+ wh AQIF) — E(wf A QR+ Wk A QY + Wb A QF) + ER (Wi A
QI+ WI A QI+ W A QU) + Ew A QIR 4w A QR+ Wk A QY)]



Capitulo 5. Variedades com uma conexdo métrica e invariantes integrais de uma variedade com uma

58 conexao euclideana

Das expressoes acima, surgem novos invariantes integrais:

ei(wt AWk AQLY;

ei Aej Aegp(w! Awl AQ 4wk Awt A QT+ wh Awd AQF;

WA WA Q5

ei N ej(wi Awk AQL —wi AWk AQL

eiNejNeg Aep [w' Aw? A 4 Wi AP A QY Wk AW A QYT 4+ Wb Awd AQF W AwF A QU
A interpretagdo geométrica destas formas é similar aquelas que foram expostas anterior-

mente. Pode-se continuar, desta meneira, a obter formas invariantes com maior nimero de
dimensoes.
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6 O espaco tempo em teorias de gravitacao

newtoniana e einsteniana

6.1 Leis de gravitacao newtoniana

Conforme visto no capitulo 1, se admitirmos que uma definicdo de equivaléncia entre re-
ferenciais galileanos, cujas origens sdo infinitamente proximas, dé origem a uma conexao afim
no espago-tempo, teremos que as leis gravitacionais de Newton serdo compativeis com infinitas
conexoes afins. Porém, veremos a seguir que entre elas existe somente uma que sera livre de
torgao, a saber, a conexdo afim dada pelas equacoes :

W0 = dt, wh = duz, w? = dy, wg' =dz
wi=—-Xdt, w}=-Ydt, wi=-Zdt, w! =0

para todoi, j =1, 2, 3, onde X, Y e Z sdo as componentes da aceleragdo devido a gravidade em
um sistema galileano fixo. Vale notar que as equacoes acima nos diz que um universo newtoniano,
cujo campo gravitacional é constante em cada instante de tempo, possui curvatura nula.

Definigao 6.1. Uma conexdo afim é dita galileana se ela € da forma

dm = dt e + w'e; + w?ey + wies
deg = whey + wies + wies
de; = wiep + wies + wies

des = wleg +wies + wies

des = wieq + wiey + wies

Proposicao 6.1. Dentre todas as conexoes galileanas mecanicamente equivalentes, existe uma,
e somente uma, que € livre de torgdo.

Demonstragao 6.1. Seja dada uma conexdo galileana adaptada qualquer num espago-tempo.

dm = wley + wle; + w?ey + wies
deg = wier + wies + wies
de; = wieg + wieg + wies

des = wley + wies + wies

des = wiey + wies + wies

com w® = dt. Sejam Q! (1=1,2,3) as componentes da tor¢io desta conexdo e Q! as componentes
da tor¢do de qualquer outra conexdo afim equivalente a conexdo dada, digamos

dm = wley + wle; + w?ey + wies

déy = (w§ + wh)er + (Wi +wd)ea + (Wi + wd)es
dé; = (w! +wher + (W2 + w?)ey + (Wi + wd)es
déy = (w3 + w})er + (w3 + wd)ea + (wh +wi)es
dés = (wh +wh)er + (wf + wh)ea + (W] +wi)es
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Sendo

dm = wey + wle; + w?ey + wies

entao
d(dm) = duw’ey—w® Adéy+ dw'ey — w' Adéy + dwley — w? A déy + dwdes —wd A dés
Qle; + Q%es + Qe = dwley + dw'ey + dw’es + duw’es
W(wp +Wo)er + (wh +Wp)ea + (wi + Wp)e]
— WH(w] +T])er + (W2 +T2)eg + (Wi + 5 es)
— w[(wy +Wh)er + (W + Wh)ez + (w3 + 3 )es]
— W[(ws + Wg)er + (w3 +@3)ez + (w5 + @5)es]
ou, seja,

3 3
Q= do' =) WwAW =D W AT
i=0 i=0

3
= QA+ @AW, 1=1,23
=0

3. .
A diltima igualdade seque da definicio Q' = dw! — 3 w® A Wl
i=0
Vamos, agora, verificar se a equagdo

S @t Aw = —Q possui solugdo, ou seja, se a conexdo afim logo acima pode ser livre de

torcao.
Para isso, lembremos que também podemos definir
=3 Al Wl A wk com 1,j varrendo 0,1,2,3

i<k

Daz/ temos que

Zw AWt :—ZAI W A wh :—fZAlkw]/\w —fZAl Wl A wh
i=0 i<k 2 <k 2 i<k

Cujas unicas solugoes em w{ 5G40

5{_A61W1 — Appw® — Ay’
i 1 Ai 0 Ai 2 Ai 3
W1—§{ 1w’ — Ajpw? — Ajw’]

PR TV i i
Wy = 5{ b + Algw! — Absw?]
Wy = 5{1463“0 + Afgw! + Ay’

que também sdo solugoes de

sN
(e}

3 :
; -
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lembrando que esta ultima equacdo € equivalente a afirmagdo que uma conexdo é mecanica-
mente equivalente, ou seja, satistaz a equagdo dG = 0. Logo, sdo as unicas solucoes do sistema
de equacoes

3 )
Z@@M:O

. 1 . .
De outro modo, podemos escrever w! = _iiezﬂ]: com i = 0,1,2,3 ej =123, onde %, ¥ é

o produto interior de Q7 por e;. B

Definicao 6.2. Uma conexdo afim é dita newtoniana se é uma conexdo galileana e, além
disso, tem-se w] +wj =0, parai, j = 1,2,3

Proposicao 6.2. Dado um espago tempo com uma conexdo newtoniana entdo entre todas as
conexoes afins mecanicamente equivalentes existe uma, e somente uma, tal que

wlAQ1+w2AQQ+w3AQ3:O

Demonstragao 6.2. Primeiramente, observe que se tomarmos dm numa conexrao mecanica-
mente equivalente a uma conexdo newtoniana dada, entdo

dm.d(dm) = wy A QY + way A Q2 + w3 A Q3
Na proposicao anterior, vimos que
3 ) ~
S @l AW+ Q=
i=0
logo, supondo wy A QL + wa A Q2+ ws A Q3 =0, entdo, substituindo O, teremos

3 3. 3. .
wi A+ YW AT Fwa AP+ Y W AT +ws A (P + Y W AT =0
7=0 7=0 7=0

ou seja,

3. 3
ij/\wjz—w;),/\gwj/\w;’

I
Wi AQ + W AP +ws AP = —w1 A Y w! Aw] —wa A
j=0 Jj=0 j=0

J

Como w{ + w;l =0, entdo o lado direito da igualdade acima pode ser escrito da forma
WO Aw! Awo1 +wP Aw? Awge +w® Aw? Aoz + 2wt Aw? Aw1e + 2w Aw! Aws1 + 2w Aw? Awas

Assim, para chegar no resultado que queremos, devemos resolver a equacao acima e também
as equagoes

> wew =0, i=123

Escrevendo @} como combinagdo linear de w°, w', w? e w3 conforme defini¢io dada na segdo

2.6, e considerando que 724]- = —7§-i, 760 =0,wi=0 (7}1 =0)e fyfj = —ﬁj , temos que
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11,2 1.3 —2_ .2 1,.2,3 —3_ .3 1,.3 92
Wo = VW™ +703w”, Wy = YW t 3w, W = V1w + Yoaw
2.0, 42,3 o~ .3 1,.3,0 o~ _ 1,0, 1,2
W12 = Yjpw + 73w’ W23z = YW+ Ypow , W31 = Y3pW + V3w

Agora fazendo Yy = 1, Va9 = @, Vo3 = D e V3 = h e substituindo estas equagoes em (i)
temos que

Wi A Fwa A2 4+ w3 A =4rw® Aw! Aw? 4 4quw® A wd A w! (i7)

+4pw® A w? A w3 + 6hw! A w? Awd
Por outro lado,

Wi A wg A Q2+ w3 A2 = g1w QY + goaw?Q? + g33w3Q3

= gnw! A Alyw? Aw? + griwt A Al WO A w? + griwt A Al w® A w3
+goow? A A3 w3 A wh + gogw? A A3 w0 A wl + goow? A A3 w0 A WP
+g33w3 A A3y Wl A w? + gazwd A A w0 A w! + gazw? A A3, WO A w?

Fazendo giiA};j = Ajij e comparando com a equagio (i), temos que

6h = A193 + Aoz1 + Aziz

4p = Azo2 — Az03

4q = A1o3 — Aso1

dr = Azo1 — Alo2

de onde seque o resultado.l

Como a conexao dada no inicio desta se¢ao é galileana, de uma variedade 4-dimensional livre
de torgao e satisfaz as leis da gravitacdo newtoniana, a proposi¢ao 5.1 acima nos diz que ela é
inica.

6.1.1 Propriedades invariantes do espaco-tempo newtoniano

Para a teoria newtoniana, a estrutura do espago-tempo é dada pelo produto cartesiano de
um espacgo tridimensional e do tempo, representados como espagos euclidianos. Como na gra-
vitacdo newtoniana o tempo é absoluto, as se¢bes do espaco-tempo com t constante também
possuem um significado absoluto.

A conexao afim livre de torcao desta teoria é dada pelas equagoes

W0 = dt, w! = dz, w? = dy, wg_ =dz
wh=—Xdt, w}=-Ydt, w3=-Zdt, w! =0

Se tomarmos a derivada exterior das equagdes acima, obtemos:
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Qb = —dXdt, Q2= —dvdt, O3 ——dZdt
Qo =31 =012 =0 (I

As relagoes (I) nos diz que o espago tridimensional newtoniano é euclideano em qualquer ins-
tante de tempo. Elas possuem claramente um significado invariante, uma vez que, por definicéo,
sdo componentes da derivada exterior de de; = dey = dez = 0.

Definicao 6.3. Seja F' : R — R™ o campo de forcas de um sistema. Se F é um campo
gradiente, ou seja, se existe uma fungio V : R* — R tal que F(u) = =V V(u), diremos que F
¢ conservativo. A fungio V é chamada de potencial gravitacional.

Proposicao 6.3. Seja F : A — R3 um campo de vetores de classe C* no aberto simplesmente
0F; OF; A
= m A.

conevo A C R3. Entio F é um campo gradiente em A se, e somente se, 5 — D e
€T; €

Demonstracao 6.3. A demostracio dessa proposi¢io pode ser encontrada em (LOPES, 2006)

Proposicao 6.4. A lei que garante a existéncia do potencial gravitacional pode ser expressa
pela equagdo

wl/\Q[l)—|—w2/\Q(2)—|—w3/\Q?’:O ([[)
Demonstragao 6.4. Basta observar que

wi Ay = —wy AdX Adt

= —dx A (8Xdy Adt + a7Xalz A dt>

oy 0z
X X
= —a—dz/\dy/\dt—a—dx/\dz/\dt
dy 0z

Cdlculos andlogos nos dd que

Y Y
wQ/\nggxdx/\dyAdt—aazdy/\dz/\dt

Z 7z
w3/\93_gxdx/\dz/\ertJrgydy/\dz/\dt

ou, seja,

0z Y 07 X oY OX

dy 9z 0Oxr 0z dx oy

de onde seque o resultado.l

Proposicao 6.5. A equacdo dada na proposicio anterior independe da escolha do referencial.

3 .

Demonstracao 6.5. Primeiramente, vamos mostrar que o vetor Y e;$} independe da escolha
i=1

do referencial. Para isto, basta notarmos que como, para cada i=1,2,3, e; independe da escolha

do referencial. Logo, lembrando a discussio feita no capitulo 4 teremos [egl; = [eqli, pois a
matriz gop serd igual a identidade. Dai, pelo teorema 4.1, teremos Qg = (1, de onde seque
imediatamente o resultado.

Agora, sendo o espaco livre de torgdo, a equagdo estutural serd dada por
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3
- e
dw' —kzow A wi,

Logo tomando a derivada exterior de ambos os lados da equacdao acima, teremos
3. )

> wAQ=0.

k=0

Como pela equagio (1), Q% =0, para k=1,2,3, obtemos
WA Q) =0.

Finalmente, a invariancia da equacao

WA +w AR +ws A3 =0

seque do fato do lado esquerdo desta equagdo ser o produto interno do vetor dm (cujas compo-

3 )
nentes espaciais sao independentes da escolha do referencial) pelo vetor Zl ey (que conforme
1=

mostramos € invariante), uma vez que W° A QY = 0, para todo i=1,2,5. B
Proposicao 6.6. As equacoes de Poisson podem ser escritas da forma
WAPRAW+BAD AR+ AW A =47Gpuwt Aw? Awd AW (T1H)
Demonstracao 6.6. Basta observar que
CABAR+BAAAR+OI AP AQS =

_<8X oy 07

—|—+)dt/\daz/\dy/\dz:47Tdex/\dy/\dz/\dtI
or 0Oy 0z

Proposicao 6.7. A equacio w? Aw3 AQS+w3 Awr A2 +wl Aw? AQS = drGpw! Aw? Awd Aw?
independe da escolha do referencial.

Demonstracao 6.7. Basta observarmos que
Tdm A dm A (e1Q5 + €203 + e303) =
3 1840 2360 330
=(erAeaAez) A (W AW AQY+ w3 Awt A+ wh Aw? AQY),

. 3 .
uma vez que wOAQ = 0 e, as componentes espaciais de dm e o vetor Y e;Q sio invariantes.
i=1

Concluimos, entao, que em uma variedade com uma conexao newtoniana livre de torc¢ao, as
equagoes (I), (IT) e (IIT) possuem um significado invariante.

6.1.2 Caracterizacdo do espaco-tempo da gravitacdo newtoniana via propri-
edades invariantes

Na subsegdo anterior, mostramos que as equagoes (I), (IT) e (III) sdo invariantes em vari-
edades com uma conexdo newtoniana livre de torcdo. Nosso trabalho aqui serd geometrizar o
espaco-tempo da gravitacdo newtoniana a partir destas equacoes e, além disso, derivar delas a
formulacao completa das leis de gravitagdo newtoniana.
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oF; OF;
Conforme é sabido da mecénica classica, as equacoes —2 = —— para i = 1, 2,3 juntamente
6561‘ aSL’j
3 OF,
com a equagao . 3 ! = —47pG, chamada equacio de Poisson, produzem uma formulacao
i=1 OF;

completa das leis de gravitagdo newtoniana.

As observacoes acima e a proposicdo anterior nos dizem que o campo gravitacional é um
campo conservativo.

Feitas essas observagoes, vamos em busca do nosso objetivo: A partir das equagoes (I), (IT)
e (III) encontrar a conexao afim livre de torgao da teoria gravitacional de Newton e, além disso,
as equagoes acima.

Como ja foi dito na subsecao anterior, se considerarmos um espago-tempo com uma conexao
newtoniana livre de torcao, as equagoes (I) implicam que o espago do espago-tempo é euclideano.
Assim, se escolhermos uma triade espacial em um ponto do espaco-tempo, poderemos estendé-la
para todos os outros pontos, via transporte paralelo, independentemente do caminho. Assim,
podemos assumir que as equagcoes

wi = wl = w} =0 se mantém em toda parte.

Agora, note que as equagoes

dw' = dt A Wi + f:l wl A w§ implicam que, sendo t constante, as formas w’ sdo diferenciais

j=
fechadas, e como sdo de classe O, sdo exatas. Assim, pode-se definir

w!' =dr —adt, w?=dy—bdt, w?=dz— cdt

e escolhendo adequadamente o vetor temporal ey, pode-se definir os coeficientes a, b, ¢ iguais
a zero. Dali, tem-se

WO =dt, w=dr, W=dy, wP=dz
Agora, sendo a tor¢ao igual a zero, tem-se
dw® = dt A wi de onde

wi = —Xdt, wi=-Ydt, wi=—Zdt,

Ou seja, as equagoes (I) nos fornece a conexao afim livre de tor¢do da teoria gravitacional
de Newton, dada no inicio deste capitulo.
Além disso, as equagdes (II) podem ser escritas como

(dxdX + dydY + dzdZ) A dt = 0

e isto implica que, para t constante, Xdx + Ydy + Zdz é um diferencial exato, digamos dV.
Portanto, tem-se

oV oV oV
x=2 y=2 z=-9

ox’ oy’ 0z
Finalmente, , as equagoes (III) rendem
o0?V N 0*V N o0?V
ox?  Oy? 022

= —4nGp,
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Ou seja, temos recuperadas todas as leis de gravitacdo newtoniana, onde V é o potencial
gravitacional e (X,Y,Z) é o campo gravitacional.

6.2 A formulacao invariante das leis de gravitacao Einsteniana

O espago-tempo da gravitacao einsteiniana é uma variedade 4-dimensional com uma conexao
newtoniana, com a métrica estabelecida pelas equagbes

0_ 2 J i _
w; = cwy, wj +wj—0
onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo. A distdncia entre dois pontos infinitamente préximos sera
dada por

02(w0)2 _ (wl)Z _ (wz)z _ (ws)z

Devemos, aqui, recuperar a variedade com uma conexao newtoniana se fizermos a velocidade
da luz tender ao infinito. Conforme fizemos na teoria de gravitagdo newtoniana, também teriamos
que mostrar que entre todas as conexoes einstenianas mecanicamente equivalentes num espago-
tempo, existe uma e somente uma, tal que a forma escalar w’ A €); seja igual a zero. Serd natural
para dizer que esta é a que vai ser a conexao afim do universo.

Teoricamente, a tor¢do do espago tempo ndo precisa ser nula. Porém, por enquanto vamos
considerar que seja, conforme a teoria de gravitacao de Einstein.

A questdo fundamental aqui é que as leis de gravitagdo de Newton dependem da escolha
do referencial. Conforme vimos, para que tais leis sejam vélidas, precisamos de um referencial
galileano, ou outro, que esteja em movimento de translacao uniforme em relacido ao um referencial
galileano fixo. Mas com a teoria da relatividade geral e a insercao de referenciais nao-inerciais,
as leis de gravitacdo de Newton nao sdo mais invariantes. O problema entdo ¢ modificar estas
leis procurando manter o maximo de suas estruturas gerais quanto possivel.

Primeiro passo, serd desconsiderar as relacoes {loo = Q231 = ()15 = 0, pois estas nos limita a
referenciais cujas triades espaciais sao paralelas, normalmente utilizadas na relatividade especial,
uma nogao que somente serd valida na auséncia de gravitacao.

O mesmo nao ocorre com a relagdo

w1/\ﬂ%+w2/\9%+w3/\9%20

Isso se deve ao fato de

3 3
0=d(Q) =—-3S WIAQ*"+ > FAQY
k=0 k=0
e estarmos considerando nulos as componentes da torcao.
O resultado, entdo, segue do fato de termos QY = 2},
Finalmente, embora a equagao
WCABAR+BAAAR +0l Aw? AQS = 4nGpwt Aw? Awd AW, (7)

aqui, ndo seja invariante, tentaremos recuperar esta caracteristica.

Segundo a Teoria da Relatividade Geral, as propriedades geométricas do espago-tempo sao
afetadas pela presenca de matéria. Logo, podemos tentar relacionar a 4-forma
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wo Awz A Qo1 +ws Awp AQga + w1 Awy AQoz +wo Awp Aoz +wog Aws A 31 + wg Awsg A Qo
com a densidade de matéria presente da seguinte maneira: Vimos que a densidade matéria
em seu referencial de repouso é dada por pyw® A w' A w? A w3. Assim podemos reescrever a
equacao (i) da forma:

OJQ/\W3/\901 + w3 A wq /\QO2 + w1 A wa AQ()3+WOALU1 /\923 + wo N\ wo /\931 -I—wkog/\le

=Apow? Awr Aw? Aw? )

onde A é o valor que iremos encontrar adiante.

Proposicao 6.8. A expressio
wo Awsg A Qo1 +ws Awy A Qoo+ w1 Awg Aoz +wo Awy AQag 4wy Awg A3 +wo Aws A Qo
€ uma forma invariante.

Proposicao 6.9. Primeiramente, vamos notar que a forma dada no enunciado € igual ao pro-

duto exterior de §dm ANdm ee; A ejQij.

iy 1
Na se¢ao 4.5, mostramos que e; Ae; Q29 € invariante. Logo, basta verificarmos que §dm/\ dm

também € invariante e o resultado que desejamos serd natural.

Vamos escrever dmg = [wg]'legli com relagio ao referencial {[eg]1, ..., [es]s}-
Entao,
1 3 ; j
gdms A dmg = 3, |wsl' A [wsllegli A legl
Z’]:

2y

= 3 [ ((gosliln) A 3 (goslleal NI ((aphsleale) A (X gasheal)

0 k=0
3

3
= ij%zo[gaﬂ]ik[%ﬁ]ki (908190815 [wal® A [wal'lealk A leali

Como qo_l[_}1 = qgﬂ, seque que a expressdo acima é igual a

3
S [wal¥ A [walllealr A leali; de onde seque o resultado. B
k,1=0

Quando analisamos a relatividade em meios continuos, vimos que sendo egIl + e IT' + eo 1% +
esIT? é o vetor momento-massa, temos que

1 1 1
powo/\wl/\wZ/\w?’:wo/\Ho—jwl/\Hl——2w2/\H2——2w3/\H3
c c c
ou

—po&)o/\wl /\CL)Q/\W?,:WO/\HO+W1/\H1+W2/\H2+W3/\H3
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Dai, podemos escrever (ii) da forma
wa Awz A Qo1 + w3 Awyp A Qo2 + w1 Awy A Qo3+ wo Awyp Aoz +wo Awa A 31 +wo Aws A Qo
= A(wo ATIO 4wy ATI +wy ATI2 4wy ATI)  (44d)

Agora, se notarmos que o lado esquerdo da ultima equacao é igual a

1 1 1 1
5&)2/\(}.}3/\901+§CL)2/\UJ3/\Q(]1+§W3/\W1/\QOQ+§W3/\W1/\QUQ

—I—%wl A wg A oz + %wl A wo A Qoz + %wg Awi A oz + %wo/\wl A Qo

—|—%w0 Awy A Q31 + %wg Awy A Q31 + %wg Awsg A Q9 + %wo/\w?,/\ﬂlg

encontraremos as sequintes equagoes:

wi A Qag + wa A Q31 + wz A Qpp = —2AIT1°

—wo A Qag 4+ wa A Qog — ws A Qoo = —2ITT

—wo A Q31 4+ wg A Qo — wy A Qo3 = —2AIT2

—wo A Qg + w1 A Qog — wa A Qo = =22

Que, também, sdo invariantes. De fato, podemos verificar que os lados esquerdos das equa-

¢Oes acima sao iguais aos produtos interiores do lado esquerdo da equagao (iii) em relagao a
ep, €1, €2 € e, respectivamente.

Para determinarmos o valor de A, vamos considerar um campo gravitacional para o qual
as leis newtonianas se mantenham numa primeira aproximacao. Entdo, vamos considerar um
campo gravitacional fraco para que, no limite, as leis newtonianas sejam validas.

Como, no espago-tempo estritamente newtoniano, o lado esquerdo da primeira equacio acima
se anula, precisamos que A tenda a zero.

Assim, no limite, a segunda equagio nos da:

wo A Q23 = wa A o3 — w3 A Qo2
Conforme vimos no inicio da subsegao 4.1.1, podemos escrever
W= —dZ Ndt, Q3 = —dY Adt,

onde Y e Z sdo, respectivamente, a segundo e terceiro componente da aceleragao devida a

ov ov
gravidade. Além disso, na subsecdo 4.1.2 vimos que Y = — e Z = ——, one V é o potencial

oy 0z

gravitacional.

Se escrevermos wo A3 = c2dt ASa3 e considerarmos o que foi recordado logo acima, teremos
que:

wO/\Qggzwg/\Qog—W3/\Qoz
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implica

C2dt/\Qg3 :UJQ/\Qog—Wg/\QOQ :dy/\—dZ/\dt — dz AN —=dY Ndt
ov oV

=—dtNdyNd— +dy Ndz Nd—
0z oy

Assim,

ov ov

A equa(;ao acima nos mostra que na primeira aproximacao, sabe-se a curvatura do espago,
em cada instante de tempo, devido ao potencial gravitacional.

Célculos analogos resultarao em:

1 ov 8V 1 ov ov

Agora, se substituirmos esses valores na equagao

w1 A Qa3+ wy A3y + w3 Ay = —2\IT°

Obteremos
oV ov 1 oV oV
d dzANd— —dy Nd— d - |—dzANd—+dx Nd—
o ( “nd na )|y n | (—dend o+ dondS )]
+dz A [1 ( drc/\da—v +dy /\dav)] = —2AII°
2 oy ox
que por sua vez implica em
1 3\/ 8V 1 ov oV 1 ov oV
= =2 pdx ANdy A dz

Usando a definicdo de diferencial de uma funcéo, teremos que

2<a2v o2V 9V
= +

dr Ndy Ndz = =2 pdx N dy N d
22 + 012 8,22) T ANdy Ndz pdx Ndy N dz

Ou seja,
—4nG
A= 2

O valor encontrado para A sugere que, numa primeira aproximagao, a curvatura total do

TGP , . - .
5— onde p é a densidade de matéria. Para verificar este fato,
c

basta substituir o valor de A na equacao

espago ¢ nao-negativa e igual a

w1 A Qa3+ wy A3y + w3 Ay = —2\IT°

Finalmente, a densidade do momento-massa é a manifestacao fisica de um vetor com origem
geométrica:
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mAeg @I +mAe @IIM+mAes @IIZ+mAes @I =

2

—_— > m/\ei(wj A Qpr + wi /\Qlj + wy /\ij)

81G i,9,k,l

De fato, nés vimos na secao 4.2 que o lado direito desta igualdade é uma forma invariante
associada a variedade, a curvatura vetorial de um elemento 3-dimensional num espaco-tempo.
A lei de conservacdo de momento-massa, obtida analiticamente das equagoes de dindmica de
meio continuo, é imediatamente consequéncia do fato deste invariante possuir derivada exterior
igual a zero (basta verificarmos que d(m A e;w® A Q) = ;QF A Qi e lembrarmos que estamos
considerando um espago-tempo livre de torgao).

A discussdo acima mostra que embora esteja mais intimamente relacionado & mecanica
newtoniana do que se poderia esperar, a teoria de Einstein possui um conteudo fisico muito
mais rico. As leis de gravitagdo de Newton sdo, de certa maneira, remanescentes das leis de
gravitacdo de Einstein, basta fazermos ¢ tender ao infinito.
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7 Eletromagnetismo e a conexao afim do

espaco-tempo

Nas suas observagdes sobre eletromagnetismo e relatividade especial, Cartan, diferentemente
de Einstein, ndo postula a constancia da velocidade da luz. Ele alicerga suas ideias levando
em conta o principio da relatividade segundo Poincaré, que afirma que nenhum experimento
eletromagnético ou mecanico pode detectar a diferenca entre estados de movimento uniforme.
Neste capitulo, veremos que as equacoes de Maxwell podem ser deduzidas a partir de 2-formas
diferenciais cujos coeficientes sdo campos eletromagnéticos.

7.1 Equacoes de Maxwell

No estudo da teoria da gravitagao de Newton e Einstein, vimos que, entre todas as conexoes
mecanicamente equivalentes, existe uma que se distingue de todas as outras pela seguinte pro-
priedade:

Porém, nada se afirma sobre a necessidade da torcao ser identicamente nula, conforme a
teoria de gravitacao segundo Einstein. Faremos algo semelhante na teoria de eletromagnetismo.

No nosso estudo da teoria da relatividade especial, as equagoes de Maxwell serdo formuladas
da seguinte maneira:

Vamos fixar um referencial galileano e definir as formas

Q= Bydy Ndz + Bydz AN dx + B.dx AN dy + Eydx AN dt + Eydy A dt + E.dz A dt
ﬁzDzdy/\dz+Dydz/\dx+Dzda:/\dy—l—dex/\dt+Hydy/\dt—l—HZdz/\dt
S = pdr Ndy Ndz — I,dy Ndz \Ndt — I,dz Ndx A\ dt — Ldx N\ dy N dt

onde B, By, B, sao as componentes da inducao magnética; D,,D,, D, os da indugao
elétrica; F,, F,, £, os do campo elétrico, H,, H,, H, os do campo magnético, I, 1,, I, os
da densidade de corrente e, finalmente, p é a densidade de carga.

Chamaremos tais formas de forma de campo eletromagnético, forma de inducao
eletromagnética e forma de carga-corrente, respectivamente. Note que S representa a
quantidade elementar de eletricidade assim como II representou, no capitulo 1, a quantidade
elementar de matéria.

Proposicao 7.1. As equagdes de Mazwell homogéneas

B
V.B=0 e aat—i-VxE—O

sao equivalentes d equacao

dQ =0,
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onde Q) € a forma de campo eletromagnético e d é a derivada exterior.

Demonstracao 7.1. Sendo
= Bydy Ndz + Bydz AN dv + B.dx AN dy + Eydx A\ dt + Eydy A\ dt + E.dz A\ dt entao
dQ) =dB, Ndy Ndz +dBy Ndz Ndx + dB, ANdx A\ dy

+dE, Ndx Ndt +dE, ANdy Ndt +dE, Ndz A\ dt

0B, 0B, 0B,
=5 T 5 BT dt Ndz N\ dz
+ai z 9B,
oy ot 0z
8Ex T Ey
+ dy 9% %d:z:/\dy/\dt
+a£ E, Z
ox oy
aB 0B, O0E. O0E,
( 8z)dxAdyAdz+<8t +8y — 8Z)dt/\aly/\dz
Em OF, 0B, O0E, O0E,
( 9 8x>dt/\d2/\dx+<8t +8x — ay)dt/\dac/\dy
=0

se e somente se,

0B, 0B, OB,

ox + oy + 9z 0
0B, OE. OE,
ot oy 0z
OB, OE, OE.
R P
0B, 0E, OE,
_ —0m

ot " or oy

Proposicao 7.2. As equacoes de Mazwell ndo-homogéneas

V.D=4mp e (‘)al;JrVXH:ZlWI
sao equivalentes d equagdo
dQ = 47 S
Demonstragao 7.2. Sendo
Q= D,dy Ndz+ Dydz Ndx + D.dx AN dy + Hydx A dt + Hydy A dt + H.dz A dt entao
dQ = dD, Ndy A dz + dD, A dz N dx + dD, A dz A dy

+dH, Ndx Ndt +dH, Ndy Ndt + dH, Ndz A dt
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oD, oD,
ot Ady A dz =

oD,
ot

D D
dx/\dy/\dz+aatydt/\dz/\dCBJraa;dy/\dz/\dx

O,

dy

H H H
+&d$/\dy/\dt+&dz/\dy/\dt+a Zd:C/\dz/\dt—i—a “dy Adz N\ dt = 4rS
oz 0z oz oy

z

dz Ndx N dt

dy/\dx/\d?H-(9 B

dt/\dac/\dy—i—a 5
z

+ 0z

dz Ndx N dy +

se e somente se,

oD, , 0D,  OD.
or 8y | @, O F

oD, OH. OH,

T
o oy 0n e
oD, OH, OH.

ot * 0z  Or arly
oD,  OH, OH. _, . g

ot ox oy
A proposicao acima implica que dS=0, que expressa a lei de conservacgao de carga, ou seja:

dp
L ivi=0
otV

7.2 Teoria do elétron de Lorentz, conexao afim e eletromagnetismo

Uma pergunta natural aqui é: Como modificar as equaces de Maxwell para trabalharmos
com uma conexao afim arbitraria no espaco-tempo da relatividade especial?

A resposta depende de como a conexdo que relaciona com as caracteristicas essenciais das
equagoes de Maxwell. Podemos comegar a pensar da seguinte forma: Uma vez que as equagoes de
Maxwell sdo equacoes diferenciais parciais de primeira ordem, elas envolvem valores numéricos
de quantidades fisicas em dois pontos infinitamente proximos do espaco-tempo. Estes valores
numéricos sao obtidos fixando um referencial inercial. Portanto, para comparar esses valores
obtidos em dois pontos infinitamente préximos, devemos ser capazes de alinhar um referencial em
relacdo ao outro. Assim, podemos dizer que para escrever as equacoes de Maxwell, ou qualquer
outra lei fisica, precisa-se saber a conexao afim do espaco-tempo.

Contudo, a primeira equagdo de Maxwell V.B = 0 resume um grande nimero de experimen-
tos que mostram que o fluxo de indugao magnética total é sempre zero. Portanto, a formulacao
analitica correta nao é a que envolve derivadas parciais, que podem até mesmo nao existir. Ela
¢é antes a declaracdo que a integral

/ Bydydz + Bydzde + B.dudy

tomada sobre uma superficie fechada é zero. Deste ponto de vista, o significado fisico das leis
de maxwell é melhor conduzido pelas equagoes

//Q:Oe
ffa-o )

onde a integral do lado direito, da tltima equagéo, estende-se sobre qualquer volume 3-dimensional
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do espago-tempo (e representa a carga elétrica contida nele) e a integral do lado esquerdo estende-
se sobre o bordo bidimensional deste volume. Nesta formulagdo, as equacdes de Maxwell se
mantém sob as hipdteses relativas a conexao afim do espaco-tempo.

7.2.1 A teoria do elétron de Lorentz

Nesta subsecdo, faremos um brevissimo comentario sobre a teoria do elétron de Lorentz,
uma vez que o restante desta sec@o serd desenvolvida se apoiando em hipdteses desta teoria.

A teoria do elétron de Lorentz surgiu de um esforgo cientifico de sistese entre a teoria
eletromagnética de Maxwell e a concepgao atomica da matéria. O resultado deste esforgo foi a
concretizagdo de uma nova visdo de mundo, diferente da mecanicista.

O modelo de Lorentz, iniciado em 1892, recebeu sua forma completa em 1904, baseando-se
nas seguintes hipoteses:

(i) O elétron esférico em movimento se deforma como qualquer corpo;

(ii) Todas as forgas nao elétricas sdo influenciadas pelo movimento da mesma maneira que
as forcas eletrostaticas entre elétrons;

(iii)A massa do elétron é totalmente de origem eletromagnética e o inico momento linear
existente é o momento eletromagnético;

(iv)A influéncia do movimento sobre dimensdes dos corpos é somente na dire¢io do movi-
mento;

(v)As massas de todas as particulas variam da mesma maneira que a massa do elétron.

Ao longo desta secdo, iremos utilizar, principalmente, as hipétese (ii),(iii) e (v). No seu
trabalho de 1895, Lorentz introduz o principio dos estados correspondentes que assegura
a invaridncia das equagoes basicas de Maxwell de maneira que o movimento em relacao ao éter
nao altera os fenémenos eletromagnéticos observados.

7.2.2 Conexao afim e eletromagnetismo a luz da teoria de Lorentz

Vamos assumir o principio dos estados correspondentes de Lorentz e identificar, no vacuo,
a indugdo magnética com o campo magnético e a indugao elétrica com o campo elétrico. Se
escolhermos um referencial inercial, ou outro referencial que desempenha o mesmo papel, em
cada ponto do espaco-tempo, podemos definir

Q = Z Hi]-wi A wj
i,J
Q=Y HIWF A
i7j7k7l
S= 3 I'w Ak AW
.5,k

de forma que as equagoes d2 = 0 e df) continuam invariantes. Consequéncia disto é que,
se representarmos dH;; por H;j|*wy, teremos as seguintes relagdes expressando tais equacdes,
respectivamente:

Hijl* + Hp |’ + Hl?
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Hip|P = 4rI;

onde temos I = 1% e [/ = —1I;.

Porém a invaridncia das equagoes de Maxwell ndo tém como consequéncia a conexao afim
do espago-tempo pois tais equagoes nao fornecem todas as leis do eletromagnetismo. Na teoria
de Lorentz, existe também a equacdo que dé a hiperforga exercida pelo campo eletromagnético
no elétron.

Nos apropriando das hip6teses (ii), (iii) e (v) da teoria de Lorentz, aqui, da mesma forma
que fizemos na mecéanica cldssica e na relatividade, podemos afirmar que a hiperforca é dada
pela derivada exterior do momento-massa eletromagnético, que serd representado pelo vetor
deslizante

. 1 .
G =—(mAe)H?Hy,w" + §H”"Hm(m Ae;)w'
onde

Wy = w1 Nwa A ws w1 = —wp N wa A ws
Wy = —wo N\ w3z N\ wq w3 = —wo N\ w1 A wa

Vamos assumir que a torcao é igual a zero. Entdo, tratando m, e; e @' como se fossem
constantes, e tomarmos a derivada exterior de G, teremos:

dG = 47Tm/\eiHip|pw0 Awi A wy A ws

Assim temos a expressao da hiperfor¢a em termos das componentes do campo eletromagné-
tico e da hipercorrente, andlogo & mecanica classsica e a relatividade especial.

Agora, se supormos que a tor¢ao é ndo-nula, temos que pensar em quais condigoes a conexao
afim do espaco-tempo deve satisfazer para que a equagdo dada logo acima se mantenha. Vamos
supor que o ds® do espaco-tempo é fixo. Como as relacoes dadas nas proposicoes 6.1 e 6.2 sdo
invariantes, ou seja, independem da escolha da conexao afim do espago-tempo, as componentes
do campo eletromagnético e da hipercorrente serao completamente determinadas. Logo, se existir
uma conexao que satisfaca a equacao acima, ela serd mecanicamente equivalente aquela conexao
livre de torgao.
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8 Consideracoes finais

Neste capitulo, falaremos sobre como Cartan concebeu as ideias que originaram na conhecida
teoria de Cartan-Einstein, que é uma modificagao da Teoria Geral da Relatividade e permite o
espago-tempo possuir conexao afim cujo tensor tor¢do nao se anula.

Para isso, representaremos a densidade de momento-massa na mecéanica de meios continuo
por

G:mAeiHi+eiAejHij,

onde IT¥ = pu'u? 4 p¥.

Se admitirmos a possibilidade da tor¢ao ser ndo-nula e exigirmos, como na teoria de Einstein,
que a densidade do momento-massa seja um invariante de caracteristica puramente geométrica,
para encontrarmos o invariante apropriado, vamos retornar & interpretacdo geométrica de G
discutida na secao 5.2.

Nesta interpretacao, foi atribuida a G somente a rotagio associada ao elemento de superfi-
cie. Agora, vamos lembrar que se substituirmos esta rotagao pelo deslocamento total (rotagdo e
translagao) associado com um elemento (ver se¢ao 4.5), obteremos a forma geométrica:

> {m A ei(wj A Qp + wi A Qlj + Wlek) —e; N\ ej(wk ANy —wp A Qk)}
1,5,k
Se esta forma representar, a menos de uma constante multiplicativa, a densidade de momento-
massa, sua derivada exterior deve ser nula. Por outro lado, como esta forma é invariante, é facil
verificar que sua derivada exterior é igual a

S mA e,-[Qj A Qi+ Qp A Qlj + A ij}
,7,k,l

que nao é identicamente nula. Logo, para mantermos a interpretagdo, deveremos fazer uma
hipétese restritiva ndo somente sobre a torcao, mas também sobre a curvatura do espago-tempo.
A mais simples, seria assumir rela¢oes entre as componentes de tor¢do e curvatura que facam
desaparecer os coeficientes de m A e;, para todo i = 0,1,2,3, na derivada exterior. Isto renderia
numa generalizacdo da teoria de Einstein compativel com todas as leis do eletromagnetismo.
Nesta teoria, a torcao desaparece numa regiao onde a densidade do momento-massa pode ser
representada por um vetor simples, como fizemos na discussdo da teoria de Einstein.
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