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Resumo

Este trabalho apresenta uma introducao ao Método dos Elementos Finitos através da
Analise Isogeométrica, que combina os conceitos de NURBS, utilizadas para construir o
dominio a ser analisado e também como fungoes base, as caracteristicas do Método dos
Elementos Finitos. Ao longo do texto sao apresentados os conceitos fundamentais a respeito
das NURBS, a solucao de Equagoes Diferenciais Parciais, comparando os resultados obtidos
entre o Método Isogeométrico e o Método dos Elementos Finitos classico, ressaltando as
vantagens e desvantagens. Também ¢é apresentada uma aplicagao do método, onde o mesmo
¢é usado na solugao de problemas de elasticidade em duas e trés dimensoes, destacando
um exemplo onde é feita a anélise de uma casca (elemento tridimensional onde uma das

dimensoes é desprezivel em relagdo as outras).

Palavras-chave: Método de Analise Isogeométrica. Método dos Elementos Finitos.
NURBS. EDP. Problema de Elasticidade.






Abstract

The Isogeometric Analysis is a method that combine the Finite Elements Method with Non-
Uniform Rational Basis Spline (NURBS). The NURBS is used to describe the geometry
with great flexibility, and it can also work as basis functions. The main concepts of NURBS
are presented in this study, and how to apply the method to solve ordinary and partial
differential equations. A comparison between the isogeometric analysis and the classical
finite elements method is showed to contrast the error behavior in both methods, and the
advantages of describe exactly a domain. The elasticity problem in two-dimensional and
three-dimensional model are performed as application of the isogeometric analysis, and as

exemple it was developed a model of a shell based on a real structure.

Keywords: Isogeometric Analysis Method. Finite Elements Method. NURBS. PDE.
Elasticity Problem.
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Introducao

O Método dos Elementos Finitos (MEF) teve seu inicio em meados de 1950,
destacando-se os trabalhos de John Argyris (1913-2004), o qual teve seu trabalho destacado
como o primeiro a descrever o que veio a se tornar o MEF; Ray Clough (1920), quem
foi o responsével por denominar o método; Richard Courant (1888-1972), quem criou o
primeiro elemento finito, a saber, o tridngulo linear; e Olgierd C. Zienkiewicz (1921-2009),

quem se destacou no estudo dos elementos isoparamétricos; entre outros, como se pode

ver em (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, 2009).

Do surgimento do MEF até entao as suas aplica¢oes se tornaram inimeras e cada
vez mais complexas, o que fez necessario buscar cada vez mais por formas de aperfeigoar o
método, adaptando-o as aplicagoes e trabalhando de maneira a aumentar a sua velocidade
(ou pelo menos com que esta nao fosse reduzida). Obviamente, o desenvolvimento dos

computadores teve grande importancia nesse processo de evolugao.

Dentre todas essas evolugoes, esse trabalho se destaca em apresentar uma das mais
recentes, o Método de Anélise Isogeométrica, o qual foi proposto em 2004 por Thomas J.R.
Hughes, J. Austin Cottrell e Yuri Bazilevs (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005).

O Método de Anélise Isogeométrica une os conceitos de NURBS aos conceitos
do Método dos Elementos Finitos classico, onde as NURBS ao mesmo tempo que sao
responsaveis por descrever a geometria do dominio, sdo as func¢oes base para solugao do
problema, ou seja, nao hé a necessidade de métodos extras para geracao da malha de

elementos finitos, pois esta ja é gerada no momento da concepcao da geometria.

O texto se desenvolve basicamente em trés capitulos, 2, 3 e 4, onde o capitulo 2 faz
a apresentacao dos conceitos bésicos e necessarios sobre as NURBS, o capitulo 3 apresenta
o Método de Andlise Isogeométrica na solugao de Equagoes Diferencais Parciais (EDP),
e o capitulo 4 apresenta uma aplicacdo do método voltada ao problema de elasticidade.

Todas as imagens apresentadas e os modelos foram desenvolvidos pelo autor.

Como requisitos béasicos para o entendimento desse trabalho sdo necesséarios os
conhecimentos basicos do Método dos Elementos Finitos classico, aplicagoes e implementa-
¢ao, para que assim se possa ter maior aproveitamento a respeitos das comparacoes entre

os métodos desenvolvidas ao longo do texto.
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1 UMA BREVE INTRODUCAO AS NURBS

Neste capitulo apresentaremos as ferramentas necesséarias para formalizacao do
Método de Analise Isogeométrico, sendo estas também o grande diferencial entre o Método
dos Elementos Finitos (MEF) classico e o que utiliza esta andlise. Essas ferramentas sao
basicamente as NURBS (do inglés, Non-Uniform Rational B-splines), que sdo quocientes

ponderados entre B-splines.

As NURBS sao utilizadas de duas maneiras neste método: compondo as fung¢oes
base (no MEF classico as fungbes base sdo compostas por polinomios, geralmente de grau
1) e definindo a geometria do dominio de maneira exata, e nesse caso sao elas que produzem
a discretizagdo desse dominio. Aqui apenas introduziremos os conceitos relacionados a
NURBS, dando inicio na préxima se¢ao aos estudos relacionados a B-splines. Para mais
detalhes sobre NURBS ver (PIEGL; TILLER, 1996).

1.1 B-Splines

B-splines sdo fungoes polinomiais definidas recursivamente, onde se fazem necessa-
rios dois elementos para que estas sejam construidas: o vetor de nos e o grau. O vetor de

noés € um conjunto de niimeros reais organizados em ordem nao-decrescente, dado por

E - (§Oa§1a"'7§n) S Rn+1

onde se um noé nao é repetido a B-spline tem p — 1 derivadas continuas nesse no, onde p é
o grau da fun¢do. Normalmente se usa o vetor de nés iniciando em 0 e terminando em
1, mas nada impede que esses nimeros sejam outros quaisquer, respeitando as condig¢oes

apontadas anteriormente.

Seja N, a i-ésima fun¢ao base e B-spline de grau p, temos que esta pode ser

definida recursivamente da seguinte forma:

Nio(&) = L,se & <& <&iq (1.1)

0, do contrdrio

Nip-1(§) + MA@#LP*I(&) (1.2)
Sivpr1 — Giv1

Ny (€) = ,f‘fg
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Observagoes importantes:

1. Seja m o nimero de nés, temos que o numero de fungoes base é m —p — 1, onde p é
o grau. Isso vem do fato da equacao (1.2) utilizar o né &1, onde i +p+1 é no

maximo igual a m.

2. Note da equagao (1.1) que quando & ¢é igual ao tltimo né, nés temos que N,,,—1 ¢(§) = 0,
ou seja, a ultima func¢do base nesse ponto tem valor 0, porém definimos aqui que
Np—10(€) = 1 para evitar descontinuidade na derivada da B-Spline de grau zero,
que por consequéncia causaria descontinuidade na derivada de todos os outros graus,

como pode ser visto na Figura 1.

3. Na equagao (1.2) adotamos 0/0 = 0.

09r

08

0.7

0.6}

051

A"\"m p—1.p

04r

03

0.2r

01}

Figura 1 — Descontinuidade gerada na B-Spline N,,,_, 1, em £ = 1 devido a descontinui-
dade na definicdo de N,,_1 (&) nesse ponto.

Segue na Figura 2 um exemplo para deixar claro a construgao recursiva das B-splines.
Vamos usar o vetor de nos = = [ 0 0 0 025 050 075 1 1 1 } para construir as
fungdes base B-splines de grau 2. Note que em cada ponto do dominio existem exatamente

p + 1 funcdes base, onde p é o grau indicado.

Seja p o grau da B-spline desejada, é necessario que se repita o primeiro e o tltimo
noé p + 1 vezes, para que a soma das func¢oes base seja constante e igual a uma unidade
(particao da unidade) em qualquer ponto do dominio, como mostra o exemplo da Figura
3, onde se adotou grau igual a 2 para o vetores de nés especificados. A demonstracao disso
pode ser encontrada em (ROCHA, 2016).

Também é importante conhecer as derivadas das func¢oes base. As de primeira

ordem sao apresentadas na equagao (1.3), enquanto as derivadas de ordem maior nao serdo
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B-spline de grau zero

0.5

U L 1 1 L 1 1 L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.9

=

B-spline de grau 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.9

-

B-spline de grau 2

05+

0 ! ' ' eSO '

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.9

=

Figura 2 — Construgao recursiva de B-splines através do grau anterior

Vetor de nds: [00.20.40.6 0.8 1]

U L L L 1 L L L ]
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1

Vetordends: [0000.204060.8111]

05+

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3 — Efeito da repetigao do nés iniciais e finais na soma das fungoes base (a soma ¢é
representada pela fungao em vermelho).
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aqui apresentadas, mas caso necessario elas podem ser encontradas em (PIEGL; TILLER,
1996; ROCHA, 2016).

d p

ae M) =g

Nip-a(8) = Sitpt1 — Gir1

Ni+1,p71<5> (1'3)

1.2 NURBS como Funcao Base

Na construcao das fungoes base NURBS ¢ adicionado mais um conceito além do
vetor de nés e o grau: os pesos. As func¢oes base NURBS sao definidas através de uma
média ponderada entre as func¢oes base B-splines. Uma NURBS com pesos unitarios é

uma B-spline.

Seja w;, i € {1,2,...,m}, o peso correspondente & i-ésima fungdo base, temos que

as NURBS sao definidas da seguinte forma:

_ wiNi,p<£)
>0t wiN;p(€)

Rip(€) (1.4)

A Figura 4 compara as B-splines com as NURBS. Nesse exemplo utilizamos o vetor
denés[0 0 0 02 04 0.6 0.8 1 1 1] grau2eospesos|1 2 3 1 3 2 1]
No ponto £ = 0.65, trés bases sao nao nulas: Nyo = 0.28125, N5 5 = 0.6875 ¢ Ngo = 0.03125.

Assim o valor de R49 é dado por:

1 x 0.28125
Ry5(0,65) = = 0.11688
12(0.65) = =5 58195 +3 x 0.6875 + 2 x 0.03125

Note que apesar dos pesos, a soma das func¢oes base continua sendo constante e igual a

uma unidade.

Podemos definir também as NURBS bidimensionais, que sao geradas por uma estru-
tura semelhante ao produto tensorial entre duas B-splines em uma dimensao, diferenciando-
se apenas pela presenca dos pesos. A defini¢ao é dada na equagao (1.5). Vale notar que
nao é necessario que os graus das B-splines utilizadas sejam o mesmos. A Figura 5 mostra
a construcao de uma fungdo base NURBS bidimensional a partir de uma B-spline de grau

1 e outra de grau 2.

wi; Ni p(§) M; ()
D k=1 2y Wij Ny (g)Ml,q (n)

Ri;(&,n) =
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B-splines
151
1
0.6875
05F
0.28125
0.03125
0

0 0.1 0.2 03 04 0.5 06 07 0.8 0.9 1

NURBS
151

0.11688

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4 — Construgao das NURBS a partir das B-splines (a soma é representada pela
fungdo em vermelho).

MNURE bidimensional
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Figura 5 — Construcao das NURBS bidimensionais com fung¢oes base de graus diferentes
em cada direcao.

1.3 Funcao Geométrica: Utilizacao de NURBS para Definir o Do-
minio
Antes de apresentarmos a construcao do dominio através das NURBS, vamos

apresentar a construcao de curvas através de B-splines, pois a nocao é analoga. Para isso é

necessario um novo conceito: Pontos de controle. Os pontos de controle sdo um conjunto
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de coordenadas em R? ou R? que definem a forma que a combinacdo das funcoes base ird

tomar.

Dado um conjunto de fungoes base B-splines {1V; ,}; e um conjunto de pontos de

controle {P;};, onde i = {1,...,n}, uma curva pode ser construida da seguinte forma:

Note que a equacao (1.6) é uma aplicagao tal que, dado o vetor de nés = = [a, ..., 0],

vai de [a,b] em R™ dependendo da natureza dos pontos de controle.

A mesma equagao é valida substituindo as fungoes base B-spline por NURBS. Para
exemplificar a construgao de uma curva de grau 2 a partir de B-splines vamos tomar o vetor
de nés = =10,0,0,1,2,3,4,5,5,5] e os pontos de controle P = {(0, 3), (1, 1),(2,3), (4,0),
(6,1),(6,3),(3,4)}. O resultado é apresentado na Figura 6.

0 ! 1 1 e 1
4

0 1 2 3 5 6

Figura 6 — Construcao de curva a partir de bases de B-splines.

De maneira analoga podemos definir uma fun¢do que leva um dominio retangular
em uma geometria baseada nas disposi¢ao dos pontos de controle. Dado o conjunto de
fungoes base NURBS bidimensionais {Rl-j,p}%zl e o conjunto de pontos de controle em

R2, {P;}iiZy, nés podemos definir a, doravante chamada, Funcao Geométrica:

Flen) =Y PyRyy(€n) (1.7)

1,j=1
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A Funcao Geométrica é essencial no Método de Analise Isogeométrico, pois é ela
quem torna possivel a solugao de EDP’s em dominio com geometrias das mais variadas

sem gerar erros por aproximacao das fronteiras do dominio.

A Figura 7 mostra um circulo perfeito criado a partir de fun¢des base de grau 2.
Os vetores de nos utilizados foram Z; = =y = [0,0,0,1, 1, 1]. Os pontos de controle e os

pesos utilizados se encontram na tabela 1.

Pts de Controle | Pesos
CF8) | 1
(%) | 4
(o) |
0.8 | 2
(0,0) 1
(0.—2) | 2
(42.43) !
(32.0) %
(2-%) | 1

0&y¢

D41

031

02k

0.1

a

0.1

02t

0357

047

0.5
0.5

Figura 7 — Aplicacdo da Funcdo Geométrica. As cores simbolizam a distribui¢cdo de uma

funcao base no dominio gerado

Vale notar que se os pontos de controle pertencerem a R? a equagao (1.7) gera uma

superficie.



32 Capitulo 1. UMA BREVE INTRODUCAO AS NURBS

1.4 Insercao de Nés e Refinamento de NURBS

Vimos anteriormente que os pontos de controle estao totalmente relacionadas com as
fungoes base na construcao de um objeto. Desta maneira, alterar o vetor de nds sem alterar
os pontos de controle proporcionalmente alteraria a geometria do objeto estudado. Porém
muitas vezes se faz necessario aumentar o nimero de fungoes bases para se avaliar melhor
uma solucao (trataremos melhor disso nos capitulos seguintes), o que torna necessario se
ter uma maneira de aumentar o nimero de fungoes base e gerar novos pontos de controle

(e pesos) sem alterar a geometria do objeto.

Dado o vetor de nés [£1,&, ..., &,] e os pontos de controle ponderados ' [P, Py,
P

w
n—p—1

De acordo com (PIEGL; TILLER, 1996), suponha que & € [&,&rr1), entdo é

], onde p é o grau das NURBS, vamos inserir o n6 £.

w

necessdrio alterar os P;*,Vi € [k — p + 1, k]. Portanto, sejam [QY, QY ...,Q;_,] os novos
pontos de controle ponderados, temos que,Vi € [k —p + 1, k]
Qf = P+ (1 — )Py
onde, B
o E-&
' fi—i—p - fz

Assim temos que QY = P, QY = P, ..., QF .1 = e pn B, + (1 -

ak_p+1)fﬁﬂp,...,cgﬁ ZZO%}%? +—(1-— ak)fﬁﬂl,..., g_pIZ.Fﬁip_l.

A Figura 8 mostra os pontos de controle antes e depois de ter um né adicionado.

Agora fica evidente que o processo de refinamento é uma sucessao de insercoes de
nos. Para esse processo a posicao em que sao adicionados os novos nés é no ponto médio

entre os antigos.

Também ¢é possivel remover um né, aumentar e diminuir o grau das fungoes, porém
esses assuntos nao serao abordados aqui, pois nao serao utilizados nesse texto. Detalhes
podem ser encontrados em (PIEGL; TILLER, 1996).

L Pontos de controle ponderados sdo os pontos de controle multiplicados por seus respectivos pesos.
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Antes

[
Depois

5 T . T T . T
4t i
3 .
2 .
1 - .

0 1 I 1 I 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 8 — Alteracao de alguns pontos de controle sem alterar a curva apés a insercao de
um novo no.
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2 METODO DE ANALISE ISOGEOME-
TRICA APLICADO A SOLUCAO DE
EQUACOES DIFERENCIAIS

Vistos os conceitos principais sobre NURBS, agora estamos habilitados a aplica-los
na solucao de equagoes diferenciais através do Método dos Elementos Finitos. A diferenca
na solucao das equagdes em uma dimensao ¢é a utilizacao de fungoes base NURBS, o que

torna esse método muito parecido com o método classico nesse caso.

J& no caso da solucao de equacoes diferenciais em dimensdes maiores, onde o
dominio é uma superficie ou um sélido, além das funcgoes bases serem NURBS também
utilizaremos a Fungao Geométrica para modelar o dominio com exatidao, eliminando assim

os erros por aproximacao frequentes no Método dos Elementos Finitos Cléssico.

2.1 Espaco de Funcdes

Definiremos aqui os espagos de fungoes utilizados nos problemas estudados nesse
capitulo, sendo estes especialmente mencionados nos teoremas de convergéncia tanto para
o método dos elementos finitos classicos como para o método isogeométrico. Esses espagos
sao os chamados Espago de Hilbert (que sdo um caso particular dos espacos de Sobolev),
denotados por H*(€2), para Q) € R".

Seja L2*(Q2), o espago das fungoes de quadrado integravel segundo a medida de
Lebesgue, definimos H*(2) como o espaco das funcdes de quadrado integravel cujas

k-ésimas derivadas também sao fungdes de quadrado integravel, ou seja,

k

H*(Q) = {v € LQ(Q)/g;; € L*(Q),ie(1,... ,n)}

Note que H°(Q) = L*(Q).

Vamos aqui definir de forma simples o produto interno e a norma em H*(f2). Para
uma definigdo mais geral e outros detalhes sobre os espagos de Sobolev ver (ADAMS, 1975;
CIARLET, 2002).

O produto interno é definido da forma,

(w, V) gy = D /Qf)au(x)ﬁo‘v(a:)da:

0<a<k
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e a norma é dada por

lu = 3 [ 10%u() * do

0<a<k

2.2 Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Dadas as defini¢oes necessérias sobre os espacos estudados, vamos agora abordar os
problemas alvo deste texto, onde para ilustrar o uso do método de andlise isogeométrica,
mostraremos a solucao de uma equacao diferencial ordinaria eliptica de Laplace. E possivel
perceber a grande semelhanca com o método dos elementos finitos classico. Para maiores
detalhes sobre a solucao através do método cléssico ver (GALVIS, 2009).

Considere o seguinte problema de valor de contorno: Encontrar u : (a,b) — R tal

que

{ —u(x) = f(z),  paraz e (ab) (2.1)

u(z) = g(x), para x =a,x =b

Tome V := {v € H'(a,b),v(a) = v(b) = 0} espaco de fungdes teste. Multiplicando

v por ambos os membros da primeira equagao de (2.1) e integrando ambos os lados, temos:

b b
—/a u(x)”v(x)dx:/a f(z)v(z)dz, Yv eV (2.2)

Integrando por partes o primeiro membro da equagdo (2.2) e lembrando que
v(a) = v(b) = 0, temos:

/abu(ac)"v(:c)d:v = u(z)v(z) |2 — /abu(x)"u(x)’dx

= [u(0)'0 — u(a)'0] — / u(z) v(x) dx

a

=— /ab w(z)v(z) dx

Substituindo entao (2.3) em (2.2), chegamos a formulagao fraca do problema, que

é encontrar u € U := H'(a,b) tal que

b

b
/a u(@)v(z) de = / flayw(@)de, VoeV (2.4)

a

Para tornar possivel a solucao do problema, vamos reduzi-lo para um problema

de dimenséo finita criando subespacos formados por bases NURBS tais que U" C U e
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V" C V, onde h é uma pardmetro que representa a dimensdo do espaco de maneira que

quanto menor o h, maior a dimensao do espago.

Mudando a nomenclatura para facilitar a escrita, temos entdo a formulacao de

Galerkin para o problema, que se torna: Encontrar u” € U" tal que

Au o) = Fuh), Vot e Yh (2.5)
onde
b
A(u,v) = / w(z)v(z) dx
b
F@) = [ f@p()ds
Seja {Ry, Ry, ..., R,} a base do espaco V" (lembrando que essa base é formada

h

por NURBS) podemos escrever u" como combinagao linear desta base,

uh = OélRl + a2R2 + ...+ Oéan = Zasz (26)

Podemos entdo reescrever (2.5) substituindo (2.6) e adotando o fato de A(u”, v")

ser um operador bilinear.

A (i o R;, vh> Z a; A(R;, ot ]:(vh) (2.7)

Podemos também escrever v = 81 R + By Ry +. ..+ Bu R, = S, BiR;, e substituir

na equacao (2.7). Como F ¢ um funcional linear, temos

i=1 j=1 j=1
= Zﬁj ZO‘%-A(RZH R;) = ZBJ‘F(RJ)
7j=1 =1 7j=1
Entao nosso problema se torna, encontrar a;,7 € {1,2,...,n} tal que

{Zn: AR, R;) = F(R)), Vie{l,2,...,n} (2.8)

i=1
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Desta forma podemos ainda escrever (2.8) de forma matricial.

A(Rl, Rl) .A(RQ, Rl) ce A(Rn, Rl) (%] ./T"(Rl)
A(Rh RQ) A(RQ, RQ) e A(Rn, RQ) (6] . f(RQ) (2 9)
A(Ry,R,) A(Ry,R,) ... A(R.,R,)| |an F(R,)
e para simplificar a notacao,
Aa=b (2.10)

Retomando a equagao (2.1), vemos que resta impor que u(x) = g(x), para © =
a,z = b. Para que isso ocorra, basta impor que ay = g(a) e o, = g(b), pois as fungoes

base NURBS extremas (isso ¢, a primeira e a tltima) tem valor 1 em z =a e z = b.

Podemos escrever entao a equagao (2.10) da seguinte forma:

A (alpha; + alpha,) = b

onde a; = [0, g, . .., vy 1, O]T e a, =[g(a),0,... ,O,g(b)]T. E com isso temos,

Aa, =b - Ag,

o sistema que nos d4 a solugao (aproximada) da equacao diferencial proposta. Lembrando

Vamos resolver a seguinte equacao diferencial:

{ —u(z)" =1, para = € (0,1)

u(z) =1, parax =0,z =1

Primeiramente devemos construir as bases NURBS que iremos usar para encontrar
a solugao aproximada da equagao. Vamos construir bases de grau 2, pesos unitarios e o

seguinte vetor de nos:

—_
—
—

00005111

Como a construgao das NURBS é recursiva, devemos construgoes a partir do grau

zero até o grau desejado, e assim temos as fungoes de grau zero:
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0, 05<ax<l

0, 0<z<05
Nio =
1, 05<z<1

1, 0<z<05
N3o =

N5o=0
Neo=0
As fungoes de grau 1:
N171 - 0
1—2x, 0<z<0.5
Nyy =
0, 05 <x <1
2x, 0<x<0.5
N3q =
2 — 2z, 0.6 <z <1
0, 0<x<0.5
41 =
20 — 1, 05<zx<1
N571 - O

E finalmente as bases NURBS (lembrando que B-splines sao NURBS de peso

unitario) de grau 2 que vamos usar para aproximar a solu¢ao do problema:

1 —4dr+422, 0<z<05
N1,2:

0, 05<z<1

4 — 622, 0<z<05
N2,2: 9

2 —4x 4 227, 0.5<x<1

222, 0<x<05
N3y = )

— 24 8x — 6z, 0.56<x<1

0, 0<z<05
N4,2= 9

1 —4dx + 427, 0.5<x<1

Também ¢é necessario que conhegamos as derivadas das funcoes base, como vimos

nas equagoes (2.4) e (2.5).
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dNLQ . _4+8x, 0<z<05
dx 0, 05<z<1
ANy,  [4-12z, 0<z<05
dx —4+4x, 05<z<1
dNs, [ 4, 0<z<05
dx 8—12z, 05<z<1
dN472 . 0, 0<2<05
dx — 448, 05<z<1

Geradas as fungbes base necessarias, vamos a construgao do sistema matricial. Para
evitar a perda de tempo, computacionalmente falando, dividimos o dominio da func¢ao em
varias partes e ao invés de construir diretamente a matriz global, construimos matrizes
para cada parte desse dominio, de forma a calcular apenas as integrais para as fungoes

que tem suporte nao nulo nessa regiao.

Vamos dividir o dominio nos baseando no vetor de nés escolhido, ou seja, vamos
dividir como elemento’ 1 de 0 até 0.5 e como elemento 2 de 0.5 até 1. Como vimos na
secao anterior, o numero de fungoes base com suporte nao nulo em um ponto do dominio
é p+ 1. Entdo, a matriz de cada elemento, serd (p 4+ 1) x (p+ 1), ou seja, no nosso caso,
3 x 3. Ja4 a matriz global, que ¢ a matriz relativa ao dominio todo, é composta por todas

as fungoes base, entdao tem dimensao 4 x 4.

Duas observacoes aqui sao importantes. A primeira é o fato das matrizes serem
simétricas, pois [uvdxr = [vudxr e a segunda é que dividir a matriz global em varias

matrizes, uma para cada elemento, consiste simplesmente em usar umas das propriedades

da integracio: [’ fdx = [° fdx + [® fdz.

Temos entao a matriz A e o vetor b do elemento 1

1 1 1
ayp Gy Gz

_ | 1 1
Ay = lap, ay D)

1 1 1
Q13 Qg3 dsg

bi
b = |b}
by

I chamamos de elemento cada uma das divisdes do dominio.
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e a matriz A e o vetor b do elemento 2:

2 2
Q39 Q39  Qy9

_ | 2 2
Ay = |ay; a3z ajj

2 2
A9y Q34 Qyy

b3

b2 — bg
bi
Vamos agora calcular cada termo das matrizes A; e Ay, lembrando que eles sao da

b dR; dR;
forma: a;; = [, @t dy.

0.5
al, = /0 (—4 + 82)(—4 + 8z)da — 2.6667
0.5
ab, = /0 (4 —122)(4 — 122)da —9
0.5
al, = /O (42 (4z)dx — 0.6667
0.5
aly = al, = /0 (—4 + 82)(4 — 122)da — 9
0.5
aly = al, = /0 (—4 + 8z)(42)dx — 06667
0.5
Uy = A3y = /0 (4 — 122)(4z)dx =0
entao
26667 -2 —0.6667
A1 — —2 2 0
_0.6667 0 0.6667
€

1

a3y = ; 5(—4 + 4z)(—4 + 4a)dx = 0.6667
a3y = 0.15(8 —122)(8 — 12x)dx =2
a2, = 015(—4 + 8z)(—4 + 8x)dx = 2.6667
a3y = a3y = /015(—4 + 4x)(8 — 12x)dx =0
a5, = a3y = 015(—4 + 42)(—4 + 8x)dr = —0.6667
a3, = a3z = 1 (8 — 12x)(—4 + 8z)dx =2
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entao

0.6667 0 —0.6667
A, = 0 2 -2
—0.6667 —2 2.6667

Da mesma forma, vamos calcular os termos dos vetores b; e by, que sdo da forma:

b; = [” f(x)R;dx. Vale lembrar que a f(z) =

= )(1 — 4z + 42%)dx = 0.1667

= )(4x — 627)dzx =0.25
_ — 0.0833
entao
0.1667
0.0833
€
1
B = / (1)(2 — 4z + 202)de = 0.0833
0.5
1
B2 = / (1)(~2 + 8z — 62%)dx = 0.25
0.5
1
b = / (1)1 — 4z + 4e¥)de = 0.1667
0.5
entao

0.0833
0.1667

Sobrepondo entao as matrizes e os vetores temos a matriz A e vetor b globais.

2.6667 —9 —0.6667 0
| -2 2406667 0+0  —0.6667
| —0.6667 0+0  0.6667T+2 -2

0 —0.6667 -2 2.6667
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0.1667
0.25 + 0.0833
0.0833 + 0.25

0.1667

Podemos agora montar o sistema, ou seja, vamos escrever da forma Aa; = b— A«

com o = oy = 1.

2.6667 -2 —0.6667 0 0

-2 2.6667 0 —0.6667| |z

—0.6667 0 2.6667 -2 Qs

0 —0.6667 -2 2.6667 0 ]

0.1667 2.6667 —2 —0.6667 0 1]

~10.3333 -2 2.6667 0 —0.6667| |0

103333 —0.6667 0 2.6667 -2 0

0.1667 0 —0.6667 -2 2.6667 | [1]

Simplificando...

2.6667 -2 —0.6667 0 0 —2.5
-2 2.6667 0 —0.6667| |aa| | 3
—0.6667 0 2.6667 —2 as 3
0 —0.6667 -2 2.6667 0 —2.5

Resolver esse sistema implica em resolver:

2.6667 0 ERE
0 26667 |as| |3

Donde temos que as = ag = 1.125.

A solucao que buscamos é, para o elemento 1,

4
u = Z%N
=1 x (1 — 42+ 42%) + 1.125 x (4 — 62?) + 1.125 x (22%) + 1 x (0)
2
T X
=14+= =
373
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e para o elemento 2,

De fato, a solucao encontrada é a solucdo exata do problema, como se pode

comprovar substituindo-a no problema inicial.

2.3 Equacoes Diferenciais Parciais em Duas Dimensoes

Na secao anterior vimos que a solugao de uma equacao diferencial em uma dimensao
através dos métodos classicos de elementos finitos e 0 método de andlise isogeométrico
sao muito similares, exceto pelas fungoes base utilizadas. Ja nessa se¢ao, vamos ver que
em duas dimensoes a abordagem é bem diferente, pois enquanto no método classico se
faz necessaria a aproximacao do dominio durante a discretizagao do mesmo, na anélise
isogeométrica conseguimos discretizar com exatiddo® o dominio através das NURBS e
ainda as usamos como fungdes base. Mais detalhe podem ser encontrados em (COTTRELL;
HUGHES; BAZILEVS, 2009; VEIGA et al., 2014; HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS,
2005; NGUYEN; BORDAS; RABCZUK, 2012; VUONG; HEINRICH; SIMEON;, 2010).

Vamos ver como se da a solu¢ao de uma equagao diferencial eliptica através do

seguinte problema: Encontrar u : {2 — R tal que

{ —Au(z,y) = f(z,y),  para (z,y) € Q (211)
w(@,y) = g(z,y),  para (z,y) € 09
2 2
onde Au é o Laplaciano de u ou seja, Au = % + %
ox?  Oy?

Tome V := {v € H}(Q)} espago de fungoes teste. Multiplicando v pela primeira

equagao de (2.11) e integrando ambos os lados, temos

—/ vAudxdy = / vfdxdy, Yv eV (2.12)
Q Q

2 As NURBS modelam com exatiddo os dominios formados por quadricas, dominios esses que niao podem

ser aproximados por polinomios.
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Agora, aplicamos o método de integracao por partes em duas dimensoes, que é

dado pela seguinte férmula

/vAudxdy:/ v(Vu.n)dS—/ Vu.Vudxdy
Q o9 Q

onde n(z,y) é um vetor normal com sentido para o exterior de Q em (x,y). Entdo, como

v(z,y) = 0 para (x,y) € 0X, temos que [y, v(Vu.n)dS = 0, e assim a equagdo (2.12) fica

/ Vu.Vudxdy = / vfdxdy, Yv eV (2.13)
Q Q

Da mesma forma que na se¢ao anterior, aproximamos o problema por outro problema

de dimensdo finita, que se resume em achar v € U tal que

A ") = F(h), v e V" (2.14)

onde

A(u,v) :/QVu.Vvdxdy

F(v) :/Qvfdxdy

Seja {P11, B2ty -, Puts - - -y Plms - - - s Gum } UMa base para o espaco V" definida no

dominio €2, podemos escrever a solucao do problema como combinacao linear dessa base.

n,m

u" = T1P11 + T21021 + oo F Ty O = Z Tij Qi (2.15)

1,j=1

Poderiamos agora nos preciptar e pensar que assim como no problema em uma
dimensao, basta adotar as funcoes base NURBS, porém observe que, da maneira como
estao definidas as NURBS bidimensionais na equagao (1.5), o dominio é retangular, sendo
este da forma [&y, &,] X [10, 7], Para os vetores de nés nas diregoes £ e 7, respectivamente,
(€0, &15 -5 &0 € [0, M1, - - -, ], enquanto © pode assumir qualquer forma, como se pode

ver na Figura 9.

E evidente que o dominio retangular é muito mais simples para se calcular as
integrais necessarias para solucao do problema, e por isso vamos usar a fungao geométrica,

que define o dominio 2.
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Qo Q

n y

iy L

Figura 9 — Transformacao do dominio paramétrico para o dominio geométrico.

Dada a funcao geométrica F : Qy — Q tal que F(&,n) = (2,9) onde Qy =
(€0, €n] X [0, M), chamado dominio paramétrico, podemos escrever as fungoes bases NURBS

para o dominio €2 da seguinte forma:

¢ij(2,y) = Ry (F (2, y)) (2.16)

Assim a equagao (2.15) fica

=323 By (F (o) 2.17)

Como estamos interessados em integrar no dominio paramétrico, é necessario

. ou Ou .. ) . -
conhecer as derivadas — e — (vamos suprimir o h para simplificar a notacao e escrever

o0& On

u ao invés de u”). Da funcdo composta u(F (£, 7)) temos

du_ udF: | 0uor;
o0& Ox 06 Oy 0€
du_ 0uOF,  0udF,
on Ox On 0Oy On

(2.18)
(2.19)

onde F' = (Fy, Fy).

Das equagoes (2.18) e (2.19), nds temos o seguinte sistema matricial:

ou] [0F 0R) [ou
ocl | 2 0 ar
0| = |0k o | |8 (220
on on on | Loy
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Note que
F9u]

0
Vient = 5)5

L On ]
—au_

T
u

LOy |

oFy 0F;

T _ | O 0
DF—ala2

on  On

onde DF é o Jacobiano de F'.

Assim, a equagao (2.20) se torna:

Vienu = DFTV(zyu (2.21)

Voltando a equagao (2.13) e fazendo as devidas substitui¢oes, lembrando que

| e )dedy = [ (P (&.0))ldet DF (&) dedn

temos que o primeiro membro se torna

/QVu.Vvdasdy = /QO(DF(&H)‘TW(S,n))~(DF(£,n)‘TW(i,n))ldetDF(ﬁ,n)lden
(2.22)

e o segundo membro

[ vfdedy = | w(F(&m) F(F(En))|detDF (& n)ldedn (2:23)

0

Agora que temos as integrais definidas no dominio paramétrico, podemos dividir

em varias integrais, uma para cada quadrado do dominio, ou seja,

> /QkZ(DF(ﬁ,n)_TVU(f,n))-(DF(&n)_TW(S,n))ldetDF(é,n)ldfdn

=3 [ o(F(& m)F(F(E m)|det DF(E, ) dgdn

k:,l Qk,l
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Calcular essas integrais na maioria das vezes nao é uma tarefa facil, e por isso usa-se
o método da Quadratura de Gauss, que conforme (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS,

2009) tem se mostrado um método muito eficiente para a integragao de NURBS.
Exemplo 1:

Vamos resolver, de forma analitica, o seguinte problema: Encontrar u : 2 — R? tal

que

_Au(xay) =1, para (JI,y) €q
u(z,y) =0,  para (z,y) € 0Q

onde o dominio €2 é definido pelos seguintes dados e ¢é apresentado na figura 10.

o vetor de nés na diregiou: [0 0 0 1 1 1]e grau2;
 vetor de nés na diracdo v: [0 0 1 1] e grau 1;
« Pontos de controle: {(0,0);(2,1);(4,0);(0,2);(2,3);(4,2)}

e Pesos unitarios.

R

R

| () [ (4,2)

*o

L

(0,0} (4,0

Figura 10 — Dominio definido no problema do exemplo 1.

Primeiramente, é necessario calcular as bases NURBS. Elas sao apresentadas na

tabela 2 juntamente com seus respectivos pontos de controle, derivadas em £ e em 7).



2.3. FEquacoes Diferenciais Parciais em Duas Dimensoes 49

OR; OR;
Pts. Contr. R; o€ an
(0,2) (1-26+8&)n (—2+28)n 1-26+¢°
(2,3) (26 —2¢%)n (2—48n 26 — 267
(4,2) £ 260 ¢
(0,0) (1-26+8)0—=n) | (=2+2)(1—n) | —1+26 ¢
(2,1) (26 —26%)(1 —n) 2-4H(1—-n) | —26+2¢°
(4,0) (1 —mn) 26(1 —n) —&

Tabela 2 — Pontos de Controle usando na modelagem.

Vamos agora calcular a funcao geométrica para entao calcular sua jacobiana, que é

a responsavel pela mudanga de variavel que desejamos, como visto anteriormente.

F&n) = (0, 2)1—-2+)n+(2, 3)(2 -2+ (4, 2)&n
+(0, 0)(1—-26+&)(1—n)+(2, 1)(2&—-28)(1—-n)+ (4, 0)&&(1—n)
= (4¢, 26—28+2n)

Temos entdao a matriz jacobiana,

DFT =

4 2—4¢
0 2

De posse da jacobiana e das derivadas (suficientes para formar os gradientes),
ja se é possivel montar o sistema da equacao 2.14 através das equagdes 2.22 e 2.23. A
solugao nao sera concluida devida ao grande esfor¢o necesséario para se resolver as integrais,
porém até onde foi apresentado ja é o suficiente para se perceber as diferencas para
com o MEF classico. Vamos agora entdao apresentar outro exemplo, desta vez, resolvido

computacionalmente.
Exemplo 2:

Encontrar u : Q — R? tal que

—Au(z,y) = 2nsin(nz)sin(my), para (z,y) € €2
u(z,y) =0,  para (z,y) € 0Q

onde o dominio €2 é definido pelos seguintes dados e é apresentado na figura 11.

 vetor de nés na direggou: [0 0 0 1.5 3 3 3] e grau 2;

 vetor de nés na diraggio v: [0 0 0 1.5 3 3 3] e grau 2;
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« Pontos de controle:

o Pesos unitarios.

Figura 11 — Dominio definido no problema do exemplo 2.

Como solugao para o problema obtemos a superficie apresentada nas figuras 12 e
13, porém sera que esta solucao se aproxima realmente da solucao real? Isso é o que vamos

tratar nas proximas duas subsecoes.

Figura 12 — Resultado obtido - vista - Exemplo 2.

2.4 Refinamento

Aqui nesse capitulo vamos tratar do refinamento da solugao através da adi¢ao de
nos, o que chamamos de h-refinamento. Vale destacar que existem outros dois tipos de
refinamentos, o p-refinamento e o k-refinamento, onde o primeiro se trata da elevacao

do grau das funcgoes bases e o segundo é uma combinagao entre o h-refinamento e o
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Figura 13 — Resultado obtido - plano - Exemplo 2.

p-refinamento. Mais detalhes podem ser obtidos em (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS,
2009).

Quanto ao h-refinamento, os detalhes ja foram apresentados no capitulos destinado
ao estudos das NURBS, onde vimos que se da pela adi¢do de nés nos pontos médios entre
os nds ja existentes (desconsiderando as repeti¢oes, obviamente). A tinica diferenca aqui é
que para problemas em duas ou trés dimensoes, temos mais de um vetor de noés, porém o
processo é o mesmo feito a cada um deles, tomando apenas o cuidado referente aos pontos
de controle a serem utilizados tendo em vista que o refinamento de um vetor de nés deve

refinar varias "linhas"'de pontos de controle.

Vamos agora retornar ao problema do exemplo 2 e a solucao apresentada. Os dados
informados eram os minimos possiveis para constru¢ao do dominio, entdo vamos agora
realizar o processo de refinamento algumas vezes e analisar como a solugao se comporta.

Essa comparacao é apresentada na figura 14.

Agora fica claro que a solucao encontrada dista em muito da solugao encontrada
apoOs varios refinamentos. Isso ocorre devido ao ntimero de fungoes base que antes era
pequeno e insuficiente para descrever todas as variacoes da solucao procurada. A figura 15

apresenta uma vista plana do comportamento da solu¢ao para se comparar a figura 13.
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[ PN
- " 4

< P

-
~

a) Sem refinamento

b) refinado uma vez

< ‘ y N
c) refinado duas vezes \ v

d) refinado trés vezes

e) refinado quatro vezes

Figura 14 — Solugao obtida apds varios refinamentos.

-
~
-

Figura 15 — Solugdo em vista plana obtida apds varios refinamentos.
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2.5 Analise de Erro e Convergéncia

Como método de aproximagao de solucoes de EDPs é essencial que o Método
[sogeométrico nao s6 convirja, mas também faca isso a uma taxa aceitavel. Nesse aspecto,
vamos ver o teorema de convergéncia do Método dos Elmentos Finitos e compara-lo com o

teorema de convergéncia para o Método Isogeométrico.

Teorema 1 No Método dos Elementos Finitos cldssico, a estimativa de erro para proble-
mas elipticos, expressa como o modulo da diferenca entre a solugdo exata, u, e a solu¢ao

aprozimada pelo método, u", € da forma,

lu—u" < OB [ w ],

onde || ® ||;m e ® || sdo as normas correspondentes aos espagos de Sobolev H™(Q2) e H"(2),
respectivamente, h estd relacionado ao tamanho da malha, = min(p +1 —m,r —m),

onde p € o grau da base polinomial, e C' é uma constante que nao depende de u ou h.
Demonstracao 1 Ver (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, 2009).

Teorema 2 No Método Isogeométrico de Andlise, a estimativa de erro para problemas

elipticos, ¢ da forma,

Nel n

el l
_ 2(1—1
Sl u = |3 < C Y B2 N | DF 175 2 ol e
e=1 e=1

— = =0

onde k e | sdo indices inteiros tais que 0 < k <1 <p+1, u € H(Q), h, estd relacionado
ao tamanho de cada elemento, 11, é o operador projecio de H*(Q) no espago gerado
pelas bases da andlise isogeométrica, DF é a jacobiana da fung¢do geométrica, e C' € uma

constante que depende apenas de p e da forma do dominio (mas nao do tamanho).

Demonstragao 2 Ver (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, 2009) para uma ideia da

demonstragdo e referéncia de onde encontrd-la.

Tendo em vista os dois teoremas acima apresentados, nao fica claro qual dos dois
métodos converge de maneira mais rapida. Vamos entao analisar um exemplo que compara
a convergeéncia do erro entre o método do elementos finitos e o método isogeométrico para

o seguinte problema:
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Encontrar « : [0,1] — R tal que

—u(z)" =2(2z + 10sen(87x) + 80mzcos(8mr) — 1)
+ 2(x(z — 1) + 10zsen(87z))(—640r>wsen(87x) + 1607 cos(8rx) + 2)
u(0) =u(1) =0

A solucio exata desse problema ¢ u(x) = (10zsen(87x) + x(x — 1))%

A figura 16 apresenta a comparagao do erro entre método dos elementos finitos e o
método isogeométrico (na legenda chamado de AIG) para fungdes base de graus 1, 2 e
3. A maneira com a qual se calculou o erro relativo sera apresentada na préxima segao
e o grafico é dado em escala log x log. Os dados utilizados para construir os graficos se

encontram na tabela 3.

1,00E+03
1.00E402 Comparacdode Erro /?-
1,00E+01
1,00E+00 \
1,00E-01
2
£ 1,00E-02
4
&
2 1,00E-03
“ '4
/ /f‘/
1,00E-04 7 * MEF graul ——
// f/‘ == AlGgrau 1
2 S
1,00E-05 P —m— MEF grau 2
’ == AlGgrau 2
1,00E-06 7
/ 'y —#— MEF grau 3
/
1,00E-07 ‘7 - AlGgrau 3 ——
1,00E-08 : : . |
0,0001 0,001 0,01 0,1 1
h

Figura 16 — Comparacao do erro entre o método dos elementos finitos e o método isogeo-
métrico para fungoes base de graus 1, 2 e 3.

Pode-se observar que para o grau 1 os dois métodos geram resultados exatamente
iguais (de fato, para fungoes base de grau 1 os métodos sdo iguais), para grau 2 a partir de
h < 0.01 as curvas se sobrepoem, mostrando uma convergéncia de mesma ordem, e para
grau 3 observa-se que para um mesmo h o erro do MEF é menor, porém a inclinacao da
curva do método isogeométrico ¢ ligeiramente maior, mostrando uma convergéncia pouco

mais rapida que o MEF.
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Erro %

Grau 1 Grau 2 Grau 3
h MEF AIG MEF AIG MEF AIG
1 74.743 74.743 11905.448 | 11905.448 | 11905.448 | 11905.448
271 1 11276.098 | 11276.098 | 15898.128 | 15898.128 | 15898.128 | 15898.1283
272 | 418.572 418.572 391.668 391.668 391.668 391.668
273 1 99.209 99.209 28.633 57.747 28.502 53.292
274 | 14.618 14.618 12.250 53.915 0.616 12.939
2% 1 13.600 13.600 1.272 2.426 0.122 0.783
276 13.296 3.296 0.149 0.191 0.0072 0.0270
277 1 0.820 0.820 0.018 0.020 0.00045 0.00129
278 10.205 0.205 0.0023 0.0024 0.00003 0.00007
279 1 0.052 0.052 0.00028 0.00029 0.000002 | 0.000004
2-1010.013 0.013 0.00004 0.00004 - -

Tabela 3 — Comparacao de convergéncia do erro entre o método dos elementos finitos e o
método isogeométrico.

As observagoes feitas para esse exemplo nos levam a crer que os dois métodos
convergem de forma muito semelhante, e na verdade o teorema seguinte nos diz que eles

tem a mesma ordem de convergéncia desde que as fungoes base sejam de mesma ordem.

Teorema 3 A solucao do Método de Andlise Isogeométrico obtida usando NURBS de
ordem p tem a mesma ordem de convergéncia que a esperada no Método dos Elementos

Finitos classico usando bases de fungoes classicas com polinomios de ordem p.

Demonstracao 3 Uma ideia da demonstracao assim como as devidas referéncias podem
ser encontradas em (COTTRELL; HUGHES; BAZILEVS, 2009).

O teorema anterior nos garante a capacidade do método isogeométrico, o colocando

com a mesma pontencialidade que o MEF classico.

2.6 Comparacao entre Método de Analise Isogeométrico e o Mé-

todo dos Elementos Finitos Classico

Ao longo das segoes anteriores ja foram destacadas algumas das diferencas e
semelhancas entre os dois métodos. Agora vamos destacar outras diferencas e destacar

vantagens e desvantagens.

A grande diferenca e vantagem da analise isogeométrica é o mapeamento exato da
geometria de alguns dominios comumente usados, como é o caso dos dominios gerados
por quarticas, tendo em vista que o MEF aproxima a fronteira de forma polinomial,

devidas as suas fungoes base, o que gera erros no fronteira. De forma exagerada a figura 17
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mostra esse problema, onde em um caso com condi¢ao de contorno de Dirichlet u(0€2) = 0
terfamos para o método classico a linha vermelha sendo de valor zero, enquando no método
isogeométrico o zero seria a linha azul, o que poderia representar grandes erros se a solucao

fosse uma curva muito acentuada préximo a fronteira.

Figura 17 — Comparacao entre dominio real (em azul) e dominio aproximado para o MEF
(vermelho).

Evidentemente o problema apresentado pelo MEF classico poderia ser reduzido
aumentando o numero de pontos sobre a fronteira do dominio, o que resultaria em uma
malha com elementos menores (e com isso maior nimero de elementos e um maior custo
computacional), porém em problemas em que o resultado na fronteira deve ser muito preciso,
como escoamento de um fluido em um tubo, problema de contato, etc., 0 mapeamento

exato da fronteira pode resultar em grandes avancos.

Para deixar claro essa questao do erro na fronteira, vamos apresentar dois exemplos,
comparando os resultados de erros obtidos nos dois. Para isso, vamos calcular o erro da

seguinte forma:

[ — "]

E,u% = L % 100% (2.24)
(K=

h

onde u é a solucao exata e u” é a solucao aproximada pelo método em questao.
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Problema: Encontrar u :  — R? tal que
—Au(z,y) = sen(10y/ 22 + y?), para (z,y) € Q
u(r,y) =0,  para (v,y) € 0Q

onde o dominio é um disco com didmetro unitario, cujos dados foram dados na tabela 1.

A solucao exata do problema é

u(z,y) =
1 1oV +y® sen(t) 1 1 5 sen(t) 1

_ dt 10022 + 42) + — / dt — —sen(5
100 Jo 7t peenr0VE + ) + e+ 100°¢")

No método dos elementos finitos, primeiramente é necessario aproximar o dominio
circular, e entdo construir a malha. Em seguida, o refinamento é responsavel pelo aumento
do nimero de fungoes base, porém temos que uma vez definida a fronteira a mesma tera
sempre a forma inicial, ou seja, o refinamento nao aproxima a fronteira poligonal da
fronteira real. Todas as malhas de elementos finitos utilizadas nos exemplos foram geradas

nos programa Mtool?.

Sendo assim, vamos fazer a analise dos erros desse problemas para os casos onde a
fronteira foi aproximada por um poligono de 10, 30, 40 e 60 lados e comparar os resultados
com o método isogeométrico. A figura 18 nos mostra a diferenga entre as solugdes no
dominio de 10 lados e no dominio de 60 lados, para o MEF utilizando func¢oes base de

grau 1.

As tabelas 4, 5, 6 e 7 apresentam os valores de erros obtidos em relagdo ao nimero

de fungoes base para cada uma das aproximacgoes do dominio.

N€ fun. base | Erro Relativo
14 44.884%
43 15.862%
149 8.873%
553 8.663%
2129 8.586%

Tabela 4 — Anélise erro relativo para dominio de 10 lados

Dos resultados obtidos percebemos que quanto melhor a aproximacao da fronteira,
menor o erro obtido, ou seja, melhor o resultado, com esta apresentado grafico da figura 19.
Sendo assim, o método isogeométrico, que aproxima a fronteira deste problema exatamente,
tende a ter resultados ainda melhores que os apresentados pelo MEF. Isso é confirmado

pelos dados da tabela 8 e pela figura 20.



Capitulo 2. METODO DE ANALISE ISOGEOMETRICA APLICADO A SOLUCAO DE EQUACOES
58 DIFERENCIAIS

%
4 v; Tkl
9 ﬁmﬂ""

’! f ‘
: i ﬂ""" ““‘*‘Vm

MMMA\“‘ (V‘

_ IAREER
‘ L v
4nrv *M'
,,gkuvfﬂm »,W“‘
11{%%‘;?;117{7“»42
ﬂmﬂﬁﬂ{;ﬁ%ﬁhm

Figura 18 — Comparagao entre Solucao no dominio de 10 lados e o dominio de 60 lados

para o MEF.
N€ fun. base | Erro Relativo
160 3.927%
607 1.375%
2365 1.195%
9337 1.184%

Tabela 5 — Analise erro relativo para dominio de 30 lados

N€@ fun. base | Erro Relativo
194 3.292%
733 1.008%
2849 0.685%
11233 0.673%

Tabela 6 — Anélise erro relativo para dominio de 40 lados

N€ fun. base | Erro Relativo
641 0.887%
2501 0.330%
9881 0.300%

Tabela 7 — Anélise erro relativo para dominio de 60 lados

3 Two Dimensional Mesh Tool! Versao 5.06. Setembro/2010. Convénio TecGraf/PUC-Rio - CENPES/-

PETROBRAS.
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Erro MEF
10,00%
l.\
£ 1.00% - _
W
0.10% T . )
100 1000 10000 100000
n fungbes base
=30 lados 40 lados ===60 lados

Figura 19 — Grafico do erro em func¢ao do nimero de fun¢oes bases MEF (log x log).

N€@ fun. base | Erro Relativo
9 95.298%
16 58.958%
36 5.827%
100 0.837%
324 0.073%
1156 0.008%

Tabela 8 — Anélise erro relativo para o Método Isogeométrico

Para destacar ainda a relacao do erro causado pela aproximagao da fronteira do
dominio, vamos analisar o comportamento da solu¢do exata do problema e da solucao
apresentada pelo método isogeométrico sobre uma das arestas do poligono de 30 lados, isto
é, vamos mostrar o comportamento das solugdes no corte destacado em verde na figura 21.
O resultado é apresentado na figura 22 onde a curva em vermelho é a solucao obtida pelo
método dos elementos finitos (condigdo de contorno), a curva em roxo é a solugao através

do método isogeométrico, e a curva em azul a solugao exata do problema.

Além disso, ainda resta um outro erro referente ao MEF que nao foi mencionado.
Quando calculamos o erro acima estamos apenas fazendo a comparacao entre as solugoes
dentro do dominio aproximado, porém nao mensuramos nada a respeito da parte do
dominio que fora ignorada. Como a solucao aproximada nao esta definida naquela regiao,
vamos considera-la nula para esse problema. Sendo assim, vamos calcular esse erro da

seguinte forma,

| e — U, |12

Efrom% =
front 0 || UQ ||L2
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Figura 20 — Grafico do erro em fungao do niimero de fungdes base do Método Isogeométrico
(log x log).

Figura 21 — Intersecao entre uma aresta do poligono que aproxima o dominio do MEF
(em verde) e a solugao exata do problema.

onde ug é a solucdo exata no dominio todo e e uq é a solucao exata no dominio

aprox

aproximado.

Devidas as dificuldades para calcular esse erro, podemos aproximé-lo por,

[ ue = uuee | N uo || = | 40 |l
fual | u ||

Efront% =
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D5 e e R e e :

u(x.y)

05+

15k . ) . .

| | | | | |
0.08 0.06 0.04 0.02 i -0.02 -0.04 -0.08 -0.08
y (x = 0.47553)

Figura 22 — Comparagao entre a solugao exata (em roxo), o método isogeométrico (em
azul) e o método dos elementos finitos (em vermelho) sobre uma aresta da
fronteira aproximada por um poligono de 30 lados.

A tabela 9 apresenta os resultados obtidos para esse erro na fronteira para fronteiras
com 10, 30, 40 e 60 lados.

N® lados (front) | Etront%
10 0.389
30 0.051
40 0.022
60 0.002

Tabela 9 — Analise de erro relativo para o Método dos Elementos Finitos

Fica claro que mesmo para uma aproximacao grosseira da fronteira, o erro da
fronteira apresentado é bem pequeno para esse problema, e por isso nao traz grandes
problemas. Vamos entao para um problema onde a fungao buscada tenha um crescimento

mais rapido na fronteira.

Problema: Encontrar u :  — R? tal que

—Au(x,y) :f(x7y)a para (l‘,y) €
u(z,y) =0, para (z,y) € 02

onde o dominio é um disco agora de raio unitério (basta multiplicar o valor dos pontos de
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controle da tabela 1 por dois), e f é igual a

1

\ S S
€@~ T =V ((a* — 4a®(2? + y?) + a?(62" + 32 (47 + 1)

T —a)
+ 6y +3y* — 1) —da(x* + y*)*(2® +y* + 1) + 2% + 2°(4y* + 1)
+ 2t (6y* + 3% +2) + 224y’ + 3yt + 4y — 1) F A0 oyt 22 — 1))

flz,y) =

A solugao exata do problema é

1
u(w,y) = (1 — 22 —y?)ed = 2° =y

A solucao exata se desenvolve de forma radial e temos que a func¢ao tende ao infinito
quando o seu raio tende a y/a. Vamos buscar a solugao da EDP para vérios valores de
a de maneira a comparar os resultados obtidos pelo método dos elementos finitos e pelo

método isogeométrico conforme a se aproxima da fronteira.

As tabelas 10, 11, 12, 13, 14 e 15 apresentam os erros obtidos para dominios de
10, 20, 30 40, 50 e 60 lados, respectivamente, para diferentes valores de a através do
método dos elementos finitos utilizando fungoes base de grau 1. Os valores destacados em
vermelhos sdo aqueles onde o erro aumentou, ao invés de diminuir, apds o refinamento.
Note que quanto mais préoximo de 1 esta o valor de a, mais frequentes sao os casos onde
o erro aumenta ao invés de diminuir. Isso se deve ao fato da func¢ao exponencial tender
a infinito conforme a tende a 1, fazendo com que o comportamento proximo a fronteira
seja de uma crescimento muito rapido, e com isso uma pequena diferenca entre o dominio
exato e o aproximado, faz com que a solugao através do FEM nao consiga aproximar a

solugao exata, devido a continuidade da solucao.

Erro %
Ne@ fun. base | a=2.00 | a=1.40 | a=1.35 | a=1.30 | a=1.25 | a=1.20
14 11.16 42.38 48.47 58.76 78.54 123.11
43 9.14 39.56 45.93 55.88 73.42 111.53
149 8.16 38.16 45.17 56.19 75.22 113.29
553 7.82 37.45 44.65 56.09 76.12 116.68
2129 7.71 37.19 44 .42 55.95 76.24 117.67

Tabela 10 — Anélise erro relativo para dominio de 10 lados

As figuras 23 e 24 apresentam os graficos de comparacao para cada dominio
aproximado e diferentes valores de a. As figuras 24 e 26 apresentam os graficos de
comparacao entre diferentes dominios aproximados para cada valor de a. O eixo das
abscissas foi denominado h* por representar um multiplo de h, que esta diretamente

relacionado ao tamanho dos elementos.
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Erro %
N€@ fun. base | a=2.00 | a=1.40 | a=1.35 | a=1.30 | a=1.25 | a=1.20
52 2.77 14.61 17.50 22.24 31.75 60.42
185 2.25 13.58 17.12 23.26 35.37 64.94
697 2.07 12.98 16.60 23.05 36.37 70.67
2705 2.02 12.76 16.36 22.82 36.25 71.47

Tabela 11 — Analise erro relativo para dominio de 20 lados

Erro %
N© fun. base | a=2.00 | a=1.40 | a=1.35 | a=1.30 | a=1.25 | a=1.20
160 1.14 7.05 8.77 11.54 16.39 27.34
607 0.97 6.41 8.31 11.76 19.00 37.98
2365 0.92 6.13 8.00 11.45 18.97 40.10
Tabela 12 — Analise erro relativo para dominio de 30 lados
Erro %
N fun. base | a=2.00 | a=1.40 | a=1.35 | a=1.30 | a=1.25 | a=1.20
194 0.72 4.54 5.66 7.39 10.08 15.88
733 0.57 3.83 5.00 7.14 11.71 23.74
2849 0.52 3.56 4.68 6.77 11.41 24.87
Tabela 13 — Analise erro relativo para dominio de 40 lados
Erro %
N fun. base | a=2.00 | a=1.40 | a=1.35 | a=1.30 | a=1.25 | a=1.20
194 0.53 3.21 4.00 5.29 7.66 15.20
723 0.38 2.55 3.33 4.78 7.89 16.26
2789 0.34 2.32 3.06 4.44 7.55 16.70
Tabela 14 — Analise erro relativo para dominio de 50 lados
Erro %
N€ fun. base | a=2.00 | a=1.40 | a=1.35 | a=1.30 | a=1.25 | a=1.20
641 0.28 1.87 2.43 3.43 5.43 9.62
2501 0.24 1.65 2.18 3.17 5.39 11.86

Tabela 15 — Analise erro relativo para dominio de 60 lados
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Figura 23 — Graficos de comparagao dos erros do MEF para dominios aproximados por
poligonos de 10, 20 e 30 lados e diferentes valores de a (log x log).
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Figura 24 — Graficos de comparagao dos erros do MEF para dominios aproximados por
poligonos de 40, 50 e 60 lados e diferentes valores de a (log x log).
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Figura 25 — Graficos de comparacao dos erros do MEF para a = 1.20,1.25 e 1.30 para
diferentes dominios aproximados (log x log).
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Figura 26 — Graficos de comparacao dos erros do MEF para a = 1.35,1.40 e 2.00 para
diferentes dominios aproximados (log x log).
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Algo a se destacar é que no caso de fungdes com grande crescimento na fronteira
o erro diminui muito mais rapido refinando a fronteira, do que refinando o interior do

dominio, o que nao necessariamente é verdade para fung¢oes de menor crescimento.

Para o método isogeométrico, a tabela 16 apresenta os resultados de erro encon-
trados, e pode-se observar que, exceto por problemas no primeiro refinamento, o método
apresentou um decrescimento do erro mesmo para o a = 1.20, e o erro observado foi bem
pequeno, mostrando que descri¢ao exata do dominio é realmente uma grande vantagem.
A figura 27 apresenta um grafico comparando os resultados da tabela 16 e mostra que

quanto menor o a maior o erro encontrado, ou seja, é necessario uma refinamento menor.

Erro Método Isogeométrico

‘:’Q%%

7

o
“ %%-

2 ——3a=2.00
;f ® V —B—35-140
; S —h—a=1.35
W ae i i 3= 1300
// —4ema=1.25

—=3=1.20

0 9
Or95, 7

0-\51 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
S 001 01 )
S

Figura 27 — Grafico de comparacao do erro do método isogeométrico para diferentes valores
de a (log x log).

Erro %
N@ fun. base | a=2.00 | a=1.40 | a=1.35 | a=1.30 | a=1.25 | a=1.20
9 7.546 29.936 | 35.091 | 38.658 | 38.450 | 82.098
16 7.943 27.619 | 33.413 | 41.626 | 52.914 | 61.840
36 1.819 10.322 | 13.343 | 18.214 | 27.884 | 52.004
100 0.247 2.863 4.087 6.204 10.336 | 22.076
324 0.026 0.522 0.846 1.483 2.937 7.025
1156 0.003 0.059 0.109 0.226 0.543 1.645

Tabela 16 — Analise erro relativo para o método isogeométrico

As figuras 28, 29, 30, 31, 32 e 33, apresentam comparagoes entre a solugao através
do MEF em um dominio de 10 lados com refinamento de 2129 fungoes base para cada a, a

solugao através do método isogeométrico com um refinamento de 1156 fungoes base e a
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solucao exata. Fica claro o que ja foi mencionado anteriormente: para valores de a muito

pequenos, a solucdo nao converge para dominios com pouca aproximacao.

MEF

Isogeométrico

Exata

Figura 28 — Comparacao entre solugao através do Método Isogeométrico com a solugao
exata (a = 1.20).
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MEF

28

Isogeométrico

Exata

Figura 29 — Comparagao entre solugao através do Método Isogeométrico com a solugao
exata (a = 1.25).
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MEF

Isogeométrico

Exata

Figura 30 — Comparacao entre solugao através do Método Isogeométrico com a solugao
exata (a = 1.30).
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MEF

25

Isogeométrico

Exata

Figura 31 — Comparacao entre solugao através do Método Isogeométrico com a solugao
exata (a = 1.35).
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MEF

25

Isogeométrico

Exata

Figura 32 — Comparacao entre solugao através do Método Isogeométrico com a solugao
exata (a = 1.40).
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MEF

Isogeomeétrico

Exata

Figura 33 — Comparacao entre solugao através do Método Isogeométrico com a solugao
exata (a = 2.00).
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Vamos agora, para esse mesmo problema com a = 1.20, comparar com o método
dos elementos finitos utilizando fungoes de grau 2, ja que como vimos na se¢ao anterior,
se os dois métodos utilizam fung¢oes base de mesmo grau entdao a ordem de convergéncia
é a mesma. Vale destacar que mesmo com fungdes polinomiais de grau 2 nao é possivel
descrever exatamente a geometria de uma dominio circular, entdo da mesma forma que os
exemplos anteriores, vamos aproximar a fronteira por um poligono, porém desta vez os
lados desse poligono possuem 3 nés ao invés de dois, sendo todos os trés sobre a fronteira,
o que faz com que os lados nao sejam retas, mas sim curvas que interpolam os trés pontos
quadraticamente. Para a comparacao foram utilizados dominios aproximados de 8, 12 e
16 lados, onde foi calculado o erro relativo em funcdo do niimero de fungoes bases. Os
resultados obtidos estao apresentados na tabela 17, enquanto a figura 34 apresenta a

comparagao entre esses dados e os resultados obtidos pelo método isogeométrico.

8 lados 12 lados 16 lados

n° fun. base | Erro (%) || n® fun. base | Erro (%) || n® fun. base | Erro (%)
25 47.580 45 48.212 225 41.133

81 41.821 153 36.272 865 12.355
289 13.494 061 13.155 3393 2.874
1089 7.148 2145 5.612 13441 0.830
4225 7.929 8385 6.699 53505 0.384
16641 11.831 33133 13.871 - -

Tabela 17 — Erro relativo para o MEF com fungoes bases de grau dois em dominios
aproximados de 8, 12 e 16 lados para a = 1.20.

MEF (grau 2) x Anélise Isogeométrica: a = 1.20

\ _...---‘*..--/.‘l
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=== cogeométrico

G\P
$
$
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Erro Relativo
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@ n® fungbes base

Figura 34 — Comparacao do erro relativo entre o método isogemétrico e o MEF de grau 2
para dominios aproximados de 8, 12 e 16 lados para a = 1.20.
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Observe que para os dominios aproximados de 8 e 12 lados o erro comeca aumentar
apos alguns refinamentos, o que mostra que mesmo para fung¢oes de grau 2, um dominio
pouco aproximado e uma funcao de crescimento rapido na fronteira implicam em nao
convergéncia da solugao. Para o dominio aproximado de 16 lados percebe-se que a inclinagao
da curva do grafico comeca a diminuir, indicando um comportamento semelhante ao das

outras curvas do MEF caso o dominio fosse refinado ainda mais.

Mesmo para funcoes base de grau mais elevados, o fato do dominio nao ser mapeado
exatamente faz com que em algum momento do refinamento o erro comece a aumentar. O
que acontece na maioria dos problemas é que a aproximacao da fronteira é boa o suficiente
para que o erro sO comece a aumentar depois de um ntimero muito grande de refinamentos,
a ponto de que nao seriam necessarios tantos refinamentos para se obter uma solugao

aproximada satisfatéria.

Outra diferenca entre os métodos sao as fungoes base utilizadas, ja que o isogeomé-
trico usa as NURBS e o MEF usa base polinomial, onde as primeiras nao interpolam os
pontos de controle e sdo sempre positivas, enquanto as outras interpolam os nds e nem
sempre sao positivas (caso o grau seja maior que 1), como mostra a figura 35 comparando
as fungdes base de grau 2. Além disso a continuidade das bases no método isogeométrico é
varidvel (como visto, repetir um né no vetor significa reduzir o grau de uma das bases) e

estas bases sao suaves, com um custo mais baixo que as bases suaves do MEF.

A utilizacao dos pontos de controle ao invés dos nés também pode ser destacada
como uma grande diferenca, ja que os nés eram parte integrante das malhas enquanto os
pontos de controle nao necessariamente fazem parte do dominio. Isso tras dificuldades
em saber exatamente que ponto do dominio paramétrico gera certo ponto do dominio
geométrico, isso vem do fato de nao conhecemos a inversa da fungdes geométrica, devido a
dificuldade da sua construcao, o que pode ser um problema, por exemplo em um problema
de elasticidade onde se deseja aplicar uma for¢a em certo ponto do dominio onde nao haja

pontos de controle (como gerar um ponto de controle exatamente no ponto desejado?).

Uma desvantagem que pode ser apontada sobre o Método Isogeométrico é a
dificuldade em se obter os pontos de controle, vetores de nés, etc., para a construgao do
dominio, que para certos dominios classicos estao bem definidos, mas para outros seria
necesséaria a utilizagdo de uma ferramenta CAD (Computer Aided Design) especifica para
a obtencao desses dados. O MEF também necessita de software especificos para gerar a
malha do dominio, porém esses sao muito mais variados e difundidos que os softwares que
geram as NURBS.

Entre as semelhancas dos métodos podemos destacar o conceito de elementos
isoparamétricos, a utilizacdo do método de Galerkin, bases de suporte compacto e a

partigdo da unidade (soma das bases é igual a uma unidade).
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Figura 35 — Comparacao entre as fungoes base de grau 2 do método dos elementos finitos
e o método isogeométrico.

Apresentadas entao as semelhancas e diferencas, resta entao fazer um comentario:
devida a maior complexidade das fun¢des bases usadas no método isogeométrico o tempo
computacional do mesmo é maior que o tempo computacional do MEF classico se consi-
derarmos um refinamento tal que os dois métodos tenham o mesmo niimero de fungoes
base, resta entao ponderar o que é melhor: usar o MEF classico com uma malha muito
fina para reduzir os erros na fronteira ou usar o método isogeométrico com uma malha
refinada o suficiente para uma boa solucao. Essa discussao nao cabe a esse trabalho tendo
em vista que para fazer uma analise a ponto de ponderar qual seria a melhor opg¢ao seria
necessaria a busca por algoritmos de solucao otimizados, porém vale lembrar as vantagens

ja discutidas sobre a aproximagao da fronteira.






79

3 METODO ISOGEOMETRICO  APLI-
CADO A PROBLEMAS DE ELASTICI-
DADE

Dentre as aplica¢des mais frequentes do Método dos Elementos Finitos se desta-
cam os problemas de elasticidade. Esses problemas consistem basicamente na analise da
distribuicao de tensoes/deformagoes em um objeto, levando-se em conta varios fatores,

nos casos mais complexos, como forgas externas, temperatura, vibragoes, etc.

Na ilustracao desse capitulo vamos nos ater a uma andlise elastica linear, ou seja,
aquele onde os materiais se comportam de acordo com a Lei de Hooke. Primeiramente
vamos analisar uma chapa retangular plana de espessura desprezivel. Em seguida, sera

apresentado como o método pode ser aplicado na anélise de cascas de espessura despreziveis.

A partir da tradicional Lei de Hooke, 0 = F¢, que relaciona a tensao com o médulo
de elasticidade e a deformagao linear percentual de uma elemento unidimensional, deriva-
se uma forma geral de se avaliar as tensoes (ou deslocamentos) em elementos de mais
dimensoes. Note por exemplo que para um elemento de comprimento L, secao transversal
A, e que sofre uma deformacao AL, nés temos, a seguinte relagdo, c A = EA%. Das leis
da fisica sabemos que tensdo = forga / drea, entdo, F' = 0 A, onde F' é uma forga aplicada
na extremidade da barra, perpendicular a se¢ao transversal.

EA
L

chamado de rigidez do elemento, e d é o deslocamento da extremidade (antes chamado

Podemos escrever ainda a equagao da seguinte forma: Kd = F', onde K = =2 é
AL). Essa mesma equacao é valida ndo s6 para um tnico elemento, como também para
um conjunto de elementos, sendo eles uni, bi ou tridimensionais, adaptando apenas K,

que sera entao a matriz de rigidez do conjunto todo, d e F'.

Matematicamente, definimos K = [, BT DBdS), onde B é uma matriz de defor-
macao e D é a matriz de elasticidade, porém é muito dificil definir essas matrizes para
um grande conjunto de elementos, desta forma definimos, através da teoria de elementos
finitos, essas matrizes para cada elemento, ou seja, definimos K, = [q_ BTD.B.dQ.. Nos
topicos a seguir definiremos analiticamente as matrizes B e D de acordo com a aplicagao

utilizada.
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3.1 Elasticidade 2D

Vamos agora definir a variaveis necessarias para o calculo da matriz de rigidez de

cada elemento, que é da forma:

K, = / BT D, B,dQ, (3.1)
Qe

A matriz de elasticidade é dada por

onde F é o mddulo de elasticidade e v é o coeficiente de Poisson.

A matriz de deformacao é definida de acordo com as fungoes base nao nulas no
elemento calculado. Supondo ¢ o conjunto de fungoes bases em um certo elemento e,

temos que a matriz B é definida por,

[Be) = [[Bs] [Bas] .. [Bs,]

onde ¢; € ¢ e By, ¢ definido como

‘OR,, . -
Oz R,

By, =1 0 3
aRdH 9 ¢
L dy Oz |

Assim, sendo n o numero de fungoes base no elemento, a matriz K, tera dimensoes

2n X 2n.

Como visto anteriormente, calcular as derivadas no dominio geométrico nao é facil,
e por isso, utilizamos a funcdo geométrica para calcula-las no dominio paramétrico. Com

uma raciocinio analogo ao da equagao (2.20), podemos escrever:

oc | _ o o ||
8R£¢i =gk on,| | ¥ (3.2)

i

on on  On dy
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onde temos

0
Viem Ry, = 8}5)2

VieyRe, = a‘%”

0F, O0F,

T_(?i 0
D}?_Méla2
on  On

Assim, para montar a matriz B basta resolver o sistema (3.2), porém com essa
mudanga de variaveis é necessario que se altere também a equagao (3.1), que fica da

seguinte forma:

K, = / BT D, B,|det(DF)|dS, (3.3)
Qo,

Construidas entao as matrizes de rigidez dos elementos, basta posiciona-las na
matriz de rigidez do sistema de acordo com as fungoes base de cada elemento, assim como

é feito no método dos elementos finitos clédssico.

A respeito das forcas externas aplicadas na estrutura, nos ateremos aqui aquelas
que sao pontuais e estao dispostas sobre os pontos de controle. Elas sao simplesmente
posicionadas no vetor de forcas de acordo com a funcao base corresponde ao ponto de
controle. Ja para forgas aplicadas fora dos pontos de controle é utilizada interpolagao e
um sistema (muitas vezes nao linear) é resolvido de maneira iterativa, como é apresentado
para solucao do problema de elasticidade através do método dos elementos finitos classico
em (AZEVEDO, 2003). Informagoes sobre forgas distribuidas na fronteira podem ser
encontradas em (NGUYEN; BORDAS; RABCZUK, 2012).

Apés resolver do problema de elasticidade, encontra-se o vetor dos deslocamentos
d, que apresenta o deslocamento de cada ponto de controle na dire¢do x e y (chamaremos
d;; esses dois deslocamentos para o ponto de controle F;;), e com isso, somando os
deslocamentos encontrados aos seus respectivos pontos de controle, é possivel gerar o
dominio deformado do problema utilizando a mesma equagao que gera a fungdo geométrica

(equacao 1.7), porém com esses novos pontos de controle, como na equagao 3.4.

n,m

F(&n) = > (Pyj+dij)Rijp(&m)

1,j=1
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Note que na equacao 3.4 se aplicarmos a propriedade distributiva, temos que o
primeiro termo ¢é exatamente o mapeamento do dominio e o segundo termo ¢é solugao do
problema de elasticidade para cada ponto do dominio, ou seja, é o deslocamento de cada
ponto do dominio nas dire¢des x e y, e sendo assim, a soma dos dois termos nos da o

dominio deformado pelas condi¢oes do problema.

Vamos agora ver dois exemplos da aplicacao da analise isogeométrica em problemas
de elasticidade 2D. O primeiro exemplo ¢ de uma placa de espessura desprezivel medindo
2 x 1 cm, com movimento restrito, em dois vértices do lado esquerdo, nas duas diregoes. Foi
aplicada uma forca vertical de cima para baixo no valor de 1kN na extremidade superior
direita, conforme o esquema apresentado na figura 36. O material considerado possui

moédulo de elasticidade de 200kN/cm? e coeficiente de Poisson igual a 0, 3.

1 kN

Figura 36 — Esquema da placa analisada na exemplo 1.
Na Figura 37 temos uma comparagao entre uma solugao com 9 fungoes base (3 x 3)
e uma com 70 fungoes base (10 x 7), onde percebe-se que apenas 9 fungoes base nao sao o

suficiente para representar o deslocamento causado pela forca aplicada. Ja a Figura 38

apresenta uma comparacao qualitativa entre os deslocamentos (direcdo X e Y) com os

L3

Figura 37 — Comparacao da solucao entre modelos com 9 func¢ao bases e 70 fungdes base.

resultados do programa Mtool.
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Figura 38 — Comparacao entre resultados do Mtool com a rotina de analise isogeométrica
implementada em Matlab: Na parte superior o grafico do deslocamento em X
e na inferior em Y. A esquerda, Matlab e a direta, Mtool.

Apesar das diferentes cores utilizadas pelos programas, percebe-se na Figura 38
que o deslocamento obtido através da analise isogeométrica (70 fungoes base de grau 2) é

condizente com o obtido pelo Mtool (176 fungoes base lineares).

O segundo exemplo apresenta uma placa circular de espessura desprezivel e diametro
unitario com médulo de elasticidade 20000kN /cm? e coeficiente de Poisson igual a 0,3
também com deslocamentos restritos nas extremidades do lado esquerdo e duas forgas de
1kN na extremidade superior direita de maneira que a combinacao das duas formem uma
forca no sentido radial apontando para o interior da placa circular, conforme o esquema
da figura 39. A Figura 40 apresenta a variacdo do deslocamento, em soma vetorial, para
diferentes refinamentos da placa circular. Nota-se que houve nao s6 variagao na distribuicao

dos deslocamentos, como no formato assumido.

3.2 Elasticidade 3D

As diferencas para o problema de elasticidade espacial sao apenas as dimensoes

das matrizes e os elementos da equagao (3.1), que é relembrada abaixo.

K, = / BT D, B.dQ.
Qe
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1 kN
AL

Figura 39 — Esquema da placa analisada no exemplo 2.

O«

9 fungdes hase 16 fungdes base
36 fungdes base 100 funcdes base

Figura 40 — Comparacao da solucdo do problema de elasticidade plana para o circulo de
acordo com o nimero de fungoes base onde se observa o aumento da deformagcao
do dominio conforme se aumenta o nimero de fungoes base (na escala o azul
representa deslocamento nulo e o vermelho representa deslocamento maximo).
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A matriz de elasticidade é dada por

1—v v v 0 0
v 1—v v 0 0
E v v 1—v 0 0 0
D, =
1+v)1-=2v)| 0 0 =20 0
0 0 0 1_22” 0
0 0 0 0 5

onde E é o mdédulo de elasticidade e v é o coeficiente de Poisson. Por simplicidade estamos

adotando o mesmo coeficiente de Poisson para ambas as dire¢oes do elemento.

As matrizes By, que constituem a matriz de deformacao B., sao definidas da

seguinte forma:

O, ) ; .
% on,
0 4 0
dy
aRd’i
0 0 r
Bo=10R,, R, 0
0 ox
Ohy, | ORy
0z
i 0z dy |

Na aplicacao da fun¢do geométrica também temos algumas modificagoes devido
ao aumento da dimensao. A transformacao para o dominio paramétrico fica da seguinte

forma:

'8R¢i' '8F1 8F2 8F3_ aR@

9 96 9 0

ok, | |oR OB ok K

o |~ o onl| o (3.4)
oR, | |oF oF oFs| |oF,
Lac ] Lac a¢  o¢ Dz

i

onde temos

o
VienoRe = |52
ORy,

L O¢




86  Capitulo 3. METODO ISOGEOMETRICO APLICADO A PROBLEMAS DE ELASTICIDADE

aR@'

it
ot

0z

7

V(m,y,z) R¢7, =

'8F1 8F2 8F3'
0 0 0

OF, oF, O,
0 0 0
OF, oF, OF,
Lo¢C  o¢  OC

DFT =

Para exemplificar o problema de elasticidade 3D vamos apresentar uma superficie
nao plana ao invés de um solido, por facilidade de visualizacao do resultado. Como exemplo
foi escolhida uma obra real visando mostrar a grande aplicabilidade e as vantagens do
método em relagao a arquiteturas ndo convencionais. Foi escolhida a Igreja Sao Francisco
de Assis da Pampulha, Belo Horizonte - MG, apresentada na Figura 41, em virtude das
belas curvas produzidas em uma casca de concreto armado. A Igreja da Pampulha foi
inaugurada em 1943 e, seu projeto foi concebido pelo renomado arquiteto Oscar Niemeyer

(1907-2012) e o célculo estrutural realizado pelo engenheiro Joaquim Cardoso (1897-1978).

Figura 41 — Igreja da Pampulha, Belo Horizonte - MG.
Fonte: http://www.ricardoamado.fot.br/igrejinha-da-pampulha/

O modelo analisado como exemplo apresenta apenas parte da casca da estrutura e
é fiel apenas quanto a forma, porém nao representando exatamente as medidas do projeto

original, este pode ser observado na Figura 42.

Por simplicidade o modelo foi analisado como uma casca de espessura desprezivel,
apoida nos pontos de descontinuidade da derivada. Na direcao u adotou-se NURBS de
grau 2 para se representar bem as curvas e na direcao v, apesar de NURBS de grau 1 serem

suficientes, adotou-se também grau 2 para representar melhor os deslocamentos obtidos
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Figura 42 — Modelo da Igreja da Pampulha feito através do método de analise isogeomé-
trico.

como resultados. Os vetores de nés utilizados nas diregoes u e v foram, respectivamente,

Z,=[0 0012334556 7889 10 11 11 11]

= =000 0 1/3 2/3 1 1 1]

de maneira a termos 16 func¢des base na direcao u e 5 fungoes base na direcdao v. Note
que =, possui algumas repeticoes. Elas foram feitas justamente para que houvesse a
descontinuidade da derivada e assim de produzisse os 'vértices’ no modelo. A Figura 43

apresenta as funcoes base utilizadas na direcao wu.

Como nao se tinha as dimensoes exatas para se modelar a estrutura, utilizou-se

pesos unitarios por facilidade. Os pontos de controle utilizados sao dados na Tabela 18.

Nos pontos méaximos de cada curva, adicionou-se algumas forgas pontuais verticais
para ilustrar a distribuicao das deformagoes na estrutura. Estas nao sao fiéis a nenhum
esforgo real da estrutura, como peso proprio, por exemplo, e assumiram posicoes e valores

aleatérios. A Figura 44 apresenta o resultado obtido.
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na

0.5

0&F .

0.4} .

03F .

0.2

0.1

o 1 2 3 4 g B 7 g 9 10 "

Figura 43 — Funcgoes base na direcao U.

X |yv|z X |v|z X |y |z X |y |z X |y |z
0 0]0 0 210 0 410 0 60 0 810
151013 15 23] 15 43| 15 |63 15 |83
25 |04 25 |24 25 |44 25 |64 25 8|4
45 104 45 |24 45 |44 45 |64 45 |84
9.5 |03 55 |23 55 |43 55 [6 |3 55 |83
6.5 |04 65 |2|4] 65 |4|4] 65 6|4 65 |84
85 |0 [ 4] 85 |24 85 |44 85 |64 85 |84
95 031 95 23] 95 4|3 95 (6|3 95 |83
10510510525 105|4|5| 1056 |5 105|8]|5
1351081352 |8 135481356 |8 135|8]|8
1651051652 |5 1654 |5 1656 |5 165|8]|5
17510317512 3175431756 |3 175 |83
1851041852 4185441856 |4 185 |84
2051041205241 205 |44 2056|4205 /|8|4
21510 (3215123215 (4|3]||215]6 321583
23 (0[O0 23 [ 2|0 23 (410 23 |[6|0] 23 |80

Tabela 18 — Pontos de Controle usando na modelagem.
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Figura 44 — Distribuicdo da deformacao do modelo da Igreja da Pampulha, onde o azul
escuro representa deslocamento zero e o vermelho escuro representa o desloca-
mento maximo.
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4 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Tendo em vista as discussoes feitas neste trabalho, ficou claro que o Método de
Anélise Isogeométrica tem um grande potencial, ja& que a convergéncia da solugao por
este método é da mesma ordem que a solugao pelo método dos elementos finitos classico.
Sendo assim, esse método tem grande aplicagao em problemas cujos dominios podem ser
mapeados por NURBS mas nao por polinémios, enquanto que nos dominios que podem
ser mapeados por polindmios, o método classico é o mais indicado tendo devido a sua

simplicidade.

Obviamente, algumas dificuldades também se apresentam na aplicagdo do método,
como é o caso da obtencao dos pontos de controle e pesos para a construcao das NURBS
para um dominio qualquer, apesar de que para varias das figuras geométricas mais comuns
esses valores ja sao apresentados na literatura. Com a evolu¢ao do método, é provavel que
surjam programas computacionais para vencer esse desafio, semelhantes aos aplicados para

gerar as malhas utilizadas no MEF, voltados a geracao das NURBS a partir do dominio.

Devido ao surgimento recente dos primeiros estudos do método isogeométrico,
muito ainda h& para ser feito onde destacamos as comparagoes entre resultados para o
problema de elasticidade comparado ao MEF classico, tanto para problemas estaticos como
para problemas dindmicos, além do problema de contato (problema no qual se estuda os

efeitos de pressionar um corpo contra o outro).

Além disso, o método pode ser aplicado aos problemas de controle (ver (GONCAL-

VES, 2009)) tendo em vista sua grande vantagem que é a exatidao do dominio.
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APENDICE A - ALGORITMOS

Neste capitulo vamos apresentar dois algoritmos utilizados na solug¢ao de EDPs
pelo método isogeométrico, onde o primeiro serd o algoritmo para a montagem da matriz

A, e o segundo para a construcao do vetor b.
Algoritmo para montagem da matriz A:

Esse algoritmo calcula a matriz A para apenas um elemento do dominio, a saber
(iU, iV).

function [Ak]=MatrizA (knotVectorU ,knotVectorV ,tableU ,tableV ,pU,pV, ...
ptsctrl , pesos ,nosU,nosV ,iU,iV)

07

%Variaveis :
%knotVectorU e knotVectorV = vetor de nos de cada direcao;

%tableU e tableV = matriz que contem quais as bases sao nao nulas por elemento;
%pU e pV = graus;

%ptsctrl = pontos de controle;

%pesos = pesos para as NURBS;

%mosU e nosV = divisoes entre os elementos no dominio parametrico;

%iU e iV = elemento para se calcular a matriz A;

[6)

%limites do elemento
linfl=nosU (iU);
Isupl=nosU(iU+1);
linf2=nosV (iV);
lsup2=nosV (iV+1);

Y%numero de funcoes base
nobU=size (knotVectorU,2) —pU—1;
nobV=size (knotVectorV,2) —pV—1;

PC=cell (1 ,n0bU*nobV );

for 1=1:nobUsxnobV
PC{1,l}=ptsctrl(1l,:);

end

PC=reshape (PC,nobU,nobV);

matrizpesos=reshape (pesos ,nobU,nobV);

% valores utilizados pela integracao de Gauss

s = [-0.906179845938664, —0.538469310105683, 0, ...
0.538469310105683 , 0.906179845938664 ] ;
w = [0.236926885056189, 0.478628670499366, 0.568888888888889, ...

0.478628670499366 , 0.236926885056189];

hl=(lsupl-linfl)/2;
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ml=(linfl+lsupl)/2;
sl=sxhl+ml;

h2=

(Isup2—linf2)/2

=(linf2+lsup2)/2;
s2=s*xh2+m2;

vall=zeros (nobUxnobV ,nobUxnobV);

for

i=1:5

val2=zeros (nobUxnobV ,nobUxnobV );

for

j=1:5
result=zeros (nobUxnobV ,nobUsxnobV );
%calcular
[NU7dNU}:
[vadNV}:

Bspline__

N=NU«NV' . *matrizpesos;
DNU=INU=*NV'
DNV=NU#*dNV'
sN=sum (sum (N) ) ;

sDNU=sum (sum (DNU) ) ;

sDNV=sum (sum (DNV) ) ;

DNU= (sN*«DNU-N#sDNU) / (sN7™2);
DNV= (sN«DNV-N%sDNV) /(sN"2);

.kxmatrizpesos;

.kmatrizpesos;

%jacobiana

DF=zeros (2,2);

ix=1:pU+1

iy=1:pV+1

DF(:,1)=DF(:,1)+ ...
DNU(tableU (ix

for
for

DF(:,2)=DF(:,2)+ ...
DNV(tableU (ix
*PC{tableU (ix ,iU
end
end
for k=1:pU+1
l=1:pV+1
for m=1:pU+1
for n=1:pV+1
%gradientes

gradR

for

tableU (k,iU

NV (
gradR =
NV (

result (nobUx(tableV (1

((DF')\ gradR2)
end
end
end
end
val2=val2+result*w(j)*h2;

U),tableV (iy
PC{tableU (ix ,iU), tableV (iy

,iU) , tableV (iy
), tableV (iy

[DNU( tableU (k (1
),tableV (1,iV))];
[DNU(tableU (m,iU) ,tableV (n,iV));
tableU (m,iU),tableV (n,iV))];

,iU) , tableV

,iV)
nobUx(tableV (n,iV)—

as B—plines e suas derivadas nos pontos sl(i) e s2(j)
pontual (knotVectorU, pU,
Bspline__pontual (knotVectorV, pV,

s1(i));
s2(j));

,iV))® L.

IV

V) .
V)Y

iV));

)

)

—1)+tableU (k,iU),
1)+tableU (m,iU)) =

"« ((DF')\ gradR1)+*abs(det (DF));
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end
vall=vall+val2sw(i)xhl;
end

Ak=vall;

end

Algoritmo para montagem da vetor b:

Esse algoritmo calcula o vetor b para apenas um elemento do dominio, a saber (iU,

iv).

function [bk]=VetorF (knotVectorU ,knotVectorV ,tableU ,tableV ,pU,pV, ...
ptsctrl , pesos ,nosU,nosV,iU,iV)

%limites do elemento
linfl=nosU (iU);
Isupl=nosU (iU+1);
linf2=nosV (iV);
lsup2=nosV (iV+1);

Ynumero de funcoes base
nobU=size (knotVectorU,2) —pU—1;
nobV=size (knotVectorV,2) —pV—1;

PC=cell (1 ,n0bU*nobV );

for 1=1:nobUxnobV
PC{1,l}=ptsctrl(1l,:);

end

PC=reshape (PC,nobU,nobV);

matrizpesos=reshape (pesos ,nobU,nobV);

% valores utilizados pela integracao de Gauss

s = [—-0.906179845938664, —0.538469310105683, O, ...
0.538469310105683 , 0.906179845938664 | ;

w = [0.236926885056189 , 0.478628670499366 , 0.568888888888889, ...
0.478628670499366 , 0.236926885056189 ] ;

hl=(lsupl—linfl)/2;
ml=(linfl+lsupl)/2;
sl=sxhl+ml;

h2=(lsup2—-1inf2)/2;
m2=(linf2+lsup2)/2;
s2=sxh2+m2;

vall=zeros (nobUxnobV,1);
for i=1:5
val2=zeros (nobUxnobV ,1);
for j=1:5
result=zeros (nobUsnobV,1);
[NU,dNU]=Bspline_pontual (knotVectorU, pU, sl1(i));
[NV,dNV]=Bspline__pontual (knotVectorV, pV, s2(j));
N=NU«NV' . s matrizpesos;
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DNU=INU*NV' . xmatrizpesos;
DNV=NU*dNV' . *xmatrizpesos;
sN=sum (sum(N) ) ;
sDNU=sum (sum (DNU) ) ;
sDNV=sum (sum (DNV) ) ;
DNU= (sN«DNU-NxsDNU) / (sN72);
DNV= (sN*«DNV-N#sDNV) /(sN72);
N=N/sN;
for k=1:pU+1
for 1=1:pV+1
DF=zeros (2,2);
for ix=1:pU+1
for iy=1:pV+1
DF(:,1)=DF(:,1)+ ...
DNU(tableU (ix ,iU),tableV (iy ,iV)) ...
*PC{tableU (ix ,iU) ,tableV (iy ,iV)}"';
DF(:,2)=DF(:,2)+ ...
DNV(tableU (ix ,iU),tableV (iy ,iV)
«*PC{tableU (ix ,iU) ,tableV (iy ,iV

)+
end
end
[S]=ponto_na_superficie (knotVectorU ,knotVectorV ,pU,pV, ptsctrl , ...
pesos ,s1(i),s2(j));
result (nobUx(tableU (k,iU)—1)+tableV (1,iV))=...
fct__direita(S(1),S(2))*N(tableU(k,iU),tableV (1,iV))*abs(det(DF));
end
end
val2=val24resultsw(j)*h2;
end
vall=vall4val2sw(i)=*hl;
end

bk=vall;

end
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