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Resumo

Com a meta de validar uma nova técnica de solucdo do Método dos
Elementos de Contorno para problemas de Helmholtz, denominada Técnica com
Integracdo Direta (MECID), esta é comparada a formulacéo classica do Método dos
Elementos de Contorno, que utiliza como funcéo auxiliar a solu¢do fundamental do
problema acustico correlato (MECFD), em cujo argumento figura a prépria
frequéncia de excitacdo. Empregando uma estrutura matematica bem distinta da
formulacéo classica, a MECID emprega funcdes de base radial para aproximar o
termo de inércia e sua metodologia ja foi aplicada com éxito em problemas mais
simples, associados aos problemas de Poisson. A comparacdo se baseia na
resolucdo numeérica de alguns problemas regidos pela Equacdo de Helmholtz, que
possuem solucdo analitica conhecida.

Palavras-chave. Método dos Elementos de Contorno, Equacédo de Helmholtz,

Solucdo fundamental dependente da frequéncia.



Abstract

Seeking validate a solution technique for Helmholtz problems, the Boundary
Element Method with Direct Integration, in which applies radial basis functions to
approach the inertia term, is used to solve numerically problems governed by
Helmholtz equation. To compare results, it is used the standard Boundary Element
formulation which uses the fundamental solution correlated to Helmholtz Equation
and has the frequency of excitation as argument. Examples solved with both
Boundary Element formulations are compared with available analytic solutions.

Keywords. Elements Method, Helmholtz Equation, Frequency Dependent

Fundamental Solution Formulation, Approximation using Radial Basis

Functions
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1. Introducao

O conhecimento humano evolui constantemente e a tecnologia acompanha
essa evolucdo. Nos ultimos séculos, as pessoas que antes se locomoviam ha tracao
animal ou por navios feitos de madeira pelos oceanos, hoje viajam em automaveis
potentes ou avifes a milhares de quildmetros da superficie. Internet, métodos de
fabricacdo, materiais, os exemplos sdo numerosos. A tecnologia evolui e traz novos
desafios, e é cada vez mais necessario entender o mundo ao nosso redor.

Computadores potentes e acessiveis contribuiram para esse novo mundo
tecnologico, definindo novas fronteiras nos mais variados campos, e permitiu o facil
acesso a ferramentas e softwares que hoje fazem parte do cotidiano. As inddstrias
também investiram pesado nessas ferramentas tecnologicas de ponta e estdo sempre a
explorar novas fronteiras em busca de produtos e servigos de maior qualidade com
menores pregos.

O acesso a maquinas mais eficazes reduziu o tempo de processamento dos
calculos, tornando possivel o uso de métodos matematicos ja desenvolvidos ha muito
tempo, mas que ainda, até pouco tempo, eram pouco explorados por falta de
processadores computacionais adequados. A popularizacdo dessa tecnologia também
torna maior o esforco em desenvolver pesquisas e aprimorar a exatiddo dessas
ferramentas computacionais, ao mesmo tempo em que intenta a reducdo do custo
computacional despendido.

A modelagem numérica e computacional € uma area da matematica na qual se
encontram varios métodos para se determinar aproximadamente solucdes de problemas
modelados matematicamente. De forma mais ampla, a busca de solucdes aproximadas
tem sido importante na resolugdo destes problemas, quando ndo existe a possibilidade
de resolvé-los por técnicas exatas.

Os métodos numéricos sdo essenciais para resolver problemas complexos e em
larga escala relacionados a engenharia. Ferramentas numéricas podem ser construidas
para gque, de forma simples, se solucione um problema que demandaria uma quantidade
numerosa de profissionais e de tempo. Essas ferramentas sdo utilizadas na industria,
centros de pesquisas e universidades para automatizar os calculos e fornecer resultados
rapidos e confidveis, eliminando erros simples que possam ser cometidos por humanos.

Alguns problemas comuns sdo regidos por equacdes de dificil solucdo, que
envolvem muitas variaveis e também arduo desenvolvimento algébrico. Mesmo o0s
problemas aparentemente triviais podem, na pratica, ser insolUveis para determinadas
geometrias. Mas a maior parte dos problemas concretos sédo, em geral, complexos e
envolvem fendmenos ndo lineares. E comum encontrarem-se situagbes em que 0s
conhecimentos matematicos disponiveis ndo sdo suficientes para a descoberta da
solucdo analitica de um problema real. Assim, deve-se fazer uso de um método
numerico para obter a solugdo aproximada de um modelo ou sistema exato condizente
com o problema.

Para a viabilidade da utilizacdo desses métodos em problemas reais, deve haver
minimizacao dos erros de aproximacao e reducdo do tempo de processamento, para que
0s métodos numéricos possam dar solugdes Uteis em tempos cada vez mais curtos, se
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tornando assim aceitaveis para aplicacbes na industria, cada vez mais dindmica e
exigente quanto a exatiddo dos resultados.

Os principais métodos numéricos sdo baseados na ideia de discretizagdo (Brebbia,
1978). Isto significa que a representacdo do meio continuo e infinito é aproximada por
uma quantidade finita e matematicamente consistente de pontos. Quanto a discretizacao,
esses metodos podem ser classificados em discretizacdo de dominio ou contorno. O
primeiro é representado por um conjunto de pontos em todo dominio do problema
(inclusive no contorno), e o segundo apenas no contorno.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), em especial, requer a discretizacao
do problema apenas em seu contorno, reduzindo em uma a dimensdo do problema
(Brebbia, et al.,, 1984). Assim, num problema com dominio bidimensional, a
discretizacdo se reduz somente a linha que define o contorno; num problema
tridimensional, a discretizacdo se reduz a superficie que contorna o dominio. Isso se da
através da obtencdo da forma inversa da equacdo de governo a ser resolvida, onde €
aplicado o Teorema da Divergéncia (Stewart, 2013). Comparado a analise de um
método de dominio do tipo similar ao Método dos Elementos Finitos (MEF)
(Zienkiewicz, 1977), uma analise de contorno resulta em uma substancial reducdo na
preparacdo dos dados e um sistema algébrico de equacGes menor, a ser resolvido
numericamente.

Uma das mais bem sucedidas classes de aplicagdo do MEC é governada pela
Equacdo de Campo Escalar Generalizada (Loeffler, 1988), que inclui muitos problemas
importantes da Engenharia e da Fisica Matematica. Nesta, se incluem problemas
harmonicos temporais de fenbmenos de propagacdo e dispersdo de ondas elasticas,
eletromagnéticas e acusticas, que sdo modelados por uma equacao diferencial parcial de
segunda ordem, denominada Equacdo de Helmholtz (Butkov, 1968). A solucédo
fundamental da equacdo de Helmholtz para a formulacéo classica do MEC (Brebbia &
Walker, 1980) é referente a funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e ordem
zero (Abramowitz & Stegun, 1964), e tem entre os argumentos a distancia radial
Euclidiana e a frequéncia de excitacao.

A formulacdo proposta para comparagdo, o Método dos Elementos de Contorno
com Integracdo Direta (MECID) (Loeffler, et al., 2015a), se baseia na utilizacdo de
funcbes de base radial plena ou compacta (Buhmann, 2003) para a interpolacdo de
cargas de dominio atuantes em um corpo. Tais fun¢des s@o hoje largamente aplicadas
nos procedimentos de aproximacdo com o0s mais diversos métodos e sdo muito
versateis. Atraves de um procedimento matematico artificioso, mostrado no decorrer
deste trabalho, os termos referentes as cargas de dominio sdo transformados de modo a
ser integrados apenas no contorno do problema, com o uso da solucdo fundamental
referente ao problema de Laplace (Brebbia, 1978), mais simples que a solucdo do
problema correlato de Helmholtz. Ressalta-se que o procedimento MECID, embora
recente, ja foi implementado com éxito nos problemas de Poisson (Pereira, 2014;
Loeffler, et al., 2015a) e Helmholtz (Loeffler, et al., 2015b). O MEC com a solugédo
fundamental correlata ao problema de Helmholtz, conhecida como formulagéo
direta (MECFD), serd aplicado na solugdo de problemas que possuem solucdo
analitica de forma a comparar os resultados obtidos com o MECID. Uma atencéo
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especial é dada em relacdo ao erro obtido na resposta numérica em funcdo da
discretizacdo utilizada e outros aspectos numéricos importantes.

1.1.0bjetivo

Desenvolver uma comparacdo entre duas diferentes formulacbes baseadas no
Método dos Elementos de Contorno para melhor atestar a eficiéncia delas na solucéo de
problemas governados pela Equacdo de Helmholtz em duas dimenses. Particularmente,
busca-se avaliar qualitativa e quantitativamente o desempenho da formulacdo do
Método dos Elementos de Contorno com Integracdo Direta (MECID), que por ser uma
formulacéo alternativa e recente do MEC, precisa ter sua eficiéncia melhor examinada.

1.2.Metas Decorrentes

Caso seja comprovada a viabilidade e relativa eficiéncia do MECID na solugéo
dos problemas de Helmholtz em duas dimensdes, através de comparacbes com a
formulacdo do MEC que usa a solucdo fundamental correlata ao problema de Helmholtz
(MECFD) e da solucdo analitica dos problemas simulados, procurar-se-a tornar esse
método uma alternativa para as atuais técnicas relacionadas ao Método dos Elementos
de Contorno que séo aplicadas para solugdo dos problemas de Helmholtz, tais como as
integracBes em células (Brebbia, 1978), e a formulacdo com Dupla Reciprocidade
(Partridge, et al., 1992; Kythe, 1995). Espera-se que essa formulagdo apresente exatidao
em seus resultados e velocidade de processamento de dados satisfatoria, de forma a se
tornar uma opcdo viavel na solucédo de tais problemas.

Devido as caracteristicas de constru¢do dos sistemas lineares do MECID, esse
método permite o calculo de autovalores e uma flexibilidade de construcdo de matrizes
dada pelas funcdes de base radial (FBR) que podem ser escolhidas dentre uma grande
variedade, e também permitem o uso de suporte compacto.

Conforme ja mencionado, a MECID ja se mostrou eficiente na solucdo de
problemas de Poisson, assim, aferindo a qualidade do método para problemas de
Helmholtz espera-se desenvolver uma formulacdo flexivel e efetiva na modelagem de
problemas dinamicos, particularmente os problemas de andlise sismica. Entretanto,
antes de chegar a plenitude deste objetivo, é importante aferir as suas potencialidades
resolvendo-se problemas governados pela equacéo de Helmholtz, envolvendo célculo de
autovalores ou resposta acustica e 0s casos dependentes do tempo, que se constituem em
seguimento natural deste trabalho.

1.3.Metodologia

A proposta metodoldgica deste trabalho se inicia com a discretizagdo da
equacdo integral através de elementos de contorno, tanto constantes quanto lineares,
seguindo a geracdo de um sistema algébrico de equacdes que é montado na forma
de um sistema matricial. Este é resolvido para diferentes valores da frequéncia de
excitacdo, conseguindo-se estabelecer um espectro de resposta no qual os valores
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das frequéncias naturais podem ser identificados e comparados com os valores
dados por expressdes analiticas e também por diferentes métodos numericos.
Também para as mesmas frequéncias € possivel comparar diferentes refinamentos
nas malhas de contorno e analisa-los quanto a convergéncia do erro em relagdo ao
valor analitico.

Com o intuito de melhor comparar a solu¢do obtida pelo MECID com as
obtidas pelo MECFD para problemas de Helmholtz, foram propostos para solugdo
numérica problemas simples e com geometria simplificada, para os quais as
solucdes analiticas sdo conhecidas. A solucdo obtida através das simulagées com 0s
métodos numéricos sera comparada aquela encontrada através da solugdo analitica,
j& estabelecido um critério de erro médio percentual para cada frequéncia de
excitacdo. A qualidade da resposta sera entdo representada pela exatiddo alcancada
através do erro médio para cada frequéncia.

Em se tratando de métodos discretos, € importante aferir os efeitos do
refinamento da malha e do aumento do nimero dos pontos de informacédo ou
interpolacdo, usados nas formulacdes que usam funcbes de base radial para
aproximar o termo de dominio com mais exatiddo. Portanto, para o MECID varias
malhas compostas de diferentes quantidades de pontos de contorno e pontos
internos de interpolacdo foram utilizadas. Ja para o MECFD houve apenas o
refinamento da malha, uma vez que ndo h& necessidade de pontos internos
interpolantes para esse método.

Devido ao erro apresentado nas solu¢cdes do MEC néo ser uniforme na
geometria do problema, o erro utilizado em cada configuracdo de teste foi o erro
médio aritmético de todos os pontos amostrais. A medida de erro adotada para cada
ponto foi dada pela diferenca entre o valor obtido numericamente e o valor obtido
analiticamente.

1.4.Contexto Historico

O primeiro trabalho rigoroso em equagdes integrais foi publicado por Fredholm
(1905). Cerca de 60 anos mais e a aparicdo dos computadores digitais modernos foi
necessaria para produzir meétodos numéricos baseados naquelas formulagbes
“classicas”. O comego da formulacdo direta do MEC pode ser considerado nos trés
trabalhos de Jaswon(1963), Symm (1963) e Jaswon e Ponter (1963) para problemas
potenciais estaticos, e no trabalho de Rizzo (1967), para elastostatica.

O desenvolvimento inicial do MEC em dinamica foi independente dos trabalhos
mencionados de Jaswon, Ponter, Symm e Rizzo na formulacdo direta do método. O
trabalho de Banaugh e Goldsmith (1963b), que trata do estado permanente de problemas
planos da elastodinamica, é possivelmente a primeira aplicacdo do MEC na dinamica.
Entretanto, da mesma época, tem-se os trabalhos de Friedman e Shaw (1962) e Banaugh
e Goldsmith (1963a) que tratam da equacdo da onda escalar e podem ser considerados
como estudos do movimento anti-plano na eletrodinamica.

Foi em 1968 quando Cruse e Rizzo (1968) e Cruse (1968) derivou o MEC direto
em conjunto com a transformada de Laplace para solucionar problemas transientes de
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elastodindmica. No mesmo ano, Wheeler e Sternberg (1968) definiam a base tedrica
para 0 MEC em elastodindmica, em particular, em aspectos relacionados a abordagem
de dominios infinitos. Anos mais tarde Manolis e Beskos (1983) aperfeicoaram o
método de Cruse e Rizzo para solucdo de problemas elastodindmica transientes em
combinagdo com a transformada de Laplace.

A solucdo de problemas transientes por meio da transformada de Fourier e a
formulacdo dos Elementos de Contorno para o dominio da frequéncia foi obtida por
Niwa et. al. (1975; 1976). Dominguez (1978a; 1978b) pela primeira vez estudou
interacdo de problemas de dinamica de fundagbes rigidas usando a formulacdo da
frequéncia de dominio do MEC.

O movimento anti-plano no dominio da frequéncia, o qual é governado pela
equacdo de Helmholtz, é numericamente tratado nos trabalhos de Banaugh e Goldsmith
(1963a) e Schuster e Smith (1985).

A primeira formulacdo do MEC para dominio de tempo geral em elastodindmica
bidimensional foi apresentada por Cole et. al. (1978), entretanto, apenas para o anti-
plano. Em Mansur (1983) e Mansur & Brebbia (1982a; 1982b; 1983; 1985) se
apresentou a formulacdo para um dominio geral de tempo e estudou questdes de
implementacdo para problemas escalares bidimensionais e de propagacdo de ondas
elasticas em detalhe. Nardini & Brebbia (1983; 1985) derivaram a abordagem do
Elemento de Contorno para problemas dindmicos onde as matrizes de massa e de
rigidez sdo obtidas usando as integrais da formulag&o estatica.

Em 1986, Loeffler e Mansur apresentaram aplicagdes da abordagem denominada
de Dupla Reciprocidade em problemas de Poisson, Helmoltz, Difusdo de calor
transiente e Propagacdo de Ondas Acusticas, nas quais se mostrou a importancia de
pontos internos interpolantes para o bom desempenho desta formulacdo. Em 1987, a
Dupla Reciprocidade foi estendida aos meios infinitos (Loeffler & Mansur, 1987),
usando funcdes radiais especiais com decaimento. Na Dupla Reciprocidade, o sistema
resultante das equacdes de equilibrio dindmico é solucionado de forma similar ao MEF.

Exatamente pelos vinculos histéricos entre as técnicas integrais de contorno e a
teoria dos potenciais, a penetracdo das técnicas de contorno é bastante grande junto aos
problemas de campo escalar, tais como protecdo catddica, transferéncia de calor,
escoamentos potenciais, acustica, percolacdo em meios porosos e outros, ndo obstante o
emprego relevante junto a area estrutural.

Enfoques mais gerais, ligados ndo s6 & Teoria das Equacbes Integrais, mas
também ao metodo dos residuos ponderados, unificam a maior parte das técnicas
numericas mais destacadas, incluindo o Método dos Elementos Finitos, Método das
Diferencas Finitas e Método dos Elementos de Contorno. Isto posiciona estas técnicas
como ramificacOes distintas de uma mesma formulacdo global, o que permite melhor
compreender as estruturas matematicas envolvidas e avaliar suas potencialidades.
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2. Equac6es de Campo Escalar Generalizado

Conforme exposto por Loeffler (Loeffler, 1988), os problemas de Campo Escalar
sdo problemas fisicos associados a teoria de campo ou potencial, cujo objetivo é integrar
problemas presentes na natureza segundo um mesmo enfoque matematico (Moon &
Spencer, 1988).

A representacdo matematica da vibracdo de um sistema massa-mola-amortecedor,
0 movimento de um elétron junto ao nucleo por acdo da radiacdo eletromagnética, a
oscilacdo de um galvandmetro e a alternancia de corrente de um circuito elétrico com
indutor, capacitor e resisténcia, sdo exemplos da equivaléncia matematica de problemas
fisicos distintos.

Cada ponto geométrico do dominio do problema fisico estudado € associado a um
valor potencial ou fluxo de potencial. Esses valores potenciais podem representar
temperatura, pressdo, deslocamento, campo elétrico, entre outras grandezas fisicas. Os
fluxos de potencial podem ser campo elétrico, campo gravitacional, campo térmico,
campo de deslocamentos, ou outros. Problemas que envolvem a especificacdo de uma
Unica quantidade para cada ponto no espaco sdo denominados problemas de campo
escalar. Quando ha especificacdo de varias grandezas que precisam de um ndmero
maior de varidveis em cada ponto no espago para sua caracterizagdo — como por
exemplo, sentido e direcdo - tem-se um campo vetorial (Kreyszig, 1968).

O modelo matematico concebido pela teoria de campo pode ser interpretado
geometricamente pelo estabelecimento de uma rede de linhas de fluxo e linhas
equipotenciais, que representam o comportamento da grandeza fisica no espaco
considerado.

Alguns dos problemas fisicos de acordo com a ideia de campo escalar séo
(Brebbia & Ferrante, 1975):

e Protecdo catddica

e Conducdo de calor

e Escoamento potencial

e Fluxo através de meios porosos
e Condugéo elétrica

e Difusdo de massa

Problemas tipicos de mecénica dos sélidos de representacdo mais simples podem
ser incluidos nesta categoria, a saber:

e Torcao uniforme de barras prismaticas na zona elastica
o Deflexdo de membranas

e Escoamento de lubrificantes em mancais de deslizamento;
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e Propagacdo, em separado, de ondas planas e cisalhantes no anti-plano (Atkin &
Fox, 1980).

Os problemas fisicos que se adequam matematicamente a Teoria do Campo
Escalar séo regidos por uma equacdo que pode ser obtida a partir da seguinte forma
geral (Loeffler, 1992):

:—x(kx z—z) + %(ky Z—Z) i (kz Z—Z) = Ayil + A2t + Asu +p (2.01)

A equacdo (2.01) é conhecida como Equacdo de Campo Escalar Generalizada,
onde u € o potencial, k sdo propriedades fisicas do sistema, p é uma fonte e A sdo as
constantes definidas.

Considerando problemas bidimensionais e independentes do tempo a Equacéao de
Campo Escalar Generalizada (equacéo 2.01) toma a forma:

2 (ke Z2) + % (ky Z—?;) =Asu+p (2.02)

Considerando as propriedades de um meio homogéneo na equagéo (2.02):

0%u 0%u

kx Iz + kya_yz = /13u +p (203)

Admitindo ainda com a hipédtese de isotropia, a equacdo (2.03) € particularizada:

o2 Tayz] = Asu+p (2.04)

[y 22
Um caso particular importante da equacdo (2.04) ocorre quando e p = 0, tem-se a
denominada de Equacédo de Helmholtz.

2 2

= 37’; = dsu (2.05)

A equacdo de Helmholtz (equacdo 2.05) pode representar um problema de
autovalor quando, especificadas condi¢bes de contorno naturais homogéneas, se
procuram todas as configuracdes auto-equilibradas possiveis do potencial (Hadley,
1972), o que ocorre para certas frequéncias de excitacdo, conhecidas como frequéncias
naturais do sistema. Tais frequéncias sdo os autovalores e suas configuragdes sdo dadas
pelas autofuncdes associadas aos modos naturais de vibragéo.

Tal equacdo também pode representar um caso particular da Equagdo da Onda, em
que se busca determinar o0 movimento produzido no sistema por uma excitacéo variavel,
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mas cuja frequéncia é conhecida e dada por 1. O potencial u(X) dependeria apenas da
posicdo no espaco X e ndo mais do tempo t e tambeém o contetdo vibracional passa a
ser expresso de modo especifico, dado pelo potencial u(X), que significa a amplitude da
resposta produzida pelo movimento de excitagdo imposto.

Um caso importante consiste onde o potencial multiplicado por A esta derivado
temporalmente na forma:

[azu 0%u
A equacdo (2.06) governa processos que, na pratica, comumente envolvem
transformacdes lentas, como 0s que caracterizam transferéncia de calor por conducéo
(Ozisik, 1980; Chapman, 1967). Outra extensio da Equagdo de Campo dessa vez
relaciona o potencial com a derivada segunda em relacdo ao tempo, na seguinte forma.

o+ os] = il (2.07)

[62_u 0%u
Na prética, processos rapidos de transmissdo de energia, como propagacdo de
ondas de dilatacdo em meios elasticos podem ser descritos pela equacgdo (2.07) (Wasley,
1973). Esta equagdo tem enorme importancia pratica pelas suas aplicacdes em
eletromagnetismo, acustica e, na sismica de prospeccao.
Outro caso particular da equacdo (2.04) se da quando A; = 0, € a Equacdo de
Poisson:

0, o%u

o = (2.08)

A equacdo (2.08) caracteriza problemas estacionarios onde ha presenca de fontes,
fluxos ou forcas de corpo no interior do dominio (Ozisik, 1977) representados pela
funcéo p, que é uma fungédo conhecida.

Quando ambos, A3 e p, sdo nulos na equacdo (2.04), tem-se o0 caso particular
denominado por Equagéo de Laplace:

5t 5] =0 (2.09)

[(’)Z_u 2%u
Apesar de aparentemente simples, a Equacéo de Laplace tem enorme importancia
por representar problemas estacionarios numerosos e seu estudo matematico permite
estabelecer importantes consideragdes sobre o comportamento de um sistema fisico
representado por tal modelo. O fato de caracterizar sistemas elipticos, nos quais a
resposta depende imediata e tdo somente das condi¢Ges de contorno, é uma delas.
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2.1.0 problema da Acustica

A Equacdo de Helmholtz governa problemas fisicos de interesse a engenharia.
Neste item, demonstrar-se-a que problemas de propagacdo de ondas acusticas em meios
gasosos podem obedecer a tal equacao, considerando simplificagdes.

De acordo com Butkov (1968), as experiéncias indicam que o fendmeno do som
no ar é relacionado com a rapida oscilacdo da densidade do ar e pressdo sobre valores
médios p, e p,. Essas mudancas sdo causadas pelo movimento oscilatorio coletivo das
moléculas do ar, descritas por suas velocidades macroscépicas. Assim, considere uma
pequena quantidade de ar dentro de um volume dVem um instante t. Faca-se a
suposicdo de que v = v(r,t), sendo v a velocidade macroscopica do ar no ponto r
interior a dV no tempo t. Se p = p(r, t) é a densidade do ar no ponto r tempo t, entéo a
forca por unidade de volume é dada pela segunda lei de Newton:

F(r,t) =p5 (2.10)
dt

A forca total no volume V é entdo:
d

Fo=[ff, p=.av (2.11)

Se as forcas de corpo e viscosidade sdo desconsideradas, entdo a forca total é
referente a variagcdo da pressdo agindo sobre a superficie do volume de controle, sendo
igual a integral de superficie da pressao:

IS, p= dv = —dbpds (2.12)

Do calculo vetorial, ha relacdo entre a integral de superficie e volumétrica, dada
por (2.13) (Stewart, 2013).

¢, pds = [[f, gradpdv (2.13)

Com o fato de o volume ser arbitrério e pela substituicdo da equagdo (2.13) na
equacdo (2.12), obtém-se a seguinte equacéo de equilibrio na forma diferencial:

p% +gradp =0 (2.14)

A equacdo da continuidade (conservacdo de matéria) para um volume diferencial
arbitrario é dada pela equacéo (2.15). (Fox, et al., 2014).

2 [lf, pdv = —db. p(vds) (2.15)
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Com base no Teorema da Divergéncia (Stewart, 2013), e na arbitrariedade do
volume V, tem-se:

% + div (pv) = 0 (2.16)

A pressdo p = p(r,t) e a densidade p = p(r,t) podem ser relacionadas. Para as
frequéncias envolvidas nas ondas de som (20 — 20000 cps), a oscilacdo de p e p
acontecem tdo rapidamente que ndo ha tempo para uma apreciavel troca de calor entre
dois volumes adjacentes de ar durante as oscila¢cbes. Em outras palavras, a expansao e
contracdo do ar, provocadas pela vibragdo sdo adiabéticas e (Moran & Shapiro, 2013):

Po (Vo) - (Po) (2'17)
Comy = (,/C,. Onde C, € o calor especifico a pressdo constante, e C, € o calor

especifico a volume constante. Até entdo, dadas as hipoteses feitas, a propagacdo do
som é governada pelas equacdes (2.14), (2.16) e (2.18):

P = Po (ﬁ)y (2.18)

Uma vez que a velocidade v(r,t) é funcdo de posicdo e tempo, a derivada dv/
dt é uma derivada hidrodinamica, tem-se.

v _ v, o
—~ =5 T (v-grad)v (2.19)
Sabe-se que:

_ a 2 2 . .
(v-grad)v = (vxa + vyt 5) (vl + vyj + v,k) (2.20)

Serdo consideradas, entdo, trés simplificacbes para 0 modelo adotado. A primeira
simplificacdo considera que essas equacles sdo compativeis de representar uma onda
acustica tipica de intensidade moderada. Considere uma onda de som de frequéncia
500s~1, onde as particulas de ar vibram com amplitude de ordem 107 cm. O
comprimento de onda no ar € aproximadamente.

= 3OS 60 e (2.21)

C
f 500 s~1

1=

Onde c € a velocidade do som no ar e f é a frequéncia. A velocidade v das
particulas do ar é da ordem de:

v~ 2nfa=2m X 500X 1076 ~3x 1073 seg~?! (2.22)
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O gradiente de velocidade € da ordem de:

0vy
ax

-3
Sy 22X 3107 segt (2.23)

A 60

Enquanto a taxa de variacdo da velocidadev € da ordem
|52 ~2mfv = 27 x 500 x 3 x 1073 ~10 cm/seg? (2.24)

Como a variacdo temporal é uma parcela de ordem muito maior que a variagao
espacial, esta Gltima pode ser desconsiderada, entdo, a derivada hidrodinamica dv/dt
pode ser aproximada por dv/dt.

Em uma segunda aproximacdo, observa-se que as mudancas relativas da
densidade s&o muito pequenas. Se uma coluna de ar vibrar na frequéncia de
500 s~tcom 1/4 de espessura, e entdo comprimida por uma quantidade a = 1076 c¢m,
0 aumento da densidade é da ordem de:

§=PPo x @ _10°m 447 (2.25)

Segue-se que, para Um gama muito pequeno:

(i)y = (ﬁ + %)y =1+8)r=1+ys (2.26)

E pela equacdo (2.18) a pressdo pode ser aproximada em funcdo da variacdo da
densidade, assim com a equacéo (2.26) na equacao (2.18):

p = po(1+y6) (2.27)

Com as pequenas variagbes na densidade, de acordo com a relacdo (2.27) as
mudancas relativas na pressao também sdo pequenas.
Finalmente, tomando-se o segundo termo da esquerda da expressao (2.16):

o
dx

, dap ap ap
div(pv) = PI2 T el 2 sl p(

avy aUZ _ . .
3y +E+E)_v grad p +pdivv

(2.28)
Como p~1073 gm/cm3 e |divv|~3 x10"*seg™, pdivvé da ordem de
1077. O |gradp| <107 gm/cm*e v~3x1073seg™?, logo v-grad pé da

ordem de 107'*. O termo com divergente é maior que do termo com gradiente na
ordem de 107, e para efeitos de aproximacéo, tem-se:

div(pv) = p, divv (2.29)
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Com as aproximacOes consideradas obtém-se um sistema de equacbes que séo
formas simplificadas das equacdes (2.14), (2.16) e (2.18), mas apresentam uma boa

precisdo na representacdo do fendmeno fisico:

p0%+gradp =0
ap , _
E+p0dlvv— 0
P =Dpo(1 +v6)

(2.30)

(2.31)
(2.32)

Onde p foi aproximado por p,, uma vez que §~10~7. Substituindo a equagéo

(2.32) na equacéo (2.30) segue que:

]
pos: + grad (po(1+y8)) = 0
Po % + gradpy + poygrads = 0
]
po 5+ Poygrads = 0

Da equacdo (2.25) tem-se que & = 2=£2, Portanto:

Po

dp/dt = py(26/01)

Substituindo a equacéo (2.34) na equacdo (2.31):
9 +divv=0

at

Derivando a equagéo (2.35) no tempo:

Z%f+div(%) -0

(2.33a)
(2.33b)
(2.33c)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

A equacéo (2.33c) pode ser reescrita de forma a evidenciar a derivada temporal da

velocidade:

v

PoY
= —=9r
o pog ad §

(2.37)

Substituindo a relagéo para a derivada temporal da velocidade da equacéo (2.37)

na equacéo (2.36). Onde o divergente do gradiente é o laplaciano.

0268 . DPoY .
ﬁ+dlv(—zgrad 6) =0

Como py, ¥, € po S30 constantes:

(2.38a)
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925 po¥ .

= div(gradd) (2.38b)
E também:

%8 _ o2

Py Vo (2.38c)

Sendo que c? = pyY/po.

A equacdo (2.38c) é a Equacdo da Onda Acustica, que relaciona as variagdes na
densidade na propagacdo de onda no ar. Esta equacdo é um caso particular da Equacéo
de Campo Escalar Generalizada, dada pela equacéo (2.07). A mesma Equacdo da Onda
pode ser expressa em termos da densidade e da pressdao (Apéndice A - Equacdo da
Acustica para Pressdo e Densidade), pela equagédo:

TP _ c2yzp (2.39)

at2

2.2.Solucéo Harmoénica da Equacéo da Onda

Na analise vibracional buscam-se configuracGes de equilibrio associadas a uma
determinada frequéncia de excitacdo, assim toma-se a Equacdo da Onda Acustica e,
admitindo-se movimento como gerado por uma excitacdo cuja frequéncia é conhecida,
estabelece-se 0 campo ou potencial U(X,t) (que representa a pressdao, a massa
especifica ou a dilatacdo) em funcdo desta frequéncia. Para tanto, admite-se que
(Prodonoff, 1990):

U(X, t) — u(x)eiwt (240)

aU;)t(,t) — iwu(X)eiwt (241)
2 .

aUag(.t) = —w?u(X)eiwt (2.42)

Substituindo as equacdes (2.40) e (2.42) na equacéo da acustica (equacgéo 2.39):
—w?u(X) = c?V2u(X) (2.43)

A variacdo do potencial agora é apenas funcao da posic¢éo, para uma frequéncia de
excitacdo w; tal equacdo define o problema de Helmholtz. Este consiste, em principio,
na determinacdo das amplitudes u(X) da resposta. Na realidade, os problemas
governados pela Equagdo de Helmholtz podem ser divididos em trés grupos; problemas
diretos, problemas de autovalor e problemas inversos.
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Nos problemas diretos, objetiva-se determinar as configuracdes de equilibrio do
potencial u(X) em funcdo de um conjunto de condicBes de contorno conhecidas. E o
caso abordado neste trabalho.

Nos problemas de autovalor, buscam-se encontrar todos os valores das
frequéncias naturais, denominadas w,, capazes de gerar as ja mencionadas
configuracdes auto-equilibradas no sistema.

Nos problemas inversos, determinam-se propriedades do meio perante o
conhecimento das excitagdes de contorno e da resposta do sistema.
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3. Meétodo dos Elementos de Contorno com Formulacéo Direta

O MEC compreende uma formulacdo integral na qual uma funcdo auxiliar com
propriedades especiais € empregada, a solucdo fundamental. Entre as principais dessas
propriedades especiais estd o fato de ser solucdo de um problema correlato a equacgéo
que se deseja solucionar numericamente. Sob a dtica do Método dos Residuos
Ponderados (Brebbia & Walker, 1980) € possivel associar a causa da exatiddo do MEC
ao fato da solugdo fundamental atender satisfatoriamente aos requisitos necessarios a
uma boa funcdo de ponderacdo. Esse desempenho permite até usar elementos de
contorno de baixa ordem de interpolacdo, como elementos constantes, e se obter bons
resultados.

Existem basicamente duas maneiras de se formular matematicamente o Método
dos Elementos de Contorno. A primeira delas alicerca-se na Teoria das Equacdes
Integrais e a segunda fundamenta-se no Método dos Residuos Ponderados. Esses
métodos, embora contenham enfoques distintos, conduzem as mesmas equacgoes, 0 que
permite se construir um entendimento global do MEC a partir de conceitos envolvidos
em ambas as formulacdes.

O MEC tem comprovadamente muito bom desempenho nas aplicagdes onde o
campo de variaveis é escalar e estacionario, e mesmo em casos dependentes do tempo,
quando os operadores que caracterizam matematicamente a equacdo de governo sdo
auto-adjuntos. Tal desempenho estd também relacionado ao fato que as formulagdes
mais classicas do MEC usam a solucdo fundamental correlata ao préprio problema que
se quer resolver. Em alguns casos, como no caso da Teoria de Cascas e problemas
anisotropicos, tais solucbes sdo dificeis de obter ou sdo muito extensas. Para a Equacédo
de Helmholtz esta solucdo € conhecida e dependente da frequéncia de excitacdo, e é
dada através de funcbes especiais, expressas em funcdo de séries, conforme sera
apresentado doravante.

Assim, dada a Equacdo de Helmholtz:

2 w?
\Y u+c—2u=0 (3.01)

Na equacdo (3.01), u(X) é o potencial escalar, w € a frequéncia de excitagdo e c é
referente a velocidade de propagacdo acustica. Na forma integral forte (Brebbia, 1978),
tem-se a equacdo (3.02):

Juudn = —‘:—zzfuu*dﬂ (3.02)

Vé-se que no nucleo da formulagdo integral forte foi introduzida a funcéo
auxiliar u*(&; X), que é a solucdo fundamental do problema. Conforme exposto, a
solugdo fundamental é a solugdo de um problema escalar governado pela equacéo de
Helmholtz, com dominio infinito, no qual uma fonte unitaria é concentrada no ponto
fonte ¢ e seu efeito em qualquer ponto do dominio X pode ser avaliado.
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Sob a otica do Método dos Residuos Ponderados, o valor do potencial u €
calculado aproximadamente, havendo uma diferenca entre o valor do potencial obtido e
a solucdo da equacdo. A minimizacdo desse erro ocorre na forma integral, que
ortogonaliza esse erro no espaco funcional gerado pela solucdo fundamental. A solucédo
fundamental atende melhor a esse quesito do que funcbes outras como polinbmios,
empregadas, por exemplo, pelo Método dos Elementos Finitos, por ser a solugédo
analitica de um problema afim.

Com o uso da regra do produto de derivadas, é possivel chegar a forma Integral
Fraca dada pela equagéo (3.03):

I, [(ulu*)l - u’iu'*l-] an = —w—zfu u*dn (3.03)

c2

Igualmente se chega a forma Integral Inversa na equagao (3.04):
2
I, [(ulu*)l —(u u*l)l + (u u*u)] do = —(;’—qu u*dn (3.04)

Aplicando o teorema da divergéncia é possivel transformar algumas das integrais
de dominio da equacdo (3.04) em integrais de contorno:

2
Joqudl = [fugq™dl = — [ u u_*l-idﬂ—(z—zfﬂuu*dﬂ (3.05)
Sendo g = u;n;, u* (¢, X) a solucdo fundamental e ¢*(¢, X) = u; (¢, X) n;.Entdo.
* * * wz *
Joqutdl — [Luq*dl = —fﬂu[u,ii+c—2u ]dQ (3.06)
Com base no ja exposto, a solucdo fundamental u* neste caso € a solucdo de um
problema governado pela Equacdo da Onda, mas cuja amplitude de carregamento

concentrado (b*) ¢é aplicado no ponto ¢ de um dominio infinito, com uma variacédo
temporal implicita da forma exp[iwt]:

b* = —A(&; X) (3.07)

A variacao temporal é omitida por ser comum a todos os termos (vide equagdes
2.40). A funcéo A(¢; X) é conhecida como Delta de Dirac e representa a agdo externa
pontual em X =¢&. A funcdo Delta de Dirac, ou fungdo impulso, é a representacdo
matematica para uma forga intensa que atua em um ponto num curto intervalo de tempo.
A equacdo que rege o problema correlato em dominio infinito pode ser escrita como:

2+ Sut = —A®EX) (3.08)
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A solucdo da equacdo (3.08), que governa o problema correlato correspondente
para ondas divergentes de ¢ pode ser dada pela equacdo (3.09) (Dominguez, 1993):

w =K (i) (3.09)

Onde K,(z) é a funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e ordem zero, e
r = |x — &| é a distancia radial no espaco Euclidiano. Também se tem que:

¢ = -2k (i%) (3.10)

Como o raio r € sempre real e positivo, assim como a frequéncia w e a velocidade
de propagacdo de onda c, o argumento da funcdo de Bessel modificada sera sempre
maior ou igual a zero e € um numero complexo, pois nele figura a unidade imaginaria i.

Tal como ocorre nos problemas governados pela Equacéo de Laplace, a solucéo
fundamental e sua derivada normal, associadas ao Problema de Helmholtz apresentam
singularidade para valores do raio r nulos.

E possivel tracar as curvas de comportamento da solugdo fundamental e sua
derivada, equacdes (3.09) e (3.10), destacando separadamente a parte real e a
contraparte complexa. Na Figura 1 mostra-se o grafico para a funcdo de Bessel
modificada de segunda espécie e ordem zero.

L 080 061 040 020 0 020 o04i 060 080 11

Figura 1 - Funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e ordem zero com
argumentos complexos no intervalo z = [0 — 1i; 0 + 1i], a curva azul € a parte real da resposta,
e a vermelha a parte complexa.

Quando o argumento z tende a zero, a parte real da funcdo é descontinua e tem
seu limite tendendo ao infinito:

limz_,o KO (Z) = 0o (311)
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A funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e ordem um aparece na
derivada normal da solugdo fundamental, apresentada na Figura 2. Essa fungdo é
descontinua quando o argumento tende a zero, e tem seus limites dados por:

limz_,o— Kl (Z) = oo} (312)
lim,_,+ K;(z) = —o0i (3.13)

0 F

o

10}

20T

30T

0250 02i 0150 010 0050 0 0050 01i 015 02i 025

Figura 2 - Funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e ordem um com argumentos
complexos no intervalo z = [—0,25i; 0,25i], a curva azul é a parte real da resposta, e a
vermelha a parte complexa.

Com base nas propriedades da Funcdo Delta de Dirac, o termo cujo nucleo
contém a derivada de segunda ordem da solugdo fundamental passa a ser:

— Jou[ui + Sur|de = [Lu A x) wdn = CEuE (3.14)

O valor do coeficiente C(&) depende do posicionamento do ponto ¢ com relacdo
ao dominio fisico 2(X) (Brebbia, 1978) e assume diferentes valores em relagdo a
posicado na geometria do problema. A equacéo resultante do MECFD assume a forma:

C(Ou®) + [Lqu'dl — [fugdl =0 (3.15)
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A solucdo fundamental também pode ser dada em termos da funcdo de Hankel

(H,(ll)) Para isso deve-se levar em conta a relacdo entre funcdo de Bessel modificada e
funcdo de Hankel (Abramowitz & Stegun, 1964).

A funcéo de Hankel é uma funcdo complexa também conhecida como funcéo de
Bessel da terceira espécie ou funcao de Weber, e é composta de uma combinacao linear
das funcgdes de Bessel de primeira espécie (/,,) e segunda espécie (Y;,). Mais detalhes
sobre as funces relacionadas a solucdo fundamental sdo apresentados no “Apéndice C -
Funcdes de Bessel” e no “Apéndice D - Fungdes de Bessel Modificadas”.

No que se refere a0 método numérico, o proximo passo consiste na discretizacao
das equacdes continuas que regem o problema. A discretizacdo € a aproximacao de um
meio continuo e infinito por uma quantidade finita de pontos, denominados néds, que
neste caso significam pontos de residuo minimo quando se usa 0 Método de Colocacéo,
aqui empregado (Brebbia, et al., 1984). Os elementos de contorno séo aproximacdes da
conformagdo geométrica do corpo, no caso, a fronteira deste. Quanto maior a
quantidade de nds e, consequentemente de elementos utilizados para aproximar o meio
continuo, melhor a aproximagdo do modelo discreto.

Jpdl ~ XL, fi, (3.16)

Conforme comentado, 0 MEC devido a discretizacdo restrita ao contorno requer
malhas com uma dimensdo menor do que a dimensdo do problema tratado. Se o
problema € bidimensional, 0 dominio é composto por uma area, que é substituida por
segmentos de linhas que definem o seu contorno. Assim, as malhas sdo mais simples.
Para problemas nédo esbeltos isso representa uma grande reducdo na quantidade de nos
da malha.

Os elementos utilizados variam em qualidade, pois alteram a representacdo do
dominio fisico do problema, podendo variar em tamanho, quantidade ou tipo. Quanto
aos tipos de elementos de contorno, os mais utilizados sdo elementos triangulares para
problemas tridimensionais e do tipo linear para problemas bidimensionais. Mas também
é frequente o uso de elementos quadraticos, cubicos e isoparamétricos em geral.

No processo de discretizagdo, os valores da grandeza basica ou da sua derivada
normal sdo dados para pontos particulares situados ao longo dos elementos discretos do
contorno da geometria, 0s nds funcionais. As condi¢fes de contorno conhecidas séo
inseridas como valores prescritos no sistema discreto, e s@o interpoladas ou extrapoladas
para o restante do elemento, dependendo do tipo de elemento de contorno. Assim, a
aproximagdo dos valores dados para todo elemento é feita de acordo com o
posicionamento, a ordem e o tipo de interpolagéo utilizada.

No caso do MEC em duas dimensdes, no que tange a aproximagdo do campo, 0s
tipos de elementos de contorno podem ser, por exemplo: com extrapolagdo constante,
caso haja apenas um né funcional centralizado e seu valor seja extrapolado para todo o
elemento; com interpolacgdo linear, tendo dois nds nas extremidades, com seus valores
intermediarios definidos linearmente no restante do elemento de acordo com o valor
desses dois nds; isoparamétricos quadraticos, onde o campo de variaveis e a geometria
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sdo aproximados por polinémios de segundo grau; e ainda de ordem superior, com
aproximacdes cubicas, quarticas, etc. Uma maior quantidade de nds funcionais por
elemento pode prover melhores resultados, mas um maior refinamento da malha para
elementos mais simples oferece resultados satisfatrios com menor custo computacional
e programas mais simples.

As integrais de contorno da equacdo (3.15), até entdo continuas, sdo aproximadas
pelo somatdrio de um numero finito de integrais referentes aos elementos discretizados.
A Figura 3 mostra um exemplo de um contorno bidimensional discretizado com
elementos lineares aplicados ao contorno.

Figura 3 — Contorno dividido em elementos lineares.

Diante do exposto, pode-se, entdo, escrever que o contorno é aproximado por um
numero real e finito de n segmentos. Sdo dois os elementos utilizados para a
discretizacdo do contorno neste trabalho: elemento de contorno retilineo com
extrapolacdo constante da condigdo de contorno; e elemento de contorno retilineo com
interpolacdo linear das condi¢cBes de contorno dos no6s funcionais. Devido as
implicacdes das funcbes de interpolacdo na integracdo da solugdo fundamental, uma
atencdo especial é dada para cada tipo de elemento.

3.1.Elemento com Extrapolacdo Constante
Os elementos retilineos com extrapolacdo constante possuem dois ndés
geométricos nas extremidades do elemento e um né funcional comumente centralizado

(centralizado neste trabalho). Os valores prescritos para todo elemento s&o 0 mesmo do
atribuido ao n6 funcional, assim como mostrado na Figura 4:

né geometrico b

né geometrico a

Figura 4 - Elemento retilineo com extrapolagdo constante da variavel prescrita.

u(x)=U (3.17)
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Para elementos com extrapolacdo constante os valores da variavel de interesse ndo
variam dentro do elemento e podem ser postos para fora da integral de contorno.
Portanto a partir da equacdo (3.15).

CEOUE) + Q [ow (&X)dr — U [.q"(&X)dr = 0 (3.18)

Na equacgdo (3.18), X sdo pontos base, onde se localizam os nés funcionais. A
solugéo fundamental e sua derivada normal tém integrais dadas (3.19) e (3.20):

G = [Lw'(&X)dl = — [ LKy (L%) dr (3.19)
* i w 0 . W
H=[q"(&X)dl = == [ (- K, (l{) dr (3.20)

As integrais de contorno representadas pelos coeficientes H e G podem ser
resolvidas analiticamente ou numericamente. Neste trabalho, as integrais dos elementos
singulares (quando a integracdo é feita sobre o elemento em qual o ponto fonte esta
localizado) sdo feitas de forma analitica, enquanto as demais integrais sdo feitas
numericamente pelo método da Quadratura Gaussiana com o uso de 20 pontos de Gauss
(Franco, 2007). Essa quantidade elevada de pontos de Gauss busca garantir que 0s
resultados ndo serdo prejudicados pela integracdo numeérica de funcdes que ndo sdo
polinomiais, como as solu¢fes fundamentais.

Usando integracdo numérica e tomando as coordenadas adimensionais comuns ao
método da Quadratura Gaussiana, —1 < & < 1 (Figura 5), os termos das matrizes G e
H, para i # j, onde a integracdo é numérica, podem ser escritos como nas equagodes
(3.21) e (3.22).

§ =~
E=1
E=-1
Figura 5 - Coordenadas adimensionais da Quadratura de Gauss.
Gy = Ti21Ko (i122) W) 516 (3:21)
H;; = —Zi‘il(i%) RDN K, (z%) W (k) =G| (3.22)

Nas equacdes (3.21) e (3.22), W séo os pesos de Gauss para cada ponto, 7, € a
distancia do ponto fonte até a coordenada do correspondente ponto de Gauss do
somatério, RDN €é a derivada normal do raio 7,. Onde |G| é o Jacobiano da
transformacéo de coordenadas.

dr = |G|d& (3.23)
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Que para os elementos em questao € equivalente a:

G| = \/(xb—xa)zz(yb—ya)z (3.24)

As coordenadas de subscrito a séo referentes ao primeiro né geométrico do
elemento sobre o qual ocorre a integracdo, as de subscrito b sdo do segundo no.

A integracdo singular, no caso de elementos retilineos, apresenta a variacdo radial
em relagdo ao normal nula, pois esses vetores sdo ortogonais no caso de elementos
retilineos, que sdo usados no presente trabalho. Portanto os coeficientes H;; sdo zero. As
integrais dos coeficientes G;; sdo:

G = J' (& §)dr = [ Ko (1) dr (3.25)

Levando em conta a localizacdo centralizada do n6 funcional no elemento de
extrapolacdo constante e o fato da solucdo fundamental ter como argumento a distancia
radial, Figura 6:

né funcional
L/2 L/2

né geometrico a %y nd geometrico b

n

Figura 6 — Elemento linear com extrapolacdo constante e simetria radial.

Toma-se proveito da simetria do elemento de extrapolacdo constante na
integracdo do elemento singular, a integral de contorno da equacéo (3.25) é equivalente
a integral dada por (3.26), cujos limites de integracdo sdoder = 0ar = L/2.

Gi = J, =Ko (le) ar= [V 1k, (l%) dr (3.26)

0 =

Fazendo t = i% o argumento da funcdo de Bessel modificada de segunda espécie
e ordem zero. Os limites de integracdo da equacdo (3.26) passam a ser de t =0 a
t = % e a variacdo do raio com a varia¢do do argumento t se da através da equacgédo
(3.27):

dt = i% dr (3.27)

Assim, os coeficientes da diagonal da matriz G sdo:

1 L\2 . 1. oL
Gu= LI Ky (i) dr = LS55 Kyt (3.29
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A integral da funcdo de Bessel modificada de segunda espécie para pequenos
argumentos € definida por (Abramowitz & Stegun, 1964):

"

+2 Xk (k)2(2k+1)2

"

z z .
JZ Ko(®)dt = — [y+lnz] 2 Yo i
2k
1) 2 1
sz=1<m>(zz<)Tm(Zi‘=1T) (3:29)

Onde vy ¢ a constante de Euler presente no “Apéndice C - Func¢des de Bessel”.

Utiliza-se da série em expansdo para pequenos argumentos (Dominguez, 1993)
uma vez que a velocidade de propagacdo da onda no meio ¢ que figura como
denominador do argumento t é um numero de ordem muito maior que o raio de
integracdo r multiplicado pela frequéncia de excitacdo w, que sdo numerador do
argumento.

Vale destacar que, assim como ocorre nos problemas de Laplace e em todos os
problemas governados pela Equacdo de Campo quando modelados pelo Método dos
Elementos de Contorno, a solu¢do fundamental correlata ao problema de Helmholtz e
sua derivada normal sdo singulares para r = 0, mas suas integrais, embora improéprias,
sdo convergentes. Em outras palavras, as integrais existem. No caso da matriz H, por
conta do uso de elementos de contorno retilineos, H;; = 0; para a diagonal G;;, sua
integral ndo é divergente, conforme mostrado a seguir.

Pode-se visualizar a parte real e complexa da integral da funcdo de Bessel de
segundo tipo e ordem zero, como funcdo do argumento t.

1.5

05 ,-/

45 . . . . . : . . . .
A{ -08] 06 04 -02{ 0 02{ 04 06f 08] 1i

Figura 7 — Integral da Funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e ordem zero no

intervalor [0 — 1i; 0 + 1i], a curva azul é a parte real da resposta, e a vermelha a parte
complexa.

Entao:
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(3.30)

Alocando os pontos fonte (§) nos pontos base, como procedimento padréo do
MEC, é possivel construir um sistema linear determinado. Para contornos ndo suaves,
os valores de C () séo dados por a/2m, onde alfa é o &ngulo em radianos, formado pela
parte do contorno em contato com o dominio. Devido a localizacdo dos pontos fonte, no
meio do elemento linear, C (&) assume valores de 1/2 para os elementos utilizados.

Assim o sistema linear resultante para o0 MEC com elementos lineares e

extrapolacdo constante fica na forma:

1
I[ E H112 Hln—l Ul Gll
|H21 - HZnI U, _ G,y
: : U )
lHnl HnZ % J " Gnl

3.2.Elemento com Interpolacao Linear

Giz Gin] (@1
GZZ GZn QZ — 0 (331)
Gn2 Gunl \Qn

Os elementos retilineos com interpolacdo linear possuem dois nds geométricos
nas extremidades dos elementos e dois nos funcionais, que sdo tomados coincidentes
com 0s nds geométricos. Os valores intermediarios da varidvel basica para o elemento
sdo aproximados através de uma interpolacdo linear dos valores dos nés, como

mostrado na Figura 8.

né a

né b

Figura 8 - Elemento retilineo com interpolacdo linear das variaveis prescritas.

A interpolacdo dos valores do potencial nos nos funcionais para o elemento se da

através da seguinte fungdo de interpolacéo:

u(x) = (1—%) Ua+%Ub

(3.32)

Onde o subscrito a € referente ao primeiro no, tanto funcional como geométrico,
do elemento sobre o qual é feita a integracdo, e o subscrito b ao segundo no do



37

elemento. O mesmo pode ser feito com relacdo aos valores da derivada do potencial

q(x).
Para elementos com interpolacéo linear, a partir da equagéo (3.15).
CEOUE + [[(1-5) Qa+2 0w (& X)dr -
L(1=3) o +3 0] q" & X0dr = 0 (3.33)

Pode ser escrito de forma mais conveniente como:

CEOUE) + Qo (1 =2)u & X)dr + Qp [ 2w (& X)dr = Ug [ (1 -
%) " (& X)dT = Uy [,2q" (& X)dl = 0 (3.34)
A coordenada de x, que comeca no né geométrico a, pode ser levada para o

centro do elemento para coincidir com a coordenada adimensional —1 < ¢ < 1 dos
pontos de Gauss, conforme a Figura 9.

nd geometrico b né g eometnco b

E=-1
) ) nd geometrico a
né geometrico a

Figura 9 — Representacdo da transformagdo de coordenadas para a integracdo numérica do
elemento linear com interpolagdo retilinea.

Assim a parcela da interpolacdo referente ao n6 a pode ser transformada para as
coordenadas adimensionais de Gauss, ou seja:

1-2=1F (3.35)

=1+ (3.36)

Fazendo a correspondéncia de coordenadas:

6= R Ko (1% W) £ 161 (3:37)

H=-Y2 ”i(")( 2)RDN K, (i2) W (k) |G| (3.38)
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Onde W s&o os pesos de Gauss, conhecidos para cada ponto escolhido, r, € o raio
do ponto fonte a cada ponto de Gauss do somatorio, RDN € a derivada normal do raio
15, € &(k) é a posicdo de cada ponto de Gauss em seu sistema de coordenadas
correspondente.

A medida que os pontos fontes sdo alocados sobre os nds geométricos, situados
nas extremidades dos elementos de contorno, na auséncia de nds duplos (Brebbia, et al.,
1984) ha a geracao de coeficientes de influéncia de um ponto fonte (que se situa na
extremidade comum) para dois elementos de contorno. Percebe-se que nos elementos
constantes isto ndo ocorre, pois a extrapolacdo parte do centro para toda a extensao do
elemento. Desta forma, em cada ponto fonte haverd uma integracdo em elemento
singular em relacdo ao elemento anterior ao ponto em questdo e uma em relacdo ao
elemento posterior.

Para a integragédo singular em relagéo ao elemento posterior ao ponto fonte, da
equacéo (3.33) tem-se que:

CEOUE) + Qa frw' (& X)dl — Qu [ xw (& X)dT + Qp 7 fxu’ (& X)dr —
Ua " (& X)dT + Uy 7 [ xq" (5 X)dT — Uy 7 f1.x q°(§X)dl = 0 (3.39)

Ou de forma mais conveniente:

CEOUE + Qo (fuw' (& X)dr — 1 fxw' (8 X)dT) + @y 7 [ xu’ (§ X)dT —
Ua (Jpa" (& X)dT +2 [xq" (& X)dT) = Uyt frx q" (& X)dl = 0 (3.40)

Os coeficientes das matrizes G e H sao:

G* = [Lu*(&X)dl — % Joxu* (& X)dT (3.41)
G® =< fLxu(§ X)dr (3.42)
H® = [.q"(&X)dl + - fL.xq"(§ X)dT (3.43)
HP == [ x q" (& X)dT (3.44)

Para a integracdo analitica, novamente se tem os coeficientes da matriz H iguais a
zero, pois a distancia radial euclidiana é sempre ortogonal ao vetor normal para o
elemento singular em elementos de contorno retilineos, portanto o dr/dn = 0.

A primeira integral na equagdo (3.41) é a mesma que surge na modelagem com
elemento constante, tal integral existe e é convergente, ndo obstante ser improépria, vide
equacOes (3.28) e (3.29). Também ¢ impropria integral dada pela expressao (3.42) e que
também compde a segunda integral no lado direito da equagdo (3.41), essas integrais
podem ser escritas por (3.45).

%frxu*(f; X)dr = %if;r K, (i %) dr (3.45)
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Livros especializados como Abramowitz & Stegun (1964), mostram que:
[z Ky(2)dz = —z K, (2) + cte (3.46)

E possivel verificar que o produto da funcdo de Bessel de segunda espécie e
ordem um pelo argumento z existe, ndo obstante a parte real deste ndo ser definida em
z =0, que seria um dos limites da integracdo efetuada ao longo do elemento. No
entanto, o produto como um todo existe (parte real versus parte complexa) e
procedimentos matematicos avancados que ndo podem ser aqui investigados, garantem
tal resultado. A Figura 10 ilustra o exposto.

05 -

05F

-1l 081 061 -041 -021 0 021 041l 061l 081 11

Figura 10 - Integral da funcdo —zk,(z) no intervalo [0 — 1i; 0 + 1i], a curva azul é a
parte real da resposta, e a vermelha a parte complexa.

Entdo, quando o argumento tende a zero a integral da fungéo:
lim,_ ,—zK;(z) = —1 (3.47)
Concordando a coordenada cartesiana do elemento com a coordenada polar:
ko (i%)dr = S [7i% K (i2)dr = - [ ik, (l%)]z =

[— rK, (l%)]: (3.48)
Assim a segunda integral de (3.41), também presente em (3.42), é dada por (3.49):

1

Hrw @ xdr = [F5 K (1)) (3.49)
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Para a integracdo em relacdo do elemento singular anterior ao ponto fonte, tem-se
de forma similar desenvolvida para o elemento posterior:

C(EMUE) + Qa7 frxw' (& X)dl + Qp (fpu' (& X)dl = 2 fxu* (§ X)dT ) —
Uat fix 4" (& X)dT = Uy (f.q" (& X)dT +7 [ xq" (& X)dT) = 0 (3.50)

Os coeficientes das matrizes G e H sao:

G == fxu’ (& X)dr (3.51)
GP = [[u*(&X)dl — % Joxu (& X)dT (3.52)
H® == [ x q*(& X)dl (3.53)
HP = [.q"(&X)dl + - fxq"(§ X))dT (3.54)

Note que os termos integrais sdo 0s mesmo da integracdo singular para o elemento
posterior, se diferenciando em relacéo ao né referente.

Os elementos com interpolacdo linear apresentam dificuldades funcionais que néao
se apresentam nos elementos de extrapolacdo constante. Conforme ja mencionado, pelo
fato dos nds funcionais se localizarem nas extremidades, o mesmo né funcional
pertenceria a dois elementos adjacentes. Naturalmente, se esses elementos
apresentassem condicGes de contorno diferentes, 0 mesmo nd precisaria ter duas
condicdes diferentes prescritas e o uso do chamado n6 duplo seria indispensavel, ou
seja, seria necessario 0 uso de mais de um no6 nas posicdes onde hd mudanca de
condi¢cdes de contorno: um no para cada condicdo de contorno em cada elemento,
ambos com a mesma posi¢cdo geométrica.

O uso dos nds duplos soluciona o problema de condicGes de contorno diferentes
para elementos adjacentes, mas pode introduzir outro problema, a singularidade do
sistema linear da solucdo. Quando ambos 0s nés duplos tém condi¢des de contorno do
tipo potencial prescrito (condicdo de contorno essencial) as linhas do sistema linear
originadas por esses nos sdo iguais, pelo fato deles terem a mesma posicdo geométrica e
a solucdo fundamental ser de base radial. Assim a matriz G teria duas linhas iguais,
enquanto a vetor dos termos independentes sera diferentes para essas duas linhas devido
aos valores introduzidos pelo C(¢) na matriz H e tornaria a solucdo do sistema
impossivel. Esse fenémeno ndo ocorre para condi¢cdes de contorno de tipo diferentes,
pois as linhas nédo serdo iguais, ou ambas de fluxo prescrito (condicdo de contorno
natural), pois a matriz H é alterada para cada linha pelo C(§).

Uma solucdo para a singularidade criada pelo uso dos nos duplos é o afastamento
desses n6s. Ambos os nos sdo distanciados de sua posicdo original de modo a nédo
possuirem mais as mesmas coordenadas. Distanciamentos muito pequenos podem
persistir com a singularidade, e deslocamentos muito grandes podem descaracterizar o
problema, deve-se buscar um distanciamento ideal através de testes.
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O sistema linear resultante para os elementos retilineos com interpolacao linear €
da forma:

a N
[ o Hf, NHp, ] U,
Nk, % YHg, + "H3n | ) U
: : ; U
|"HE,  VHE, + VHL, A
SAGlal+SPG{11 SPG{)2+ NGfZ SAan_*_ NG{)TL Ql
SA SA S
NGL +54GE SAGH + 56 . NGg + Y6k, [) Q2 _ (3.55)
P+ V6 V6L +V6E, . SGE, + %GR, \Qn

Os coeficientes das matrizes G e H sdo compostos pelos termos integrais
referentes a cada n6, como cada nd tem participacdo em dois elementos cada coeficiente
dessas matrizes é composto de dois termos. Os termos com indice N s&o obtidos a partir
da integracdo numerica, SA é referente a integracdo analitica no elemento singular
anterior ao ponto fonte, e SP a integracdo analitica do elemento posterior ao ponto
fonte. Quando ha extrapolacdo constante no elemento, apenas os elementos da diagonal
da matriz sdo integrados analiticamente, aqui, também os termos dos no6s adjacentes ao
ponto fonte ttm um de seus termos integrados analiticamente, e outro integrado
numericamente.

Outra diferencga para com os elementos de extrapolagéo constante se da pelo C(§),
este assume valores de % quando o ponto fonte se localiza no centro dos elementos
retilineos, pois o angulo formado é sempre de 7 radianos. Para elementos retilineos com
interpolacdo linear este angulo pode variar para cada ponto fonte e depende do angulo «
formado entre dois elementos consecutivos.

Uma observacgdo importante com relacdo ao sistema matricial linear resultante se
refere ao fato de que as matrizes H e G dependem da frequéncia. Esta dependéncia
impede que o MECFD se adapte facilmente a solucdo de um problema de autovalor, ou
seja, 0 problema no qual se busca conhecer para quais frequéncias surgem
configurac@es de equilibrio envolvendo apenas as forcas de inércia e as forcas elasticas,
sem excitacdes externas. Nestas condigdes, sabidamente, caso a excitacdo esteja com a
mesma frequéncia que a frequéncia natural, o sistema responde armazenando
continuamente a energia externa, produzindo o fenémeno da ressonancia.

3.3.Solucéo do Sistema Linear resultante utilizando apenas parte real da matriz.

No artigo onde compara 0 MECDR com o MECFD, Zhu & Zhang (2007) fazem
uso de duas solugfes fundamentais para 0 MECFD, a solugéo fundamental que faz uso
completo da funcdo de Hankel (ja apresentada) e a solu¢do fundamental que faz uso de
apenas parte real da funcdo de Hankel (De Mey, 1976), conhecida como a funcdo de
Neumann. O argumento da fungdo de Neumann também envolve a frequéncia de
excitacao.
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A justificativa para a funcdo de Neumann como a solucdo fundamental se deve a
que a funcdo de Hankel é a solugdo fundamental e sua parte imaginéria (envolvendo a
funcdo de Bessel de primeira espécie) ndo possui singularidade no ponto fonte. Além
disso, para um problema fechado governado pela equacdo de Helmholtz, nenhuma
condicédo de contorno no infinito (usualmente algum tipo de condicédo de radiagéo, como
a condicdo de Sommerfeld) tem de ser satisfeita pela solucdo fundamental. Para
problemas de Helmholtz com dominio aberto, a funcdo de Neumann deixa de possuir 0s
atributos de uma solucdo fundamental, pois ndo atende a condicdo de radiacdo no
infinito (Shaw, 1979; Tai & Shaw, 1974).

Deve-se notar que se a solucdo fundamental é complexa (funcdo de Hankel) as
matrizes H e G também sdo complexas. Além do mais, se a funcdo de Hankel é usada
como funcdo de ponderacao, as variaveis u e g devem ser assumidas como complexas
também (a solucdo final é tomada como parte real da correspondente variavel
complexa).

Embora neste trabalho a solucdo fundamental utilizada seja em termos da funcgéo
de Bessel modificada e ndo da funcdo de Hankel, ha uma relacdo entre essas funcdes
dadas pelas equagdes D.05 ¢ D.06 no “Apéndice D - FuncGes de Bessel Modificadas”. E
entre a fungdo de Hankel e a fungdo de Bessel em C.03, no “Apéndice C - Funcgdes de
Bessel”.

O uso da funcao de Neumann favorece a simplicidade dos célculos, uma vez que o
nucleo das integrais de contorno é real, assim como todos os calculos subsequentes. O
desprezo da parte imaginaria do numero complexo da solucdo fundamental torna o
espaco funcional gerado pela solucdo fundamental menos afim com o problema,
gerando resultados menos exatos, entretanto o fato de trabalhar com ndmeros reais torna
os célculos mais simples e exigem um menor esfor¢o computacional. Para a viabilidade
do uso da funcdo de Neumann, espera-se que a perda da exatiddo da solucdo se mostre
pequena, e haja uma simplificacdo dos céalculos numéricos compensatoria.

Neste trabalho também se buscara uma alternativa ao uso de apenas parte real da
funcdo de Hankel, desprezando-se a parte imaginaria do sistema linear final, criado
pelas matrizes H e G. Assim como com o uso da funcdo de Neumann como solucao
fundamental, esse procedimento torna a solu¢do numérica completamente real abrindo
mdo da parte imaginaria das matrizes, mas dessa vez em um passo posterior no
algoritmo.

O sistema linear com uso de apenas parte real se resume a:

real(Hu— Gq) =0 (3.54)

Com a aplicacdo das condigdes de contorno, tem-se um sistema linear com
solucéo Unica e determinada, onde todos 0s termos sao reais:

dx=f (3.55)

O novo sistema linear é similar ao utilizado anteriormente, mas com todos os
coeficientes reais.
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4. Meétodo dos Elementos de Contorno com Integracéo Direta

FuncgOes escalares dependentes da distancia de um ponto base a outro ponto no
dominio, como as Funcdes de Base Radial (FBR) tém sido amplamente utilizadas para
superar problemas de geracdo de malhas complicadas e problemas de restruturacéo de
malhas através de métodos adaptativos, particularmente no contexto do Método dos
Elementos Finitos. Tais fungbes encontram respaldo sob a teoria moderna da
aproximacdo e sdo eficientes, sobretudo, quando se trata de aproximar dados esparsos
em varias dimens6es (Buhmann, 2003).

O MEC possui 6timo desempenho em aplicagdes onde os operadores se
caracterizam matematicamente como auto-adjuntos. No entanto, muitos problemas
praticos de interesse ndo sdo expressos por operadores diferenciais com tais
caracteristicas. Desta forma, se buscam novos métodos para uma melhor solugdo desses
problemas, particularmente para problemas dependentes do tempo ou com cargas no
interior do dominio.

Utilizando FBRs como forma de aproximacdo para chegar a uma forma integral
inversa, 0 Método dos Elementos de Contorno com Dupla Reciprocidade (MECDR)
(Partridge, et al., 1992) resolve equacdes diferenciais parciais com operadores que nao
sdo auto-adjuntos. De forma parecida com o MECDR, o Método dos Elementos de
Contorno com Integracdo Direta (MECID) se utiliza de aproximagdes com FBR para
aproximar o termo integral referente as acdes de dominio e discretiza-lo apenas no
contorno.

Todavia, diferentemente do MECDR, onde ha a formacdo de duas matrizes
auxiliares, na MECID todo o nucleo da integral de dominio do termo de inércia é
interpolado e discretizado em termos de integrais de contorno, aplicando o Teorema da
Divergéncia apds empregar-se uma funcdo primitiva da FBR. Assim, em razdo de sua
maior similaridade com um procedimento de interpolacdo simples, diferentes funcdes
radiais podem ser utilizadas sem problemas de instabilidade numérica, comuns com a
MECDR. Na MECID a quantidade de pélos internos tem uma grande importancia para
a exatidao do resultado, mas sendo necessario que haja uma quantidade minima deles
para o alcance de uma boa interpolacdo de todo nucleo da integral. Ja o MECDR, que
interpola apenas a variavel potencial e ndo todo o nulcleo da integral apresenta
resultados melhores para quantidades pequenas de pontos de informacdo interna
(Loeffler, et al., 2015a).

Ao realizar uma transformacdo que permite eliminar uma integral de dominio, ha
uma indiscutivel perda de precisdo, mas bastante aceitavel para aplicagdes em
engenharia. E uma formulagéo bastante flexivel, podendo ser utilizada juntamente com
algumas outras tecnicas numéricas, tais como o ajuste interno de graus de funcéo radiais
para interpolacdo, atraves dos quais muitos polos podem ser removidos, e se chegar a
um sistema final de equagfes mais reduzido sem perda apreciavel de precisdo, de
acordo com os resultados obtidos de um estudo anterior (Loeffler, et al., 2015a).

4.1.Formulagdo Matemaética
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Considera-se entdo a Equacdo de Helmholtz em sua forma integral forte,
conforme a equacéo (4.01):

JuzudQ = —Z’—,jfu u*dQ (4.01)
Sua forma integral inversa (Brebbia & Walker, 1980) é dada por:

c©Ou®) + fLu¥)q & X)dr — [LgX)u’ (& X)dl = -2 [ u(Ou’ (& X)d
(4.02)

Na MECID, a parte esquerda da equacao (4.02), referente ao operador laplaciano,
é tratada conforme o procedimento tradicional do MEC para Equacdo de Laplace e a
solucdo fundamental utilizada nessa formulacdo é a referente a essa mesma equacdo e
ndo a Equacdo de Helmholtz, conforme mostra a equacdo (4.03) (Brebbia & Walker,
1980).

u(§X) = - Inr(&:X) (4.03)

Naturalmente, isto representa uma perda de exatiddo com relacdo a formulacao
precedente, pois a luz da andlise funcional, o espaco gerado pela solucdo fundamental
de Laplace ndo € tdo eficaz para a minimizagdo de residuos numéricos num problema de
Helmholtz como a sua solugdo fundamental correlata (vide Eqg. 3.10). Entretanto, se o
nivel de aproximacdo adicional introduzido por esta simplificacdo for aceitavel aos
padrbes das solucbes de engenharia, ha possibilidade de um ganho em flexibilidade e
custo computacional, conforme sera examinado no capitulo das simulaces.

A integral do lado direito da equacdo (4.02) é referente ao termo de inércia. Nessa
formulacdo todo seu ndcleo é interpolado (equacdo 4.04) por fungbes de base radial
(FBR), de forma diferente de formula¢Ges como a Dupla Reciprocidade (Partridge, et
al., 1992), onde apenas o potencial ¢ interpolado.

uX)u (€, X) = *a®Fe(Xe; X) (4.04)

As fungbes utilizadas F¢ sdo FBR, que tem como argumento a distancia
Euclidiana r(X¢; X), onde X sdo pontos base, e X¢ pontos genéricos do dominio usados
para as interpolaces.

Outras funcdes que ndo sejam de base radial podem ser utilizadas; entretanto, as
FBR apresentam propriedades vantajosas como a simetria radial e valores sempre
positivos. O uso de funcOes radiais de suporte compacto (Floater & Iske, 1996) pode
oferecer economia de processamento consideravel para grande numero de dados, por
tornar o sistema linear correspondente a solugdo numérica esparso, mas ha também
problemas de exatid&o significativos (Zamprogno, 2013).
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Desta forma, na construgdo da matriz F, faz-se o calculo das fungdes de base
radial tomando todos os pontos de interpolacdo X¢ e relacionando-os com todos o0s
pontos base X apenas uma vez.

| Al = 1F1{%q} (4.05)

Como os coeficientes da matriz da solucdo fundamental mudam para cada posicéo
do &, os coeficientes da interpolacdo radial de todo nucleo da integral de dominio

referente a inércia, goz, devem mudar com o reposicionamento de &. Os coeficientes das
funcBes de interpolacdo de todo nucleo podem entdo ser obtidos para cada valor de &
pela relacdo (4.06).

{ fa} = [F]~? [ fA] (w} (4.06)

As funcdes de base radial utilizadas para as interpolacdes devem ter funcdes
primitivas que respeitem a relacdo (4.07):

Pé(Xe,X) = F(X% X) (4.07)

O uso de funcBes primitivas permite a aplicacdo do teorema da divergéncia na
integral de dominio restante na equacéo (4.02).

fﬂ< Eoé*tpfi(xe,x)> do = [ *aeWE(X®,X)n;(X)dl = *a [ n°(X®,X)dr
(4.08)

A equacéo (4.02) pode ser aproximada da forma:

c(©u(®) +
Jru(Xe)q* (& XO)dr - [ q(X)u* (& X)dr = — %[ {a® [p°(xe, X)dr|  (4.00)

Para cada ponto fonte ¢ a equacdo (4.02) se torna, para 0s n pontos base e [
pontos interpolantes:

CEOU®) + Heaua (& x1) + -+ + Henun (§ xn) — Geaua (§5%1) — . — Genun (%) =
fot ([, midn+ [, nydl+ -+ [ onkdh,) + fa? ([ nPdl + [, n3dl, + -+
frn nZ an) +..+ %a (frl ntarn + frz nydr, + -+ an n. an) (4.10)

Ou, agrupando a soma dos termos integrais.
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CEU) + Heug (§x1) + -+ Henun ($00) — Geaua (§5%1) — oo — Genun (§ %) =
Sal Ny + ‘a® N, + -+ ‘a' N, (4.11)

Com a discretizagdo da equacdo integral, feita através de procedimentos
tradicionais do MEC para o termo laplaciano (Brebbia & Walker, 1980) e o tratamento
para o termo referente & inércia pela formulagdo da Integracdo Direta (MECID), se
obtém o seguinte sistema de equacgdes em forma matricial, j& considerando a existéncia
de pontos internos interpolantes, cujas submatrizes estdo destacadas na expresséo
(4.12):

[Hcc Oci] {uc} _ [Gcc OCi] {qC} _ _
Hie I [ Gic  0;11q; c?

Os indices das submatrizes indicam onde h& a locacdo do ponto fonte & e em
relacdo onde hé integracdo. Na submatriz H;. por exemplo, hd a variacdo do ponto ¢
entre os pontos do interior do dominio integrando sobre os elementos do contorno.
Como ndo ha integracéo do contorno sobre o interior do dominio, essas submatrizes sdo
nulas, com excecdo da matriz I; que é a matriz identidade gerada pelos valores de C (&)
quando o ponto fonte ¢ esta localizado no interior do dominio ¢ tem valor igual a “1”.

4.2.Formacdo da Matriz de Inércia

Na equacdo (4.12) cada elemento do vetor A € construido de forma dada por
(4.13).

Ag = {N; Ny . N} : (4.13)

Como as funcBes de base radial fazem aproximacdo do nicleo da integral de
dominio, incluso o potencial, que é uma incognita de interesse para 0s problemas de
Helmholtz, é necessario explicitar esses valores desconhecidos do potencial nos pontos
base, que estdo embutidos nos vetores A;. Através do procedimento proposto, também
se explicitard uma matriz que é equivalente a matriz de massa em problemas de
dindmica escalar, como em problemas de acustica.

De acordo com a equagdo (4.06), os valores de Ay podem ser expressos por
(4.14).

F11 e Fln

Ag = {Nl NZ Nl} :
F® .. Fin

I Uy e TP
: : {} (4.14)

AL L A
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Em se tratando da parte direita da equacédo (4.09), os pontos fonte ndo podem ser
coincidentes com os pontos nodais, que se situam nas extremidades dos elementos de
contorno e nos quais se calculam os potenciais e suas derivadas normais para elementos
com interpolacdo linear, pois a solu¢do fundamental € singular quando a disténcia
euclidiana é igual a zero (vide equacdo 4.03). Dai, os valores do potencial e derivada
normal sdo tomados provisoriamente no centro dos elementos. Assim, no que tange a
interpolacdo, os pontos X¢ coincidem com os pontos deslocados X na aproximacao da
integral de dominio, por razBes de conveniéncia. Entretanto, montada a matriz de
inércia do sistema, os valores do potencial de interesse devem estar explicitados para
entrarem em concordancia com a parte esquerda da equagdo (4.12). Desta forma, se
utiliza uma matriz de interpolacdo @, que estabelece uma relacdo entre a posigédo
deslocada dos nos funcionais e sua posicdo original. O vetor de potenciais {u., u;}
representa os valores do potencial na sua posicdo original, no caso dos pontos de
contorno, sendo usados os elementos lineares, consiste da extremidade dos elementos;
guando nos pontos internos, a posicao deles coincide com a posic¢ao dos pontos fonte.

11 1ny~1[ 1p1 ... 1am
F F-” A A O, 07U

Ag = {Ny N ...N;} 0 @, {ul} (4.15)

g opinl [maroL o

A matriz @ transfere os valores obtidos nos pontos X¢ para as coordenadas dos
pontos fonte ¢.

A submatriz @ ., que relaciona 0s pontos no contorno, tem composicao simples
para 0s m pontos auxiliares de contorno. Tomaram-se os valores centralizados como a
média dos valores nodais nos extremos dos elementos para discretizacdo com elementos
lineares:

110 - 0 0 cont
£
gy cont ro 1 1 « 0 0] uy
u<21ux :lO 0 1 0 0 ug (416)
: A Pl :
um* [O 0 0 1 1J £
100 0 1 \uzf, )

Para os pontos internos, na submatriz &;;, foi preciso tomar uma estratégia mais
elaborada, na qual foram usadas interpolagdes com fungdes de base radial para
relacionar os pontos internos que serdo usados como ponto fonte (onde é de interesse
obter a solucdo numérica) e 0s pontos internos auxiliares que serviram apenas como
pontos interpoladores. O procedimento para o céalculo da submatriz &;; consiste das
etapas descritas a seguir.

Inicialmente, se determinam os coeficientes a referentes a interpolacdo dos g
pontos fontes internos:
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i o gy (2 "

us a;

2 = : .. : (4.17)
\: ) Fat .. F9

E possivel escrever a relacdo (4.17) em funcdo dos coeficientes de interpolacéo
dos pontos internos a;,;:

; 3
N int u
a; F11 .. pla)t !uél

a, Fat . Fa4

De posse dos coeficientes a;,, € possivel determinar os g pontos internos
auxiliares ou polos interpolantes:

udwn it e g
aux .

Ug Fs1 .. Fs1

a, int
{ 5 } (4.19)

Aq

E também possivel estabelecer uma relacdo direta entre os s pontos fonte do
interior com 0s g pontos internos auxiliares substituindo a equacdo (4.18) na (4.19).

U int F11 ... play[p1t ... play? uf ™
: =|: .. O : (4.20)
ug Fsto Fsallpar o peal (4

Existem outros processos para fazer a correlagdo exposta, alguns deles
provavelmente mais efetivos, embora este seja bastante simples. A relacdo entre a
quantidade de pontos de interpolacdo (polos) auxiliares e pontos fonte internos é
arbitraria. Os po6los auxiliam a construir a propriedade de inércia do sistema; os pontos
fonte internos auxiliam na insercdo de graus de liberdade do sistema. Simulagdes
computacionais preliminares indicam que os polos tém ligeira supremacia sobre 0s
pontos fonte internos, mas outros fatores podem influir: por exemplo, se todos 0s graus
de liberdade do contorno estdo prescritos, a importancia dos pontos fonte internos
aumenta.

Retomando a equacdo (4.15), o vetor N e a inversa da matriz de interpolacédo F
néo se alteram para cada ponto fonte e podem ser transformadas num vetor linha S.

Fli ... pln -1

{Sl Sn} == {Nl NZ Nl} .. .
F1 .. Fin

(4.21)




49

Assim, cada linha da matriz de massa, referente a um ponto fonte &, interno ou de
contorno pode ser gerada como:

T
M5y

1p1 1an
AL .o A
4M€2} = SZ : : CDCC 0 (4 22)
; : npL nan |l 0 i
W) s,
A matriz completa tem a forma:
Mee M _[52-w6 =16 o S 6= LA 0 07
M. My S;rur(E=mXY) o S,uwr@E=mX™IL0 Dyt

O sistema de equacdes lineares em sua forma completa é dado por (4.24).

HCC OCi] Uc _ Gcc OCi] qc _a)_z[Mcc Mci] U,
[Hic Iii {ul} GiC Oii {ql}_ c? Mic Mii {ul} (424)

Fazendo uma andlise deste sistema matricial final da MECID, vé-se que hd o
surgimento explicito de uma matriz associada a inércia do sistema. As matrizes H e G
ndo dependem da frequéncia, pois a solucdo fundamental empregada corresponde ao
problema de Laplace. Esta independéncia faz com que a MECID se adapte facilmente a
solugé@o de um problema de autovalor, tal como ocorre nos problemas discretizados pelo
Método dos Elementos Finitos e mesmo com o MEC, usando a formulagdo com Dupla
Reciprocidade.

Preliminarmente, devido aos bons resultados apresentados em outras aplicacdes, a
funcdo de base radial utilizada para ambos os processos de interpolacdo foi a funcédo
placa fina ou “thin plate radial basis function” dada pela equagao:

fr)=r?inr (4.25)

Ressalta-se que outras fun¢bes podem ser usadas com 0 mesmo proposito.
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5. Simulagbes Numéricas

Para as simulagdes dos dois métodos foram utilizados diferentes problemas fisicos
regidos pela Equacdo de Helmholtz, mas que possuem solucdo analitica conhecida.
Assim, as configuracbes geométricas dos problemas sdo bastante simples. Foram
tomadas dimensdes unitarias por conveniéncia. A frequéncia foi variada de forma a
testar os métodos para as diferentes condi¢cbes de excitagdo. Foi ainda utilizado o
Sistema Internacional de Unidades (SI).

Os experimentos numéricos realizados buscam comprovar a eficiéncia do MECID
através da comparacdo com o resultado obtido pelo MECFD, uma formulagao
tradicional e ja bem estudada do MEC, e comparar a aproximagdo dos resultados das
simulacfes com a solucdo analitica conhecida dos problemas determinados. Os testes
foram realizados com programas de Elementos de Contorno construidos em linguagem
Fortran e compilados pelo programa Microsoft Fortran PowerStation. O programa linear
do MECFD foi implementado pelo autor a partir do material fornecido pelo livro de
Dominguez (1993), cujo programa trabalha com elementos constantes.

Considerando os nés duplos nos vértices dos problemas solucionados por
elementos de interpolacéo linear, essas malhas possuem 4 nds funcionais a mais do que
as malhas com elementos constantes, usada e testada aqui na MECFD apenas para uma
avaliacdo da melhoria de desempenho produzida pelo uso de elementos lineares. Para a
formulagdo com Integracdo Direta, é imprescindivel a utilizacdo de pontos internos
interpolantes e também de pontos fonte no interior, para gerar os graus de liberdade
necessarios. Este tipo de problema ndo ocorre, pelo menos na mesma intensidade, com a
formulacdo do MEC dependente da frequéncia, pois ambas as matrizes H e G sédo
dindmicas.

Ja no caso de um problema de autovalor, a MECFD ndo pode ser aplicada,
primeiramente porque as frequéncias estdo embutidas nas proprias matrizes. No caso da
MECID, havendo total prescricdo do potencial no contorno, o sistema final de equagdes
fica degenerado, sem graus de liberdade, se ndo houver pontos internos. Isto néo
acontece nos métodos de dominio, como o Método dos Elementos Finitos, pois
naturalmente ha graus de liberdade no interior.

A variacdo das malhas procura aferir o seguinte: a eficiéncia do método com o
refinamento, os efeitos que resultam do aumento da densidade de pontos de informacéo;
e ainda o efeitos dos pontos de colocagdo ou pontos fonte, que fornecem os graus de
liberdade do sistema.

Para se quantificar a aproximacdo do resultado exato obtida pelos métodos, 0s
valores obtidos numericamente no contorno do problema foram comparados com 0s
obtidos analiticamente em cada no, estabelecendo assim um critério de erro.
Comparam-se os valores do potencial onde a derivada normal foi prescrita (condi¢des
de contorno de naturais) e das derivadas normais onde os potenciais foram prescritos
(condicBes de contorno de essenciais) com os valores analiticos conhecidos. Quando
foram prescritas apenas condi¢des de contorno essenciais, o calculo do erro do potencial
foi feito com valores do interior do dominio.
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Para essas comparacOes foram utilizados dois critérios de erro, o erro absoluto e o
erro ponderado pelo méximo valor analitico no problema. O erro absoluto é
estabelecido como o modulo da diferenca entre o valor da varidvel de interesse
(potencial ou derivada normal do potencial) calculada numericamente e calculada
analiticamente.

erro(%) = |[Unyumerico — Uanaiiticoll * 100 (5.01)
No critério de erro ponderado a diferenca absoluta entre o valor numérico e

analitico é dividida pelo modulo méaximo do valor analitico da variavel de interesse
encontrado em todo o dominio do problema, ou seja:

erro(%) — llunumerico—Uanatiticoll 100 (502)

lwmax.anaiiticoll

Onde u,umerico € 0 Valor da variavel de interesse encontrado através do método
numeérico para um determinado ponto, Ugnaitico € O Valor analitico para o
correspondente ponto € U,y analitico © Maximo valor analitico calculado da através de
mil amostras igualmente espacadas no dominio do problema para cada frequéncia de
excitacdo. O erro médio para cada frequéncia excitacéo foi, entdo, a média aritmética do
erro para cada ponto amostral.

Detalhando o critério exposto: os valores analiticos do potencial, e sua derivada na
direcdo x e na direcdo y, foram calculados através de suas expressdes analiticas, em uma
grande quantidade de pontos espalhados homogeneamente pelo dominio, de forma a
estabelecer um valor maximo analitico no problema para cada frequéncia de excitacao.
Estes maximos calculados em cada frequéncia de excitacdo foram utilizados no calculo
do erro ponderado, de forma a normalizar o erro com os valores reais encontrados no
problema solucionado.

Para impedir que variacdes no valor méximo analitico utilizado como
denominador da expressdo do erro ponderado passe a impressdo de um diferente
desempenho da aproximacdo numérica também foi utilizado o conceito de erro
absoluto. Este é composta apenas a diferenca entre a analise e valores numéricos,
dividido pelo nimero de nos considerados para a medicao.

5.1.Primeiro Problema

O primeiro problema simulado é uma membrana eldstica com geometria e
condigdes de contorno dadas pela Figura 11.
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du =0
an(x' )=

u(0,y)=0
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“(1,y) =1
n )=
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ou (x,0) =0
—(x,0) =
on
x
Figura 11 - Condices de contorno para o problema da barra eléstica carregada.

Apesar de ser feita uma discretizacdo bidimensional, devido a simetria da
geometria, pode ser modelado matematicamente como um problema unidimensional de
acordo com a equacdo (5.03).

T = —w?u(x) (503

A solucdo analitica para a equacdo (5.03) pode ser obtida facilmente, dada pela
equacéo (5.04):

u(x) = sen(wx) (5.04)

w cos(w)
Na equacdo (5.05) a sua derivada em relacdo a x é:

ou(x) _ cos(wx) (5 05)

ax cos(w)

A solucdo analitica é valida para quando as frequéncias de excitacdo sdo tais que
cos(w) # 0, ou seja, para frequéncias distintas de w, = nm/2, coOm n um numero
inteiro impar, (no intervalo das simulagdes as frequéncias naturais sdo: 1,571; 4,712,
7,854; 10,996; 14,137). Quando a frequéncia de excitacdo utilizada na simulagdo esta
muito proxima a frequéncia natural do problema, a solucdo analitica tende ao infinito e
espera-se uma resposta instavel do método numeérico, obtendo picos de erros.

Frequéncias utilizadas para as simulag¢fes sdo de 1,00; 1,50; 2,00; 2,50; 3,00;
3,50; 4,00; 4,50; 5,20; 5,50; 6,00; 6,50; 7,00; 7,50; 8,00; 8,50; 9,00; 9,50; 10,20; 10,50;
11,00; 11,50; 12,00; 12,70; 13,00; 13,50; 14,00; 14,50; 15,00 para elementos com
interpolacdo linear. Para os elementos de extrapolacdo constante, a frequéncia de 8,00
foi substituida por 8,20, pois na malha menos refinada o algoritmo acusava erro de
singularidade por estar muito proxima a uma frequéncia natural.

Quando a frequéncia de excitacdo utilizada na simulacdo estd muito proxima a
frequéncias natural o grafico do erro apresentara pico de erros devido aos altos valores
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analiticos obtidos, ou pode nédo ser possivel obter resposta numérica. Devido ao grande
namero de frequéncias de excitacdo proximas a frequéncias naturais, espera-se que as
curvas de erro geradas possuam muitas oscilages no intervalo de frequéncias simulado.
Importa destacar que o processo de discretizacdo implica num erro na avaliacéo
das propriedades fisicas do problema; comumente, a estrutura fica enrijecida e no caso
da dindmica, ha tendéncia em se ampliar os valores das frequéncias naturais.
Naturalmente, este fendmeno se sobressai nas malhas menos refinadas, pois tem
reduzido numero de graus de liberdade, e também maiores frequéncias de excitacao.

5.1.1 Simula¢6es MECFD com interpolacdo linear

Na Figura 12, resultados do MECFD com elemento retilineo e interpolacao linear:

Potencial
1000,000
100,000
®
2 10,000 -
-
e 160 El. Cont
= 1,000
g ——80 El. Cont
£ 0100 -
e . 40 El. Cont
-]
S 0010 - ~——16 El. Cont
L=
“ 0,001
0,000 -
Frequéncia de excitagdo (w)
Derivada Normal
1000,000 -
. 100,000
®
£ 10,000 -
-
k- —— 160 El. Cont
= 1,000
‘E 0,00 '00 =80 El. Cont
o 0,100 ~ 40 El. Cont
']
‘; 0,010 - 16 El. Cont
=
“ 0,001
0,000 -
Frequéncia de excitagdo (w)

Figura 12 — Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema da barra elastica
pelo MECFD com elementos de interpolacdo linear, malhas de 16, 40, 80 e 160 elementos de contorno.
Erro calculado no potencial (grafico acima) e erro calculado para a derivada normal (grafico abaixo).

A Figura 12 traz o comportamento do erro médio ponderado para as frequéncias
simuladas do potencial e sua derivada normal em malhas de 16, 40, 80 e 160 elementos
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com interpolacédo linear. A varidvel potencial e sua derivada normal foram calculadas
apenas no contorno. Pela comparacao desses graficos, pode-se notar que de forma geral,
para as frequéncias simuladas ha uma clara queda do erro médio ponderado com o
refinamento das malhas. Nota-se que o erro para a derivada normal da variavel bésica se
encontra muito proximo ao erro do potencial para todas as malhas e frequéncias.

Todos os graficos apresentam muitos picos de erro devido ao grande nimero de
frequéncias naturais que ocorrem proximo as frequéncias de excitacdo simuladas e a
instabilidade gerada por essas frequéncias. Mesmo para a malha de 160 elementos que
alcancou erros menores que 0,1% para frequéncias de excitacdo mais baixas, esses picos
elevaram o erro a mais de 10% quando muito préximos a frequéncia natural de w,, =
10,996. Essa frequéncia em particular se destaca por estar muito proxima a frequéncia
de excitacdo utilizada de w = 11 e por isso produz grandes picos de erro, mesmo para
malhas de alto refinamento como a de 160 elementos. Para malhas de menor
refinamento, mesmo as frequéncias mais distantes da frequéncia natural podem produzir
grandes picos de erro devido as inexatiddes do método numérico.

Outra frequéncia de destaque, que teve instabilidade acentuada nos testes com
malhas grosseiras na interpolacdo linear e em todas as malhas para o calculo do
potencial da extrapolacdo constante foi a de w = 6,5, préximo a frequéncia natural
w, = 6,2831.

Ao observar os gréaficos, nota-se uma tendéncia do erro médio em se reduzir
localmente, embora haja um aumento da frequéncia de excitacdo. Esse fenbmeno se
origina do fato do erro médio ponderado ndo depender somente da diferenca entre os
valores numéricos e analiticos, mas também do maximo valor analitico do problema.
Este, por ser dado em termos de funcGes harmonicas, pode se reduzir ou aumentar
conforme a frequéncia, alterando o denominador da medida de erro e impedindo uma
comparagdo mais equanime entre os erros para diferentes frequéncias.

Apesar dos picos de erro, devido as frequéncias de excitacdo estarem muito
préximas das frequéncias naturais do sistema, para malhas refinadas foram encontrados
resultados satisfatorios quando suficientemente refinadas.

Nos graficos que se seguem, dados na Figura 13, sdo apresentadas as curvas de
erro médio ponderado, erro absoluto e maximo analitico para simulacdo do potencial
com 80 elementos de contorno.
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Figura 13 - Erro médio ponderado (curva verde), erro médio absoluto (curva azul) e valores
maximos analiticos (curva vermelha)para o potencial e derivada no contorno do problema da barra
elastica simulado com 80 elementos de contorno, a esquerda com elementos interpolados linearmente.

O objetivo destes graficos é mostrar que efetivamente o valor do denominador da
medida de erro altera localmente o perfil da curva, produzindo erros menores em
frequéncias mais altas. A curva de valores méaximos analiticos pode diminuir com o
aumento da frequéncia, pois o valor da frequéncia encontra-se no seu denominador
(vide Eq. 5.04).

Ressalta-se que a curva de valores analiticos foi tracada de modo discreto e por
isso ndao foram apresentados os picos referentes a ressonancia nas curvas, gue ocorreram
em 6,50 e 12,70. Mas, mesmo assim, esses picos ocorreram para a curva de erro
absoluto e consequentemente para 0 erro ponderado, por estarem proximas as
frequéncias naturais em 6,283 e 12,566, sugerindo que o método é susceptivel aos
valores préximos, embora ndo exatos, da ressonancia.

Também as frequéncias de excitacdo 1,50; 4,50; 8,00; 11,00; 14,00 se
aproximaram muito das frequéncias naturais 1,571; 4,712; 7,854; 10,996; 14,137 e
provocaram a instabilidade relativa, com picos de erro.

Ambas as curvas de erro ponderado e absoluto aumentam o erro com o aumento
da frequéncia, mas a curva de erro ponderado sobe a uma taxa maior que a de erro
absoluto, devido ao decaimento da curva de valor méximo analitico para o potencial
com o aumento da frequéncia de excitacdo. Ressalta-se que esse aumento pode dar a
impressdo de o método ser menos exato para frequéncias mais altas, apesar de nao haver
um aumento tdo grande no erro absoluto.

No que se refere as derivadas, apesar da captagdo de picos no entorno dos valores
de ressonéncia, pode-se verificar que a curva do valor analitico maximo tende a
permanecer estavel (vide Eg. 5.5), préximo a um valor médio fixo um pouco acima da
unidade. Isto faz com que a curva do erro ponderado acompanhe a curva do erro
absoluto, mas sempre tenha erros menores. Porém, apesar disso, 0s dois erros — o
ponderado e o absoluto - tendem a aumentar para as simula¢cdes com frequéncias mais
altas mesmo quando usados os elementos com interpolacdo linear, sugerindo a esperada
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perda de eficiéncia do método para a simulacéo da resposta em condicGes de excitacdo

mais altas.

5.1.2 Simula¢6es MECFD com interpolacdo constante

Os resultados das simulagdes para o MECFD com elemento retilineo e
extrapolacdo constante seguem na Figura 14:
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Figura 14 - Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema da barra elastica
pelo MECFD com elementos de extrapolacdo constante, malhas de 16, 40, 80 e 160 elementos de
contorno. Erro calculado no potencial (grafico acima) e erro calculado para a derivada normal (grafico

abaixo).

E possivel notar que ha convergéncia com o refinamento da malha, ou seja, 0s
erros médios ponderados de forma geral diminuiram com o aumento da quantidade de
pontos nodais. Tambem se observa que 0s picos de erro tém uma amplitude menor e
aparecerem com menor amplitude nas malhas mais refinadas. O erro no potencial tem
uma taxa de convergéncia para o valor analitico com o refinamento da malha maior do
que o da derivada normal, ou seja, a curva de erro no potencial se reduziu mais que a
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curva referente a derivada normal com o refinamento. Se para 16 elementos elas estdo
com valores de erros relativamente muito semelhantes, com 160 elementos a curva de
erro do potencial atinge valores préximos a 0,05% enquanto a da derivada normal atinge
valores préximos a 0,7%.

Curiosamente, apesar de apresentar erros maiores, a curva da derivada normal é
menos influenciada pelo aumento da frequéncia, com um aumento menor do erro com o
crescimento da frequéncia, em uma comparacdo com a curva do potencial, quando
desconsiderados os picos. E, portanto, mais suave que a curva do potencial e apresenta
menos picos de erro, sendo o Unico que se destaca para a malha de 160 elementos o de
w = 11.

Cabe destacar que por raz@es ja expostas, 0 denominador da formula de erro do
potencial pode estar crescendo bastante (comparar eg. 5.04 com 5.05) fazendo com que
a afericdo equanime do erro entre o potencial e a derivada fique mais dificil.

Comparativamente ao elemento com interpolacéo linear, os valores obtidos para a
interpolacdo constante somente apresentaram erros significativamente maiores para as
frequéncias mais baixas (comparem-se as Figura 12 e Figura 14). Para as frequéncias
mais altas ou malhas com menos refinamento a diferenca ja ndo foi tdo significativa.

Tal como foi mostrado anteriormente para o elemento isoparamétrico linear, sdo
mostradas a seguir as curvas de erro médio ponderado, erro absoluto e méximo analitico
para simulacdo da derivada normal da varidvel basica com elementos retilineos e
extrapolacéo constante, 80 elementos de contorno, Figura 15:
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Figura 15 - Erro médio ponderado (curva verde), erro médio absoluto (curva azul) e valores
maximos analiticos (curva vermelha) para o potencial e a derivada normal do contorno do problema da
barra elastica simulado com 80 elementos de contorno, a esquerda com elementos de extrapolagdo
constante.

5.1.3 Simulagdes MECFD com interpolacéo linear e parte real da matriz

Os resultados das simulagdes para 0 MECFD com uso de apenas parte real da
matriz do sistema algébrico final, usando o elemento de contorno com interpolacdo
linear sdo mostrados na Figura 16:
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Figura 16 - Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema da barra elastica
pelo MECFD com elementos de interpolacdo linear utilizando apenas a parte real da matriz do sistema
linear resultante, malhas de 16, 40, 80 e 160 elementos de contorno. Erro calculado no potencial (grafico
acima) e erro calculado para a derivada normal (grafico abaixo).

As curvas apresentam convergéncia com o refinamento da malha, erros menores
para as frequéncias mais baixas e as curvas de potencial e derivada normal com erro
médio percentual com valores proximos. Contudo, a curva de erro potencial apresentou
resultados levemente melhores apenas em frequéncias de excitagdo mais baixas.

Destaque para a frequéncia de excitacdo de w = 1,5 que estd proxima a
frequéncia natural w, = 1,5707, onde ocorre um pico de erro com grande amplitude em
todas as malhas.

As curvas de erro com 0 uso da parte real da matriz linear dos elementos de
interpolagdo linear tém um comportamento similar ao uso do elemento com
interpolacdo linear, mas com picos de erro de maior amplitude. Em especial nas
frequéncias mais altas apresentadas, deixou a desejar quando comparado a interpolacao
linear com uso de toda a matriz do sistema linear resultante.

Quando comparadas as curvas geradas pelo método com uso de extrapolacdo
constante, obtiveram-se erros menores para as frequéncias mais baixas, e erros maiores
para as frequéncias mais altas.
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5.1.4 Simula¢6es MECFD com interpolacdo constante e parte real da matriz

Os resultados das simulacbes para 0 MECFD com elemento retilineo e

extrapolacdo constante com uso de apenas parte real da matriz final para a solugdo do
sistema linear sdo mostrados na Figura 17.
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Figura 17 - Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema da barra elastica
pelo MECFD com elementos de extrapolacdo constante utilizando apenas a parte real da matriz do
sistema linear resultante, malhas de 16, 40, 80 e 160 elementos de contorno. Erro calculado no potencial
(gréafico acima) e erro calculado para a derivada normal (grafico abaixo).

Assim, 0 uso de apenas parte real do sistema linear do elemento com extrapolacao
constante a resposta se mostrou pouco consistente em relagédo aos demais, com grande
quantidade de picos de erros com valores maximos muito altos. A curva de erro do
potencial apresentou uma convergéncia maior que a da derivada normal com o
refinamento da malha, e apesar de apresentar erros similares para as malhas mais
grosseiras, para as malhas mais refinadas chegou a apresentar erros 10 vezes menores
para frequéncias mais baixas. Ou seja, enquanto o modelo com resposta complexa
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apresenta a uma melhoria da resposta com o refinamento, o0 modelo com apenas
contetdo real na matriz final do sistema se mostra pouco sensivel ao refinamento neste
caso.

Em sintese, essa configuracdo sem a parte complexa da matriz final do sistema
apresentou erros maiores do que a mesma configuragdo usando o elemento com
interpolacdo linear comum, para a faixa de frequéncia testada, com muitos picos de erro
se sobressaindo na curva de erro. Comparado ao elemento com extrapolacdo constante
simples com parte complexa, apresentou resultados piores e grande perda da suavidade
da curva.

5.1.5 Simula¢6es MECID com elementos isoparamétricos lineares

Para as simulagdes do MECID foi utilizada uma quantidade ligeiramente menor
de pontos fonte internos do que de polos internos, uma vez que estes ultimos atuam na
representacdo da inércia do sistema e tendem a ser mais importantes para um melhor
desempenho. E importante destacar que os pontos fontes internos geram graus de
liberdade assim como o0s nos nés de contorno. Graus de liberdade adicionais s&o muito
importantes em analises dinamicas, especialmente em técnicas de contorno que
prescrevem condi¢fes de contorno essenciais e reduzem a quantidade de graus de
liberdade.

Para as simulacfes da Figura 18 foram usadas duas diferentes malhas: com 84 noés
de contorno (80 elementos com interpolacdo linear), 80 pontos fonte internos e 144
polos internos; e com 164 nds de contorno (160 elementos com interpolacéo linear), 144
pontos fonte internos e 259 polos internos.
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Figura 18 — Simulacdo da solucdo do primeiro problema pelo MECID com elemento de
interpolaco linear e f(r) = r?In (r) como fungéo de interpolago radial para o potencial.

Devido ao erro da aproximacdo da matriz de inércia com funcdes de base radial,
alguns modos de vibragdo transversal sdo excitados e, portanto, capturados nas curvas
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de erro, provocando picos de erro em frequéncias diferentes das frequéncias naturais
esperadas.

Para ambas as malhas se percebem o acréscimo do erro com o aumento da
frequéncia de excitacdo. Comparativamente a MECFD h& uma queda mais acentuada de
desempenho para frequéncias mais altas. Esse aumento do erro decorre da multiplicagéo
da matriz de massa pelo quadrado da frequéncia de excitagdo. Como tal matriz é
construida por funcdes radiais, os erros de interpolacdo da matriz de massa se tornam
mais acentuados no sistema linear com o aumento da frequéncia.

Na Figura 19 é exibida a comparacgdo das curvas de erro obtidas com simulacfes
no MECID e MECFD com malhas de 160 elementos de contorno. No MECID foi
utilizado 144 pontos fonte internos e 259 poélos internos. Com o aumento da frequéncia
de excitagdo, pode-se avaliar qualitativamente a perda de precisdo da aproximagéo da
matriz de massa construida pelo MECID com relacdo ao MECFD, um método que ndo
se utiliza de tal aproximacao.
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Figura 19 — Comparacdo entre a curva de erro médio ponderado obtido pelo MECID e o pelo
MECFD para o potencial da variavel basica nas malhas de 160 elementos.

Desde que a malha seja contemplada com uma quantidade adequada de poélos, o
MECID apresentou resultados satisfatorios, com o erro médio ponderado menor que 1%
para malha de 160 elementos, quando a frequéncia de excitacdo ndo estava muito
proxima a frequéncia natural.

No geral notam-se menores picos de erro no MECFD para frequéncias mais altas
apesar de ambos os métodos tenderem a apresentar erros maiores nessas frequéncias.
Neste grafico foi omitida a frequéncia de excitacdo de 11 (proxima a frequéncia natural
de 10,99), onde se apresenta um erro muito alto por estar extremamente proximo a uma
frequéncia natural, e se extrapola a escala grafica apresentada. Apesar dos picos de erros
ambos os métodos apresentaram bom desempenho na solugcdo do problema, desde que o
MECID tenha uma quantidade adequada de polos internos.

Quanto a questdo da alteracdo dos valores da frequéncia natural pelo
enrijecimento do sistema, a questdo fica mais complexa. Ha outro fator envolvido. O
uso de funces radiais para simular a inércia do sistema induz uma tendéncia oposta, ou
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seja, produz uma reducdo das frequéncias naturais devido a ma aproximacdo das
propriedades de inércia. Este efeito foi observado em diversas simulagdes,
particularmente no célculo da area sob superficies, que usualmente ficavam menores do
que o devido (Cruz, 2009). O efeito final, se as frequéncias sdao aumentadas ou
reduzidas depende, portanto, da magnitude de cada fator.

5.2.Segundo Problema
Outro problema harmdnico é resolvido, mas agora de natureza efetivamente

bidimensional. Trata-se de uma membrana, que é excitada de acordo com as condigdes
de contorno apresentadas na Figura 20:

u(x,1) =0
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Figura 20 - Condigdes de contorno para o problema da membrana carregada.

Como todas as condicdes de contorno sdo do tipo essencial, para o célculo do erro
serdo utilizados os valores das derivadas normais no contorno e os valores de potencial
retirados internamente.

A equacdo que governo o problema da membrana carregada é a equacao (5.06):

k[(G3)+ (ZTu)] = —w’u (5.06)

Para este caso, a solucdo analitica obtida pelo método de separacédo de variaveis €
dada pela equacéo (5.07):

_ sen(x\/wz—nz)sen(g) 507
uly) = — e (5.07)
A equacdo (5.07) pode ser facilmente derivada por x, em (5.08):
du(xy) (sz—nz)cos(x\/wz—nz)sen(%) (5.08)

ax sen(Vw?z-n2)

E derivada por y na equacéo (5.09):
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ou(xy) (%)Sen(xm)cos(g)
ay sen(Vw2-n2)

(5.09)

Nas equacoes (5.07), (5.08) e (5.09), como a funcdo seno ndo pode ter argumentos
imagindrios, w? > 1?2, as frequéncias utilizadas para as simulacdes partiram de 4,0, séo:
4,0;4,5;5,2;5,5; 6,0; 6,5; 7,0; 7,5; 8.5; 9.0; 9,5; 10,2; 10,5; 11,0; 11,5; 12,0; 12,7, 13,0;
13,5; 14,0; 14,5; 15,0.

O potencial tende ao infinito quando:

sen(Nw? —m2) =0 (5.10)

A condicdo da equacdo (5.10) € estabelecida quando a frequéncia de excitagdo é
igual & frequéncia natural do sistema, dada por (5.11):

w =+/(n?+ 1)m? (5.11)

Com n > 0. As frequéncias naturais no intervalo de testes sdo: 4,443; 7,025;
9,935; 12,953. Tais frequéncias sao longitudinais, ou seja, estdo associadas ao
carregamento imposto, que atua na dire¢do x. No entanto, devido ao carater
bidimensional do problema e ao fato de se introduzirem aproximacdes relacionadas ao
processo de discretizacdo, erros numéricos se interpdem na resposta e frequéncias
relacionadas ao movimento transversal aparecem no espectro de resposta, sobretudo
quando a frequéncia de excitacdo esta proxima da frequéncia discreta de ressonancia.

Por ser um problema bidimensional, aliado ao fato de apenas condices de
contorno do tipo essencial serem prescritas — 0 que implica em um enrijecimento maior
deste caso em comparacdo com o anterior - amplia consideradamente o espectro de
frequéncias naturais captadas e proximidade entre elas. Assim sendo, a complexidade
numeérica deste caso € significativamente maior do que a do caso previamente
examinado.

5.2.1 Simulagdes MECFD com elementos isoparamétricos lineares

Os resultados das simulacbes para o MECFD com elemento retilineo e
interpolacdo linear em formas de graficos para o erro medio ponderado estdo na Figura
21:
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Figura 21 - Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema da membrana
carregada pelo MECFD com elementos de interpolacdo linear, erro calculado no potencial (gréfico acima)
e erro calculado para a derivada normal (gréfico abaixo).

N&o obstante a maior complexidade desse problema, ainda assim foram atingidos
bons resultados para o potencial e sua derivada normal, em especial o potencial que com
malhas mais refinadas atingiu erros menores que 0,01%. E notavel a menor quantidade
de picos de erro nesse problema, devido ao menor numero de frequéncias naturais
presente no intervalo de frequéncias simulado.

A curva de erro do potencial mostrou uma reducdo com o aumento do refinamento
das malhas, enquanto a curva da derivada normal apresentou um perfil mais estavel para
todas as malhas, com uma timida diminui¢do do erro no geral. Percebe-se que com o
refinamento da malha de 160 elementos para 320, a derivada normal ndo apresentou
uma reducao significativa no erro, diferentemente do potencial.

Problemas nos quais apenas condi¢cdes essenciais sdo prescritas - sendo assim
calculadas as derivadas normais - apresentam maior dificuldade na simulagcdo numerica,
relativamente ao alcance de maior precisdo nos resultados. As derivadas exigem maior
robustez do método de solucdo, pois se originam da diferenciacdo da variavel basica do
problema. Isto justifica a menor precisdo no célculo dessas derivadas no contorno em
todas as simulagdes mostradas na Figura 21.
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A captacdo das ja mencionadas frequéncias naturais transversais se amplia com a
discretizacdo, por uma razdo ndo muito clara. Pode-se cogitar que os erros de
discretizacdo se reduzem com o refinamento da malha, mas que por outro lado, a

sensibilidade do modelo se amplia, parecendo justificar o comportamento da curva de
erro do potencial.

5.2.2 Simulagdes MECFD com elementos constantes

As simulacBes da solugdo do segundo problema pelo MECFD com elemento
retilineo com extrapolacdo constante estdo na Figura 22
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Figura 22 - Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema da membrana
carregada pelo MECFD com elementos de extrapolacdo constante, erro calculado no potencial (grafico
acima) e erro calculado para a derivada normal (gréfico abaixo).

Nota-se também a maior precisdo dos valores de potencial do que para derivadas,
sobretudo para as frequéncias mais baixas, assim como ja havia sido detectados com o
uso de elementos de interpolagédo linear. A curva de erro potencial para este tipo de
interpolacdo teve picos de maior amplitude. Entretanto, a de derivada normal fica mais
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susceptivel a ressonancia na malha mais rica de 320 elementos de contorno, aparecendo
picos de erro na curva que tinha um comportamento quase constante com as malhas de
80 e 160 elementos de contorno. A convergéncia para o valor analitico com o
refinamento foi alcangado em todas as simulages.

De forma geral, as simulagdes com malhas utilizando elementos de extrapolacéo
constante alcancaram resultados de erro médio ponderado menor que 0S erros
encontrados para elementos de interpolacdo linear. Isto € mais perceptivel para as
malhas mais pobres. Naturalmente, se 0 espectro de resposta abrangesse um conteddo
mais amplo de frequéncias, talvez este efeito desaparecesse, em razdo da maior
potencialidade dos elementos lineares.

5.2.3 Simula¢6es MECFD com elementos lineares e parte real

As simulagdes do MECFD com elemento retilineo e interpolacdo linear com uso
de apenas parte real do sistema linear resultante consta na Figura 23.
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Figura 23 - Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema da membrana
carregada pelo MECFD com elementos de interpolagdo linear utilizando apenas a parte real da matriz do
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sistema linear resultante, erro calculado no potencial (grafico acima) e erro calculado para a derivada
normal (grafico abaixo).

Conforme esperado, o erro no calculo do potencial se mostrou mais reduzido do
que o da derivada normal em todas as configuracdes de malha. As oscila¢fes devido a
captacdo ou proximidade de uma frequéncia natural se ampliam e isto € mais
pronunciado na determinacdo da derivada normal.

Os erros sdo relativamente pequenos, particularmente para o potencial, mas no
caso da derivada normal ndo se reduzem sensivelmente, mesmo com o refinamento da
malha. Curvas de erro sdo muito parecidas com as obtidas com o elemento linear com a
parte complexa e real do sistema linear final. Ha diferenca maior na malha mais
refinada, a qual estad muito oscilante e com resultados piores para frequéncias altas.

5.2.4 Simula¢6es MECFD com elementos constantes e parte real

Na Figura 24 estdo os resultados obtidos usando o MECFD com de elemento
retilineo e extrapolacdo constante com uso de somente parte real do sistema linear final.
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Figura 24 - Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema da membrana
carregada pelo MECFD com elementos de extrapolagdo constante utilizando apenas a parte real da matriz
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do sistema linear resultante, erro calculado no potencial (grafico acima) e erro calculado para a derivada
normal (grafico abaixo).

Em termos gerais, aparentemente todas as configuracdes de malha oscilam mais
que as simulagdes onde foi utilizado o sistema linear final completo. E preciso notar que
este tipo de modelo, que despreza a parte complexa da solugdo, consiste numa
aproximagdo cujas consequéncias na precisdo da resposta precisam ser mais bem
avaliadas.

Assim como observado na simulagdo com elementos de interpolacgéo linear, o uso
apenas da parte real da solucdo com elementos constantes apresentou resultados com
grande oscilacdo para a malha de 320 elementos, resultados piores do que os obtidos
com a malha de 160 elementos. Este € um comportamento fora do esperado. Ainda
assim as malhas de 80 elementos ou mais apresentaram grande maioria dos resultados
menos que 1%.

Todas as simulagdes com malhas com refinamento maior igual a 80 elementos de
contorno atingiram resultados da ordem de 1% mesmo com o0s picos de erros
relacionados a proximidade as frequéncias naturais, proporcionando bons resultados
para a solucdo do exemplo considerado pelo MECFD.

5.2.5 Comparativo de entre as medidas de erro

Os erros medio ponderado, absoluto e méaximo analitico para simulacdo do
potencial interno com elementos retilineos e extrapolacdo constante com 320 elementos
de contorno, conforme Figura 25:
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Figura 25 - Erro médio ponderado (curva verde), erro médio absoluto (curva azul) e valores
maximos analiticos (curva vermelha) para o potencial do problema da membrana carregada simulado com
320 elementos de contorno, a esquerda com elementos interpolados linearmente e a direita com elementos
de extrapolag8o constante.
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O valor do potencial analitico é proximo a unidade para a maior parte da curva,
aumentando apenas onde ocorrem as frequéncias naturais. Por esse motivo h& pouca
diferenca entre o erro ponderado e erro absoluto na maior parte da curva.

O erro ponderado tende a aumentar gradativamente com o aumento da frequéncia,
devido a diferenca absoluta entre o valor numérico e o analitico com o crescimento da
frequéncia de excitacao.

Para a malha de 320, considerada com um alto grau de refinamento nos testes,
tanto o uso de interpolacdo linear quanto constante erros pequenos em ambos 0s
critérios, menores que 0,01% em sua maioria.

O erro médio ponderado, erro absoluto e méximo analitico para simulacdo da
derivada normal com elementos retilineos e de extrapola¢do constante, 320 elementos
de contorno, esta mostrado conforme Figura 26:
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Figura 26 - Erro médio ponderado (curva verde), erro médio absoluto (curva azul) e valores
méaximos analiticos (curva vermelha) para a derivada normal do problema da membrana carregada
simulado com 320 elementos de contorno, & esquerda com elementos interpolados linearmente e a direita
com elementos de extrapolacdo constante.

O erro absoluto é quase constante para a derivada normal. Uma vez que esse erro
é a diferenca entre o resultado numérico e analitico, o resultado numérico tende a
acompanhar os resultados analiticos para as varias frequéncias de excitacao.

Quando a frequéncia de excitacdo é proxima a frequéncia natural do sistema,
havendo pouca variacdo do erro absoluto para essas frequéncias, o erro ponderado vai
apresentar picos de erros “negativos”. Isto ocorre porque o erro ponderado tem uma
grande reducdo, ndo pela aproximacéo da simulacdo numérica estar mais proxima do
valor analitico, mas pelo denominador do erro ponderado (0 maximo valor analitico
encontrado no problema) ter crescido e reduzido o erro ponderado.

A magnitude dos erros do elemento constante sdo maiores do que os alcangados
com o elemento linear, conforme se pode observar na comparacdo das Figura 25 e
Figura 26.
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5.2.6 Simula¢6es MECID com elementos isoparamétricos lineares

O segundo problema foi solucionado pelo MECID na dissertagcdo de (Barcelos,
2014). Dentre os diversos aspectos de interesse no MECID é de importancia se aferir a
importancia dos pontos internos interpolantes para o resultado. Assim inicialmente
foram feitas simulacdes da solucdo deste problema com trés malhas distintas: uma
malha de 84 pontos de contorno (80 elementos) com 49 pontos fonte; malha de 84
pontos de contorno com 81 pontos fonte; e malha de 164 pontos nodais (160 elementos
de contorno) com 144 pontos fonte. Nas simulagcfes, a quantidade de pontos internos
interpolantes foi tomada como variavel de controle e seu valor maximo foi igual a 484.
O comportamento das malhas para a frequéncia de excitacdo de 1,51 segue na Figura
27.
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Figura 27 — Erro médio ponderado para diferente quantidade de pontos internos de interpolacao
utilizando frequéncia de excitacdo de 1, 51 pelo MECID (Barcelos, 2014).

As malhas de contorno mais refinadas precisam de uma maior quantidade de
pontos de interpolacdo para atingirem resultados satisfatorios, mas se aproximam mais
da solucdo exata do que as malhas mais grosseiras uma vez que satisfeita a quantidade
satisfatoria de pontos interpolantes.

Da Figura 27 também nota-se que de ambas as malhas com 80 elementos de
contorno, a malha com um maior numero de pontos nodais teve um comportamento
mais suave, com uma reducdo do erro quase monotonica. A curva de 160 elementos de
contorno que apresenta monotonicidade possui 0 maior numero de pontos nodais entre
as malhas simuladas. Sugerindo que a quantidade de pontos nodais abaixo de um limite
impede que uma maior quantidade de pontos internos melhorasse o resultado do
método.

De forma geral o aumento do ndmero de pontos internos de interpolacao
representa uma diminui¢do do erro médio ponderado, mas ndo sdo curvas mondtonas.
Esse fendmeno pode ter contribuicdo de diversos fatores, como: a quantidade
insuficiente de pontos interpolantes, que pode reduzir o valor da frequéncia natural por
ma representacdo da massa; a redistribuicdo dos pontos interno (quando uma quantidade
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de pontos internos é adicionada os pontos ja existentes tem de ser realocados, resultando
em uma nova aproximacao da carga de dominio, que pode ser pouco inferior a anterior);
ou mesmo a proximidade de uma das frequéncias naturais de oscilagdo do sistema
(frequéncia natural de 4,443,proxima a frequéncia de excitacdo de 4,712) que, como
visto nas simulagdes anteriores, tendem a afetar com maior intensidade as malhas mais
pobres.

A andlise de malhas determinadas em diferentes frequéncias de excitacdo para
esse problema foi feita por (Loeffler, et al., 2015). Em que foi utilizado um total de trés
malhas: de 84 pontos nodais 84 pontos interpolantes e 196 pontos fonte; de 164 pontos
nodais 144 pontos interpolantes e 225 pontos fonte; e de 324 pontos nodais 324 pontos
interpolantes e 576 pontos fonte. Essas malhas foram utilizadas para a simulagéo da
solugéo do segundo problema.
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—8- 164/144/225
324/324/576
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Figura 28 - Erro médio ponderado para malhas de diferentes refinamentos pelo MECID.
Simulacdes realizadas por (Loeffler, et al., 2015).

E possivel notar que com o aumento da frequéncia de excitacio ha um
crescimento significativo no erro médio ponderado em todas as malhas, o que é
esperado para o MECID. Para frequéncias mais baixas ha pouca diferenca de erro para o
refinamento das malhas. As malhas mais refinadas apresentaram erros menores que as
mais grosseiras e, consequente, representagdo melhor do resultado para frequéncias de
excitacdo mais altas.

Em uma simulagcdo com uma malha de 320 elementos com interpolacédo lineares
(324 nds de contorno, pois ha nos duplos nas arestas), 324 pontos fonte internos e 576
polos utilizando o MECID foi obtido o erro médio ponderado e erro médio absoluto,
que sdo apresentados na Figura 29, junto a curva com os valores maximos analiticos
obtidos para a derivada normal no contorno.
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Erro Ponderado (%)
100

10

0,1

0,01

Frequéncia de excitagdo (w)

Figura 29 — Erro médio ponderado (verde), erro médio absoluto (azul) e valor méximo analitico
(vermelho) para a simulagdo com uma malha de 320 elementos de contorno pelo MECID, com resultados
da derivada normal no contorno do problema.

Na Figura 29 pode-se perceber que o erro médio ponderado parece se estabilizar
na MECID, mas os valores no denominador da medida de erro ponderado crescem com
0 aumento da frequéncia (valor maximo analitico), numa taxa maior do que o
numerador, composto pelo erro absoluto, criando uma impressdo de que o método
possui uma eficiéncia igual para toda a faixa de frequéncia de excitacdo analisada,
qguando na verdade a aproximagdo numérica criada pelo método esta se distanciando do
valor analitico real dado pelas equactes 5.08 e 5.09.

Na Figura 26 o erro se reduz na MECFD, como era de se esperar, 0 desempenho
numérico da MECFD é melhor, pois a curva de erro absoluto é bem mais estavel no
espectro de frequéncias de excitacdo escolhido, enquanto que na MECID ha evidente
amplificagdo desta.

Enguanto a MECID constroi a matriz de inércia a partir de aproximacdes com
funcbes base radial e usa uma solucdo fundamental apenas difusiva, a MECFD possui a
frequéncia de excitacdo na propria solucdo fundamental, construindo um espaco
funcional bem mais completo. Contudo, os resultados da MECID sdo razoaveis,
particularmente tendo em vista a relativa complexidade do problema, envolvendo
dindmica e determinacdo da resposta em termos de forcas de superficie.

5.3. Terceiro Problema

Como solucionado no trabalho de Zhu e Zhang (2007), nesta simulagdo, sera
resolvido um problema regido pela equacdo de Helmholtz onde a geometria de contorno
é tomada por um circulo unitario com centro na origem do sistema de coordenadas. A
velocidade de propagacdo de onda c é tomada unitaria e as condi¢Ges de contorno séo
somente do tipo essencial e sdo iguais a unidade: u = 1 quando r = 1.
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u(r=1)=1

Figura 30 — Condigdes de contorno para problema da membrana circular carregada.

A solucdo analitica para o problema proposto é dada pela equacéo (5.12):

(wr)
=l 12

E também conhecida é sua derivada normal:

ou J1(w7)
P w—jo(w) (5.13)

As equacdes (5.12) e (5.13) sdo compostas pela equacdo de Bessel de primeira
espécie de ordem zero e ordem um, que estdo representadas graficamente na Figura 42,
e apresentadas com detalhe no Apéndice D - Func¢des de Bessel Modificadas. Nota-se
que a essas fungdes cruzam o eixo das abscissas em diversas ocasides a medida que o
argumento cresce. Quando a funcdo de Bessel de primeira espécie e ordem zero tender a
zero, as fungdes (5.12) e (5.13) tendem ao infinito, nesta ocasido Se atinge as
frequéncias naturais do sistema. 1sso acontece quando a frequéncia de excitacdo assume
0s seguintes valores no intervalo das simulagdes: 2,41; 5,52; 8,65; 11,79; 14,93.

Uma vez que a condicdo de contorno prescrita € do tipo essencial em todo
contorno, o célculo do erro sera feito com base em valores internos para o potencial
calculados em [0,25;0], [0,5;0], [0,75;0], [0,1;0]. As frequéncias de excitacdo usadas
nos testes foram: 1,0; 2,0; 3,5; 4,5; 5,2; 6,0; 6,5; 7,0; 7,5; 8,0; 8,5; 9,0; 10,2; 10,5; 11,0;
11,5;12,0; 12,7; 13,0; 13,5; 14,0; 14,5; 15,0.

Devido ao uso de elementos lineares para interpolar um contorno circular,
esperam-se erros de aproximacdo devido a geometria. Esses erros sdo maiores quando
sdo utilizadas malhas com poucos elementos, que se representam com menor fidelidade
o contorno real quando comparados as malhas com muitos elementos. Nos elementos de
extrapolacdo constante, para malhas pouco refinadas também se espera um erro gerado
pela geometria, pois 0 nd funcional se localiza no meio do elemento, afastado do
contorno real do problema. Este erro também se reduz com o refinamento, e pode-se
também esperar uma convergéncia maior das curvas de erro dos elementos de
extrapolacéo constante com o refinamento da malha.
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Os resultados das simulacbes para o MECFD com elemento retilineo e
interpolacdo linear estdo na Figura 31:

Potencial Interno
1000,000
100,000 -
E._Q'
=§ 10,000 -
‘g 320 El.Cont.
E 1,000 |
g —— 160 EI. Cont.
c i
g 0100 80 El. Cont.
@
S 0010 - —— 40 El. Cont.
£
“ 0,001
0,000
Frequéncia de excitagdo (w)
Derivada Normal
1000,000 -
__ 100,000 -
9‘5
2 10000
‘g —— 320 El.Cont.
= 1,000
é 0,00 =160 EI. Cont.
g 0,100 - 80 EL Cont.
a
2 0010 —— 40 El. Cont.
“ 0,001 -
0,000
Frequéncia de excitagdo (w)

Figura 31 - Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema do circulo de raio
unitario pelo MECFD com elementos de interpolagdo linear, erro calculado no potencial (grafico acima) e
erro calculado para a derivada normal (gréfico abaixo).

Dos graficos na Figura 31 vé-se que os valores de erro do potencial sdo um pouco
menores do que os da derivada normal, e que essa diferenga aumenta com o refinamento
da malha, uma vez que a convergéncia para o valor exato da solu¢do é maior na curva
do potencial. Ainda assim, ambas as curvas apresentam pouca melhoria nos seus
resultados com o refinamento de malha na faixa de frequéncias testada. Ressalta-se que
o nivel dos erros foi pequeno, da ordem de 1% para malha mais grosseira, ndo obstante
0 erro cometido da geometria do contorno.
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Ambas as curvas apresentam oscilagdes com o aumento da frequéncia, e apesar de

conter cinco frequéncias naturais no intervalo das simulagdes, ndo houve grandes picos
de erro como em simulagGes anteriores.

5.3.2 Simula¢6es MECFD com interpolacdo constante

As simulagfes do MECFD com uso de elementos de extrapolagdo constante estdo
na Figura 32:
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£
o
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Figura 32 - Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema do circulo de raio
unitario pelo MECFD com elementos de extrapolagdo constante, erro calculado no potencial (grafico
acima) e erro calculado para a derivada normal (gréafico abaixo).

Com o uso da extrapolagdo constante nos elementos de contorno, as curvas de
erro de potencial e derivada normal apresentaram erros ponderados muito proximos
para cada malha, mesmo para frequéncias de excitagdo proximas das frequéncias
naturais.

Para todos os refinamentos, os erros calculados com essa aproximagdo foram
menores que com o uso de interpolacdo linear nos elementos de contorno, o que €
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surpreendente. Talvez a razdo para tal comportamento se deva a indefinicdo da normal
no contorno ndo suave, que ndo ocorre no elemento constante. As curvas de erro para
esta simulacdo também tiveram menores oscilagdes, e apresentaram maior clareza
quando se aproximaram das frequéncias naturais, como também se mostraram com uma
maior convergéncia para o valor exato quando comparada com as simula¢des com 0 uso
de interpolacéo linear.

Nota-se que as curvas possuem um perfil similar para os diferentes refinamentos,
quase idénticas, com um decréscimo no erro quase constante na escala logaritmica,
quando se dobra o nimero de elementos de contorno.

5.3.3 Simula¢6es MECFD com elementos com interpolacéo linear e parte real

Na Figura 33 os resultados para as simulagdes com MECFD utilizando elementos
retilineos com interpolagdo linear nos elementos de contorno e uso de apenas parte real
do sistema linear resultante final.

Potencial Interno
1000,000
__ 100,000 -
I
£ 10,000
‘g 320 El.Cont.
E 1,000 -
g — 160 E|. Cont.
=
g 0,100 80 EL. Cont.
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g- 0,010 -~ =40 El. Cont.
“ 0,001
0,000
Frequéncia de excitacdo (w)
Derivada Normal
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g
2
-
k- =320 EL.Cont.
'-:'i =160 EI. Cont.
£
g 80 El. Cont.
a
g- 0,010 =140 El. Cont.
0,001
0,000
Frequéncia de excitagdo (w)

Figura 33 Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema do circulo de raio
unitario pelo MECFD com elementos de interpolacdo linear e utilizando apenas a parte real da matriz do
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sistema linear resultante, erro calculado no potencial (grafico acima) e erro calculado para a derivada
normal (grafico abaixo).

Essas simulacBes tiveram uma baixa convergéncia da resposta para o valor
analitico. O potencial se revelou ligeiramente mais convergente com o refinamento das
malhas. Na malha de 320 elementos de contorno se nota uma grande instabilidade, j&
evidenciada na malha de 160 elementos para as frequéncias de excitacdo mais altas.

Em sintese, as simulacGes para essa configuracdo do MECFD apresentaram muita
instabilidade nas curvas de erros e os piores resultados das simulac6es até entéo.

5.3.4 Simulagdes MECFD com elementos com interpolagéo constante e parte real

Na Figura 34 estdo os resultados obtidos usando o MECFD de elemento retilineo
e extrapolacdo constante com uso de somente parte real do sistema linear resultante.
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Figura 34 Erro médio ponderado para as frequéncias simuladas no problema do circulo de raio
unitéario pelo MECFD com elementos de extrapolacdo constante e utilizando apenas a parte real da matriz

do sistema linear resultante, erro calculado no potencial (grafico acima) e erro calculado para a derivada
normal (gréafico abaixo).



78

Do mesmo modo que no caso de elementos com interpolacédo linear, o MECFD
nesta configuragdo apresentou maiores erros com a malha mais refinada, denotando
certa instabilidade. Os erros no potencial sdo préximos aos erros da derivada normal, e
em geral, mais baixos do que com o uso da interpolacdo linear. Foram piores também
quando comparados aos resultados obtidos com uso do elemento de extrapolagéo
constante comum, com parte complexa da solucéo.

5.3.5 Comparativo de entre as medidas de erro

Nos graficos que se seguem, dados na Figura 35, sdo apresentadas as curvas de
erro médio ponderado, erro absoluto e maximo analitico para simulacdo do potencial
com 80 elementos de contorno.

Potencial Interno, El. Potencial Interno, El.
Linear Constante
1000 - 1000
100 100

0,01 0,01
0,001 0,001
0,0001 s e 0,0001 S —
Frequéncia de excitagio (w) Frequéncia de excitacdo (w)

Figura 35 - Erro médio ponderado (curva verde), erro médio absoluto (curva azul) e valor maximo
analitico (curva vermelha) dos valores de potencial interno para as frequéncias simuladas no problema do
circulo de raio unitario pelo MECFD com elementos de extrapolacdo constante e interpolagéo linear.

Destaca-se nos graficos a curva do maximo analitico, que sobe com frequéncia, e
aumenta o denominador da equacdo da curva de erro médio ponderado. Ainda assim o
erro médio ponderado tende a ter um leve crescimento causado pelo erro médio
absoluto que cresce a uma taxa maior que os valores do maximo analitico, indicando
uma possivel dificuldade do método a representar o problema para frequéncias mais
altas.

Para o elemento constante os picos de erro ocorrem apenas nas frequéncias
naturais, ja para o elemento linear surgem picos fora dessas frequéncias na curva de erro
absoluto, os picos onde ocorrem as frequéncias naturais sdo suavizados na curva de erro
ponderado pelo alto valor maximo analitico enquanto os picos fora das frequéncias
naturais ndo sdo, ndo ficando totalmente claro onde sdo as frequéncias naturais do
sistema na curva do erro ponderado que apresenta grande oscilagéo.
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O erro médio ponderado, erro absoluto e maximo analitico para simulacdo da
derivada normal da varidvel basica com elementos retilineos e extrapola¢do constante,
80 elementos de contorno, Figura 36:

Derivada Normal, EI. Derivada Normal, EI.
Constante Linear
1000 1000
100 - 100 -
10 10

1+ y T ) 1 -—f— V——V¥ : )
0,00 5, 10,01 5,00 0,00 5,00 10,00 15,00

0,1 - 01—/

001 +—>N—Ff4+ NS\ | 0,01
0,001 0,001
0,0001 0,0001
Frequéncia de excitacdo (w) Frequéncia de excitacdo (w)

Figura 36 - Erro médio ponderado (curva verde), erro médio absoluto (curva azul) e valor maximo
analitico (curva vermelha) dos valores da derivada normal para as frequéncias simuladas no problema do
circulo de raio unitario pelo MECFD com elementos de extrapolacdo constante e interpolacéo linear.

A curva de maximo analitico da derivada normal aumenta a uma taxa ainda maior
que o do potencial e o erro absoluto também cresce para os dois tipos de interpolacao,
entretanto, devido a alta taxa de crescimento da curva de maximo analitico a curva de
erro ponderado se mantém constante para a extrapolacdo constante e até mesmo
apresenta uma leve taxa de decréscimo para a interpolacéo linear.

5.3.6 Simulagdes com fungdo de Neumann

Em uma simulacdo de interesse a esse trabalho, Zhu & Zhang (2007) fazem uma
comparacdo entre 0 MECFD utilizando a funcdo de Hankel como solucdo fundamental
(Abordagem 1, equivalente a utilizar a funcdo de Bessel modificada), o MECFD
utilizando a funcdo de Neumann (Abordagem 2) e o Método dos Elementos de
Contorno com Dupla Reciprocidade (MECDR) (Abordagem 3) (Partridge, et al., 1992).

O contorno foi discretizado em 32 elementos de contorno constantes iguais para o
MECFD e com 24 elementos de contorno constantes iguais para 0 MECDR, esse ultimo
com 24*7+1 pontos internos dispostos em oitos circulos concéntricos com raios: 0,875;
0,75; 0,625; 0,5; 0,375; 0,25; 0,125; e 0.

Nesta simulagdo Zhu & Zhang (2007) utilizam os valores da derivada normal da
variavel basica no contorno para o calculo do erro, e utiliza o valor maximo do erro
encontrado em todo contorno para os graficos da Figura 37 e da Figura 38, diferente dos
dados apresentados nesse trabalho, onde se usa a média do erro n4s pontos amostrais.
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Figura 37 - Maxima percentagem de erros nas Abordagens 1 e 3 versus frequéncia de excitagdo

(Zhu & Zhang, 2007).

A curva da Abordagem 1 (solucdo fundamental de Hankel) apresenta bons
resultados para boa parte das frequéncias de excitacdo, mesmo para uma malha com
poucos elementos de contorno. Destacam-se as frequéncias naturais, onde o erro tende a
crescer. Nota-se que para a Abordagem 3 (MECDR), que tem menor capacidade de
representar frequéncias de excitacdo mais altas, assim como o MECID, devido a
formagdo de matrizes associadas a aproximacgOes radiais multiplicadas a frequéncia
natural, o erro cresce com o0 aumento da frequéncia engquanto o erro da Abordagem 1

pouco se altera fora das frequéncias naturais.
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Figura 38 - Maxima percentagem de erros da Abordagem 2 versus frequéncia de excitacdo (Zhu &

Zhang, 2007).

Utilizando a funcdo de Neumann como solugdo fundamental observam-se
resultados semelhantes ao uso da funcdo de Hankel, apesar da Abordagem 2 aparentar
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uma leve queda de desempenho quando a frequéncia de excitacdo cresce. Também se
pode notar que a Abordagem 2 se mostra mais influenciavel pelos zeros de gq, e
principalmente pelas frequéncias naturais do sistema, uma vez que Seu erro cresce nas
proximidades dessas frequéncias muito antes do que é notado na Abordagem 1. Isso
denota uma maior sensibilidade dessa abordagem a frequéncias naturais.

Destaca-se também para as simulacbes de Zhu & Zhang (2007) grandes picos de
erro em valores onde ndo ha frequéncias naturais, mas ha outro fendmeno de interesse
devido a natureza da equacdo analitica da solucdo do problema. Os valores da derivada
normal obtidos analiticamente sendo zero quando a equacdo (5.11) tem J;(wr) =0 e
em suas proximidades faz com que os erros calculados pontualmente tenham seus
denominados tendendo a zero, levando a curva do erro a tender ao infinito. Nas
simulacdes feitas nesse trabalho foi utilizado o maior valor absoluto analitico do
problema como denominador em todos os célculos dos erros para uma frequéncia de
excitacdo, assim o0 denominador do erro dificilmente teria o valor de zero e
consequentemente o erro ndo tenderia ao infinito se ndo por estar proximo a uma
frequéncia natural. Por essa razdo os picos de erro referentes aos zeros de g nao
aparecem nas simulac@es deste trabalho.

5.3.7 Simulagdes com a MECID

Por simples questdo de conveniéncia, particularmente relacionada ao fato de que
duas nuvens de pontos internos sdo utilizadas, uma referente aos pontos de interpolagéo
e outros ligados aos pontos fonte, utilizou-se da simetria radial, onde o fluxo normal é
nulo entre secc¢des da circunferéncia. Logo para as simulag6es foi utilizada a metade de
um circulo, de acordo com a Figura 39:
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Figura 39 — Geometria simplificada do terceiro problema para a solugéo pelo MECID.

As simulacfes foram realizadas levando em conta as consideracGes geomeétricas
apresentadas anteriormente. Para o intervalo de variacdo das frequéncias de excitacéo
foi tomado um valor inteiro, variando de 1 a 15. Foram utilizados apenas elementos
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isoparamétricos com interpolacéo linear e a funcéo radial f(r) = r? Inr (placa fina). A
figura 40 mostra os resultados de potencial e derivada normal para diversas malhas:
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Figura 40 - Erro médio ponderado calculado para o MECID com o uso de malhas de: 60 elementos
de contorno, 118 pontos fonte internos e 226 polos internos (curva verde); 120 elementos de contorno,
264 pontos fonte internos e 318 polos internos (curva preta); 120 elementos de contorno, 511 pontos fonte

internos e 511 polos internos (curva laranja); e 239 elementos de contorno, 264 pontos fonte internos e
318 polos internos (curva azul).

Para frequéncias mais baixas, 0 método alcancou resultados com erros ponderados
baixos, entretanto o erro cresce com o aumento da frequéncia atingindo valores
superiores a 100% em alguns poucos casos. As curvas tiveram comportamento
semelhante, e picos de erro com baixa amplitude e proximos a frequéncias naturais.

Nota-se neste caso que o refinamento do contorno parece ter pouca influéncia no
erro ponderado para as malhas testadas, comparativamente ao efeito da introducéo de
pontos no interior. Isto se percebe facilmente quanto se toma as malhas de 120/264/318
e 239/264/318, sendo que a Ultima possui refinamento de contorno quase duas vezes
maior, mas apresenta uma curva de erro quase idéntica a menos refinada.

A questdo parece se explicar pelo efeito mais significativo da introducdo de
pontos no interior, num caso em que acontece o fendmeno da divergéncia geométrica.



83

Sabe-se que uma maior exatiddo na aproximacdo do dominio por funcdes de
interpolacdo deve ser alcancada por dois fatores: com uma distribuicdo interna dos
pontos de forma mais eficiente, acompanhando o formato do contorno; e com a adicéo,
com um maior nimero de pontos internos, ou seja, dando mais informacao sobre a a¢do
de dominio. Nos casos em que ha a chamada divergéncia geométrica, € muito dificil
alocar numerosos pontos proximos do centro, ou melhor, fazer com que a densidade
deles no entorno no centro (pensando em termos de um sistema polar de coordenadas)
seja a mesma nas proximidades do contorno. Assim, tais problemas sdo efetivamente
desvantajosos quando se usam pontos internos.

A prova disso é que a malha de 120/511/511 foi feita diferentemente das demais,
alocando os pontos fonte internos em circunferéncias concéntricas de tal forma que a
distancia entre uma circunferéncia e a proxima, seja aproximadamente a distancia entre
0S pontos que ocupam a mesma circunferéncia, procurando homogeneidade na
distribuicdo dos pontos fonte internos. Desta forma, essa malha possui maior
homogeneidade e nimero de pontos internos que as outras malhas simuladas, e como
resultado apresentou os melhores resultados para todas as frequéncias de excitacéo.

Em uma comparacdo dos resultados obtidos com MECID e MECFD, as curvas de
erro ponderado para algumas malhas desses dois métodos estdo na Figura 41:
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Figura 41 — Comparativo do erro médio ponderado do MECID com o0 MECFD com uso de malhas
de 60 elementos de contorno, 118 pontos fonte internos e 226 polos internos (curva verde); 120 elementos
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de contorno, 264 pontos fonte internos e 318 polos internos (curva preta); e 120 elementos de contorno,
511 pontos fonte internos, e 511 polos internos (curva laranja) para 0 MECID e 40 elementos de contorno
(curva roxa) e 320 elementos de contorno (curva vermelha) para o MECFD.

Embora para as frequéncias mais baixas de excitacdo o MECID apresente erros
pequenos menores, a medida que se aumenta a frequéncia de excitacdo os erros do
MECID crescem a uma taxa muito alta enquanto o MECFD néo apresenta um aumento
significativo nos erros, como explicado anteriormente devido a multiplicacdo da matriz
de massa pelo quadrado da frequéncia de excitagdo, aumentando o impacto dos erros
que séo cometidos pela aproximagdo com fungdes radiais na constru¢do da matriz de
massa.

O MECID, além da qualidade da malha de contorno, também é susceptivel ao
posicionamento e a quantidade de pontos internos. Uma distribuicdo insuficiente de
pontos internos limita exatiddo da solucdo para malhas mais refinadas, assim o
refinamento da malha de contorno deve ser acompanhado por uma melhor
representacdo do dominio, como pode ser notado na curva de 120/264/318 que tem
valores de erro semelhantes a de 60/118/226, enquanto a curva de 120/511/511 possuli
resultados superiores, de forma que se pode esperar uma convergéncia a solugéo exata
quando, além do refinamento da malha de contorno, se oferecer uma maior quantidade
de pontos internos e boa alocacao destes.

Assim, pode-se afirmar que os resultados do MECID sdo de ordem semelhante
aos do MECFD quando utilizados parametros favoraveis em frequéncias mais baixas.

Outra caracteristica da MECID durante os testes realizados é que devido a solucéo
fundamental ndo depender da frequéncia de excitagdo como no MECFD, as matrizes H,
G e M permanecem inalteraveis.
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6. Conclusoes

Nas simulacgdes construidas pelo MECFD com elementos constantes no primeiro
problema, as curvas de erros tiverem picos proximos as frequéncias naturais bem
definidos e erros abaixo de 0,1 para malhas mais refinadas. Os erros aumentaram para
frequéncias mais altas, apesar da curva de maximo analitico ndo apresentar crescimento,
evidenciando uma dificuldade do método para representar frequéncias mais altas. Com
0 uso de interpolacdo linear houve uma maior convergéncia a solucdo analitica, como
esperado de uma funcéo de interpolacéo de ordem superior.

O uso do sistema linear sem a parte complexa apresentou resultados menos exatos
que o modelo completo, principalmente proximo a frequéncias naturais e para
frequéncias mais altas, onde o método apresenta dificuldades de representacao
numeérica. Os maiores erros nessas regides podem estar associados a uma maior
sensibilidade a frequéncias transversais.

O MECID também se apresentou sensivel as frequéncias mais altas e frequéncias
naturais, especialmente com uso de malhas mais grosseiras, apresentando
comportamento similar ao MECFD. Quando comparadas as simulacbes para esse
problema, notam-se resultados ligeiramente melhores para o MECFD.

No segundo problema, o MECFD alcancou erros muito baixos para a malha mais
refinada, proximo a 0,001 para o potencial e 0,1 para a derivada normal. Os resultados
piores para o calculo da derivada normal sdo esperados devido ao fato de se estar
representando uma grandeza que é uma derivada normal do potencial. Além disso, ha o
maior efeito da magnitude das frequéncias mais altas sobre as derivadas.

Curiosamente, as simulacGes feitas com a MECFD refinando a malha com
extrapolacdo constante convergiram mais rapido para o resultado exato, mas para as
baixas frequéncias. Espera-se, contudo, que para frequéncias mais altas, mesmo com um
aumento no refinamento das malhas nas simulacBes, 0 método com extrapolacdo
constante apresente menor eficiéncia nos resultados do que a interpolagao linear.

Com a técnica de se retirar a parte imaginaria do sistema linear final do MECFD,
se obteve uma resposta muito similar ao sistema completo, com resultados ligeiramente
piores e uma pequena instabilidade nas curvas para frequéncias mais altas.

Ainda neste segundo problema, o MECID forneceu bons resultados quando
utilizada uma quantidade adequada de informagcdo do dominio. De forma geral, o
aumento do numero de pontos internos de interpolagdo resulta num menor erro, até que
se atinja seu ponto de saturacdo. Para frequéncias mais altas na faixa de simulagéo, o
erro se eleva em todas as malhas, ainda que as mais refinadas atinjam resultados
melhores. Nas frequéncias mais baixas todas as malhas encontram erros pequenos, com
numero de erro proximo para os diferentes refinamentos utilizados.

O terceiro problema também apresentou uma maior convergéncia para o valor
exato das curvas de erro com extrapolacdo constante, nesse problema além da maior
convergéncia natural de malhas grosseiras com elementos de interpolacdo mais simples,
ocorreu a melhor aproximacdo do modelo numérico com a equagdo analitica a medida
que se refina a malha do MECFD para elemento de extrapolagéo constante, como dito
anteriormente na se¢édo 5.3.
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As simulages do terceiro problema com o MECFD ja ofereceram resultados com
erro menor que 1% para a malha mais grosseira, as malhas com uso de extrapolagéo
constante atingiram resultados muito superiores aos obtidos por malhas com
interpolacdo linear, sugerindo que possa ser usado um refinamento superior para atingir
resultados ainda melhores para os elementos com interpolagdo linear. Com o0 uso de
somente parte real das H e G foram obtidos resultados muito préximos aos obtidos pelo
método tradicional para as frequéncias mais baixas, mas para as frequéncias mais altas,
sobretudo para malhas mais refinadas, foram obtidos erros muito maiores.

Mesmo com o uso de malhas pouco refinadas Zhu & Zhang (2007) conseguiram
alcancar resultados abaixo de 1% de erro quando ndo proximo a frequéncias naturais de
excitacdo, a funcdo de Neumann se mostrou tdo eficiente quanto a funcdo de Hankel
para a solugéo do problema, com a ressalva de a funcdo de Hankel se comportar melhor
proximo a singularidades do problema.

A dificil locacdo de pontos internos na geometria se torna um empecilho ao uso
do MECID, entretanto com maior atencédo a distribuicdo de pontos internos o método se
mostrou capaz de alcancar resultados tdo bons quanto os do MECFD para frequéncias
mais baixas, e mesmo em frequéncias mais altas deixou pouco a desejar.

De forma geral nas simulacdes realizadas, 0 MECFD se mostrou superior ao
MECID quanto a aproximacdo ao resultado exato, mas para frequéncias ndo muito altas
0 desempenho do MECID é bastante satisfatorio. Conforme se pode observar, mesmo o
MECFD apresentou problemas de desempenho para frequéncias mais altas.

N&o sé nos problemas de Helmholtz aqui abordados, mas também em problemas
difusivo-advectivos, problemas de propagacdo de ondas e outros, quando resolvidos
usando a respectiva solucdo fundamental como funcgdo auxiliar na formulacao integral
comumente o desempenho tem exatiddo superior a de outras formulacdes e métodos
numéricos. Mas, apesar de apresentar resultados superiores, o uso de solucGes
fundamentais correlatas tem limitacdes que vao além da dificuldade matematica ou do
custo computacional. Tais formulacdes tendem a ser pouco flexiveis. Surgem entdo
formulacdes alternativas como a MECDR, que permitem uma abordagem numérica a
problemas de autovalor e analise inversa.

Levando em conta as limitagdes da solucdo com uso da solucdo fundamental
correlata ao problema, percebe-se que é valido investir em novas modelagens do
MECID de forma a se chegar a uma consolida¢cdo de mais uma ferramenta de solugédo
com o MEC ao alcance dos profissionais de engenharia.

Vale ressaltar que todas as técnicas aqui apresentadas trabalhnam com matrizes
cheias e ndo simeétricas. O problema do custo computacional é, de fato, um problema
sério, mas as formulacdes propostas ndo visam alcancar solugdes menos custosas
computacionalmente.

O objetivo deste trabalho foi comparar uma formulacdo robusta e classica do
MEC, que tem como principal deficiéncia a auséncia de flexibilidade. A MECID é uma
alternativa importante no sentido de suprir esta lacuna com o MEC. Atualmente, uma
quantidade enorme de técnicas numéricas usando funcgdes radiais sdo propostas no
contexto do Método dos Elementos Finitos. A técnica com Dupla Reciprocidade foi
proposta hd mais de 30 anos e também usa fungbes radiais. Contudo, os grandes
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programas comerciais que usam o MEC ndo a empregam de modo geral, devido a
problemas de eficiéncia, que precisam ser resolvidos por adaptagdes ou proposicdo de
outras técnicas. A necessidade de novas formulagdes usando uma técnica de
aproximacdo semelhante, com func@es radiais, € um caminho importante,

Além disso, nem todos os problemas de engenharia se resumem a problemas de
grande porte. A inddstria deseja programas computacionais simples de interagir que
demonstrem eficiéncia. O que se buscou aqui foi, exatamente, avaliar uma técnica mais
eficiente para resolver o problema em questdo e também outros problemas; e o ponto
focal em seu inicio de desenvolvimento sdo as avaliacbes de precisdo numeérica e,
particularmente, seu estudo comparativo com uma formulag&o cléassica e robusta como a
MECFD.
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Apéndice A - Equacao da Acustica para Pressao e Densidade

A mudanca relativa na densidade § obedece a equacdo da onda homogénea, a
mesma equacao da onda é satisfeita pela densidade e a pressao. Rearranjando a equacgéo
(2.27) em funcéo de delta, temos a equacédo (A.01).

_p _1
§ =L (A.01)

Substituindo a equagdo (A.01) na equacdo da onda escalar (equagao 2.38c).
Z(p%%) _ 2g2(P_ _1
o) _ oz (2 1) (A0

Como 1/y é uma constante, sua derivada € nula.

v _ c2y2y (A.03)

at2

A equacdo (A.03) é a equacdo da onda escalar com a pressdo como o potencial.
Para a densidade, considere a equagdo (2.25):

§ =P (2.25)

Po
t2

= c2V2 (%) (A.04)

o))

Com pequena manipulacdo matematica a equacdo (A.04) chega a forma:

— = ¢2V?p (A.05)

Apéndice B - Demonstragdo que a Solugdo Fundamental para o Problema de
Helmholtz atende a Solucéo da Equacao do Problema Correlato

Sendo K, (z) a funcéo de Bessel modificada de segunda espécie e primeira ordem.
A derivada radial de primeira ordem:

20 () = -2 (1) eon

E a derivada radial de segunda ordem da solucdo fundamental é dada por (B.02).
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20 (2) - £ (-5 () w02

c? c iwr

E facil checar se a solugdo fundamental atende a equacgio correlata com a carga
pontual que governa o problema da solugdo fundamental (equagdo 3.08). O operador
laplaciano para coordenadas polares pode ser escrito em coordenadas radiais como:

d?u*  1du*

2 0% —
Viu' = dr2 ' r dr (B.03)
Substituindo as equacdes (B.01) e (B.02) em (B.03).

B A
Vu'= -~ 2K (i) (B.04)
Com a equacdo (B.04) e (3.10) na equacao (3.08).

1 w? . T w? 1 . W

_EC_ZKO (lT)+C_ZEKO (lT)-FA(E;X):O (BOS)

A equacdo é satisfeita para r = 0, quando a funcdo de Bessel modificada de
segunda espécie ndo é singular. Para r = 0 é necessario se fazer a integracdo da
equacdo (3.08) em um circulo de dominio Q, de raio ¢ e tender ¢ para zero.

Jo, V2 wde, + [, % wrd0, + [, AGE0)d0, =0 (B.06)

Usando o teorema da divergéncia, a primeira integral € levada ao contorno dado
circunferéncia I;, e como 0 raio e 0 vetor normal possuem a mesma dire¢édo e sentido,
temos que:

ou* ar

* du’
Jo, VP wdQe = [ —=o-dle = [ = dI, (B.07)

Quando o raio ¢ tende a zero:

: ) : du’ 1 iw tor
lim,_,, fﬂg V2u*dQ, = !61_1’)18 fl"s? dly = Py lim,_,o frs s Ky (Z) drle
(B.08)

Levando em conta o limite da funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e
ordem zero:

lim,_ Ko(2) = —In(2) (B.09)

E o limite da funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e primeira ordem:
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lim, o Ky(2) = - (B.10)
O limite do termo laplaciano da equacéo (3.08) dado pela equacédo (B.08) é entdo:
. 2 T du* 1 .. 1 _

limg_o [, V?u'dQ, = lim,_, fr? dI' = — lim, fr_¥ dr = -1 (B.11)

E o limite do termo potencial restante da equacdo (3.08).

2 2
limeo % fyu d0 =2 = limeso [, Ko (l‘j—;) da =
21 . z . ,
(;)—22 — lim.g Jo—In (l(z—;) aq = (:—22 lim,_o [ —7 In (lac)—zr) dr =0 (B.12)

Logo, a solucdo fundamental satisfaz a equacao (3.08) também para r = 0.
A solucdo acima corresponde a uma variagdo harménica do tipo exp[iwt]. Se for
exp[—iwt], a solucdo é o complexo conjugado da expressao.

Apéndice C - Funcges de Bessel

A equacdo diferencial de Bessel é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda
ordem, dada por (C.01) (Abramowitz & Stegun, 1964).

2 dZW
dz?

z + ZZ—VZV +(Z2—vHw =0 (C.01)
As solugdes séo as funcdes de Bessel de primeira espécie /4, (z)(algumas vezes
chamada de funcGes cilindro ou harménicos cilindricos), de segunda espécie Y,(z)

(também conhecida como funcdo de Weber), e a de terceira espécie ngl) (2), HIEZ) (z)
(também conhecida como fungdes de Hankel).

Na Figura 42 a representacdo grafica das fungdes J,, e Y, para as primeiras ordens
inteiras.
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Figura 42 - Gréficos das funcBes de Bessel de primeira espécie (esquerda) e segunda espécie
(direita) para as primeiras ordens, gerados na pagina do Wolfram (Weisstein, 2016).

As solucdes da equacdo de Bessel, as fungdes de Bessel, possuem relagfes entre
si, algumas delas dadas pelas equacdes (C.02) a (C.08).

YU(Z) — JV(Z) COS('UTL')—]_V(Z) (C.OZ)

sin(vm)

A direita da equacdo (C.02) é substituida pelo seu valor limite se v € um inteiro ou

Z€ero.
HP (2) = J,(2) + iYy(2) = iesc(um){e ™ J,(2) — ]_y(2)} (C.03)
HP (2) = J,(2) — iY,(2) = icsc(vm){]_,(2) — e"™],(2)} (C.04)
Jon(2) = ()Yn(2) (C.05)
Y n(2) = ()" (2) (C.06)
HY (2) = e H P (2) (C.07)
HP(2) = e™H® (2) (C.08)

Limitando as formas das funcdes de Bessel para pequenos argumentos. Quando v
éfixoez - 0.

Jo@)~(32) T+ 1) (w#-1,-2,-3,..) (C.09)
Y@~ — iHP @~iHP @)~ — (1) Tw) Gz)_” (Rv > 0) (C.10)

Em particular para a ordem zero a fungéo de Bessel de segunda espécie:
Yo(2)~ — iH(gl) (z)~iH(§2) (z)~ (E) Inz (C.11)

Onde I' é a fungdo Gamma, que pode ser dada pela equagéo (C.12).
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nin?

z(z+1)..(z+n)

I'(z) =lim,,_ (z+0,-1,-2,...) (C.12)

As series ascendentes das fungdes de Bessel para qualquer ordem inteira sao
dadas pelas fungdes (C.13) e (C.14).

k

Jo(2) = ()zz’% (C.13)
v = — &L gpop et 1,2 2y 0y 0y G s s
D+ +k+1)} () (C.14)

k!(n+k)!

Onde para valores inteiros a funcdo y (psi) é dada por:

Y = —y (C.15)
W) = —y + Tpzikd (n>2) (C.16)

E y é conhecida como a constante de Euler:

. 1,1, 1 1
y=hmm_,oo[1+5+§+Z+---+Z—lnm] (C.17)
y = 0,5772156649 (C.18)

Em um caso particular, as series ascendentes para as funcdes de Bessel de ordem
zZero:

1,2 1.2 2 1.2 3
ratl e I i) I (C.19)

=) (1+142) ) _ }

Jo@ =1 -+ “G5r ~ e
4
(2!)2 (3!)2

(C.20)

1.2

1 = fn22) )1+ 2 (14

As Relacdes de Recorréncia para as funcbes de Bessel de diferentes ordens sao
dadas pelas equagdes de (C.21) a (C.24).

Com1(2) + Cy41(2) = 5 C,(2) (C.21)
Cy-1(2) — Cy11(2) = 2C;(2) (C.22)
Cy(2) = Cypoy(2) =2 Cy(2) (C.23)
Cy(2) = —Cyi1(2) +3Co(2) (C.24)

Onde € denota J, Y, HW, H® ou qualquer combinagéo linear dessas funcdes, um
caso particular de interesse da equacgéo (C.24) parav = 0 é:
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Jo(2) = =)1(2) (C.25)
Y5(2) = -1 (2) (C.26)

Outras equacoes diferenciais e suas solugdes a partir das funcoes de Bessel estéo
nas equacdes (C.27) a (C.34).

w” + <AZ - ”;) w=0 w = 72C,(Az) (C.27)
14 /12 2_ L 1
w" + (42 — U4221) w=0 w = z2C,(Az2) (C.28)
w' + 222" 2w =0 w = z2C1(2Az2" /p) (C.29)
14
"W+ 2w =0 w = z°C,(12) (C.30)
z2w"” + (1 = 2p)zw’ + (12q%2%1 + p? —v?q ) w =0
w = zC,(1z%) (C.31)
w” + (12?2 —vH)w =0 w = C,(1e%) (C.32)
2222 = v)w" + z2(z2 = 3v)w’ + {(z? —v?)? - (Z? +v)Iw =0
w=C',(2) (C.33)
1 1
win = (—)rp2nz "y w = z2"C,(2Aazz) (C.34)

Onde a é qualquer das 2n raizes da unidade

Apéndice D - Funcgdes de Bessel Modificadas

Dada a equacéo diferencial de segunda ordem (D.01) (Abramowitz & Stegun,
1964):

2 dZW
dz?

z + ZZ—VZV —(Z2+vHw=0 (D.01)

Séo solugoes, as funces de Bessel modificadas de primeira ordem I.,(z), de
segunda ordem K,,(z) e combinaces lineares destas. Figura 43.
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1i(x) K\'(-\‘) Ks(x)
lax) l(,mf L) Lix) L(x) A';"U") KoY Ky +

4

X

Kolx) 1 2 3 4 5

Figura 43 - Gréficos das fungdes de Bessel modificada de primeira espécie (esquerda) e segunda
espécie (direita) para as primeiras ordens (Weisstein, 2016).

As relagdes entre as solucdes estdo nas equacdes (D.02) a (D.09).

Ky(z) = 3 20k (D.02)

sin(vm)

A parte direita da equacdo é substituida por seu limite se o valor de v € um
integral ou zero.

S e
I,(z) = 2", (Ze zm)
Iv(Z) — e3vni/2]v(ze—3ni/2)

( m<argz <- n) (D.03)
Gn <argz < n) (D.04)
Ky(2) = i 2™ 1D (ze2™) (-m<argz<ln) (D.05)
K,(2) = — i e H® (ze ‘i”i) (-

¥, (2e2™) = 2" V7L (2) — (2) e Pk, (2) (~m<argz<im) (D.O7)

[_n(2) = 1,(2) (D.08)
K_,(z) = K,(2) (D.09)

% <argz < n) (D.06)

A maioria das propriedades das fungdes de Bessel modificadas pode ser deduzida
através das propriedades das funcdes ordinarias de Bessel (Apéndice C - Fungdes de
Bessel) pela aplicacdo destas relacoes.

Para pequenos argumentos (v € fixo e z — 0), as funcdes de Bessel modificadas
podem ser aproximadas de acordo com as equagdes (D.10) a (D.12)

L@~ (32) /rw+1) w#-1,-2,..)  (D.10)
Ky(z)~—1Inz (D.11)

K,,(z)~%[‘(v) (%z) ’ (Rv>0) (D.12)
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As series ascendentes para as fungdes de Bessel modificadas sdo (D.13) e (D.14).

L(2) = (32) 5 ok,(i (D.13)

r'(v+k+1)

Ka(2) = 2(2) " mpod O (L12) (2 (2,)" Bk + 1) +

k

Yyn+k+1)}2—— (1 2)

PTEYEAT (D.14)

Onde vy é a funcdo Psi, dada pela equacdo (C.15) e (C.16) do Apéndice C. Para o
caso particular de ordem zero, as fung¢bes assumem a forma:

1 72 (122)2 (122)3
Iy(z) = 1+(1|)2+ ‘(*202 + 2302 + .. (D.15)
2 1.2 1,2 3
) = ~{in32) 70 + e+ (14 + (134 ) B

As relagbes de recorréncia dada entre as ordens das funcOes de Bessel
modificadas sdo dadas pelas relagdes (D.27) a (D.20).

By_1(2) — Byss(2) = = B, (2) (D.17)
B'y(2) = By-1(2) — 1By (2) (D.18)
By-1(2) + By11(2) = 2B, (2) (D.19)
B})(2) = Byy1(2) + 2B, (2) (D.20)

Onde B, denota I,,, e”™K, ou qualquer outra combinacéo linear dessas funcdes.
Para v = 0 arelacdo (D.20) é.

Iy(2) = 11 (2) (D.21)
Ky(2) = —K,(2) (D.22)

Outras equacOes diferencias com a solucdo associada as funcbes de Bessel
modificadas é dada pela equagéo (D.23).

z22w" + z1 £ 22)w' + (xz—vHw =0 (w=e*B,(2)) (D.23)

Algumas equacdes diferenciais da funcéo de Bessel ordinaria também séo validas
paras as funcdes de Bessel modificadas, se quantidade A2 na equacéo (C.27) a (C.32) e
(C.34) for substituida por by — 12 e a0 mesmo tempo o simbolo C na solugdo dada é
substituido por B.



