Universidade Federal do Espirito Santo
Centro de Ciencias Exatas
Programa de Pos Graduacao em Fisica

Tese de Doutorado em Fisica

Cosmologia quantica em teorias
escalares-tensoriais: aspectos fisicos e
matematicos

Carla Rodrigues Almeida

2017



Universidade Federal do Espirito Santo
Centro de Ciencias Exatas
Programa de Pos Graduacao em Fisica

Cosmologia quantica em teorias
escalares-tensoriais: aspectos fisicos e
matematicos

Carla Rodrigues Almeida

Tese apresentada ao Programa de Poés Gra-
duagao em Fisica (PPGFis) da Universidade
Federal do Espirito Santo como requisito par-
cial a obtencao do grau de Doutora em Fisica.

Orientador: Julio César Fabris

Setembro/2017






Aos meus irmaos



Com grandes poderes vém grandes responsabilidades.
Tio Ben (Stan Lee)



Agradecimentos

Em primeiro lugar, gostaria de agradecer ao meu orientador, Prof. Julio, pela maravilhosa
orientacao e valiosas discussoes, por acreditar em mim e ter paciéncia quando a fisica me
deixava confusa. Lembro dos primeiros meses, depois de cada semindario e cada Journal
Club, quando ele me perguntava se eu tinha entendido algo. Diante das minhas respostas
negativas, ele me encorajava a continuar, dizendo que eu iria eventualmente entender, até
que finalmente um dia eu consegui e ele comemorou comigo. Obrigada, Jilio, por este
trabalho que é metade seu!

Gostaria de agradecer aos professores Antonio B. Batista, Davi C. Rodrigues, José
Alexandre Nogueira, Santiago Perez-Bergliaffa, Nelson Pinto Neto e Oliver F. Piattella,
por aceitarem participar da minha banca examinadora. Também devo muitos agradeci-
mentos as varias pessoas que ao longo desses anos colaboraram comigo e/ou acreditaram
em mim de alguma forma: Prof. Brasil, Prof. Paulo Moniz, Prof. Nelson, Prof. Gazeau,
Prof. Hervé Bergeron, meus amigos Arthur Scardua, Fulvio Sbisé, Yaser Tavakoli, Prof.
Dito e Prof. Jean Einsenstaed, por todo suporte que me deram e oportunidades que abri-
ram para mim. As figuras e graficos desta tese eu devo ao meu irmao Junior, ao Arthur,
ao Rodrigo vom Marttens e ao Prof. Hervé Bergeron. Muito obrigada por elas!

As pessoas incriveis que dividiram uma casa, muitas dificuldades e suas amizades
comigo: Gabriela, Paula (minhas queridas amigas improvaveis) e Tays (minha querida
amiga mais que provavel). Nao fazem ideia do quanto eu agradeco pelos bons e maus
momentos, por serem tudo que eu precisava, quando eu precisei. Obrigadal

Um agradecimento especial aos meus irméaos de pai/orientador, que formaram comigo
uma familia unida, que davam suporte uns aos outros, sempre que possivel: Denis, Edison,
Olesya e Adriano M. Além disso, gostaria de agradecer todo o grupo de Cosmologia da
UFES e a meus outros amigos e companheiros de RU e Hebe: Felipe, Sara, Michael, Alefe,
Pedro, Eddy, David, William, Mariniel, Rodrigo, Vinicius, Mario, Céssio, Alan, Ingrid,
Isaac, Nicolas, Raquel F, Emmanuel, Johnny, Leonardo, Thiago, Fabio e Badke. Gostaria
de agradecer também aos meus amigos de longe, cuja a convivéncia virtual praticamente
diaria é inestimédvel: Adriano O, Beto, Bruno, Carla, Geraldo, Lilian, Marcelo, Raquel A
e Ricardo.

Agradeco aos professores que me deram aula no doutorado, que sd@o as pessoas res-



11

ponsaveis por eu ter aprendido fisica: Prof. Brasil, Prof. José Alexandre, Prof. Oliver,
Prof. Davi, Prof. Jorge e Prof. Jilio, muito obrigada! Agradeco ao secretario do PPG-
Fis, José Carlos, por me ajudar com a parte burocratica disso tudo e pelas divertidas
conversas no corredor. Um agradecimento especial a Renata, a psicéloga da UFES, que
tem me ajudado neste tltimo ano. Também agradeco a CAPES pelo financiamento do
meu doutorado.

Por fim, nao poderia deixar de agradecer a minha familia, por todo carinho e suporte
nestes tempos: mae, pai, irmaos, cunhadas e avés. Mae e pai, voceés sao os responsaveis

por isso tudo. Junior e Alexandre, esse trabalho é para vocés. Tchopas.



Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os aspectos fisicos e matematicos da quantizacao
canonica de teorias escalares-tensoriais, em particular da Teoria de Brans-Dicke, usando
um fluido perfeito como componente de matéria do universo, introduzido via formalismo
de Schutz. Fazemos um estudo completo do carater autoadjunto do operador de energia
efetivo proveniente da quantizacao desta teoria. Tal quantizagao é feita através do vin-
culo de energia obtido da descricao Hamiltoniana da Relatividade Geral, a equagao de
Wheeler-DeWitt, de onde recuperamos uma equagao do tipo Schrodinger, considerando
o parametro temporal dado pelo fluido que compoe o universo. Também apresentamos
o caso da quantizacao da Teoria de K-esséncia para um limite particular, onde recu-
peramos um comportamento de um fluido perfeito em Relatividade Geral via Schutz.
Introduzimos também a nocao de quantizacao afim como alternativa ao método canonico
e apresentamos os conceitos matematicos nos quais ele é baseado, aplicando o método
num exemplo cosmoldgico de um universo dominado por poeira. Também fazemos uma

analise semiclassica qualitativa da Teoria de Brans-Dicke.

Palavras Chave: cosmologia quantica, teorias escalares-tensoriais, Brans-Dicke,

quantizacao afim, operadores autoadjuntos, extensoes autoadjuntas.
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Abstract

The proposal of this work is to study the mathematical and physical aspects of the ca-
nonical quantization of scalar-tensor theories, Brans-Dicke Theory in particular, using a
perfect fluid as the universe’s matter component, inserted by Schutz’s formalism. We do
a thorough analysis of the self-adjointness of the effective energy operator obtained in the
quantization of theory. Such quantization is made through the Wheeler-DeWitt equation,
the energy constraint from the Hamiltonian description of General Relativity, to obtain
a Schrodinger-like equation, taking the temporal parameter to be given by the fluid that
permeates the universe. Also, we present the quantization of the K-essence Theory, for
a particular limit which we recover a perfect fluid behavior from General Relativity by
Schutz. We also introduce the notion of affine quantization as an alternative to the ca-
nonical method, and present the mathematical concepts needed for the theory. We apply
this method in a cosmological example, of a universe filled with dust. Also, we do a

qualitative semiclassical analysis of the Brans-Dicke Theory.

Key Words: quantum cosmology, scalar-tensor theories, Brans-Dicke, affine quanti-

zation, self-adjoint operators, self-adjoint extensions.
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Introducao

A fisica atualmente é ramificada em duas areas aparentemente incompativeis, uma que
unifica as forcas eletrofraca e forte e uma teoria que fornece uma explicacao para a gravi-
dade. Essa divisao ¢ melhor assimilada analisando a grande diferenca entre as teorias da
Relatividade Geral e da Mecanica Quantica. Ambas correspondem a teorias muito bem
testadas cuja diferenca entre elas é o dominio de atuacao de cada uma: uma é a fisica
que descreve o universo macroscopico e a outra sistemas microscopicos. No entanto, ape-
sar da aparente dicotomia, presume-se que elas podem ser unificadas numa sé e existem
varias propostas para tal, embora nenhuma ainda possa ser confirmada, devido ao alto
grau de abstracao e dificuldades em realizar experimentos que confirmam predi¢oes cos-
moldgicas. Sendo assim, os estudos sobre o assunto resultam em predicoes que, ao menos
por enquanto, nao podem ser testadas. Uma das teorias de unificacdo mais estudada é
a Cosmologia Quantica, que parte do pressuposto que o universo deve ser estudado de
acordo com as leis da Mecanica Quantica, em especial em sua fase primordial, onde os
efeitos quanticos sao mais expressivos. Assim, obtemos informagoes importantes sobre a
origem do universo, incluindo predigoes sobre a singularidade inicial e a fase inflacionaria.

Além das dificuldades em determinar a natureza da singularidade inicial, outros pro-
blemas em Cosmologia continuam em aberto. Por exemplo, os problemas do Horizonte
e da Planeza, que correspondem respectivamente ao fato de haver uma homogeneidade
na medicao da radiacao césmica de fundo que o modelo padrao nao consegue explicar
e ao fato do universo observado atualmente ser plano, com a densidade critica proxima
da unidade, que é um problema de condigbes iniciais. A fase inflacionaria foi sugerida
para explicar estas observagoes, mas ainda sem fornecer uma justificativa plausivel sobre
o porque dela prépria ocorrer. Outra proposta que pode vir a elucidar tais problemas é
a de que o universo pode nao ter comecado de uma singularidade, mas sim da contracao
de um universo anterior, que atinge um volume minimo e volta a se expandir. Estes sao
conhecidos como modelos de ricochete. Além dessas questoes supracitadas, ainda ha um
outro mistério a ser resolvido no cosmo: a atual fase de expansao acelerada. Se considerar-
mos apenas as componentes conhecidas do universo, a Relatividade Geral nao prevé esta
aceleragao atual. A ideia mais aceita atualmente é que ha mais coisas no universo do que
podemos observar, apelidadas de componentes escuras de matéria e energia. Estima-se

que estas compoem aproximadamente 95% do total de massa-energia do universo e que a
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energia escura seria a responsavel por esta expansao acelerada.

Dentre as ideias para resolver estas questoes, em particular a natureza da inflacao e
das componentes escuras, algumas propostas de modificacao da Relatividade Geral foram
criadas. A teoria de Einstein foi inovadora por propor uma explicacdo sobre o que seria
a forca gravitacional, introduzida por Isaac Newton ha alguns séculos atras, e afirma que
a forca da gravidade é um efeito geométrico, dada pela distorcao que a matéria causa no
espaco-tempo. As modificagoes sugeridas levam este fato em consideracao. Por exemplo,
alguns alegam que o espago-tempo é uma variedade munida de duas métricas, os chamados
modelos de bi-gravidade. Outros propoem que a gravitacao seja descrita por uma fungao
do escalar de curvatura da quadrivariedade: as Teorias de f(R). Também pode-se acoplar
campos escalares-tensoriais a gravitacao, isto é, a geometria do espaco-tempo. Essas sao
as ditas Teorias Escalares-tensoriais, como Brans-Dicke, K-esséncia e Horndeski. No caso
da Teoria de Brans-Dicke, temos um campo escalar nao-minimamente acoplado a parte
gravitacional da Lagrangiana de Einstein-Hilbert, cuja estrutura implica na presenca de
uma constante w, de forma que fazendo w — 00, recuperamos a Relatividade GeralE]
De fato, estima-se que w > 40.000, o que torna Brans-Dicke virtualmente indistinguivel
da RG, classicamente. A ideia entao seria verificar se quanticamente ha uma diferenca
significativa.

Por outro lado, temos a Mecanica Quantica, que é bastante contraintuitiva em com-
paracao com a fisica cldssica. Observaveis, na fisica, representam tudo o que pode ser
mensurado, como posi¢ao, momento e energia. Na Mecanica Quantica, tais observaveis
sao descritos por operadores num espaco de Hilbert e que atuam em uma funcao de onda,
sendo esta o “objeto” que realmente representa o estado quantico do sistema. Tais ope-
radores devem ser autoadjuntos: eles precisam ser simétricos, isto é, Hermitianos, pois
a medida de uma grandeza é dada pelos autovalores do operador e esta tem que sempre
ser real e o dominio do operador deve coincidir com o do adjunto a este, pois nao deve
haver ambiguidade na hora de decidir se ¢ o operador ou seu adjunto que representa o
observavel fisico. No entanto, a quantizacao de uma teoria cldssica pode nao levar a um
operador (de energia, por exemplo) autoadjunto, como parece ser o caso na quantizagao
de Brans-Dicke, ou mesmo, em alguns casos, até na quantizacao da prépria RG usual.
Todavia, podemos tentar estender o operador em questao de forma a torna-lo autoad-
junto. Estender, neste caso, significa mudar o seu dominio, isto é, mudar as condigoes de
contorno das fungoes de onda que descrevem o sistema. Podem haver apenas uma ou in-
finitas extensoes autoadjuntas para o operador, cada uma, obviamente, descrevendo uma
dinamica diferente. A questao de determinar a melhor extensao recai exatamente onde
grande parte dos problemas de fisica recai: determinar condig¢oes de contorno adequadas.

Um dos maiores problemas ao tentarmos quantizar um sistema classico gravitacional

¢é relacionado ao tempo. Classicamente, a descricao Hamiltoniana da gravitacao é feita

1Com excecdo ao caso onde o traco do tensor energia-momento é nulo.



através de sistemas vinculados e o principal vinculo que diz que a Hamiltoniana total de um
sistema clédssico ¢ nula. Um resultado esperado se pensarmos no universo como um todo,
ja que este é um sistema fechado e a energia total deve ser conservada, mas surpreendente
pelo fato de poder ser aplicado a qualquer sistema cosmolégico. Ja quanticamente, o
operador de energia fornece a evolucao temporal do sistema estudado, de acordo com a
famosa equacao de Schrodinger, o que nao condiz com a equagao de Wheeler-DeWitt.
Percebe-se claramente uma abordagem diferente em relagao ao tempo nestas duas areas
da fisica. Macroscopicamente, o tempo é relativo, é uma coordenada do espaco-tempo
que buscamos quantizar; ja em sistemas microscopicos, o tempo é um parametro externo
que nao tem o status de observavel, ou seja, nao é um operador quantico. Esse é um
dos maiores problemas da Cosmologia Quantica, chamado de problema do tempo, e uma
forma de abordar esta questao é identificando um parametro interno da teoria classica
como tempo, de forma que a Hamiltoniana efetiva evolua em relagao a este de acordo
com a equacgao de Schrodinger. Por exemplo, podemos afirmar que o tempo ¢ dado pela
presenca de matéria e, neste caso, o universo s6 evolui se o conteido material dele nao for

nulo.

Em suma, a Cosmologia Quantica é uma proposta de quantizacao de uma teoria
classica de gravitacao, descrita pela sua formulacao Hamiltoniana, identificando um para-
metro interno, como por exemplo a componente de matéria, como mecanismo de relégio.
Considerando que o dominio da Mecanica Quantica sao sistemas microscopicos, a CQ se
aplica aos primeiros estagios do universo, onde os efeitos quanticos ainda sao relevantes.
Porém, ainda precisamos especificar de que forma ela é feita, isto é, explicitar a forma
como observaveis classicos sao identificados com operadores quanticos. O método cano-
nico é baseado na quantizacao feita na Mecanica Quantica usual, transformando posicao
em um operador de multiplicacao e momento em operador de derivacao. Fisicamente,
a simplicidade desta quantizagao é uma vantagem e os cendrios cosmolégicos podem ser
estudados através dos valores esperados das varidveis em questao, como é feito na MQ.
Com isso podemos fazer algumas predicoes sobre o universo primordial e suas condigoes
iniciais, lembrando sempre que, no limite classico, a teoria deve prever o modelo cosmo-
légico atual. Escolhemos, neste caso, trabalhar no mini-superespaco, uma configuracao
que possui um numero reduzido de graus de liberdade. Assume-se que é uma aproxi-
macao viavel para o superespago no qual acredita-se que vivemos, com infinitos graus
de liberdade. Esses modelos no mini-superespaco sao os mais estudados em Cosmologia
Quantica e nos fornecem informagoes tteis sobre alguns aspectos do universo primordial.
Por outro lado, algumas questoes matematicas devem ser consideradas com mais cautela,
como aspectos sobre o carater autoadjunto dos operadores quantizados neste caso. Outro
método, chamado de quantizacao afim, leva em consideracao simetrias do espaco de fase
(semiplano positivo, no caso da Cosmologia) do sistema para identificar observéaveis com

operadores a partir de um método integral covariante. Matematicamente bonito, é um
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método em que a questao do carater autoadjunto é resolvida mais naturalmente e a fisica
pode ser estudada pela andlise semiclassica, resultante da aplicagao inversa do mapa de
quantizacao.

Esta tese é resultado dos trabalhos publicados e/ou aceitos para publicacao [1], [2],
[3] e dos trabalhos submetidos [4] e [5]. A proposta principal é analisar a quantizagao
canonica da Teoria de Brans-Dicke, investigando os aspectos matematicos e abordando os
cenarios cosmologicos que surgem deste sistema quantico. O objetivo é entender se a nivel
quantico o campo escalar da teoria tem um papel mais evidente do que a nivel classico.
A ideia é utilizar um fluido perfeito via formalismo de Schutz como parametro temporal.
Também quantizamos a Teoria de K-esséncia e a usamos como exemplo de outras formas
de inserirmos o tempo durante a quantizacao, utilizando o campo escalar da teoria como
mecanismo de relégio num caso especial. Além disso, abordamos brevemente o método
da quantizacao afim, nao tao conhecido, e apresentamos suas vantagens como método e
como fonte de predicoes. Os Capitulos [1] e [2] sao destinados a revisao basica do conteido
necessario para o objetivo. O Capitulo [3[ ¢ uma apresentacao dos conceitos basicos sobre
a quantizacao afim e uma andlise de um exemplo cosmoldgico. O Capitulo 4| é o resultado
central desta tese, sobre a quantizagao da Teoria de Brans-Dicke. Apresentamos um apén-
dice sobre a analise matematica do operador momento na semirreta real, que é, no fundo,
a origem dos problemas matemaéticos no caso da Cosmologia Quantica. Na Conclusao,

descrevemos os resultados de forma mais critica e comentamos sobre os projetos futuros.



Capitulo 1

Relatividade Geral e Cosmologia

Em 1905, Albert Einstein (1879 - 1955) publicou seu primeiro artigo sobre Relatividade
Especial, “Sobre a Eletrodinamica de Corpos em Movimento” E], e comecgou uma revolucao
na forma como entendemos as leis da fisica. Neste artigo, Einstein se baseou nas leis de
Maxwell do eletromagnetismo, mais precisamente na ideia de que os campos elétrico e
magnético sao uma sé entidade que é diferenciada apenas pelo movimento em relacao a
um referencial, para afirmar, considerando a constancia na velocidade da luz, que o tempo
e espaco sao relativos ao referencial adotado. Esta ideia original culminou mais tarde na
criacao da Teoria da Relatividade Geral, que mudou nossa visao sobre o universo. Em
1915, Einstein criou esta teoria revolucionaria da gravitacao, transformando o problema
do movimento dos corpos celestes de uma questao em dinamica para uma em cinema-
tica, unificando espaco e tempo num unico espaco quadridimensional, que é distorcido
pela presenca de matéria. Essa distorcao, isto é, a curvatura do espaco-tempo, é o que
entendemos como gravidade.

Para muitos, a Relatividade Geral (RG) é a mais bela teoria fisica ja criada. Mate-
maticamente encantadora, construida a partir de uma geometria recém-criada na época,
incorporando a nocao de espacos curvos; e fisicamente desafiadora, respondendo a questao
deixada por Newton ha séculos atrds: o que é a gravidade? Como toda teoria revoluciona-
ria, a RG também demorou até conseguir a aceitacao que merecia [6], mas pela primeira
vez na histéria foi possivel criar teorias consistentes sobre o universo e testa-las, trans-
formando a Cosmologia, antes vista com certo preconceito, num ramo sério da fisica. A
partir de entao, com os trabalhos iniciais de Alexander Friedmann (1888 - 1925), George
Lemaitre (1894 - 1966), George Gamow (1904 - 1968) e as observagoes de Edwin Hubble
(1889 - 1953), o estudo tedrico do cosmo passou a ser visto com novos olhos e uma nova
era da fisica se iniciou.

No século anterior ao surgimento da RG, a geometria nao-euclidiana ganhou novos

contornos com a tese de doutorado do mateméatico Georg Friedrich Bernhard Riemann

L Zur Elektrodynamik bewegter Korper, no original em alemao.
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(1826 - 1866), que foi feita fora da drea de interesse deste apenas para impressionar seu
respeitavel orientador Carl Fiedrich Gauss (1777 - 1855). A ideia de que espagos eucli-
dianos podem ser generalizados, de forma que as “retas paralelas” deste espaco possam
convergir/divergir, violando o quinto postulado de Euclides, é uma das caracteristicas da
RG. O caminho de minimo “esfor¢o”, ou seja, de menor resisténcia, que um corpo pode
seguir é uma geodésica (generalizagdo da reta) num espago curvo e um corpo massivo
deforma este espaco de modo que as geodésicas convirjam em sua direcao, dando a im-
pressao de que estes corpos estao se atraindo. Nao ha mais a nocao de forca de atragao
que Newton introduziu, o fendmeno se torna apenas uma consequéncia do movimento de
menor resisténcia dos corpos.

Em nossa apresentacao, vamos fazer uma pequena revisao sobre os principais conceitos
geométricos e fisicos por tras da RG e do Formalismo 3 + 1, que serao tteis mais a frente.
Também faremos uma introducao elementar de Cosmologia, para abordar as terminologias
e notacoes que serao usadas posteriormente. Nao iremos estender esta parte de revisao
além do necessario para a construcao da teoria mais que apresentaremos, para evitarmos
a dispersao da atengao e mantermos o foco apenas no que é relevante para esta tese. Para

os leitores mais curiosos que se interessarem por uma abordagem mais ampla sobre os
assuntos, ver [7, (8, 9 [10, 11, 2], [13].

1.1 Um pouco de geometria

A grande revolucao da Relatividade Geral foi a interpretacao geométrica dada para a
atracao entre dois corpos, em oposicao a forca de natureza desconhecida introduzida por
Newton. O universo é descrito por um espago quadridimensional, chamado de espaco-
tempo, que tem a propriedade de ser “deformado” com a presenca de matéria. Esta
deformagao, representada na geometria diferencial pela curvatura, é o que conhecemos
como gravidade. Para entendermos melhor o que é o espaco-tempo e o que significa
essa curvatura mencionada, vamos precisar de alguns conceitos geométricos essenciais.
Em verdade, qualquer apresentacao detalhada sobre os conceitos basicos de geometria
diferencial ocuparia muito mais espaco do que um capitulo de tese deveria ter, entao a ideia
desta secao é apresentar apenas uma nocao basica para o entendimento da matematica
por tras da RG. Para quem se interessar em um estudo mais completo, sugiro que leiam
o segundo capitulo de [7].

A nocao de “espago curvo” é formalizada no conceito matematico de variedade. Uma
variedade n-dimensional M ¢é um conjunto de pontos que localmente podem ser mape-
ados em uma vizinhanca de R™. Topologicamente falando, M é uma colagem de varias
vizinhancas do R". Mais formalmente, M = |, {U,, 9o} tal que

1. U, sao conjuntos abertos.
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2. As funcoes ¢, sao chamadas de mapas e sao tais que ¢, : U, — O, C R"™ sao de

classe C°°E| e que possuem inversa.

3. Se U, N Uz # 0, entao ¢p o ¢,' é uma aplicagao de ¢,[U, N Ug] C O, para
¢5[Ua N Ug] C Oﬁ.

O mapa ¢, é o que nos permite falar de coordenadas de uma variedade; dadas coordenadas
{z#} de R", entdo as curvas {¢;'(z")} formam um sistema coordenadas locais de M.
Por simplicidade, ndo vamos fazer distingao entre os conjuntos de coordenadas {z*} e

{o. (")} A aplicagao ® = ¢ o0 ¢, é chamada de mudanca de coordenadas (ver Figura

).

Figura 1.1: As vizinhancas U, e Uz do ponto p € M sao mapeados em R". O ponto p é
mapeado na origem de cada sistema. A aplicagao ¢g o ¢, ' é um difeomorfismo entre os

conjuntos hachurados de R".

Dado um ponto p qualquer numa variedade M, a colecao de vetores tangentes a M
neste ponto chama-se espacgo tangente da variedade M no ponto p e é comumente denomi-

nado por T, M. O espaco tangente num ponto tem a mesma dimensao n que a variedade

2Continuas e com todas as derivadas continuas.
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M e é isomorfo a R". Dado um sistema de coordenadas {z*} numa vizinhanga do ponto

p, entao

o 0 0
(e1,€9,...,€n) = <ax1 P ,...,%n) =(01,02,...,0y) (1.1)

¢ uma base para T,M. Os vetores de T, M serao denotados por X*#. Um funcional linear

w: T,M — R é chamado de vetor covariante, covetor ou forma linear e o conjunto de
todas as formas lineares diferenciais no ponto p formam um espaco vetorial, denotado por
Ty M, que chama-se espago dual ou espago cotangente. Dado um sistema de coordenadas
{z"} numa vizinhanga do ponto p, o conjunto {dz*}, que também pode ser denotado por
{e"}, forma uma base para T, M de forma que

ele, = 0. (1.2)

v

Os vetores covariantes serao denotados por w,. Ao mudarmos as coordenadas {z*} para

{x“'}, onde 2+ = gt (x',...,2"), definimos as fungoes
’ &U“ ax“,
7 . 22—
(I)u - (9.1'“/ ) (I)M' — 8.’13“ (13)

e, com isso, pode-se mostrar que os vetores contravariantes e covariantes se transformam
da seguinte forma [ [7]:
T NTES TR _ HH
X = X" 5wy =P, w,. (1.4)

Podemos generalizar esta ideia de vetores e covetores para a nocao de tensores. Um tensor

é uma aplicacao multilinear

Tﬁ:g’;Mx...xT;Mx\Tpr...prMJﬁR, (1.5)
rt;:nes St?I?leS

que sera denotado, especificando um sistema de coordenadas locais, por THi#s, . A

mudanca de coordenadas é feita da seguinte forma

(1.6)

_—

! I ! I
Y - — P¥ vr B W L .- Hs
THbh, = OB BT

Dizemos que T# ~#s, ., € r vezes covariante e s contravariante.

Por enquanto, apresentamos apenas a ideia topologica do que é uma variedade. Para
a estudarmos de um ponto de vista geométrico, precisamos inserir um elemento a mais
que vai nos fornecer uma forma de medir distancias neste ambiente. Tal medida é feita
através de um tensor covariante bilinear nao-degenerado g,, chamado de métrica, que

também pode ser representado pelo elemento de linha

ds® = g,, da"dz" . (1.7)

3Usaremos continuamente a notacdo de Einstein: fndices superiores e inferiores iguais simbolizam um

somatorio.
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Como g,, é nao-degenerado, a sua inversa existe e é tal que [g,,]' = ¢, de forma que

Gun 9" =0, (1.8)

Podemos usar a métrica para transformar um tensor covariante em um contravariante e

vice-versa da seguinte forma,
T"=g¢"T, ou T,=g,T", (1.9)

comumente chamado de “subir ou descer indices”.

Assim como a nocao de distancia entre dois pontos teve que ser generalizada para
a nocao de métrica, a nocao de derivagao também tem que ser adequada para espacos
curvos. Para isso introduzimos a ideia de conexao. Uma conexdo V em um ponto p de
uma variedade M ¢é um operador no espago tangente T,M que leva um vetor X a um
operador diferencial V x, chamado de derivada covariante na direcao X mno ponto p. Esta
¢é a generalizagao da ideia de derivada direcional em um espaco R™. Dado um sistema de
coordenadas {z®} numa vizinhanga do ponto p, a derivada covariante na dire¢ao eg de

um vetor Y* é representada por Y% 3 e ¢ dada por

oYy«

Y = 0P

F T, Y. (1.10)

Ja a derivada covariante de um covetor w, na dire¢ao eg é dada por

Ow,,
Wa;p = OxP

S (1.11)

Podemos generalizar a derivada covariante para um tensor qualquer. Os coeficientes I'*g,
sao chamados Simbolos de Christoffel. Dada uma métrica g,,,, existe apenas uma conexao
V tal que g,..o = 0, para qualquer a. Esta ¢ dita uma conexdo compativel com a métrica
(conexdo de Levi- C’ivita)ﬁ Neste caso, os simbolos de Christoffel sao escritos da seguinte

forma

(07 1 «
gy = 59 " (Gupry + G — 9vm) > (1.12)

sendo gagy = Oy Gag-

Agora, suponha uma curva parametrizada A(t) em M e X () o campo tangente a esta
curva. Definimos a derivada covariante de um campo Y ao longo da curva \(t) como
sendo DY /0t = VY. Em particular, se escolhermos um sistema de coordenadas {x“(t)}
tal que X“(t) = dz®/dt, temos

Dy« oy~ dz?

— & v
o o T YT (1.13)

4Sem torcdo, isto é, I'“gy = I'*y3. Vamos considerar aqui apenas as conexoes livre de torcao e

compativeis com a métrica.
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Algo importante para se observar é que a derivada covariante nao é mais definida num
ponto, mas sim ao longo de uma curva na variedade. Definimos o transporte paralelo de
um tensor 7" ao longo da curva A(t) pela seguinte propriedade

DT

O transporte paralelo é definido sobre uma curva, entao o resultado do transporte paralelo
de um vetor do ponto p ao ponto ¢ pode diferir dependendo da escolha do caminho adotado
(ver Figura |1.2). Também, se a conexao é compativel com a métrica, esta sempre serd

transportada paralelamente, por qualquer caminho.

Figura 1.2: Ao fazer o transporte paralelo de um vetor por dois caminhos distintos,
obtemos resultados diferentes, como exemplificado na diferenca dos vetores no polo norte
da esfera. Um caminho é o subindo diretamente da linha do equador para o polo e ou
outro ¢ seguindo pelo equador e depois subindo. Nos dois caminhos o ponto inicial e final

Sa0 0S Mmesmos.

Uma curva A(t) = z®(t) é dita uma geodésica se o seu campo de vetores tangentes
X?(t) for transportado paralelamente ao longo de A(t), isto é, se
DX* D dz®

o Y T mar

=0. (1.15)
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As geodésicas sao a generalizagao de linhas retas do espago R™. Usando ([1.13)), concluimos
que uma curva z(t) serd uma geodésica se, para um parametro afim ¢, temos
d*x® dx? dx

re, 2 . 1.16
T T (1.16)

Esta é conhecida como Fquacdo da Geodésica. Esta nogao de geodésica é muito impor-
tante tanto na matematica quanto na fisica. Matematicamente, uma geodésica mini-
miza/ maximizaﬂ a distancia entre dois pontos quaisquer de uma variedade; fisicamente,
particulas livres percorrem geodésicas, que sao o caminho de menor resisténcia.

Como dissemos, o transporte paralelo de um vetor de um ponto p a um ponto ¢ de uma
variedade ao longo de duas curvas diferentes (que passam por ambos os pontos) pode nao
resultar no mesmo vetor (ver Figura[L.2). Isso se deve ao fato das derivadas covariantes
geralmente nao comutarem. Uma forma de medir esta “nao comutatividade” é através do
tensor de curvatura de Riemann R%g,s. A nao comutatividade é resultado da deformacao
do espago em comparacao ao euclidiano, portanto R“g.s ¢ uma forma de medir a diferenca
entre a variedade e o espago euclidiano, por isso recebe o nome de tensor de “curvatura”.

Dados vetores X*, Y*, ZH, definimos

R s XY°ZP = (Z2°:Y°) X" — (Z2°:X°) Y — 2% (Y° ., X" — X° Y7)

Y Y

= (2%, — 2%, X Y°. (1.17)
Sendo X*, Y* vetores arbitrarios, temos que:
R gy 70 = 2%y — Z%s, (1.18)

que expressa a nao comutatividade da segunda derivada covariante de Z* em termos do
tensor de Riemann. Escolhendo um sistema de coordenadas, o tensor de curvatura pode

ser escrito como:
Ry = T%pqy = Typ5 + 1%, s — %15 (1.19)
O tensor de curvatura possui as seguintes propriedades de simetria:

R0 =0 < R = —R%psy; (1.20)
Ry =0 & R+ R%pgy+ R =10 (1.21)

e satisfaz a identidade de Bianchi:

Raﬁ[’ﬂsse] =0 < Raﬁ’y&ﬁ + Raﬁey;ﬁ + Raﬁée;y =0. (122)

5Usando a esfera como exemplo, as geodésicas sdo circulos maximos, dados dos pontos sobre a super-
ficie, a geodésica produz dois caminhos possiveis: um de menor distancia e o outro (dando a volta na

esfera) de maior distancia.
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A contracao do tensor de curvatura,
Rog = R'app, (1.23)

¢ chamada de tensor de Ricci e definimos o escalar de Ricci, ou escalar de curvatura,
como
R=g¢"R,, = R",. (1.24)

1.2 O espago-tempo

Um dos maiores avangos do século XIX se deve a James Clerk Maxwell (1831 - 1879),
que percebeu que os campos elétricos e magnéticos sao partes constituintes de um mesmo
campo, chamado de eletromagnético, porém observados de referenciais inerciais diferentes.
Isso sugere que as leis da fisica sao invariantes por referenciais inerciais. Isto motivou
Einstein a questionar as leis da mecanica de Newton, que eram inconsistentes com as
equagoes de Maxwell do Eletromagnetismo. A constancia da velocidade da luz sugere que
tempo e espaco sao uma sé entidade, que Einstein chamou de espago-tempo.
Matematicamente falando, o espaco-tempo é uma variedade quadridimensional pseudo-
riemanniana. O “pseudo” é referente ao fato da métrica nao ser positiva definida. Como
um tensor covariante de posto 2, a métrica pode ser representada por uma matriz inversivel
n X n, onde n é a dimensao da variedade em questao, logo a métrica do espaco-tempo
pode ser representada por uma matriz 4 x 4. O espago-tempo tem como coordenadas

0 2! 2% 2?), onde z° = ct representa o tempo e x' as trés coordenadas espaciais. Uma

(x
das peculiaridades das variedades pseudo-riemannianas é que a métrica neste caso, por nao
ser positiva definida, tem autovalores positivos e negativos. Chamamos de assinatura da
métrica a configuragdo (—... — +...4+), H onde os sinais + e — representam o numero de
autovalores negativos e positivos desta matriz. A posicao dos sinais — e + nos parénteses
¢ definida pela posicao dos respectivos autovalores na diagonal da matriz, quando esta
é diagonalizada. O espago-tempo tem assinatura (+,—,—, —), E] ou seja, o autovalor
referente a parte temporal da métrica é positivo, enquanto os referente as coordenadas
espaciais sao negativos. Uma métrica com esta assinatura é chamada de métrica de
Lorentz.

Para uma variedade com métrica de Lorentz, dado um vetor X* no espaco tangente

de um ponto p, teremos trés possibilidades:
guwXHX" >0 = X* éum vetor do tipo tempo;
GuwX'"X" =0 = X" ¢éum vetor do tipo luz; (1.25)

guwXFX?" <0 = X* éum vetor do tipo espaco.

6 A Ref. [7] define assinatura como a diferenga entre o nimero de autovalores positivos e negativos.
7 Livros classicos de RG costumam usar a assinatura (—,+,-+,+). A assinatura que usaremos

(+,—,—, —) é mais comum em livros de Teoria Quantica de Campos.
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Assim, o espago tangente num ponto se divide em trés regides: os vetores nulos, ou do
tipo luz, formam um cone duplo em 7, M, chamado de cone de luz, que separa os vetores
do tipo espago dos vetores do tipo tempo (ver Figura . O cone de luz nos fornece a
nocao de causalidade: um evento sé pode afetar o outro se este estiver dentro de seu cone
de luz futuro, assim como sé podera ser afetado por eventos dentro do seu cone de luz
passado. Em suma, dois eventos sé podem interagir se sao conectados por um campo de

vetores do tipo tempo, em outras palavras, se estao em contato causal.

Cone de Luz Futuro

i

1.

1
—— e ——
' =

- -

Cone de Luz
Passado

Figura 1.3: O cone de luz de um ponto no espaco-tempo. O vetor v; é do tipo espaco,
vy esta sob a superficie do cone, é um vetor do tipo luz e v3 é um vetor do tipo tempo.

Eventos conectados por um campo vetorial do tipo espaco nao estao em contato causal.

Apesar de termos introduzido as coordenadas (ct, x,y, z) anteriormente, a mais genial
ideia da Relatividade Especial foi perceber que nao ha um observador privilegiado no
espaco-tempo, isto é, nao ha coordenadas privilegiadas. Um mesmo evento pode ser
descrito por outras coordenadas (ct’,z’,1/,2’) sem perda de generalidade. Isso implica

que nao ha a nocao de “eventos simultaneos” no espago-tempo, uma vez que a coordenada
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temporal nao permanece inalterada. No entanto, dados dois eventos, o intervalo entre
estes,

(As)? = (cAl)® — (Az)® — (Ay)® — (A2)*, (1.26)

¢ invariante por transformacao de coordenadas. Em outras palavras, se mudarmos o sis-
2 ) : . ..

tema de coordenadas, (As)” permanecerd constante. Por isso, dizemos que a Relatividade

Especial é uma teoria de um espaco quadridimensional, chamado de espago de Minkowskz,

cuja métrica de Minkowski deste espaco é definida como

1 0 0 0
0 -1 0 0
L, = 1.27
Um 0 0 —1 0 ( )
0 O 0 -1
e o elemento de linha se torna:
ds® = 1, da"dz" . (1.28)

Aqui e de agora em diante vamos considerar ¢ = 1.

1.3 Relatividade Geral

Na Relatividade Geral, a gravidade deixa de ser uma forca de natureza enigméatica que
atua sobre os corpos e se torna algo intrinseco ao espago em que vivemos. O espago-
tempo €, entao, uma variedade M com uma métrica Lorentziana g,, que representa a
gravidade. O conteido material do universo é descrito por campos em M, tal como o
campo eletromagnético, e a teoria obtida depende destes campos de matéria inseridos.
Mais geralmente, pode-se postular a existéncia de um campo ainda nao detectado, como
no caso da Teoria de Brans-Dicke, onde postula-se a existéncia de um campo escalar
de longo alcance que é acoplado a gravidade, ou seja, a curvatura do espago-tempo, e
que pode explicar, por exemplo, as componentes escuras do universo ou o mecanismo de
inflagao.

Dentre os campos de M, a métrica g, se diferencia por seu cardter geométrico. O
postulado de causalidade da RG [7] nos diz que um sinal entre dois pontos p e ¢ numa
mesma vizinhanca convexa U C M sé pode ser enviado se p e ¢ podem ser conectados por
uma curva C! inteiramente contida em U, tal que seu campo tangente seja ou do tipo-
tempo ou nulo em cada ponto da curva. Isto vem do fato observacional de que nenhum
sinal pode ser enviado mais rapido do que a velocidade da luz, que viaja em geodésicas
nulas. Entao, a métrica é um campo intrinseco que representa o movimento dentro do
espago-tempo e, portanto, as equagoes de movimento serao todas descritas em funcao de
gu- Por outro lado, para descreve-la precisamos de um tensor simétrico T*”, chamado

de tensor energia-momento, que nos fornece informacoes sobre a densidade de energia e
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pressao da matéria. Uma propriedade fundamental do tensor T"" é que este deve obedecer
a equacao de conservacao

vV, I =T, =0, (1.29)

conhecida como lei de conservacdo do tensor energia-momento. O postulado da causali-
dade nos fornece uma forma de encontrar a métrica a menos de um fator conforme [7], isto
é, nos permite encontrar uma classe de equivaléncia de métricas da forma g, = Q%g,,.
Com a condi¢ao podemos encontrar o fator conforme (2.

Até agora nao dissemos como calcular explicitamente a métrica ou o tensor energia-
momento. Para isto, vamos utilizar o principio da minima acao para encontrar as equagoes
de campo. Seja £ uma fungao escalar, chamada Lagrangiana, que depende do campo
' (z"), de suas derivadas covariantes e da métrica. |§| As equagoes de campo sao obtidas

variando-se a agao
S:/ﬁdu, (1.30)
D

onde D é o dominio da funcao £ e dv é a medida do espago em questao. No caso do
espaco-tempo a medida é dada por d*z. O principio da minima acdo diz que a variacao
da acao é nula, ou seja, 05 = 0. Desta equagao, considerando que a Lagrangiana sé

depende das derivadas primeiras dos campos, obtemos as equac¢oes de Fuler-Lagrange

608 oL oL
&~ o~ () " e

validas para todo %, isto é, para todo campdﬂ expresso na Lagrangiana.
Na Relatividade Geral, como ja dito, a gravidade é representada pela curvatura R
do espacgo-tempo e este fato é traduzido na Lagrangiana do campo gravitacional definida

CcOomo
1
Lo=—FV—9R 1.32
G 1G g ) ( )

sendo ¢g o determinante da métrica. O fator \/—¢g é a Jacobiana da métrica; algumas
referéncias definem a medida dv como y/—g d*z, mas escolhemos inseri-lo na defini¢ao da
Lagrangiana, para que esta contenha toda a dependéncia da métrica que aparece na agao.
A constante (87G) ™! pode ser deduzida considerando-se o limite Newtoniano das equagoes
derivadas da Lagrangi