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RESUMO

O efeito Casimir foi descoberto em 1948 e a sua relevancia do efeito Casimir foi recentemente
apontada em estudos sobre materiais como grafeno e cupratos supercondutores de alta tempe-
ratura. A relagdo entre a energia de Casimir e a energia de um condensado supercondutor com
anisotropia caracterizada por alta bidimensionalidade ja foi discutida em certos cenérios tedri-
cos. Este trabalho descreve a relacdo entre a massa efetiva dos portadores de carga (m* = am,,
onde m, € a massa do elétron) e os parametros macroscopicos caracteristicos de vdrias familias
de Cupratos supercondutores (Cu-HTSC) de alta temperatura critica (7,.) que possuem planos
supercondutores de cobre e oxigénio (Cu-O). Verificou-se que existe uma expressao que corre-
laciona a massa efetiva, o comprimento de penetracdo de London no plano \,;, a temperatura
critica 7, e a distancia d entre os planos supercondutores equivalentes de Cu-HTSC, revelando
um comportamento assintético de &« como uma funcao de 7. e a linha que descreve o valor ideal
de o >~ 2 (m* ~ 2m,). Isto indica que existe uma regido ndo adiabdtica, o que implica uma
interagdo portador-rede e onde a temperatura critica pode ter seu maior valor em Cu-HTSC.



ABSTRACT

The Casimir effect was discovered in 1948 and its relevance was recently pointed out in stu-
dies on materials such as graphene and high-temperature superconducting cuprates. The relati-
onship between Casimir energy and the energy of a superconducting condensate with anisotropy
characterized by high bidimensionality has already been discussed in certain theoretical scena-
rios. This work describes the relationship between the effective mass of the charge carriers
(m* = am,, whete m, is the mass of the electron) and the macroscopic parameters characte-
ristic of several families of high critical temperature (7.) superconducting cuprates (Cu-HTSC)
that have copper and oxygen superconducting planes (Cu-O). It has been found that there is an
expression that correlates the effective mass, the London penetration length in the plane A,
the critical temperature 7. and the distance d between the equivalent superconducting planes of
Cu-HTSC, showing an asymptotic behavior of « as a function of 7, and the line describing the
optimal value of @« ~ 2 ( m* ~ 2m,). This indicates that a nonadiabatic region exists, which
implies a carrier-lattice interaction and where the critical temperature may have its highest value
in Cu-HTSC.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 SUPERCONDUTIVIDADE

A histéria da supercondutividade comeca em 1911, com o fisico Kamerlingh Onnes, quando
suas investigacdes sobre as propriedades das substancias em baixas temperaturas o levaram,
além da liquefacdo do hélio, a descoberta de um novo estado, chamado por ele de supercondu-

tividade [1]:

Assim, o mercurio em 4,2 K entrou em um novo estado, que, devido as suas
particulares propriedades elétricas, pode ser chamado de estado de supercon-
dutividade.

A Figura 1.1 mostra que a resistividade do mercurio cai a zero abruptamente a 4,2 K. Alguns
experimentos realizados nessa época mostravam que a supercondutividade em metais desapa-
recia, quando a amostra era aquecida além de uma determinada temperatura. Tal temperatura

variava de material para material. A essa temperatura deu-se o nome de temperatura critica
(Te)-
A Tabela 1 mostra outros elementos quimicos e compostos que foram estudados posteriormente

e que também apresentaram propriedade supercondutora.

Tabela 1 — Elementos quimicos e ligas que s@o supercondutores e suas respectivas temperaturas criticas.

Material Al Sn Hg Nb UPtg PbMOGSg NngIl Nb3Ga NbgGe
T.(K) 12 38 42 95 045 15 18,1 20,3 23,9
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Figura 1.1 — Curva original da resisténcia elétrica medida no merctrio em 1911 por Onnes [1].

Meissner e Ochsenfeld [2] tentaram explicar uma propriedade mais fundamental do que a re-
sisténcia nula, a exclusdo do fluxo magnético, quando uma amostra supercondutora € resfriada
abaixo de sua temperatura de transi¢do. Eles mostraram que, independente da amostra estar ou
nao sob um campo magnético, quando a temperatura € inferior a 7., o fluxo magnético no seu
interior € sempre nulo, ou seja, a amostra apresentava o diamagnetismo perfeito, propriedade

que ficou conhecida como Efeito Meissner.

Em 1935, os irméos F. e H. London [3] propuseram duas equagdes baseadas no eletromagne-

tismo para descrever a supercondutividade e o efeito Meissner.

Em 1950, uma outra visdo do fendmeno da supercondutividade foi proposta por de Ginzburg
e Landau [4]. Essa formulacdo baseava-se numa interpretacdo de transi¢ao de fase na qual um
parametro de ordem aparece. Segue como consequéncia natural da teoria de Ginzburg-Landau
(GL) a obtencdo das equacdes de London. Tanto a teoria de London, como a de Ginzburg e

Landau, serviram para estabelecer relacdes entre diferentes fendmenos da supercondutividade.

Em 1957, Bardeen, Cooper e Schrieffer propuseram uma teoria microscopica da supercondu-
tividade na qual assumiam a existéncia de pares de elétrons ligados, denominados pares de
Cooper, que formavam uma supercorrente € um gap de energia formado entre o estado nor-
mal e o estado supercondutor [5]. Tal teoria ficou conhecida como Teoria BCS. A partir disso,

iniciou-se a busca por novos materiais supercondutores.
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Josephson [6] apresentou uma abordagem para o cdlculo das correntes de tunelamento transfe-

ridas através de uma juncdo. Tal efeito € conhecido como efeito Josephson.

Em 1973, o fisico norte-americano B. Matthias descobriu o composto Nb3Ge, com uma tempe-
ratura critica de 23,9 K. Somente ap6s mais de uma década, em 1986, os alemaes K. A. Muller
e J. G. Bednorz demonstraram que o material constituido por BaLaCuO superava o NbsGe
em temperatura de transicdo, tornando-se supercondutor a 30 K [7]. Esta descoberta lancou
cientistas do mundo inteiro em uma corrida na busca por 6xidos supercondutores com elevadas

temperaturas de transicao.

Em 1987, os fisicos americanos Paul Chu e Maw-Kuen Wu descobriram o sistema composto
por YBaCuO (Y —123) com temperatura critica de 93 K [8]. Este fato é de grande importancia
porque a ceramica Y —123 foi a primeira a exibir supercondutividade acima de 77 K que € a
temperatura de liquefagcdo do nitrogénio, que é mais fécil e econdmico de trabalhar do que o

hélio liquido, e também trouxe novas perspectivas de aplicacdes praticas destes materiais.

Em 1988 foram descobertos o sistema BiCaSrCuO com temperatura critica de 110 K e o com-

posto de T1CaBaCuO com temperatura critica de 125 K.

Em 1993 ocorre a descoberta do fendmeno num composto de HgBaCaCuO, com temperatura
de transicdo a pressdo atmosférica de até 134 K [9]. Um ano depois, investigagdes sobre a
influéncia da pressao hidrostatica externa no fendmeno da supercondutividade , comprovou que,
nos compostos de HgBaCaCuO, a pressdo hidrostatica pode elevar a temperatura de transi¢ao
em até 30 K, elevando 7. para 160 K [10]. Em 2002, Passos et al. [11] investigaram a influéncia

da oxigenagdo nas amostras supercondutoras do tipo HgReBaCuO(1223).

Em 2001, Akimitsu et al. [12] comunicaram a descoberta de supercondutividade no composto
bindrio diboreto de magnésio MgB,. As medi¢des de resistividade e magnetizagcdo indicaram
uma temperatura critica 7, de aproximadamente 39 K, a mais elevada atingida por um super-

condutor intermetalico.

Em 2008, Hosono et al. [13] descobriram a supercondutividade em compostos baseados em
ferro, também conhecidos como "iron pnictides". Os compostos LaFeOP e LaFeAsO;_,F,
apresentavam supercondutividade em 4 K e 26 K respectivamente. As expectativas se deram

por serem raros os casos de supercondutores com elementos magnéticos.
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1.2 EFEITO CASIMIR

Em 1948, Casimir [14] previu a existéncia de uma forga atrativa entre dois condutores paralelos
e eletricamente neutros, o que pode ser interpretado como uma flutuagdo da energia de ponto
zero das ondas eletromagnéticas. Este efeito foi chamado de efeito Casimir. Desde entdo,
varios estudos t€m focado neste topico de pesquisa para verifica-lo experimentalmente [15—
18]. O efeito Casimir parece ser cada vez mais importante na compreensao das interagdes
em vdrias dreas da fisica [19], especialmente no desenvolvimento de novos métodos tedricos
e computacionais. Outros trabalhos buscam estabelecer novos modelos para aplicagdes em
diferentes materiais. Entre eles, destacamos o trabalho de Bordag [20] que, em 2006, estudou
o efeito da energia de Casimir entre duas placas finas de plasma, modeladas por Barton [21].
O modelo Bordag [20] propds que uma interacao pode ocorrer para distancias entre planos que

sdo da ordem do comprimento de onda dos plasmons.

Em 2006, Bordag et al. [22] publicou um dos primeiros estudos sobre as interagdes de Casimir
para o grafeno, modelando-o como uma folha de plasma. Baseado no modelo Bordag [20],
Kempf [23] publicou um artigo sobre o efeito Casimir em Cuprates supercondutores de alta
temperatura (Cu-HTSC), modelando-os também como folhas de plasma. Neste trabalho, Kempf
[23] descreveu os planos CuO, como planos de plasma que interagem através das forcas de
Casimir [14]. Com esse cendrio, a proposta Kempf [23] relaciona 7. a razdo entre o nimero de

transportadores de carga e sua massa efetiva.

Como descrito, a proposta de Kempf, associada a energia de Casimir e a proposta de Bordag,
correlaciona a razao entre o nimero de portadores e a massa efetiva na temperatura de transi¢cao.
Em Cu-HTSC, o nimero de portadores € dificil de avaliar, uma vez que poucas medidas diretas
sdo realizadas em monocristais, como o termopoder ou o efeito Hall. Em policristais, essas
medidas sdo de pouca confiabilidade. No entanto, Ueramura et al. [24-26], indicou que existe
outra maneira de obter a relagdo entre o nimero de portadores e a massa efetiva, mostrando
que experimentos de relaxa¢do muon-spin (4SR) estabelecem um método direto para medir A
(comprimento de penetracdo de profundidade de campo magnético) em supercondutores do tipo
II [25]. Nos supercondutores 1/)\? é essencialmente determinada pela densidade de portadores
supercondutora (ns/m™*) dividida pela massa efetiva. Uemura et al. [24] foram os primeiros a

indicar uma correlag@o universal entre 7, e (n;/m”*).
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1.3 MOTIVACAO

Neste trabalho, a proposta de Uemura ef al. [24] e o modelo Kempf [23] foram associados,
levando em conta que medidas de relaxagcdo de muon-spin em supercondutores anisotrépicos
(~ 2D) fornecem uma correlagdo entre ngs/m* e o comprimento de penetragdo de London A,
(paralelo aos planos Cu-O). Considerando este procedimento, foi possivel obter uma expres-
sdo que descreve o comportamento da massa efetiva em Cu-HTSC em fungao de A\,;(0) e T...
Usando essa expressao, os dados obtidos através dessa nova correlagdo foram comparados com

os valores encontrados na literatura.

Com isso, os capitulos deste trabalho estdo apresentados da seguinte forma:

Capitulo 2: Apresentam-se topicos da fenomenologia da supercondutividade, bem como os

parametros relevantes dos Cu-HTSC;

Capitulo 3: Sdo abordados aspectos gerais e os principais modelos da teoria do efeito Casimir

em que este trabalho estd baseado;

Capitulo 4: Apresentam-se detalhes sobre o efeito Casimir em Cu-HTSC, através da equiva-
Iéncia entre a energia de Casimir e a energia de condensacdo supercondutora. Neste
capitulo também sao apresentados dados sobre o comportamento da massa efetiva para

varios Cu-HTSC;

Capitulo 5: E realizada a discussdo dos resultados e a conclusdo. Também estdo relacionadas

as propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

SUPERCONDUTIVIDADE

2.1 TEORIA DE LONDON

Numa tentativa de entender a condutividade ideal, os irmaos F. e H. London [3] utilizaram as
equacgdes de Maxwell para descrever as propriedades elétricas e magnéticas, onde se destacam a

resisténcia nula e o diamagnetismo perfeito. As equagdes de Maxwell podem ser escritas como

VD - p
I, o -

E = ——
V X pr
V-B = 0
- = - 10E
VXB:/L()J—F

2ot

Quando um campo magnético € aplicado a um supercondutor, de acordo com a lei de Faraday,
nele € induzido um campo elétrico e os superelétrons sdo acelerados livremente. Assim, a

densidade de supercorrente que circula é dada por:

-

Js = ngets,
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onde n, é a densidade de elétrons supercondutores e v a velocidade dos mesmos.

Da segunda lei de Newton,

a —
3 = _eE
matvs e
9 J, .
i —  _¢F
m@t ( nse) ¢
0 mj; -
_ = F. 2.1
ot (nse2) 1)

A Equacdo (2.1) pode ser reescrita da seguinte maneira

E = —J 2.2
nse2 ot 2.2)

Os campos no interior da amostra devem satisfazer as equacdes de Maxwell, portanto

> = 0 =
E = —2B
VX ot
> 0 - 0 =
\Y —J| = —=B
8 { 2 9t ] ot
. [0 - 20 =
\Y —Js —B = 0.
8 [at 1 m ot
Como a derivada pode ser trocada de ordem com o rotacional,
0 e? -
=0. 23
ot [ m ] 23)

Como o termo entre colchetes deve ser uma constante em relagdo ao tempo,

V x J,+ ——B = F(), (2.4)

onde F'(7) é uma fung¢do vetorial que pode, em principio, depender de 7. Esse comportamento
¢ vélido para condutores perfeitos, mas ndo para supercondutores, cujos campos magnéticos
internos devem sempre ser nulos (Efeito Meissner). A contribuicdo dos irm@os London [3] foi

verificar que a solucgdo particular da Equagao (2.3) para um supercondutor é dada por

nge>

V x J,+ B =0. (2.5)
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Substituindo a Equacio de Maxwell V x B = /ﬁojs e a identidade vetorial V x (ﬁ X ﬁ) =
\Y (6 . F ) — V2F na Equacido (2.5), a seguinte equacao € obtida:
071362 >3

v2g = HC g (2.6)
m

Define-se um comprimento caracteristico, chamado de comprimento de penetracdao de London,

como

Ao = ) —— 2.7)
Honse

Portanto, a Equacgdo (2.6) pode ser reescrita como

1

B. (2.8)
A

V3G =

Supde-se que um material supercondutor preencha toda a regido em que z > 0 e que o campo

tenha apenas a componente 53, e também que B, dependa apenas de z. Neste caso, a equagao

torna-se
d? 1
—B,— —=B,=0, 29
dz? A2 0 29)
que tem como solu¢do
B.(2) = Bye ** (2.10)

De acordo com a solucdo da equacgdo diferencial, o campo magnético B decresce exponencial-
mente quando age sobre um supercondutor e deve ser aprecidvel somente até uma distancia Ay,

medida a partir da superficie do supercondutor.

De maneira analoga, da Equacgdo (2.5) pode ser obtida a equacgdo para a densidade de corrente

Ty

S 1 -
V2], = A—QJS. (2.11)
L

que indica que a densidade de corrente circula pela amostra até uma profundidade A, decres-
cendo exponencialmente a medida que entra no volume do supercondutor. O efeito Meiss-
ner encontra-se representado na Figura 2.1. Observa-se que um supercondutor, inicialmente a
temperatura elevada (superior), € primeiramente resfriada (a esquerda) e depois colocada num
campo magnético (inferior), entdo o campo magnético ndo pode penetrar o material (inferior).
Esta é uma consequéncia de resistividade zero. Por outro lado, um supercondutor (superior)

pode ser colocado em primeiro lugar num campo magnético (a direita) e, em seguida, resfriada
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T>1T. B=0

T<T. B=0 T>T. B#0

Figura 2.1 — O efeito Meissner-Ochsenfeld em supercondutores [27].

(inferior). Neste caso, o campo magnético também € expelido do sistema.

2.2 MODELO DE GINZBURG-LANDAU

O modelo de Ginzburg—Landau, elaborado em 1950, também € uma teoria fenomenoldgica,
mas diferentemente do de London, tinha a vantagem de descrever corretamente a transi¢ao de

fase supercondutora do ponto de vista termodinamico [4].

2.2.1 Termodinamica da Transicao de Fase

Para um tratamento termodinamico, considere uma amostra cilindrica em um solenoide de area

transversal A e volume V' = AL, como mostrado na Figura 2.2.

A corrente na amostra pode ser obtido aplicando a Lei de Ampere ( $ H-dL=N z) e sera
igual a

L
i~ ZH.
TN
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Figura 2.2 — Amostra supercondutora cilindrica localizada no interior de um solendide.

onde [ é o campo aplicado na amostra e N é o numero de voltas. O trabalho total serd dado

B
por dW = —¢ dq onde ¢ = — N A— ¢ a f.e.m induzida pela mudang¢a do fluxo magnético total

dt

através da amostra, sendo B o campo induzido na amostra. Portanto,

dW = —edgq
— |vA%E
dt
= NA% {%ﬁ} dt
— ALHdB
— VHdB

— VA (dM + dﬁ)

= pVH-dM + oVH - dH | (2.12)

Usou-se nas equagdes acima, a identidade B = 1o (M +H > Como nido € de interesse a
contribuicdo do trabalho feito pela auto—indutancia do solendide na amostra, a Equacdo (2.12)
torna-se

AW = poVH - dM. (2.13)
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Da Primeira Lei da Termodinamica, se tem que

dU = TdS+dW
— TdS + puoVH - dM.

Nao € interessante que as varidveis sejam a Entropia e a Magnetizagdo, pois tais grandezas nao

podem ser medidas diretamente em laboratério. Portanto define-se a energia livre de Gibbs:

G = U—pVH-M—-TS
dG = dU — oV (ﬁM) —d(TS)
dG = TdS+ poVH-dM — VM -dH — poVH -dM — TdS — SdT
dG = —SdT — VM -dH. (2.14)

Com a energia livre de Gibbs pode-se calcular a diferenca de energia entre o estado normal

(G,) e supercondutor (G). Integrando a Equagdo (2.14) , mas para d1’ = 0, se obtém

HC c
G, (T,H,) — G, (T,0) = / dG = iV / M -dH .

0

Pelo efeito Meissner, M=—H , portanto

He H?
Gs(T,H.) — / :
0

Porém, para o campo critico G (T,H.) = G,, (T,H.). E como ndo ha magnetiza¢do (M = 0)
para o estado normal, G,, (T,H,.) = G,, (T',0). Logo,

Gs(T\H.) =G, (T)0).

Dessa maneira,
2

A Equacdo (2.15) mostra que, a campo zero, a energia no estado supercondutor € menor que a
energia no estado normal, o que prova que o estado supercondutor € estavel. O termo do lado

direito da Equacgdo (2.15) € chamado de energia de condensagao.
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O gréfico do campo critico em fun¢do da temperatura critica para um supercondutor do tipo [ e

do tipo II € mostrado na Figura 2.3.

(T, H)

C.

estado normal

estado M{éissner

(T, 0)

(a) C

J estado normal
estado misto

(T H)

estado Méissner

(7,0

(b) C

Figura 2.3 — Gréfico usado para o célculo da energia de condensag@o para um supercondutor (a) do tipo

Ie (b) do tipo II.

Como j4 visto anteriormente,

G, (T,H.,) G, (T,H.)
dG (T,H.,) G, (T,H,)

—S,dT — oV M, - dH —S,dT — gV M, - dH. (2.16)
Como, pelo efeito Meissner, a magnetizacao é M, = —H no estado supercondutor e M, =0

no estado normal, a equagdo anterior se reduz a seguinte equagao:

. dH
Ss—Sn = poVHe. — 2.17
o IT (2.17)

. dH,

AQ=T(Ss—S,) = wVTH,.- T (2.18)

Como dﬁc/ dl" < 0, a Entropia no estado supercondutor é menor que a do estado normal,
portanto ocorre uma diferenca de energia entre as fases na transi¢do a temperatura constante,

sendo esta uma transi¢do de 1* ordem.
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Na temperatura critica 7,, onde H. = 0, ocorre que Sy = S, e AQ =T (Ss — S,) = 0, o que
mostra que nao hé diferenca de energia entre as duas fases, sendo esta uma transicao de segunda

ordem.

2.2.2 Equacoes de Ginzburg-Landau

O modelo de Ginzburg-Landau [4] considera que a supercondutividade pode ser descrita por
um parametro de ordem. Como a supercondutividade s6 aparece para temperaturas abaixo da

temperatura critica,

V=0 —=T2>T.

UV#£0 — T<T. (2.19)
E possivel escrever a densidade de energia livre como
1
9+ (T) = g0 (T) + a(T) []* + Sb(T) [¥[* + .. (2.20)

pois o parametro de ordem é complexo e apenas as poténcias pares sdo reais e tem significado
fisico. Os pardmetros a(7") e b(7T') sdo fenomenoldgicos e dependem suavemente da tempera-

tura.

O minimo de energia ser para dg,/9|¥|* = 0, ou seja

aw)* 1. ol
= a(T)— + =b(T)=—— 2.21
0= a( )8|\If|2 9 ( )3|\I/|2 ( )
2 _G(T)
= o(T)

Entdo, a Equagdo (2.20) torna-se
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Analisando a Equacgdo (2.21), observa-se que:

b(T) > 0 ,sendo adensidade de energia ndo teria um minimo.
a(T) = 0 paral =T, pois ¥ = 0.

a(T) < 0 paraT < T, pois ¥ > 0.

Para um supercondutor em um campo externo uniforme, a densidade de energia livre de Gibbs

pode ser escrita como

b 1 |k .
Gs = gn + a|U° + =|U* + —| =V — 2 AT
2 dm |1

onde o 4° termo estd relacionado a energia cinética e os dois tltimos representam a densidade
de energia magnética, sendo H, o campo externo aplicado. Dai, integrando no volume do

supercondutor,

G, =

@

n

_, N\ 2
1 . . 2 V x A . 5 .
+ a|\I/|2+g|\I/|4+4—‘EV\I/—26A\P —I—u—<V><A>-HO &r.
mi1

<—

Tomando-se a variagdo de G :

5GS [T (r) 0" (1) A (r)] = / [55(;5\11 + gg SU* + ii 5,4] &r.
14

pois G depende de W (1), U* (r) e A (r). Para o minimo de energia, 6Gs = 0 e entdo

0Gs 0G5 G,

50 o0 gA
Portanto
b 1 |h= L |2
6G, = /[a|\If|2 + -0t + |-V —2eAT
2 dm| 1
J
N N\ 2
(V X A) N
7/ _ (v X A) - Hold?r = 0. (2.22)
240
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Primeiro, faz-se U (') e A () invariantes e U* () variante. Sendo assim,

5G, = / %
|4

1 — — — —
+ U (—inVEY — 2e450°) - (~in VY — 204 ) d*r = 0.
m
que tem como solugdes

1 — — 2
a¥ + 200|0| + 4—<—ihv - QeA) U=0 (2.23)
m

(—ﬂﬁqf . zefqu) =0 (2.24)

Agora, faz-se U* (7) e A () invariantes e ¥ (7) variante. Porém, a Equaciio (2.22) terd a mesma
forma. Sendo assim, as equacgdes serdo andlogas as duas solucOes anteriores. As Equacdes
(2.23) e (2.24) definem o parametro de ordem W, pois ¥ € solucao da primeira equacdo acima, e
sua condi¢do de contorno, pois da segunda equagio A-it=0,ou seja, nenhuma supercorrente

atravessa a superficie do supercondutor.

Faz-se agora U (7) e U* (7) invariantes e A (7) variante.
1 AT AT 3N 1
3G, = / o [(—zhv\lf 2 A ) : <—th\If - 2614\11)} 5A
v

(V% A) (¥ x 64)

+
2410

- (ﬁ X M) - HoyydPr = 0.

Esta equacdo tem como solugdo

2e2A
m

J. = ihe [0V — \W\y*} _ )%, (2.25)

Essa é conhecida como a equagdo do modelo de Ginzburg-Landau. Para um estado coerente,

ou seja, U = | ¥ e, essa equacio se torna a equacdo de London generalizada.

L (e
Jo= s {M _ A} . (2.26)

m 2e

Para o caso de um estado coerente, sendo que os portadores da corrente supercondutora sao os
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pares de Cooper, portanto m — 2m. Portanto,

- 1 [wve -
LAY SALaENy S 2.27
(1) .

Essa é conhecida como a equagdo de London Generalizada. Para 6 = 0, esta equacdo se torna

a equacdo proposta pela teoria de London.

—

A
=—-—. 2.2
I N (2.28)

Pelo fato de se reduzir a solu¢do encontrada na teoria de London, o modelo de Ginzburg-Landau

denota ser consistente e mais abrangente do que a teoria de London.

2.2.3 Energia de Superficie

Define-se a energia de superficie como a energia necessdria para a formacao do contorno entre
as fases. Logo, a interface, onde g, # ¢, , a energia de superficie por unidade de drea € dada

por
—+00

—00

da qual se pode obter, usando as equagdes de Ginzburg-Landau a seguinte equagao:
o £\ (dv\> H(H—H,)
0 - 1l
ns = — = (= —— || d 2.30
? / [«/_% ((A) (dm) oI )] v (2:30)

2
onde ¢ (T) = (m), ¢ chamado comprimento de coeréncia. Esta equacdo relaciona

os conceitos de comprimento de coeréncia e comprimento de penetragcdo com a energia de
superficie de um supercondutor. Como o campo no interior do supercondutor € H < H,, para

a energia de superficie o, > 0, resulta ¢ > ;. Para 0,,; < O resulta & < Ap.

Define-se aqui o parametro de Ginzburg-Landau como
k= 2L (2.31)

Portanto, se £ > Ay, tem-se k < 1, e este é chamado de supercondutor do tipo I. A passa-



2.3. SUPERCONDUTORES DO TIPO I E II 31

gem exata do positivo para o negativo da energia de superficie ocorre para x = 1/1/2. Abri-
kosov [28] mostrou que x > 1/+/2 para um grande nimero de ligas supercondutoras cujas
propriedades magnéticas nao tinham previamente sido bem compreendidas e denominou esses

materiais de supercondutores do tipo II.

TIPO| TIPO I

Supercondutor Interface Metal Normal Supercondutor Interface Metal Normal

H

wix) H wx)

Y

_)I,{ 3 ; —154—

A

Figura 2.4 — As variagdes espaciais do pardmetro de ordem v e do campo magnético H na vizinhanga
da interface Normal-Supercondutor [29].

2.3 SUPERCONDUTORES DO TIPOIE II

A resposta dos supercondutores na presenca de um campo magnético aplicado divide os super-

condutores em dois tipos: tipo I e tipo II.

Considerando um supercondutor do tipo I, onde 0,,; > 0, o surgimento de dominios normais
em seu interior aumentaria a energia livre da amostra além do aumento devido a superficie
normal—supercondutora, e sendo assim, tal fato ndo ocorre. Dessa maneira, os supercondutores
do tipo I apresentam apenas o estado Meissner e normal, onde o campo magnético penetra na

amostra apenas se for maior que o valor critico B..

Para um supercondutor do tipo II, onde 0,,; < 0, o surgimento de dominios normais diminuiria
a energia livre da amostra, desde que o acréscimo de energia devido ao interior dos dominios

normais nao seja maior que a energia de superficie normal-supercondutora da amostra.
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TIPO | TIPO Il
estado estado estado estado estado
Meissner | normal Meissner | misto | normal
M 4 H,| g M 4 o el
M=-H M=-H

Figura 2.5 — Comportamento da magnetizagdo em funcdo do campo magnético aplicado em supercon-
dutores do (a) tipo I e (b) tipo II.

2.3.1 Rede de Abrikosov

Os supercondutores do tipo II apresentam dois campos criticos: campo critico inferior H,.; e
superior H.,. Abaixo de H . ocorre a exclusdo total do campo magnético. Porém, para valores
de campo aplicado entre H., e H . o efeito Meissner € apenas parcial, surgem dominios normais
em seu interior onde o campo magnético penetra na amostra através de filamentos de vortices
quantizados e ja ndo se pode considerar a existéncia do efeito Meissner, sendo esse estado

chamado de estado misto.

Os vortices de Abrikosov sdo filamentos normais que se formam no estado misto. Estes fila-
mentos sdo estruturas cilindricas, orientadas paralelamente a dire¢do das linhas de inducao do
campo magnético aplicado. Acima de ¢y, o campo penetra na amostra através de filamentos
de vértices quantizados, formando uma rede triangular onde cada um contém um guantum de

fluxo magnético, dado por

h

Do =5 (2.32)

Quanto maior a intensidade do campo magnético aplicado, maior o niimero de vortices presen-
tes na amostra e menor a distancia entre eles, até que passam a se sobrepor, reduzindo o dominio
supercondutor na amostra. Quando o campo magnético aplicado € igual a H c,, o supercondutor

sofre uma transi¢do para o estado normal.
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2.4 MASSA EFETIVA

2.4.1 Energia de Banda

No modelo de elétrons livres dentro de uma cavidade retangular, escreve-se o hamiltoniano

como

Hpp(r) = egg(7) (2.33)
onde
L ik
V() = —=e (2.34)
Ja os valores energéticos permitidos sao dados por
hQ

2 2 2
en =g (ki +ky+ k?) (2.35)

Para y e z fixos,

Vp(7) = p(F+ L)

P
%eisz _ Lveikw(x—i-LL)
pikele — 1
2mn,
ko = & Zj (2.36)
Da mesma forma,
ky = iQZHy e k= 20l (2.37)
Yy z

com 1, ny,n, = 0,1,2,.. ..

Os elétrons em cristais sdo organizados em bandas de energia separadas por regides em energia
para as quais ndo existam orbitais de elétrons. Tais regides proibidas sdo chamados de gaps de
energia ou lacunas da banda, e resultam da interacao das ondas de elétrons de condugdo com

os fons do cristal [30]. A Figura 2.6 mostra a estrutura de banda para um gap de energia em



2.4. MASSA EFETIVA 34

9
=+2"
a

28 = 0 .
a

1
2K
a k

Figura 2.6 — Gap de energia [30].

A condigdo de Bragg (k + L)2 = k? para difracdo de uma onda de vetor de onda k se torna em

uma dimensio

nm

k= i%G =+ (2.38)

a

2mn ) . . L o ~
onde G = —— ¢é um vetor de rede reciproca e n € um nimero inteiro. As primeiras reflexdes
a
e o primeiro gap de energia ocorre em k = +7/a. A regido no espago entre —7/a e +7/a é
a primeira zona de Brillouin desta estrutura. Outros gaps de energia ocorre para outros valores

do inteiro n.

24.2 Equacao de onda do elétron em um potencial periodico

A energia potencial é invariante sob uma translagdo da rede cristalina U(7) = U (7 + @), sendo
U(r) a energia potencial de um elétron em uma estrutura linear da constante de rede a. A
func¢do invariante sob uma translac¢ao da estrutura cristalina pode ser expandida como uma série
de Fourier nos vetores da rede reciproca G. A série de Fourier para a energia potencial pode ser

escrita como

U(F) =Y Uge" (2.39)
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Como a energia potencial deve ser uma funcao real,

U =3 Us (ei@'w e_ié'F> (2.40)

G>0

Portanto, a equacdo de onda de um elétron no cristal é

H () = e0(7)
(p— ; U(f)) () = ()

2m

2 .
<§_m D3 UGezG*> b(7) = () @41)

A fung¢do de onda v (7) pode ser expressa como uma série de Fourier de todos os valores do

vetor de onda permitidos pelas condi¢des de contorno, de modo que,
U = Cre®T (2.42)
k

onde k € real. Substituindo a Equacgdo (2.42) na Equacido (2.41),

(% + Z UGei@-F> Z CkeiE~F — . Z Ckeiﬁf
k

G k
2 7o - N .7 o 7o
2p— S e T3S U T = 2N e (2.43)
m G k k
) d
Como o operador momento € p = —zhd—, segue que
r

2 - N SR 2
% (—Zh%) Xk: Ckeik-F + zG: zk: UGezG’-TCkezk-r — ¢ zk: Ckelk‘T
2 L o -
_;_m% k Cre™™ + XG; Xk: Uge“TCre™™ = ¢ Xk: Cre™”
% Z kQCk,eiE'F + Z Z UGCkez‘(EJré)-F — ¢ Z C’keiE'F

k G k k

h2 -, 7 A - L,
o S KT+ 3N UaCd (DT 3T et = (2.44)
k G k k
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Note que se k entra na expansdo de Fourier, entdo, £ — G também pode entrar, desde que os

. ) ) 2mn )
autovetores £ — (G estejam restritos ao conjunto - Sendo assim, escrevendo

W(F) = Cre®™ + Cp_ge(F0)7 (2.45)
a Equacdo (2.44) se torna
K2 - - >
I Z k*Cre*™ + Z Z UaCr_e™™ —¢ Z Cret*™ = 0
m a k k
- h2k2 )
ik-7 ( o
Ze —€ C’k+ZUGCk_G =0
k 2m €]
h*k?
( Sy a) Cr+ > UsChg=0 (2.46)
m €]
27.2
Fazendo )\, = T a Equacdo acima se torna
m
(2.47)

()\k — 6) Cy + Z UcCr_g =0
G

A Equacido (2.47) € chamada de equagdo central. Portanto, escrevendo as equacoes para as duas

Componentes,
()\k—G — 6) Ciag+UCL=0 (2.49)
das quais se obtém
52 — & ()\k—G + )\k) + )\k—G)\k — U2 =0
%
(2.50)

1 1
g = 5 (/\k—G -+ )\k') + Z (/\k—G — )\k)Q + U2
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Fazendo A\, = i 2, a Equacdo acima se torna
.
| s I o )
t %;_m e=cr +kz]i{1112h; (k- G)* —k2]2+U2}
b R
T %;_m [2° ~ 26G + G7] £ {izh; [—Qk:GJrGQ}QvLUQ}é 2.51)

1
Fazendo k = K + §G’ observa-se que

1 K2 1 \? 1
=—— [2(K+= —2(K+=G)G+G?
€K 22m[( +2G) ( —1—2) -+

+ 1B 9 K+1G G+G?2+U2
492m 2

Sendo assim,

N

h? 2, 1 n? 2,2 2
e =— | K+ -G°| £ < —K*G*“+U
m 4 2m

R (G
Agora, fazendo \ = o (§> e . = A + U, chega-se a seguinte Equacio:
m

W2 K? 2\
EK = Ec+ o ( i ) (2.52)

Esta ultima Equacgdo pode ser escrita como

h?K? * 1
€k = €.+ —— onde mo_ - (2.53)

2m* m 2\
1+ —

O ponto importante € que um elétron num potencial periddico € acelerado em relagdo a rede
num campo elétrico ou magnético aplicado como se a massa do elétron fosse equivalente a uma

massa efetiva [31].

Por defini¢do, supondo que o pacote de ondas é composta de fun¢des de onda reunidos perto de

NI
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um determinado vetor de onda k, a velocidade de grupo é

9 hdk

Usando propriedades da derivada,

dv, 1d de

dt hdt dk
1 d% dk

hdkdt dk
1 d% dk

hdk? dt

38

(2.54)

(2.55)

Tendo em vista que o trabalho d¢ feito sobre o elétron pelo campo elétrico E no intervalo de

tempo ot é
de = —eFy, ot
e que
de
e = %(5% = hvy,ok
Portanto,
hvyok = —eEv,ot
el
ok = ——0t
I
Sendo assim,
dk
h— = —eF
at

Escrevendo em termos da for¢a externa F/,

dk E
dt ~ h

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)
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Substituindo a Equacao (2.60) na Equacdo (2.55),

dv,  1dF

dt  hdk?h

dv 1 d?\ =

= (h—%)F (261)

2

d -1
Definindo A? ( d_ki> como a massa efetiva, a Equacao (2.61) se torna a segunda lei de New-

ton. Dessa forma, define-se a massa efetiva m* como

L1
m* k2 dk?

(2.62)

Outra caracteristica dos Cu-HTSC pode ser associada ao modelo proposto por Lawrence e Do-
niach [32]. Trata-se de uma transicao 2D-3D devido ao acoplamento por tunelamento Josephson
dos planos supercondutores que ocorre quando se resfria a amostra até temperaturas proximas
de T.. Essa anisotropia, associada a mobilidade dos portadores de carga supercondutores, per-
mite descrever a massa efetiva na forma tensorial, a saber:

1 1 d?e
= — 2.63
(m* ) R dhydk, (2.63)

Nos Cu-HTSC, a massa efetiva pode ser totalmente caracterizada por duas componentes: m;; =
* * * : o A : * * :
m; = m’, e m’ [33], onde o fator de anisotropia é escrito como m} = $m},. Dessa maneira, o

tensor descrito na Equacdo (2.63) pode ser reescrito como segue:

m,, 0 0
m*=10 miH 0 (2.64)
0 0  Bmy,
A massa efetiva média m,, € igual a (ngmz)l/ ®, conforme ref. [33]. Isto permite escrever a

massa efetiva m* desses cupratos como

av

Wl

= (mipm)

= Bims, (2.65)
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2.5 COMPRIMENTO DE PENETRACAO DE LONDON E
O MODELO DE UEMURA

A massa efetiva tem sido usada em vérios modelos de campo médio. Em especial, Uemura
et al. [24-26] estabeleceu uma forte correlagdo entre a temperatura critica e as medidas de
relaxacdo de muons (uSR) em supercondutores. A uS R estd associada a largura inomogénea
dos campos magnéticos locais no estado de vortex sob a acdo de um campo magnético externo
alto. Usando essa informacao, Uemura et al. [24] prop0s a correlacdo entre a profundidade de
penetracdo de London e a razio entre o nimero de portadores dividido pela massa efetiva, a

saber:

(2.66)

>
[\

3
*

A profundidade de penetragdo do campo magnético A € um parametro da supercondutividade

que se relaciona com a densidade dos portadores n e a massa efetiva m* da seguinte maneira:

1 _ Nonznq2 1
2 - *
A2(0) me +§

(2.67)

onde iy € permeabilidade magnética no vécuo, ¢ € a carga dos portadores e n3p € a densidade
volumétrica de portadores. O segundo termo da equacao (2.67) é um fator de correcdo relacio-

nado ao comprimento de coeréncia & e ao livre caminho médio /. No limite de £/! tendendo a

m*
A0) = \/ 2.68
( ) M0n3Dq2 ( )

Alguns trabalhos [34,35] indicam que, para grandes anisotropias, a profundidade de penetragcdo

Zero, tem-se

efetiva torna-se independente da anisotropia real, sendo exclusivamente determinada pela pro-

fundidade de penetragcdo no plano, ou seja, \,,. Assim, utilizando a Equacao (2.65) na Equagao
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(2.68), observa-se que

m
A0) =
( ) MO”}DQZ
A0) = ) 2
HoTspg
1 m
AO) = |
HoTspq
M0) = B3A(0) (2.69)

Sendo assim, a relagdo entre \,;(0) e m?,, andlogas as Equagdes (2.66) e (2.68) sdo

1 n
X — (2.70)
)\Zb (O) mzzb
m*
Aap(0) = ab (2.71)
b( ) MO”}qu

A densidade de portadores volumétrica n,, pode ser relacionada com a densidade de portadores
planar n,;, através da expressdo n,, = nypd [36]. Portanto, a Equacdo (2.71) pode ser reescrita

como:

= (2.72)

2.6 ENERGIA DE CONDENSACAO PARA O ESTADO SU-
PERCONDUTOR

O calculo da densidade de estados pode ser feito considerando a energia de Fermi em duas di-
mensdes. Essa configuracio dos plasmons de superficie € andlogo ao problema de uma particula
confinada num potencial bidimensional, descrita por uma fun¢io de onda 1) (7), satisfazendo a
equacgdo de Schrodinger independente do tempo:

hZ

2m*

V4 (7) = E(7) (2.73)
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Esta equacdo também pode ser escrita como

V2(F) = k*)(7)  onde k= (2.74)

U(r) = X(Z)Y(¥) (2.75)

Substituindo a Equacgao (2.75) na Equagdo (2.73),

92X 0%y
Y—— + X—— + k2XY =
52 + 9 + 0
iWX+lWY
X 0x2 Y 0y

+E =0 (2.76)

Como cada termo depende de uma variavel diferente, podem ser igualados a constantes de

forma que

12X

2 _ 2
Xz~ ' ¢ yag T h 77

que tem como solugdes, respectivamente
X =Cpe™* e Y =Cpet (2.78)

Como os plasmons estdo limitados as placas de lado L, a escolha mais satisfatéria para as

condicdes de contorno é

X2)=X(@x+L) e Y =Y(y+L) (2.79)
que fornecem
2 2
@:%m e @:%% (2.80)

Dessa maneira, em um espago tridimensional com eixos cartesianos k, e k,, os vetores de onda
permitidos sdo aqueles cujas coordenadas ao longo dos eixos sao fornecidas pelos multiplos de

(27 /L) [37]. Portanto, a drea de cada estado permitido ocupa é (27/L)?.
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No espacgo bidimensional dos momentos € possivel trocar de coordenadas cartesianas para po-

lares através da relacdo
dk,dk, = 2rkdk (2.81)

O numero de estados € a drea total de todos os estados, dividida pela drea de um unico estado,
multiplicado por 2 para dar conta do fato de que cada estado pode ter um spin para cima € um

spin para baixo. Portanto

dN = 2——

2
= 2<£) 2rkdk (2.82)

Como a energia dessa configuracao é dada por,

21.2 2
IR g = (2.83)

2m* m

E

Substituindo a Equacido (2.83) na Equagao (2.82),

2
dN = 2(;) 2mkdk

T
L\? m
= 2(%) 27 2 dE (2.84)

Portanto, a densidade de estados para o gas de Fermi em duas dimensdes [30] é dada por

D(Er) = Z—g - :’:hf (2.85)
Da teoria BCS, a energia de condensac¢do em temperatura nula [30] é dada por

Funa = —3D(Er)A%(0)

Erond T (2.86)

2rh?
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onde A(0) € a energia do gap supercondutor dada por
A(0) = nkpT. (2.87)

Substituindo esta ultima Equac@o na Equacao (2.86),

m* A k3 T?

e (2.88)

Econd = -

No capitulo 4 esta energia serd relacionada com a energia do condensado supercondutora.

2.7 CUPRATOS SUPERCONDUTORES DE ALTA TEMPE-
RATURA - Cu-HTSC

Os cupratos supercondutores de alta temperatura (Cu-HTSC), descobertos em 1986 [7], s@o
esquematicamente descritos como sendo formados por dois componentes estruturais em sua

célula unitaria, a saber:

* Um bloco que funciona como um reservatério de carga cuja féormula geral ¢ MBa, 0,44,

(comM =La,Y, Tl Hg, Bi, x = 0,1,2) [38].

* Um conjunto de n planos de CuO, (n = 1,2,3,4,5,6) [38].

Como exemplo de estrutura dos Cu-HTSC, € apresentada na Figura 2.7 a célula unitaria do

supercondutor Hg-1223.

Até o momento, as maiores temperaturas de transi¢ao foram relatadas para o composto HgBa;Cay;Cu3Og .,
que pertence a familia dos cupratos a base de mercurio. Esta familia, representada por Hg-

12(n — 1)n, tinha o maior 7,.(= 164K) sob pressao para o composto com n = 3.

Pelo modelo de transferéncia de carga, acredita-se que a supercondutividade ocorre predomi-
nantemente nos planos de CuQOs, enquanto as outras camadas fornecem, de algum modo, porta-
dores de carga ou um mecanismo de acoplamento necessario para a supercondutividade. Com
base nesta hipétese, € instrutivo ver as camadas de 6xido de cobre (CuQO3) como consistindo de

camadas de conducgdo [40].
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[ Planos de Cu-O

| Reservat-rio
de Carga

r Planos de Cu-O

: Hg
J_}b @QOQQ ‘ Ba
’ ‘ Ca
. Cu

® O

Figura 2.7 — Estrutura cristalina dos Cu-HTSC [39].
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A revisdo da literatura revela que Putilin et al. [41] foram os primeiros a sintetizar o composto
HgBa; CuO 4.4 (Hg-1201), que mostrou 7, = 94 K. A familia de Cu-HTSC com mercurio (Hg)
fol sintetizada por outros grupos com sucesso no final do século passado [9,41-43]. Nosso
grupo tem investigado as caracteristicas fisicas e quimicas da familia Hg-12(n — 1)n desde

1998 [11,44,45].



Capitulo 3

EFEITO CASIMIR

3.1 INTRODUCAO

Em 1948, Casimir e Polder [46] mostraram que, em consequéncia da velocidade finita de pro-
pagacdo do campo eletromagnético, a energia de interacao interatdmica diminuia com o inverso
da sexta poténcia da distancia entre os d&tomos quando estes estavam bem proximos € com o
inverso da sétima poténcia quando estes estavam a grandes distancias. Em 1992, numa carta a
Milonni [47], Casimir relata o encontro que teve com Niels Bohr a cerca de sua recente desco-

berta. Nesse encontro, lhe foi sugerido por Bohr considerar a energia de ponto zero do vacuo:

"No verdo ou outono de 1947 (mas ndo estou absolutamente certo de que
ndo tenha sido um pouco antes ou depois), mencionei memeraus resultados
a Niels Bohr durante uma caminhada. ’Isto é 6timo’ disse ele. ’Isto € algo
novo’. Disse-lhe que estava intrigado com a forma extremamente simples das
expressdes para a interacdo a grandes distincias e ele resmungou algo sobre
a energia do ponto zero. Isto foi tudo, mas colocou-me em uma nova pista.
Descobri que calcular as variacdes da energia do ponto zero leva realmente
aos mesmos resultados dos cdlculos que fiz com Polder...

Em 29 de maio de 1948 apresentei meu trabalho sobre a atracdo entre duas
placas perfeitamente condutoras a Academia Real Holandesa de Artes e Ci-
éncias. O trabalho foi publicado no decorrer daquele ano."

Entdo, também em 1948, Casimir [14] previu a existéncia de uma forca atrativa entre duas
placas condutoras, paralelas e eletricamente neutras e que esta forca pode ser interpretada como
uma flutuacio da energia de ponto zero das ondas eletromagnéticas. Esse efeito ficou conhecido

como Efeito Casimir.
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3.2 CALCULO DA FORCA DE CASIMIR

Como pode ser visto na Equagdo (B.114), o potencial vetor A associado a uma onda eletromag-

nética no vacuo pode ser descrito pela equacdo de onda

1 924 .
EW—VMZO 3.1

Usando o método de separacao de varidveis, se faz

A(Ft) = 0(F) q(t) (3.2)

onde ¢(t) é uma func¢do que depende somente do tempo e ¥(7) é uma fungdo que depende

somente de 7. Substituindo a Equag@o (3.2) na Equagéo (3.1),

c2 ot?

5(?)01282‘1(2’5) _ OV = 0
2

c_lzq(lt) aaigt)_v(lf)VQﬁ(F) =0

Observe que o lado direito depende apenas de 7, enquanto o lado esquerdo depende apenas do
tempo. Portanto os dois lados devem ser igualados a uma constante —k2. O sinal de menos
deve-se ao fato dos autovalores do Laplaciano serem negativos. Dessa forma, o lado direito da

Equacao (3.3) se torna

mV2fz7(f‘) = —K
V235(r) + K*U(F) = 0 (3.4)



3.2. CALCULO DA FORCA DE CASIMIR 49

Ja o lado direito da Equacao (3.3) se torna

+k%qt) = 0 (3.5)

Fazendo w = ck (conhecida como relacdo de dispersao), segue que

d%q(t)

52 +wiq(t) = 0 (3.6)

Agora, considera-se uma cavidade retangular de lados L,, L, e L, (Figura 3.1), onde ¥ pode

ser escrito em fun¢do das suas coordenadas, ou seja,

v(r) = X(2)Y (y)Z(2) 3.7

Substituindo a Equacao (3.7) na Equagao (3.4),

Lz
> )
LX
/oL
y
X
Figura 3.1 — Cavidade retangular.
V2u(r) + k*v(r) = 0
0?X 0%Y 0?7
YZ XZ—+XY—— +kXYZ = 0
ox? + oy? + 072 +

182X+ 182}/+ 10°Z
X 0z Y 0y Z 022

+k2 =0 (3.8)
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Como cada termo depende de uma variavel diferente, podem ser igualados a constantes de

forma que
l@QX _ 2
X Ox? *
132_5/ R
Y 0y? y
182_2 — k2
Z 022 z

que tem como solugdes, respectivamente

X = Asin (k,z) + B cos (k)
Y = C'sin (kyy) + D cos (kyy)

Z = Esin (k,z) + F cos (k,z)

Note que

k= k24 k2 + k2

Reescreve-se a U(7") como

(3.9
(3.10)

(3.11)

(3.12)

v; = (A;sin (k@) + B cos (kyx)) (C;sin (kyy) + D; cos (kyy)) (E;sin (k,2) + F; cos (k,2))

(3.13)

Como v; deve se anular nas fronteiras da cavidade, as condi¢Oes de contorno serdo dadas por

vy =0
Emz=0ex =1L,

v, =10

v, =0
Emy=0ey =1L,

v, =10

v, =0

Emz=0ez=1L,

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Portanto, em y = 0 a Equacdo (3.13) se torna

0 = (Agsin (kz) + B, cos (kx)) D, (E, sin (kz) + F, cos (kz))

Isto implicaem D = 0. Agora, em z = 0,
0 = (A sin (kyx) + B, cos (kyw)) Cp sin (kyy) F
Isto implica em £, = 0. Dessa forma, agora a Equacao (3.13) fica
vy = (Agsin (k,x) + B, cos (kyx)) Cysin (kyy) By sin (k. 2)
Analogamente, é possivel obter

vy, = Aysin (k) (Cy sin (kyy) + Dy cos (kyy)) Ey sin (k. z)

v, = A, sin (k,z)C, sin (kyy) (E, sin (k,z) + F, cos (k.z))

Como visto na Equacdo (B.111), V-A=0.0 que implica em

v, % ov,

8_x+8y+8z:0

Dai,

ky (A cos (kyx) — By sin (kyx)) Cy sin (kyy) B, sin (k,2)
+A, sin (kyx)k, (Cy cos (kyy) — Dysin (kyy)) Ey, sin (k. 2)
+A, sin (k,x)C, sin (kyy)k, (E, cos (k,z) — F,sin (k,2))
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
(3.21)

(3.22)

0 (3.23)

Esta equagdo deve ser satisfeita em qualquer ponto da cavidade, inclusive em (x = 0, y, 2),

(x,y=0,z2)e(z,y,z=0). Para (x =0, y, 2),

kyA,Cysin (kyy)Eysin (k,z) = 0

(3.24)
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Para (z,y =0, 2) e (z, y, 2 = 0), respectivamente,

Ay sin (ky2)k,CyEy sin (k,z) = 0 (3.25)
A, sin (k,z)Csin (kyy)k.E, = 0 (3.26)

Portanto € necessario ter A;C; F; = 0. Logo, a Equagido (3.23) € escrita como

ky By sin (ky2)Cy sin (kyy) By sin (k. 2)+
+A, sin (k,x)k, Dy sin (kyy) E, sin (k. 2)+

+A, sin (k,x)C, sin (kyy)k, F,sin (k,z) = 0 (3.27)

e as Equagdes (3.19)-(3.21) se tornam

vy = By cos (kyx)Cysin (kyy) E, sin (k,2) (3.28)
vy = Aysin (k,z) D, cos (kyy)E, sin (k. 2) (3.29)
v, = A, sin (k,2)C, sin (kyy) F, cos (k. z) (3.30)

Renomeando as constantes,

vy = N, cos (kyx) sin (kyy) sin (k,2) (3.31)

vy = Nysin (k) cos (kyy) sin (k,2) (3.32)

v, = N, sin (k,x) sin (kyy) cos (k. 2) (3.33)
Comx = L,,

0 = N, cos (k, L) sin (k,y) sin (k. 2) (3.34)

Portanto, € necessdrio ter k, L, = nm. Ou seja,

k, = i—ﬂ onde [ =0,1,2,3,... (3.35)

xT
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Analogamente,

k, = = onde m=0,123,.. (3.36)
Ly
k, = % onde 1 = 0,1,2,3,... (3.37)

Sendo assim, da Equacao (3.12) se obtém

Pr? m?r?  n’n?
‘- \/ L? + L2 + 12 (3.38)
T y z

Portanto,

[\? m\? n\>
Wimm = C kl,m,n =Tc (L_x) + <L_y) + (L_Z) (339)

A energia de ponto zero entre as placas, segundo a Equacao (B.238), sera dada por

1 1\? m\” n\>
2) = howymm = Th — — — 3.40
py e (o) (1) () o
O fator 2 vem do fato de existirem duas polarizagdes possiveis para o campo eletromagnético

quando [, m, n # 0. Quando um dos coeficientes for nulo, a contribuicio do respectivo coefici-

ente nulo deve ser dividida por dois [14]. Percebe-se isto derivando a Equacgao (3.27) obtendo
kyvy + kyvy + kv, =0 (3.41)

A Equacio acima mostra que um dos £’s é combinacdo dos outros dois. Sendo assim, existem
apenas duas polarizagdes para todos os k’s diferentes de zero e apenas uma polarizagao se algum

deles for zero.

A situagdo fisica de interesse corresponde a Figura 3.2 e pode ser obtida a partir da Figura 3.1
no limite em que se faz L, = L, = L e L, = d com L >> d. Portanto, a energia de ponto zero

entre as placas serd dada por

(2)% 3"l = mhe (%)2 + (%)2 + (%)2 (3.42)

l,m,n I,m,n

Para L muito grande pode-se considerar £, e k,, como varidveis continuas [47]. Sendo assim, o
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z

A4
/o
/ L

X

Figura 3.2 — Placas condutoras paralelas de drea L? separadas por uma distincia d. Assume-se que a
placa inferior estd no plano zy na origem do sistema.

somatoério sobre [ e m pode ser substituido por uma integral:

L 2
- (;> [ [ v, (3.43)

Portanto,

— 2)%Zml,m,n — (he) Z//
I,m,n

\/k2+k2 (d>]dkdk (3.44)

Da mesma forma, para L, = d muito grande, a soma em n pode se substituida por uma integral

[47]:

d
P / k., (3.45)
~ T
Sendo assim,

d oo oo 0
E(c0) = —/// k2+k2+k2} K2+ K2+ K2 ddhe . (3.46)
T
0 0 O

A energia potencial do sistema quando as placas sdo separadas por uma distancia d é U(d) =

E(d) — E(oco). Esta é a energia de interacdo entre duas placas paralelas separadas por uma
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distancia d. Logo,

\/k§ + k2 + ("%)2] dk,dk,

_d / / / [,/kg+kg+kg dk,dle, dk, (3.47)
m
0o 0 O

Utilizando coordenadas polares no plano k,k,, onde r € o raio polar e 6 é o angulo polar, com

dk,dk, = rdrd0, k, = rcosf e k, = rsinf, a Equagdo (3.47) pode ser reescrita como

7'1'/2 o0

2 oo OO
U = SRS / / \/7"24—(%)2] rardp — / / / VTR rdrd6ds.
n 0O 0 O
Lzﬁcw d TT
_ Z / W2 ]rdr - / / [\/r +k2] rdrdk, (3.48)
0 O

Com a inten¢do de limitar o comportamento da integral, se introduz uma func¢ao de corte (cutoff

w/2

function) f(k) = f <\/7"2 + k:g) Fisicamente, as placas exercem pouca influéncia por nao
oferecerem obstdculo para ondas com comprimento de onda pequeno, da ordem de 1/a,, onde
ag € o raio de Bohr. Este efeito € conhecido como divergéncia ultravioleta. Com o intuito de

contornar essa divergéncia se faz

1 parak <k,
f(k) = (3.49)
0 parak >k,

Portanto,

d?

n2m? n2m?
r2 + f r2 + rdr

%77 VPR f (VP R2) rdrdk
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Segue que,

[l (@2 @), (7 [&@ &K
//[g A f(a S+ 5 >rdrdk:z (3.50)

2,.2 92
:C:—Z — dx = —rdr
T 2
dk d
K=— dk = —dk,
™ T

a Equacao (3.50) se torna

d oo o0
_ 2)
7r// V1 + K2 <d\/x+m>2d2dxddm (3.5
0 0
Simplificando,
L2hc7r i
U(d T {zn:/ :p—l—n2 d\/m+n2>dm
/ / (o r<; Z\/a: n /@2> dadr (3.52)
0 0
Fazendo

)= / Tt /<a Z\/a: n n2> dx (3.53)
0

a Equacdo (3.52) fica

U(d) = Z;C { ) + ZF / (H)dli} (3.54)

Lembrando que o fator meio multiplicando F'(0) na Equacao (3.54) refere-se a uma tnica li-
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berdade de polarizacdo quando o n = (0. De acordo com a férmula do somatdrio de Euler-

Maclaurin',

1

; F(n)— /F(/«;) = —%F(O) - %F’(O) + %F”’(O) . (3.55)

Derivando a Equagio (3.53), porém fazendo a substituicdo u = = + x2, se obtem

F(k) = /OO Juf (g\/@ du (3.56)

K

Utilizando o método de integracdo por partes,

F(r) = [Eug/z F (gumﬂ

-/ =z d
k2 /,{2 3u f d Y

3
_ _§,€3f (%) (3.57)
Portanto,
0
Flr) = —212f (gﬁ)—gﬁf’ ) — F0)=0
F'(k) = —dxkf (%)—%QMO s F"(0) =0
F(k) = —Af (%)—4@“ 7;,% " s F(0) = —4

As demais derivadas de ordens superiores serdo nulas assumindo que todas as derivadas da

funcdo de corte desaparecem quando x = 0 [47]. Portanto, a Equagdo (3.55) fica

o0

;F(n) — /F(/s) =—5F0) - (3.58)

0

Substituindo a Equacao (3.58) na Equacdo (3.54), segue que

wh _, (1 1 4
Uld) = 5L {iF(O)—EF(O)—ﬁO}
m2he
Uld) = 2L (3.59)

'Ver férmula 3.6.28 do Handbook of Mathematical Functions [48].
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Como F(d) = —VU(d), entdo

m2he
F(d) = — 2 3.60
Portanto, a forca atrativa por unidade de area entre as placas €
m2he
Fld)=——— 3.61

Sendo assim, existe uma forca atrativa entre duas placas metdlicas que independe do material
das placas que pode ser interpretada como uma pressao de ponto zero das ondas eletromagnéti-

cas [14].

3.3 EFEITO CASIMIR PARA UMA FOLHA PLANA DE
PLASMA - MODELO DE BARTON

Em 2005, Barton [21] propde o modelo das folhas de plasma como uma folha plana infinita-
mente fina e indefinidamente extendida no plano zy. Este modelo € essencialmente hidrodina-
mico, pois considera o plasma um fluido continuo com densidade de massa nm e densidade de

carga ne, além de uma imdvel carga total nula uniformemente distribuida.

3.3.1 Descricao do modelo

Seja o deslocamento do fluido 5, com carga superficial e densidade de corrente dadas, respecti-

vamente, por

o = —neﬁn-g (3.62)
J = neg (3.63)

—

onde || indica a componente do vetor paralela a placa. Da mesma forma, escreve-se § = 7| =

(x,y). Nesse caso, a segunda lei de Newton pode ser escrita como

2

m@g(s,t) = eE](s,z =0,t) (3.64)
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Como o deslocamento dos elétrons € puramente tangencial ao plano da folha, expressa-se todas

as variagdes temporais por um fator comum

Portanto, a Equacao (3.64) fica

—mwE(Tt) = eE“

- e —

é(fvt) ==

mw?

Substituindo a Equagdo (3.66) na Equacao (3.62),

- (&
o = —neVH (— 5
mw
2
ne — —
= —=SViIE
mw

Agora, substituindo a Equacdo (3.65) na Equacao (3.63),

f:neg

= —iwneg

As equacdes de Maxwell, ja usando a Equacgdo (3.65), sao

- 1
V-E = —p
€o
V-B = 0
Vx [ - _%_f VX —iwB
L - 10E
VxB = ,U{)J“f“

2ot

- - > W =
— VxB=pJ-SF
c

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
(3.70)

(3.71)

(3.72)

Vale lembrar que no espaco livre, onde p e J se anulam. As condi¢Oes de contorno para o

campo E sdo obtidas analisando seu comportamento numa distribui¢do superficial de densidade

de carga o, escolhendo uma superficie (Figura 3.3) [49], sobre a qual € aplicada a lei de Gauss
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e a Equacdo (3.74).

. 1

}{ E.di = —cA (3.73)
€0

S

%E-df -0 (3.74)

() (b)

©

Figura 3.3 — Continuidade dos campos (a) E L e(b) EH e (c¢) do potencial escalar numa interface.

E+t _ gL (3.75)

acima abaizo

Substituindo a Equacao (3.67) na Equacdo (3.75),

FLt L o
acima abaixo
€o

1 ne? - _

= — V|- E (3.76)

€0 Mw?
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Multiplicando e dividindo por ¢?,

o . _one® Ao 4
Eacima - Eabaia:o - mc2e EVH ’ EH
Q2 -~ -
= —2V|| o (3.77)

onde €2 é um pardmetro com dimensio de nimero de onda (m™!), por isso chamado de compri-

mento de onda caracteristico, definido por

2

Q:

(3.78)

mc2e

Como ja visto anteriormente, o campo elétrico é o gradiente de um potencial escalar, ou seja,

E = —ﬁ@ . Portanto

. B Q2 - -
VCI>acima - V(I)abaiaco = _CQVH : E||
w
. B Q2 - B
v(I)obcima - V(I)abaz'aco = _c2v|| : <_V(D>
w
. B Q2 - /-
vcbacima - VcI)abaz'aco = __sz <VH : CI))
w
Qc? -
(I)acima - q)abai:vo = __szu - P
w
Qc? 0P
CI)acima - cI)abaia;o = __62_ (379)
w? 0z

Porém, como se trata de duas placas, adiciona-se um fator 2 a Equacdo anterior. Logo,

Qc? 0P
PCocima — Pabaizo = _2_62_ (3.80)
w? 0z

O campo EH (Figura 3.3b), paralelo a superficie, aplicando a Equacgdo (3.74) no limite em que

¢ tende a zero fica

Al

El  _F -0 (3.81)

acima abaizo

Utilizando a defini¢do do potencial escalar dado por

b
D@ ocima — Pabaizo = /E : df (3.82)
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na Figura 3.3c observa-se que, a medida que o caminho tende a zero, a Equacio (3.82) se torna
D ocima — Pabaizo = 0 (383)

As Equacdes (3.80) e (3.83) sdo as condi¢des de polarizagdo para o campo eletromagnético.

As condi¢des de contorno para o campo B sdo obtidas analisando seu comportamento numa
distribuicdo superficial de corrente J, escolhendo uma superficie (Figura 3.4) [49], sobre a qual

¢ aplicada a lei de Ampere e a Equagao (3.85).

f{ B-dl = polene (3.84)

—

j{B -dd = 0 (3.85)

O campo B, (Figura 3.4a), perpendicular a superficie, aplicando a Equagado (3.85) é

(a) b)

Figura 3.4 — Continuidade dos campos (a) B L e(b) §|| numa interface.

éi;:ima - é{i;)aixo =0 (386)
Da equagao (3.71) se obtém
OE, 0F,
_ —Y —iwB,
dy * ox “
Dai, escreve-se
Br-L2g (3.87)

w 3”
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Substituindo a Equacdo (3.87) na Equacdo (3.86),

éjcima - éjbaiaco =0
0 = 0 =
a_”Eacima - a_”ELL'baixo =0 (388)
Como ja visto anteriormente, E = —V®. Portanto
0 = 0 =
_quacima - —V(I)a aizo = 0
9 o "
0 0
_(I)acima - _q)abaiaro = 0 (389)
9 9

O campo Bﬂ (Figura 3.4b), paralelo a superficie, aplicando a Equacédo (3.84) é

_ 5l

abairo

Al
actma

= poJ X 2 (3.90)
Substituindo as Equacdes (3.68) e (3.66) na Equacgdo (3.90),

g{!cima - g{!baimo = Ho (‘]y‘f: - ng)

= —iwnepy (§,T — &,:9)

= —iwnely (ﬁEyi’ — mi)Q Eﬂ;)
= —i%jé‘o (Ey& — E.9)
= L (B B
_ —£Q (B, — Eyj)
_ _tqpl 3.91)
w
Da equagdo (3.71), se obtem
_% a@ir =1wB, +iwB,
Dai, escreve-se
- t9p (3.92)
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Agora, substituindo a Equacdo (3.92) na Equagao (3.91),

10 (A 7l Lof
R 7 - ) — _'qEl
w 02: < acima abaixo W
9 = 9 = =
—E - _—FE = —QFl 3.93
az acima 82 abaixo ( )
Como j4 visto anteriormente, E = —V®. Portanto
0 = 0 = 5
_V(I)acima - _V(I)a aizo QvVao
0z 0z b
0 0
_(I)acima - _(I)a aizo 920 3.94
0z oz ( )

Porém, como se trata de duas placas, adiciona-se um fator 2 a Equacdo anterior. Logo,

0 0
(I)acima - (ba airo — 20 3.95
0z 0z ( )

As Equacdes (3.89) e (3.95) sdo as condi¢des de polarizagdo para o campo eletromagnético.

Reunindo as quatro equacdes de polarizacdo para o campo eletromagnético, escreve-se

2
d
Ducime — umire = 22202y (3.96)
w? 0z
(I)acima - <I>abaiafzo =0 (TE) (397)
0 0
_(I)acima - _(Dabaiwo =0 (TM) (398)
0 9
gq)acima - £<I>aLbai:w = 200 (TE) (399)
0z 0z

As duas polarizagdes sao rotuladas da seguinte maneira: Se I, = 0 as ondas sdo chamadas de
TE (transversais elétricas); se B, = 0 as ondas sao chamadas de TM (transversais magnéticas)

[20,21].

As condig¢oes de contorno da onda TE sdo semelhantes as de um potencial delta positivo, o qual

nao admite estados ligados, ndo havendo superficie de plasmons. Nas condi¢des de contorno da
Qc?

onda TM, devido a existéncia do parametro negativo

> » que torna o potencial negativo, €
w
permitido que haja estados ligados, o que leva a concluir que a superficie de plasmons s6 existe

para a polarizagao TM [20].

As Equacdes (3.96)-(3.99) sao as condi¢des de contorno para o campo eletromagnético para

uma folha plana de plasma. Na préxima secao, estas condicdes serdo aplicadas no problema de
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duas placas paralelas separadas por uma distancia d.

3.4 EFEITO CASIMIR PARA FOLHAS FINAS DE PLASMA
- MODELO DE BORDAG

Em 2006, Bordag [20] investigou o efeito Casimir para placas finas de plasma e para um ma-
terial dielétrico. Porém, aqui serd abordado somente o modelo das placas finas de plasma. Ele
assume que os plasmons de superficie (ondas de propagac¢do ao longo da superficie) dominam a
forca de Casimir em pequenas separagdes enquanto em grandes separacdes os fotons (as ondas

de propagacido perpendicular as superficies) dominam.

Como pode ser visto no apéndice B, a energia de ponto zero é dada por

A energia de ponto zero Iy pode ser representada pelas contribui¢des de fétons e plasmons, ou
seja,

EO = Etotal = Eplasmons + Efotﬁns (3100)

3.4.1 Descricao do modelo

Como pode ser visto no apéndice B.2, um campo escalar ¢ associado a uma onda eletromagné-
tica no vacuo pode ser descrito pela equagao de onda

1 0°®

2
- -2
v c? Ot?

(3.101)

Da mesma maneira que na Secao B.4.1, a solu¢do para a Equacao (3.101) pode ser expandido

em uma transformada de Fourier do tipo

O(Z,t) = / dw / A3 F (F, w)e BTt (3.102)
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Substituindo na Equacdo (3.101),

Admite-se a mesma orientacdo das folhas adotada na Figura 3.2. Portanto, escreve-se
ki = k2 + K (3.104)

de modo que

2

w o
(5 -4+ 45 ) @02 =0 (3.105)

Para duas folhas finas de plasma (Figura 3.5), € preciso solucdes de espalhamento para a Equa-
¢do (3.105) no qual

)
e 4+ re”™**  paraz <0

(k,2) = S ae™* + be**  para0 < z < d (3.106)

teth* para z > 0

\

onde r e t sdo, respectivamente, os coeficientes de reflexdo e transmissao, e

2

k=15 K ou w=c\/k2+ K (3.107)
C

Como visto no final da Secdo 3.3, € suficiente utilizar apenas as condi¢des de contorno para a

polarizacdo TM, dadas pelas Equagdes (3.96) e (3.98).
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L
AT
aé%y =y
Ty

Figura 3.5 — Folhas finas de plasma com a onda incidente, refletida () em z = 0, transmitida (a) em
z = 0, refletida (b) em z = d e transmitida (f) em z = d.

X

Portanto, usando as condi¢des de contorno para a polarizacao TM,

Qc? 09 (0)
q)acima (O> - q)abai:vo (0) - _QF 62 (3108)
0 0
_(I)acima (0) - _Cbabaixo (0) =0 (3109)
9 9
0 90 (d)
Dycima (d) — Puvgino (d) = —2—— 11
aczma( ) abazwo( ) OJ2 aZ (3 0)
0 0
_(I)acima (d) - _CI)abaixo (d) =0 (3111)
9 9
Substituindo a Equagdo (3.106) na Equagao (3.109),
tka — ikb — ik +ikr = 0
a—b—14r = 0
ro= l—a+b (3.112)

a—b = 1—r (3.113)
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Substituindo a Equagdo (3.106) na Equagao (3.111),

ikte® — jkae™® + ikbe=* =
teikd . aeikd + be—ikd — 0
teikd _ qeoikd  _  _po—ikd
—ikd
e
t—a = —b cikd
a—t = be %k (3.114)

Substituindo a Equagdo (3.106) na Equagao (3.108),

Qc*
a+b—1—r = —27(@/@—2197“)

Qc*
a+b—1—r = —27(114;—214;7“)

Q2
a+b = 1+7’—2—C2(ik—z'k7")
w
Qc? Qc?
a+b = 1= 2ik— + 1+ 2ik-—r
w w

Qc? Qc?
atb = 1—2ik—62+<1+2ik—02>r (3.115)
w w

Substituindo a Equacao (3.106) na Equacao (3.110),

. . , 02
tezkd . aezkd . be—zkd — _9 Zktezkd
w2
) Qc? ) . )
tettd 4 2—- ikte™™ = qe* 4 peikd
w

Qc? ) . )
<1 + 22/{:—2) te’*d = qet*d 4 pe~ikd
w
02 ‘ —ikd
<1 + 2zk—02> t = a4 pS
w

etkd

Qc? 4
<1+2ik;—c2>t = a+be ** (3.116)
w
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Agora, substituindo a Equacdo (3.114) na Equacdo (3.116),
Qc? ,
(1 + 2@/@—02) t = a+be 2k
w
0 2
(14—2@'/{:—02)75 — a+a—t
w
0 2
(2 + 2zk:—02) t = 2
w
9) 2
<1+zk—c2)t = a (3.117)
w

Portanto, substituindo a Equacdo (3.117) na Equacao (3.116),

0c? .
(1+2ik—62)t = a+be ™
w

Qc? Qc? ,
(1 " m_g) - (1 ¥ k_) {4 o2k
w w

Qc? Qc? ,
(Hm_g)t_ <1+z~k_§)t _ e
w w

0c? .
ik——t = be 2k
w
0,
ik——te** — (3.118)
w

Substituindo a Equacao (3.112) na Equacgao (3.115)

2

Qc? Q
a+b 1—2ik—62+(1+2ik—c2)(1—a+b)
w w

Qc? Qc? Qc? Qe
a+b = 1-2ik— + (1+2ik—02) - <1+2ik—02>a+ (1+2ik—02>b
w w w w

O Oc?
2 - (1+2ik—62)a+ <1+2z’k;—c2>b
w w

Oc? Qc?
a+b = 2—a—2ik—a+Db+2ik—b (3.119)
W w

a+b
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Simplificando,
0 0
2a = 2+ 2ik——a+ 2ik—b
W w
0 0
2a + 2ik-——a — 2ik—b = 2
w w
Q) 2 0 2
2 (1 + zk;—62> —2ik——b = 2
W w
O 0
a(1+ikz—c2) —ik—b = 1 (3.120)
w W

Substituindo aqui as Equagoes (3.117) e (3.118),

Q2 QQ QQ QQ A
(1 n k_) t (1 T k_) e (@-k_g t) _

. 2 2
(—wzﬂmg) t— (sz—CZ) e2ikdy = 1

w? w?
(@ k) — (ikQe) e 1 = (3.121)
1+Memd - Y s
(w? + ikQe2)® (w? + ikQc?)?

Portanto,

w4

(W2 + ikQc?)?

2
[1 L (k) ]

(w2 + ikQc?)?

t =

(3.123)

Na polarizagdo TM, os plasmons de superficie se formam nos pdlos de ¢ no eixo imagindrio

k = ix. O pdlo da Equacgdo (3.123) serd quando

(w2 + z'k:Qc22)2 - (ich2)2 e?kd  —
(wQ + ik’ch)z = (z’szcz)2 e2ikd

W2+ ikQP = +iPkQclet

w? — kQEP = —orQcPe
2 2
w? — kSl d
—— = —oe 3.124
K§2c? ( )
onde 0 = +1. Para 0 = +1 a funcdo de onda é simétrica e para 0 = —1 € anti-simétrica. Para

duas placas, a solucio para x pode ser encontrada e € denominada por k.. Para uma unica placa,
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a solugdo para x pode ser encontrada fazendo d — oo na Equacdo (3.124), e é denominada por

Ksingle- OU S€Ja,

WVEHikQP = 0

w® = —ikQc’ (3.125)
Utilizando a Equagdo (3.107),

c? (k:2 + kﬁ) = ikQc?
((Z.H>2 + kﬁ) = QHsingle
_’Kagingle + kﬁ = Q’ismgle

Kenge + Qinge — kf = 0 (3.126)

Resolvendo a equagio do segundo grau acima para Kjngle €NCONtra-se

single = % (/92 + 4kt - ) (3.127)

A energia do vacuo quantico por unidade de drea € dada pela soma das contribui¢cdes das ener-

gias dos fotons e dos plasmons. Bordag [50] obtém que energia de vacuo €é dada pela férmula

oo

hof dk | dk otk
By = 5/_ S wlkyin,) +/%w(k,k)%1n t<(_l)€> (3.128)

) 2
( 7T> o==+1 0

Nesta formula as divergéncias ultravioletas, comentado na Sec¢do 3.2, estdo presentes [20]. Para
remover essas divergéncias, se faz a subtracdo das contribui¢des do caso de uma placa, remo-
vendo assim termos que nao dependem da distancia entre as placas e que nao contribuem para
a energia de Casimir.

w<k||7 Z.HU) — LU(k”, Z./{a) - w(k”, i/{single) (3.129)

O primeiro termo da Equacdo (3.128), dado pelo somatério, € a contribuicdo dos plasmons de

superficie para a energia. Ou seja,

ho[odk _
Eplasmon = 5/ Z w(kHﬂ/l{J) (3130)
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Substituindo aqui a Equacao (3.129),

h dk , .
Eplasmon = _/ H2 Z (w(k\\azﬁa) _w(kHy'LHsingle))

2 (27T) o==+1
hc
= e S (/4 = w20 0d) = (8 = Ky S2d)) G131

Vale lembrar que a integral estd em coordenadas cartesianas dxdy apesar de estar escrito dkj,
onde k:ﬁ = k2+ kg (Equacao (3.104)). Portanto, fazer a transformagdo para coordenadas polares

implica na mudanga dk; — 2wk dk). Essa equagdo pode ser reescrita da seguinte forma:

he
Epasmons = 7 / dkykywy (2, Ky, d) (3.132)
0
onde
(&K, d) \/kH — g (R d) — \/’fﬁ — KZngte (k$%,d) (3.133)

Fazendo ainda a substituicdo kj — kj/d, segue que

h o0
Eptasmon.s = i 23 /dk”k” dwe (2, ky/d, d) (3.134)

0

Agora, fazendo a substitui¢do k| — kv€2d, se obtém

hevQd
Eplasmon,o - Wg(gd) (3135)
onde
g9(Qd) = VQd / dkyky d we(Q, ky//d, d) (3.136)
0

Os cdlculos da fungdo g(x) sdo essencialmente numéricos [20] e fornecem o seguinte resultado:

—0,7022427 parac =1 plasmOns simétricos
g(x) = (3.137)

0,639449 parac = —1 plasmoOns anti-simétricos
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Portanto, a Equacdo (3.135) se torna

VQ

Eplasmon,a:Jrl = 0705090 hCW (3138)
Q
Eplasmono=—1 = —0,05589 77ch5—¢/_2 (3.139)

A contribuicao da polarizacdo TM para a energia € a soma da contribui¢do dos dois plasmons,
ou seja,
VQ

Ern = —0,005hcm (3.140)

Substituindo aqui a defini¢do de €2, dado pela Equacdo (3.78), segue que a energia por unidade

de 4rea é dada por

2
B = —0,005hed 5/ |

(3.141)

mc2e
Essa equacio representa a contribuicdo dos plasmons na energia de Casimir para duas folhas de
plasma. Na préxima secdo, serd estudado como Kempf [23] aplicou esse modelo para estimar

a temperatura critica de cupratos supercondutores.

Para placas finas de plasma, a energia de Casimir é dominada por plasmons de superficie (isto
€, ondas de propagacdo ao longo da superficie) em pequenas separacoes (escala nanométrica),
enquanto em grandes separagdes os fétons (ondas de propagacao perpendicular as superficies)
dominam [20]. Sendo assim, a energia de Casimir para uma onda TM (transversal magnética)

é [20]:

B = —5x 104 va (3.142)

5

2
onde 2 tem dimensdo de nimero de onda (m ™), por isso chamado de comprimento de onda
caracteristico. O parametro {2 é proporcional a densidade de cargas na folha de plasma e é
definido por [21] como
_2mngg?

Q= (3.143)

mc?

Na equacao (3.143) n,, representa a densidade de carga planar ao longo das placas e g a carga
dos portadores. Porém, a Equacgdo (3.143) esta escrita em unidades gaussianas. Transformando

para unidades do sistema internacional, onde a carga possui um fator de conversdo de 1/4me,
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esta mesma equagao se torna

2
0= HoTlng (3144)

2m
onde m € a massa efetiva dos portadores de carga e ¢; é a permissividade elétrica no vacuo.
Também foi utilizada a relagdo ¢*> = 1/pgey. Considerando que a massa dos portadores nos

planos de plasma é m = m,, a Equagdo (3.142) pode ser reescrita como

5% 103 hed | ugnag?
B = 2 iy eV (3.145)
22 dz my

No préximo capitulo esta energia serd relacionada a energia de condensagdo supercondutora,

da qual serd obtida uma relacdo importante para a temperatura critica.



Capitulo 4

O EFEITO CASIMIR EM CUPRATOS
SUPERCONDUTORES DE ALTO T

Em 2008, Kempf [23] sugeriu a ocorréncia do efeito Casimir entre os planos de CuO, nos
cupratos supercondutores. Ele estimou a temperatura critica de cupratos supercondutores a
partir do resultado obtido por Bordag [20] para a contribuicio dos plasmons na energia de
Casimir para duas folhas de plasma. No regime de pequenas distancias (escala nanométrica)

essa energia de condensacdo € igual a energia de Casimir [51,52].

Em supercondutores de alta temperatura (HTSC) o efeito Casimir entre as placas pode ser atri-
buido as camadas de 6xido de cobre nCuQO- que, inicialmente ndo estdo no estado supercondutor

e, transicionam para o estado supercondutor abaixo de uma temperatura critica 7.

A interpretacio é que cada conjunto de camadas nCuO, (n = 1,2,3,...) pode ser aproximado
por uma placa de plasma equivalente, ou seja, uma placa representando a associagdo paralela
de placas condutoras de Cu-O. Portanto, a distancia d entre os planos equivalentes do supercon-

dutor coincide com o parametro de rede ¢, como mostrado na Fig. 4.1.

n

Uemura et al. [24-26] estabeleceu uma forte correlacdo entre 7. e n/m* e A, a saber: % o ol
através de medidas de relaxacdo de muons o que reflete a largura inomogénea dos campos
locais no estado de vortex sob um campo externo alto. A ;1S R representa diferentes regides do
supercondutor em relagd@o so seu volume. Utilizando essa proposta, investiga-se uma relagdo 7.

e A a partir da Equacao (3.145).

O parametro de penetracdo A € um parametro da supercondutividade que se relaciona com a
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Estrutura

0%:00

Modelo

r Planos de Cu-O

~

Reservatorio
de Cargas

r Planos de Cu-O

Figura 4.1 — As camadas nCuQO; (n = 3) sdo aproximadas por uma placa equivalente. Como exemplo,
essas placas sdo desenhadas para célula unitaria do supercondutor Hg-1223. O efeito Casimir ocorre
entre essas duas placas equivalentes, onde d € a distincia entre as placas equivalentes do supercondutor
e coincide com o parametro de rede c [39].
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densidade dos portadores nop € a massa efetiva m* através da Equacio (2.72).

Alguns trabalhos [34, 35] demonstram que, para grandes anisotropias, a profundidade de pe-
netracao efetiva torna-se independente da anisotropia real e é exclusivamente determinada pela

profundidade de penetracdo no plano \,;,. Portanto, a equacdo (3.145) pode ser reescrita como

_5 x 103 hcA 1
2% d? )\ab(())

Eps = “4.1)

Nesta Equacgdo, a energia de Casimir estd relacionada com um parametro supercondutor: o
comprimento de penetragdo de London, A, (0), indicando uma possivel correlagdo entre as

duas teorias.

4.1 EQUIVALENCIA ENTRE ENERGIA DE CASIMIR E
ENERGIA DE CONDENSACAO

Kempf [23] propds que no regime de pequenas distancias (escala nanométrica) a energia de

condensacdo F.,,q € igual a energia de Casimir F,:
Econd - Ecas (42)

Seguindo esse modelo, utiliza-se as equagdes (4.1) e (2.88) para escrever que a temperatura de

transi¢do pode ser descrita como:

Econa = Feas
m*APkET? 5 x107%  heA
272 T 25 d®w(0)
m*n?kE T2 5x107%  he
T 2mhr 98 @0
T mhc

10222 12k%m*d2 Ay (0)

1

3 2

T - 1 : Thc 43)
10nks | 22m*d?\ . (0)
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A equacio (4.3) apresenta 7 = 1.76 como parametro BCS, d sendo a distancia entre as camadas
nCuO,, kp é a constante de Boltzman, \,,(0) o comprimento de penetragdo London paralelo

ao plano ab.

A massa efetiva dos portadores m™* tem sido relacionada como um multiplo da massa do elétron

[23,45]. Este trabalho usard para a massa efetiva dos portadores de carga a expressao proposta:

m* = am, (4.4)

onde « ¢ um escalar adimensional e m. € massa do elétron. O pardmetro m* = am, representa
um fator relacionado com a massa efetiva dos portadores de carga supercondutores, que surge
da convolug¢do da simetria molecular dos CuO, (por exemplo, octaédrico, piramidal, etc.) com

a simetria do cristal.

1 ) 1 d%
)= 4.5)
(m 2 dkydk,

Dessa forma, a equagdo (4.3), com as constantes calculadas é:

[NIE

1 [ whic
10nkp _Q%amedz/\ab(())

S N Ok I
c 1077/4)3 _Q%me Oéd2)\ab(0)

1 1/2
T d, \ = M|———— 4.
C (aa b ab) |:ad2>\ab(0):| ( 6)
onde
5 11
Y L 4.7)
1077]63 2§me

. ~ ~ . . ~ 1 1
A principal relagdo apontada pela Equagdo (4.6) ¢ que 7. ¢ uma fungdo de az, d e A2, (0).

Assim, a mobilidade dos portadores « pode ser calculada através dos pardmetros T, d e Ay (0):

( : )2[ SC} [ ; }
a =
10nkp Q%me 7c2d2)\ab(0)

M2
a(Te,d, Ap) = Wab(o) 4.8)
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Figura 4.2 — Comportamento de « (calculado neste artigo) em funcdo de 7., plotado em escala logarit-
mica. Os pontos triangulares destacados (preenchidos) correspondem a amostras de Hg-1223 estudadas
sob pressao e seus dados foram retirados dos artigos [53] (preto) e [10] (cinza).

Na Tabela 2 sdo apresentados valores de « calculados a partir dos valores de T, A\.,(0) e d

encontrados na literatura.

A Equacao (4.6) se diferencia da equacdo obtida por Kempf [23] basicamente por estar em fun-
cdo do comprimento de penetracdo. Esta ideia foi pensada a partir da correlagdo experimental
encontrada por Uemura [24]. Dessa forma, a Equacao (4.6) esta escrita em fun¢do de parame-
tros que sdo encontrados abundantemente na literatura. Isso permite comparar os valores que

sdao encontrados com esta equagao com os valores calculados neste trabalho.

42 COMPORTAMENTO DE o PARA VARIOS Cu-HTSC

A partir dos dados apresentados na Tabela 2, foi analisado o comportamento de « (calculado
neste artigo) em funcao de 7, (extraido da literatura), como mostrado na Fig. 4.2. Observe que

o valor mais alto de 7, ocorre para o = 2.0 £ 0.1.

Além disso, foi encontrada uma tendéncia assintética que sugere que existe uma interagao entre
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os portadores de carga e a rede na regido o > 2 que otimiza a temperatura critica para o ~ 2.

O gréfico ainda mostra que essa interagc@o cai rapidamente para o < 2.

Os valores de « obtidos sdo o resultado dessa interag@o portador-rede ou indicativo de placas de
plasmons. Considerando que « representa a dificuldade de mobilidade da carga devido a intera-
cdo com a rede, o grafico da Fig. 4.2 indica que esta interacdo com a rede € otimizada quando os
portadores tem uma massa efetiva de dois elétrons (pares de Cooper), o que implica que neste
momento, os portadores atingem a mobilidade maxima, sempre mantendo uma interacdo com
a rede. Deste ponto (o« < 2), entende-se que a mobilidade dos portadores aumenta, mas sua

interacdo com a rede cristalina reduz significativamente, dificultando a correlagcdo entre carga.

Considerando o cendrio do efeito Casimir, sugerimos que as placas podem ser interpretadas
como membranas plasmaticas que vibram e interagem entre si através do espacgo entre os pla-
nos. Do ponto de vista da supercondutividade, se a interagdo entre os portadores e a rede €
suficientemente forte, a massa efetiva dos portadores € influenciada pela rede. Este fato pode
ser explicado pela existéncia do efeito do oxigénio isotopico na profundidade de penetragcao de
London no plano ab, A, [54]. Assim, € possivel classificar a regido o« > 2 como ndo-adiabdtica,
onde 7, € otimizado para o ~ 2. Para o < 2, a regido se torna quase adiabdtica, tendendo rapi-

damente a uma regido fortemente adiabdtica, onde um desacoplamento portador-rede aparece.

4.3 AVALIACAO DE o ATRAVES DA MEDICAO DO CA-
LOR ESPECIFICO

Com o intuito de validar os dados apresentados nesse trabalho, resolveu-se calcular o calor
especifico da amostra Hg-1223 e comparar com os valores encontrados na literatura. Para tal,

partiu-se da equacao

1
v = 7 D(Er)k 4.9)

onde 7y € a constante de Sommerfeld [30]. Usando a Equagdo (2.85), escreve-se

1 mm Ak?
~mmeAlp |

4.1
3 2 (4.10)

’y:
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Tabela 2 — Valores de « calculados a partir dos valores de T¢, d e Ay, (0) encontrados na literatura.

Usamos d = c para todos os compostos apresentados.
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Dessa forma, utilizando os valores das constantes, os dados encontrados na literatura e o cal-
culado, foram calculados também os valores da constante de Sommerfeld ... apresentados na
Tabela 2, usando a Equacao (4.10). Estes valores foram comparados com os valores obtidos na

literatura, ;..

Ao correlacionar os valores obtidos para o (m* = am,) com os valores medidos encontra-
dos para v do calor especifico, encontramos uma concordancia apenas para uma das amos-
tras (YBayCu30Oy). Para apenas uma outra amostra (La; 3551 15CuQ,) os valores ndo estdo na
mesma ordem de grandeza. Para todas as outras, os valores ndo coincidem, porém estdo na
mesma ordem de grandeza. Os valores de 7., foram encontrados através da Equacdo (4.10)
utilizando os valores de « calculados a partir da Equacdo (4.8). Nao foram encontrados todos

os valores ;. para os compostos analisados.



Capitulo 5

CONCLUSOES E TRABALHOS
FUTUROS

5.1 CONCLUSOES

Este trabalho propde uma correlacdo entre os seguintes parametros macroscopicos: o compri-
mento de penetracdo de London no plano \,;, a temperatura critica 7, a distancia d entre os
planos supercondutores equivalentes do Cu-HTSC e a massa efetiva (m* = am,.) dos portado-
res de carga. Isto foi realizado utilizando a ideia original proposta por Kempf et al. [23] para
associar a energia de Casimir e a energia de um condensado supercondutor com a anisotropia
caracterizada pela alta bidimensionalidade. A correlagcdo proposta foi baseada na aproximagdo
da energia de Casimir para placas de plasma descrita por Bordag et al. [20] e na proposta Ue-
mura et al. [25,26], que mostrou uma correlac@o entre o comprimento de penetragao de London

Aap € O pardmetro n/m*.

Considerando a correlagio aqui proposta como referéncia e os dados encontrados na literatura,
verificamos que a temperatura critica aumenta quando a mobilidade dos portadores nos cupra-
tos supercondutores cresce até um ponto o ~ 2 que otimiza a temperatura critica. Entende-se
que esta regido (« > 2) € caracterizada por um comportamento ndo adiabético entre os porta-
dores e a rede cristalina, onde existe uma correlacdo entre a energia de Casimir e a energia de
condensacao supercondutora na matriz cristalina. Além disso, com base nos dados obtidos, foi
proposto que a energia de Casimir descrita por Bordag [20] para placas de plasma descreve bem

o comportamento de Cu-HTSCs, como sugerido por Kempf [23]. Além disso, vale ressaltar que
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este cendrio estd de acordo com a relagdo proposta por Uemura [26].

Neste trabalho, verificamos que € possivel avaliar o parAmetro escalar o na massa efetiva, co-
nhecendo os seguintes parametros macroscopicos: comprimento de penetracdo de London no
plano \,;, a temperatura critica 7. e a distancia d entre os planos supercondutores equivalentes

nas familias de cupratos supercondutores.

O fato de a massa efetiva ser um parametro associado ao estado supercondutor indica que o
sistema € nao adiabdtico. Isto confirma a sugestdo proposta por Khasanov et al. [54] em que
os Cu-HTSCs sdo considerados supercondutores ndo adiabaticos, indicando uma forte interagdo
entre os portadores de carga e o plano Cu-O (placas de plasma). Neste cendrio, o efeito isotopico
do oxigénio no plano ab demonstra claramente que a rede planar de Cu-O desempenha um papel
importante na fisica dos cupratos [54], que estd relacionado com a massa efetiva no plano ab,

*
mab.

5.2 TRABALHOS FUTUROS

Com base nos resultados obtidos neste estudo e aqueles apresentados na literatura [71,72], a fim

de obter maiores temperaturas criticas em Cu-HTSC, dois métodos podem ser considerados:

* Reducao da distancia d entre Cu-O planos (como indicado por experimentos de pressao),

0 que causa uma diminui¢do na distancia entre os planos de Cu-O.

* Um processo de dopagem nos planos Cu-O que aumenta a densidade do portador.

Nesse sentido, nosso grupo vem realizando novos experimentos de dopagem para aumentar o

carater metélico dos planos para obter temperaturas mais altas em Cu-HTSC.

Outra perspectiva que surge a partir da discussdo da ocorréncia do efeito Casimir € abordar
outras estruturas de alta bidimensionalidade através do modelo dielétrico ou de placas finas de
plasma, ambas descritas por Bordag [20]. Aqui foi utilizado apenas o modelo para placas finas

de plasma para cupratos supercondutores.

Com o intuito de melhorar a qualidade dos dados calculados em comparagdo com os encontra-
dos na literatura, pode-se pensar num fator de correcdo. Esse fator pode estar a associado, por

exemplo, a quantidade de planos de cobre da estrutura supercondutoras em questao.
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APENDICE A

OSCILADOR HARMONICO

O oscilador harmo6nico € um problema importante para todos os ramos da fisica, como meca-
nica classica, eletrodindmica, mecanica estatistica, estado sélido, entre outros. Trata-se de um
sistema fisico que consiste em uma massa pontual m presa a uma mola de constante eldstica k.

O sistema estd sujeito a uma energia potencial da forma
V(z) = — (A.1)

onde x € a coordenada de movimento da particula. Como a frequéncia de oscilacdo (angular) é

dada por w = \/k/m, pode-se escrever a energia potencial como
L 9
V(z) = LT (A.2)

O Hamiltoniano de uma particula de massa m que oscila com uma frequéncia angular w sob a

influéncia de um potencial harmonico unidimensional é

1 2.2 &
H= SmwT + ﬁ (A.3)

Na mecanica quantica, as quantidades cldssicas x e p sdo substituidas, respectivamente, pelos

operadores z e p, dados por

i = x (A.4)

Dr = —th— (A.5)
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Portanto, agora € possivel escrever o hamiltoniano do oscilador harmoénico em funcdo dos ope-

radores T e p,

2.2 | D
—Mmw’L =
2 + 2m

hw [(mwi? 2
_ ( + p_x)

2 h mhw

Agora, introduz-se os seguintes operadores adimensionais,

Calculando o comutador entre Z e p, se obtem

Da mesma forma,

[, pa] W (7)

[P, 2] 0 (7)

op(r) .. 0
e m& (z(7))

X

L OWT ) L OWMT
—/my%ﬁmw(m/m%f

i ()

—thx

—ih% (xp(7)) + ihx 6?;7:&)
—iha) (1)

Portanto, escreve-se as relacdes de comutacao

[Z,p.] = ih
Dz, 2] = —ih

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)
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Consequentemente, escreve-se também as relagdes de comutagao

. mw 1 1 1

X,Pm} = /57, 0. | = 7 |2, 2] = 7 (ih) = A.12

X2 = |50 ] = ] = 5 ) = (a12)
A A 1 mw 1 1
Px,X] _ . 2l = = [py, 2] = = (—ih) = — A13
| [ B] = D] = 5 (i) = = (A13)

Portanto, reescrevendo o hamiltoniano,
A= (%)

X - zﬁx> <X + z‘Px> + 1] (A.14)

Com o intuito de compactar a Equacdo (A.14), sdo introduzidos os operadores a e a' da seguinte

forma:
R 1 A
i=— (X + sz) (A.15)
dT—i<X—i15) (A.16)
V2 ’ '

Dessa forma, a relacdo de comutaciio entre os operadores a e a' é dada por

>
—+

—ata
“ “ ~ N 1 ~ ~ “ “
(X + z‘PQC) <X _ iPQC) -5 (X _ iPx> (X + iPw>

XX PP X 4R - 3 (R4 iXE, — i X 4 R)

ad'] -

NSNS N RN RN R

(A.17)
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Da mesma forma,

la'.a] = a'a—aa
Lo sN(o o\ 1/ 2N/(o -
- §<X—1Pz) <X+ZPQ,)—§(X+@P$> (X—@Pm>
L foy or mo e L far em o
= 3 (Xfﬂ‘XPx —iB,X +75§> = (Xf— iXP, +iP, X +7S§)
L /oo moN L fn o
- §<iX x—iPIX)—§<iXPx+iPIX)
_ 3[3154_1[13%;3}
2 2
= §(Z)—§(—Z)
— 1 (A.18)

O hamiltoniano pode ser reescrito em fungio dos operadores a e a' substituindo as Equacdes

(A.15) e (A.16) na Equagdo (A.14),

N 1
H = hw (d*& + 5) (A.19)
ou ainda
A N 1
H = hw (N + 5) (A.20)

onde N = a'a é conhecido como o operador nimero ou operador niimero de ocupagio. Por-

tanto, a Equacgdo (A.20) representa o hamiltoniano do oscilador harmonico.

Destaca-se aqui que H e N comutam entre si, ou seja,
AN = HN-NA
- 1\ - - ~ 1
= M(N+§>N—th <N+§>
- 1. - - 1, -
= hwN?+ ol — hwN? — N
— (A.21)

Em consequéncia, H e N possuem um conjunto de autoestados comuns, a ser denotado por |n),
de forma que

N|n) =n|n) (A.22)
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Hn) = E, |n) (A.23)

Portanto, substituindo a Equacdo (A.23) na Equagdo (A.20), resulta que os autovalores de H

sao
1
By — hw (n ; 5) (A24)
comn = 0, 1, 2,.... Portanto, na mecanica quantica, a energia do oscilador harménico é

quantizada e ndo pode assumir qualquer valor arbitrario. Aqui serd omitida a demonstracao
de que n deve ser um numero inteiro positivo, porém pode ser encontrada nas referéncias [73]

e [74] deste trabalho.

Note que a menor valor (o estado fundamental) ndo € igual a zero, mas
Ey = -hw (A.25)

Esté energia é chamada de energia de ponto zero e serd discutida no Capitulo (3). O significado

fisico dos operadores a e a' ficam mais evidentes tomando

(Na| = [aa,a] =alaa —aala = [a',a]a = (~1)a=-a (A.26)
At

(Val] = [afa.al] = alaa’ - a'ata = al [a,0] = o' (1) = of (A27)

pois agora, usando essas duas relacdes de comutagdo, escreve-se

)
)

Na|n) = aN|n)—aln)
) = mniln)—aln)
)

= (n—1)a|n) (A.28)
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Da mesma forma,

= a'ln)

= al[n)

)
)

Na'|n) = a'Nn) +a'|n)
) = nat In) + af In)
)

= (n+1)a'|n) (A.29)

As equagdes (A.28) e (A.29) mostram que a |n) € autoestado de N com autovalor (n —1).
Isto implica que, quando @ opera em |n), diminui » por uma unidade e por isso, é conhecido
como operador aniquilagdo ou abaixamento. Da mesma forma, a' |n) € autoestado de N com
autovalores (n + 1). Isto implica que, quando a' opera em |n), aumenta n por uma unidade e

por isso, € conhecido como operador criagdo ou levantamento. Sendo assim, € possivel escrever
alny =cp|n—1) (A.30)

onde ¢, é uma constante a ser determinada pela exigéncia de que os estados |n) serem norma-

lizados para todos os valores de n. Dessa forma, da Equagdo (A.30) se obtem
((nla") @ln)) = (nla'aln) = leal* (n = 1] In — 1) = |e,|* (A31)
Por outro lado, da Equacdo (A.22) se obtem
((nla") @ln)) = (nla'aln) = (n| N'n) = n{n||n) =n (A.32)

Portanto,

lea> = n (A.33)

Substituindo a Equagdo (A.33) na Equacgao (A.30),

aln) =+vnn—1) (A.34)

Esta equagdo mostra que aplicacdes repetidas do operador G em |n) geram uma seqiiéncia de

autovetores [n — 1) ,|n —2),|n—3),....
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Utilizando a algebra proposta pela Equagdo (A.34), porém trocando n por n + 1,

an+1) = Vn+1|n)
ataln+1) = Vn+1al|n)
Nln+1) = Vn+1al|n)
n+1)n+1) = vVn+1d|n)
a'lny = Vn+ln+1) (A.35)

Esta equagiio mostra que aplicacdes repetidas do operador a' em |n) geram uma seqiiéncia de

autovetores |n + 1), |[n+2),|n+3),....

A Equacdo (A.35) pode ser reescrita como

|n+1>:\/n1_+1awn> (A.36)
Consequentemente,
b = alo)
2 = il )= —= (@10
B = il 2= == @) 10)
) = il 3) = = ()" 1) (A37)

In) = — (a")" |0) (A.38)

Além disso, os estados [0) ,[1),]2),(3),...,|n),... sdo simultineamente autoestados de H e

N; o conjunto |n) constitui uma base ortonormal e completa:

(n | ny = bpn, > n)(n] =1 (A.39)
n=0



APENDICE B

QUANTIZACAO DO CAMPO
ELETROMAGNETICO

B.1 NOTACAO RELATIVISTICA

O intervalo ds entre dois eventos infinitesimalmente préximos, com coordenadas (z, vy, z,t) e

(x 4+ dz,y + dy, z + dz,t + dt), é dado por
ds? = Adt? — da* — dy* — d2? B.1)
Usando a notagao tensorial, na qual

ot = (xo,:rl,xQ,x?’) = (ct,x,y,2) (B.2)

r, = (vo,21,T9,23) = (ct, —x,~y,—2) (B.3)

pode-se reescrever a Equacdo (B.1) da seguinte forma,

3
ds* = E dxtdx, = Adt? — da® — dy? — dz2? B.4)

u=0
Um quadrivetor tipo z*, com o indice sobrescrito, é chamado de vetor contravariante e do
tipo x,,, com o indice subscrito, € chamado de vetor covariante. O produto interno entre vetores

contravariante e covariante € um invariante (escalar) [75]. Para simplificar a notagcdo o somatorio
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€ suprimido, de forma que

3
Z dx"dx, — dat'dz, (B.5)

pu=0

A relagdo entre x* e x,, € dada pela introdugdo o tensor métrico g"”:

O (B.6)

= ¢+ g"'z) + g"%19 + 9" a3 (B.7)

Essa operacdo ¢ chamada de levantamento de indice. Como a Equagdo (B.6) deve concordar

com as Equacdes (B.2) e (B.3), a matriz g*” é construida, a saber,

1 0 0 0

o1 0 o0

9= 0 0 -1 0 B8
00 0 -1

A matriz g, define uma métrica no espago de Minkowski e seus elementos sdo chamados de
componentes do tensor métrico [76]. E conveniente introduzir os elementos g" da inversa de

9, de maneira que a operacdo abaixamento de indice € dada por

T, = G’ (B.9)
Portanto, verifica-se que
1 0 0 0
0 -1 0 0
G = (B.10)
O 0 -1 0
0 O 0 -1

Uma vez que o tensor métrico € um tensor simétrico, existe um tensor métrico misto [77] dado
por

"Gy, = 08 (B.11)
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que torna possivel as operacoes

Ty = Gung T, = 0,7, (B.12)

ot = g" g x” = oha” (B.13)

O operador nabla quadridimensional € dado por

0 19 0 0 0 10 =
%= 50~ (oo ay o) = (e ) (B9
Sendo assim,
0 10 0 0 0 10 =
W= __ s _ — — Y — — = —_— =
o= oz, (cé?t’ ox’ oy’ 82) (c@t’ V) ®.15)

A divergéncia de um campo vetorial V# € dada por
V-V =29,V (B.16)
O rotacional de um campo vetorial V# € escrito como
(V= V)" =y —ovr (B.17)

A divergencia do gradiente, chamado de operador d’ Alembertiano, € a versdo quadridimensio-

nal do laplaciano:

1 9 0? 0? 0? 1 9
=00, =—=—=—|=—=+-+-— ]| === -V B.18
2o (81’2 * Jy? * 822) c? ot? v ( )
B.2 EQUACOES DE MAXWELL
As equacdes de Maxwell sdo escritas da seguinte forma,
. 1 .
V-E = — (lei de Gauss) (B.19)
€0
V-B = 0 (sem nome) (B.20)
5 o B
VxE = _88_25 (lei de Faraday) (B.21)
. n OF . X -
VXxB = o+ poco—— (lei de Ampere com a corre¢do de Maxwell) (B.22)

ot
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Sabe-se que, se o divergente de um campo vetorial (B) se anula (em toda parte), entdo B pode

ser expresso como o rotacional de um potencial vetor (/T):
V-B=0«=B=VxA (B.23)

Portanto, substituindo a Equacao (B.23) na Equacdo (B.21),

T .
VX E—— a(vX@ (B.24)
ﬁﬂaﬁﬁ
V x F+ 5—VxA> (B.25)
VxE+V x <§A>_o (B.26)
L (= D
V x <E+5-)—O (B.27)

Sabe-se que, se o rotacional de um campo vetorial (F) se anula (em toda parte), entdao F pode

ser escrito como o gradiente de um potencial escalar (V):
VxF=0e F=-VV (B.28)

Como a grandeza entre parénteses na Equacdo (B.27) se anula, pode ser escrita como o gradiente

de um escalar:

— a —
E+—A=—-
+ BT Vo
— 8 —
E=—-——A- B.29
A~ Ve (B.29)
Dividindo todos os termos por c,

E ¢ 10 -
A v A B.30
c c cot ( )

Escrevendo o 4-vetor Potencial como

ﬂg) (B.31)
C
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nota-se que

B a0 _goqi (B.32)
C

A Equacdo (B.32) contém as componentes do rotacional 4-dimensional identificado por

FiO = Y% — 5140 — 90 A? (B.33)
onde
. Ei
FO=— (B.34)
C
Portanto,

0 —E,/Jc —E,/Jc —E./c
E./c

= (B.35)
E,/c

E./c

Para completar esta matriz, escreve-se

B = /T
A

V x
= 3
2 A3

= (P -PA)i - (0'A° - 0°A) j— (04 - *A") k (B.36)

—Bg By —B.

Estas também sdo componentes do rotacional 4-dimensional identificado por

Fil — _pit — §iAT — 9 Al B.37)

onde

Fi9 = —¢ik gk (B.38)
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Portanto,

Esta matriz permite escrever

Fi = —F = QP A — " AP

z

105

(B.39)

(B.40)

F# ¢ chamado de tensor campo eletromagnético. Ao satisfazer as Equagoes (B.23) e (B.29),

por consequéncia, a Equacdo (B.40) satisfaz as Equagdes de Maxwell (B.21) e (B.20). Porém,

existe uma maneira elegante de combinar as Equacdes (B.21) e (B.20) de modo que ndo seja

necessario efetuar qualquer referé€ncia explicita ao potencial vetor A. Dessa forma, escreve-se

—

V-B=0
0;B"'=0
OB +0,B* +0;B* =0
ONF3 4+ 0,F1 4 05 F*' =0

ONEB L PF3 4+ °F12 =0
Da mesma forma,

V x E

o Nk
(V X E)

— ek R

OE — P E

. J . i
lat (—Bk) U (E) 4+ (_g)
C C &

—— ——

Fii
40 FOi

OOFi 4 5 a0 4 oi i

(B.41)

(B.42)
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As Equacdes (B.41) e (B.42) podem ser escrita de forma generalizada como
OFM 4 O F" 4 9" FM = 0 (B.43)

Portanto, € possivel escrever as Equacdes de Maxwell (B.21) e (B.20) a partir da Equacdo

(B.43), conhecida como Identidade de Bianchi.

Reescreve-se a Equagado (B.19) de maneira que

- o 1
V-E = —p
€0
a B _ 1p
! C €g C
O.FY — lB
! €g C
O.FY = l%
! €0 2
OF" = Hocp
RFO = poJ° (B.44)

onde J" = (cp, J ) . De forma similar, a Equacao (B.22) pode ser reescrita como

. - OF
VX B = poJ+ poco—-

ot

. . 10E

_Z]kBk — J B

‘ Ho +c2 ot

2B — 9°B? 0B — 9°B! B2 — 9°BY) = ugJ L oE
- (B 0B + (0B~ 0'8) — (5 - B = T+
. , . 10E
_(62F21_83F15)+(81F21_83F32)_(81F13_82F52) — NUJ+C_2§
2 1721 3 1713 1 21 3 1732 1113 2 17132 7 18E
_OPFM L QPR L 9 R _ 332 _IFB L 2 F3? = M0J+C—2§
1 0E

BF* + P + O F? + 0, FP + 0 F + 0,F% = o + 2 B

2
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Colocando as derivadas em evidéncia,

81 (Fll +F12 +F13) +82 (F21 +F22 + F23) +a3 (F31 + F32 +F33)

Dessa forma, com p = 0,7, segue que

QLF‘” = /JJQJl

0, Ft

—0g F° +0,F7
_F0i
O F” + 0;F7

Perceba entdo que as Equagdes de Maxwell (B.19) e (B.22) sdo satisfeitas pela equacdo

0, F" = 119"

Substituindo a Equagdo (B.40) na Equacgdo (B.48), escreve-se

0, F"
0, (D" AV — 9" Am)

0, 0" A — 0,0" A"
D0, A — g,,0" g0, A"
919, A” — 51D 9, A
010, A — 09, A"

24" — 0 (9, A")

Na ausencia de fontes, J” = 0. Sendo assim,

0, F" =0

= "
= "
= pod”
= "
= "
= "

= MOJV

107

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)
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Portanto,
%A — 9 (9,A") =0 (B.51)

Nas secoes (B.4.1) e (B.4.2) sera discutida a quantizacdo candnica do campo eletromagnético
impondo duas condicdes, chamadas de calibre de Coulomb e calibre de Lorentz, sobre a quan-

tidade
1 0¢ -

o v
0, A 2 +V-A (B.52)

B.3 DINAMICA DE LAGRANGE E HAMILTON

Sempre que um processo fisico acontece, a natureza minimiza certas quantidades. Em 1835,

Hamilton enunciou o seguinte principio:

De todos os caminhos possiveis nos quais um sistema dindmico pode se mo-
ver de um ponto a outro em um intervalo de tempo especifico (consistente
com quaisquer restri¢des), o caminho real seguido é aquele que minimiza a
integral de tempo da diferencga entre as energia cinéticas e potenciais [78].

O principio de Hamilton também pode ser escrito como
to
5/(T—U)dt:0 (B.53)
t1

onde ¢ é uma notagao abreviada para representar a variacdo, 7' é a energia cinética e U a energia

potencial. Em coordenadas generalizadas, 7" e U, podem ser escritas como
Identificando a Lagrangiana como a diferenca entre essas duas quantidades:

L=T-U = L(g.j,1t) (B.55)



B.3. DINAMICA DE LAGRANGE E HAMILTON 109

Portanto, a Equacdo (B.53) se torna
to
t1

O problema do célculo de variagdes é determinar a fun¢do ¢(¢) de tal modo que o funcional

to

S=/L@@mﬂt (B.57)

t1

chamado de Acdo, seja um extremo, ou seja, um maximo ou um minimo [78]. Escreve-se entdo

q = q(a,t) de modo que, para « = 0, a fungéo ¢ = ¢(0,t) = ¢(t) seja um minimo. Dessa forma,
q(a,t) = q(0,t) + an(t) (B.58)

onde 7)(t) é alguma fung¢@o de t que tem uma primeira derivada continua e que desaparece em

q(t)

q(t) +an(d

t ts t

Figura B.1 — A funcéo ¢(t) é o caminho que faz do funcional J um extremo.

t1 e 1y, Oou seja,

1ol) a0 _ g o ) = L0 —008) (B.59)

« «

n(t) =
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A condig¢do para que a integral tenha um extremo € dada por

% =0 (B.60)
804 a=0
Portanto
0S 0 t2
— = — L(g;, q;:;t)dt
aa aa /t; (ql?ql’ )

to
= / (3% 90 | 0a aa) dt
t1

to
oL 0L dn
B /(a%‘n(t) * 8%’%) o

t1
to to

oL oL dn
= — B.61
/3(]@- ()dt—l—/ a0 dtdt (B.61)
t1 t1 \/\‘df

Integrando o segundo termo por partes,

s aL daL "
da 8qZ dta
! du
oL d OL
_ / ( a0 - (@ aq.i) n(t)) it
t1
to
oL d OL
_ _ 4 B.62
/ (8% dtaq)n(t)dt (B.62)

t1
Sendo assim, considerando a Equagdo (B.60) para qualquer 7(¢) se obtem

OL  ddL

=0, i=1,2,3. (B.63)
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conhecida como as equagdes de movimento de Lagrange. Identifica-se aqui, a quantidade de

movimento generalizada como

oL 9 (1
o4 04 (§m
oL .

ag

oL

ag D

Substituindo a Equacgdo (B.64) na Equacao (B.63),

oL B iaL
dg;  dtIg;
oL d

E - api

pi

q‘?)

(B.64)
0
0
oL
94, (B.65)

A lagrangiana que descreve um sistema que ndo interage com nada fora do sistema (sistema

fechado) ndo pode depender explicitamente do tempo, ou seja,

De forma que

dL
dt

oL

g9y _ B.
™ 0 (B.66)
0
 0gq; Ot Og; Ot 515
_ oL . 0L (B.67)

8_%% + a—qz%

Substituindo a Equacao de movimento de Lagrange, Equacdo (B.63), no primeiro termo do lado

direito da Equacao (B.67),

dL
dt

oL . n
aql qZ

oL
9qi

d

oL
at \7aq,

)

4oLy, .
dt Og; @

i

04; ™

(B.63)
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Sendo assim,

L _d (. OLY _
at  dt \Toq )~
d oL
S a2 =
dt ( ‘haq') !
d/ oL
“g=—_171) = B.
7 (qzaqi ) 0 (B.69)

A quantidade entre parénteses € constante no tempo e pode ser igualada a uma constante H,

conhecida como hamiltoniana. Dessa forma,

H= q'ig—(? ~L (B.70)

Substituindo a Equacao (B.64) na Equacao (B.70), se obtem

H=p,q;— L (B.71)

B.3.1 Densidade Lagrangeana

Na teoria de campos, ¢(q,t) desempenha um papel andlogo ao ¢(t), e descreve um sistema com
um numero infinito de graus de liberdade, uma vez que, em cada momento, ¢ tem um valor
independente em cada ponto no espago. Considerando-se que o campo ¢(gq,t) é um campo
continuo, o seu tratamento lagrangiano consiste na substituicio da coordenada generalizada
(¢;) por uma func¢do continua ¢ e a velocidade generalizada (¢;) € mudada para o gradiente

dessa fun¢do 0, .

A lagrangiana de um sistema continuo pode ser expressa em termos da integral espacial de uma

fun¢do L conhecida como densidade lagrangiana [76], ou seja

L= / L(p,0,0)d*x (B.72)

Por simplicidade, € habitual assumir que £ depende apenas de ¢ e suas primeiras derivadas.

Portanto, a Equacdo (B.57) pode ser reescrita da seguinte forma:

S(p) = /Ldt = /dt/ﬁ(gp,ﬁygp)d% = /E(ap,&,gp)d% (B.73)

R
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onde R a regido no espago de Minkowski dt x d*z. A ac¢do S € agora um funcional do campo
© e, como feito na Sec¢do B.3, resta procurar um campo ¢ para o qual a acdo seja um extremo.

Escreve-se entao
0 =+ dp (B.74)

onde ¢ € o campo que extremiza a acdo e dp é a variagdo do mesmo. d¢ € nula no contorno.

Sendo assim,
S(p+dp) = /E (0 + 69,0, (p+ b)) d'x (B.75)
R

Expandindo S até primeira ordem de d,

oL B
S(p+dp) = /E(s@@yw)dﬂ‘aﬁ/[% @+

L 4
88,,g05 (8,,@)] d*z

52 | R
S(p)
B oL oL .
S(p+dp) = S(g0)+/{a—(5 +881,g05(&'(’0)1dx
R
oL oL
S(o+dp)—8 = /{—5 + 5 (0, ]d% (B.76)
Sl g (v) /15 90,0 (Ovp)

Sabendo que 6 (0,¢) = 0, (dp), entdo

5SS = 8£5<pd4x—|— / 0, (0p) d*x (B.77)
Op 00, e
\,_/

dv

Integrando o segundo termo por partes,

oc. , oL .
08 5 5¢d$+@8,,90 4] /6 ( 08,,ga)dx

R v R v
u du

B oL oL 4
= /(8 dp (8 20, )&p)dx
R

B oL oL ,
— /(% O >5¢d (B.78)
R
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Como 65 deve ser igual a zero, o termo entre parénteses se anula. Com isso, as Equagdes de

Euler, dadas pela Equacdo (B.63), reescritas para a densidade lagrangeana sdo

oL oL
= _9,|———| =0 B.79
e {3 (&m)] (B-79)

B.3.2 Densidade Lagrangeana do Campo Eletromagnético

A densidade Lagrangeana do campo eletromagnético pode ser construida a partir dos elementos

fundamentais que o compde. Sio eles:

e A*: um determinado campo vetorial.
* QA" Taxas de variagdo desse campo vetorial.

* J,A": Ainteragdo de A* com a corrente .J,,, que ja foi observada na Equagdo (B.48).

A densidade Lagrangeana precisa ser uma quantidade real, ou seja, deve ser composta por
combinagdes de A*, 0A* e J, A" que sejam quantidades escalares e termos de segunda ordem.

As combinagdes possiveis sao:
« A A"
(0,47, (8,47) (8"A)) € (8,47) (8,A%)
o J AP
Portanto, a possibilidade mais geral para densidade Lagrangeana seria

L= (0,A") + B(0,A7) (0"A,) + 7 (0,A") (0,A") + S A, A" + e, AW (B.80)

onde a, f3, 7, 0 e € sdo coeficientes que acompanham cada termo. Para a densidade lagrangeana

dada pela Equacdo (B.80), as equacdes de Lagrange ficam

oL oL
o5~ 5] = B0
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O primeiro termo € resolvido aplicando a derivada em todos os termos, de forma que
8L’ 8 8 0
i 12 v 123 173 v
0 0 0 0 0
v w 1% v 1% 192 I
—I—v{(@MA)aA (0,A*) 4+ (&,A)aAM(aMA)]vLé{A“aAMA + A aAA}—I—eJMaAA
Trocando a ordem das derivadas,
oL 0A 0A 0A”
= vy M v H el
aA = 20:0,A"0, (814)—1—5{(8“/1)8 (0AM)+(8A”)6“(8AM)}
0A* 0A” 0A+ 0A 0A*
v o o M
! [(auA )0 (aAu> A O (8Au)} 0 [AH@AM 4 aAJ i ejuaAu
Usando o tensor métrico,
oL 0A 0A 0A
— M b H v H 17 v H
8A = 200,409 (aAu) 7 {(3 40 (8Au) 0" g <8Au)} "
0A, 0A, L 0A 0A, 0A
v jon M Iz i M
7[(8MA)81,g <8A> + (0, A*) 0,.9" (8/1 )}—1-5{14 oA, + A 8A}+€J“g oA,

Sendo assim,

oc ) 0 ) 0
54 =200 A“WnL 8 [ 0,A") org L (00 A, M oy {(QLA ) B (9,40) g,gffi
+0 [A 9" + AY] + e, g
Portanto,
oL
[ — M M 14
oA, J[AF + A¥] +eJ

= 26A" + eJ" (B.82)

Da mesma forma, o segundo termo € resolvido aplicando a derivada em todos os termos, de
forma que

B i 8(3MA“) O (0MA) " (7(@“4”)
l ]‘ [ “>a<auAu>+ﬁ{<“>a<aA>“a A”)a@A#)}
0(0,A") 0 (9, A)

{(8 )G T O 5 ) S e e |
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Usando o tensor métrico,

oL
_ Y SV Hi
0, {G(QAM)} 0, [2@ (0,A )5ug

9 (9, Ap)
9 (9, A,)

(9,4,
+6{(6MA”)g“”5’; E i
6 (61/1 1;1)

O A0 5,4 } +7 {@A”) gwg Egﬁﬁi HoA 5‘39””% H

— 9, [20 (8,4%) 89" + B {(8,A”) g3 + (9" A,) 679"} +
47 {(8,47) g + (8,4") 819"V

— 9, [2ag"57 (9,A") + B{ (80,9 A,) g™ 5t + (9" 0,81 A,) 61"} +
+ v {(620,9" AL) ¢ + (9,9 A) 8497 }]

— 0, [209"6" (9,A%) + B {269" ¢" 61, A, } +~ {20797 gD, A, )]

* |aiaan)

= 0, [2049”“5Z (0,A") +2B¢" 650, A" + 27g”"“8uA“] (B.83)
Portanto, substituindo as Equagdes (B.82) e (B.83) na Equacao (B.81),

20A% + eJV — 0, [2&9““(% (0,A") + 25" 080, A" + 270, A"

]
26A" + eJ* — 20g"6"0, (9,A") — 289" 810, (9, A%) — 279", (9,A") = 0
25AF + eJ" — 200" (9,A") — 28510" (9,A”) — 270" (9, A")
2561 AV + €81 — 20010 (9, A") — 28510" (9,A”) — 2v510" (9, A")
S [26AY + €]V — 200" (9,A") — 280" (9,A") — 270" (9,A")] = 0
20AY + eJ” — 200" (9,A") — 280" (9,A") — 270" (9, A") = 0

204" +eJ” —2(a+7) 0 (0,A") —2B0°AY = 0
Esta ultima Equacgao pode ser reescrita como

1
BPA” + (a+7) 0" (0,A") = A" + §€JV (B.84)
Considerando o enfoque em descrever o eletromagnetismo, compara-se a Equacdo (B.84) com
a Equacao (B.49), dada por
?AY — 0" (9,A") = o J"” (B.85)
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1 1
Sendo assim, pode ser feita a escolha o +v = —, 3 = ———,6 = 0 e ¢ = —1. Portanto, a

2110 2410
Equacio (B.80) se torna

L = a(dA"° - 2—MO (8,A) (9 A,) + (2%00 - a) (8, AY) (8, A) — J, A"

w2 v % 1 v “ 1 v % %
= a0~ (BuA") BA)] = = (B") (P*A) + 5 (OuA”) B,4") ~ Iy
= [(0,4) (0,4%) — (2,54%) (0,4")] ~ % (0,4) (" A4,) — (B,4) (0,A%)] — J A"

Ho
= [(QAHOAT — (0, ALY (0;A7)] —

2/10
1

= 5, [0 (0" A) = (0,4) (0, A")] = J A" (B.86)

[(0,AY) (9" A,) — (0, A") (9, AM)] — J, A"

Agora, a Equacdo (B.86) pode ser reescrita como

1 1 v m 1 v o 1 v 17 1 v 12 H
L= =5 |50 (0" 4) = 504 (DAY) = 5 (0,A4°) (DuA") + 5 (0,A%) (" A) | = A
= 4; [(0,A7) (0" A) = (9, A7) (9,A") = (0,A7) (0, A") + (9, A7) (0" Ay )] — J, A"
= —4%0 (9,97 A4,) (0" A,) — (9,9 A,) (B,A") — (850,A47) (9,81 A") +

+ (820,47 (8107 A,)] — T, A"
1
= o 0,4 (2797 A)) — (0,4 (60,4 — O34 (50,4°) +

(a SEAY) (9767 A,)] — T, AP
= [(0uA)) (0" AY) = (9 Ay) (9" AY) = (9, A") (8, A”) + (9, A") (8" Ap)] = J, A"

4#0
= 4 o [(0,A4)) (0" AY) — (9, A4)) (0¥ AF) — (0ug"* Ay) (0, A%) + (009" Ay) (07 Ay)] — T AF
1
= I MO [(0,A)) (0" A”) — (9, A)) (9" A¥) — (0,A,) (9" 0, A") + (0, Ay) (079" Ay)] — J AY
— _4—MO [0,A,0"A” — 0,A,0" A" — 0,A,0" A" + 0,A,0" A*] — J,A¥
= —— (0,4, —0,A,) (0"AY — 9" AM) — J, A"
4#0
= —4—;0FWFW — J, A" (B.87)

Portanto, o campo eletromagnético pode ser descrito pela densidade de Lagrangeana

1
L=——F,F" — J,A" (B.88)
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Ainda € possivel mostrar que através da Equacdo (B.88) se obtém a Equacdo (B.48). Inicia-se

a partir da Equacao (B.79), que reescrita para o campo A, é

oL oL
o, [stoa) B

Derivando a Equagdo (B.88) com relagdo a A,,, se obtem o primeiro termo da Equacao (B.89),

ou seja,
oL 0 1
= ——F, " —J,A"
814# aAu |: 4/10 K J'u :|
1 0 0A"
1 0 0A
= B AY Y AM)] — B 2R
4/~00 8A (0,4, — 0,A,) ((9 AY —"AM)| = Jug 94,
1 0 0
= A, —0,A,) — (O"'A” = 0" A" orAY — OV AH) — (0,A, — 0, A
o | AP )+ ( )75 @

1 0A" 0A* 0A 0A
= A A " __ AV LAY — HY AH Yy m
m {(8 — 9 )(a o4, a4 > (AT - A (8“8AH Y9A,

Usando a propriedade do tensor métrico,

oL 1 0A, DA, 0A,
_= Iz U i 7 AV Y AM iz
i = Tim [(aA 8A)(8ga — 0" )+(8A aA)(aa,,aA

0A,
ke’ L0 N Y 77
-oge)| -

)| -

)+

= 4/1 {(aA 4,) (229472 g (o0 v — 0 av) ( 0t~ /Mﬂ —

Portanto

oL
— K B.
D4, J (B.90)
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Agora, para encontrar o segundo termo da Equacdo (B.89), segue que

oL 0 1
_ - o _ 1
900, A,) a@An[4mﬂ” *A]
0 1 0
a<awAu>{ Ty } 50,4, A

1 0

= ———- wv

oAy " 2D

1 0

- — HAYV AV AH
T, [(Ouy = 0, (" A" — 0 )

Usando a regra da cadeia,

oL 1 0
— o ll, v - 124 ll, - _
T~ I @ A G (A = 0.4+
0
_ - LAV QU AR
+ (0,A, — 0,A,) 50,4, (0" A o’ A )}
1 00,A 00,A
= —— |(OFAY — OV A* ey v “)
4mk (5~ 5.4
Qo+ AY Q0" A*
+ 0= (3305~ (a0 )| (.92
Portanto, usando o tensor métrico,
oL 1 00,A 00,A
= ——— |(OFAY — 9V A" | 6V 0" i e e )
T nI ) (5t ~ B
00,A 00,A
_ v vl up v vl
+ (aﬂAV aVA,U«) (g g a(aVA#) gg a(@yAM)):|
1
= g LA A (30 1) + (0 ) (9" — g™
= _%,uo [5}’:558#141’ —OFAY — 5;55@1114# + OV A* + g;u/guua#Ay _ gﬂugwa#AV_

—g" g0, A, + g g 0, AL

= —L(aVA'u—8”/1”—8“AV—|—(9VA“—I—(9VA“—8”A”—8“A”—|—8”A“)

441
1
= —— (40" A" — 40" A"
T ( )
= 1 (0" A* — OHAY)
Ho
1
= ——F"H (B.93)

Ho
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Substituindo as Equagdes (B.90) e (B.93) na Equagao (B.89) se obtem

Y P

Ho
1
—Jt+ —0,F"" = 0
Ho
o F" = poJ* (B.94)

A Equacdo (B.94) € identica a Equacdo (B.48). Entdo, pode se dizer que a partir da densidade
lagrangeana dada pela Equacao (B.88) chega-se a forma covariante das Equagdes de Maxwell,
dadas pela Equacdo (B.48), o que significa que o campo eletromagnético pode ser descrito pela

densidade lagrangeana dada pela Equacao (B.88).

A Equacdo (B.88) pode ser escrita para o vdcuo, onde as distribui¢des de cargas e correntes sao
nulas, de forma que
1

L=——F,F" (B.95)
dpg "

B.3.3 Densidade Hamiltoniana

Em termos da nota¢do covariante para o campo ¢, a Equagdo (B.79) se torna

oL oL
— 9, |———| =0 B.96
890# [8(81/90#)} ( )

Como visto na Equacdo (B.64), o momento p; é dado por OL/J¢;. Portanto, em analogia,

define-se 0 momento canonicamente conjugado ao campo ¢,, [76] como

oL
0 (at‘»pu)

T =

(B.97)

A Hamiltoniana desse sistema continuo deve ser expressa em termos da integral espacial de

uma funcdo H conhecida como densidade lagrangeana [76], ou seja

H = / Hd3q (B.98)
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Reescrevendo a Equacao (B.70) para ¢,

oL
H = ¢,——L
QOM OSOM
oL
[rnea = [agzaa- [ e
0,
oL
= — L B.99
H QOM agpu ( )
Portanto
H = ¢t =L (B.100)
Como observado na Equacao (B.14),
1
00 = Eat — a()C = @ (BIOI)
Sendo assim,
1 0L
= - (B.102)
& 8 (8030“)
e
H=crt yp, — L (B.103)

B.4 QUANTIZACAO CANONICA DO CAMPO ELETRO-
MAGNETICO

A quantizacdo da mecanica decorre das relacdoes de comutacdo de Heisenberg

¢i,q;] = 0 (B.105)

[pi,p;] = 0 (B.106)
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onde ¢ e p referem-se a posicdo e momento da particula, medido ao mesmo tempo. Portanto,

em analogia, escreve-se as relacdes de comutagdo entre ¢ e 7w [75]:

[p(z,t), m(y,t)] = ihdé(z —y) (B.107)
[p(z,t),0(y,t)] = 0 (B.108)
[ﬂ'(l‘,t),ﬂ'(y,t)] =0 (B.109)

B.4.1 Calibre de Coulomb

Considera-se um campo livre A* onde ndo ha cargas ou correntes (Jy). O calibre de Coulomb

consiste na seguinte escolha:

¢p = A°=0 (B.110)
V-A = A4 =0 (B.111)

Portanto, a Equacdo (B.52) fica
O;A" =0 (B.112)

e a Equacdo (B.51) torna-se a equagdo de onda. Ou seja,

%A =0 (B.113)
ou seja,
1024 _, -
78 2A—9 B.114
c? Ot? v ( )

A Equacgdo (B.114) é a forma da equacdo de onda para o potencial vetor. A solu¢do para a

Equacido (B.113) pode ser expandido em uma serie de Fourier do tipo

onde €, é o vetor de polarizacdo da onda, que atribui o carater vetorial para o potencial vetor A
e IV € uma constante de normalizacdo a ser determinada. Aplicando o divergente na equagdo
(B.120),

VA= / ANV - &, €% Fay(t) (B.116)
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Em coordenadas cartesianas, a Equacao (B.116) sera

oo ~ 0 0 0
. = 3  — —_— . Z( vﬂx+kuy+kzz)
V- A /dk: Ny, (zax—l—jay—l—k‘a ) <Z€I—|—]€y—i—k‘62> k(1)

o) 9, 0 .
= SN, [ ep— = 9\ ikeathyythe2)
/dk: k (Exax +eya +€zaz) e a(t)
= /dngk (€xky + €yky + €.k, elkeathouthez)g, (1)

= / AENE - &, ey (t) (B.117)

Pela Equacdo (B.111), a Equagdo (B.117) deve ser nula. Portanto, segue que

el

kol
Il

o

(B.118)

ou seja, o calibre de Coulomb imprime uma condi¢do de transversalidade para o campo, onde
os vetores de polarizacdo sao perpendiculares ao vetor de onda, descartando a possibilidade da

presenca de fotons longitudinais.

E possivel escolher um sistema de referéncia que contenha dois vetores de polarizacdo trans-

versais ao vetor de onda k. Sendo assim, escreve-se e(k,1) e e(k,2), de tal maneira que
E(k’,)\) : 6(]43,/\’) = (5)\)\/ (B119)

Portanto, reescreve-se a Equacdo (B.115), incluindo os graus de liberdade dos vetores de pola-

rizacdo:
2

Alzt) = / AN & e Tag(t) (B.120)

A=1

Substituindo a Equacao (B.120) na Equagao (B.114),

10 2
(gﬁ—VQ) /dk?’Nngg eFTan(t) = 0 (B.121)
/dk: N Z & i <“L) +k2am(t)) =0 (B.122)
dn(t) + k2 app(t) = 0 (B.123)

Fazendo

wg=c| k| (B.124)
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segue que

Clk)\(t) + w2ak>\(t) =0 (B125)

A Equagdo (B.124) é conhecida como relagdo de dispersdo [79]. Supondo ay(t) = ape, se

obtem
A = Fiwy (B.126)
Portanto,
apn(t) = aje” ™ + afl, e"*! (B.127)
Portanto, a Equacdo (B.120), torna-se
2 —
Azt = / dEPN Y Er e (apye " + af e ) (B.128)
A=1
2 — —
= / dE°N, > & <a;ﬂe“f'f—“kt + a'k/,\eik'f“wkt) (B.129)
A=1

Para que a ff(a?,t) seja consistente com uma descri¢ao fisica, deve ter uma solugao real, ou seja
A(Zt) = A*(Zt). Isto leva a
2 - —
A&t = / Ny 8 (ame“@—”kt + a}zke_ik'f”wkt) (B.130)

A=1

As grandezas ay), € aj,, no processo de quantizacdo serdo consideradas como operadores linea-

res. Portanto, é conveniente denota-las por

ap — ay (B.131)

a — a (B.132)
onde os operadores satisfazem as seguintes relacdes de comutacdo

[&m,d;} = 5K — k) (B.133)
lawx ] = 0O (B.134)

lalaly] = 0 (B.135)
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Portanto, a Equacdo (B.130) poder ser reescrita como

2
A ) = / AN 3 (e ™ 4 af e Tt (B.136)

A=1

Sendo assim, fazendo

up(Z,t) = NyeRe—iot up(2,t) = Nye ik atiwnt (B.137)
se obtem )
A@t) = / 5 [dmuk(f, t) +al ui(T,t) (B.138)
A=1

Como visto na Equacdo (B.102), o momento canonicamente conjugado a A é dado por

1 oL
e o — B.139
T DA (B.139)

Dessa maneira, usando a Equacdo (B.93) segue que

1 oc 11
ﬂ_y, i — ___FO,U' (B.140)

C@(@()A‘u) C o

11

= I (04 — gAY

€ Ho

11
— 9 (B.141)

€ Mo

Sendo assim,
0 L1 o 40
™ = ———0A"=0 (B.142)
€ Ho
i L1 g,
™ = ———0A (B.143)
€ Ho

Portanto, substituindo a Equacdo (B.136) na Equacao (B.143), se obtem

2
1 0 o oy
m(Zt) = ———=— dk3 N, § (d ezk.z—zwkt+dT e_lk‘l"“'lwkt)
(1) fhoc? 8t/ k,\:1 kA 5)

2
1 T T

= o / ANy 3w (e ™7t = a e T (B144)
0 A=1
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ou

2

- L. . A

T(Zt) = Wz/dlf’ E Wi <amuk - az/\uk) (B.145)
A=1

Fazendo o comutador entre A(Z,t) e 7#(i/,t),

. 2
A L 7 . o N iy . 2
A((L’,t),ﬂ'(y,t)} _ dk/3Nk//dk3Nk Z W (ak’)\ez T—iwyrt +(IL/)\€ ik :c—i—zwk/t) (ak)\ezky twit

2
c
o AN=1

. 2
" T 1 " 2
e / dk*N, / KONy > e (e ™
C
Ho AN =1

R i . o . T
_}_al)\e ik y+zwkt> (ak/)\ez T zwk/t_’_azo\e ik z—l—zwk/t)

Portanto, multiplicando os termos se obtem

2
) 1 L
A, 7(70) = =i [ AN [N Y o {anuse e
0 AN =1

f ot ik E—iwgt  —ikgriwgt | AT =ik Eiwgt ik f—iwgt | AT AT~k dbiwgt ,— ik iwgt
+ak/)\ak>\€ kte Yy k + ak//\ak)\e kte Yy k + ak’)\a’kAe ke Yy Kt __
R N ."‘—;_. ,_;._._. N N ."._._. _._'/4_. . N N _,"._. . -_;.—»_.
_ak)\akl)\ezky iwpt ik E—iwyst akAaZ/Aezky ikt o =ik Ttiwgt GJLAGk/)\e ik-gtiwgt ik -T—iwgrt

N N _A_'._, . _Aﬁ/‘ﬁ .
—GLGLIG ik-gtiwyt ,—ik x-i—zwk/t}

Agrupando os termos,

2

A 1 . ] VL -
A w(n)] = gt [ aeNe [N S (e s
0 AN=1

R . oo T R N e o
+ |:ak/>\7a;r§>\i| ezk: z zwk/te ik-g+iwgt 4 [aL/)dak)\] e ik x+zwk/tezky Wit +

0

. T R
+ CLT/ Al |e ik x—l—zwk/te ik-y+iwgt

Com as relacdes de comutacao dadas pelas Equacdes (B.133), (B.134) e (B.135), segue que

2
. 1 o o .
A(f,t),fr(gj,t)] - / k" Ny / AN Y wk{é(k’—k)e”“ Ttk it

2
c
Ho AN=1

- - _.';._, . .”._._.
+ 5(k/ . k)e ik x-i—zwk/tezky zwkt}
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ou ainda

2

A 1 - oo T )
[A(f7t)7ﬁ<g7t):| = —'/deSNk/ /dk?gNk Z Wi {5(1{:/ . k,)el(k ~a:—k3'y)—l(wk/—qu)t+

2
c
Ho AN =1

ok — /;’)efi(ﬁffl?ﬂ)ﬂ(wk/fiwk)t}
Usando a propriedade da delta de Dirac [80] dada por
fla) = (x)d(z — a)dx (B.146)
observa-se que

A 1 L o

Como a representacdo integral da Delta de Dirac [80] € dada por

1 o
§3(z) = Cod / e R T K3 (B.147)
m
entdo, segue que
A L 1 I I
@, 70| = o iNf {20 @ = )+ (2700 - )
1 . — —
— mzN,fka(Qﬂ)?’é?’(x—y)
1 ,
— ﬁmwk(%)w,?é?’(f—g) (B.148)
0

Portanto, para que a relacdo de comutagdo dada pela Equacdo (B.107) seja satisfeita, se obtem

poh

Ny = —_— B.14
k= 2wy (27)3 ( %)
Note que as relagdes de comutacio
A0, 7(5.0)| = ind(@ - (B.150)
[A@. 0, A@] = o (B.151)

[7(Z,t),7(y,t)] = 0 (B.152)
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sdo satisfeitas caso os operadores a(k) e af(k) satisfacam as relacdes de comutagio

Pmﬁw (K — k)
g, gn] 0
[dit:w dM =0

Substituindo a Equagdo (B.149) na Equacgao (B.130) se obtem

dk,S 6 ak)\ezkx iwgt + & e —ik-Z+iwgt
2w 27r) g A
k

que também pode ser escrito como

2

AZt) = /dk3z {amuk(x t) +al ui(7, t)}

A=1

onde

h o
g ) c Ho 362k-mfzwkt
2wy, (2m)

Reescrevendo a Equacdo (B.103) para o campo A,
H=cr' A, - L

Substituindo as Equagdes (B.95) e (B.141),

1
H= —L00A oA, + ——F, P
o 4410

Usando as Equacdes (B.39) e (B.110),

1
H = ——GOA’ OoAi + —F, F"
,uo 410

:_ﬂwwm_&ﬁﬂ%&—&%%%
0

1 . 1
= ——FOZF 7 _I_ F I/FMV

1

(B.153)

(B.154)

(B.155)

(B.156)

(B.157)

(B.158)
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Explicitando os termos,

_ 2 L Ov i iV
H = EoE +4lu0 (F()VF +.FWF )

1 . ) .
= eE*+ "™ (FooF + Fy, FY + FoF™ + F;FY) (B.159)
0

De acordo com a Equacdo (B.39),

H = 60E2+—

1 .
= —eE*+ —F,;F9 (B.160)

Usando a Equagdo (B.40),

1 . .
H - 1EOE/’Q + — (8214] — 8]14’) (@A] — ain)
2 4pg

1 1 o o o o
= e+ I (AT A; — DAV, A — F ADA; + & A9, A,)

1 1 o o o o
= §€0E2 + e (8zA78¢Aj —0"A10;A; + VA0 Ay — 8JA’8iAj) (B.161)
Ho
A Equacdo (B.23), escrita na notacdo tensorial ficard
B =V x A= €0, A€ (B.162)

onde ¢;;;, € chamado tensor de Levi-Civita. Dessa maneira,

N -\ 2 .
B = (V x A) = ey A0 A (B.163)
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onde €7%¢;,,1 = §;10km — 001 Portanto,

B? = (6 x A‘>2 = e, 0, A0 AT
= (0;10km — OjmOk) 0 Ax0' A™
= 5,0km0; AR A™ — 55, 0110; AR A™
= A0 A™ — 0, A,0' A" (B.164)

Portanto, a Equacdo (B.161) se torna

1 1
I E2 - 82 B2
H 260 + 4,&0 ( + )
N T 1))
2" m
1 1
= —eF*+ —B?
2 2410

1 1
= = (60E2 + —BQ) (B.165)
2 Ho

Sendo assim, o operador Hamiltoniano € escrito na forma

~ 1 1
H = —/ (50E2 + —82) dz? (B.166)
2 Ho

Deve-se ressaltar que com as condi¢des impostas pelo calibre de Coulomb, a Equacao (B.29)

ficara

E(Zt) = —%A ou E(Zt)=—cOA (B.167)

Substituindo a Equacio (B.154) na Equacdo (B.167), encontra-se o campo elétrico em func¢do

de uy, da seguinte maneira:

E(f,t) = —C (%A’
2
= —c 80/dk ekZ{amuk (Z,t +ak/\uk(x,t)}
A=1
19 :
= -5 dk?’/\z {ak,\uk(x t) + al \ui(T, t)}

2
_ / dkf’mkz {ak)\uk (@, 1) — af, ui(4, t)} (B.168)
=1



B.4. QUANTIZACAO CANONICA DO CAMPO ELETROMAGNETICO 131

Substituindo a Equacdo (B.154) na Equagdo (B.162), encontra-se o campo elétrico em fungao

de uy, da seguinte maneira:

B(Zt) = e0;Ak6

€Uka /dk Z ak,\uk T t) —i—akkuk(x t)}
2
_ / kiKY e {ak,\uk Z,t) — alul(Z, t)} (B.169)
A=1

Portanto, substituindo as Equagdes (B.168) e (B.169) na Equacdo (B.166),

2 2 2
A_l 3 3. A (4 _ oAt i ke 4 —atur
H= 5 /dx /\521 {50 [/ dk iwie, (akuk akuk> + o dk ike; <akuk akuk>

Dai,
A 1 3. NN ~ * /3 - — ~ ~T *
= 3 dz? Z dk”iwg€; (ak)\uk — amuk> . dk 1wy € (ak)\/uk/ — ak/\,uk/> +
AN =1
1 /
+% { / dk*iké, (&k,\uk - a,ﬁku;)} : { / dk"*ik &), (dkxuk, — a;A,u;)H

Ou seja

/dx/dk;3/ ak? Y {aay |- (@i — gyl — alagu

Lk € oWrWg | QG Uty — Gl Ukl akak/ukuk/+
/\X 1

A~ / A~ A~ A~ A~ A~ A~ A~ A~
+ak,\a,ixukuk,> — —kk (amak,\/ukuk/ — akAaL/\,ukuz, — CLLA(I]Q,\/UZU]C/ + GL/\GLXUZUZ/>
Ho

Colocando o termo entre parenteses em evidencia,

1
- / / dk? / dk’3 {“2 & Keowkwk/ + —kk') (Cpr gy g gy —
fval Ho

—dk,\&b,uku",;, - (AI;LACAL]C)\/UZU]C/ + CALL/\CALJ]LXUZUZI>] }B.170)
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Da Equacdo (B.155), observa-se que

2 . .
/deukuk/ = : /dx?’_ foc"h ik T—iwpt k! T—iwy st
(2n)? V2w 2wy
1 Loc?h o
— dl’S ez(k+k ) xe l(wk+wk/)t (B171)
(2m)° / V 2w/ 2wiy

Aplicando a Equacdo (B.147),

B+ k)
d 3 , = 2h— —i(wpFwyr )t B.172
/ T Uk U KoC \/m\/me ( )

Analogamente,

5Bk — k)
V2w 2wy
53 (— k:—}—k:’)
V2w 2wy

/dm3u’,;u’,;, MOCQHMei(”k+wk’)t (B.175)
vV 2Wk\/ ka,

/d:r;3ukuz, = poc’h e MWk e )t (B.173)

/dx?’uZuk/ = uoc’h ik —wp )t (B.174)

Portanto, a Equacdo (B.170) se torna

| ’ 1 63(k- + k./)
H = — CQH/dk:g/ k/?’ e H)\/ cowrwi + —kk’ AirOpys ——— 7 Z(wk-i-wk/)t_
MO )\)\/ 1 L R o FATIA vV 2(JJ \/2wkl
3
NN 0 (k k/) —i(wp—wyr )t fLT ak}J(s ( k+ k/) eilwr—wpr)t 4
2w 2w A vV 2wy, \/ka/
+ a ~T &T /5 ( k k‘/) ez(wk+wk,)t
XN 2o
Usando a Equacao (B.146),
: k3 2 , 1 ,
H / & - & | eowp — —k? ) pna_pve P — & - & (sowi+
ka Ho
AN=1
1 1 | .
+ %kQ) (Alkz)\dLA gz 62 (50(&)]% + %kQ) dk)\dLA + 62 . E’ik (Eowg o %kQ) dLA&]L—k)\’elQWkt}

(B.176)

1
Usando a relagdo de dispersdo (Equagio (B.124)), nota-se que eqwi = —k?. Logo, o primeiro
0
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e o quarto termo se anulam. Sendo assim,

. dk® 2 1 ,
H = —Zuyc*h A [ eow? + =K ) apal, — & - ey [ epw? —k: al.a
Mo /2wk 2. { € €k | €0 k+,u0 kAGgy — € - € | Eowy, T o Ak
1, [d¥ & 1
- A A o c 2 _kQ -\ e —k’2
5 Ho¢ /_QUJk /\;:1 €k " €k Owk+uo apxafy + 6 - & | eowp + o IS
1 dk? & , At At
= §,u002h/2— {52 - (50wk —kQ) (akaL —l—aLak)}
Wk K
1 dk® o~ (. f
= 5,&0627;&/ E {62 . 62 (500.)]% + 80&]]%) (amaz/\ + CLLAG]Q\)}
koan=1

2
1 /
_ 2 3 A A A At At A
= 5[,60800 h [ dk E € " €p Wk (ak/\ak)\ + ak/\am>
AN =1
2

1 PV U At A
= §/dk3 Z € - &y (akAa;t;A+a,T§,\ak,\> hw,
AN =1
Utilizando a relagdo de comutagio dada pela Equagdo (B.133) e sabendo que &) - E’gl = 0w
H = / dk® Z Saw ( +alagy + a;AakQ hoy,
AN =1
1 2
_ §/dk3z (2afan +1) h (B.178)
A=1

Na Equacdo (B.178) também foi utilizada a relacdo de dispersdao dada pela Equacdo (B.124).

Em comparacio com a Equacdo (A.20), o hamiltoniano do campo eletromagnético quantizado
dado pela Equacao (B.178) representa uma soma de hamiltonianos formalmente andlogos ao do
oscilador harmdnico. Isto representa a soma do nimero de fétons em cada modo multiplicado

pela energia de um f6ton em cada um dos modos, além de

1
E, = 5 Z Ficoy, (B.179)

representando a energia das flutuagdes de vicuo em cada um dos modos. Entdo, pode-se dizer
que o halmiltoniano para o campo eletromagnético quantizado consiste no somatorio de infi-
nito termos de hamiltoniano de osciladores harmonicos descrevendo o comportamento de uma

oscilacdo em cada ponto do espaco.

B.177)
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A Equacdo (B.179) € a energia no campo eletromagnético, quando existem zero fétons pre-

sentes, também chamada de energia do vidcuo. Uma manifestacdo macroscopica da energia do

vacuo € conhecida como efeito Casimir.

B.4.2 Calibre de Lorentz

O calibre de Lorentz consiste na seguinte escolha:

10¢ = =
fnlh A=
c28t+v 0

Portanto, a Equacdo (B.52) fica
0, A" =0

e a Equacdo (B.51) torna-se a equagdo de onda. Ou seja,

[1?PA” =0

(B.180)

(B.181)

(B.182)

Lembrando que pela Equacdo (B.140) calcula-se a componente temporal do momento canoni-

camente conjugado. Entao, escreve-se

, 11 ,

ﬂ_z — ___FOZ
€ Ho
11

— ——(0°4" - A"

€ Ho
=0

(B.183)

(B.184)

O resultado da Equagao (B.183) manifesta uma incoeréncia, pois a relagdo (B.150) nao pode ser

obedecida. Portanto € preciso uma outra densidade lagrangeana que nao a dada pela Equacgdo
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(B.88). Utilizacdo a densidade lagrangeana de Fermi [81], dada por

1 1 )
L =——F,F" — —((9,A° (B.185
ol 2#0“ ) )

onde ¢ € um parametro que pode assumir valores inteiros.

A lagrangeana dada pela Equacdo (B.185) deve satizfazer as equacdes de Euler, dadas pela

Equacio (B.89), ou seja,

oL’ oL’
_ _ = | = B.1
oA, &{N@MJ 0 (B.186)

Derivando a Equagdo (B.185) com relagdo a A,,, se obtem o primeiro termo da Equagao (B.186),

ou seja,

oL’ 0 1 1 2
= — |——F, F" — —((0,A°

dA, dA, { 4o ™ 200 (64%) }

1 0 1 0 9

= - W — —(—— (0, A
_ 1 9 (8,4, — 0,A,) (9" A” — 9" AM)] — Lci (9,A%)% (B.187)
e 4ILLO aAu niv v4in 2/1/0 aAM o .

Como os termos nao depende explicitamente de A,, mas sim de JA,, logo

oL
0A,

0 (B.188)

Agora, para encontrar o segundo termo da Equacdo (B.186), segue que

oL’ ) 1 | 2}
= — F, FY" — —((0,A°
0 (31,14#) 0 (&,AM) |: 4/,L0 K 2/LOC ( )
19) 1 0 1 2]
= - F,F*| — —— | —((0,A°
50 ||~ 5w et )
1 0 1 0 9
- =9 popw_ 29 (g B.189
1 0 (0, A,) " 2,4, ) (B.189)

O primeiro termo da Equagado (B.189) ja foi calculado anteriormente, a partir da Equacdo (B.91)

e resultando na Equacao (B.93), ou seja

oL’ 1 1 0 9
-_— = — " — (—— (0, A° B.190
8 (auAu) Ho 2N0<a (aVAu) ( ) ( )
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Usando a propriedade do tensor métrico, rescreve-se

oL’ 1 1 0

9 g 29 (49,4,
00,40 ~ m 2mco@ay
1 1 9 (9,A,)°
= __FVH _ = (q°Pq°P arp
1o 2uocg 7 9(0,4,)
| 1 99,4 )}
g Lo gor|9p, 4 919 4)
P TR { '3 (0,4,)
1 1 0(9,A )}
= ——F" - —(¢°¢°" |0, A,— L~ B.191
o o) R
Como 3 Egji’: ; = 0500, SEGUE qUE
oL’ 1 1
- — __FVM _ op_op A y
— Llpwo iég”“g”“aw‘lu
Ho Ho
L Ly av (B.192)
Ho Ho

Portanto, substituindo as Equagdes (B.188) e (B.192) na Equacdo (B.186) se obtem

oL oL’
7, |owa) = °
0—0, [—iF”“ — iCg”“(’),,A”} = 0

Ho Ho
id, [F"" + (g"™0,A"] = 0
Ho
Lo, 1P~ cgma,ar) = 0
Ho

0, F"" — (g"'0,0,A" = 0

d, (OV A* — " AY) 4 (oD, AY = 0

9,0" A — 9,0MAY + (0D, AY = 0
?A* — (1 —¢)9"9,A” = 0 (B.193)

Fazendo a escolha ¢ = 1, chamada de calibre de Feynman, a Equacdo (B.193) torna-se a
equacao de onda. Ou seja,

[12A* =0 (B.194)

Portanto, constata-se que a nova densidade lagrangeana dada pela Equacdo (B.185) satisfaz
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a Equacgdo de onda. Através das equacdes (B.139) e (B.192) € possivel calcular o momento

canonicamente conjugado para a nova densidade lagrangeana. Sendo assim,

u 1 ocr
™ = -
Ca(aoAH)
= —liFo“—lngO“ﬁvo
€ Ho € Ho
L1 o4 40 L1 oun 40
= _Eu_o(aA _aA)_E%CQ DA (B.195)

Dessa maneira, j4 utilizando ¢ = 1 calcula-se as componentes temporal e espacial do momento

canonicamente conjugado

11

a0 = —=—§,A° (B.196)
€ Ho

T = —li(aOAi—aiAO) (B.197)
€ Ho

Sendo assim, a incoeréncia que ocorre na Equagao (B.183) ndo ocorre mais na Equacao (B.196)

calculada a partir da densidade lagrangeana dada pela Equacgdo (B.185).

Reescrevendo a Equagdo (B.185) em fun¢ao da Equacgao (B.40), segue que

1 1 ,
= — WAV _ AV AR T v
c T 0,y = DA) (A7~ 9A) — 5= (0,47)
= L (0,004 — 0,407 A" — 0, A M A + 0, A0 AF) — —— (9, 47)?
4p1o 240
1 14 1% 14 14 14 1 14
= o (A~ QAN QAP BOANPA) — 5 (0,4
1

1 14 14 14 14
=~ (0, A,0"AY — 0,A,0" A* — 0, A, 0" A* + 0, A, 0" AY)

9, A")?
o 2410 ( )
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Portanto,
co— - L (20,A,0"AY — 20, A,0" A) — LaVAVaVA"
44 20
— _2%0 (0,A,0"A” — 9,A,0" AM) — Q%LOGVA”@VA”
_ _2%0 (0, A 0" AY — 9, A, A") — 2%0 gl AR, A
_ —2%0 (0,A,0"AY — 0,A,0" A") — QLMOauA#aVA”

1
= (=0, A,0"AY + 0,A,0" A" — 9,A"9, A”)
0
1

= [—0,A,0"A” + (9,A,0" A" — 9,A"),A")] (B.198)
0

Incluindo termos que se anulam,

L = % {—0,A,0" A + [0,A,0" A" + A, (70,A") — A, (0”0, A") — 9,A"0,A"]}
0

2/1 { 6;# 11,0“ AY [5# 41,91/ AM 41/ (91/ 9“ 4u> ” AH (91/ 9“A,u) 8;%4“8,,14”]}
0 §
2; { 6#‘ lVCr "AY [C(H‘ 11/6 vAF < lu (61}6#4 1,u) — A (5581,(9“141,) — E)HA“E)Z,A”]}
0
— 2; { auAVG“ AY [Z)MA,/@V AP 1, (9y % 4u) AW (9’/ % 4u) 8MAM8VA”]}
0

= L 00+ [0, A A" + Ay (70,0, A") — AP (50,0,A7) — 0,410, A"]}

2410
= %MO {—a#Al,aﬁ‘Al/ + [auA,,é)”A“ 4 Al, (aﬂauAu> — AM (auaVAu) . @LA“@A”]}
= QLMO {_auAua“AV + [8“14”8”14“ + A, (8M8”A“)] — [(@Ma/AV) AP & auAuaVAu]}

Reconhecendo nos termos entre colchetes, a regra da cadeia,

L= S (-0A0A 0,40 4]0, 0,4°) 4]
_ 2%0 {0, A,0"A” + 0, [A, (0" A") — (9,A%) A"}
_ ﬁ {0, A,0" A" + 0, [A, (9" A*) — (9,A4”) g A,]}
_ 2%00 {~0,A,0" A" + 8, [A, (9" A") — (0" A") A,)}
_ 2%0 [0, A,0" A" + 0, [A, (9" A") — (040" AY) A,)}

= i {—=0,A,0"A” + 0, [A, (0"A") — (0" A*) A,]} (B.199)
0
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Como o termo entre colchetes da Equagdo (B.199) se anula, segue que

L= ——8 A, 0" AY

200 "

Portanto, 0 momento canonicamente conjugado pode ser escrito como

1 ac
c0(DoA,)

- oaa

Tt =

c0(0vA,)
1 1 9(0
29 (0
R U
CQ,UO

= ———80A“
€ o

0

1%A8N}

240

A o 11 0 (8°Am)
AR Z A, et

A) 20 " "D (BoA,)
11 L o gm
CQNO
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(B.200)

(B.201)

Note que a Equacdo (B.201) ¢ identica a Equacao (B.141). Sendo assim, como no calibre de

Lorentz, 7 possui uma relacdo com A idéntica a relagdo estabelecida entre eles no calibre de

Coulomb. Segue deste resultado, que as relagdes de comutagdo entre 7 e A no calibre de Lorentz

Sao

ihg"§(z — §)

Agora, calculando a relagdo de comutagdo entre 6,“21“ e A

048 (@1), A(7t)] = [aofx%ft) AL, A ()]
= |9Ad@0), A7) + [0 (0, A7)
= —po [M(it >A 0]+ o | A@n, A1)

= —ipohg™ (% — §)

O resultado obtido na Equagdo (B.205) implica em

9, A" # 0

(B.202)
(B.203)
(B.204)

(B.205)

(B.206)
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A Equagdo (B.206) expressa uma contradi¢do com a Equagado (B.181), impossibilitando a quan-
tizacdo canodnica no calibre de Lorentz. Este resultado € discutido na Sec¢do B.4.3. Por hora,
continuando com o processo de quantizacao do campo eletromagnético no calibre de Lorentz,

reescreve-se a Equacdo (B.103) para o campo A,
H=cr' A, - L (B.207)
Substituindo as Equagdes (B.200) e (B.201),

1
H = —02/1071'“71'“—{—2—8”141,(()”14”
Ho

1 1 A
= —C2HJQ7T“7TM + —0yA, A + —0,A,0 A
240 2410

1 1 ,
= —CQ/LQT'UW# + §C2M07TM7T'“ + 2—m8iAl,8’A”

1 1 .
— ot + —0;A,0° A" (B.208)
2 2410

Portanto,
N 1 1 .
H = 5/ (—02/1071'“7@1 + —@Al,aZA”) dz? (B.209)
Ho

Analogamente a Sec¢do B.4.1, se faz

3

AR(Zt) = / dk* Y e (k, ) {akwk(f, £) + aful (7, t)} (B.210)

A=0
Substituindo a Equagdo (B.210) na Equacgao (B.201), se obtem

3

11
(0 =~ [ae Y e a0 + i)

3
- / dk32wke“(k,)\){&muk(f,t)—dLAu};(f,t)} (B.211)

A=0
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Substituindo as Equagdes (B.210) e (B.211) na Equagao (B.209),

~ 1 1 .
H = 5/ (—cg,uow“ﬂu + —@AualA”) daz?

U
/dl‘ Z {—C o {_C /dl{;?’wke“(k’ A) <dk)\uk — &Lui)] LL()CQ /dk wkleﬂ(k )\)(dk)\/uk,
AN =
1 .
- CALLX“Z’)] + I’ {az‘ dk’e,(k, \) (dkAuk: + d,tw,ﬁ)} [ﬁ/dk’?’e“(k:,/\’) (dk)\/uk/ + a;xuz,)}}

Derivando,

3
N 1 ~
H = 3 /d:c /\E { €0 [/ dkPwiet(k, \) (ak,\uk a,TMukﬂ [/ dk'?’wk/e#(k, ) (G g —
1
GL)\/uk/>i| ILLO |:/ dk3k€“<k )\) <€Lk)\u1€ - dLAUZ>:| |:/ dk,3kj/€“(k},A/> <€Lk)\IU/k/ — &L}\/UZ/>:| }

(B.212)
Ou seja
H = ——/dl‘ /dk’3/ k?/3 (k’,)\) 'Eu(k’,)\/) [50wkwkz <dk)\d;€,\/ukuk/ —(AlkACALLXUkU;;/—
)\)\’
At oA * AT AT * ok ikk/ A A oAt x At oA *
Qg G\ U U + Qg A U Uper + I QXA Uk Uk Qp\Ap Uk U ak/\awukuk/+
0
+&ZA&LXUZuZ/)} } (B.213)

Colocando o termo entre parenteses em evidencia,

1
= ——/dI /dk3/ ]{3/3 {Eu(k, )\) . 6#(1{3, /\/> [(80&)]&0;@/ + —kk,) (dk,\dkxukuk/—
Ho
AN =

—CAlkACALLXUkUZ/ - &L/\dk,\/uZuk/ + CALJ,L)\CAL};/\,UZUZI)} } (B.214)

Dada a semelhanca entre as Equacdes (B.170) e (B.214), o resultado da Equacao (B.214) tam-
bém serda semelhante a Equacdo (B.177). Ou seja,
1 3

H=— / di® > e (k) - ek, N) (amb + aLA&kA) hawi (B.215)
AN =0
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Os vetores de polarizagdo formam um sistema ortonormal quadri-dimensional, ou seja,
6“(]{?, )\) : Eu(k, )\/) = g)\ (B216)

onde A pode assumir os seguintes valores: A = 0 relativo a polariza¢do do tipo tempo, A =
1, 2 relativos as polarizagdes espaciais transversais e A = 3 relativo ao estado de polariza¢ao

longitudinal.

Portanto, como os termos fora da diagonal na Equagao (B.8) sdo nulos, se faz A = ). Sendo

assim,

3
H = —§/dk3 gxn <ak,\CL;r€)\+a;2/\&k)\) hwk
A=0
3

1 L A
= i/dk?’ )\Z_O (—g,\,\) (ak)\az)\ + GL)\CLk;)\) hwk (B217)

Utilizando a relacdo de comutagdo dada pela Equacao (B.133),

3

. 1 o .
H = 5 / dkjg Z <_g>\>\) <]_ —+ CLL)\CI,k.)\ + GL)\CLk-)\> hWk;
A=0
1 3
= 5 / Ak (=g (203 + 1) ey
A=0
& 1
A=0
Explicitando os termos,
A 1
o= / dk? (_agoako Al g + alyagg + algans + 5) ho, (B.219)
Da Equagdo (A.34) se obtem
arx10) =0 (B.220)
que é normalizado: (0|0) = 1. Além disso, da Equag@o (A.38),
1 ~t Tk
) = (ak/\> 10) (B.221)
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Portanto, para criar um f6ton a partir do vacuo, se tem
11,) = al, |0) (B.222)

que pode ser escrita como

|1k) = / kP Fi(K')a), 0) (B.223)

sendo Fj(k"), chamada de fung¢@o distribui¢do de densidade [82], onde é vdlida a normalizagdo
/ dk® | F(K))? =1 (B.224)
Sendo assim,
(1]1x) = / dk"™ / Ak Fp (k") F(K) (0] agorrail, , [0) (B.225)
onde a(k) e a'(k) satisfagam as relagdes de comutagdo

|:CAL]§)\,CALL)\,:| = g)\A/(S(E—E/)
[, agry] = 0

AT AT _
[akwak’x] =0

Entao,

(1x]1,) = Ak Fy (K" F(K') (0] agoraal, o |0)
dklng(k?”)Fk(k/) <0| (dL/,\&k’)\ - .g)\)\>5<k”7k/) |0>

dk‘”g dk’st(ki”)Fk(k/) <0’ — g,\)\(S(k",k') |0>

I
—— —
=
—— —

— g / dk® | F (K (0[0)
N (B.226)

Note que a norma do estado contendo um féton escalar (A = 0) é negativa, o que impossibilita
uma interpretacdo quantica do problema no célibre de Lorentz, uma vez que pela Mecanica
Quantica a norma deveria ser real e positiva [74]. O que leva a uma conclusdo de que fétons

escalares ndo sdo detectados, sendo descartados por argumentos fisicos.
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B.4.3 O Método de Grupta-Bleuler

Como visto nas Equagdes (B.206) e (B.226), o calibre de Lorentz traz inconsisténcias para a
teoria. Para resolver essas contradi¢cdes utiliza-se o Método de Grupta-Bleuler. Pelo método,
para um subespaco do espaco de Hilbert |¢), o valor esperado da Equagio (B.206) satisfaz a

condicdo do calibre de Lorentz dada pela Equacgdo (B.181), ou seja,
(0] 0, A" ) = 0 (B.227)

Escrevendo o operador A em duas partes, uma positiva A*) e outra negativa A(~), relacionados

respectivamente aos operadores de aniquilagdo e criacao,
AMZ, 1) = AFD(E 1) + AMO)(Z,1) (B.228)

onde [A“(”L)}T = A*(). Agora, a seguinte condicdo, sugerida pela primeira vez por S. Gupta

[83] e extendida por K. Bleuler [84], é assumida para a parte aniquilacdo do calibre de Lorentz:
AL (Z,t) |¢) =0 (B.229)
que resulta na condi¢ao correspondente
(| 0" A (Z,t) =0 (B.230)
Note que as Equagdes (B.229) e (B.230) implicam na Equagdo (B.227), ou seja,
(010, 4" ) = (0] " AT, ) [0) + (0] AL (7. ) [¢) = 0 (B231)

Usando a parte positiva de frequéncia do operador Ada Equacdo (B.153), encontra-se a restri-

.
didc | [P eiFEit N () —0
/ 2o (27)° ; u€ (k, N)aga |0)

h =,
/ di>e o (o ? “?2 )3el’f'x-w (ke (k,0)aro + ke (k, 1)ags + ke (k, 2)are + ke (k, 3)axs] |¢) =0
Wi \ &T0

cdo
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Como consequéncia da transversalidade dos vetores de polarizacao, k,e"(k, 1) = k,e(k,2) =

0. Portanto,

h P
/ dibe | —FO R et [ (ke 0)igo — hac(k, 3)ina] [9) =0 (B.232)
2wk (27’(’)

Dai, se obtem

Li |¢) = (aro — aus) |¢) = 0 (B.233)

e, por consequéncia

(0| L] = (4] (a,to - dlg) =0 (B.234)

Essa condicao proporciona uma ligagao entre os fétons longitudinais e escalares. Obviamente,
as equacoes (B.233) e (B.234) implicam em valores esperados do numero de f6tons longitudi-

nais e escalares iguais para cada estado admissivel |¢):

(8] afoaro |6) = (] a}sans |0) (B.235)

O valor esperado da Hamiltoniana, dada pela Equacdo (B.218),
. 1
(ol H o) = / dk* (9| (—dloako + iy i1 + Atz + alyiks + 5) [6) hk

2 1
= / k>~ (9] (a,TMaM - 5) | ) ey, (B.236)

A=1
Portanto,

2

. 1
o = / k" (ab% + 5) huwy, (B.237)

A=1

A Equacdo (B.237) representa a hamiltoniana do campo eletromagnético. Note que a Equagdo
(B.237) é idéntica a Equacao (B.178). Sendo assim, com o método de Grupta-Bleuler € possivel
notar que, além de eliminar as contradicdes que surgem da utilizacdo do calibre de Lorentz, os

estados de polarizacao longitudinal e escalar ndao contribuem para o cdlculo da energia.
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A energia das flutuagdes de vicuo é dada por

1
E, = 5 Z Ficoy, (B.238)

Essa solucdo € idéntica a Equagdo B.179 e é também chamada de energia do vacuo ou energia
de ponto zero. Veja que o resultado obtido aqui, por meio do calibre de Lorentz, é idéntico ao

obtido através do calibre de Coulomb.
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