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Resumo

Desde a generalizacao da mecanica estatistica nao extensiva, os conceitos da mesma vem
sendo aplicados em diversas areas da ciéncia, como por exemplo, o clima da Terra. O clima
do nosso planeta é um sistema natural bastante complexo com muitas variaveis que levam
a propriedades que nao sao faceis de comparar com os modelos tedricos disponiveis na
literatura. Durante um longo periodo de tempo passado, verificou-se que a terra sofreu
diversas mudancas climaticas devido as transi¢oes do clima entre periodos glaciais e
interglaciais, as quais muitas vezes tem acontecido de maneira abrupta. Neste trabalho
é feito um estudo da série temporal de deutério correspondente ao periodo de tempo
que antecedeu ao estado interglacial em que vivemos atualmente. O trabalho analisa
as flutuagoes da concentragao de deutério para tentar entender mudancgas no nivel de
complexidade do clima da terra no periodo de tempo estudado. As flutuacoes de deuterio
sao analisados a luz da teoria de sistemas nao extensivos, visando esclarecer o grau de
extensividade (ou ndo) do sistema. Séries temporais de entropia para diferentes pardmetros
de nao extensividade sao calculadas. Por ultimo os nosso dados sugerem que calculos
de entropia podem ser um indicador de emergencia de transi¢oes criticas, pelo menos
no sistema estudado. Os resultados sdo comparados com outros decorrentes da teoria
de critical slowing down, a qual representa uma tentativa de prever a aproximacao do
ponto critico. Em resumo, nosso estudo mostra evidencias de que o clima da terra pode
ser considerado um sistema nao extensivo, e que neste sistema a entropia pode ser um

pardmetro interesante para detetctar mudangas climética criticas [1].

Palavras-chave: Mecanica Estatistica. Entropia de Tsallis. Transi¢oes Criticas.






Abstract

Since the generalization of nonextensive statistical mechanics, it’s the concepts are being
applied in several areas of science, such as the Earth’s climate. The weather of our planet
is a very complex natural system with many variables that lead to properties that are not
easy to compare with theorical models in the literature. Over a long period of time, it
has been found that the earth has suffered changes due to climate transitions between
glacial interglacials periods, which have often happened abruptly. In this job a study of the
time series of deuterium corresponding to the time period which preceded the interglacial
state in which we currently live. The work analyzes fluctuations in the concentration of
deuterium to try to understand changes in the level of complexity of the earth’s climate
over the period of time studied. Deuterium fluctuations are analyzed in light of the theory
of non-extensive systems, in order to clarify the degree of extensiveness (or not) of the
system. Time series of entropy for different parameters of non-extensivity are calculated.
Finally, our data suggest that caculus of entropy can be an indicator of the emergence of
critical transitions, at least in the studied system. The results are compared with others
arising from the theory of critical slowing down, which represents an attempt to predict
the approximation of the critical point. In summary, our study shows evidence that the
earth’s climate can be considered a non-extensive system, and that in this system the

entropy can be a interesting parameter for detecting critical climate changes|1].

Keywords: Statistical Mechanics. Tsallis entropy. Critical Transitions.
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Introducao

O conceito de entropia foi introduzido primeiramente por Emanuel Clausius em
seu trabalho publicado em 1850, ele definiu entropia o que para Carnot era o caldrico, no
qual é uma funcao de estado, que no ciclo de Carnot flui do reservatério quente para o
frio num processo reversivel. E depois de estudos realizados por Clausius a respeito da
entropia, ele observou que para processos irreversiveis a entropia tende a um méaximo,
ou seja, nao sao possiveis processos que resultem em uma diminuicdo da entropia total.
Esse resultado foi enunciado na segunda lei da termodindmica por Clausius "E impossivel
realizar um processo cujo unico efeito seja transformar calor de um corpo mais frio para

um corpo mais quente'[6].

Apoés Clausius ter enunciado a segunda lei da termodindmica, em meados do século
XIX, Ludwig Boltzmann se ocupou em resolver problemas de como movimentos reversiveis
de particulas podem resultar em um processo irreversivel, esse problema durou muitos
anos. Em 1866, Boltzmann publicou sua primeira obra sobre mecanica estatistica, no
inicio achou ser impossivel resolver tal problema. Porém em 1877, Boltzmann fez uma
publicagao intitulada "On the Relationship between the Second Fundamental Theorem of
the Mechanical Theory of Heat and Probability Calculations Regarding the Conditions for
Thermal Equilibrium'[7] onde ele faz o uso da teoria das probabilidades e da combinatéria

como base.

Boltzmann, depois de algumas associagoes, chega a conclusao de que "O estado
inicial serda, na maioria dos casos, um estado muito improvavel. A partir deste estado
inicial o sistema sempre anseia por estados mais provaveis, até que atinge o estado mais
provavel, ou seja, o estado do equilibrio térmico. Aplicando esta conclusao a segunda lei
da termodinamica, a grandeza que costumamos chamar de entropia pode ser identificada
com a probabilidade do estado em questao."Este é o resultado obtido na publicacao de

Boltzmann, onde retiramos a famosa equacio da entropia S = kinWV.

Porém, depois de anos, Constantino Tsallis publica seu artigo intitulado "Possible
Generalization of Boltzmann-Gibbs Estatistics'[8] uma proposta de generalizagao da
entropia de Boltzmann, pois assim como a mecanica newtoniana, a entropia de boltzmann
tem suas limitagoes, funciona até para certos parametros. Mas aqui teremos uma entropia

nao extensiva, na qual depende de um parametro ¢

1
Sg=kW' 41— — 1
onde ¢ ¢é o indice de nao extensividade. O parametro ¢ que é chamado de indice de Tsallis
¢ uma forma de caracterizar correlagoes de um sistema, particulamente o quao forte elas

sao. Essa entropia vem sendo aplicada com sucesso para explicar o comportamento de
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sistemas complexos nao extensivo, como a medicina, mercado financeiro, biologia, clima

da Terra [1], que é o sistema que serd estudado no neste trabalho [9)].

O clima da Terra é um sistema natural e bastante complexo com muitas variaveis que
levam a propriedades que nao sao faceis de comparar com os modelos tedricos disponiveis.
As séries temporais de concentragdo de Deutério (que caracteriza a temperatura) mostram
claramente mudancas no clima, mudangas abruptas que ocorreram ao longo dos anos
passado, nos nossos dados sdo vistos transi¢oes entre periodos glacial para o interglacial, a
chegada do Holoceno e como a temperatura da Terra se comportou nos tultimos 400 mil

anos.

Nos tltimos 10 mil anos, a Terra tem estado estavel, em comparacao a grande
variabilidade encontrada nas reconstrugoes de quase todos os periodos anteriores. Em toda
a histéoria da Terra, esses periodos estaveis foram interrompidos por transi¢oes criticos por
um estado de instabilidade, uma dada explicagao para que isto ocorra, é que supoe-se
que a Terra chegue a um ponto critico. Porém, prever a chegada desses pontos criticos
¢é bastante dificil, pois o estado do sistema pode mostrar pouca mudanca antes que este

ponto seja alcangado.

Muitos métodos sao utilizados para tentar prever quando irdao acontecer e se irdo
acontecer essa mudanca de estado, a chegada desse ponto critico, alguns trabalhos em
diferentes areas sugerem caracteristicas genéricas de sinais de alerta antecipados avisando
chegadas de periodos de transicdo. Uma forma de prever os pontos criticos, é o que

chamamos de Critical Slowing Down que ¢é a teoria que iremos tratar no nosso trabalho.

O objetivo do nosso trabalho é utilizar a entropia nao extensiva de Tsallis para
fazer analises do clima da Terra nos ultimos 100 mil anos. Para isso, primeiramente
construimos uma base da mecanica estatistica classica, onde neste capitulo coecamos
com uma descricdo estatistica de um sistema fisica, espeficando sistemas quéanticos e
classicos. Seguido disso, fizemos uma breve construgdo do Ensembles Microcanénico e
Candnico, onde nos resumimos em tentar explicar explicitanto seus principais pontos a

serem tratados.

No segundo capitulo, falaremos da Entropia nao extensiva, onde sera vista a
base matematica da mesma, um breve resumo histérico sobre a entropia de Tsallis e as
motivagoes do surgimento da mesma e as principais equagoes necessarias para a construcgao
desta dissertagao. Por fim no mesmo capitulo, mostramos em uma se¢ao a aplicacao do
nosso trabalho que ¢ o clima da terra e sua complexidade em tentar prever a chegada dos

seus pontos criticos.

No capitulo seguinte, serd mostrado toda nossa analise em torno da concentracao de
deutério, que tem relacao direta com a temperatura. Os resultados dessa dissertagao serao

divididas em duas séries: Série 1 e Série 2, que serao feitos todos os processos utilizando
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os softwares Matlab e Mathematica, respectivamente. Neste capitulo, serd visto todo o
comportamento da entropia ao longo da série temporal e como os parametros acerca de
toda a analise intefere na entropia, comecando pela forma que obteremos nossas flutuagoes
que para cada série serd utilizada uma funcao a forma e os critérios para a construcao
dos histogramas, tamanho de janela para utilizar a técnica de deslizamento de janela, e os
diferentes valores de g que irao caracterizar a extensividade ou nao extensividade do nosso

sistema estudado.

Por fim, encerra-se o trabalho discutindo os principais resultados e propostas para

trabalhos futuros.
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1 Mecanica Estatistica

1.1 Mecanica Estatistica Classica

1.1.1 Descricdo Estatistica de um Sistema Fisico

Como ja estamos familiarizados com os conceitos termodinamicos e estatisticas
elementares, vamos agora estudar sistemas para muitas particulas. Para fazer o estudo
dessa area, vamos fazer a combinacao de conhecimentos das leis da mecanica aplicaveis a
particulas e os estudos de estatistica. Para fazer uma andlise mecéanico-estatistica de um

sistema fisico em equilibrio, devemos seguir algumas etapas:

1 - Especificacao do estado do sistema: é necessario um método detalhado para
descrever os resultados de cada experiéncia. Em escala microscépica, nao sao conhecidas
suas caracteristicas amplas. Nesse caso, temos que a mecéanica quantica demonstra ser
mais adequado, uma vez que a fisica microscopica é quantica. O conjunto desses estados

formam o chamado ensemble estatistico.

2 - Estabelecimento de um postulado estatistico basico e utilizagao da teoria das
probabilidades. No caso de um dado regular nao viciado, as probabilidades sao iguais
em qualquer das seis faces, nao ha face privilegiada em comparacao com as outras faces.
Introduzimos o postulado de igualdade a priori, como depois de feitas diversas medidas e

verificadas, a validade do postulado se torna aceito.

3 - Conexao com a Termodindmica: fazer a conexio estatistica com as varidveis do
mundo macroscopico.
1.1.1.1 Sistemas Quéanticos

Na mecanica quantica, pelo formalismo de Dirac, temos que para cada estado fisico
sua representagao é o vetor de estado, chamado de ket | ¢ > que representa um espago
vetorial complexo, no qual chamamos de espaco de Hilbert. Agora pelo formalismo de
Shrodinger, que é o formalismo que usaremos, um estado fisico é representado por uma
fungao de onda ¢ ().

Sendo representados por fungoes de onda, teremos que

Y (q1,q2, ) (1.1)

expandindo em uma base ortonormal {¢,}

=2 Cpn. (1.2)
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A base pode ser a dos auto-vetores do Hamiltoniano H

H¢, = E,¢n (13)

onde os auto-estados ¢,, proporcionam uma simples maneira de contar os estados mi-

n_.n

croscopicos do sistema, devido ser caracterizado pelo conjunto de "n'ntimeros quanticos.

Exemplo 1: Particulas localizadas de spin 1/2

Existem dois auto-estados para o spin,
Spin para cima {} Spin para baixo |}

onde os auto-estados sao representador por,

Na presenca do campo magnético H

H = —ji.H  na direcio z de preferéncia (1.4)

= —u,H (1.5)

_ +uoH, com spz:n [} (1.6)
—oH, com spin 1 .

onde /i é 0 momento magnético, cujo componente p, pode assumir os valores +1y observa-
mos que a menor energia —ugH se da exatamente quando o spin da particula se alinha
com o campo.

Exemplo 2: Trés particulas localizadas de spin 1/2 que nao interagem na presenga de

um campo H

Sendo o Hamiltoniano

H=—pH— poH — psH (1.7)

Este Hamiltoniano esté associado aos seguintes auto-estados e as respectivas auto-

energias deste sistema

Auto-energias Auto-estados
—3pold (L ¥
i
—poH (triplamente degenerado) T4 1

)
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Tid
+uoH (triplamente degenerado) bl
)

Para os estados, cuja energia é +oH, acontece a tripla desgenerescéncia, ou seja,

trés estados num mesmo nivel de energia.

Exemplo 3: N particulas localizadas de spin 1/2 néo interagente, na presenga de

um campo H

Hamiltoniano
H=—jiH—ji»,H—. —jinH (1.8)
com f; = £
N . N
j=1 j=1

Sendo o; = £1; 7 = 1,2, ..., N. Chamada de variavel de spin. Desta forma, a energia
do sistema pode ser escrita em termos do nimero de spins para cima /N7 e spins para baixo
Ny =N — Ny.

E = —poHN; + poHN,
= —uogHN; + puoH (N — Ny)
= —poH N1+ poHN — poH N,

temos que
1 E
Ny =—-|N— 1.12
=5 |- 5] (1.12)
e
Ny, = N—-N
1 1 B
— N_—-N4+-__—_
1 E
= - | N+ ——]|. 1.13
5[] (1.13)

A energia s6 depende de Ni(nimero de spin {}) e de Ny(nimero de spin |})

N!

Q(E,N) = NN,

(1.14)
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onde N ¢ a troca de todos os spins entre si, N; desconta troca de spin 1} entre si e No

desconta troca de spin |} entre si.

Com os valores de N7 e Ny, podemos calcular o nimero de estados acessiveis ao

sistema com uma certa energia fixa,
N!
ACEEAA T

o modelo de spin nao interagente representa muito bemm o comportamento térmico do

Q(E,N) = (1.15)

paramagneto ideal. Incluindo interacées entre spin, o problema complica-se, podendo

descrever fenomenos de ordenamento magnético: ferromagnético.

1.1.1.2 Sistemas Classicos

Um sistema classico de N particulas é completamente definidoo pelo conjunto de 3N
coordenadas e 3N momentos associados. Para descrevermos este sistema, faremos uso do
espago de fase que caracteriza n graus de liberdade. Este espaco de fase, portanto, possuira

2n eixos e cada ponto no espago (q,p) desegnard o conjunto de varidveis ¢, go, ..., gy €

P1,P2,---, PN

> q

Figura 1 — Representagdo de um espaco de fase classico.

Dada as condigoes macroscopicas do sistema (E,V, N) pode-se representam no
espago de fase todas os pontos (estados microscopicos) compativeis com essas condigoes.
Como estamos num espago continuo, devemos utilizar a fungao densidade de estados p(q, p)

para contar os estados, sendo que pdqdp ¢ o nimero de estados microscopicos na célula
dqdp.

Exemplo 1: Particulas de massa m em uma dimensao dentro de uma caixa de

comprimento L (0 <z < L)
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A energia da particula livre é dada por

E = 279; (1.16)

p* =2mE = p=+V2mE (1.17)

+(2mE)?

v

Figura 2 — particula livre contida numa caixa de comprimento L

Todos os pontos nos segmentos desse espago sao acessiveis ao sistema (Particula

Livre). Para realizarmos a contagem dos estados, é necessério fazer com que seja compativel

a dimensao do espago com a curva. Para isso, devemos considerar que a energia do sistema

estd entre F' e F+ 0 FE. Calculamos o nimero de estados através da area acessivel no espago

de fase.

Para a particula livre, temos

P
E=— - p=V2mE
2m

1
p = 5(2mE)_1/22m6E

m2
= oF
2mE

m
= /=z=0F
2E5

logo o volume do espaco de fase acessivel ao sistema é dado por

Q(E,L,6E) = 2Ldp

— o/ X s5E
2F

2m\ /2
= |— LOFE
<E>

(1.18)

(1.19)

(1.20)
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op
o ol

—~2mp? )

Figura 3 — Regiao acessivel para a particula livre. Os segmentos da figura 2 foram substi-
tuidos pelas areas hachuradas.

1.1.2 Ensemble Microcanodnico

Considerando um sistema rigido, isolado, sem interacao de nenhum tipo com
nenhum sistema isolado, sem trocas de energia nem de particulas, e mantendo seu volume
constante. Esse sistema serd denominado Ensemble Microcanonico. Temos entao, que para

o0 ensemble microcandnico:

1 -Definir as grandezas termodinamicas, ou seja, suas grandezas macroscopicas que
caracterizam este sistema. Como a principal caracteristica do Ensemeble Microcanonico
¢é ele ser um sistema isolado, sua energia E e o numero de particulas N permanecem
constante. E por se tratar de um sistema rigido, seu volume também permanecera constante.

Sendo assim, o E.M. é caracterizado pelas grandezas (E,V, N).

2 -Estabelecer um postulado estatistico que possibilite o utilizar da teoria das
probabilidades. Para o Ensemble Microcanonico, levantamos a idéia de que os estados
microscopicos sao igualmente provaveis, pois como nao ha nenhuma interacao com o meio

externo, nao ha motivos para preferenciarmos um microestado.

3 -Estabelecer conexao com a termodinamica, ela é estabelecida pela expressao da
entropia,

S = Kglnf) (1.21)
onde temos que €2 é o numero de microestados acessiveis. Sendo assim, temos que a
entropia esta relacionada com o niimero de possibilidades que o sistema pode escolher.
1.1.2.1 Interacao Térmica Entre Dois Sistemas Macroscépicos

A principio faremos analise para um sistema simples, para qual poderemos compre-

ender o comportamento estatistico e sua relacao com os estados macroscopicos. Vamos



1.1. Mecdnica Estatistica Cldssica 27

Tabela 1 — Ntumero de microestados possiveis.

Microestados | Vermelho | Branco | Azul
1

—_
—_
—_

O 0| | O T b= | W N

OO W OO | IN| N
O WO DN O
WO OO~

—_
@)

considerar um sélido de Einstein, com um conjunto N de osciladores e energia total E.
Sabendo que o nimero de microestados acessiveis é dado por,
(M+N-1)! (E+N-1)!

UE,N) = MI(N—-1)!  EI(N-1) (122)

onde temos que M é o ntimero de quanta de energia e F(ny,...,ny) = Mhw + %hw, e que

pode ser escrito da forma

O (E,N) = (’5”;]{_1)! (1.23)

Agora considerando inicialmente um sélido de Einstein com N = 3 particulas, onde
sao distinguidas por cores (vermelho, branco e azul), contidas em uma caixa isolada de

energia I/ = 3,
Agora fazendo pela equacao 1.22, com N =3 e E =3

(3+3-1)! 5
31(3—1)! 312!

Q(3,3) = 10 (1.24)
Temos entao que para um sistema com N = 3 e ' = 3 temos 10 microestados diferentes

possiveis.

Vamos fazer agora o sélido de Einstein, porém com N = 4 particulas e dividindo
em dois subsistemas. O sistema total é isolado, rigido e impermeével, ou seja, sua energia
E| volume V e nimero de particulas N, permanecem constantes. Os dois subsistemas
tém as mesmas caracteristicas, impossibilitando trocas energia e particulas, sendo assim,
mantendo seu volume constante. Inicialmente, consideraremos o subsistema A com energia
E4 =5 e o subsistema B com energia Ep = 1, onde as particulas sdo diferenciadas pelas
iniciais da sua cor vermelho (V’), verde (V), azul (A) e branco (B). A energia total do

sistema,
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Subsistema A Subsistema B Subsistema A Subsistema B

% ® V) @
W W

E=5 E=1

A B

(@) (b)

Figura 4 — Sistemas divididos em dois subsistemas. Em (a) temos dois subsistemas separa-
dos por uma parede impermeavel, isolante e rigida, no qual nao permte troca de
energia, nem particulas e seu volume permanece constante. Em (b) temos dois
subsistemas separados por uma parede que permite troca de energias, porém
nao permite a troca de particulas e seu volume permanece fixo.

Tabela 2 — Rearranjo de microestados acessiveis para o sistema.

FE 4 | Microestados acessiveis de A | Eg | Microestados acessiveis de B
5,0 0,5 1,0 0,1

5 4,1 1,4 1
3,2 2,3

Os microestados possiveis para esse sistema isolado estao descritos na tabela acima.
O ntmero total de microestados acessiveis, determinamos pela equagao 1.22
G+2-1)! (A+2-1)! 6! 2!

si2—n) Cne—nr st (1.25)

QT:QAXQB:

isso fazendo para a situac¢do (a), um sistema com energia total e nimero de particulas
fixos. Agora para o caso (b), substituimos por uma diviséria que mantém as mesmas
caracteristicas da anterior, porém permite troca de energia. Nessa situacao, a energia dos

subsistemas pode variar mas a energia total £ = 6 permance constante.

Quando tornamos a parede diatérmica, ou seja, retiramos o vinculo adiabatico, a
energia total permanece constante, mas as energias de cada sistema pode oscilar, contanto
que

E,+ Ey = Ey com Ey = constante. (1.26)

Os outros pardmetros macroscépicos (Vi, N, Vo, No) permanecem constantes. Sendo assim,
eliminamos para facilitar a notacao. O nimero de estados microscépicos do sistema
composto, numa situagao cujo sistema (1) tenha energia E; e o sistema (2) tenha energia
Ey = Ey — Ey, é dado por

(B, By) = 0 (E)0(Ey — Ey). (1.27)
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A probabilidade de encontrarmos o sistema composto num estado microscoépico em

que o subsistema (1) tenha energia E; é,

P(E)) = c(E)Q(Ey — Ey)
= CQ(El,E()) (128)

onde C ¢é uma constante de normalizacao da probabilidade, ou seja,

Se aumentarmos a energia do sistema, o niimero de microestados acessiveis também
aumentara, logo enquanto F; cresce €;(F;) também cresce e € (Ey — E7) descresce,
fazendo com que a fungdo P(F;) tenha um maximo. A fim de investigar este ponto de

maximo, faremos

F(B) = InP(E)) (1.29)

onde calcularemos seu maximo

P(Ey) = ¢ (E£1)Q(Ey — Er) (1.30)

agora, derivando a equagao (3.30) em relagao a Ej, teremos

Of(Er)  Oln[Su(EL)] | 0ln[Qy(Ey — Ey))

= 1.32
OE, 9B, OE, (1.32)
como F| + Ey, = Ey onde Ey = constante temos,
0 0 0 0
0B, T OF, 0F, 0F, (1.33)

ficamos entao com

= = 1.34
0E 0E, OFE, 0 (1.34)
Agora definimos a entropia da seguinte forma:
S(E) = KplnQ(E) onde Kg ¢ a constante de Boltzmann (1.35)
Desta forma temos:
Of(E1) :8S(E1)/KB_8S(E2)/KB (1.36)
3E1 8E1 8E2 .
0 — 0S(Er)/Kp  0S(E)/Kp
0E, O0FE,

Kg | 0E; O0E,
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Temos da equacao 1.33 que,

1 1

T, T, b2 (1.38)

Como podemos ver, a maximizacao da probabilidade corresponde diretamente na maximi-

zacao da entropia termodinamica.

1.1.2.2 Interacao Térmica e Mecanica Entre Dois Sistemas

Considerando o sistema descrito anteriormente, composto por dois subsistemas
separados por paredes adiabaticas, fixas e impermedveis, tem agora dois de seus vinculos
retirados de que torne-os diatérmico e movel, logo ele evoluira para um estado, obedecendo

os seguintes vinculos:
i) By + Ey = Ey = constante .. By = Ey — By
ii) Vi + Vo = Vo = constante .- Vo =V — V)

No equilibrio, o nimero de estados microscépicos acessiveis ao sistema composto,

quando o sistema (1) tem energia E; e o volume Vi, serd dado por
Q(E1, Vi, Eo, Vo) = Q1 (B, V1) Qa(Ey — By, Vo — Vi) (1.39)

onde estamos omitindo a dependéncia dos parametros fixos N; e N, pois retiramos para
facilitar a notacao. A probabilidade de encontrarmos o sistema composto num estado em
que o sistema (1) seja caracterizado pelos parametros macroscépicos Fy, Vi e Ny, serd
dado por:

P(Eh V1) = CQl(El, Vl)QQ(Eo — FE, Vo — Vl) (1-40)

onde a constante de normalizagao é dada por

1 Ey Wo
—= > > (B, Vi) (B — B1, Vo — Vi) (1.41)
€ Ei—0ovi-o

Para encontrarmos a condi¢ao de maxima probabilidade provavel do sistema, definimos a

funcao

F(EL, Vi) = InP(Ey, V3) (1.42)

lnP(Eh Vl) = ln[Cgl(El, ‘/1)92(E0 — By, Vo — ‘/1)]
= [nc + anl(-Eb Vi) + anQ(EO - E17 ‘/0 — ‘/1) (143)

derivando a funcao anterior com relacao a E; temos,
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8P(El) . 3[7191([?1, ‘/1) i 8anQ(E0 — E17 ‘/0 — ‘/1)

oE, OF, OF,
O (EL VL) Oln(Ey, V) p o __ 0
T 9B 0B e 9B T T ok,
= 0 (1.44)

Derivando InP(E;, V) com relagao a Vj temos:

8P(E1, ‘/1> 8[71,91 (El, ‘/1> 4 8anQ(E2, ‘/2)

oy ovy oy
Oy 9lnQy ; o 0
T own o, M aw T Tow
1,08, 05,
- KB[8V1 avz}
=0 (1.45)

0S8, 98, P P
- s 2= P =P, 1.4
oV, OV, T T t— 2 (1.46)

Concluimos assim que a maximizacao das probabilidades ¢é idéntica a maximizacao
da entropia. No limite de um sistema muito grande, esperamos que as flutuagdes em torno
do equilibrio sejam muito pequenas, permitindo a identificagdo dos valores médios (ou mais
provaveis) com as grandezas macroscopicas da termodindmica. Como hé essa comparagao
idéntica entre a evolucao do macroestado de um sistema no sentido da probabilidade
crescente e o principio de aumento da entropia, sendo assim concluimos que a entropia

deve ser uma medida da probabilidade termodinamica.

1.1.3 Ensemble Candnico

Na secao de Ensemble Microcandnico, fizemos uma construcao para fazer a descri¢ao
estatistica de um sistema fisico, e logo fizemos a construcao do formalismo do ensemble
microcandnico. Onde neste formalismo fixamos o nimero de particulas €2, o niimero de

microestados acessiveis Q(E,V, N).

Quando temos para outros sistemas fisicos, esse formalismo torna-se inviavel, e
entao uma busca por um formalismo alternativo dentro da teoria dos ensembles faz-se
necessaria. Fazendo uma temperatura T fixa no sistema, devido ser uma alternativa
satisfatoria, pois a temperatura ndo é um parametro apenas observavel, mas também é
controlavel, onde colocamos o sistema em contato com o reservatorio térmico, sendo assim,
tudo que precisamos é que esse reservatorio tenha uma enorme capacidade calorifica para

que quando haja a troca de calor entre o sistema e o reservatorio, a temperatura global
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possa ser mantida constante. Assim, se o reservatério consiste em um numero infinitamente
grande de copias do sistema em questao, temos um ensemble, mas dessa vez o sistema ¢é

definido pelos parametros N, V e T, que chamamos de Ensemble Candnico [10].

No ensemble que estamos trabalhando, a energia pode assumir valores de zero a
infinito. Sendo assim, qual seria a probabilidade de que, em qualquer tempo ¢, um sistema
no ensemble seja encontrado em um dos estados caracterizados pelo valor de energia E,.?
Essa probabilidade é dada por P.. Ha duas formas em que a dependéncia de P, ou FE,
pode ser determinada, uma delas consiste em considerar o sistema em equilibrio com um
reservatorio térmico a uma temperatura 7' (Figura 5)e fazer estudos estatisticos da troca
de energia entre os dois, ja a outra forma seria considerar o sistema como um membro de
um ensemble canonico (N, V,T), onde uma energia E estd sendo compartilhada por N
sistemas idénticos, que formam o ensemble e da mesma forma fazer os estudos estatisticos

a respeito desse processo.

Figura 5 — Sistema S em contato com o reservatorio térmico R, a temperatura T [2]

1.1.3.1 Equilibrio entre um sistema e um reservatério térmico

Considerando um sistema S em contato com o reservatério térmico R por meio
de uma parede diatérmica, fixa e impermeavel. Como o sitema R é muito maior que
S, quando o equilibrio térmico for atingido, ambos teriam uma mesma temperatura 7.
Contudo, as energias variam, como haviamos dito que ela poderia variar de zero a infinito,

incipio el deria t 1 d E©) £ ia d icao: sist
em principio ela poderia ter valores de zero a que é a energia da composicao: sistema
+ reservatorio, logo A© = AW 1 A Se em um instante qualquer, o sistema S esteja

(R)

em um estado caracterizado pelo valor de energia K", que é
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onde ¢ é uma constante de normalizagao, E; é a energia do sistema S no particular estado
microscopico j. Como Ey > E; devido o tamanho maior do reservatério térmico, podemos

expandir a fungao f(E;) = InP; em série de Taylor

InP; = Inc + InQr(Ey — E;) (1.48)
expandindo temos
dInQ 1 9%InQ
lTLPj ~ lTLC+ aTR |E:Eo (EO - Ej - EQ) + §8T2R |E:Eo (EO - Ej - E0)2 + ... (149)

Usando a definicao de entropia,

S = Kplnf) (1.50)
temos que
oF oF KpoE KT KgT
e como a temperatura fica fixa, temos
9*Inf) 0 1 1 0 /1
_ 9 B L 1.52
OFE? OFE (KBT> KpOFE <T> ! (152
entao
InP; = Inc+ 5= (= F;) = Inc = BF; (1.53)

e a probabilidade P; de encontrar S num microestado de energia F; ¢ dada por:

P; = cexp(—SE)) (1.54)

Agora determinamos c a partir da normalizacao de F;

> P, => cexp(—pE;) =1 (1.55)
k
_ 1 1.56
© T S, exp(—BE)) (1.56)
exp(—BE;)
b = 8B (1.57)

O ensemble canénico é constituido pelo conjunto de microestados j, associados a
distribuicao de probabilidades dada pela equacgao acima, acessiveis a um sistema S, em

contato com um reservatorio térmico a temperatura 7'
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1.1.3.2 Conex3o com a Termodinamica

Define-se fungao de partigao (ou soma sobre estados) como a soma
Z =3 exp(—BE;) (1.58)
J

que esta associado a normaliza¢ao da probabilidade P;. Dado um certo valor da energia
pode haver varios termos iguais, correspondentes a todos os estados microscopicos com
esse particular valor de energia. Levando em conta este "fator de degenerescéncia'podemos

Z =) Q(E)exp(—BE) (1.59)

onde Q(F) é o nimero de estados microscépicos com energia E. Ainda podemos reescrever

esta ultima equacao da seguinte maneira

Z =Y exp{lnQ(E) — BE} (1.60)

Agora, se considerarmos um sistema em que a soma acima tenha um valor maximo
e os demais termos despreziveis, o que corresponde a uma distribuicao fina que obedece a

um limite termodinamico, entdo podemos substituir a oma pelo maior termo somado, ou

seja,
Z ~ exp [—ﬁminE {E — anﬁ(E) H (1.61)
como (nQ)(E) = ]E;E , entao
B
Z ~ exp _—ﬁminE{ — ﬁ}] (1.62)
[ S(E 1
= exp _—ﬁmmE{ - liﬁ)kﬁTH onde g = k:/giT (1.63)
Z = exp|—Pming{E —-TS(E)}] (1.64)

como ja é conhecido, o termo que minimiza a quantidade £ — T'S(FE) é a energia livre de
Helmholtz, F(T,V,N).

Assim, como a igualdade Z = exp(—FF) s6 vale no limite de N grande, devemos

ter, mantendo as densidades finitas que
Z = exp(—SF) (1.65)
ou seja,

—BF =InZ — lim InZ(T,V,N)=—BNf(T,v) (1.66)

N,V —o00
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Assim

—Bf(T,v) = th jifan(T, V,N) (1.67)

—00

Relacionando assim a fungao de particao Z = Z(T,V, N) com uma quantidade

termodindmica que é a energia livre de Helmholtz.

1.1.3.3 Flutuacdes de Energia

Certamente ha flutuacoes de energia no ensemble canénico. Utilizando a distribuicao
de probabilidade P;, podemos obter o valor médio, ou valor esperado probabilistico, da

energia do sistema S

> Ejexp(—BEj)

(E;) = S crp(—BEy) ,onde 7 = Zexp —BEy) (1.68)
Logo
_ X Ejeap(-pE;) -0
(E;) = . 5507 (1.69)

como ja mostramos, no limite termodindmico, temos:

—BF =1InZ (1.70)
entao
—0
(E) = 55 (-8F) = 53 5F) (171)
_ 9B, g0F
= 86 +ﬁ(’96 (1.72)
oF
= F—i—ﬁﬁ (1.73)
como
1 1
@:%? TZE@ (1.74)
temos

9 _ 8”’:53(1):3(_ L >:_18 (1.75)

BE; T 08— 9T 08 \ksB) — 0T \ kyB? ks OT
_ _i 2 2& - 2 a
= BT g = kT g (1.76)
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Voltando a expressao de (E;) temos

(E;) = F+k3T{ kﬁTQgI;} (1.77)
_ o Tg; (1.78)
— u—TS —T(-5) (1.79)
— W—TS+TS (1.80)
(B)) = u (1.81)

Concluimos entao que no limite termoidindmico o valor médio de uma certa energia
E; ¢ a propria energia interna do sistema. Vamos agora obter uma expressao para o desvio

quadratico.

(B —(E;)") = (Ef)— () (1.82)

= —ZEQexp ZE exp(—PE;) (1.83)

como Z = Y_; exp(—PE;) temos que

0 |107 0 (1\0Z 10*°Z
725 = 5 (2) 5+ 299 (184
1o0Zz0Z 1 0 |04
= ~pogos " 7208 la@’] )
— 212 <OZ> ZEQpr E;) (1.86)
0 [102 ’
5 [Z(%’] = —ZEQe:Bp —BE;) ZE exp(—pE;) (1.87)

= ((B; = (E))") (1.88)



1.1. Mecdnica Estatistica Cldssica 37

temos entao que

(B; —(E;))*) = (E})—(E;) (1.89)
0 [10Z2
= % _Zaﬁ] (1.90)
oo
= 35 _355"4 (1.91)
8 )
= 876[_<Ej>}__%<Ej>
Logo
(B~ (BN = —g5(E) como (E)=U (1.92)
U 9 ,
= % 3= "Tr (1.93)
— _{_kﬁﬁgg} (1.94)

ou
sabemos também que — = NC,,, assim

oT
((B; — (Ej)?) = ksT°NC, (1.95)

Como ja vimos que ((E; — (E;))?) > 0 podemos ver mais uma vez a positividade
do calor especifico a volume constante. Finalmente, podemos verificar a variagao da energia

em torno da média a partir do calculo do desvio relativo.

(B, — (B \NkTC, (1.96)

(E;) B U
VEsT2Cy /N \/ksT?C,
ﬁu N C = 7ﬁu = cte (1.97)

= X fazendo

= (O—— (1.98)

No limite termodinamico, ou seja, quando N é grande temos que
1/2
(B —(E)H)* _ ¢
(E;) VN

Como esperavamos o desvio padrao se anula com 1/v/ N, no limite N — oo,

(1.99)

garantindo a conexao com a termodinamica. Supondo que o calor especifico nao varie
sensivelmente no limite termodinamico, entao as flutuagoes da energia em torno da média

sao despreziveis.
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2 Mecanica Estatistica N3ao-Extensiva

2.1 Introducao

H4& sistemas que nao verificam a propriedade de extensividade da mecénica es-
tatistica, sdo sistemas complexos, esses sistemas sao relativamente novos no estudo da
mecanica estatistica. E necessario extender uma entropia, generalizar uma entropia e essa

generalizagao da entropia passa por uma entropia com parametro q.

A principio, todo sistema estudado sdo bem comportados, todos os sistemas se
tornaram extensivos sem ter nenhum problema, com o passar do tempo e sobretudo com o
surgimento da computacao, comecou a ser obtidos facilmente enorme quantidade de dados
de astrofisica, dados de clima, dados de varias areas que antes nem se pensava estudar e
nisso percebemos que ha sistemas que nao sao extensivos, e nesse caso tornou-se necessario
encontrar uma expressao, uma entropia que fosse extensiva, que essa desse um parametro
e que o valor desse parametro tornasse ela extensivo, ou seja, a idéia é que ha de existir

um valor de ¢ que faga com que a entropia seja extensiva para esse sistema em particular

Assim como a Mecéanica Newtoniana, a Mecénica Estatistica de Boltzmann-Gibbs
tem suas limitagoes. Ambas nao sao ditas universais, ou seja, nao sao validas para todos
os fendmenos fisicos, a mecanica de Newton torna-se apenas uma aproximagao para casos
em que a massa do sistema é extremamente pequena, neste caso torna-se necessario o
uso da mecanica quantica para melhor descrever este caso. Da mesma forma, para corpos
com velocidades préxima a da luz, a relatividade especial descreve de forma melhor a
realidade deste caso. Quando temos uma teoria fisica, o principal objetivo é que ela seja
tanto universal (védlida para todos os fenomenos), ubiqua (vélida para todos os lugares) e
eterna (vélida para sempre). No que sabemos a respeito da mecanica newtoniana, podemos

dizer que é uma teoria eterna e ubiqua, mas nao universal.

De forma analoga, a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs tem suas limitagoes
e quando nao conseguem descrever certos casos, temos a mecanica estatistica nao-extensiva.
Onde temos além de uma generalizacao da mecénica estatistica, temos também uma termo-
dinamica nao-extensiva e uma entropia nao-aditiva, essas sao as principais caracteristicas

da estatistica generalizada, veremos com detalhes essas caracteristicas mais adiante.

2.1.1 Propriedades Matematicas

Uma maneira de generalizar a distribuicdo de BG, é substituindo a funcao expo-
nencial do fator de Gibbs por uma fun¢do com propriedades parecidas. Essa ¢ chamada de

exponencial deformado. O inverso da fungao exponencial deformada é a fungao logaritmica
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deformada.

-

Fixe um nimero ¢ > 0. A fungao logaritmica g-deformada ¢ dada por In,(u). E

definida para u > 0 e é solucao unica da equacao diferencial

d 1
ol (u) = = (2.1)

ud

que satisfaz
Ing(1) = 0. (2.2)

Temos que essa definicdo implica que o g-logaritimo é uma fungdo crescente.

Percebemos que para ¢ = 1 a propriedade bem conhecida do logaritmo natural

d 1
(du) Inu = " (2.3)

Logo temos que, In;(u) = In(u). Para g qualquer e ¢ # 1, temos

nguw) = ["dyy (24)

1 1-q
= —1).
=)

A segunda derivada de 2.1 é
d2
du?

Para ¢ > 0, 2.5 é negativo. Lembrando que uma fungao com segunda derivada negativa a

Ing(u) = —qu ! (2.5)

concavidade ¢é voltada para baixo, e a funcao com segunda derivada positiva a concavidade
é voltada para cima. A fungdo logaritmo natural In(u) é uma fungdo com concavidade
voltada para baixo. Como o logaritmo g-deformado deve ser semelhante ao logaritmo
natural, dessa maneira, ¢ deve ser positivo. No entanto, as vezes valores de ¢ negativos

serao usados.

Vemos que para grandes u e para 1 < g o logaritmo g-deformado nao diverge mas
vail para ( . Da mesma forma, para u pequeno e para 0 < ¢ < 1 ele nao diverge para —oo
mas tende para (= ) Portanto, o logaritmo natural é o tinico g-logaritmo que diverge tanto
para valores pequenos como para valores grandes de seu argumento. Como consequéncia, a
fungao inversa, que é a funcao exponencial deformada por ¢, que é denotada como exp,(u),
nao é definida em qualquer lugar, exceto quando ¢ = 1. Como isso é bastante incoveniente,
¢ 6bvio extender a definicao de exp,(u) para todo o eixo real com um valor de 0 ou +o00, 0
que for apropriado, de tal forma que seja uma funcao crescente em todo eixo real. Mais
precisamente, exp,(u) = +oo é valido quando 1 < g e u > ﬁ; expy,(u) = 0 é valido

quando 0 < g<1éu< (1— Ao inverter 2.4, temos

eapy(u) = [1+ (1 — q)u] ™ (2.6)
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a funcao exponencial deformada nunca é negativa, mas pode ser +oo.

Temos que o [nu tem a mesma forma da entropia de BG, e satisfaz a propriedade
da aditividade

In(ugug) = lnua + lnup. (2.7)

Assim também podemos ver que a fun¢ao 2.4 de In,u satisfaz a propriedade da pseudo-
aditividade

Ing(uaup) = Ingua + Ingug + (1 — q)(Ingua)(Ingup) (2.8)

Usando a eq.2.6, podemos escrever as distribui¢oes g-gaussianas:
(¢ — Du*\ e
Gylu)=A, |1+ —F— 2.9
N e 29)
onde o, é a varidncia g-generalizada (uma caracterizacdo conveniente da largura da

distribuigao), e A, é uma constante de normaliza¢do com valores:

I}%f%%)) e 1<

—q

A, = ﬂ3j®% g=1 (2.10)
F<q—1> W
( 2361— 2 ) o

2.1.2 Entropia Nao-Extensiva

A entropia é expressada por uma das formulas mais conhecidas da fisica, e é a base
de um trabalho construido ha mais de um século pelo fisico austriaco Ludwig Boltzmann
e o quimico americano J Willard Gibbs. No entanto, por mais de 20 anos, Constantino
Tsallis vinha defendendo que a entropia precisa de um requinte para abranger muitos tipos
de sistema do qual falamos no inicio do capitulo, pois para Tsallis, a entropia funciona
perfeitamente até para certos limites. Sendo assim, em 1988, a generalizacao da estatistica,
foi prosposta primeiramente por Constantino Tsallis, em seu artigo intitulado “Possible
Generalization of Boltzmann-Gibbs Statistics", onde Tsallis propds uma generalizagao da

Mecanica Estatistica de Boltzmann-Gibbs. E desde entdo vem sendo muito utilizada e



42 Capitulo 2. Mecanica FEstatistica Ndo-Extensiva

descreve muito bem diversos sistemas de diversas areas, Astrofisica [11, 12, 13], Fisica

Médica [14], Mercado Financeiro [15, 16], entre varias outras.

A entropia geralizada S,, é dada como:

11—V pl W
- i=1
onde W é o numero total de possibilidades e k£ é uma constante positiva. Quando fazemos

q — 1 recupera a entropia de BG usual,

Sq = 1_72:11?3 =1— Eipipzqil — 1-— Zipie(q_l)lnpi

k g—1 g—1 g—1

(2.12)

expandindo em torno de ¢ = 1

1l =2pi— (g —1) % pilnp;
q—1

= — Zpilnpi (2.13)

Uma das principais propriedades da mecanica estatistica de BG, é a propriedade
da extensividade, e aqui frisamos em termos de comparagao, pois a entropia generalizada
sua principal propriedade a ser estudada é sua nao-extensividade. De acordo com Oliver
Penrose [17], a fungdo da entropia S{p;} é dita ser aditiva se, para dois sistemas quaisquer

independentes (probabilisticamente)A e B,

pA+B — pApB (2.14)
temos que
S(A+ B)=S(A)+ S(B) (2.15)
S(A+ B) = S{P;P}) (2.16)
S(A)=({P"}) e S(B)=({F]}) (2.17)
logo
S(A+ B) = S{P;P}) (2.18)

Pode ser direto comprovar que S, satisfaz a pseudo-aditividade:

S4(A) 54(B)
k&

Sq(A+B) _ Sg(A) | Sy(B)
Pk g U9

(2.19)

como haviamos mostrado acima, para ¢ = 1, Spg = 51, temos uma entropia aditiva e para

casos em que q # 1 .S, é pseudo-aditiva.

Fazendo a andlise da equacao 2.19, os sistemas sao divididos em trés tipos:
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e g=1 S,(A+B)=S5,(A4)+ 5,(B) — Aditiva;
e <1 S,(A+B)>S,(A)+S,(B) — Superditiva;

e g>1 S,(A+B)<S,(A)+S,(B) — Subaditiva.

que é a forma de analisar tal sistema estudado, a forma com que o parametro varia. Mas o
que significa esse ¢ em questao? é algo que Constantino vem tratado de estudar e dedicar

o estudo em relacao a isso, mas ele tem uma analogia para tal explicacao:

'Imagine uma crianca que foi fadada a um destino cruel: passar a vida montada em
um cavalo cego vagando pelo Brasil. depois de décadas e décadas nessa ardua empreitada,
ela, ja adulta, tera praticamente passado o mesmo nimero de vezes por cada cidade do
territério brasileiro — sistemas com esse comportamento, gases, por exemplo, sao ditos
altamente caodticos. Agora, outro cendrio: essa crianca vai viajar o resto da vida por uma
grande companhia aérea. E muito provavel que ela passe muitas vezes pelo aeroporto de sao
Paulo e poucas pelo de rio Branco, no Acre — um sistema fracamente cadtico. Guardada as
limitagoes dessas analogias, suspeita-se que o indice de nao extensividade (q) tenha a ver
com um comportamento semelhante de sistemas complexos que preferem certos estados a

outros."

Como haviamos comentando, a entropia nao-extensiva ganhou cada vez mais
popularidade e aceitacao devido a pesquisas em diversas areas utilizando a entropia e
descrevendo muito bem diversos sistemas, astrofisica, fisica médica e o estudo em questao
no nosso trabalho, o Clima da Terra [1], no qual faremos anélises da temperatura ao longo
de 100 mil anos atréas utilizando a entropia nao-extensiva para tal andlise. Ao longo desses
100 mil anos da histéria da Terra, sabemos que a Terra passou por diversas mudancas
climatica, e muitas transicoes criticas, em momentos de temperatura mais quente e estavel

e num suibto momento houve uma mudanga bruta pra um periodo bem mais frio.

2.2 Clima da Terra

Uma das propriedades fundamentais de sistemas complexos em geral consiste na
existéncia de mudancas abrutas ocorrendo entre estados completamente diferentes. Estas
mudancas sao comumente identificadas na literatura como transicoes criticas, e as variaveis
que definem as mesmas identificam pontos criticos onde as transi¢coes ocorrem. Estas
transicoes estao presentes em diferentes ecossistemas, e em particular o clima da terra, que
ao longo da histéria tem passado por transigoes criticas (de forma abruta) entre estados
climaticos completamente diferentes. No caso do clima da terra, este estados comumente
sao identificados com periodos de glaciagao e interglaciacao. Por exemplo, cerca de 12.000
anos atras a terra abruptamente transacionou de um estado glacial para outro interglacial

(periodo holoceno), onde a civilizagdo atual se desenvolveu [18].
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Figura 6 — Chegada do Holoceno|[3]

Tais transi¢oes criticas sao dificeis de serem notadas, devido a falta de precisao
de forma correta de prever onde ocorreriam esses limites criticos, além disso, antes do
ponto de inflexdo ser alcangado apenas pequenas mudancas sdo perceptiveis. Recentemente
alguns sintomas genéricos ocorrem em muitos sistema ao longo da aproximacao do ponto
critico. Mesmo que parecga estranho que diferentes tipos de fenémenos podem ter sinais
parecidos, a dinamica dos sistemas perto do ponto critico terao propriedades genéricas,
independente dos detalhes de cada sistema. Portanto, transi¢oes nitidas em uma variedade

de sistemas complexos estao de fato relacionados.

Na historia da Terra, frequentemente, periodos de clima estaveis vem sendo inter-
rompido por transi¢oes criticas. Uma das explicagoes para que essas transicoes de estado
aconteca, esta ligada ao fato de o sistema terrestre alcancar um ponto critico. Ainda
assim, continua dificil provar para eventos passados e ainda mais dificil prever quando e se

chegard a um ponto critico para uma futura mudanga no clima da Terra [19] [18].

A presencga destas transicoes criticas torna dificil as anélises e predictibilidade destes
sistemas complexos, e por tanto a identificacdo das mesmas e um aspecto interessante que
tem atraido a atencao de muitos pesquisadores a escala global. Neste sentido, o comporta-
mento extremamente nao linear de sistemas complexos, aliada & falta ou inexisténcia de
modelos fisicos (ou de outra natureza) torna dificil a identificacdo das transigoes criticas.
Nao entanto, a ciéncia tem comecado a estabelecer a existéncias de carateristicas comuns
nos dados destes sistemas que permitem identificar a fragilidade dos mesmos perante a

chegada de transigoes criticas.

Neste sentido, as analises de séries temporais relativas a estes sistemas complexos
representa uma abordagem primaria a qual pode revelar a existéncia de transi¢oes criticas
(tipping points na literatura). Nesta linha de pensamento, as flutuagoes de pardmetros
fisicos em torno de tendéncias bem definidas, pode ser um indicativo de mudancas de
comportamentos ou tendéncias diferentes. A ideia por tras desta sugestao é que pequenas
mudancas em parametros do sistema podem sinalizar a emergéncia ou chegada de um
novo estado. Estas flutua¢oes devem aumentar em importancia conforme o ponto critico

va se aproximando, até que finalmente pequena perturbac¢ao na vizinhanca da transicao
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critica pode definitivamente levar o sistema para outro estado contrastante com o atual do

sistema.

Uma pergunta central é por que determinados sistemas exibem transicoes criticas
[4]. Estudos sugerem que ingredientes essenciais para a existéncia de pontos criticos sao
a heterogeneidade ou nao de seus componentes, além do alcance e tipo das interagoes
entre estes componentes [20] Alguns autores sugerem que sistemas com componentes
homogéneos (redes homogéneas) e alto grau de conectividade entre os mesmos, resistem
em maior medida a perturbacoes do sistema. Esta resisténcia torna-se critica na medida
em que o sistema avanca para um ponto critico. Uma vez o ponto critico é alcangado
todos os componentes do sistema mudam abruptamente, levando a uma transicao abruta
entre estados diferentes. Est efeito pode ser visualizado como um efeito domino onde
todo o sistema muda macroscopicamente para um outro estado. Note que a topologia das

interacoes torna-se essencial para entender toda esta dinamica.

2.2.1 Critical Slowing Down

Embora seja extremamente dificil prever quando tais pontos criticos irdao acontecer,
muitos sinais de alerta antecipados estao surgindo que podem prever para diversas classes

de sistemas quando, e se, um limiar critico estd se aproximando [21, 22, 23, 1].

Uma idéia para avaliar a aproximacao de um sistema a um ponto critico ¢ a teoria
de Critical Slowing Down . Esta ideia sugere que na medida que o sistema se aproxima de
um ponto critico a resiliéncia do mesmo a perturbagoes torna-se lenta. Dito de outra forma,
a taxa a qual o sistema se recupera de uma perturbacao diminui conforme o sistema de
aproxima de um ponto critico. Esta situacao pode ser entendida a través de um exemplo,
onde uma particula esta contida num poco de potencial conforme ilustrado na figura 7.
Se a forca de atragdo que mantem a particula no poco é grande, entao um afastamento
da mesma faz com que ela retorne répido a configuragao de equilibrio (estado do sistema
é mantido). Nao entanto se a atracdo é pequena entao a recuperagao da particula para
a posicao de equilibrio é bem mais lenta, sinalizando que ela poderia mudar para um
estado alternativo. Este efeito pode ser relacionado a um aumento de memoria no sistema
para pequenas flutuagoes. Do ponto de vista da série temporal, este mecanismo poderia
sinalizar um aumento do coeficiente de autocorrelacao entre estados sequenciais do sistema,
aumento da vadianga, entre outros. Deve ser destacado que no todo processos de critical
slowing down deve ser uma indicagdo da eminencia de uma transicao critica. Na realidade
este fendmeno deve ser entendido como uma sinalizacdo de mudanca do estado do sistema

14].

Outras aproximagoes fenomenoldgicas sugerem que o surgimento de um estado
de atracao alternativo ao estado atual pode levar o sistema a alternar entre esses dois

estado. A situacao anterior leva a um aumento na vadianga do sistema. Este modelo de
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Figura 7 — Desaceleracgao critica como um indicador de que o sistema perdeu a resiliéncia
e, portanto, pode ser inclinado mais facilmente para um estado alternativo. As
taxas de recuperagao em pequenas perturbagdes (C e E) sdo mais lentas se a
bacia de atracao for pequena (B) do que quando a bacia de atragdo é maior (A).
O efeito desta desaceleracao pode ser medido em flutuacoes estocasticamente
induzidas no estado do sistema (D e F) como varidncia aumentada e “memoria”
como refletido pela autocorrelagao lag-1 (G e H). [4]

alternancia entre estados sugere também que a evolucao da distribui¢ao de probabilidade
de um determinado estado correspondente a um sistema pode ser usada para estimar como

a estabilidade do sistema estda mudando com o tempo, figura 8.

Por todo o anterior pode se inferir que a analises de dados de séries temporais, e
em particular a informacao obtida com métodos analiticos apropriados, podem ser usadas
para inferir sobre a possivel existéncia (ou auséncia) de pontos criticos onde o sistema em
estudo pode mudar abruptamente de estado. Note-se também que estas informacoes devem
ser avaliadas com cuidado, e que a s conclusdes obtidas devem ser sempre enfatizadas ou

corroboradas com outras analises e dados experimentais alternativos.
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Figura 8 — (A) Oscilante para um estado alternativo como um sinal de alerta em sistemas
altamente estocasticos. Em tais situagoes, a distribuicao de freqiiéncia dos
estados (B e C) pode ser usada para aproximar a forma das bacias de atragao

dos estados alternativos (D e E). Os dados neste exemplo sdo gerados com um

T

d
modelo de superexploragéo:d—f =X (1 —%) " com diferentes termos

estocasticos aditivos e multiplicativos (usamos K = 11).[4]
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3 Resultados

Neste capitulo serao mostrados e analisados os resultados deste trabalho. Para
a realizacdo do mesmo foram usados dados climaticos obtidos a partir de perfuragoes
realizadas nas geleiras da estacao de pesquisas Vostok, a qual esté localizada no interior
da Antartida [5]. Os testemunhos de gelo, amostras de gelo em formato cilindrico, foram
obtidos a partir de perfuragoes feitas nas gelereias, onde as camadas de gelo que se formam
durante milhares de anos contém informagoes importantissimas sobre o passado da Terra.
A neve que se precipta nas geleiras a cada ano contém concentragdes atmosféricas de poeira,
sal marinho, cinzas, poluentes humanos, etc. Quando obtemos esse testemunho de gelo, na
realidade obtemos informagoes sobre o passado climatico da atmosfera da terra, sendo que
quanto mais profundo for esse testemunho de gelo, mais informagoes do passado climatico
da terra teremos a disposicao. Essas amostras de gelo possuem excelentes marcadores
sazonais, 0s quais proporcionam uma datacao bastante precisa das amostras. Dentre estes
marcadores podemos citar a poeira (decorrentes de tempestades de poeira), a qual ajuda
a quantificar os anos; outro excelente marcador sazonal, é a proporcao de isdtopos estéveis
da agua, que variam de acordo com a temperatura do ar, e que podem revelar periodos
mais frios ou quentes ao longo dos anos. A proporcao de isétopos estaveis de agua, como o
Deutério (*H ), possui relacionamente direto com a temperatura da Terra e, devido a isso,

é usado para inferir o passado climatico ou as variagoes da temperatura [24].

De maneira geral, os dados obtidos representam séries temporais de diferentes gases
durante periodos glacial-interglacial, em aproximadamente os tltimos 400 mil anos atras
(Figura 9). Em particular, focamos em analisar as concentragdes do marcador deutério
no periodo, afim de investigar as condig¢oes climaticas (flutuagdes de temperatura) do
passado. No gréafico 9 , observa-se uma parte do periodo Quaternério [25] o qual comegou
2,6 milhoes de anos atras. Os picos da série temporal identificam transi¢oes climaticas
para periodos interglaciais onde o clima ¢é caracterizado por temperaturas mais elevadas.
Estes periodos interglaciares separam épocas ou periodos glaciais onde as temperaturas sao
relativamente menores, e onde uma grande parte da superficie da terra congelou. Durante
o periodo Quaternario o clima da terra passou por duas épocas ou etapas, o Pleistoceno
(entre 2,58 milhdes e 11,7 mil anos tras) e o Holoceno que veio logo depois e se estende
até o tempo presente. Como apontado, no grafico temos apenas uma pequena parte do
quaternario, mas podemos ver uma caracteristica de constante flutuagoes de temperatura,

confirmado pelos registros da alternancia entre glaciagoes e interglaciagoes.

A partir disso, os dados processados neste trabalho sao focados em analisar como a
temperatura da Terra (concentragdo de Deuteério) se comportou no periodo de 100 mil

anos atras até o tempo presente, onde nesse curto periodo, ja notamos uma transicao do
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ultimo periodo glacial para o periodo interglacial que hoje estamos vivendo.
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Figura 9 — Dados obtidos da estacdo de Vostok [5], onde a concentragao de Deutério é
datada desde 400 mil anos atras.

3.1 Flutuacoes

O primeiro aspecto relevante no processamento de dados referentes a uma série
temporal como a analisada neste trabalho, consiste na obtencao das flutuacoes ao longo da
série de dados. Para este fim, e conforme discutido, nés focamos nas flutuacoes de deutério
detectadas no periodo correspondente entre os tltimos 100 mil anos até o tempo presente.
Como a série inicial nao esta espacada uniformemente no tempo, entao interpolamos
nossos dados num periodo de 80 anos a fim de obter um espacamento equidistante e assim
permitir analises bem mais detalhadas. A interpolacao foi realizada mediante o comando
interpl correspondente ao MatLab. Este comando, realiza uma interpolacao linear (1D)
em dados que estao distribuidos nao uniformememnte. Foi verificado (visualmente) que
a interpolacao nao modificou qualquer tendéncia no comportamento da série original de
dados. Este procedimento permitiu construir um novo conjunto de dados a partir de
um conjunto discreto de dados pontuais ja conhecidos. Este procedimento visa também
facilitar o uso de fungoes especificas sobre os dados. Apods serem interpolados, temos um
grafico referente a concentracao de deutério em fun¢do do tempo (série temporal), ou seja,
a partir de entao podemos fazer uma analise de como a temperatura se comportou ao

longo desses 100 mil anos, com pontos espagados uniformemnte em 80 anos.
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Figura 10 — Dados interpolados. Concentragao de Deutério em fungdo da série temporal.

Este ponto, referente a obtencao das flutuacoes é muito importante para qualquer
trabalho que vise tirar conclusoes a partir de séries temporais climaticas. A obtenc¢ao de
flutuacoes erradas podem acarretar em conclusoes erradas, ou distorcidas, do comporta-
mento real do sistema. Isso é importante quando se trata de sistemas com comportamento
altamente nao linear como ¢é o caso do clima da terra. Para obter as flutuacoes da tempe-
ratura nos nossos dados, primeiramente eliminamos as tendéncias utilizando funcoes de

ajuste apropriadas.

Neste momento do nosso trabalho, é feito uma separacao da analise dos dados a
fim de comparacao. Seguiremos um mesmo caminho, porém utilizando funcoes de ajuste
e programas diferentes. Separamos nossa analise em dois métodos para obtencao das
flutuacoes com a finalidade de chamar a atencao para a importancia deste topico. Visamos
conferir como este procedimento pode interferir nos resultados. Como apontado, os dados
observados (flutuagoes) tém uma finalidade bem definida: facilitar a informagao e previsao
do comportamento do sistema. Este elemento é necessario para poder realizar uma predigao
adequada, isto é, para projetar aquilo que previsivelmente vai acontecer em funcao do que
tem ocorrido no passado. De qualquer forma, as flutuagoes nem sempre proporcionam uma
informacao inquestiondavel, é o que acontece com a variacao de temperatura do planeta
Terra. Para alguns, este tipo de flutuacao obedece a uma mudanca climética na qual o ser
humano é responsavel, enquanto que para outros a variagdo da temperatura é totalmente

natural.

Para o primeiro método de obtencao das flutuacoes, utilizamos o programa Ori-
gin no qual usamos para funcao de ajuste dos dados formada por uma combinacgao de
fungoes Lorentzianas (multiplos picos). Os picos principais foram selecionados e a sua
largura padronizada. Em seguida, os dados foram ajustados a soma de multiplas fungoes
Lorentzianas. Chamaremos a série temporal destas flutuagdes de Série 1. Agora para o

segundo método, utilizamos o programa Mathematica e para o ajuste escolhemos uma
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Figura 11 — Série temporal das flutuacoes obtida a partir da funcao de ajuste mostrada
no grafico superior (Série 1). Dados obtidos no Matlab

fungdo polinomial de grau 350, e chamaremos de Série 2. Apods fazer o ajuste dos dados
em ambos os métodos, entao as flutuacgoes da série temporal sdo obtidas se substraindo
a funcao de ajuste tedrica da série temporal interpolada, produzindo assim uma série

temporal de flutuacoes, graficos 11 e 12.

A partir de agora e ao longo desta disertagao todas as ferramentas e métodos serao

implementados sobre ambas séries de flutuagoes, conforme discutido nesta sec¢ao.

3.2 Analises da extensividade do sistema

A prépria natureza do clima da terra torna este sistema bem complexo, com um
comportamento altamente nao linear e dificil de ser estudado. Neste sentido, diferentes
parametros e/ou subsistemas do clima da terra tem mostrado comportamentos que
evidenciam a sua complexidade. Kleinen [26] assumiu que o clima representa um sistema

em equilibrio, cuja dindmica é determinada pelo modo mais instavel, o qual tem a menor
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Figura 12 — Série temporal de flutuacao obtida da funcao de ajuste no grafico superior(Série
2). Ambos obtidos no Mathematica

taxa de decaimento (modo critico). Na eminéncia de uma transi¢ao critica este modo
desaparece o qual modifica o comportamento das flutuagoes. Por exemplo, é esperado que
a variancia das flutuagoes aumente na medida que o ponto critico é aproximado. Neste
contexto, existem também evidéncias de que as flutuacoes da temperatura da atmosfera
da terra apresentam um carater nao gaussiano, sinalizando um sistema fora do equilibrio.
Em qualquer hipotese é de se esperar que o clima da terra seja um sistema altamente nao

linear, onde correlacoes de longo alcance entre seus compoenetes estejam presentes.

No contexto da teoria de Tsallis, é de se esperar que a extensividade de um sistema
com correlagoes de longo alcance seja caracterizado por um parametro g o qual é diferente
do usual valor ¢ = 1. Ou seja, a extensividade do sistema é caracterizada por uma entropia
(nao extensiva) com um valor ¢ # 1. Logo, uma aproximacao apropriada para detectar a
nao extensividade de nosso sistema corresponde a observar o comportamento do grafico
Ing(Paorm) = [(Prorm)' ™% — 1]/(1 — ¢) em fun¢do do quadrado das flutuagdes de deutério
[AGD(%o)]?. Aqui Ln, representa a fungao g-logaritmo, enquanto P, ¢ a probabilidade

normalizada de ocupar um determinado microestado.

Para realizar estes cdlculos (e outros relacionados & entropia) as probabilidades
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de ocupagao das diferentes configuragoes do sistema (equivalente a microestados) foram
obtidas a partir da binarizacao das flutuacoes considerando-se inicialmente todo o periodo
estudado (ultimos 100.000 anos). Neste sentido, um histograma construido sobre as
flutuacoes fornece as diferentes probabilidades do sistema apresentar diferentes estados de
flutuacoes. Por todo o anterior vale ressaltar a importancia de como é construido nosso
histograma, pois isto também poderd influenciar nos resultados (célculo das probabilidades,
etc.). Destaca-se que existem vérias formas de construir um histograma, ou seja, binarizar
os dados. Podemos determinar o nimero de bins automaticamente, ou fixando esse niimero
usando algum tipo de critério. Neste trabalho dois critérios foram implementados para
fixar a largura de cada bin, e consequentemente o nimero de bins. Primeiro foi seguido o

critério de Scott, que é uma forma de escolha apropriada do nimero de bins, segundo o
i
nl/3’
amostra. Também foi usado um niimero automéatico que o proprio software (ou definido

qual a largura do bin w é determiando conforme w = onde o é o desvio padrao da

pelo autor) usado para construir o histograma define automaticamente.

Os dados foram binarizados segundo o paragrafo acima, onde para cada bin foi
calculada a sua probabilidade normalizada P,,.,,. Com o anterior, diferentes curvas
Lng(Poorm) vs (ASD(%y))? para diferentes valores de ¢ foram construidas e ajustadas
linearmente. A idéia é encontrar o valor de ¢ que melhor lineariza a dependéncia plotada.

O melhor ajuste (g sensivel) foi determinado conforme o critério do R?.

Para ajustes lineares o coeficiente R? quantifica a qualidade do ajuste linear. Este
parametro varia de 0 a 1, sendo que quanto maior o R? (mais préximo de 1) mais explicativo
¢ o modelo teédrico, ou seja, melhor ele se ajusta aos dados. Deve-se destacar que, como
temos duas séries temporais de flutuagoes entao teremos dois valores do parametro qgeys
que torna a entropia do sistema extensiva. Logo para ambas séries de flutuacoes foi obtido

um valor de gsens. Estes resultados sao mostrados nas segoes seguintes.

3.2.1 Série de Flutuacdes (Série 1)

Inicialmente os dados foram binarizados usando dois critérios para a construcao do
histograma. Conforme destacado o uso do critério de Scott visa padronizar os histogramas
construidos para ambas as séries de flutuagoes, a fim de poder comparar os resultados
obtidos. Na figura 13 sao mostrados os dois histogramas construidos. A curva superior
mostra o histograma com ntimero de bins igual a 18 definidos conforme o critério de Scott,
enquanto a inferior do grafico temos um outro histograma com ntimero de bins diferentes e
igual a 21. Os pesos das diferentes barras no histograma representam a probabilidade de se
selecionar uma observacao no conjunto de dados dentro do intervalo de bins correspondente.
Deve-se destacar que nesta série de dados (Série 1) a escolha automatica do nimero de
bins fornece um valor exato ao encontrado usando-se o critério de Scott. Por este motivo

um outro nimero de bins (21) foi usado a fim de comparacao. No entanto, pode se observar
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que os histogramas sao bastante similares.
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Figura 13 — O primeiro histograma foi obtido utlizando o critério de Scott, e o segundo
histograma colocamos a quantidade de bins 21. Ambos obtidos com os valores
de flutuagao Série 1.

A partir destes dados e usando a metodologia discutida no paragrafo acima, foi

encontrado o valor de ge,s que melhor lineariza os dados Lng(P,orm) vs [AD(%g)]?. Por
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Figura 14 — Gréficos Lng(P,orm) vs [AD(%g)]?, o de cima feito utilizando dados de bins
automéatico (23 bins) e o de baixo para bins utilizando o critério de Scott.
Ambos obtidos com os valores de flutuagao Série 2
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exemplo, na figura 14 temos as curvas Ln,(Pporm) vs [AD(%g)]? para trés valores diferentes
do parametro ¢g. Na figura foi escolhido propositalmente o valor que melhor torna linear a
depedéncia discutida, além de outros dois valores de ¢, um acima e outro abaixo do valor
6timo (gsens = 1.19). Enfatizamos que o critério para definir a melhor reta foi associado

ao valor de R?.
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Figura 15 — Gréficos de R? para os dois métodos do histograma. O primeiro, de cima, para
o método automatico para quantidade de bins, o segundo é o grafico quando
utilizamos o critério de Scott para determinar a quantidade bins.

Na figura 14 observa-se mudancas de concavidade nas curvas com os valores do
parametro ¢ maiores ou menores do valor g¢s.,s;. Com base no que foi discutido, esta
analises foi reproduzida para diferentes valores do pardmetro ¢ comprendidos entre ¢ = 0.7
e ¢ = 2.8, com passo de ¢ = 0.01. O grafico de R? vs q pode ser observado na figura

15. Os dados mostram uma curva em forma de sino sinalizando um valor méaximo de R?
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para o valor ¢,s = 1.19. Isto sinaliza um certo grau de nao extensividade nas flutuacoes
encontradas na série temporal completa, indicando que os nossos dados representam um

sistema com certo grau de nao extensividade.

No entanto, quando a mesma andalise é realizada porém usando-se como ponto de
partida os dados obtidos através do histograma com nimero de bins igual a 21 (gréfico
inferior da figura 14 ) entdo o valor 6timo do pardmetro ¢ desloca-se para gsens = 1.06,
indicando que o conjunto de dados nao apresentam grau de nao-extensividade significativa.
Isto sinaliza a importéncia que o processamento dos dados (inclusive numa mesma série de
flutuagoes) tem para a andlises do cardter nao extensivo no sistema estudado. As curvas

de R? em funcao do parametro ¢ para estes dados sdo mostradas na figura 15.

Levando em conta a divergéncia decorrida das andlises das flutuagdes usando
diferentes critérios para definr a largura do bin, decidimos entao estender esta mesma
analise porém variando o niimero de bins em torno do valor 18, o qual é sugerido pelo

critério de Scott.

Tabela 3 — @sens em funcao do niimero de bins usado na construgao do histograma

nimero de bins  ggens

15 0,96
16 0,97
17 1,05
18 1,19
19 1,10
20 1,04
21 1,02
22 0,98

Na tabela pode-se observar como o parametro ¢..,s depende do tamanho de bins
usado na construcao do histograma. Esta informacao é relevante pois a mesma mostra
como as conclusoes a respeito da extensividade de um sistema podem depender do método
de analises usado para obter inform¢ao dos dados. Entre tanto, a tabela mostra que para
tamanhos de bins préximos ao definido pelo critério de Scott o parametro ¢, torna-se
diferente de 1. Logo, se aceitarmos que o critério de Scott define uma largura de bin 6tima
no sentido de melhor descrever as flutuagoes através da construcao de um histograma, entao

podemos concluir que o sistema como um todo apresenta algum grau de nao extensividade.
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Figura 16 — Ajuste das flutuagoes de deutério através da distribuicao q-Gaussiana, usando
um paramatro ggens = 1.19.

Por ultimo, na figura 16 mostra-se o ajuste dos dados do histograma das flutuagoes
de deutério obtida com base na distribui¢ao g-gaussiana (2.9). O valor usado foi gsens = 1.19
e o parametro R? = 0.985 confirma que as distribui¢oes de fato seguem uma distribuicao

g-gaussiana.

3.2.2 Série de Flutuacbes (Série 2)

Agora para os dados de flutuacoes de deutério obtidas, Série 2, faremos os mesmo
processos descritos na subsecao anterior. Plotamos nossos dados em dois histogramas, um
utilizando a escolha de nimero de bins automatico pelo Mathematica, exatamente um
valor de 23 bins, e utilizamos também o critério de Scott. Este critério determina um
tamanho de bin, e como consequéncia uma determinada quantidade de bins da amostra,
no nosso caso, obtemos um histograma com 19 bins, figura 17. Os pesos das diferentes
barras no histograma representam a probabilidade de se selecionar uma observagao no
conjunto de dados dentro do intervalo de bins correspondente. Na Série 1, mesmo com
diferentes nimeros de bins os histogramas ficaram bastante similares, e na Série 2, vemos

claramente diferenca entre os histogramas.
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Figura 17 — O primeiro histograma foi obtido colocando bins automatico, e o segundo
histograma usando o critério de scott. Ambos obtidos com os valores de
flutuagao Série 2

Utilizando o critério de Scott e os dados obtidos através do mesmo, conseguimos o
valor de gsens que melhor lineariza os dados, Lng(Porm) vs [AD(%g)]?. Na figura 18, temos
o grafico para trés valores de q, em que um dos valores é o que torna linear a dependéncia
discutida (gsens = 1.09), e mais dois valores, um acima e outro abaixo do gsens (¢ = 1.20 e

q = 0.60).
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Figura 18 — Gréficos Lng(Puorm) vs [AD(%0)]?, o de cima feito para bins utilizando o
critério de Scott e o de baixo utilizando dados de bins automatico (23 bins).
Ambos obtidos com os valores de flutuagao Série 2

Os mesmos processos foram repetidos, mas agora utilizando dados obtidos através
da escolha de bins automatico(23 bins). Para essa quantidade de bins, o valor de ¢ que
lineariza os dados é @ns = 0.99. E escolhemos mais dois valores, ¢ = 1.20 e ¢ = 0.60,
figura 18. O critério escolhido para definir a melhor reta foi baseado no valor do coeficiente
de R2
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Figura 19 — Graficos de R? para os dois métodos do histograma. O primeiro, de cima, para
o método automatico para quantidade de bins, o segundo é o grafico quando
utilizamos o critério de Scott para determinar a quantidade bins.

O melhor ajuste através do critério do R? foi obtido para ambos os métodos dos
histogramas, figura 19. Para a construcao desse grafico, utilizamos valores de q que vao de
q = 0.6 até ¢ = 2.0 com o passo de 0.01. Os valores de R? foram obtidos para cada um
desses q. Para o histograma com valores de bins automaticos, temos o valor de ¢ge,s igual
0.99, com valor de R? igual a 0.94, agora para o histograma em que usamos o critério de

Scott para determinar a quantidade de bins, temos o valor de gse,s igual 1.09 com valor de
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R? igual a 0.967.

O que ja podemos perceber até o momento, é a clara diferenca nos valores de q.
Como haviamos dito na secao anterior, a funcao de ajuste e os parametros usados para
construir os histogramas interferem nos resultados. Nos graficos podemos perceber que
ha algum grau de nao-extensividade no nosso sistema, o que justifica o uso de métodos
estatisticos nao extensivos para analisar as séries temporais correspondentes as flutuagoes

do deutério durante o periodo estudado.

3.3 Técnica de Deslizamento de Janelas

Em geral, grande parte dos métodos de previsao estatistica é baseada utilizando
dados historicos derivadas de uma série temporal. Como uma série temporal é uma descri¢ao
do passado, entdao uma forma de realizar essas previsoes é otimizar o uso desses dados
histéricos. Se os dados sao indicativos do que se esperar no futuro, pode-se entao obter
previsoes a partir de modelos matematicos capazes de representar o fendmeno descrito pela
série temporal. Ou seja, um modelo fenomenolégico desenvolvido pode entao ser usado
para gerar previsoes. Na realizade, boa parte das vezes nao se tem conhecimento da forma
exata do modelo que gera a série temporal, com isso, faz-se necessario escolher ou obter

conclusoes a partir dos dados processados.

No nosso trabalho, o objetivo nao ¢é fazer previsoes em torno da série temporal,
mas sim fazer uma andlise mais minunciosa do sistema estudado. Para isso utilizaremos o
método de andlises por deslizamento de janelas, que é um método de previsao estatistico
muito utilizado para andlises de séries temporais. Deslizamento de Janelas, assim como
modelos derivados desta técnica (como por exemplo, a obtencao de médias méveis [27])
sdao utilizados como forma de prever propriedades fisicas ou matematicas para um certo
instante de tempo, tendo como base os dados ou observagoes coletados em periodos (ou
janelas) passadas. Por exemplo, no caso de médias moveis o valor de uma propriedade num
instante de tempo ¢ pode ser obtida a partir dos valores observados para essa propriedade
durante uma janela de tempo anterior ao tempo em questao. Esta ideia pode ser descrita

matematicamente segundo a féormula:

X X+ Xy
i )

Xy (3.1)

Na expressao anterior n representa o nimero de observagoes incluidas na média
X;, ou seja, n é o tamanho da janela. Este parametro pode ser ajustado dependendo do
tipo de estudo em questao. Esse parametro afeta o efeito de suavidade na previsao, quanto
maior o tamanho da janela, maior ¢ esse efeito de suavidade. Quando estudamos uma série

temporal com grandes flutuagdes de uma grandeza ou parametro fisico, entao um tamanho
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maior de janela pode fazer com que a média movel fique mais imune a essas flutuacoes ou
ruidos [27].
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Figura 20 — Método de deslizamento de janelas.

Para o estudo, dividimos a série temporal, comecando o deslizamento desde o
periodo mais antigo até o tempo presente. O parametro mais importante é a largura da
janela a qual é contabilizada em pontos de dados, onde cada ponto corresponde a 80
anos. Os dados nessa janela sao usados para a nossa analise e o valor calculado dentro
da janela ¢é associado ao tempo do extremo da janela, ou seja, é associado ao tempo
mais presente. Por exemplo, se fossemos calculcar a entropia para uma janela de 200
pontos, entao usamos os valores das flutuagoes dentro de janelas de 200 pontos (16000
anos) e entdao o valor calculado da entropia é relacionado com o instante de tempo menor
dentro dos anos incluidos da janela. Posteriormente, a janela é deslocada para a esquerda
sobre a série temporal um passso em pontos (ou tempos) conforme mostrado na figura 20.
Entao os cédlculos sao repetidos na nova janela e assim sucesivamente a janela é deslizada
pela série temporal. Desta forma podemos fazer uma analise de toda a série temporal de

forma mais detalhada, observando especificamente como a entropia S, e o valores de gsens
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se comportam ao longo do tempo. Desta forma observamos também como o sistema se

comporta ao longo de toda série temporal.

Nos paragrafos seguintes estudaremos como a entropia de Tsallis muda ao longo
da série temporal usando a técnica de deslizamento de janela sobre a série temporal,
usando para isto diferentes pardmetros. Mais uma vez, os resultados serdao analisados
separadamente para cada série de flutuacoes, as quais foram obtidas conforme discutido

ao inicio deste capitulo.
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Figura 21 — Grafico de S, em funcao da janela de deslizamento para diferentes valores de
q(¢=0.7,g=1.2e q=1.8), e para uma quantidade de bins que foi obtido
com o critério de Scott(bin = 18).

3.3.1 Sériel

Nesta secao vamos discutir a analise da série temporal das flutuagdes mediante a
técnica de deslizamento de janela. Comecgaremos analisando a série 1. Como observado,

diferentes pardmetros podem influenciar na técnica explicada no item anterior. Dentre
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eles o tamanho da janela torna-se critico conforme destacado em outras referéncias [28].
Portanto, um primeiro ponto a ser abordado foi como os calculos dependem do tamanho da
janela deslizante. Para isto, diferentes calculos de entropias nao extensivas com parametros
q selecionados dentro do espectro estudado foram realizados a partir de um ponto aledtorio
escolhido na série temporal. Estes resultados sao mostrados na figura 21. Note que estes
calculos foram feitos usando um nimero de bins igual ao sugerido seguindo o critério de

Scott. A entropia para cada valor do parametro ¢ foi obtida seguindo a expressao 2.11.

2-2 l L) I L) I L) I L} I L} I L} I L} I
@ @@ «
20k ((@((((.«'Q(Q(((( gé(((«(('(i G «(«&((&(‘(«««««(@ (T @@ |
« (@
- O (QQ((((Lé(((k((((F((&((((«(«@(((((((((((((((@((((((((((((g((((((((((((((((((k(((@ @ i
18 — (( —
S @@,
e @S «(o(( @ ««(&(«(&(«««(& @ _
5)7 16| -
L O O #bins=14 ]
1.4 - O #bins =18 _
| O O #Dbins =22 |
1.2 | _ -
O q - 112
10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 100 200 300 400 500 600 700
Janela de deslizamento

Figura 22 — Grafico de S; em funcao da janela de deslizamento, fixando um valor de
q = 1.2 e para diferentes valores de bins (14, 18, 22).

Como pode ser observado a partir de tamanhos de janela superior a aproximada-
mente 250 pontos (20 mil anos) ndo existem variagoes significativas nos resultados dos
célculos. Conforme vai aumentando o tamanho da janela, a entropia (S,) vai tendendo a
ser constante. Vemos entao que S, nao depende do tamanho da janela deslizante. Logo
qualquer analise a ser realizado usando a técnica de deslizamento devera rigorosamente
usar uma janela com comprimento superior ao limite destacado neste pardgrafo (250

pontos ou 20 mil anos).
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Entao seguindo as analises, um outro parametro que frisamos durante boa parte
dos nossos resultados, ¢ o nimero de bins que deriva de uma escolha para a largura do
bin. Surge entdao uma duvida referente se a influéncia do tamanho de janela sobre os
calculos depedendem ou nao do niimero de bins usado nos calulos. Para esclarecer este
ponto, fixamos um valor de ¢ = 1.2 e calculamos novamente a entropia nao extensiva,
porém agora para diferentes niimeros de bins (14, 18 e 22), figura 22. Estes valores foram
selecionados por estarem em torno do valor 6timo apontado pelo critério de Scott. Em
todos os estudos realizados verifica-se novamente que a partir de aproximadamente 250
pontos a entropia S, vai tendendo a ser constante. Outros testes nao mostrados aqui foram
refeitos também para diferentes valores do parametro ¢, e em todos os casos o valor critico

do tamanho de janela em torno de 250 pontos foi verificado.
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Figura 23 — Grafico de S, em funcao da série temporal, fixando valores ¢ = 0.6 e nimero
de bins=18, e janela deslizante de tamanho 300 pontos (24 mil anos).

Logo podemos concluir parcialmente que a entropia vai tendendo a uma constante
conforme o tamanho da janela é aumentado. Sendo assim, para estudos posteriores

consideramos janelas com largura maior ou igual a 250 pontos, ou 20 mil anos.

Com base no anterior, realizamos um estudo posterior no qual usamos uma janela
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deslizante de 300 pontos (24 mil anos) e um passo de 15 pontos (1200 anos) para calcular
a entropia ao longo da série temporal. Para este estudo fixamos um valor de ¢ = 0.6 e
utilizando o nimero de bins 18 conforme o critério de Scott. A evolucao da entropia pode
ser observado na figura 23. A escolha inicial deste valor de ¢ foi visando a magnificacao

das possiveis variagoes da entropia ao longo da série temporal.

Os resultados sugerem que a entropia diminui conforme o tempo avanca passa,ndo
por um minimo em torno de 40 mil anos atras. Posteriormente conforme o sistema avanca
na diregao do dltimo periodo interglacial (ponto critico) a entropia aumenta novamente.
O anterior sinaliza que a aproximacao a um ponto critico, ao menos para os nossos dados

estudados aqui, vem acompanhado de um aumento da entropia do sistema.
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Figura 24 — Grafico de S, em funcao da série temporal, fixando valores ¢ = 0.6 e bins=14
e janela deslizante de tamanho 300.

Com vistas a conferir este comportamento repetimos os mesmos calculos, porém
usando um ntmero diferente de bins (14 bins) na bineriza¢ao das flutuagoes dentro das
janelas estudadas. Os resultados aparecem mostrados na figura 24. Mais uma vez verifica-se

o mesmo comportamento no sistema referente a variagdo da entropia do sistema ao longo
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do tempo, onde a entropia passa por um minimo e aumenta conforme o sistema evolui na

dire¢ao do ponto critico.

Posteriormente, os dados foram analisados usando-se como critério o grau de nao
extensividade da entropia. Para este fim, 4 entropias para diferentes valores do parametro
de extensividade q foram calculadas ao longo da série temporal, usando uma janela de 300
pontos e um niimero de bins igual a 14. A idéia deste estudo é verificar se o comportamento
anterior depende do parametro ¢. Os valores dos parametros de ¢ obtidos estao acima e
abaixo do valor classico de 1, incluindo sistemas com diferentes graus de extensividade. Um
grafico com diferentes valores de ¢ (0.6, 0.8, 1.01 e 1.7) e fixando um nimero de bins 14,

foi plotado a fim de visualizacdo do comportamento da entropia em relacao ao parametro

q.
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Figura 25 — Gréafico de S, em funcao da série temporal, fixando um nimero de 14 bins e
variando valores de ¢ e deslizando uma janela de tamanho 300.

Os dados sao observados na figura 25, onde verifica-se que o fenémeno é indiferente
do parametro ¢ utilizado. Note que os dados das entropias foram todos normalizados pelo
valor das respectivas entropias no instante de tempo maior da série. Os dados sinalizam

um minimo em torno de 40 mil anos na série temporal de entropias, ou seja, um sistema
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mais ordenado. Este comportamento é mais bem caracterizado por parametros ¢ menores

que 1.

Para esclarecer melhor os resultados obtidos até este momento, mostra-se na figura
26 as diferentes entropias para o mesmo valor de ¢ = 0.6 e calculadas para 3 valores
de bins escolhidos em torno do valor étimo de 18 bins (critério de Scott). Na figura
também foi adicionada a série inicial das variagoes de deutério. Note que a analises com
14 bins é a menos clara em relacdo ao comportamento qualitativo da entropia. Por todo o
anterior podemos concluir que a entropia deste sistema dimunui passando por um minimo
e aumenta novamente conforme o sistema se aproxima do ponto critico, que em nosso caso

¢é associado com a transi¢ao para o ultimo periodo interglacial.
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Figura 26 — Grafico de S; em funcao da série temporal, fixando um valor de ¢ = 0.6
variando nimero de bins (14, 18 e 22), e deslizando uma janela de tamanho

300.

3.3.2 Série 2

Agora, vamos fazer as mesmas analises dos mesmos parametros vistos na secao

anterior, porém desta vez utilizando a série temporal das flutuagoes série 2. Como dito,
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diferentes parametros podem influenciar na técnica de deslizamento de janelas. Dentre
eles o tamanho da janela torna-se critico. O primeiro ponto a ser abordado foi como
os calculos dependem do tamanho da janela deslizante. Para isto, diferentes calculos de
entropias nao extensivas com diferentes parametros ¢ foram realizados na série temporal.
Estes resultados sao mostrados na figura 27. A entropia (5,) foi calculada para diferentes
valores de ¢, fixando um niimero de bin, que foi obtido usando o critério para construir o

histograma.
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Figura 27 — Grafico de S, em funcao da janela de deslizamento para diferentes valores de
q(¢g=0.7,¢g=12e g =1.8) e para uma quantidade de bins que foi obtido
com o critério de Scott(ntimerodebins = 19)

Como visto, quando temos tamanhos de janela a partir de aproximadamente 300
pontos (24.000 anos) ndo existem muitas variagoes no resultado. Conforme vai aumentando
o tamanho da janela, a entropia (S,) vai tendendo a ser constante, vemos entao que S,
nao depende do tamanho da janela deslizante. Sendo assim, andlises feitas posteriormente
usando a técnica de deslizamento de janela, deverao usar janelas de tamanho maior ou

igual a 300 pontos (24 mil anos).

Entao seguindo as analises, um outro parametro que frisamos durante boa parte
dos nossos resultados, foi o nimero de bins que deriva de uma escolha para o tamanho
do mesmo. Porém, nas se¢oes anteriores de quando construimos nossos histogramas com
nossas flutuagoes, percebe-se que para diferentes valores de bins acarreta em diferentes

histograma e diferente valores de ¢q. Logo vamos verificar se a influéncia do tamanho das
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janelas vai depender do valor de bins que usamos para fazer os calculos. A fim de verificar o
anterior, fixamos um valor de ¢ = 1.2 e calculamos a entropia nao extensiva para diferentes
numeros de bins (15, 19 e 23). Os resultados sdo mostrados na figura 28 onde verifica-se
novamente que a partir de aproximadamente 300 pontos a entropia S, vai tendendo a ser

constante.
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Figura 28 — Grafico de S, em funcao da série temporal, fixando valores ¢ = 0.6 e bins=15
e janela deslizante de tamanho 300.

Como observado nos dois tltimos graficos, a entropia vai tendendo a uma constante
conforme aumentamos o tamanho das janelas deslizadas. Sendo assim, para estudos

posteriores consideramos janelas com largura maior ou igual a 300 pontos.

Partindo disso, utilizamos uma janela deslizante de tamanho 300 pontos (24 mil
anos) com passo de 10 pontos (800 anos), na qual comegamos deslizando do periodo
mais antigo para o tempo presente. Em cada etapa pegamos os tltimos 300 pontos e
fazemos todas os calculos para essa janela depois deslizamos 10 pontos pra esquerda e
novamente fizemos as mesmas analises para a nova janela. Para isso, fixamos o valor

q = 0.6 e utilizamos o nimero de bins 19 (figura 29) para obter os valores da entropia.
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Figura 29 — Grafico de S, em func¢ao da série temporal, fixando valores ¢ = 0.6 e bins=19
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Podemos perceber com o grafico obtido, que a entropia vai diminuindo ao longo do
avango temporal e tem bruscas quedas. Apos a entropia passar um periodo de valores mais
baixos, percebemos um crescimento do mesmo em dire¢do ao tltimo periodo interglacial,
como visto no gréafico 9, é um periodo de ponto critico onde ocorreu um bruto aumento da
concentracao de deutério, logo o aumento da temperatura climatica. Mostrando que, para
0 nosso estudo, a entropia do sistema vem aumentando e acompanhando a aproximacao

do ponto critico.

Para verificar a conclusoes obtidas anteriormente, repetimos os mesmos calculos com
o mesmo valor de ¢ = 0.6 mas agora utilizando o valor de bin igual a 15. O comportamento
da entropia para essa quantidade de bins pode ser vista na figura 30. A figura mostra o
mesmo comportamento obtido no grafico anterior, em que a entropia do sistema tem seus
pontos minimos aproximadamente nos mesmos pontos, e um aumento conforme vai se

aproximando do ponto critico.
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Figura 31 — Grafico de S, em funcao da série temporal, fixando um nimero de 15 bins e
variando valores de g e deslizando uma janela de tamanho 300.

Em seguida, repetimos os mesmo calculos feitos para obter os dois tltimos graficos,

porém agora analisando o pardmetro ¢. Para isso, calculamos a entropia para diferentes
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valores de ¢ ao longo da série temporal, utilizando novamente uma janela de 300 pontos,
passo de 10 pontos e fixando um nimero de bins igual a 19, que foi o obtido com o
critério de Scott. A finalidade dessa andlise, é verificar se o comportamente que vimos
anteriormente depende do parametro g. Os valores de ¢ utilizados para este calculo, foram
valores com diferentes graus de extensividade, valores acima e abaixo de ¢ = 1. Plotamos
o gréfico com diferentes valores de ¢ (0.6, 0.8, 1.01 e 1.7) e fixando o nimero de bins 15,

figura 31.

Na figura 31, observamos que, independente do valor escolhido do parametro g,
teremos comportamentos extremamente similares para entropia. Para melhor comparacao
entre as entropias no grafico, seus valores foram normalizados pelo valor das respecti-
vas entropias no instante de tempo maior da série. As entropias obtidas, nos fornecem

comportamentos similares do ponto de vista qualitativo.
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Figura 32 — Gréfico de S, em funcao do tempo, fixando um valor de ¢ = 0.6, variando
nimero de bins (15, 19 e 23), e deslizando uma janela de tamanho 300.

Na figura 32, podemos perceber que nos momentos em que temos um aumento
da entropia como em aproximadamente 35 mil anos, teremos também um leve, mas
consideravel aumento nas flutuacoes dos nossos dados no mesmo periodo da série temporal.
E assim como foi visto nos graficos anteriores e para ambas as séries de flutuacgoes,
percebemos claramente um aumento da entropia a caminho do periodo de tempo presente

na série temporal.
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3.3.3 Comparacao entre ambos resultados

Neste ponto faremos uma breve comparacao entre os resultados obtidos para ambas
séries temporais das flutuacgoes da concentracao de deutério. Lembramos que ambas as
séries temporais (identificadas como Série 1 e Série 2) foram obtidas a partir da série
temporal da concentragao de deutério, porém seguindo diferentes métodos matematicos
para eliminar as tendéncias na série original. A idéia deste ponto, é obter uma apreciagao de
como os resultados ou conclusoes derivadas das analises podem ser consideradas genéricas

ao sistema, ou decorrente do método empregado na sua obtencgao e analises posteriores.

O primeiro ponto esta relacionado com o grau de extensividade das séries temporais
de flutuagoes estudadas. A série 1 mostrou um g, igual a 1.19, enquanto que as andlises
da série 2 mostraram um ¢s.,s = 1.02, bem perto do valor associado a entropia classica
(@sens = 1). Note que esta comparagao é realizada usando um mesmo critério padronizado
para construir os histogramas (critério de Scott). Com base nestes resultados inicialmente
nao podemos concluir definitivamente que o sistema analisado possa ser considerado, em

toda a sua extensao temporal (base de tempo analisada), como nao extensivo.

Entretanto, uma analise mais cuidadosa sobre a forma de extracao das flutuacoes a
partir da série original de deutério, sugere que a eliminagao das tendéncias usando um ajuste
com multiplas fungoes lorenzianas (Série 1) permite a obtengao das flutuagoes intrinsecas
ao sistema de uma maneira mais realista. Dito de outra forma, o método de ajuste citado
elimina as tendéncias de uma forma mais eficiente, permitindo captar a existéncia de
variagoes bruscas (picos e depressdes) na série original de deutério, conforme pode ser
observado da comparacao das figuras 12 e 11. Também os dados na tabela 3 mostram que
mesmo com diferentes tamanhos de bins a binarizacdo dos dados correspondentes a Série
1 leva a um parametro g, diferente do classico valor ¢ = 1, desde que os tamanhos de

bins estejam em torno do sugerido pelo critério de Scott.

Por tudo o anterior podemos sugerir que a série temporal das flutuagoes de deutério
apresenta algum grau de nao extensividade durante o periodo observado. Também nao
podemos esquecer que existe a possibilidade de que o sistema seja nao extensivo em alguns

periodos de tempo, ou seja, parcialmente.

Por outro lado, ambas as analises indicam que as séries temporais da entropia
mostram um comportamento qualitativo que sugere a existéncia de mudancas de ordens
ao longo do tempo. Os dados analisados sugerem que a entropia aumenta conforme o
sistema se aproxima de um ponto critico, identificado em nossos dados pela emergéncia do
ultimo periodo glacial. Este aspecto sugere que a entropia pode ser considerada como um
indicador da emergéncia de uma transicao critica num sistema altamente nao linear como

o estudado neste trabalho.
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3.4 Entropia como indicador para antecipar pontos criticos em sé-

ries temporais

A antecipagao de pontos criticos representa um desafio no estudo de sistemas
complexos. Conforme destacado na introducao, um aspecto importante nestes estudos
consiste em estudar como a emergéncia ou aproximagao a um ponto critico por um sistema
pode ser detectado através do estudo de indicadores ou parametros incluidos na resposta do
sistema. Nesta linha de analises o fendmeno de critical slowing down sugere que, em geral,
na vizinhanca de uma transi¢ao abrupta a recuperagao de um sistema a determinadas
perturbacoes ¢ muito lenta. Essa taxa diminuida de recuperagao do sistema perante uma
perturbacao, pode ser inferida através de um aumento na memoria do sistema quando o
mesmo ¢é perturbado ou afastado de seu estado. Isto sugere um aumento no coeficiente

de autocorrela¢do com atraso unitério e/ou um aumento da varidncia nas flutuagoes do

sistema.
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Figura 33 — Gréafico de AR1 e a variancia em fungao do tempo.

Para verificar a equivaléncia entre as evolugoes temporais destes coeficientes e

compara-los com as variagoes das entropias verificadas ao longo da série temporal explora-
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mos a série de flutuagoes, denominada Série 1. A escolha desta série de flutuacoes para
realizar este trabalho esteve relacionada ao fato de que a mesma parece captar melhor as
flutuagoes, dado o critério usado (multiplas lorentzianas) para eliminar as tendéncias na

série original de deutério.

Com base no anterior, nesta se¢do calculamos estes dois indicadores usando a
técnica de deslizamento de janela, onde a janela de observacao é deslocada para perto da
transicdo ao estado interglacial. A largura da janela utilizada foi de 300 pontos (24000
anos), enquanto o passo de deslocamento foi de 800 anos, ou seja, 10 pontos. Os dados
aparecem reportados na figura 33, onde também pode ser observada a série original de
deutério. Na figura nota-se um aumento do coeficiente de autocorrelagdo conforme o
sistema se aproxima da transicao critica. Note também a pequena mudanca no coeficiente
AR1 levemente acima de 40000 anos. Perto da época atual o coeficiente atinge um valor
proximo de 0.7 o qual torna a ser algo significativo. Conforme destacado, isto sugere uma

resiliéncia do sistema ao ser afastado de seu estado atual.

Na mesma figura pode-se observar a variacdo da variancia das flutuacoes de 2H.
Note que em torno de 40000 anos a variancia comega a aumentar, porém de uma maneira
menos significativa do que o coeficiente AR1. Esta fenomenologia pode ser interpretada
como uma evidéncia de que o sistema esta alternando entre dois estados mutuamente
excluentes. Na parte superior é mostrada a série original de deutério em fun¢ao do tempo

para efeitos de comparagao ou visualizagao da aproximacao do sistema ao ponto critico.

Por outro lado, os nossos dados sugerem uma forte indicagao de que a entropia,
sendo uma grandeza que pode caracterizar o grau de ordenamento de um sistema, pode
também ser usada como um indicador da aproximacgao do sistema a um ponto critico. De
fato, os dados anteriores mostrados neste trabalho tem evidenciado esta suposicao. Este
efeito pode ser observado na figura 34 onde se observa a dependéncia temporal da entropia
para ¢ = 0.6, o coeficiente Arl, além da variancia. Todos os indicadores aumentam ou
mudam de tendéncia significativamente conforme o sistema se encaminha para a transicao

critica.

Por fim, e para efeitos de comparacao as duas figuras seguintes 35 e 36 mostram a
entropia nao extensiva para ¢ = 0.6 em fun¢ao do tempo, acompanhada das respectivas
variagoes dos parametros AR1 e variancia. Em ambas as figuras é mostrado a série original
de deutério e sua evolugao temporal. Todos estes resultados poderiam ser discutido sob
a luz de outras entropias com graus de extensividade diferentes, ou seja, tendo outros
parametros de extensividade (¢ diferentes), além de tamanhos de janelas e ntimero de bins
diferentes. Estes testes ndo sao mostrados neste trabalho mas os mesmos foram realizados

e verificados os resultados [1].
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4 Conclusao

Em resumo, nosso trabalho mostra que estatisticas nao-extensivas podem ser uteis
na analise das séries temporais do clima da Terra. Esse procedimento pode permitir uma
andlise mais precisa de fendmenos como o aquecimento global. Os dados interpolados da
concentragao de deutério correspondentes a concentragao de deutério durante a ultima
glaciacao, foram divididos para duas séries de flutuagoes, obtidos usando duas fungoes
diferentes. Vemos que os dados sao distribuidos como uma g-gaussiana com valores
qg=1.19 e g = 1.09, para Série 1 e Série 2, respectivamente. A analise das séries temporais
de entropias de Tsallis correspondentes ao ultimo periodo glacial-interglacial sugere a
existéncia de diferentes niveis de complexidade durante a transicdo do ultimo periodo

glacial para o interglacial.

Quando feita as analises de entropia utilizando método de deslizamento de janelas,
chegamos a conclusao que independente do pardmetro a ser analisado, a entropia sempre
vai se comportar da mesma forma para a série temporal de concentracao de deutério.
No momento que a entropia sai de um periodo interglacial para o glacial, ela sofre uma
visivel diminui¢ao nos seus valores. E quando ela vai se aproximando do periodo integlacial
na escala de tempo, temos um aumento dos valores da entropia. Conclui-se entao, que
o comportamento da entropia em relagao a série temporal, vai ser independente dos

pardmentros (nimeros de bins, valores de ¢ e tamanho de janelas).

A dependéncia temporal da entropia de Tsallis mostra um comportamento con-
sistente com o do coeficiente de autocorrelagdo e a variancia. Isto sugere que também
pode ser usado como um alerta precoce da proximidade de uma transicao critica no
sistema climatico da Terra, embora mais estudos e testes em diferentes sistemas continuem
sendo necessdrios. As entropias Sq diminuem, passando por um minimo, apds o que elas

aumentam novamente a medida que o sistema se aproxima da transigao critica [1].
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APENDICE A - Revisio de Termodinimica

A.1 Ponto de Vista Macroscopico e Microscopico

Na Fisica, quando fazemos um estudo de um fenémeno, iniciamos com a separa¢ao
de uma parte a ser estudada, no qual sera dada a maior atencao que chamamos de sistema.
A parte que cerca o sistema é chamado de vizinhanga, meio externo ou meio ambiente, e

tera influéncia direta no comportamento do sistema.

No ponto de vista macroscopico, consideramos as caracteristicas perceptiveis pelo
nosso senso. Por exemplo, descrevemos um sistema contido no cilindro de um motor
de um automével especificando quatro quantidades: composi¢ao, temperatura, volume e
pressao. Estas quantidades referem-se a caracteristicas "grosseiras', que sao perceptiveis
pelo nosso senso. Tais caracteristicas fornecem uma descrigdo macroscopica do sistema,

sendo chamadas de coordenadas macroscopicas.

Na Mecénica Estatistica, ponto de vista microscépico, um sistema é formado por
um grande nimero de moléculas, N moléculas, que interagem entre si por meio de colisoes
ou através de forgas a distancia. Tais moléculas podem existir cada uma num conjunto de
estados com energias €1, €9, £3... O sistema de moléculas pode ser pensado de forma que
ele pode ser isolado, ou também pode ser considerado fazendo parte de um agrupamento

de sistemas similares, chamados de Ensemble.

Mesmo que os pontos de vista nao sejam compativeis, nao sejam iguais, eles se
interligam quando ambos sao aplicados a um mesmo sistema. O ponto de vista macroscopico
nada mais é que médias, durante um certo intervalo de tempo de um certo nimero de
caracteristicas microscopicas. Pressao é uma quantidade macroscopica, que é dada pela
razao média da variacao da quantidade de movimento devido a todas as colisdes moleculares
que ocorrem numa certa unidade de area. Porém, esta quantidade é perceptivel pelo nosso
senso. No ponto de vista microscopico, ¢ admitida a existéncia de moléculas, suas interagoes,

seus estados de energia, etc [29].

A.2 Postulados da Termodinamica de Equilibrio

Antes de introduzirmos os postulados da Termodindmica de equilibrio, precisamos
definir um sistema simples. Sao sistemas homogéneos macroscopicamente, isotrépicos, nao
carregados, grandes o suficiente para que efeitos de superficie possam ser desprezados.
Além disto, nao estdo sob efeito de campos elétricos, magnéticos ou gravitacionais. E

Fluido Puro vamos considerar sendo um sistema simples com um tinico componente e na
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auséncia de campos externos [2].

O problema fundamental da termodinamica consiste em determinar o estado de
equilibrio dos sistemas apds removermos alguns vinculos. Este problema sera solucionado

a partir dos Postulados Termodinamicos.

Primeiro Postulado Existem estados especificos (chamados de estados de equili-
brio) de sistemas simples que, macroscopicamente, sao inteiramente especificados através
do conhecimento dos pardmetros extensivos: Energia Interna (U), Volume (V) e o Numero
de Particulas (N).

Um sistema composto é formado por um conjunto de sistemas simples separados

por paredes ou vinculos.

Segundo Postulado Existe uma fungao, chamada Entropia S = S(U;V; N), dos
pardmetros extensivos (U,V,N), que é definida para todos os estados de equilibrio. A
entropia possui a propriedade de que os valores assumidos pelos parametros extensivos, na
auséncia de um vinculo interno, sdo aqueles que maximizam a entropia sobre os possiveis

estados de equilibrio.

Como func¢ao dos parametros extensivos, a entropia constitui uma equagao funda-
mental de um dado sistema, e essa equacao contém todo o conhecimento termodinamico

sobre esse sistema.

Terceiro Postulado A fungao entropia S = S(U,V, N) é continua, diferencidvel
e monotonicamente crescente com a energia interna. Além disto, esta funcao é aditiva
sobre cada uma das componentes do sistema, isto é, supondo que existam dois sistemas

representados por Sy e Sy, entdo a entropia do sistema composto é dada por

S(Uy, Us, Vi, Vo, N1, No) = S1(Uy, Vi, N1) + Sa(Us, Va, Na). (A1)

O fato de que S(entropia) é monotonicamente crescente com U (energia interna),

nos leva a concluir que

0S
<8U> > 0 = Temperaturasemprepositiva’. (A.2)

Podemos inverter a relagao funcional acima e encontrar uma fungao U = U (S, V, N).

O fato de S ser aditiva, faz com que ela seja homogénea de grau um,

SO\, AV, AN) = § <% ]VV 1) — s(u,v) (A.3)
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sendo u = %, v = %, 5 = % as chamadas densidade de energia, volume e entropia,
respectivamente.

Quarto Postulado A entropia é nula quando

08
(52) - »

E equivalente a Terceira Lei da Termodinamica, é o enunciado da Lei de Nernst e

implica que no zero absoluto da temperatura a entropia é nula.

A.3 Teoremas Matematicos

Existem alguns teoremas do calculo de derivadas parciais que sao simples e sao

utilizados com bastante frequéncia na Termodinamica. Suas demonstracoes sao as seguintes:

Supondo que existe relagao entre as variaveis x, y e z, tal como
f(z,y,2) = 0. (A.5)

TEOREMA 1: Imaginando entao, z como funcao de y e z, escrevemos:

ox ox
dr=|—| d — | d=z. A.6
' <%>zy+<%>yz Ao
De modo equivalente, podemos fazer y como funcao de x e z e entao teremos:
_ (9 dy
dy = (83@) Z dx + <8z>x dz (A7)

Subtituindo a equacdo A.7, em A.6, temos:
_ (9% |(%y 9y Oz
dr = <ay)z [<8x>zdx+<8z>md4 +<82>ydz’ (A.8)
ox dy ox dy Ox
N 9 il - = . A.
<8y>z<8w>zdx%_[<3y>z<82>x+_<02>y]d2 (49)

Apos fazermos as substitui¢oes, temos que das trés coordenadas, somente duas sdo inde-

pendentes x e y. Fazendo dz = 0 e dz # 0, concluimos que:

ox oy
(ay) <M> = (A.10)

E agora, fazendo dx = 0 e dz # 0, concluimos que:

ox oy ox
(ay)z (az),,, ! (az>y -0 (AED
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Rearranjando os termos da equacao acima temos que:

(3).) (%)
(5).2).(),-

Este resultado serd muito ttil nos calculos de termodindmica. TEOREMA 2: Agora,

o que nos da

imaginando entao, z como funcao de z e y, temos:

0z 0z

e () v (%) s

Substituindo esses valores na equacao A.14, teremos

definindo valores,

dz = Mdx + Ndy. (A.16)

Derivando parcialmente M e N em relacao a y e a x, respectivamente, teremos:

oM 0%z
) = Al
< dy )x 0xdy (A-17)
e
ON 0%z
<8x>y - Oyox (A-18)

Observando que suas derivadas de segunda ordem sao iguais, podemos deduzir que:

<%";>x _ (g)y' (A.19)

A.4 Parametros Intensivos da Termodinamica

Sao denominadas intensivas, as propriedades do sistema que apos dividir, perma-
necem com seus valores inalterados; e chamamos de extensiva, aquelas que alteram seu
valor, como exemplo, a massa. Entao temos como coordenadas intensivas de um sistema,
pressao e temperatura que serao independentes da massa do sistema; e as coordenadas
extensivas sao proporcionais a massa. Na representacao da energia interna, temos que a

equagao fundamental de um fluido puro é dada pela relagao

U=U(S,V,N), (A.20)
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sendo assim, temos entao, a forma diferencial

MJ:<8U> ¢S+<3U> m/+<8U> dN. (A.21)
S )y x V) gn ON ) 4

Esta equacao descreve um processo termodinamico. Fazendo comparagao com a expressao

da lei da conservacao da energia,
AU = AQ + AW ecanico + AW guimico (A.22)
onde podemos reescrever da seguinte forma,
AU =TAS — pAV + pAN. (A.23)

A partir da equacao acima, podemos obtemos as defini¢oes dos pardmetros intensivos:

as

Pressao — p = <8U> ;
= \ov),,
S,N

ou
Temperatura — T = ( ) ;
V,N

ON
Como T =T(S,V,N), P=P(S,V,N) e pn = u(S < V, N) sao fungoes, elas fornecem as

equacgoes de estado na representacao da energia. Partindo da representagao da entropia

Potencial Quimico — p = <8U>
A%

S = S(U,V,N), podemos obter os mesmo parametros intensivos

ds = 95 dU + 95 dVv + 95 dN. (A.24)
U )y n WV )y N ) yy
Agora, fazendo a comparacao com a expressao da lei da conservacao da energia, definimos

0s seguintes parametros
AU =TAS — pAV + uAN (A.25)
rearranjando a equac¢ao acima, obtemos
TAS = AU + pAV — uAN (A.26)
Passando 7" para o outro lado da equacao dividindo
AS:;AU+§AV—;AN. (A.27)

Agora, fazendo comparacao entre as equagoes A.24 e A.27, obtemos as equagodes de

estado na representacao da entropia,

1 oS
T‘(mJWV (A.25)
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oS
(av)U’N (4.29)

oS
() 0

Assim como também podemos escrever em termos de suas densidades U (S, V, N = Nu(s,v).

P
T

—H
T

Temos que tanto a energia U = U(S, V, N) como a entropia S = S(U, V, N) sdo homogéneas

de grau um, ou seja,

Energia Interna U(AS,A\V,AN) = AU(S,V,N)
Entropia S(A\U,\V,AN) = AS(U,V, N).

Sendo assim, quando A = %, temos que:

;]U(S, V,N)=U (ff Xf 1) = U(s,v) (A.31)

Analogamente fazendo para a entropia, temos:

1
NS(U,V,N) = s(s,v) (A.32)

Dessa forma, podemos também escrever uma forma diferencial em termos das densidades

ou ou

e também a expressao da lei da conservacao da energia, em termos da densidade,

du = Tds — pdv (A.34)

A.5 Equilibrio entre dois Sistemas Termodinamicos

Considerammos inicialmente dois sistemas iniciais isolados por paredes adiabaticas,
impermeaveis e fixas. Num certo instante, retiramos o vinculo adiabatico. Qual o novo
estado de equilibrio alcancado pelo sistema? Para obtermos a resposta é necessario

utilizarmos o postulado da entropia maxima e da aditividade da entropia
S = 51(Ur, Vi, N1) + 53(Uz, V2, Na) (A.35)

onde Vi, V5, N1, Ny sdo parametros fixos. O sistema evolui de tal forma a conservar a
energia
U, + Uy = Uy = constante (A.36)
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onde Uy é a energia total do sistema (que também estd fixa). Como a entropia é maxima

ds =0 (A.37)
da equacao A.35, temos
ds ((‘3&) dU; + <852> dU, (A.38)
oUy VLN, oU, Vs, No
dS = ~qu, + L au (A.39)
T ‘
Vemos que,
1 1
- A4
=T (A.40)

de modo que os sistemas irao procurar o equilibrio de modo a igualar as temperaturas.

A.6 Potenciais Termodinamicos

Muitas vezes, é mais conveniente trabalhar com varidveis independentes de acesso
experimental mais facil, como a temperatura 7' ou a pressao P, ao invés de trabalhar na
representacao da energia (em que S, V e N sao varidveis independentes) ou da entropia
(em que U, V e N sao as variaveis independentes). Para resolver problemas deste tipo,
consideramos uma fun¢ao y = y(z), com derivada p = dy/dxz. Temos de encontrar uma
fungdo, da forma ¥ = W(p) que seja equivalente a y = y(x). Isto é conseguido por meio da
Transformada de Legendre. Consideremos entao y = y(z) com p = %. Queremos a fungao

U(p) equivalente a y(z), entdo:
y(x) = V(p) + px (A.41)

temos ¥(p) = y(x) — px — Transformada de Legendre de y(x).

Exemplo: Funcao Quadratica
y=ar’+bx +c (A.42)
vendo pela equacao A.41, a relacdo de ¥ com y, teremos
U(p) = ax® + bz +c— px (A.43)
mas temos que p = %, logo temos que p = 2ax + b. Reescrevendo temos,

p—2>b
= A44
T = (A.44)
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Agora substituindo na equagao A.43, teremos

—b\? —b
a 9 2 1 2 2
_ _9 —(bp — V% — A4
4a2(p pb+b)+2a(bp b —p* +pb) +c (A.46)
2 2 2 2
p= pb b bp b° p
= — -4+ 4+ = - — — A 47
4a 2a+4a+ a 2a 2a+c ( )
2 2
—p bp b
_ v A4
4a +2a 2a+c ( 8)

Se y(x) é convexa — U(p) é concava e vice-versa. A Transformada de Legendre inverte a

convexidade da fungao.

Temos S(U,V, N) ou U(S,V, N), que sao equagoes fundamentais. As varidveis expe-
rimentalmente mais acessiveis sao 1" e P. Vamos agora construir as diversas transformadas
de Legendre da energia U = U(S,V, N). Lembrando que

oU oU oU
I= (as>v,NP - (av)SN“ - (aN) (A.49)

Temos os seguintes potenciais termodinamicos:
1. Energia Livre de Helmholtz

UIT] = F(T,V,N)=U —TS (A.50)

onde foi realizado a troca da variavel S pela temperatura 7'
1. Entalpia

Ulp] = H(S,p,N) =U +pV (A.51)

onde foi realizada a trova do volume V pela pressao p.
1. Energia Livre de Gibbs

UT,p]=GT,V,N)=U-TS+pV (A.52)
onde foi realizada uma dupla transformada de Legendre, em relacao as variaveis S e V.

Como U = U(S,V,N) é uma funcdo homogénea de grau um das suas variaveis,
fazendo a transformada de Legendre em relacao a trés variaveis independentes, obtemos

uma func¢ao identicamente nula.

UT,pu)=U—-TS+pV — uN (A.53)
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usando a relagao de Euler
U=TS—-pV +uN (A.54)

Por fim teremos,

UT,p,pu) =TS —pV +uN —TS+pV — uN =0 (A.55)
Usando a relagao de Euler e a energia livre de Gibbs, podemos reescrever o seguinte

G(T,p,N)=U—-TS5+pV (A.56)

mas

U=TS —pV + uN (A.57)

G(T,p,N) = TS —pV +uN —TS+pV
= ulN =nu(T,p) (A.58)

isto significa que o potencial quimico como fun¢ao da temperatura e da pressao é a energia

livre de Gibbs por particula.
(T, p) = +G(T,p, N) —Status de equacdo fundamental (Gibbs-Duhem).

Da mesma maneira podemos encontrar uma expressao entre o grande potencial

termodinamico e a relacdo de Gibbs-Duhem

(T, V,p) = U—-TS8—puN
= TS—pV+uN-TS —uN
= —pV =-Vp(T,p)
1

- _V@ (A.59)

p(T, 1) = (T, V, n) —status da equacgao fundamental.

Portanto, a pressao como fun¢ao da temperatura e do potencial quimico é o grande

potencial termodinamico por volume.
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