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Resumo

Alguns estudos mostraram resultados divergentes a respeito da estabilidade de solugdes
tipo singularidade nua presente na métrica de Schwarzschild com massa negativa. Este
trabalho apresenta a comparacao entre dois métodos divergentes entre si, e conclui que
a solucao é instavel sob perturbacoes polares. Estudou-se também a estabilidade para
a solugao Einstein-Maxwell-dilaton (EMD) que tem um campo dilaténico acoplado ao
campo de calibre. Foi feita a andlise para o buraco negro e a singularidade nua presentes
na solucgao através da perturbacdo com um campo escalar massivo e ndo massivo. Os
resultados para as solugoes tipo buraco negro se mostraram inconclusivas, enquanto que a

singularidade nua é instavel sob tais perturbacoes.

Palavras-chave: Buracos negros, Singularidades nuas, Relatividade Geral, Estabilidade,

Solugao EMD.



Abstract

Some studies have shown divergent results regarding the stability of naked singularity
solutions present in the Schwarzschild metric with negative mass. This work presents the
comparison between two divergent methods, and concludes that the solution is unstable
under polar perturbations. Stability was also studied for the Einstein-Maxwell-dilaton
(EMD) solution having a dilatonic field coupled to the gauge field. An analysis was made
for the black hole and the naked singularity present in the solution through perturbation
with a massive and non-massive scalar field. The results for black hole solutions were

inconclusive, while the naked singularity is unstable under such perturbations.

Keywords: Black hole, Naked singularity, General Relativity, Stability, EMD solution.
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Introducao

A teoria da Relatividade Geral (RG), desenvolvida por Einstein, descreve a gravidade
como uma propriedade geométrica do espaco-tempo. Em particular, mostra como a
curvatura do espago-tempo é modificada na presenca de matéria e/ou energia. Essa teoria
¢é regida por equagoes que permitem solugdes que descrevem buracos negros, que ¢ um
espago-tempo onde a regiao externa esta separada da regiao interna pelo horizonte de
eventos. Este é uma hipersuperficie limite de maximo retorno.

Foi gragas a Schwarzschild, em 1916[2], que uma solugao tipo buraco negro surgiu como
a primeira solucdo simetricamente esférica das equagoes de Einstein para o vacuo. O
termo “buraco negro” foi introduzido, muito tempo depois, por Wheeler em 1967[3]. Ele
é formado quando um corpo de massa M colapsa em um raio menor que 7 = 2GM/c?,
chamado raio gravitacional.

O mesmo tipo de solucao das equacgoes de Einstein pode ser encontrada tomando a
massa como negativa nas equagodes de campo, porém com uma descrigao fisica diferente.
Nesse caso ha a apari¢gao de uma singularidade, assim como no buraco negro, porém ela
nao esta coberta pelo horizonte: esse objeto é chamado de singularidade nua. Esse
tipo de singularidade é acessivel para um observador externo enquanto a singularidade do
buraco negro nao. Um ponto importante é saber se tais objetos podem existir ou nao no
universo, e nesse contexto estuda-se a estabilidade das solucgoes.

O artigo de Gibbons et al. [I], em 2004, foi o primeiro a estudar perturbativamente
a singularidade nua presente na métrica de Schwarzschild com massa negativa. Nesse
artigo as equacgoes perturbadas sdo escritas na forma de uma equagao tipo-Schrodinger
e ¢ analisada a positividade do auto-valor. Conclui-se que a singularidade é estavel a

partir de uma determinada escolha de um valor particular das condi¢oes de contorno,
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que satisfazem as condigoes fisicas do problema, e que garantem que o operador seja
auto-adjunto. Entretanto, em 2006, Gleiser e Dotti [4], fizeram uma revisao desse artigo
e usando um método diferente, encontraram que para qualquer auto-valor a solucao é
instavel.

Essa divergéncia da estabilidade das singularidades nuas e o interesse em entender
melhor esse objeto tao curioso foram as motivagoes desse trabalho. O objetivo ¢é estudar a
(in)estabilidade do caso singularidade nua da métrica de Schwarzschild, comparar ambos
os métodos citados anteriormente e, posteriormente, aplicar a mesma andalise para a
solucao Einstein-Maxwell-dilaton (EMD)[5]. A solugdo EMD ¢é a teoria eficaz de baixa
energia mais simples que surge na teoria das cordas. Ha a presenga de um campo escalar
chamado campo de dilaton, que se acopla ao campo de calibre. Isso generaliza a teoria
de Einstein-Maxwell adicionando o dilaton com seu respectivo termo cinético e também
acoplando-o ao termo Maxwell na acao.

A dissertacao foi organizada da seguinte forma. No capitulo 1 é feita uma pequena
revisao da Relatividade Geral que é o material base que sera usado até o final da dissertacao.
A solucao de Schwarzschild é apresentada no capitulo 2 onde as estruturas basicas de
buracos negros, como horizonte de eventos, singularidades e diagrama de Carter-Penrose,
sao apresentadas. Ambos capitulos sao baseados em livros-textos de relatividade geral
com énfase na referéncial6]. No capitulo 3 sdo apresentadas as ferramentas matemaéticas,
como os operadores auto-adjuntos e fungoes de quadrado integravel, que serao essenciais
para a andlise da estabilidade das solugdes. A discussao principal dessa dissertacao esta no
capitulo 4. Nele ¢ feito o estudo dos artigos de Gibbons et al.[I] e Gleiser e Dotti[4] com
énfase na abordagem de cada um para lidar com a questao da estabilidade, além disso,
no final é feito uma comparacao entre eles, ja que ha uma divergéncia de resultados. Por
fim, no capitulo 5, aplica-se a analise para a solu¢ao de EMD, abordando os varios casos
possiveis de solugao. Na Conclusao é descrito os resultados encontrados na dissertacao de

forma mais sucinta.
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Capitulo 1

Introducao a Relatividade Geral

Relatividade Geral(RG) é a teoria de Einstein que estuda o espago, tempo e a gravitacao.
A ideia principal dessa teoria é que a gravitacao é intrinseca ao proprio espacgo-tempo.
Em particular, a gravidade que é sentida, por exemplo na Terra, ¢ uma manifestacao
da curvatura do espaco-tempo. Na RG a Gravitacao é explicada como curvatura do
espacgo-tempo. Logo a RG é uma teoria da gravitacdo que emprega a geometria como
ferramenta descritiva. Essa relacao entre gravidade e curvatura é o que essa teoria tenta

mostrar. Mas, antes da RG, ja existia uma teoria da gravitacdo, a de Newton.

1.1. Gravitacao Newtoniana e Principio da equivaléncia

Na teoria Newtoniana a maneira de se abordar a gravitacao é por meio de forcas entre
particulas. A forga entre dois objetos de massa M e my, separados por uma distancia r ¢
dada pela lei da gravitagao universal

GMmy .

2 T

F=-—

(1.1)

r

Essa mesma forca, atuando em um objeto parado de massa inercial m; para lhe dar uma

aceleracao, é dada pela segunda lei de Newton

Utilizando as equagoes (1.1)) e (1.2)), é possivel calcular a aceleragao sofrida por um
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corpo devido a forga gravitacional

a=— (%> M, (1.3)

™m; r2

As massas m; e my possuem propriedades bem distintas, mas apdés um experimento da

teoria newtoniana feito por E6tvos, pode-se mostrar que

m; = my. (1.4)

Essa igualdade é valida no limite experimental, na RG parte-se desta igualdade, como um
axioma e ¢ isso que permite descrever a gravitagao como geometria. Esse é chamado de
Principio da Equivaléncia Fraco. A consequéncia desse principio é que a aceleragao
em um referencial inercial é equivalente a aceleragao gravitacional.

Albert Einstein fez um experimento mental que exemplifica esse fato: uma pessoa dentro
de uma caixa acelerada para cima nao consegue distinguir se ele realmente esta sendo
acelerado para cima ou se a caixa esta parada sob o efeito de um campo gravitacional para
baixo. Ou seja, um referencial linearmente acelerado relativo a um referencial inercial é
localmente idéntico a um referencial estatico sobre um campo gravitacional. Em outras
palavras, localmente as leis da fisica se reduzem a relatividade restrita; é impossivel detectar
a existéncia de um campo gravitacional por experimentos locais. Isso ficou conhecido como

Principio de Equivaléncia de Einstein.

1.2. Resultados matematicos

Uma ferramenta muito importante ao se trabalhar com a RG sao os Tensores. Eles

sao objetos que seguem a seguinte lei de transformacao frente a mudanca de coordenadas

! ! v v
Tt oxtr  Oxtx 0z¥* Ox ’"Tm.,..yk (1.5)
7NV Ot Ok axyi a{L’V;n VleoWm? .

e sdo uteis pois as equagOes tensoriais possuem a mesma forma em qualquer sistema
de coordenadas. Além disso, eles estao definidos em uma variedade, que é um espaco

n-dimensional localmente isomorfo ao R"[6]. As componentes de um tensor também
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mudam quando muda-se a base do espaco vetorial. Se um tensor é transformado como

Y 8ﬂfi, 8JJ]/ -
T = -——T", 1.6
oxt 0xd (1.6)
entao ele é dito contravariante. Se ele se transforma na forma
ox' Ox?

ele é chamado de covariante.
Também é necessario definir a derivada covariante, pois a derivada parcial nao se

transforma como um tensor. E dada por
V.V =0,V + T,V (1.8)

O termo '}, ¢ termo de corregao para que a derivada se transforme como um tensor. Ele
chama-se conexao afim e estd ligado a auséncia de um sistema cartesiano de coordenadas
global. Matematicamente, esta relacionado ao fato que o espaco tangente local, nao
coincide globalmente com o espago-tempo.

Dados dois pontos quaisquer na variedade (superficie), é necessério ser capaz de medir
a distancia entre eles. Com isso define-se o tensor métrico g,, que possui as seguintes

propriedades:
e [ simétrico, ou seja g,, = guy

e Possui inverso, ou seja g"”g,, = 0¥

o)

onde 0* é o delta de Kronecker.

Com a métrica definida, é possivel introduzir o elemento de linha
ds® = g, datdx”, (1.9)

que efetivamente mede a distancia entre dois pontos vizinhos na variedade. A dimensao tem-
poral da métrica sempre tera o sinal contrario ao das dimensoes espaciais, (+, —, —, —)(que

é a usada na dissertagao) ou (—,+, +,+), que é denominada assinatura da métrica.

A

Assumindo que V,g,, =0e I}, =T},

ou seja a conexao ¢ simétrica nos indices p e

v, é possivel mostrar que somente uma conexao afim é compativel com a métrica. Suas
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componentes podem ser calculadas pelos simbolos de Christoffel dados por

1 ag
qu = 59/\ (augl/a' + al/g,ua - aag,ul/)- (110)
Calculando o comutador de derivadas covariantes aplicados a um tensor A,, obtém-se

V,.V,JA, = —R* A (1.11)

puv< o

onde Rj , é chamado de tensor de Riemann, e é definido por

RY,, =000, — 0,10, + 10T, =IO, (1.12)

oy

Tomando a contragao do tensor de Riemann entre primeiro e o terceiro indice, chega-se a

R, =R

nov 122

(1.13)

que é um tensor simétrico chamado de tensor de Ricci. Ele pode ser calculado fazendo

a contragao de (|1.12)), resultando em
Ry = 0a15, — 0,0, + ToxIs, — ToaTa, (1.14)

O tensor de Riemann possui as seguintes propriedades

1. Antissimétrico em seus dois primeiros indices: Rpsp = —Ropu;

2. Antissimétrico em seus dois tltimos indices: R,s, = —Rpouu;

3. Invariante sob a troca do primeiro par de indices com o dltimo: R,yu = Ruwpo;

4. A soma de permutacoes ciclicas dos tltimos trés indices anula-se: R,o. + Rpuwe +

Rovop-

Calculando o trago deste tensor cria-se o escalar de Ricci

R'=R. (1.15)

“w
o
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E por fim, define-se o Tensor de Einstein por

1
G = Ry — 59 R. (1.16)

1.3. Equacoes de Einstein
A acao de Einstein-Hilbert é dado por[7]

C4

167G

Slg] = /\/—_g { R+ Lm} dz?, (1.17)

onde L,, é a lagrangiana de matéria. Fazendo a variacao da acdo com relacao a g"”,

obtém-se

8S ct 5v/—g OR O(V=9Lm) ]| « ;s 4
— V=g v da?. 1.1
dgr / {167TGR< dgrv - 959“”) " dgr ]59 e (1.18)

Calculando cada termo de maneira independente, chega-se a

IR
ogHv

V=g _ _ 1 V-
6gy,l/ - _igul/ - Y%

= R, + divergéncias totais;

(1.19)

substituindo esses termos em (|1.18]), obtém-se

S ct 1 Ty v g4
Sg —/ [167TGR (—ﬁgu,,\/—g—i-Rul,) — 5 } ogh”dz”, (1.20)

onde o tensor energia-momento foi definido como

-2 6(v/—9gLn
T, = (V=9Lm) (1.21)
V=g g
Aplica-se o principio da minima acao, ou seja, S = 0, chega-se nas equagoes de
campo de Einstein
1 81G

RMV — éngR = ?ij. (122)
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Capitulo 2

Solucao de Schwarzschild

2.1. Métrica de Schwarzschild

Uma das aplicacdo mais simples que pode ser feita da teoria da gravitagdo ¢ para um
espaco-tempo vazio exterior a um corpo massivo, com simetria esférica, neutro e estatico.
Foi Schwarzschild, em 1916[2], que encontrou tal solugdo supondo essas caracteristica.

Para uma solucao exterior a um corpo esférico, usa-se as equacoes de Einstein no vacuo
R, =0. (2.1)

A hipétese da fonte ser um corpo estatico implica que as componentes da métrica sao
independentes de ¢, e que nio existe termos cruzados espago-temporais (dtdz’). Essa
ultima condicao é devido ao fato de que se for feita uma inversao temporal t — —t, o termo
dt? permanece invariante, porém os termos cruzados nao. Como quer-se que a solucao seja
independente do tempo, esses termos tem de ser zero. Outra condigdo ¢ a simetria esférica.
Para impor essa condi¢do, inicia-se com uma métrica simetricamente esférica, a métrica

do espacgo de Minkowski em coordenadas polares[6]
ds* = dt* — dr* — r?dQ?, (2.2)

onde dQ? = df? + sin® 0 d¢®. Uma possibilidade ¢ multiplicar os termos da métrica por
coeficiente separados que sejam fungdes arbitraria de (¢,r, 6, ¢). Porém, para preservar a
simetria esférica a forma de dQ? tem que ser mantida invariante. Portanto, para manter a

invariancia de d©2?, e também a nao dependéncia no tempo ¢, multiplica-se os termos da
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métrica, somente, por uma funcdo da coordenada radial r. Entao
ds? = 2t — 2P0 gp? — 212402, (2.3)

Devido a parametrizagao da coordenada radial, na Relatividade Geral nao é possivel
saber com antecedéncia o que, por exemplo, a coordenada r significa. Por enquanto,

define-se uma nova coordenada 7, tal que

d
r=e'r, = dr=e€edr+e'rdy= (1 + Td—7> e'dr. (2.4)
r
Em termos de 7 a métrica ¢é escrita como
2 200 742 23 dy - —2y 72 2v=2 2 2
ds® = e“dt* — e 1+rd— e dre — e” e 7 dS)”, (2.5)
r
2 20,742 dy - 2(8—9) 1=2 =2 1092
ds* = e**dt” — 1+7’d— "\ dre — redQ”, (2.6)
r
onde r é funcao de 7.
Agora renomeando 7 — r
do\ 2
<1 + Td_:> 2B 5 28 (2.7)
e com isso a métrica pode ser escrita como
ds® = e*dt® — P dr® — 1r2dQ>. (2.8)

Foi feito, simplesmente, uma troca de varidvel no qual o termo e’ nio existe.
Usando essa métrica e as equagoes de Einstein, é possivel calcular as funcgoes a(r) e

B(r). O primeiro passo é escrever os simbolos de Christoffel em fun¢ao da métrica que sdo

dados por
It =0, 7, = e22=99,a, rr =0a,.3,
[}, = —re 29, Iy, = —re*’sin0, Il =1, (2.9)
6 _ ; ¢ _ 1 ¢ __ cosf
['G, = —sinfcos?, s =17 Ios = Sop-

Esses s@o os termos nao nulos, todos os outros sao identicamente zero. As componentes
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identicamente nao nula do tensor de Ricci sdo

Ry = X P02 + (9,a) — 0,00, + 20,ql,
R, = —02a — (0,2)* + 0,00, + 20,0,
Ryp = 672ﬁ[7‘(ar5 - aTOz) - 1} + 1,

R¢¢ = Sin2 0 Rgg.

(2.10)

Dada a condig¢ao (2.1)), as componentes Ry e R,. do tensor de Ricci no vicuo, sao

relacionadas da seguinte forma
2(8-a) 2
O=e Rtt -+ RTT = —(&oz + arﬁ), (211)
r

que implica em

oa=-0, =a=-0F+c, (2.12)

onde ¢ é uma constante de integracao, e pode ser escolhida como sendo zero redefinindo ¢.

Agora, a partir de Ryy obtém-se

e (2ro,a+1) =1, (2.13)
0 que nos leva a
2c RS
e =1- 2 (2.14)
r

onde R, ¢ uma constante. Substituindo na métrica, resulta
R, R\
ds® = (1 — —) dt* — (1 — —) dr® — r2dQ?, (2.15)
r r

o termo R, é conhecido por raio de Schwarzschild. Ele é determinado no limite de

campo fraco, e nesse limite pode-se identificar a componente g da métrica como

=1-— 2.16
git r ( )

onde M é a massa total da fonte que produz o campo. Longe da fonte (rr — oo) a métrica

de Schwarzschild se reduz ao caso do campo fraco. Entao pode-se identificar

R, = 2M. (2.17)
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Portanto, a métrica de Schwarzschild é dada por

oM e
ds? — (1 _ _> i — T 2402 4 sin20d?), (2.18)
B

r
onde M ¢é a massa do objeto e r é a coordenada radial onde r = 0 representa o centro do
objeto esférico.

Essa solucao ¢ assintoticamente plana e contém dois pontos em que a métrica diverge:
r=0er =2M. Essas divergéncias podem ser interpretadas como “furos” no espaco-tempo,
0 que torna essas regioes, em geral, mal definidas. Esses pontos divergentes sdo conhecidos
como singularidades. Entretanto, nem todos esse pontos sao realmente singulares, ja que a
métrica depende do sistema de coordenadas adotado.

Uma maneira de entender melhor a estrutura causal desse espago-tempo, é calculando

as curvas radiais nulas, para os quais 6 e ¢ sdo constantes e ds®> =0

2
ds? = (1 - g) dt> — (L =0, (2.19)

% _ <1 _ ﬂ)_l, (2.20)

Essa equacao mede a inclinagao do cone de luz em um plano ¢t — r. Para r grande
r=o00, — ==I, (2.21)

que representa um espaco-tempo plano. Além disso, isso caracteriza um angulo de 45°

entre os eixos t — r. Préximo a superficie singular r = 2M

—~on. W 2.22
r Y dr OO? ( )

o cone de luz se fecha, como mostra a figura . Para um observador em r > 2M, um
raio de luz, aparentemente, nao consegue alcancar a superficie r = 2M, pelo menos nesse
sistema de coordenadas.

Esse efeito é uma ilusdo, e um raio de luz indo em direcao a r = 2M nao teria problema

algum em alcancar tal superficie. Mas um observador distante nao saberia dizer o que
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Yy

2M

Figura 2.1.: Cone de luz.

acontece com ele. O observador veria o raio de luz se aproximar de r = 2M cada vez mais
e mais devagar e nunca o veria alcangar essa superficie.

A superficie r = 0 é realmente um ponto divergente, e é chamado de singularidade
fisica. Ja a singularidade em r = 2M nao ¢é fisica; ele é um efeito devido ao sistema de
coordenadas escolhido. Na métrica de Schwarzschild, a superficie r = 2M ¢é conhecida
como horizonte de eventos. Esta ¢ uma regiao do espaco-tempo de onde nem mesmo a
luz pode escapar. A singularidade fisica envolta do horizonte de eventos é conhecida como

buraco negro.

2.1.1. Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Um jeito de resolver o problema das singularidades é encontrar um sistema de coordena-
das bem comportado em r = 2M, pois com o sistema de coordenadas atual, dt/dr = oo
conforme aproxima-se dessa superficie. Uma maneira de fazer isso é mudando a coordenada
t. Para isso resolve-se a equacao , chegando ao seguinte resultado

t=r-+2Min (ﬁq). (2.23)
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Definindo uma nova coordenada x dada por
oM ( L 1) (2.24)
=T n{—-— )
2M ’

que é chamada coordenada tartaruga, tem-se a relacao

dx oM\ !

Substituindo na métrica, obtém-se
2 2M 2 2 20702 | win2 2
ds*=|1-— - (dt* — dx*) — r*(df* + sin” 0 dp~), (2.26)

onde r estd em funcao de z. Com essa mudanca de coordenadas o cone de luz parece nao
se fechar, ja que
dt

oM, — —1. 2.9
r=2M, - (2.27)

Além disso, os termos da métrica nao divergem mais em r = 2M, pois, ambos gy € g,
tornam-se zero. Porém, ainda assim a métrica é degenerada.

Analisando a coordenada tartaruga, vé-se que o horizonte de eventos foi deslocado para
o infinito, pois da equacao diverge, ou seja, o problema no horizonte de eventos
ainda persiste. Portanto, é necessario fazer outras mudancas.

O préximo passo ¢ definir outras novas coordenadas para contornar esse problema, tais
como

v=t+uz, (2.28)
u=1t-—ux. (2.29)

Estas sao conhecidas como coordenadas de Eddington-Finkelstein e sao definidas
de modo que v = constante representa os raios de luz entrando e u = constante represente

os raios de luz saindo. A métrica é transformada em

r

2M
ds®> = (1 — —) dv? — 2dvdr — r*(df* + sin® Od¢?). (2.30)

Agora, parece que o problema comecou a ser resolvido, pois nao hé mais uma divergéncia

emr =2M.
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Com isso, conclui-se que r = 2M ¢é uma singularidade de coordenada somente no
sistema original. Nas coordenadas de Eddington-Finkelstein » = 2M é uma hipersuperficie

qualquer do espaco-tempo e a condi¢ao para o cone de luz é

dv 0, (entrando), (2.31)

dr | o (1- %)_1 (saindo).

Nesse sistema de cordenadas os cones de luz sao bem comportados em r = 2M. Os
raios de luz que estao vindo em direcao a r = 2M nao encontram problema algum para
alcancar essa superficie; entretanto, os raios de luz nao conseguem sair dessa superficie.

Outra coisa interessante é que, apesar do cone de luz nao se fechar, ele se inclina
conforme se aproxima do ponto r = 2M, e quando o raio de luz ultrapassa esse raio, todo

o caminho futuro estara na direcao radial r

Figura 2.2.: Cone de luz.

A superficie r = 2M, sendo localmente regular, globalmente funciona como um ponto

sem retorno: uma vez que uma particula de teste passa por ela, ela nunca pode voltar.

2.1.2. Extensao maxima

Até agora foi feito uma troca de variaveis para tentar corrigir o problema da divergéncia

em r = 2M, e encontrou-se uma coordenada, v onde a particula que esta indo em direcao
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ao horizonte de eventos nao encontra nenhum problema. Porém, o observador em queda
livre nao consegue distinguir o horizonte de eventos de um outro ponto qualquer, como
se o observador nunca alcancgasse o horizonte. Ou seja, o sistema de coordenadas nao
consegue cobrir toda a variedade. Pode-se, porém utilizar v ao invés de v, nesse caso a

métrica seria

2M
ds® = (1 — —) du® + 2dudr — r*(d6* + sin® 0d¢?), (2.32)

r

cuja solucao para as curvas nulas ¢é

du 0, entrando),
dr -2(1— w)_l | (samdo).) (239
T
Nesse caso, os raios de luz também podem alcancar a superficie r = 2M, porém, agora
aparece um sinal negativo, ou seja, as curvas estao na dire¢ao do passado.
Com essas transformacoes, o espago-tempo é extendido em duas regioes diferentes,
passado e futuro. Porém, o objetivo é cobrir todo o espago-tempo, e um outra possivel

tentativa, é usar ambas as coordenadas, u e v de uma s6 vez na métrica,
2M
ds* = (1 - —) dv du — r*(df* + sin 6*d¢?), (2.34)
r

onde r é definido por

%(U—u) =7 +2MIn (ﬁq). (2.35)

Nessas coordenadas r = 2M é um ponto no infinito. Para coloca-lo em valor finito, é feita

outra troca de coordenadas

1
T= §(V+U), (2.36)
e
1
X = é(V—U), (2.37)
onde
V=e/M ¢ U=_e M (2.38)

Escrevendo a métrica em termos dessas novas variaveis, obtém-se

2 _ 32M3 6—7’/2M
T

ds (dT? — dX?) — r*(df* + sin 6*dp?), (2.39)
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que, claramente s6 é singular em r = 0, e r é definido por

T2 X2 = (1 - ﬁ) er/2M (2.40)

Esse sistema de coordenadas (T, X, 0, ¢) é conhecido como coordenadas Kruskal.

Dessa relagao é possivel notar algumas regioces distintas:

r=2M = T==£X (retas),
r=0 = T2—X2=1 (hipérboles), (2.41)
t—+oo = T ==+X (retas).

com isso, pode-se representar esses pontos como o diagrama da Figura (2.3, que é a

4T

Figura 2.3.: Diagrama de Kruskal

extensao maxima da geometria de Schwarzschild e cobre toda a variedade descrita por
essa solucao.

No diagrama, I corresponde a r > 2M que é a regiao onde a coordenada original é bem
definida. I é a regiao sem retorno, qualquer particula que a alcanca necessariamente
chegard em r = 0. A regiao [I] é idéntica a regiao II porém com o sinal do tempo
invertido, nenhum observador pode entrar nesssa regiao, somente sair. A regiao I'V é um
outro universo com a mesma estrutura de I, porém inacessivel para qualquer observador

em /.
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2.1.3. Diagrama Conforme

Apesar do diagrama de Kruskal simplificar o entendimento da solugao estudada, em
alguns casos, é mais 1til construir um diagrama onde as coordenadas estdo em uma regiao
finita do espaco-tempo. Na década de 60, dois pesquisadores, Brandon Carter e Roger
Penrose, de maneira independente, encontraram tal diagrama e ele ficou conhecido como
diagrama conformel§].

Comeca-se com o espaco de Minkowski em coordenadas polares
ds* = dt — dr® — r*dQ?, (2.42)
os intervalos para as coordenadas temporal e radial sao, respectivamente
—oco<t<oo, 0<r<oo. (2.43)

Para que as coordenadas estejam em um intervalo finito, faz-se a troca para coordenadas

nulas, como feito anteriormente nas equagoes (2.28) e (2.29),
V=t+r, u=t-—r, (2.44)

cujos intervalos sao

—o0<v' <oo, oo<u <oo. (2.45)

Escrevendo a métrica de Minkowski em termos das novas coordenadas,
2 /g1 1 / N2 2
ds® = dv'du’ — Z(U —u')2dQ”. (2.46)

Ainda nao tem-se um intervalo finito. Entao faz-se uma nova troca de varidveis usando

a funcao arco tangente
U' = arctan(u’), V' = arctan(v'), (2.47)
o que leva os intervalos a

—w/2<U <7w/2, —7/2<V' <72 (2.48)
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Entao, com essa nova troca, tem-se

1
dv'du = —————dV'dU’ 2.49
va cos2 U’ cos? V! ’ ( )

(v —u)* = (tan V' — tan U’)? = sin V7 sinU7 _ ! sin?(V' — U')
B ~ \cosU’' cosV') — cos2U’cos? V' ’
(2.50)
nessas coordenadas a métrica ([2.46|) é
1
ds® [4dV'dU" — sin*(V' — U")dQ?). (2.51)

4 cos?2 U’ cos2 V!

Essa métrica parece ter uma forma simples, porém ela pode ficar melhor escrevendo-a

de volta na forma de coordenada tipo-tempo T e coordenada radial X

T=V'+U, X=V-U, (2.52)

com os intervalos

0<X<m TH+X<m. (2.53)

Dessa relagoes é possivel escrever

1 1
V'ZE(T—i-X) e U’:§(T—X), (2.54)
e
1 1
2 cos V' cosU' = 2 cos {§(T+X)} {ﬁ(T — X)} =cosT 4 cos X. (2.55)
Agora, a métrica é
1
ds® = dT? — dX? — sin® XdQ?). 2.56
° (cosT + cos X)2( S ) (2:56)

Pode-se dividir essa estrutura em diferentes regices:
e T'=m, X=0 = futuro tipo-tempo (i*),

e =0, X=m = infinito espacial (i"),
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e '=—m1, X=0 = passado tipo-tempo (i~),
e I'=7—-X, 0<X<7m = futuronulo (Z"),

e '=—7+X, 0<X<7m = passadonulo (Z7).

O diagrama confome esta representado na figura (2.4]). A principal diferenca desse diagrama

para o de Kruskal é que todo o espago-tempo esta representado em uma regiao finita.

f+

=0

X

Figura 2.4.: Diagrama conforme para a métrica de Minkowski

Para a métrica de Schwarzschild, pode-se fazer um processo semelhante. Escrevendo a

métrica em termos de ([2.38)), tem-se

 32M3

r

ds® e Qv AU — r2d02. (2.57)

Usa-se, essencialmente, a mesma transformacao feita no espaco-tempo plano para colocar

as coordenada em um intervalo finito

77 = arctan ( ) , (2.58)

v
V2M
U = arctan (\/%) , (2.59)

obtendo os intervalos os intervalos

ol
A
<t
A

ro |

oy
A
=
A
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A figura (2.6) representa o diagrama conforme da extensdo maxima da solucao de

Schwarzschild.

Figura 2.5.: Diagrama conforme para a métrica de Schwarzschild

2.2. Metrica de Schwarzschild com massa negativa

Geralmente, quando trabalha-se com a massa em uma equagao fisica, ela ¢ adotada,
automaticamente, como sendo positiva. Porém, sendo ela uma constante, poderia, por
exemplo, ser negativa. E 6bvio que isso causa uma certa estranheza, ja que essa ideia de
massa negativa nao faz parte do cotidiano e esta longe do entendimento geral. Além disso,
solugdes como a de Schwarzschild com massa negativa representam uma singularidade nua
(esse conceito sera discutido na préxima se¢do), o que se assume ser fisicamente inaceitéavel.

Entao por que estudar esse tipo de solucao? A aceleracao do universo requer um efeito
de anti-gravidade, mas isto geralmente é obtido pela pressao negativa, muito embora uma
densidade negativa também possa desempenhar tal papel. Mas, esta possibilidade é menos
evocada devido a problemas de estabilidade. Porém, essa questao ganha relevancia quando,
as observagoes cosmoldgicas, que buscam testar as predi¢oes da cosmologia a fim de refinar
os modelos cosmologicos, mostram que a aceleracao do fator de escala é devido a uma
“matéria fantasma”, que é um tipo de matéria com energia cinética negativa. Essa ideia
de anti-gravidade ganha ainda mais destaque no cenario cientifico com a descoberta da
energia escura.

Problemas com massa negativa foram primeiramente analisados por Bondi[9], onde ele

estudou alguns casos especiais com massa negativa na Relatividade Geral.
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Atraido Repelido

Figura 2.6.: Sistema de fuga

Como consequéncia do principio de equivaléncia fraco, uma particula de massa negativa
caindo no campo gravitacional caird com a mesma velocidade e na mesma direcao que uma
particula de massa positiva. Um outro exemplo é a equacao da geodésica, em que a massa
se cancela, logo o movimento de uma particula com massa negativa sera o mesmo que o
com massa positiva. Nesse modelo, um corpo com massa negativa repele as particulas de
massa negativa e também as de massa positiva. Outra caracteristica é que nesse modelo
um corpo com massa positiva atrai particulas de massa negativa. Sendo assim, esse sistema
ird se mover com uma aceleracao constante, pois ao mesmo tempo em que a particula de
massa positiva atrai a de massa negativa, ela é repelida por essa. Esse tipo de solugao é
chamado de sistema de fuga.

A estrutura do espacgo-tempo torna-se bastante diferente com a mudanca do sinal da

massa. Adotando a massa negativa na métrica de Schwarzschild resulta em

2 KN 2 dr? 20102 | a2 2
ds® = (1+—> dt® — ——— — r*(df* + sin* 0 d¢”), (2.60)
e
r
onde 2M = —p < 0. Nota-se que nao tem mais a singularidade em r = 2M, ou seja,

o horizonte de eventos nao existe. Porém, a singularidade em r = 0 ainda se mantém.
Portanto, nessa métrica com M < 0, tem-se uma singularidade nua, que é uma
singularidade sem horizonte.

Alguns autores conseguem encontrar expressoes explicitas para os modos instaveis da
singularidade nua presente na métrica de Schwarzschild com massa negativa. Dessas
expressoes sao selecionadas condigoes de contorno apropriadas na singularidade que
asseguram a autoconsisténcia da perturbagao linear, exigindo que os escalares de curvatura

nao obtenham corre¢des que divirjam mais rapidamente na singularidade do que o termo
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de ordem zero[I0]. Essas questoes serao analisadas com mais detalhes nos capitulos

posteriores.

Diagrama conforme M < 0

O processo usado para analisar o diagrama conforme da métrica de Schwarzschild com

massa negativa serd o mesmo utilizado no caso com M > 0. Comegando com a definicdo

= / (1+ g>_1 dr, (2.61)

x:r—uzn<f+1>, (2.62)
1

da coordenada tartaruga x

cuja integral resulta

com 0 <z < o0.
A tnica diferenca para o caso M > 0 sdo os sinais. Porém, isso resulta em uma completa
mudanca no espago-tempo, como dito anteriormente. Utilizando a mesma troca de varidveis

que foi feita no caso M > 0

v=t+xz, u=t-—uzx, (2.63)

obtém-se a métrica
ds® = <1 + E) dvdu — r*dQ>. (2.64)

r
Faz-se a troca

V=e/M = /AN (2.65)

cujos intervalos sao
el <V <oo, —e'<U<oo. (2.66)

E para trazé-los a um intervalo finito, faz-se

V =arctan(V), U = arctan(U). (2.67)

O diagrama conforme é mostrado na figura Esse diagrama assemelha-se ao de

Minkowski, porém existe uma singularidade espacial em r = 0.
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Figura 2.7.: Diagrama conforme para a métrica de Schwarzschild com M < 0

2.3. Singularidades

Gracas aos estudos de Landau, Oppenheimer e Snyder [I1], e posteriormente, pela
analise de Harrison, Wheeler e Wakano, sabe-se que a estrela deve sofrer um colapso
gravitacional quando esgota a sua fonte de energia nuclear, se ndo conseguir ejetar matéria
suficiente de modo a reduzir a sua massa abaixo de uma massa critica. Desde que o colapso
se mantenha simetricamente esférico, a métrica no exterior da estrela ser Schwarzschild.
Caso o colapso da estrela passe pelo raio de Schwarzschild, ira se formar uma buraco negro.

Geralmente, em fisica, se lida com particulas, campos, etc. em um determinado espago-
tempo. Nesse contexto, uma singularidade é um ponto no espago-tempo onde a grandezas
fisicas se tornam infinitas. Mas em Relatividade Geral o campo em estudo é a prépria
métrica do espago-tempo. Esta teoria é estabelecida de modo que nao podem existir
pontos na variedade nos quais a métrica é singular, ou seja, a métrica nao pode ser mal
definida. Sendo assim, é necesséario saber se existe pontos singulares no espago-tempo, e
se sim, usar algum método para contornar esse problema, como por exemplo estender a
métrica de forma que ela se torne bem comportada.

Uma maneira de saber se o espaco-tempo tem uma singularidade fisica é através da
existéncia de geodésicas incompletas: um espaco-tempo serd singular quando é geode-
sicamente incompleto para geodésicas temporais ou nulas e ndo pode ser estendido. A
condi¢ao de completude das geodésicas causais significa que qualquer geodésica temporal

ou nula pode ser prolongada a valores arbitrariamente grandes do parametro afim, tanto
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para o futuro como para o passado.

Além disso, pode-se relacionar a singularidade com a curvatura do espago-tempo, pois
uma singularidade deveria corresponder a um crescimento sem limite da curvatura conforme
aproxima-se do ponto singular. Porém, identificar tal crescimento é de dificil caracterizagao.
Uma possibilidade ¢é escolher escalares em g,;, € Ry, € ver como se comportam, caso eles
crescam sem limite isso ird corresponder a uma singularidade.

No geral, esse problema ¢é resolvido caso a singularidade esteja envolta do horizonte de
eventos, pois ele proibe um observador externo de ter informagcao sobre a singularidade, é
como se o ponto singular fosse retirado do espago-tempo. Entretanto o problema persiste no
caso de uma singularidade nua. Com isso, surge algumas hipoteses que tentam formalizar

essa questao, e isso sera visto a seguir.

Espaco-tempo globalmente hiperbdlico

Uma superficie de Cauchy é um "plano” no espaco-tempo que define um instante de tempo,
em outras palavras ela fornece as condigoes iniciais e como elas evoluem. Um espago-tempo
que possua uma superficie de Cauchy diz-se um espaco-tempo globalmente hiperbélico.
Portanto, num espago-tempo que nao seja globalmente hiperbdlico, o conhecimento das
condi¢oes ‘num determinado instante de tempo’ nao é suficiente para determinar a histéria
completa do espago-tempo, ou seja, ha uma perda de previsibilidade.

Dada a infinita variedade de singularidades que podem ocorrer no espago-tempo nao
globalmente hiperbélico, nao é claro como encontrar uma descri¢ao tnica da dinamica.
Entretanto é interessante saber se em tais espagos-tempo podem existir uma descri¢ao que
resulta em uma dinamica tnica e aceitavel, ja que isso poderia dar dicas de como essas
singularidades poderiam ser resolvidas. Isso foi feito em[I2], onde foi mostrado que em
qualquer espaco-tempo estatico e nao globalmente hiperbdlico é possivel definir dindmica
para um campo escalar. O procedimento é o que se segue. No espaco-tempo estatico a
equacgao de Klein-Gordon pode ser escrita como

0?®

— = —Ad 2.

onde A é um operador no espaco de Hilbert. Entao A é positivo e simétrico, e admite pelo

menos uma extensao auto-adjunta. Escolhendo uma dessas extensoes, Ag, para uma dada
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condicio inicial (g, ®g), pode-se definir
O, = cos(A} 1) Dy + AL sin( AL 1) Dy, (2.69)

onde o cos(AJlE/Qt) e A;Jl/ ? sin(AJlE/Qt) sao operadores limitados definidos via teorema espec-
tral.

Para todo ¢, ®; serd definido no espaco de Hilbert. Portanto a equacao ([2.69)) provée
uma descrigao satisfatoria para , pelo menos para as condigoes iniciais (¢, qﬁo). Note

que uma escolha diferente de Ag, dara uma descri¢io diferente da dindmica.

Censura cosmica

Como visto acima, um espago-tempo que contém uma singularidade é probleméatico, pois
nao sabe-se como as condigoes iniciais irdo evoluir. Roger Penrose [13] tentou resolver esse
problema, afirmando que todas as singularidades que surgem das solugoes das equacoes
de Einstein deverao se localizar dentro de horizontes de eventos, e, portanto, nao sao
acessiveis para observadores externos. Essa propriedade foi apelidada por Penrose de
censura cosmica. Sendo assim, caso exista uma singularidade no espago-tempo ela
estard “escondida” e nao ira afetar a previsibilidade do exterior.

Portanto, a conjectura da censura cosmica procura proibir a existéncia de singularidades

nuas, e garantir que as superficies de Cauchy existam, garantindo uma evolugao causal.
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Capitulo 3

Resultados matematicos

Esse capitulo é uma revisao sucinta, sem muitos detalhes, do problema de perturbagoes
de buraco negro. Serd abordado as perturbacges na métrica, assim como as condi¢ées para

que haja estabilidade da solugao entre outros aspectos.

3.1. Perturbacoes

Por mais que a censura cosmica seja uma conjectura ainda nao provada, ela, de certa
forma, proibE a existéncia das singularidades nuas, ainda que estas sejam previstas
teoricamente. Isso gera um certo impasse quanto a sua veracidade. Um modo de comprovar
sua existéncia ou de descarta-la é estudar se elas sao estaveis sob pequenas perturbacoes.
Se elas nao se mantém sob pequenas perturbacoes, é provavel que nao existam, ou que s6
existam por um curto periodo de tempo.

Os estudos da estabilidade do buraco negro foram iniciados por Regge e Wheeler[14],
em 1957, ao investigar a estabilidade do buraco negro de Schwarzschild para uma pequena
perturbacao na métrica. Eles estudaram as equacoes de Einstein linearizadas e obtiveram
equacoes lineares, em primeira ordem, para perturbacoes da métrica de Schwarzschild.

No caso geral, faz-se uma pequena perturbacao, h,,,, na métrica de fundo, gg,),), e busca-se
linearizar as equagoes de Einstein. Ao final do processo encontra-se equacoes para h,,,.
Aqui sera feito para o caso de um buraco negro, mas o processo é 0 mesmo para as

singularidade nua de Schwarzschild, onde é necessario somente mudar o sinal da massa

nas equacoes.
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A métrica perturbada é dada por
Guv = g,(f)y) + h;w; (31)

onde |h,,| | < g,(f))\, isto é, a perturbacao na métrica é pequena. Como a pertubacao na
métrica é pequena, os termos de segunda ordem e superiores em h,,, serao desconsiderados,
e sao usados somente os termos de primeira ordem, tal que o tensor de curvatura pode ser
escrito como

Ry = RO + 0R,, (3.2)

onde 0R,,, ¢ um termo que contém somente os termos de primeira ordem em hy,,.

Como o espaco-tempo considerado é o vacuo, onde R,(PV) = 0, impoe-se que o espaco-
tempo perturbado também o seja, ou seja IR, = 0. A expressao para 61, = 0 pode ser
obtida considerando que os termos perturbados serao termos de segunda ordem em h,,
e, como considera-se s6 os termos em primeira ordem, eles serao zero. Logo, para uma

perturbacao linear tem-se

SRy = 0T, — 01,1, (3.3)
sendo que
1
51“211 — 59(0)/\a(hua;y + Mooy — Puvia)- (3.4)

O processo utilizado por Regge e Wheeler para obter h,,, foi a separagao de varidveis.
Levando em conta que ngJ ¢ esfericamente simétrica, decompuseram h,,, em harmoénicos
esféricos e estudaram seu comportamento. Isso equivale a uma expansao de um tensor de
segunda ordem. Essa expansao, ¢ construida através do produto tensorial de harmonicos
esféricos vetoriais e foi elaborada por Zerilli[15] logo apds Regge e Wheeler. Ele utilizou as
representacoes irredutiveis do grupo de rotacoes, onde sob rotagdes, um tensor de segunda

ordem pode ser decomposto em partes que se transformam com escalar, vetor ou tensor[16].

A decomposicao é dada por
oo l 10
B =D 3 Cin(tm) (Vi) w6, 9), (3.5)

=1 m=—l=1n=1

onde C7! (t,r) sao os coeficientes da expansao e Y}? sdo os harménicos esféricos. As

expressoes explicitas de C}t (t,7) e (Y;2,),w(0, ¢) sao dadas com mais detalhes em [17]
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Para cada valor de [, as perturbagoes se dividem em dois conjuntos diferentes: os que
se transformam como (—1)!, que sdo as pertubacoes polares ou escalares, e os que se
f _1 (lJr].) ~ b ~ o . o .
transformam como (—1) , que sao as perturbacoes axials ou vetoriails.

Eles, primeiro, analisaram as perturbagoes axiais cuja forma é

0 0 —hosg0sYim hosinddp Y,
0 0 —hlﬁa¢nm hlsineagYim,

By = (3.6)
Xk %hgﬁ)ﬁm —%hg SiHGVVIm,
S * —%hg sin 0.Xy,,,

onde os 7 * 7 denotam as componentes simétricas de h,, e

0 OY)n, Y
X, =2 — — )
Im <86 90 cot98¢), (3.7)

(3.8)

902 "0 T snZe 0a2

%Y}, Yy 1 0%,
M/lm _ ( l 0 l l )

Devido a simetria esférica, as componentes com diferentes paridades e [ ndo se misturam.
A simetria na métrica de fundo também permite escolher m = 0, ja que simplifica a

dificuldade gerada pela dependéncia na variavel ¢. Assim a matriz h,, toma a forma

0 0 0 ho sin 6 Op Yy,
00 0 hy sin 0 Oy Y,
By = (3.9)
* % %hgﬁle —%thiﬂ@VVlm,
%k * —%hQSiHHle.

Além disso, explorando a liberdade de calibre, Reege e Wheeler obtiveram uma forma
ainda mais simples para h,, fixando o calibre. Dada uma transformagao infinitesimal de

coordenada que mantém as equacoes invariantes
ot = gt 4 EF, (3.10)

tem-se que

W = s + & + Evipr (3.11)

Dessa forma, para que a paridade seja preservada, a escolha feita foi €2, &1 = 0 e
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& =8 =At,r)e"0;Yin(0,¢), onde a forma de & ¢
1
g,u =A <O, 0, —@@,Y}m, sin @ 8¢Ylm) . (312)

onde A(t,r) é uma funcdo arbitraria.
A escolha de Regge e Wheeler para fixar o calibre foi feita de forma que A(¢,r) anulasse

a funcao ho(t,r) em (3.9). Esse é o calibre de Regge-Wheeler. Fixado o calibre, tem-se

0 0 0 hgsinf0yYy
0 0 0 hsinfopY,
By = ! M (3.13)
x x 0 0
* *x 0 0

Usando (3.13)), e levando em conta que dR,, = 0, obtém-se algumas equagcoes triviais e
outras nao-triviais. As equagoes nao-triviais derivam de d Ra3, 0 R13 e d Ry3, que sdo dadas,

respectivamente, por

~1 ahO a(f hl) -
F oy~ =0 (3.14)

[ OPhy  %hy  20hy\ 1
1 - R
! ( or  otor v ot ) al+1) = 2h =0, (3.15)
]_ 82}10 azhl 2 8h1 af 1 B
2! ( oz dtor 1 ot ) T2 (TE — 5+ >> ho =0, (3.16)

onde f(r) = (1 — %) Substituindo d3.14[) em (]3.15[), tem-se que

f 1

8t2 —f" 187“ {f (gfl)] L 2o lg[z(z +1) = 2Jhy = 0. (3.17)

r Or r

Definindo
U(t,r) = %f(r)hl(t,r), (3.18)
tem-se que
PV fo[,00r0) 2f20(rv)  fU B
@ ror [f or }H—z or Tzl =2=0. (3.19)
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Usando a transformacao

dr
de = 3.20
7r) (3:20)
a equagao (3.19) pode ser escrita como
0*v 9?0V
_ - /] = 21
52 a2 +V(r)¥(t,z) =0, (3.21)

onde

2M I(l+1 6M
VA(T’):(l— T><(T2)—T3>, (3.22)
que ¢ o potencial de Reege-Wheeler. Portanto as perturbacgoes axiais sao descritas por
uma equac¢ao da onda com um potencial adicional.

No caso das perturbagoes polares, a andlise segue o mesmo procedimento do caso axial,
porém ¢ bastante dificultada devido as equagbes nao-triviais, que agora sao 6. Zerilli[15]
fez essa andlise algum tempo depois de Regge e Wheeler. Nesse trabalho, ele analisou a
perturbagao, em um buraco negro, devido a queda de uma particula teste movendo-se em
sua dire¢ao. Ele considerou que o campo produzido pela particula fosse como uma pequena
perturbagao do espago-tempo, e isso contribuia como uma fonte do tipo fungao-delta[l6].

Zerilli obteve uma equagao para perturbacgdo polar com a mesma forma da equacao de

Reege-Wheeler, porém com o potencial dado por

B 2M) (2n2(n + 1)r3 + 6n2Mr? + 18nM?r + 18]\/[3) (3.23)

Ve(r) = (1 r3(nr + 3M)?

r

onde n = (1 —1)(1 +2)

Para o caso da massa negativa, a tnica coisa que muda nas equacoes e potenciais é,
como esperado, o sinal da massa. Basta trocar M por —M que as mesmas equagoes Sao
obtidas para a singularidade nua.

Algumas consideragoes sobre o potencial de Zerilli: existe um ponto, r = r. = —3M /n,
onde o potencial Vp diverge. Para o caso em que M > 0 isso nao tem importancia, pois o
ponto de divergéncia serd r = —% < 0, e esse ponto esta fora do intervalo de interesse.
Entretanto, para M < 0 isso se torna relevante, pois r = % > ( e estard em um intervalo
dentro do interesse do estudo.

Essa divergéncia causa grandes problemas na analise, e, na maior parte dos casos, os

artigos buscam alternativas para contornar esse problema.
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3.2. O problema de Sturm-Liouville

Outro tipo de equacgao que aparece no estudo das perturbagoes sao as equagoes diferenciais
parciais a partir do método de separacao de variaveis. Nesse contexto o Problema de
Sturm-Liouville aparece de modo natural no processo de resolucao do problema. Uma

equacao diferencial de segunda ordem na forma

—é%&@%%

Y+ q(x)y = wA(x)y, (3.24)

para x € (a,b), com p(z) > 0 e A(z) > 0, é chamado de equagdo diferencial de
Sturm-Liouville(SL)[18].

Essa equagao representa um problema de auto-valor. Resolvendo-a, é possivel determinar
w e y. Um exemplo da equacao diferencial de Sturm-Liouville é a equagao de Schrodinger

h
~ 9 4 V(2)V = BV, (3.25)

2m

no intervalo [a, b].
Para a solug¢do de uma equacao diferencial no intervalo [a, b] é necessério impor condigoes

de contorno:

cay(a) + doy'(a) = a,
cy(b) + dpy'(b) = B.

(3.26)

onde ¢, ¢, d,, dp, a e 8 sdo constantes, e sdo chamadas de condi¢des de contorno de
Dirichlet-Neumann.
Quando o« = 8 = 0 as condic¢ao de contorno sao ditas homogéneas. Existe também dois

casos especiais onde

cay(a) =0, cy(b) =0, (condigoes de contorno de Dirichlet), (3.27)
3.27
day'(a) =0, dyy'(b) =0, (condigoes de contorno de Neumann).
Se as condicoes de contorno forem na forma
y(a) = y(b)
(3.28)
y(a)=y'(b) ,
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sao chamadas de periddicas.

A equacao de SL(3.24) com as condig¢des de contorno de Dirichlet-Neumann([3.26]) é
definida como o o problema de Sturm-Liouville. Além disso, se p(x) > 0e A(z) >0
em x € [a,b] entao é chamado de problema de Sturm-Liouville regular. O objetivo
é encontrar os valores de w para os quais a solucao de y existe.

Como um exemplo, tem-se, novamente, a equacao de Schrodinger para uma particula

na caixa em 1D dado por

—%\IJ" =FEV x € [a,b],
v(0) =0, (3.29)
W(L) =0

que é um problema de Sturm-Liouville. Os auto-valores e auto-fungoes sao

h2m?n?
n= 5 ra
2”;L (3.30)
U, (z) = \/;sin <?> .
comn € Z*.
Se a particula estiver movendo-se em circulos a equacao de Schrodinger sera
—i\If” =KV x € [a,b]
2m J J
U(0) = W(L), (3.31)
v'(0) = ¥'(L)

que é um problema de Sturm-Liouville periédico. Os auto-valores e auto-fungoes sao

B AR*1%n?
n - 2 9
2ml (3.32)
. 2nmx 2nmx
U, (x) = A, sin 7 + B,, cos 7 )

3.2.1. Propriedades

O problema de Sturm-Liouville no intervalo [a, b] serd chamado de singular caso ele

obedeca qualquer uma das condigoes abaixo:
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e p(a) =0, a condigao de contorno em a é descartada, e em b é as de Dirichlet-Neumann,
e p(b) =0, a condigao de contorno em b é descartada, e em a é as de Dirichlet-Neumann,

e p(a) = p(b) =0 e ndo ha condigdes de contorno,

O intervalo [a, b] é infinito,
e O operador de Sturm-Liouville é auto-adjunto no espaco de Hilbert.

Notas:

e Se p(a) = 0 ndo existe condigdes de contorno em a, entao y é considerado uma

solugao se y(a) < oco. Similarmente para os outros casos.

e Se o intervalo ¢é infinito, entdo y deve ser quadrado integravel para ser considerado

uma solucao

Também ¢é possivel obter algumas informagoes sobre os auto-valores e auto-funcoes da
equacao de Sturm-Liouville sem, necessariamente, resolver a equacao. Considere-se o

problema de Sturm-Liouville

d

_E{M@£Jy+ﬂmysz@%

cay(a) + duy/(a) = 0, (3.33)

cvy(D) + dyy' (b) = 0.
com produto interno definido como
b
(9) = [ Falg@w)da, (334)

onde A(z) é chamado de funcao peso.

Agora, definindo o operador de Sturm-Liouville como sendo

L=t (- o] + o). (3.35)

a equacao diferencial de SL torna-se um equacao de auto-valor

Ly = wy. (3.36)
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Para saber se o auto-valor w é positivo ou negativo, calcula-se o produto interno (y, Ly)

dado por

/ab _y% {p (x)j_i] d + / fayPr = / LA, (3.37)

e integrando por partes a primeira integral obtém-se

b

[—yp(:c)y']8°+/ p(x)(y')de—l—/ q(:c)dea::w/ Mz)y de, (3.38)

a

como p(x) > 0 e A(z) > 0, a primeira e terceira integral sdo positivas.

Portanto, a positividade do auto-valor sera verificada se

a(x) 20, (3.39)

—yp(z)y" > 0.

Caso as condicoes sejam verdadeiras, entao w > 0.

3.3. Operadores auto-adjuntos

Visto que, o problema de Sturm-Liouville é essencialmente um problema de auto-valor

(3.36)), ¢ importante saber com que tipo de operador se esta trabalhando, pois na equacao
Ly = wy, (3.40)

o que se mede é a quantidade w, por isso ela precisa ser um valor real e definir um conjunto
completo de auto-funcdo. Quem determinara essas propriedades é o operador L. Para que
essas condic¢oes sejam satisfeitas o operador precisa ser auto-adjunto.

Operadores auto-adjuntos tém um papel importante na fisica. Eles sao semelhantes
aos operadores simétricos (hermitianos), entretanto nao se pode confundi-los. Em alguns
dominios as defini¢bes sao iguais, porém existe operadores simétricos que nao sao auto-
adjuntos, e é preciso definir bem cada um. De qualquer forma, se um operador for somente
simétrico, é possivel estender seu dominio para que ele se torne auto-adjunto. Essa extensao
é chamada de extensao auto-adjunta.

Do ponto de vista matematico todas as extensoes sao possiveis. Ja no ambito fisico cada
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extensao gerarda uma dinamica diferente. Esse é um ponto chave nesse problema, pois é
necessario escolher a extensao auto-adjunta que corresponda ao caso estudado.

Tem-se a seguinte defini¢ao[19].

Definicdo: Seja A: D(A) C H — H um operador no espago de Hilbert, o seu adjunto
A* é tal que
(AP, 0) = (P, AV), U, d e D(A), (3.41)

o dominio de A* é dado por D(A*) = {® | (A*P, V) = (P, AV); V¥ € D(A)}.

O operador A sera Simétrico, ou Hermitiano, se
(AP, V) = (O, AV), U, o e D(A), (3.42)
ou seja, A* = A com dominio D(A) C D(A*). Porém, se A é simétrico e
D(A) = D(A"), (3.43)

entdo A é um operador auto-adjunto. Porém, mesmo que D(A) # D(A*) ainda existe
a possibilidade de seu dominio ser estendido de forma que ele se torne auto-adjunto.
Este operador com novo dominio é chamado de extensdo auto-adjunta, e pode ter até
infinitas diferentes extensdes. E importante notar que nem sempre o operador simétrico
podera ser ser estendido para um operador auto-adjunto. Esse problema foi estudado
por John von Neumann[20] (1903-1957) que desenvolveu um critério para determinar a
existéncia de extensoes, chamado método de von Neumann ou método dos indices

de deficiéncia

Método dos indices de deficiéncia: Dado um operador simétrico T' com dominio D(T)
denso no espago de Hilbert H, denota-se por K. (T') os espagos gerados pelas solugdes de
¢ das equagoes

T*(¢) = +ip , ¢ € D(T"). (3.44)

Os subespagos K. (T') sao chamados espacos de deficiéncia e suas dimensoes ny =
dimK4(T) sao chamadas indices de deficiéncia. Através desses indices, von Neumann

mostrou que
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e Se n, =n_ =0, entdo o operador possui uma unica extensao auto-adjunta, ou seja,

ele ¢ essencialmente auto-adjunto;
e Sen, =n_ # 0, entdo o operador pode possuir infinitas extensoes auto-adjunta;
e Se n, # n_, o operador nao possui extensoes.

A ideia central desse teorema se deve ao fato que os auto-valores dos operadores
auto-adjuntos precisam ser reais para que correspondam a observaveis fisicos. Logo, se
ny =n_ =0 a equagao nao tem solugao e isso indica que o operador é auto-adjunto.
Ja paran, =n_ # 0, existem solugdes com auto-valores imaginario, porém esses podem ser

“excluidos” do dominio do operador, de forma a recuperar a propriedade de auto-adjunto.

3.4. Condicoes para a estabilidade

Com as defini¢oes feitas acima, é possivel determinar condi¢oes suficientes para que
haja estabilidade. Anteriormente, quando se fez a separacao de variaveis, foi definido uma

dependéncia temporal do tipo
R(t,r) = e "“'R(r), (3.45)

com w podendo ser real ou imaginario.
Para que haja estabilidade, entre outras coisas, é necessario que a fungao R(t,r) seja

decrescente conforme t — oo. Ora, se w = i k for imaginario, tem-se
R(t,r) = "' R(r), (3.46)

o que, obviamente diverge com o passar do tempo. Logo, para que exista estabilidade, w
tem que ser real.

Tendo isso em mente, pode-se fazer uma andlise da equagao para uma perturbacao geral

—Ryp +V(r)R = w’R. (3.47)
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Multiplicando a equagdo por R*(r) e integrando, obtém-se

—/ R*R”da:+/ V\Rdeazzw?/ |R|*dz, (3.48)
0 0 0

integrando por partes a primeira integral

—[R*R’]8°+/ |R’\2da:+/ V]R\de:wQ/ |R|*dz. (3.49)
0 0 0
Nota-se que

/ |R'|2dx > 0,

0 (3.50)

/ |R]*dz > 0,

0

pois sdo termos quadraticos. Os outros dois termos irdo depender das fungoes R(z) e V(r)
que se esta a trabalhar e variara para cada tipo de perturbacao. Se
[-R*R']5° >0,

(3.51)
V(r) >0,

entdo w? > 0 e w serd real, logo a solucdo sera estavel.

E claro que a positividade de w? nao se verifica sé nesse caso. Ha outras combinacoes
desses termos, mesmo para V(r) < 0 e [-RR’']yP < 0, que garantirdo a estabilidade.
Porém, quando eles sao positivos é condig¢ao suficiente para a estabilidade.

Além dessas condic¢oes, ainda é necessario verificar outras duas para garantir a estabili-
dade: a condicao de que o operador seja auto-adjunto e que a funcao seja de quadrado
integravel. A primeira condi¢ao garante que o auto-valor seja real, o que assegura que
ele pode ser medido. Além da analise dos indices de deficiéncia mostrada na secao ,
também pode ser feito o seguinte calculo. Multiplicando a equagao novamente por

R*(z) e integrando duas vezes por partes, obtém-se

—[R*R’]8°+[R*’R]8°—/ RR*”dx+/ vyRde:wQ/ IR2dz.  (3.52)
0 0 0
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Repare que se os termos de borda forem nulos o operador serd auto-adjunto, ja que
(R, AR) = (AR, R), (3.53)

onde A = —% + V(r).

A segunda condigdo, que pode ser expressa como

/ |R(r)|[dr < oo, (3.54)

garante que a funcao esteja contida no espacgo de Hilbert. A preferéncia pelas fungoes
de quadrado integravel para essa analise da-se no sentido de que o problema pode, por
exemplo, estar bem definido em outra norma como no espago de fungoes de Sobolev[21].

Verificadas essas condigoes, pode-se afirmar que a solucdo serd estavel sob a perturbacao.
Vale ressaltar que em muitos casos busca-se condigoes para que se tenha a estabilidade da

solugao.
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Capitulo 4

Métodos

Este capitulo ird seguir a analise de Gibbons et al.[1] e de Gleiser e Dotti4] da estabilidade
da singularidade nua presente na métrica de Schwarzschild com massa negativa, e compara-
las a fim de se ter maior dominio dos métodos utilizados nesses estudos. Eles partem das
equacoes perturbadas da métrica de Schwarzschild com massa negativa, e analisam como
elas se comportam proximo da singularidade nua.

Em geral, para uma perturbagao axial, o potencial é regular na regiao de interesse e os
métodos concordam entre si. Porém, o potencial para uma perturbacao polar é divergente
no intervalo analisado e é necessario utilizar de artificios matematicos para contornar esse
problema. E para esse potencial que os métodos divergem e uma analise mais precisa é

necessaria.

4.1. Método 1 - Gibbons et al.[1]

Esse artigo foi o pioneiro no estudo da estabilidade linear de uma solugao tipo singulari-
dade nua para massa negativa na métrica de Schwarzschild sob perturbacoes gravitacionais.
A anélise principal é concentrada nas perturbagoes polares, onde ha uma divergéncia no
potencial dificultando o estudo. A ideia crucial da analise é na escolha da condicao de
contorno em r = 0 para esse tipo de perturbacao. Essa escolha é feita de modo que o

Hamiltoniano seja auto-adjunto e a auto-fun¢do seja normalizédvel no intervalo analisado.
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4.1.1. Perturbacoes gravitacionais

A mudanca no sinal da massa na solu¢ao de Schwarzschild resulta na seguinte métrica

2 M 2 dr? 20102 | wipn2 2
ds :(1+—>dt — ———— — r*(df* + sin” 0 d¢*), (4.1)
(1)
T
onde pu = —2M, que representa, como dito anteriormente, um espago-tempo com uma

singularidade nua em r = 0.
Para estudar a estabilidade é feita uma perturbacao na métrica[l4][I5] e, com a equagao

perturbada, analisado como ela se comporta para t grande. A perturbacao é do tipo

Gab — gc(i) + hab7 (42)

onde ggg ¢ a métrica de fundo e h,s é uma pequena perturbagao. Como explicado na

segéo. Essa perturbacgao pode ser separada em trés tipos: escalar (polar), vetorial
(axial) e tensorial, onde o interesse principal é nos dois primeiros tipos. Essa divisdo
depende da paridade da transformacao das coordenadas esféricas. Vale lembrar que, esse
nao é o unico tipo de pertubacao que se pode fazer para estudar a estabilidade da solucgao.
Também pode ser feita, por exemplo, uma perturbacdo no campo escalar teste sem massa
na métrica.[22][23]

O método para a resolucao das equacgoes foi detalhado no secao e também no
apéndice(E])[24]. Fazendo isso, chega-se na equag¢do da onda para o escalar ®(t,x)

0?P o?
onde z ¢é a coordenada tartaruga dada por
dr
(] (1.4)

- %:T—plog(l—l—i), (4.5)

com intervalo 0 < < 0.

O potencial V(r) é diferente para cada tipo de perturbagao(ver secao |3.1)). Para a
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perturbacao axial tem-se:

f(r) [3p
e para perturbacgao polar
f(r) I s o M 2 3
Vp=—200 0P gt g2l 4o 47
P (mr — 3712 r3+ o mr—l— m”+m’|, (4.7)
ondem=(I—1)({+2)el=2,3,4,--- é 0o momento angular. Os modos [ =0 e [ =1 nao

descrevem radiacao gravitacional pelo teorema de Birkhoff.

Aqui é interessante notar que o potencial diverge em

r=—, (4.8)

m

que esta dentro do intervalo da anélise. Vale relembrar quando a massa ¢é positiva essa
divergéncia nao existe, ja que estaria em um r negativo. Isso causa sérios problemas no
estudo das perturbagoes polares, e serd tratado com mais cuidado em Gleiser e Dotti[4]
onde eles escrevem a func¢do de Zerilli[I5] de uma maneira diferente a fim de contornar

esse problema. Isso sera detalhado na secao seguinte.

4.1.2. Analise da estabilidade

Com as equagoes do movimento e os potenciais, pode-se dar inicio a analise da estabilidade
das equacoes. Porém, existe um problema devido ao fato de que o espago-tempo com
a singularidade nua nao é globalmente hiperbdlico[12][21], e isso impossibilita que haja
evolucao temporal das condic¢Oes iniciais, a menos que sejam fixadas condigoes de contorno
especificas na singularidade. Uma maneira de entender o problema é através dos operadores:
pode-se entender a parte espacial do operador de onda como sendo um operador simétrico
positivo atuando em um espaco L? de Hilbert, e entdo obter a dindmica de campo escalar
através de uma extensao auto-adjunta positiva apropriada de tal operador simétrico.[25] [20]

Sendo o espaco-tempo estatico nao globalmente hiperbdlico, define-se A como a parte

espacial de (4.3))
A= o +V (4.9)
T\ 022 ’ '

A é um operador atuando no espago de Hilbert H = L?*(x,dx) em um tempo especifico.

Como dito anteriormente, o operador A precisa ser auto-adjunto ou ter uma extensao
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auto-adjunta, Ag, pois somente para esse tipo de operadores ¢ possivel satisfazer o teorema
espectral e garantir que seu auto-valor seja real.[19)]

Dada a extensdo auto-adjunta, a evolugao temporal de ® é dada por[25]
o, = C) cos(A]lE/Qt) + Dy sin(Agmt), (4.10)

onde Ag corresponde ao auto-valor. Com as condig¢oes de contorno

®(0) = @
20 =% (4.11)
d(0) = By,
tem-se
O, = cos(AY 1) Dy + AL sin(AY 1) Dy, (4.12)

O interesse principal é na nao negatividade de Ag. Se Ag é positivo entdo a dindmica

é classicamente estavel; se Ag é negativo a dinamica é instavel. Isso se deve ao fato
do comportamento das funcoes A, sin(Al/Qt) e cos(Al/Qt) serem limitadas para A

p ¢ E E E p E

positivo e, assim, ® permanece limitada para qualquer . Se Ag for negativo as fungoes

trigonométricas se tornarao fungdes hiperbdlicas e assim elas podem se tornar divergentes.

Para a andlise da estabilidade, considera-se, como feito anteriormente, uma dependéncia

no tempo do tipo

O(z,t) = e P (z), (4.13)
portanto, a equagao (4.3)) satisfaz

Ad(x) = w?d(z). (4.14)

Fixada as condi¢oes de contorno na singularidade, o operador auto-adjunto A sera
oy . 2 O . l
positivo se w* > 0, ou seja w real.
Para determinar as possiveis condigoes de contorno, é necessario observar o comporta-
mento assintotico do operador A e da variavel x, pois nao é possivel expressar r em termos

de .0 comportamento de x quando r — 0 é

T~ — [ln(l)—I— <1+£)1 E <1+5)2 iﬂ], (4.15)
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proximo a singularidade
2
r
T~r—r4+— =1~ 2ur, (4.16)
2p
Essa é a forma da coordenada tartaruga para um r pequeno. O proximo passo é analisar

o comportamento assintotico do operador A para ambas as perturbagoes.

Perturbacao axial

Para o potencial axial Vi, tem a seguinte forma

d? pN 1 [3p
Ay = -2 (1 —)—— 1+ 1), 417
4 0l332Jr Jr7" TQ{TJF(JF)} (4.17)
quando r — 0, A torna-se
> 3u?
Ag o ——— 4.18
substituindo (4.16)), o operador para perturbagao axial torna-se
d? 3
Ag~ ——+ —. 4.1
A dz? + 422 (4.19)

Repare que o potencial é na forma V(z) = ax=2. O valor de 3/4 no potencial é o limite
para que o operador seja auto-adjunto. Na regiao —1/4 < a < 3/4 o operador nao é
auto-adjunto, mas ainda é possivel construir solugoes estaveis. Se a < —1/4 a extensao

auto-adjunta implica em modos com w? < 0[27].

Na equagio (#.14),

& B4 b — wd (4.20)
dx? 42 '
cuja solucdo geral para w? =0 ¢é
®A ~ a1 .Z'_l/2—|—b1 .Z'3/2. (421)

Perturbacao polar

Para o potencial polar Vp, o operador A tem a forma

d’ f(r) p
Ap=——5+ —-"— T —3m*t +2m? 3 4.22
P s + (mr — 352 +9mT2 3m . +2m” +m” |, (4.22)

3 2
! 4 gt
T
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quando r — 0, o operador A pode ser escrito como

d? pw\ 1 [—9u?
Ap ~ -2 (1 —)— , 4.23
F dz? LG r/ 9u? [ r3 (4.23)
d2 MZ
Ap~—— — — 4.24
F dz?2 rt’ (4.24)
como 12 = 2ux, tem-se
Ap~ L1 (4.25)
dz?  4z? ‘
O valor a = —1/4 é o limite para a estabilidade. Aqui ainda existe a possibilidade de ter
modos estaveis[28].
Na equacao (4.14)),
& L ¢~ wo (4.26)
dx? P '

cuja solucao geral para w? =0 é
Dp ~ agz'/?log (E) + by /2 (4.27)
i

Para uma determinada classe de potenciais singulares e V(x) = ¢/x?, com o coeficiente
c em um certo intervalo, o operador nao é automaticamente auto-adjunto em seu dominio
natural. Tais operadores admitem mais de uma extensao auto-adjunta, e o espectro e as
consequéncias fisicas irdo depender dessa escolha[29]. Esse é o caso do operador para a

perturbagao polar. Isso serd abordado com mais detalhe nas se¢des seguintes.

4.1.3. Analise da estabilidade

Com as solucoes e os potenciais em maos, a analise da estabilidade pode ser feita.

Potencial axial

Primeiro, sera verificado se a funcao é de quadrado integravel. Antes é conveniente

voltar para a varidavel r. A solucao (4.21) na variavel r é dada por

Da(r) ~ arr™t + i1, (4.28)
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agora sim pode-se calcular a norma ao quadrado. Da (3.54) com a equagao (4.21)) , tem-se
[ @A()||> = a1 |?*r ™2 4 |b1]*r® + albir? + aybir?. (4.29)

O fato da fun¢ao ser bem comportada em zero, garante que a solucao seja de quadrado

integravel. Logo, para que a solucao convirja a; = 0 em x = 0. Com isso, a solugao é
D 4(r) ~ byr. (4.30)
Com essa solucao, verifica-se o comportamento do termo de borda dado por
D4 Pylo = 367 [r°], = 0. (4.31)
O préximo passo é verificar o potencial. Da equacgao (4.6))

fr) [3p
Vi=—|—+Il+1)], 4.32

A 2 |y ( ) (4.32)
que, obviamente, é positivo para todo o intervalo de r. E o dltimo passo é verificar se
o operador A é auto-adjunto. Para isso é necesséario resolver a equacgao (3.44)) para o
operador A4

3 .

A solucao dessa equacgao é dada por
(@) = &/aY; |~(~1)FFia| — e/ad |(-1)FF el (4.34)

cuja solucao do segundo tipo
NG [—(—1)%%3;} , (4.35)

diverge para z — 0. Logo, tem-se que n, = n_ = 1 e a solu¢ao possui uma extensao
auto-adjunta. E assumido que no infinito espacial a solucao vai a zero.

Portanto, a solucao ¢ de quadrado integravel, possui o termo de borda nulo, seu potencial
é positivo definido e seu operador apresenta uma extensao auto-adjunta. Com isso, a

solucao para uma perturbacao axial é estavel.
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Potencial polar

Para a perturbacao polar, cujo potencial é dado por

2

1(r) + 9m’u—2 —3m
r

Vp=—1 |9
" (mr = 3p)?

o M

3
K- H
r3 r

+2m? +m?| (4.36)
a analise ¢ bem mais dificil, pois o potencial Vp diverge em um valor dentro do intervalo
0 < r < oo. Esse problema surge por causa da massa negativa. Em Schwarzschild com
massa positiva também existe essa divergéncia no potencial, porém o raio em que ocorre a
divergéncia esta fora do intervalo estudado.

Conforme feito anteriormente, é conveniente passar a solucao para a variavel r. De

[A.27), tem-se
2
Op(r) = aprlog (T—) + bor. (4.37)
I

Fazendo a norma ao quadrado

2 2 2
1@ p(7)||> = |ao|*r?*(log (T—) )2+ |bo|*r* 4 afbor? log (T—) + agbir? log (r_) , (4.38)

M H H
e, diferente do caso anterior, nao é trivial a escolha da condi¢cao de contorno. O mesmo

acontece com o termo de borda
' 2 2 r’ 2 r’ r’ 2
OpdLlg = agrlog” | — | +agrlog | — | + 2apborlog | — | + agber + bgr =0, (4.39)
I 10 ft

onde também nao é trivial escolher as condigoes de contorno. Por esse motivo é definido a
variavel ¢ = Z—g para tentar encontrar uma extensao auto-adjunta.

A estratégia utilizada pelos autores, ¢ mostrar que existe uma tnica condi¢do de contorno
¢ = q., tal que o auto-valor minimo de Ap seja nulo, ou seja w? = 0. Essa condicao critica
separa as extensoes auto-adjuntas positivas e negativas. Por questao de simplicidade, seréd
usado somente [ = 2 daqui para frente.

Préximo do ponto singular, r = r, = %’*, a solugao comporta-se como

O~ O [(r—re)?+ ]+ Co(r—re) k], T =g, (4.40)
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C5 = 0 para que a solucao seja bem comportada. Logo
O~ CL(r—re), =70, (4.41)

isso implica que & = & = 0 em r = ro. Portanto trunca-se a solugdo em r = r¢ e
substitui-se na solucao para r > r¢ que também satisfaz ® = &’ = 0 nesse ponto. Além
disso, ® tem que ser zero nesse ponto para que a solucao seja de quadrado integravel. Em
especial o autor escolhe a funcdo ® = 0 para r > r¢.

Resolvendo para perturbacao polar e w? = 0, obtém-se a seguinte solucio

r(3u® — 6ur? + 4r3) r(13p — 24p%r + 12ur?)  r(3p — 6ur? + 4r3) T+ p
(D = Cg —|—C4 — ln
(i (4r — 3p) 3y (4r — 3p) p?(4r — 3p) r
(4.42)
Multiplicando por M% e usando a condigao de contorno ® = & = 0 em
r=3u/4
T+ i (13 — 24p2r + 12u7r?)
C3=0C4 |1 — 4.43
’ [g< . ) 3307 — 6r? + &%) | A
emr =r,= %“
7 4

Assim encontra-se uma solucao normalizada no caso w? = 0.

Comparando essa relagdo com (4.27)), a condigdo critica para as condigdes de contorno é

98
qge = 2+ log 9 (4.45)

esse € um ponto de descontinuidade, que separa as solucao estavel da instavel. Ou seja,

para g < q¢ a solucao sera estavel, e para ¢ > g¢ a solugao sera instavel.

4.1.4. Uma condicao de contorno para a estabilidade

Uma possivel condicao que garantiria que operador tivesse uma extensao auto-adjunta
positiva é fazer ag = 0. O método para provar isso consiste em encontrar um operador de

primeira ordem na forma

D

d
— 4.4
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com S sendo alguma funcao suave de r. Calculando o produto interno para o potencial
Vp:
(B, AD) = — / O*®,,dr + / Vp | @ |? da, (4.47)
0 0

= P, | +/ (| @, |* +Vp | @ |*)da, (4.48)
0

escrevendo em termos de D

(B, AD) = —d*(D — )® | +/OO(| (D —9)® > +Vp | @ [*)du, (4.49)

= —O*DP | +5 | P A +/ (| D® > =S%| @ | +Vp | @ [*)da. (4.50)
0

Introduzindo S | ® |? na integral

ds
= | —d 4.51
5= [ Sin (151)
e observando que
dr = fdx, (4.52)
pode-se escrever
ds
S = | —/fdx. 4.53
= fds (453)
Entao
(B, AD) = —®*DP | +/ (| D® |* +Vp | ® |*)da, (4.54)
0
onde
- dsS

Aqui, a condi¢ao de nulidade no infinito permanece.

Além de analisar o termo de contorno, é necessério investigar a positividade de V, pois
se V é positivo entdo o operador A serd positivo definido. Isso vai depender da funcio S.
Escolhendo a seguinte fungao

[p— (4.56)

e substituindo em (4.55)),
Vp = Vp + f:‘—g. (4.57)
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Substituindo Vp nessa equacao, obtém-se

' f (mr —3u? 2,
Vp = = 2m]| . 4.58
P (mr—3u)2m 3,2 —|—3m +2m ( )

Pode-se notar que Vp é positivo, porém ele continua divergindo em r = r¢. Como visto
anteriormente, ® tem que ser zero nesse ponto para que a funcao seja integravel. Nesse
sentido Ag é um operador simétrico positivo com dominio consistindo em funcgoes suaves
de suporte compacto satistazendo a condicao de regularidade em r = r¢.

Outro ponto é investigar como se comporta P*DP lo nesse caso. A equacao escrita

em termos de r é

2
Op =agr log (r_) + by . (4.59)
i
Expandindo o termo ®*D® |y, obtém-se

d 1 2 ’ :
® (- - —> ® = agrlog? <T—) +agrlog (T—> + 2agbor log <r—) +
de r 1% K M

2

2
+agbor + bgr — a% [7’ log2 (T—)} + bgr ~+ 2agbor log (T—> )
I 1

(4.60)

Portanto, ay tem que ser zero para que a condicdo ®*DP lo ndo divirja em r = 0

resultando em um espaco-tempo estavel.
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4.2. Método 2 - Gleiser e Dotti

No artigo[4] os autores modificam o formalismo de Regge-Wheeler-Zerilli e provam que,
para perturbagcoes gravitacionais escalares, a escolha das constantes de integracao nao é

algo trivial, e que todos os modos perturbativos escalares sao instaveis.

4.2.1. Equacoes perturbadas para a solucao de Schwarzschild

E possivel, utilizando o gauge de Regge-Wheeler, descrever a perturbacao polar por meio

de quatro fungoes Hy(r,t), Hi(r,t), Hy(r,t) e K(r,t), no qual a métrica toma a forma,

2M oM\
ds* = — (1 - —) (1 — eHoYym) dt* + 2 € Hy Y, dtdr + (1 - —) (14 eHyYy,y,) dr?
T T
+r2 (1 + €K Yy,) (d? + sin®(0)de?) | (4.61)

aqui € ¢ um pardmetro que auxilia a controlar a ordem da perturbacao. Y, = Yim(6, ¢)
sao os harmonicos esféricos, e, como feito anteriormente, pode-se restringir m = 0 sem
perda de generalidade. As equagoes linearizadas de Einstein para a métrica implicam
Ho(r,t) = Hy(r,t), e um conjunto de equagoes acopladas Hy, Hy and K. Essa equacao

pode ser resolvida em termos da fungao de Zerilli ¢4(r,t),

K = e+ (1-20) 52,
2
0 2M 0

onde,

") - AN+ 1)r? + 3\Mr + 6M*
g B r2(A\r + 3M) ’
Ar? — 3\rM — 3M?

M) = oA v+ 8AD)
A = w (4.63)

61



1z é uma solucdo da equacao de Zerilli,

0%y _ 0*1y
ot? 0x?

+ Vpihy = 0, (4.64)

onde z é a mesma coordenada tartaruga citada anteriormente. A relagdo (4.62)) pode ser

invertida, dando

B r(r—2M) 0K r
2D = Tt 30 (HQ_TW> ot (4.65)

Aqui é considerado, como feito anteriormente, uma dependéncia no tempo na forma

Yyt r) = e™ly(r), (4.66)

chegando em uma equacao tipo-Schrodinger

d*y

2
dr?

+ Vp(r)p = w?). (4.67)

4.2.2. Modificacdao do formalismo de Regge-Wheeler-Zerilli

Devido as dificuldades na analise da estabilidade da métrica de Schwarzschild com massa
negativa, ¢ apresentado uma modificagao no formalismo de Regge-Wheeler-Zerilli, a fim
de tornar o estudo mais simples.

Segue-se o formalismo usado na se¢ao anterior, mas ao invés de 1z, usa-se
C(t,r) = (2Ar — 3u)¥(t, 7). (4.68)

Substituindo em (4.64)) e assumindo que func¢ao depende s6 de r, ou seja ¢ = ™ X (r),

encontra-se

o 4 Odur = 3y2%) ) [UAN2 —CAar +30%)  r ] e
~ @ =)+ @3 =3 +p)r? (k2 [T

A expressao (4.69) nao é do tipo Schrodinger, e os coeficientes X e X’ divergem em
r=3u/2X. O proximo passo é analisar o comportamento de w e as condigoes de contorno

na singularidade nua.
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4.2.3. Solucoes estaticas
Para w = 0 a equagao (4.69) torna-se

s NP G = 3?) (AN — G+ 3p) (4.70)
2\ — 3p)(r + p)r (2Ar = 3p)(r + p)r? ‘ |

Resolvendo essa equacao computacionalmente com [ = 2, obtém-se a seguinte expressao

para X (r)

r2—24r 2 r
r(ar® =62 +3u%) | T = O30 (M2t 310 (=22))
2

3u? —6p+4 3uP(3u? —6p+4) ’
(4.71)

X(T’):Ol

onde (] e ()5 sao constantes. Essa equagao representa a solucao independente do tempo
para perturbacao gravitacional com w = 0. Porém, ainda é necessario determinar as
constante para saber se elas sdo aceitaveis ou nao para essa solucao. Um procedimento
que pode ser usado é investigar a mudanga de algum invariante de curvatura. Nesse artigo

foi escolhido o invariante de Kretschmann.
K = Rapeq R, (4.72)

para r — 0

B 124
=5

2
S L Y KT P

K 3
9ur3

Aqui, Cy = 0 para que o termo de primeira ordem nao cresga mais rapido que o termo de
ordem zero.

Para r — oo

C K
— Oy [TB_:+...]}/lm+5c2l_l+...}Ylm, (4.74)

124

K
T

Aqui C7 = 0 para que o termo de primeira ordem fique menor que o termo de ordem zero.

Logo nao existe uma escolha nao trivial para o caso estatico.
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4.2.4. Solucoes dependentes do tempo

Para a solucao dependente do tempo, w # 0. Considerando a solucdo proxima a

singularidade nua, obtém-se
X(r)=Csr+Cyr log r, (4.75)

onde C3 e Cy sao constantes. Em r = 0 a equacao (4.75)) é bem comportada para qualquer
escolha das constantes. Entretanto, a primeira derivada X'(r) diverge nesse ponto devido
ao termo log(r), e como as perturbagoes dependem da derivada(ver eq. , é necessario

impor que C} seja zero a fim de retirar a divergéncia. Isso implica que somente a solugao
X(r)=Csr, (4.76)

pode ser considerada para a analise. Isso fixa as condicoes de contorno em r = 0. Assim
como no método anterior, se w? > 0 corresponde a uma oscilacdo, e, portanto, é estavel. E
se w? < 0 a perturbaca i, instavel devid i ial d 1
perturbacgao sera instavel devido ao crescimento exponencial da parte tempora

em 7 — 00, a Menos que se possa excluir tais termos divergentes.
A préxima secao sera destinada ao estudo desses casos instaveis. Mesmo que pareca
que a solucao seja estavel, se existir pelo menos um caso onde a haja um crescimento

exponencial da parte temporal, a solucao sera instavel.

4.2.5. Solucoes instaveis

Modos instéaveis correspondem a w? = —k%. O primeiro passo que o artigo[4] utiliza

é encontrar uma solucdo numérica para um determinado £ em um dado [. A primeira

solucdo ¢ encontrada para [ = 2 e k = 4. Outra solugao é encontrada para |l =3 e k = £5.
Isso sugere que ¢é possivel encontrar uma solu¢ao para todos os [. Entao encontra-se
B r 2>\y_31u)262ky
X(r)=re krr—l—,uk“{Cl—i-Cg/ ( , 4.77
") ( ) oy (Y + p)*ketly (4.77)
onde
2 A+ 1 =D+ 1)+ 2
L0 (- D+2) -

3 64
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O termo da integral diverge para r =0 e r = co. Portanto é feito Cy = 0, transformando
a equacao em

C(t,r) = Crre ™ (r + p)krert, (4.79)

Aqui, em r = 0 e r = 00 a solu¢ao é bem comportada. Porém, se t — oo a solucao diverge.
Ou seja, para w? = —k? exitem solucdes que sao finitas préximo da singularidade nua e no
infinito espacial, porém que crescem exponencialmente no tempo, caracterizando assim

uma solugao instavel sob perturbacoes polares.

4.3. Comparacao entre os métodos

Ambos os métodos concordam na estabilidade da solu¢ao de singularidade nua para a
perturbagao axial. Nesse caso, o operador Ay em é auto-adjunto, o potencial é bem
comportado no intervalo da analise e positivo definido. Portanto, o menor auto-valor de
Ay é positivo e o espaco-tempo é estavel para as perturbagoes axiais.

Por outro lado, para a perturbacao polar os resultados sao divergentes. Gibbons et al.
tenta encontrar um valor, q., para o qual o operador Ag em (4.26]) torna-se auto-adjunto.
O valor encontrado esta em , e, de acordo com a anadlise, para qualquer valor maior
que esse o operador sera auto-adjunto. Apods isso é verificado uma condi¢ao para que
o potencial Vp em seja positivo, garantindo assim a estabilidade da solucao. Eles
encontram que para a func¢ao S(r) em o potencial se tornard positivo e sera expresso
por . Sendo assim, com o operador auto-adjunto e o potencial positivo, eles garantem
que fixando a condicao de contorno o espago-tempo é estavel para as perturbacoes
polares.

Gleiser e Dotti modificam a equacao de Zerilli para retirar a divergéncia na
equacao. Com a equagao modificada, é feito o estudo do caso estatico, w = 0, em (4.71])
onde eles ndo encontram uma condigao para para fixacao das condi¢oes de contorno. J&a
para o caso nao estatico 7 a principio, existe uma condi¢ao de contorno clara para
a estabilidade da solug¢ao que é vista em , e parece que a solucao é estavel para a
perturbacao polar. Entretanto, ao se estudar as solucoes instaveis, w? = —k?, conclui-se
que para qualquer valor de k, onde k é um inteiro positivo, a solucao diverge
conforme t — oo, e portanto o espago-tempo ¢ instavel para as perturbagoes polares.

O grande problema na analise da perturbacgao polar esta na utilizacao da funcao de
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Zerilli. Essa solucao nao é de C? portanto a métrica perturbada nao satisfaz as equacoes de
Einstein no vacuo. Além disso, Gibbons et al. tentam contornar o problema da divergéncia
do potencial fazendo uma colagem da fun¢ao no ponto divergente, r. = 3u/4, assumindo
que a funcao seja nula para todo r > r., porém ha uma descontinuidade na regiao da
colagem. Ou seja, foi imposto uma condi¢ao de colagem que nao respeita a condi¢ao de
diferenciabilidade da métrica e das perturbac¢oes. Nao basta que a funcao seja da classe
C!, tem que ser no minimo C?. Por isso, Gleiser e Dotti redefinem a funcao de Zerilli para
tirar esse polo artificial e analisar a estabilidade numa varidvel que tem solucoes de classe

.
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Capitulo 5

Solucao EMD

Além das solugOes assintoticamente planas, como a métrica de Schwarzschild e de
Reissner-Nordstrom, onde em uma distancia muito grande do buraco negro a regiao
¢é descrita pela métrica de Minkowski, é possivel ter varios outros tipos de solugoes
descrevendo buracos negros. Por exemplo, o buraco negro de Reissner-Nordstrém que é um
buraco negro estatico, com simetria esférica, o qual é definido por dois parametros: a massa
M e a carga elétrica Q. Outro exemplo é o buraco negro assintoticamente anti-deSitter(AdS),
que ¢ um tipo de solucao das equacoes de Einstein com constante cosmolodgica, onde o
limite assintético é descrito pela métrica AdS com uma regiao de curvatura constante, ou
ainda solugoes onde ha o acoplamento de campos especificos a gravitacao.

Nesse capitulo serdo tratadas as solucoes da teoria Einstein-Maxwell-dilaton(EMD)[5]
onde a gravitacao ¢ acoplada a um campo escalar, o dilaton, e a um campo eletromagnético
que, em principio, podera se acoplar ao campo escalar de forma nao trivial. Este sera o
acoplamento abordado nesse capitulo. Esta teoria permite solugoes assintoticamente planas,
mas também solugoes que nao sao nem assintoticamente planas e nem assintoticamente
AdS. Este tipo de solucao apresenta um interesse particular devido a sua conexao com
teorias fundamentais, em particular com as teorias de cordas. O Dilaton é campo que
aparece em teorias com dimensoes extras (como por exemplo, na teoria de Kaluza-Klein)

quando o volume compactificado das dimensoes varia.
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5.1. Solucao da teoria EMD

A teoria EMD, que compreende o dilaton ¢ e um campo de vetor abeliano A,, acoplados

a gravidade, é dada pela agao: [30][5] [31]

1

S =-—
167

d*z/—g{R — 20,00"¢ — e **F,,, F"},

onde F' = d,A, — 0,4, é o tensor eletromagnético.

A variacao da acao (5.1) com relacao a g"”, A, e ¢ resulta em:

1
RMV = 2au¢au¢ + 2e72? (FLWFVB - ZgHVFz) )

V(e 2Py = 0,

1
V.Vl = —56—2¢F2.

(5.1)

Solugodes assintoticamente planas, com horizonte de eventos nao degenerado, descrevendo

buracos negros regulares eletrostaticos e magnetostaticos foram obtidas por Gibbons e

Maeda[32], onde a métrica é dada, para a solugao eletrostatica, por

-1
ds? = (1 _ T—+) d? — (1 _ T—*) dr® — r? (1 _ T—‘) 102
T T T

O campo dilatonico e o campo elétrico sao dados por:

r_
e?? = ¥ (1 — —) ,

Fir = 20

onde ¢4 ¢é o valor de ¢ no limite assintotico.

Utilizando as equagdes (5.2) e (5.6 pode-se calcular o escalar de curvatura R

Ro_ 1= (=)
2r3 (r —r_)?

nota-se uma divergéncia em r=0er =r_.

A massa e a carga sao dadas por
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Solucdo nao assintoticamente plana[5]

Uma outra opc¢ao ¢ analisar as solugoes nao assintoticamente planas, que podem ser

obtidas utilizando o limite préximo ao horizonte da métrica ([5.5). Primeiramente é

introduzido um parametro auxiliar e

ry. = r_+eb,

r o= r_-+er,

e, considerando € < 1, a métrica pode ser expressa como

ds?® = c(r=b) dt? — e(r+ €T>dr2 —er(r_ + er)dQ?.
(r— +er) (r—0)

Os campos ficam

Ftr — Q 62(;500
(r— +er)? ’

2 — 62¢>oo( r )
r_+e€r

Para fazer o limite de ¢ — 0 troca-se as variavéis da seguinte forma:

r.=— , t=- | ¢ = —loge.
€

Portanto, a métrica e os campos sa0 expressos como

_p 2
ds® = —éfﬁ_ 622) dt? — —6(2 t Z)T) dr® — er(ro + *r)d?,
Q
Ftr —
(ro + €2r)?’

Q20(r) " .
ro + €2r
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(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
(5.16)

(5.17)



Quando faz-se € — 0 tem-se

ds® = (r_b)dt2— o dr® — rrod?, (5.18)
To (r —b)

Fro= % (5.19)

G200) _ <:_0) (5.20)

- Z, (5.21)

Q = 2 (5.22)

onde b e ry estao relacionados com a massa, M, e a carga, (), respectivamente. O escalar
de curvatura é dado por

—(r—10)

2ror2

R= (5.23)

e o invariante de Kretschmann

3b% + 6br — 1172
4r2rt

RabcdRade - (524)

O diagrama de Penrose para os diferente valores de b é mostrado na figura . O
caso b > 0 representa um buraco negro com uma singularidade tipo-espago escondida pelo
horizonte de eventos em r = b. Esse diagrama é idéntico ao buraco negro de Schwarzschild.
Para b = 0 tem-se um buraco negro extremo com uma singularidade nula. E o caso b < 0

descreve uma singularidade nua localizada em r = 0.

5.2. Perturbacao da solucao EMD

Como caso mais simples, serd feito uma perturbac¢ao por um campo escalar ®(¢,r, 0, ¢)
massivo. Apesar de mais simples, as equagoes perturbadas tem o comportamento andlogo
as perturbacoes na meétrica, e podem apresentar consequéncias interessantes. Alguns
resultados, por exemplo, mostram que no espago-tempo de Janis-Newman-Winicour
(JNW), a singularidade nua contida na métrica é estdvel sob perturbacoes do campo

escalar[22].
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(b)y b<0

(¢)b>0

Figura 5.1.: Diagrama de Penrose.
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A dindmica do campo escalar massivo é dada pela equacgao de Klein-Gordon

(O+m*)® = 0.
Utilizando a solugao de EMD
—b
ds* = f(r)dt* — f(r)"tdr?* — rord??, flr)= !
To
e calculando os simbolos de Christoffel, obtém-se
d 1d 2P
— I (rfd)— Dy (sin 0 9y®) + —2 20 =
f rdr(rf ) ror sin 6 b(5in 6 0 )+sin9 tm

Fazendo a separacao de variaveis

O(t,7,0,0) = R(r)Y (0, d)e™ ™",

chega-se a equagao

wY Y d dR R aY
— R——— —| - Op(sinf OpY RY =0
f rdr {Tf d’r’} rorsin @ [ b(sin 6 9 )+sin0} m ’
multiplicando por >, e lembrando que
1 2

. azY
[(99(8111989}/) + ] =—l(l+1),

Y sin® sin 6
obtém-se
w?rer

S

R(r) + ro%[rfR'(r)] = [1(1 + 1) +m?rro)R(r).

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Essa é a equacgdo geral perturbada por uma campo escalar massivo. E possivel transformar

essa equacao em uma equagcao tipo-Schrédinger. Para isso , sera feito uma troca de variavel

na equagao ([5.31]) do tipo

¥(r) ;W Y
= Jr — = r12 7 9p3/2
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Substituindo na equacao

/ )
—7rg {f (w’ 1z _ 2;6/2)] + (F +m’r — %) r% =0, (5.33)

onde 12 = I(I + 1), m? = m?ry e w? = w?r. Desenvolvendo o termo da derivada, resulta

/ 2
—70 |:¢”f’r‘1/2 + 7,,I/Qfl/wl . ziff2 + %] + <l2 + mQT — %) % = 0. (534)

Multiplicando por 7~1/2 e simplificando alguns termos, obtém-se

12 w?  rof  rof
. " 100 v -2 Y ToJ 0 _
ro [¢ f+f¢]+[r+m 7 R QTM 0, (5.35)
e definindo
d d
— = f— 5.36
dx dr’ (5.36)
essa equacao pode ser escrita como
e + f ﬁ+ S Ly iy (5.37)
. 42 T 2r s '
ou em sua forma explicita
—b) [(1+1/2)? b
re r 4r

Essa é uma equacao tipo-Schrodinger. Usa-se essa equagao pois ela facilita a analise do

potencial. Nas secoes que seguem, serd estudado alguns caso para b e m?.

5.2.1. Caso 1: b=0e m?=0

O caso b = 0 representa um buraco negro com o horizonte de eventos em r = 0. E
um caso muito peculiar onde tem-se uma singularidade tipo luz. Nesse caso a fungao da
métrica é dada por

F=2_ 0<r < o0) (5.39)
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e a equagao perturbada (5.31)) pode ser escrita como

L pr )] + (7 P R =0, (540
onde
w? =whi e P=I1(1+1). (5.41)

Esse é um problema de Sturm-Liouville com p(r) = r2, q(r) = 1* e A(r) = 1.

Derivando o primeiro termo da equagao (5.40|) tem-se

r2R"(r) 4+ 2rR'(r) + (w? — I*)R(r) = 0, (5.42)
cuja solucao ¢
R(r) = Ar™ + Br7-, (5.43)
onde
Vi = —% + /(1 +1/2)2 — w2 (5.44)

Para que uma solucdo seja estavel w?

> 0. Isso ird se confirmar se o operador for
auto-adjunto e o seu potencial positivo. Além disso é til observar como a solucao se
comporta nas bordas do intervalo para saber se tais solugdes sao permitidas(ver se¢do .

Portanto, sabendo a solugao, o primeiro passo é avaliar se o operador é simétrico e para

isso analisa-se o termo de borda

" e — i, (5.45)

1/2

nos limites do intervalo. Lembrando que v = Rr'/*, e além disso a solugao tem que estar

na variavel tartaruga, que nesse caso é dada por

x =rologr, (—o0 < & < 0). (5.46)
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Sendo assim, a solu¢do pode ser escrita como
Y(z) = Ae"® + Be ", (5.47)

onde o = L (w? — (1 +1/2)%).

2
To

O termo de borda para a € R sera

V" e — i] % = 2ia(JA]" — |BJ), (5.48)

que claramente s6 seréd zero, e consequentemente simétrico, se |A]* = | B|?.

Se o € C entao a solugao é
P(z) = Ae” " 4 Be™”, (5.49)
e o termo de borda é dado por
[ e — 7] % = 20(A"B — ABY), (5.50)

que sera zero se A, B € R.

Além dessa condicao, também foi verificado através do teorema de von-Neumann que
o operador possui indices de deficiéncia n, = n_ = 1 (conferir apéndice , ou seja o
operador possui infinitas extensoes auto-adjuntas.

O potencial para essa condicoes serd dado pela equacao (G.4]) com b = m = 0, obtendo

Vir) = rlg (z + %)2 (5.51)

E f4cil ver que o potencial é uma constante positiva para todo r, o que indica que a solugao
seja estavel. Mas, para poder afirmar sobre a estabilidade ainda se faz necessario avaliar
se a funcao é de quadrado integravel e se o termo 1*1, = 0.

Ser4 analisado o comportamento da solu¢ao nos limites assintéticos na medida L2((0, 00), dr),

e com o produto interno definido por

|R(r)|[ = (R(r), R(r)) = /OOO R*Rdr. (5.52)
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1. Para w € R a norma ao quadrado é dada por:
|1R(r)[[* =" (|A|2r2v (1/22=w2 || B|2p=2y/(41/2)7 =0 2AB> . (5.53)

Em r — 0 tem-se o seguinte comportamento
e Se w? > (I+1/2)% entdo a solugdo serd oscilatéria crescente e nao ird convergir.

e Caso contrério, se w? < (I + 1/2)? a solugdo sera bem comportada se B =0 e

V(1 +1/2)2 —w? > 1/2, ou seja ha um valor maximo para w.
E quando r — oo
e Se w? > (I +1/2)?, entdo a solugdo serd oscilatéria decrescente e ird convergir.
e Se w? < (I +1/2)? a solugdo ird convergir se A = 0.

Ou seja, para w real nao exite solugoes de quadrado integravel.

2. Para w? = —k?, a norma ao quadrado torna-se
||R(7’)H2 _ 7”71 (|A|2T2\/(l+1/2)2+k2 + ’B|2T72\/(l+1/2)2+k2 + 2AB> ) (554)

Aqui o termo dentro da raiz sempre é positivo e maior que 1/2.

Para que a solugdo seja bem comportada em r — 0, B=0e /(1 + 1/2)2 + k2 > 1/2.
Ja para r — oo A = 0 para que haja a conversao. Ou seja, para w imaginario

também nao exite solugoes de quadrado integravel.

Ja o termo de borda ©*y, para a € R é dado por
W*%\iooo — AB*e2iam - A*Bef%omc7 (555)

onde j4 foi considerado |A|? = |B|?. Repare que é uma fun¢io limitada, porém nao se
anula nos limites.

Para o € C tem-se
|¢*?/)x|ci°oo — |B|262ax _ |A|26—20wz:7 (556)

que diverge nos limites.
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Mesmo o operador possuindo extensao auto-adjunta e seu potencial positivo nao pode-se
concluir, a principio, sobre a estabilidade, ja que tanto as solugoes com valores de w
imaginario quanto as com valores reais nao sao de quadrado integravel e também nao tem
o termo de borda *, nulo.

Esse problema pode ser gerado pela escolha das condi¢oes de contorno, visto que o
operador possui infinitas extensdes auto-adjuntas (ver apéndice e isso significa que
talvez para alguma outra condi¢ao de contorno a solugao pode estar contida no espago de

Hilbert. Outro ponto é o fato do espaco tempo nao ser assintoticamente plano.

5.2.2. Caso 2: b>0em?=0

Essa solugao representa um buraco negro com o horizonte em r = b. Aqui, f(r) é dado

por

f= , (b<r<o0) (5.57)

e a equagao (5.31)), torna-se

_d;‘i [T(r - b)dﬁ;y)} N lfz _ (ijrb)] R(r) = 0. (5.58)

Note que aqui também tem-se um problema de Sturm-Liouville com p(r) = r(r — b),

qiry =1 e \r) = -

Desenvolvendo o termo da derivada, obtém-se

—r(r—b)R"(r) — (2r —b)R'(r) + [fz - (ru_)_rb)} R(r)=0

, (5.59)

(2r —b) w E

R”(T) + mR/(T) + {(7‘— b)? - r(r — b):| R(r)=0.

Essa equacao é semelhante a uma equacao Hipergeométrica. Fazendo a troca de variavel

r r—-b6b = y—0
y=1-—- (5.60)
r—00 = Yy— 00,
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suas derivadas serao

d 1d d? 1 d?

=, = s 5.61
dr bdy’ dr?  b?dy? (561)
Substituindo em ({5.59)) é possivel escreve-la como
Ryy_ b(1 —2y) & w? _ 12 —R—O
?o—-yy b [(y)? —P(-yyl
(1—2y) {aﬁ 2]
Ry ++— R+ |—++——|R=0, (5.62)
YO -yy Y Ly L=y
e _
y(1 —y)Ryy + (1 = 2y)Ry + [w? +P—w*| R=0.

Para que essa equacao fique na forma da hipergeométrica, é necessario fazer mais

algumas substitui¢oes, comec¢ando por

R(y) = y" f(y); (5.63)

Ry =v’fy+oy" ' fs Ry =9 fyy + 200" fy +p(p — DyP 2 f; (5.64)

que substituindo na equacao ([5.62)) fica

-2

y(1 =) [fyy + 2057 fy + o — Dy 2] + (L= 29) [y +py7'] + {w? - wg} f=
(5.65)

Colocando f , f, e f,, em evidéncia tem-se

p2_’_w2

y(1—y) foy + (1 +2p) =201+ p)yl f, + —pP—p—w+ F} f=0. (5.66)

Uma escolha interessante é fazer

P>+ w® =0, (5.67)

p = iw. (5.68)
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Portanto, tem-se
y(1 = y) fyy + [(1+ 2iw) — 2(1 +iw)y] f, + [I* — iw] f = 0. (5.69)

Agora definindo

1 1
a:i(w—l—)\)—i-é, b:i(w—)\)—|—§, c=2iw+1 (5.70)
onde
N =w? —1?—1/4, (5.71)
obtém-se
y(l—y)fyy-l-[C— (14 a+ )y fy —abf =0, (5.72)

que é uma equacgao hipergeométrica. A solucao é dada por
fly) = AF(a,b;c;y) + By “Fla—c+1,b—c+1;2 — ¢;y), (5.73)
e em termos de R(y), tem-se
R(y) = Ay"™F(a,b;c;y) + By " F(a—c+1,b—c+1;2 —c;y). (5.74)

onde A e B sao constantes. Essa é a solucao da equagao (/5.58)).

Algumas observacgoes sobre essa funcgao:

1. Se R(¢) > 1, entao a segunda solucao é singular em y = 0, portanto se as condigoes

de contorno exigirem uma solucao finita em y =0 — B = 0.
2. A solugao (5.74) é invariante com respeito a permutagao a < b.

Nesse caso IR(c) = 1, portanto ainda nao se pode concluir nada sobre a solugao.

Para y — 0 a fungao hipergeométrica comporta-se como:
F(a,b;¢;0) = 1. (5.75)

portanto

R(y) = Ay™ + By~ . (y — 0) (5.76)
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Ja pra y — oo tem-se

F(a,b; ¢;y) = Ci(—y)~* + Ca(—y) ™", (5.77)
e para
Fla—c+1,b—c+1,2—c,y) = C(—y) T + Cy(—y) ot L. (5.78)
Com isso obtém-se
R(y) =y~ '/? [Cy_iA + Dy“‘] . (y — ) (5.79)

Encontrada as solugoes pode-se dar continuidade a andlise da estabilidade. Como feito
anteriormente, primeiro sera verificado se o operador é simétrico e para isso usa-se a

coordenada tartaruga definida como

x =19 log (% — 1) —  (—y) = e, (—o0 <z < 0) (5.80)

A solugao na coordenada tartaruga quando r — b(x — —o0) é dada por

V() = Ae™® + Be ™7, (5.81)

1/2

lembrando que ¢ = Rr*/=. Com isso o termo de borda é

i [y, — ] = 2iw(| AP - |BJ?), (5.82)

que s6 serd nulo se |A|*> = | BJ2.

No infinito espacial, com A € R, a solu¢ao na coordenada tartaruga sera
Y(z) = Ce ™ 4 De, (5.83)
cujo termo de borda é dado por

Jim [, — ] = 20A(DP ~ [CP?), (5.84)
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e novamente sé sera simétrico se |D|? = |C2.
Para w = ik, o que implica A € C, o termo de borda préximo ao horizonte comporta-se

como
lim [y, — 5| = 26(A°B — AB"), (5.85)
que é simétrico se A, B € R. E para x — oo
Tim [, — | = 2K(D*C = DCT), (5.86)

que é simétrico se C', D € R.

Portanto o operador é simétrico tanto para w € R quando para w € C. Além disso, foi
verificado(ver apéndice [F]) que os indices de deficiéncia para esse operador sdo ny =n_ = 1,
ou seja ele possui infinitas extensoes auto-adjuntas.

Para a andlise do potencial recorre-se a equagao na coordenada tartaruga (G.4)) com
b>0em =0, obtendo

(r—10) [ 2 1 b

Vi) = L 5.87
(r) 0 7o * 4rry + 4r2ry |’ (5.:87)

e os limites assintoticos sdo

;=1 r—=b
Vr) ~ (5.88)
(1+1/22+ 3t +..., r— o0
Observando o potencial fica claro que ele é sempre positivo para r > b. Esse fato do

potencial ser positivo e a condicao de que o operador é auto-adjunto indica estabilidade.

Porém ainda é necessario verificar se a solucao é de quadrado integravel.

Para o célculo da norma ao quadrado serd usada a medida L*((0, c0), y—;l‘ dy), e o
produto interno definido por
IR\ = (R(y), B(y)) = i R'R TG (5.89)

1. welkR.
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Figura 5.2.: Potencial caso 2 paral =2 e b/rg = 2.

Essa é uma solucao oscilatoria. Quando y — 0, a norma ao quadrado é dada por

|4y + By~

—1
yT’ — 00, (y — 0) (5.90)

que diverge proximo ao horizonte de eventos.

J& pra y — 0o, a norma ao quadrado ¢ escrita como

1Ry ~CP T T 2] (y = oo) (5.91)

y—l‘

Olhando a expressao de A ([5.71]), é possivel ver que ele pode adquirir tanto valores

reais quanto imaginarios. Portanto vale a seguinte analise
e Se w? > I 4 1/4, ou seja X € R, a solucdo converge para qualquer valor de .

e Se w? < I? 4 1/4, tem-se que X € C e portanto a equacio torna-se

I1R(y)I? ~CPP T Ay T 42 v (Yo 00)  (5.92)

y—l‘

Portanto a solu¢do é bem comportada no infinito para A € R. Porém, pode-se
concluir que a solucao nao ¢ de quadrado integravel, ja que para y — 0 a solucao

nao converge.

k.
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A solucao para y — 0 torna-se
R(y) = Ay™" + By", (5.93)

cuja norma ao quadrado é

y—1

[[Ay™ + By*||* 7) ~ ATy B 0ABY T, (y = 0) (5.94)

que converge se A = 0 para todo k > 1/2.

Quando w = ik, implica que A € C, portanto em y — oo tem-se
R(y) = y~ 42 [Cy’\ + Dy_’\] ) (5.95)
Sendo assim, a norma ao quadrado é

1R()II*

-1 - -
Yy ; ‘ _ |:‘CD*PZ/_1 + |C*D‘2y_1 + ’C‘Qy—l—i-Q)\ + \D[Qy_l_2/\—|— (596)

~0, (y— o)

cujo termo dominante é o segundo, portanto pode-se fazer C' = 0. Essa funcao,
com w imaginario, também converge. Ou seja, a solucdo com w € C é de quadrado

integravel.

Esse resultado ¢ curioso, ja que a solucao com w € R nao é de quadrado integravel
enquanto que a solucao instavel é de quadrado integravel.

O ultimo passo é verificar o termo de borda [¢*1,|. Para w € R tem-se

lim [i*tp,| = AB*e*™* — A* Be 2", (5.97)
r——00

lim "1, | = DC*e** — D*Ce 2 (5.98)
T—r00

ambas sao limitadas, porém nao sao nulas.

Para w = ik tem-se

lim [ ,| = |B[?e*™ — |APe™2k, (5.99)
r——00
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que é zero se |A]? = 0.
lim [¢*¢),| = |C]2e** — | D|?e” 2, (5.100)
T—00

que é zero se |C]? = 0. Isso confirma as escolhas para que a solugio seja de quadrado
integravel para w € C.

Até aqui foi visto que o operador possui infinitas extensoes auto-adjuntas e seu potencial
é positivo definido, portanto de acordo com o teorema w? deveria ser positivo. Porém, da
equagao , vé-se que a solugao nao é de quadrado integravel para w € R, assim como
no caso anterior. Além disso o termo da borda 1¥*, nao é nulo, o que impossibilita de
afirmar sobre a positividade de w?. Pode ser que escolhendo um espaco diferente que niao
seja o de Hilbert, como por exemplo Sobolev, Hilbert equipado[33], o operador seja de
quadrado integravel o que permitiria afirmar sobre a estabilidade. Porém, por enquanto a

questao da instabilidade é inconclusiva.

5.2.3. Caso 3: b= —|3|<0em?=0

Nesse contexto, quando b = —|5| < 0, é o caso em que ha uma singularidade nua. A

solucao para esse caso é a mesma do caso anterior (5.72]):

YL = y)fy +le— (L+a+byl f, —abf =0, (5.101)

a unica diferenca é a defini¢ao da variavel y, que agora é:

r r—-0 = y—1

y=1+ (5.102)

18] r—-o00 = y—o00,

A solugao em torno de y = 1 é dada por
fly) = AF(a,b;a+b+1—c;1—y)+B(1—y)* *"F(c—b,c—a;1+c—a—b;1—y). (5.103)

Porém, essa solugao s6 é valida se ¢ —a — b ¢ Z, o que, olhando ([5.70)), ndo se cumpre

ja que a soma ¢ nula. Para contornar o problema, analisa-se o comportamento assintotico

84



da equagao ([5.101)) ao invés da hipergeométrica. Para essa andlise, primeiro faz-se a troca

y—1 = 2—=0
z=1-uy, (5.104)
y—>00 =  z— —0Q,

transformando a equagao em
2(1=2)f —[c—(14+a+b)(1—2)]f. —abf(z) =0. (5.105)
Em z — 0 (y — 1) tem-se
2fe 4 fo+ (P —iw)f =0, (5.106)
cuja solucao é dada por
[(2) = ealy (2V/it0 = PVZ) + 2o (2V i — PVE)) (5.107)
Escrevendo R(y):
R(y) = 14" I, (2m\/ﬂ> + ey K, (m/ﬁ\/ﬂ) . (5.108)

No limite assintético (y — 1), a fun¢do de segundo tipo diverge, portanto faz-se c; = 0. A

funcao de primeiro tipo no limite assintotico préximo da origem ¢é dada por
I(z) ~2" —Iy(z) ~ 1. (5.109)
Portanto
R(y) = c1y™. (y— 1) (5.110)
Para y — 0o o comportamento assintotico da equagao é dado por

Y2 fyy + (200 + 2)y f, — (I —iw)f =0, (5.111)
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cuja solucao é

fy) = diy™ + day~,

onde

V& =— (iu‘)+%) + /(1 +1/2)2 — w2

Escrevendo em termos de R(y) tem-se

R(y) _ y—1/2 <d1y\/(l+1/2)2—u’12 + dzy—\/(l+l/2)2—u’)2> ) (y N OO)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

Dada a solucao é possivel fazer a analise da estabilidade. O procedimento para verificar

o termo de borda serd o mesmo apresentado nas secoes anteriores. Primeiro escreve-se a

solucao encontrada na coordenada tartaruga, que nesse caso é dada por
r
x:rolog(l—i-m) —  (y=e"™). (0 <z < o0)

Para w € R a solugdo quando x — 0 na coordenada tartaruga sera
W(z) = cre®T(1 — /)12,
onde 1) = Rr'/?. Nesse contexto o termo de borda é dado por
Lim (1", — ;| = 2|eaPiw(1 — /™) = 0.
Quando x — oo a solugao é
V() = die™ + dye™ ",

onde a? = %(w2 — (I 4+1/2)?). Portanto o termo de borda para € R serd

Tim [y, — ] = 2ia(|d [ — |,

que claramente s6 serd zero, e consequentemente simétrico, se |di|* = |da]?.
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Para w = ik, o que também implica o € C, a solugao comporta-se préximo a origem

como
Y(x) = cre (1 — e®/m0) 12, (5.120)

e o termo de borda é dado por
lim [¢"¢p, — 4| = 0. (5.121)

No infinito a solucao é dada por

Y(z) = die” " + dye”, (5.122)
e o termo de borda é dado por
Tim 479, — Py = 20(dids — dudy), (5.123)

que serd zero se dqi,d, € R. Conclui-se entdo que os operadores sao simétricos. Além
disso, seus indices de deficiéncia foram calculados usando o método de von Neumann (ver
apéndice encontrando n, = n_ = 2, ou seja, possui extensao auto-adjunta.

O potencial é dado por (G.4) como b= —|3] e m =0

(r+|8) [ 12 1 1B
Vir)=————|—+ — — 5.124
(r) ro rTo * drrg  4r3rg ( )
com os limites assintOticos
L= (122 ., =0
V(r) ~ ! (4 1/2) (5.125)
(1+1/2)* = t4+..., r— oo

Note que V (r) ndo é positivo definido, portanto w? pode possuir valores negativos.
Para verificar se a funcao é de quadrado integravel, a medida do espacgo de fungoes é

L*((1, 00), %dy), e o produto interno definido por

IRG)IE = (R(y), R(y) = / TRR 'y|;|1'dy, (5.126)
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Figura 5.3.: Potencial para o caso 3 com [ =2 e |3]/ry = 2.

portanto, a norma ao quadrado préximo a singularidade nua é

2|y — 1
y—'No (y — 1)
)

eyl <2\/ iw—124/1 — y)

(5.127)

quando y — 1 a solugao converge. Repare que aqui a solucao ird convergir tanto para w

real quanto imaginario. A norma para y — oo serd dada por

R[> =y~" <|d1|2y2V (/27 =0 | gy |2y =2 (l+1/2)2‘w2> . (y— )

Nesse caso ha algumas possibilidade para w:
1. Se w? > (I 4+ 1/2)* a solugdo ser4 uma onda e ird convergir.

2. Se w? < (I+1/2)% tem-se:

(5.128)

e Se 0> /(I+1/2)2—w? < 1/2, entdo a solugdo ird convergir para quaisquer

valores de A e B.

e Se /(I +1/2)2 —w? > 1/2, ndo converge.
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3. Se w? = —k?, o termo dentro da raiz sempre serd positivo e

2¢/(1+1/2)2+k2—-1<0 (5.129)
P+l+1/44+k <1/4 (5.130)
P+ k<0, (5.131)

isso é impossivel, ja que [ e k sdo positivos. Ou seja, d; = 0 para que a solucao

convirja.

Portanto, tanto para w real quanto w imaginario tem uma solucao de quadrado integravel.

Como tltimo passo, verifica-se os termo de borda |¢*1,|. Para w € R tem-se

lim [, | = e [2[iw(l — e/70) — 1/2rpe?/™0] = — <L (5.132)
lim [¢*,| = 0. (5.133)
T— 00
Para w = ik tem-se
lim |0y = |e1Pe 2= k(1 — ¥/70) — 1/2rge?/™0] = — (5.134)
lim [, = —|da|*e ™ ~ 0. (5.135)
T— 00

Note que as fungdes com w = ik sdo de quadrado integravel, o operador é auto-adjunto e
além disso o potencial é negativo. Dessa anélise, conclui-se que a solugao para b = —|5| < 0
¢é instavel sob perturbagoes de um campo escalar externo. Essa é a mesma conclusao

encontrada no caso das perturbacoes polares para a singularidade nua da métrica de

Schwarzschild.

Método Clément et al.

Na literatura[5] ha uma andlise da estabilidade desse mesmo caso, porém os autores
concluem que a solugao de singularidade nua é estavel sob tais perturbac¢oes. O método

utilizado por eles sera descrito a seguir.
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A equacao de partida é:

L0 o [ - S Ry = (5.136)

onde 12 = I(I + 1) e w? = w?r?. Faz-se entdo a seguinte troca de variavel

=r(r+ |B|)d%‘ — Ty = |Talog ( L ) ) (5.137)

dr, T+ |5]

com o intervalo —oo < r, < 0.

Com isso, a equacao (|5.136)) é escrita na forma

’R w’r
- P _—_ |R(rH=0 5.138
02 +r(r+|8]) [ (7”4“5\)] (r) =0, ( )

d’R ™ 22
o + [r(r +|8)I? — w*r*] R(r) = 0. (5.139)
No caso instével, tem-se w? = —k? e a equacdo acima é escrita como

d’R 72 2 2

=5+ [r(r + |B]) + k*r?] R(r) = 0. (5.140)

Como r > 0, a segunda derivada sera sempre positiva. Portanto, ndo pode haver solugoes
limitadas para o caso instavel. Com isso os autores concluem que a solugao é estavel sob
tais pertubagoes.

A principio nao sabe-se ao certo o porque da diferenca nos resultados, ja que ambos os
métodos aparentam estar corretos e o resultado nao deveria depender da variavel usada.
Uma das possibilidades ¢ a forma como eles escrevem o potencial, ja que a equacao utilizada

nao esta na forma da equagao tipo-Schrodinger.

5.2.4. Caso 4: b=0e m?>#0
A equacdo (5.31)) com b = 0 e m? # 0 torna-se

— dir [r°R'(r)] + [I> + mPror — @*] R(r) =0, (5.141)

note que essa func¢io é uma equacio diferencial de Sturm-Liouville com p(r) = r?, q(r) =

2 +m?rrg e Mr) = r2.
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Expandindo o termo da derivada tem-se
R’ +2rR' + (a — Br)R = 0,

onde para facilitar os calculos foi usado

as derivadas irao transformar-se da seguinte forma

d _1 1pd

dr 2 dy

2
(AN (AN d (L d
dr? dr ) \ dr 2 dy \ 2 dy

2

Substituindo na equacao (5.142))

1 3
ZrRyy + Zr1/2Ry + (o —pr)R=0.

Agora colocando toda a expressao na variavel y e simplificando-a obtém-se

yzRyy +3yR, +4 (a — ByQ) R=0.

Essa equacao é quase uma equacao de Bessel modificada que tem a forma

ZR..+ 2R, — (> +1*) R=0.
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Para deixa-la nesta forma basta fazer a substituicao

R(y) =y ' f(y),

cuja as derivada sao

Ry(y)=—y > f) +y ' fu(v); Ryy(y) =2y"2f(y) =2y~ f,(y) + v~ [y ()

Substituindo em obtém-se
Y Fuy (W) +yfy(y) + [(da = 1) — 4By’ f(y) = 0,

e renomeando as variaveis

2 =48y e 1P =1-4a,
tem-se uma equacao de Bessel dada por

2. (2) +2f.(2) — (22 +0°)f(2) =0,

cuja solucao é

f(z) =al,(2) + K, (2).

Voltando para a variavel R, tem-se
R(z) = %{clf,,(@ oK (2)).

Para z < 1, a funcao de Bessel modificada de primeiro tipo comporta-se como

1~ 02 (z< 1)
" Tty :
ja a solucao K, (z) comporta-se como
Ko~—t) (27 <y
~ —— % —_
14 2 2 7 z
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com IR(v) > 0.

Encontrada a solucao, pode-se entao partir para a analise da estabilidade, comecando

com a defini¢do da coordenada tartaruga x dada por

2

z=rologr — r=eo~ 2> (—o0 <z < 0)

Nessa coordenada a solugao pode ser escrita como

U(x) = (e, (x) + 2K, (x))e /0,

(5.159)

(5.160)

onde 9 (r) = R(r)r'/2. Portanto a solucdo préxima ao horizonte de eventos é dada por

w(x) _ Cle(y—1/2)z/r0 + 626—(11—"-1/2)1‘/7‘0'

Sendo assim, o termo de borda para * — —oo (2 — 0) é dado por

i (", — ] = 2w(eic; — cea),

Esse termo sera nulo se ¢; ou ¢y for zero.

No infinito espacial a fung¢ao se comporta como
I, ~ez7 V2 K, ~e 212 (z>1)

Com isso a solugao na coordenada tartaruga pode ser escrita como

x

’Qb(l’) ~ (cleem + 626—65)6—1‘/27‘0’
e o termo de borda

(5.161)

(5.162)

(5.163)

(5.164)

(5.165)

ou seja, o operador é simétrico. Além disso, os indices de deficiéncia para esse operador

sdo ny =n_ = 1 o que garante que o operador tem infinitas extensoes auto-adjuntas(ver

apéndice . Vale notar que como R(v) > 1 essas solugoes valem para v € R, e isso

compreende tanto solugdes com w € R quanto w € C.
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O potencial para esse caso possui uma expressao bem simples. Fazendo b =0 e m # 0

na equacao (G.4)), tem-se
12 1
RENER (R | a0
e os limites assintoticos sdo

[4+1/2)2+ ..., — 0
vy~ 4 U2 ' (5.167)
(I+1/22+m*r+..., r— oo

E facil notar que V(r) > 0 para todo r, j4 que m? > 0 e 2> 0.

40

Figura 5.4.: Potencial caso 4 paral =2 e m = 2.

Para saber se a solugao é de quadrado integravel serd usado a medida L?((0, 00), A(2)dz)

o espago de Hilbert das fung¢des de quadrado integravel com produto interno definido por
IR(2)I[} = (R(2), R(2)) =/ R*R A(z)dz (5.168)
0

onde A(z) é a funcao peso.

Para z < 1, do calculo da norma ao quadrado obtém-se
127N 11, (2) + K (2) [ ~ e 22207 4 [eo) 22720 4 (e + e )22, (z <(3)169)

como v > 0 para que a solugao convirja em z — 0 pode-se escolher ¢ =0 com v > 1.
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Lembrando que v? = 1 — 4(w?r2 — (I + 1)), tem-se

1—4(w* g —1(1+1))>1
—4(wrg = 1(1+1)) >0 (5.170)

2.2
wrg —Il(l+1) <0,
aqui é necessario avaliar dois caso separados:
e Se w? > 0, isso implica que

w?ry < I(1 +1), (5.171)

~ 2 . /s . 2 1(1+1)
entao w possul um valor maximo, ou s€ja, W,, 4. < 7’8

e Quando w? = —k? < 0, que é um caso onde hé instabilidade, tem-se que
— kg —1(1+1) <0, (5.172)

ou seja, essa relacdo é sempre satisfeita.

Para z > 1 a norma ao quadrado sera expressa por
|27l L (2)|* ~ 278 (z>1), (5.173)

que claramente diverge para z — oco. Ou seja, a solugdo nao é de quadrado integravel.

Como ultimo passo serd o célculo do termo de borda |¢*i),|.

1
lim |¢*,| = T—O(v —1/2)|erPe® Vom0 =0, se v >1/2. (5.174)

T—r—00

lim [¢*t,] ~ e ~ . (5.175)
T—r 00

Novamente o operador ¢ auto-adjunto e o potencial é positivo, o que indicaria que
w? > 0, porém a funcao nio é de quadrado integravel. Entao a estabilidade da solucao
para o caso b =0 e m # 0 é, a principio, é inconclusiva sob perturbag¢ao de um campo

escalar massivo externo.
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5.2.5. Caso 5: b>0em?#0

Aqui o ponto de partida é, novamente, a equagao (5.31)

—d%[?“(r = O)R(N)] + I + m*ror] R(r) = R(r), (5.176)

onde tem-se o problema de Sturm-Liouville com p(r) = r(r — b), q(r) = I> +m?ror e

Ar)=r/(r—>0).

Aqui sera feito o mesmo procedimento das se¢oes anteriores. Definindo

y=1-7. (5.177)

a equacao (|5.176)) torna-se semelhante a equacao (5.62)) com o termo m?r adicionado, e

com isso é possivel escrever
W, 2 -2
y(I —y)Ryy + (1 = 2y) Ry + {? +m*(l—y) + 1 —w } R=0, (5.178)

onde m? = m2bry. Simplificando ainda mais, tem-se

w?

y(I —y)Ryy + (1 - 2y) Ry + [ﬂ - m2y} R=0, (5.179)
com 7% = [? + m? — w?. Fazendo a mudanca de varidvel

Ry) =y"f(y), (5.180)

que é a mesma feita anteriormente, encontra-se

y(1 —y) fyy + (1 +2p) —2(1 +p)y] f, + (5.181)
0?4+ 02
Y

—p —p+ P —mPy| f=0.
Para facilitar o calculo, quer-se que

P’ +w’ =0. (5.182)
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Uma opgao é fazer p = iw. Com isso, tem-se

y(1 —y) fyy + [(1+ 2iw) — 2(1 4 iw)y] f, + (5.183)

onde p = w? — iw + 2.

Essa é uma equacao confluente de Heun, que aparece em varios outros campos da fisica
moderna. As solugoes das equagoes de Heun generalizam muitas fungoes mateméticas
conhecidas, incluindo as hipergeométricas, fungoes de Mathieu, fungoes de onda esferoidais,
funcoes esferoidais de Coulomb, e muitos outros amplamente utilizados em fisica mateméatica
e matematica aplicada[34][35][36]. Para mais detalhes, conferir apéndice (C]). A equagao

confluente de Heun é dada por

g 0 ay —q
H +(—+—+€>H + ———H =0, 5.184
Yo \y w1 Yyly 1) (5.184)
cuja solucao é
H(q7 a, 7, 57 €; y) - Cle_eyHC(q — €, — 6(7 + 5)7 Y, 67 ) y) + (5185)
+Coy' TH (g + (v = 1)(0 =€), + (1 =7),2 = 7,6, 6 9). (5.186)

Para deixa a equagao (5.183) na mesma forma basta dividi-la por y(y — 1), obtendo

2(1 +iw) (1 + 2iw) m2y — _
fwt { y—1 yly —1) ] fut {y(y - 1)} ) =0 (5.187)

e desenvolvendo o termo que multiplica f,

1 (1+2@'w)] . [mQy—,u

fyy + [y— 1 + ” —y(y— 1)] f=0 (5.188)

Para obter a solucdo é necessario identificar os parametros. Comparando com a equacao

de Heun tem-se

§=1, q=u (5.189)

97



Com isso, a solugao sera

F(y) = CLHo(p,m? 1 +2iw,1,0,y) + Coy > Ho(u + 2iw,m?, 1 — 2iw,1,0,y), (5.190)

ou em termos de R(y)

R(y) = Cry"™ Ho(p, m?, 1+ 2iw, 1,0,y) + Coy ™™ Ho(p + 2iw, m?, 1 — 24w, 1,0,7), (5.191)

onde H.(y) é a fungao de Heun.
Para a anélise dessa solugao, faz-se o uso do limites assint6ticos descritos no apéndice [C]

A expansao em série de poténcia para a funcao confluente de Heun, tal que H.(0) =1, é

bem conhecida para v ¢ Z, . Para o limite em que y — 0 tem-se

He(y) =Y bay", (bo = 1) (5.192)
n=0
ou seja, um polinémio.
J& para y — oo a expansao ¢ dada por
Hei(q,0,7,0,6y) =y eV Y "By 3, (Bo=1) (5.193)
n=0
onde
1 v+
A=-——. 5.194
19 (5.194)
Essa expansao s6 é valida no caso especial € =0, a # 0.
Para os parametros ([5.189) tem-se
Hos (11,07, 1 4 20w, 1,0, y) = y =¥ 40 e2miN B y=s (5.195)
n=0
e
He (1 + 2iw,m% 1 — 20w, 1,0,y) = y 3TN "B y=5, (5.196)

n=0

Com as expansoes assintoticas, pode-se escrever as solugbes proximas ao horizonte
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(y — 0) como
R(y) = Ay"™ + By ™", (y = 0) (5.197)
e no infinito espacial (y — o)

R(y) = Oly—3/4ei2imﬂz B,y % + Czy—s/zxeﬂmx/ﬂz B,y . (5.198)
n=0 n=0

Agora, pode-se fazer a andlise da estabilidade da solugdo. Para a andlise da simetria do

operador, faz-se necessario o uso da coordenada tartaruga dada por

x = rolog (% - 1) - (—y) = e, (—o0 <z < 0) (5.199)

Sendo ¥ = Rr'/?, a solucdo para y — 0 (x — —o0) na coordenada tartaruga é

V() = Ae™® + Be ™. (5.200)

Essa é a mesma solucao do caso com campo escalar nao massivo. O termo de borda

préximo ao horizonte é
im0, — 052 = 20w(|AF ~ | BP) (5.201)
que s6 serd nulo se |A]? = |BJ%. Para w = ik o termo de borda comporta-se como
im0 — ] = 2H(A'B — AB), (5:202)

que é simétrico se A, B € R.

No infinito a solucao pode ser escrita como

@Z)(I) _ Ce—3a:/47“06:|:2ime“”/2m’ (5203)
cujo termo de borda é
lim (", — ¥ibt) ~ lim (|C|%e"2%) = 0. (5.204)
T—00 Tr—00
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Portanto o operador é simétrico para qualquer w. Com isso, pode-se concluir que o
operador possui extensao auto-adjunta, ja que ele é simétrico e seus indices de deficiéncia
sao ny = n_ = 1(ver apéndice [F)).

Parte-se entao para o estudo do potencial dado pela equagao (G.4)). Para f = (r —b)/ro

e m # 0 tem-se

(r—1>b) [ I? , 1 b
Vir) = — — 5.205
(r) o 7o et 4rry + Ar2rg |’ ( )
e os limites assintoticos sao
=2 (112 ., r—=0
V(r) ~ 4 (+1/2) (5.206)
(I+1/22+ P +mPr+..., r— 0.

que é positivo para todo r > b.
T -————————t-r-r-r-r——r-r——r1r——r—r——

20 ]

~aplL : : - : : - =

Figura 5.5.: Potencial para o caso 5 com | =2, m =2e b/rg = 2.

Continuando a andlise, é preciso avaliar se as fun¢oes sao de quadrado integravel. A

dy) do espaco de Hilbert

norma ao quadrado serd calculada na medida L?((0, o), yy;l

das fungoes de quadrado integravel com produto interno definido por

IRWIE = (R R = [ R [Py (5207

1. we R.
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A norma ao quadrado proximo ao horizonte é dada por

|R(y)I*

1
y—‘ — 0, (y — 0) (5.208)
y

ou seja, nao converge.

No infinito espacial, a norma ao quadrado sera

—3/2

|R(y)|I? —0. (y — o) (5.200)

y—l‘
P Ny
y

Logo, nesse limite assintético a solugao é converge. Porém a solucdo nao é de

quadrado integravel.

2. w=_C.

Fazendo w = ik a solucao torna-se
R(y) = Ay™* + By", (5.210)
cuja norma ao quadrado e dada por

I1R(y)I*

—-1
y—‘ ~ A2yl B2l L 9ABy T (y = 0) (5.211)
y

que tende a zero se A = 0 para todo k > 0. Com isso a fungao converge.

Em y — o0
IRW)I[* ~y ™% =0, (y — o) (5.212)

que converge para esse assintético. Logo a solucao para w € C é de quadrado

integravel.

Para finalizar, ainda resta a andlise do termo de borda [i*1),|. Para w € R tem-se

lim [i*1,| = AB*e*™* — A* Be 2", (5.213)
Tr—r—00
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que é limitado, mas nao se anula. Para w = ik tem-se
lim [¢p*y,| = |B[?e* — |A|e 2, (5.214)
T——00

que é zero se |A]* = 0.

J4 no infinito
lim [¢*1h,] ~ |C|2e™*/2 ~ 0. (5.215)
Tr—r 00

Mesmo o operador possuindo uma extensao auto-adjunta e seu potencial sendo positivo
para todo r > b, o fato da fun¢do com w € R nao ser de quadrado integravel ndo permite,
a principio, afirmar sobre a estabilidade da solugao. Portanto para b > 0em # 0 o

resultado é inconclusivo.

5.2.6. Caso 6: b= —|3] <0 e m*+#0

Como ja discutido em se¢des anteriores, o caso em que b = —|3] < 0 tem as mesmas
solugdes que o caso b positivo, porém aqui é necessario tomar um cuidado especial com a

definicao de m? que agora seré
m? = —m?ro| 8| = —M>. (5.216)

Além disso, muda-se também a definicao da variavel y que ja foi definida anteriormente

(5.217) como

r r—-0 = y—1
|5| rT—00 = Yy — 00,

Nesse caso a equacao diferencial fica

[ 1 +(1+22’1D)}fy_{M2y+u

—1 y y(y —1) } f=0 (5:218)
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cuja a solugdo em R(y) é

R(y) = Cry"™ Ho(p, —M? 1 + 26w, 1,0, y) + Coy~ " Ho(p + 2iw, —M?, 1 — 24w, 1,0, y).

(5.219)
A expansao da fun¢ao de Heun em torno do ponto y = 1 é dada por (ver |C.1))
HC(QJ a, 7, 57 €, y) = Cch(q -, —q, 67 ) I y) + (5220)
+C2Hc(q -, —qQ, 57 v, —€ 1- y)
Com isso, o limite assintético para y — 1 com v ¢ Z; serd
n=0

enquanto que para y — oo sendo € = 0 e o # 0, serd

Hey (p+M? M2 1,142i0,0,1—y) = (1—y) /A0 EVIN "B (1) 75 (5.222)
n=0

Heos(pu+ 2w + M2 M2 1,1 — 2iw,0,1 — y) = (1 — y)(73/4+10) F2MVT=y > Bu(l-y) 3.

n=0
(5.223)
Entéo, a solugao de R(y) é expressa como
R(y) = Ci(1 =)™ + Co(1 — )™, (y — 1) (5.224)
R(y) _ Al(l _ y)—3/46ﬁ:2i]\7[\/1—y + A2(1 _ y)—3/4eﬁ:2i]\7[\/1—y‘ (y N OO) (5.225)

Com as solugoes em maos, ¢ possivel analisar a estabilidade da solucao. Sendo a

coordenada tartaruga dada por

x = rolog <é + 1> —  y=e"", (0 <z < o0) (5.226)
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a solu¢ao com w € R para (y — 1) pode ser escrita como
B(x) = Cy(1 — B/M0YITH/2 | 0y(1 — ea/roy=id+1/2, (5.227)
onde 1) = Rr/?. Com isso, o termo de borda é dado por
i [ty — | = 2iw(|Cy)* — |Cy|?)e™™ = 0. (5.228)
No infinito a solucao é
P(x) = Ce/AF2Me)? (5.229)
e seu termo de borda é identicamente zero
Tim [, — ] = 0. (5.230)
Ja para w = ik a solugdo para (y — 1) pode ser escrita na forma
Y(x) = Cy(1 — e/r0)~FH2 1 Oy (1 — e¥/ro)kt1/2, (5.231)
e o seu termo de borda também ¢ identicamente zero
Tim [, — 0] = 0. (5.232)

Portanto o operador é simétrico para todo w e além disso, foi mostrado no apéndice
(F)) que seus indices de deficiéncia sdo ny = n_ = 2, ou seja possui infinitas extensoes
auto-adjuntas.

O potencial é dado pela equagao (G.4) com f = (r+|8])/ro e m #0

(r+|8) [ 12 o 1 18]
Vir) = - _ 5.233
(r) To rTo T drrg  4rir ( )
e com os limites assintéticos
L2 (14122 ., 1 =0
V(r) ~ 4 ’ (5.234)
(1+1/2)2 =2+ mPr+..., r— 0.
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Obviamente ha casos em que ele é negativo. A variavel r adquiri valores dados por

20

Figura 5.6.: Potencial caso 6 para [ =2, m =2 e |(|/ro = 2.

1\* I
r=|— (l + 5) + \/(l + 5) + |8|m2ro | /2m*ry. (5.235)

Para verificar se a funcao ¢ de quadrado integravel, a medida do espaco de fungoes é

L%((1,00), “=tdy), e o produto interno definido por

]
1RO = R R = [ Ry (5230
1. wekR.
Para (y — 1), a norma ao quadrado ¢ dada por
y—1
IR ~o o (5.237)
portanto, finita.
Para y — oo a norma ao quadrado ¢é
2|Y — 1 —3/2
|R(y)ll v I (y — o0) (5.238)

que converge para esse assintotico. Logo a solucao é de quadrado integravel.
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2. we C.

Estudando as solugoes instaveis w = ik em y — 1 tem-se
R(y) = Ci(1 —y) ™" + Co(1 — y)", (5.239)

e a norma ao quadrado e dada por

y—1 _
I1RW)II” T' ~ (IC1P A=)+ (1-y)* +C1Co) (y—1) ~ 0. (y = 1)
(5.240)
Para que seja finito, C; = 0. Com isso a funcao converge.
Para y — 00, as solugoes instaveis sao
R(y) = A1 —y) /1M 4 Ay(1 — ) 3120V, (5.241)
e calculando a norma ao quadrado obtém-se
R)|IP|L=L] ~ o2 242
1R(y)]] AR (y — o0) (5.242)

que converge para esse assintotico. Logo a solucao é de quadrado integravel.

Com tltimo passo, resta a anélise do termo de borda |1)*1),|. Para w € R tem-se
lim [y | ~ e/~ 0, (5.243)
ou seja, nulo. Para w = 1k tem-se
i 0] ~ (G = ) 4GP - e om0, (24
J& no infinito
Jim 7] ~ |CPeTHE (5:245)

somente serd zero a funcao ¢_.
Como as fung¢odes com w = ik sao de quadrado integravel, o operador possui extensao

auto-adjunta e seu potencial é negativo, pode-se concluir que a solugdo para b = —|5| < 0
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é instavel sob perturbac¢oes de um campo escalar externo.

Tabela 5.1.: Resumo

Caso | Indices de deficiéncia | Potencial Quadrado integravel | Conclusao
b=0, m=0 ng=n_=1|V(r)>0 Nao -
b>0,m=0 n,=n_=1[V(r)>0 Nao -
b<0,m=0 ny=n_=2|V(r)<o0 Sim Instavel
b=0,m#0 ny=n_=1|V(r)>0 Nao -
b>0,m#0 ny=n_=1|V(r)>0 Nao -
b<0,m#0 np=n_=2|V(r)<o0 Sim Instéavel
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Conclusao

Neste trabalho foi feito um estudo sobre estabilidade da solug¢ao tipo singularidade
nua presente na métrica de Schwarzschild com massa negativa e também a anélise da
estabilidade da solucao EMD. O foco principal foi na comparacao entre dois métodos
usados para a analise da estabilidade da solug¢ao de singularidade nua: Gibbons et al. e
Gleiser e Dotti. Para a perturbagao axial ndo ha divergéncia entre os métodos. Entretanto,
a perturbacao polar gera maior dificuldade, pois, para M < 0, o potencial polar diverge
em um ponto dentro do intervalo de interesse. A estratégia de Gibbons et al. ¢é fazer
uma colagem da funcdo no ponto de divergéncia e assumindo um ponto critico onde a
solugao deixaria de ser estavel, eles encontram uma condi¢ao de contorno que garante a
estabilidade. Ja Gleiser e Dotti modificam a equacao de Zerilli a fim de simplificar as
equacoes e assim poder integra-las. O resultado é que para qualquer valor de w? = —k?
existe solucao, portanto a solu¢ao para perturbagao polar é instavel.

Essas questoes sobre a estabilidade foram discutidas com detalhe na dissertacao. Para a
analise da estabilidade é necessario que as solucoes obedecam algumas propriedades, entre
elas ser de quadrado integravel, que seu operador seja auto-adjunto ou ter uma extensao
auto-adjunto e o potencial para a perturbacao ser positivo. Se essas propriedades forem
verificadas para w real entdo tem-se estabilidade; caso contrario a questao é mais sitil e
exige uma analise mais detalhada.

Em geral, o método usado por Gibbons et al. é eficaz na andlise da estabilidade, porém
nao foi feito uma analise cuidadosa sobre a func¢do que é solucao das perturbagoes polares.
Tal solugao é a funcao de Zerilli, e ela possui uma divergéncia no intervalo (0, 00) para a
métrica de Schwarzschild com M < 0. Além disso ha uma descontinuidade na colagem

feita no ponto divergente. Gleiser e Dotti, propoem uma modificacdo na equacao de Zerilli
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a fim de retirar tal divergéncia e fazer uma analise mais clara e fazem uma integracao
direta das equacoes mostrando que a solucao cresce exponencialmente para ¢t — oo.

A estabilidade da solucao EMD através da perturbacao por um campo escalar mas-
sivo também foi analisado na dissertacao. Dada a solucao foi verificado as propriedade
mencionadas acima para alguma condic¢oes de b e m.

Para os caso em que ha um buraco negro os operadores possuem extensao auto-adjunta
e o potencial é positivo, porém as solucoes nao sao de quadrado integravel. Isso cria uma
problema na andlise j4 que o uso das condi¢oes para a estabilidade deixa de ser valido,
e a questao se torna, a principio, inconclusiva. Esse problema pode estar relacionado
com as escolhas das condi¢oes de contorno, que afetam diretamente o resultado, ou pelo
fato do espago-tempo nao ser assintoticamente plano. Ja para os casos em que ha uma
singularidade nua esse problema nao existe, pois as solugoes sao de quadrado integravel.
Nesses casos, além das funcoes serem de quadrado integravel, o operador é auto-adjunto,
e seu potencial é negativo. Esta ultima propriedade, junto com o fato da solugao ser de
quadrado integravel, garante que existam soluc¢oes para w = ik que serao limitadas nos
limites do intervalo. Sendo assim, as solugoes tipo singularidade nua sao instaveis.

Esses resultados sao interessantes tendo em vista a estabilidade da solugao de buraco
negro e singularidade nua da métrica EMD. Porém ainda se faz necessario saber o
comportamento dessa solucao quando feito uma perturbacdao na métrica, que é uma andlise

muito mais completa da estabilidade.
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Apéndice A
Equacao da geodésica

Considere a agao

S = /ds, (A1)

onde ds? = —gmudr”dx”. A ideia é encontrar a geodésica entre dois eventos tipo-tempo.
Para isso é necessario fazer a variagdo da acdo. Mas antes faz-se uma parametrizacao com

respeito ao parametro A. Fazendo isso tem-se:

dzt dxv

g, AT A2

Agora variando a a¢do com relagao a x* e utilizando o principio da agao minima tem-se
drt drv de” dz? )
0S=1[94 —Q—— —— v dx_dx d\ = 0. A3
/ (\/ Tnw” I\ d>\> / [y, o (A.3)
Juw~ax dx
Aplicando a regra do produto é possivel encontrar

dx* dx¥ dox"” dx¥
- 0% + 29, —— d\ = 0. A4
/ ( d\ dt Do G0 In d\ dr ) 0 (A4)

Integrando por partes o tultimo termo e simplificando os termos obtém-se

/ < Pz’ dx® dx? dz® dz” dz? dx®

—29,w aw — —— 009w — ————0u0ua | 0x"'dT = 0. (A.
In d72+d7 dr 9 dr dr o dr dTag“) whdr = 0. (A)
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Multiplicando por —% e agrupando os termos

2z 1dx® dxv
/ <9uu dr2 + 5 dr dr (aag;w + Oy Gua — augaz/>> oztdr =0, (A.6)

e como a integral é nula a inica opc¢ao é que o integrando seja zero. Multiplicando pelo
inverso do tensor métrico g tem-se
d?z? 1 dz® dx”

ZgMB _ “b _ A
75 T 59" Oaur + 09pe = o) ———— = 0. (A.7)

A segunda parcela é o simbolo de Christoffel, sendo assim

d*z’ dx® dz¥
s 7 — A
dr? “Ydr dr 0 (A4.8)

Essa equacao é equivalente a segunda lei de Newton e ela representa o movimento de uma

particula livre.
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Apéndice B
Funcao hipergeométrica

Esse apéndice serd dedicado ao estudo da func¢ao hipergeométrica. Iré ser seguido o
procedimento usado nas notas de aula de Sotkov e da Silva[37] onde eles fazem o estudo
das fungoes especiais.

Seja a EDO de segunda ordem

te—(a+b41)0%E) by =0, (B.1)

Ela possui singularidades regulares nos pontos z =0, z = 1 e z = co. O precedimento

para encontrar a solugao sera via série de poténcias
oo
y(2) = g™ kER; g0 #0. (B.2)
n=0

O raio de convergéncia da série é |z| < 1 para Re(c —a —b) > 0. Substituindo a expansiao

na equagao (B.1)) e separando termo a termo, obtém-se a relagdo para k:
k(k+c—1)=0. (B.3)

No caso em que k£ = 0 e escolhendo gy = 1, chega-se a igualdade

y(z) = Z ‘ = F(a,b;c; 2), (B.4)

onde F(a,b;c; z) é a fungao hipergeométrica.

Ja para k = 1 — ¢ a segunda solucao também pode ser escrita em termos da hiper-
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geométrica
y(2) =2""Fla+1—cb+1—¢2—¢;2). (B.5)
A solucao geral da equacao é
y(z) = C1F(a,b;c;2) + Coz" “Fla+1—c,b+1—¢;2—¢;2), (B.6)

onde C; e (5 sdo contantes.

No limite assint6tico em que |z| < 0 a hipergeométrica comporta-se como
F(a,b;c;0) = 1. (B.7)
Para |z| — oo a expansdo assintética é dada por
y(z) = C1z " F(a,a+1—c;1+a—0b;1/2) +Coy PF(by1+b—c;1+b—a;/z), (B.8)
onde
(b—a
¢ = Latb-a) = TOTb—a) (B.9)
a

Ambas equagoes sao solugoes gerais da EDO (B.1]), descritas em termos da série de

poténcias centrada em uma das singularidades regulares.
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Apéndice C
Funcao confluente de Heun

A equacao diferencial de Heun foi introduzida por Karl Heun em 1889 como uma
generalizacao das fungoes hipergeométricas. Ela é uma equac¢ao de Fuchs com quatro
pontos singulares regulares, o qual sao usualmente escolhidos como z = 0,1, a,cc. Porém,
aqui serda abordado o caso em que a — oo e com dois pontos singulares regulares z = 0, 1
e um ponto irregular z = oo.

A equacao confluente de Heun é dada na seguinte forma:

az—q
2(z—1)

H'(2) + (1 ;0 +e) H(2) +

ol H.(z) =0, (C.1)

onde ¢, 7,9, o, € sao parametros que pertencem ao conjunto complexo e a relacao entre

eles é dada por a+b+1 =9+, onde ab = a. Serd usado a notagao H.(q,,,d,€; 2)
Existem 6 solugoes para a equacao ((C.1)). Para as solug¢oes proximas de z =0e z =1

¢ utilizado o método de Frobenius, enquanto que duas solugdes em z = 0o sdo obtidas

através de expansoes assintoticas.

C.1. Expansao em série de poténcia no ponto z =0

A expansao em série de poténcia para a func¢ao confluente de Heun, tal que H.(0) =1, é

bem conhecida para v ¢ Z,. Tem-se para a primeira solug¢ao

HlC(Qaaa7a57€; Z) = anzn7 (02)
n=0
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onde o coeficiente b, é relacionado por

Pnbn = ann—l + Rnbn—27 (C3)

P,=n(y—14n), Qn=—q+n—-1)(+d—€e+n—-2), R,=(n—-2)+a.(C4)

As condigoes iniciais sao: b_; = 0,bp = 1. A funcdo hipergeométrica de Heun H.(z) é
analitica em |z| < 1 e o teorema de Cauchy garante que a série converge.

A segunda solugao pode ser definida como:

Hse(q,0,7,0,62) = Y sp2", (C.5)

n=1—v

onde
P,s, = QnSn_1+ RpSp_2, paran >1—~ves, =1,s,_1 = 0. (C.6)
A escolha de Hl, para v ¢ Z, nao é tnica, poderia ser uma combina¢ao linear
Hl.(q,a,7,0,€;2) + CHsc(q, a, 7,9, € 2) (C.7)

para uma constante arbitraria C.

Para v ¢ Z,, substituindo diretamente em obtém-se a seguinte relagao:
H.(q,a,7,0,6,2) = e “Hl.(qg — ey, — e(y +0),7, 0, —¢; 2). (C.8)
Ou seja,
Hl.(q,c,7,0,¢;2)+CHsc(q, ,7, 0,6 2) = e “Hl.(¢q—ey,a—e(y+9),7,d,—€; 2). (C.9)

onde
C=-Y S Tp—t (C.10)

Considere agora a fungdo H's. para um -y arbitrario. Existem duas situagoes que merecem
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atencdo: v =1e vy # 1. Para v # 1, pode-se usar a seguinte representacao:
Hs(q,a,7,0,6,2) = 2 "Hl(q+ (v —1)(6 —€),a+ (1 —7),2 —7,6,6 2). (C.11)

Note que essa fun¢ao inclui (C.5)) como caso particular, justificando a maneira de introduzir
as fungoes. Para v =2,3,..., a expansao contém um termo logaritmico.

Para v = 1, pode-se encontrar a representacao

Hs.(q,,7,0,€ 2) Zd 2" 4 log(z Zt 2" (C.12)

C.2. Expansao no infinito

Nessa secao, sera abordada a expansao da equacao confluente de Heun no infinito.

Assumindo que € # 1, espera-se encontrar solugoes do tipo

Hacoo(q, a,7,9, € 2) T Zﬁn pry (C.13)
onde (3, esta relacionado da seguinte forma
B = Qb1 + RnBu_s, (C.14)
e as condigoes iniciais sao escolhidas como:
B1=0, [y=1. (C.15)
A segunda solucao pode ser introduzida observando a equagao (C.8))
Hbeoo(q, a,7,90,€6,2) =€ FHacoo(q — €y, — e(y +9),7,0, —€; 2). (C.16)
No caso especial € = 0, a # 0, a solucao é expressa da seguinte forma:
H.i(2) = Aet2ivaz i": B2, (C.17)
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onde

1
Aol a9

T (C.18)

No caso de a = € = 0, a equacao confluente de Heun reduz a uma func¢ao hipergeométrica.

117



Apéndice D
Campo escalar

O interesse do estudo de perturbagoes escalares se deve ao fato delas serem mais simples,
entretanto o seu comportamento é similar a perturbacées mais complexas. Para estudar a
dindmica do campo escalar no espacgo-tempo, é considerado inicialmete um campo sem

massa que satisfaz a equacao de Klein-Gordon
0o =0, (D.1)
aqui, (1 é o d’Alembertiano. Desenvolvendo esse operador, tem-se
O0¢ = ¢"'V,V,® =0, (D.2)

0P = ¢"[0,0,® — T',0,®] = 0, (D.3)

onde I" sdo os simbolos de Christoffel. Primeiro é necessario calculd-los para uma métrica

geral na forma
ds® = gudatds” = f(r)dt* — f(r)~"dr® — r*(d6* + sin® 0 d¢?). (D.4)

Substituindo na equagao (D.3)

.1 / 1
o= b Ltppe| florv Lol - Lgeyrre]t
2 2f r20 (D.5)
1 : : ) '
ey (050 + cos 6 sinf Gy + r sin® 6 f '] .
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Agrupando os termos das derivadas, chega-se a seguinte forma
o+ 722 fO) + 172 (83@—1— 682<I>+Cot989 ) =0. (D.6)

Fazendo a separacao de variaveis

o — R(’;’ 7’)Y(9,¢>), (D.7)
encontra-se
Y. Y[,.(R\T R/, )
- e L% Y — 0. D.
rfR+1"2 {rf<r>] +7"3 (80 + 90 + cot 0 OpY ) 0 (D.8)

Multiplicando a expressao por 73/RY, e lembrando que

1

- <83Y + 982Y + cot 0 9pY ) — Il +1), (D.9)

obtém-se

I T

r

Para a métrica de Schwarzschild, f = (1 — %) Expandindo o termo da derivada, a

expressao pode ser escrita como

(2 [ 2 (2] 2] 2

r 73 72 r r 72
(D.11)

Agrupando os termos de derivada segunda e derivada primeira

()2 £ (12 8])- (- 2) 0 o

Utilizando a transformacao de coordenadas tartaruga

d oM d d oM\ ' d
— 122 = —=1-= —. D.13
dz ( r )dr ” dr ( r) dx ( )

onde x é a coordenada tartaruga, a equacgao é simplificada ficando na forma da equacao
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da onda

O*R(t,r)  O*R(t,r)
Ox? ot?

—V(r)R(t,r) =0, (D.14)

onde V(r) é dado por

Vir) = (1 - QM) (Z(H b QM) R (D.15)

r r2 73

Essa é a equacao que tem que ser resolvida, caso se estaja fazendo perturbacoes escalares.
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Apéndice E
Potencial Regge-W heeler

Neste apéndice serd mostrado um outro método para encontrar a equacao de Regge -

Wheeler. Para isso, sera usada o procedimento do livro do Chandrasekhar[24].
ds® = e¥dt? — e*Y(dp — wdt — qodr — q3df)? — e*2dr® — e*3d6?, (E.1)

cujo os coeficientes para o caso da métrica de dilaton sdo

2M A
e = e 2 = <1 — —) = —, e =rsinf, e =r, (E.2)
r r
e
w=q=q3#0, A=r>=2Mr. (E.3)

As equagbes que relacionam essas quantidades sao

Ry = Ri3=0, (E.4)
resultando em
(BT 1213 Qy) g = — BT o (§Ryy = 0), (E.5)
(63¢+V_“2_N3Q23),2 _ _|_63111—V+M2—M3Q0370 (0R13 = 0), (E.6)
onde
Qap=qap—qpa € Q=N sin®0Qy. (E.7)

121



Substituindo os valores de v, ¥, us e 3 obtém-se

1 0@

And0 00 —(w2 — ¢20).0, (E.8)
A 8@
rd Sln3 [ ar (w,3 - Q3,0>,0- (Eg)

Assumindo que as pertubacoes tém uma dependéncia no tempo

qr e (E.10)
(E.§) e (E.9) irdo ficar na forma
1 0Q 2
E.11
rdsin®@ 00 —towz — 07 g, ( )
e
b 2
o ¢ : E.12
Asmig or T TG (E.12)

Derivando (E.11)) em 0 e (E.12) em r e somando, obtém-se

Lo [a0Q] 1o [ 1 oq]_
sin® @ Or r400 |sin®h 00 |

™ or —0*(q23 — G3,2)- (E.13)

Multiplicando por (r*sin® ) chega-se & seguinte equacao
g

A 0Q 0 1 0Q Q
4 3 B s E.14
ar LA m}“’ Y50 Lmi”eael "TA (E-14)
Pode-se fazer uma separacao de variaveis substituindo
Q(r,0) = Q(r)CLY (8), (E.15)

onde C¥ é a fungdo de Gegenbauer. Substituindo (E.15) na equacao (E.14]), chega-se a

Aﬁ{éaﬁ} WAQ | g _y, (E.16)
or

rd Or ré

onde p? = (I — 1)(I + 2) esta associado com o momento angular. Fazendo novamente a
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troca de variéveis para a coordenada tartaruga

d ANd

de  r2dr’

obtém-se

2 2
A 1dQ  1d8Q) _p2nQ

Cr3dr | A da? 73
Substituindo Q = r'/2Z
" A 2 2 _
2" — S +2)r — 6M]Z + 02 = 0,
r

e definindo

V() = 2102+ 2)r —6M),

encontra-se a equacao tipo onda

d2
<@+a2) 7=V Z.

- +0°Q = 0.

(E.17)

(E.18)

(E.19)

(E.20)

(E.21)

Essa é a mesma equagdao de Regge-Wheeler encontrada anteriormente no capitulo 3.1}
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Apéndice F
Analise dos indices de deficiéncia

Aqui sera verificado se os operador para a perturbacdo do campo escalar massivo sao

auto-adjuntos ou possuem extensao auto-adjunta. Serd analisado a equagao

(rr—gb) (l+;/2)2 +m27“0+4—7bn2 R(z) = w*R(x), (F.1)

_R”(I) +

para os possiveis valores de b e m .

Casob=0em=0

Para encontrar os indices de deficiéncia sera usado a solu¢ao na coordenada tartaruga.

A transformacao é dada por

onde

r—0, x— —00

(F.3)
r— 00, T — 00
A equacao ((G.4]) serd escrita na coordenada tartaruga como
/! 1 1 ? 2
—R"(x) + = [+ 3 R(z) = w”R(x). (F.4)
0
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Para verificar os indices de deficiéncia basta resolver a equacao
AR = +iR, (F.5)

onde ,
N d? 1 1
A=—+=5(l+=] . F.6
da? = r? ( 2> (F-6)
Resolvendo a equagao ([F.4), obtém-se a seguinte solucao
R(x) = c1e” ™V F 4 o™V T (F.7)
2 _ 1 12
com o —%(l—l—g) .
Como a? é sempre positivo, quando & — —oo a primeira solucdo ird divergir, enquanto

que a segunda ird a zero. Portanto os indices de deficiéncia sao
ny=n_=1. (F.8)
Sendo assim, o operador possui extensao auto-adjunta.

Caso: b >0, m=0

Aqui, basta colocar m = 0 nas equagoes do caso b > 0 e m # 0. Com a equacao (F.28))

fica como
d? R = [ 12/ = -1 1 1
— SR (@) + @)z | (em + b) + 4+ | ®9
:v "o "o dro (eTO + b) 41y (eﬁ + b)
= +iR(x).

Sua solugao é dada por fungoes hipergeométricas

ir2 412 ; ir244]2
R(z) = CyF(3 — YE0HE | [ 14 4]y /2 1 4 VI D |

2
+ (=1 & 8] rov/2, 1+ [ — 1rov/2, — S50 el 243V Jer/mo v
\/ 1F4irg +4i2 i \/ 1F4ird +412
_|_02F(%+:F—0+_ [_%:'25] 7’0\/§ 1 :F—O""_}_

2 12 T 2

— [~ F 4 rov2 1+ [LF iJrov/2, — ) elsFIVE e 4 b, (F.10)
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Aqui, assim como no caso massivo, somente uma solucao sera bem comportada proximo

ao horizonte de eventos. Sendo assim, os indices de deficiéncia sao

ny=n_=1, (F.11)
ou seja, o operador possui extensao auto-adjunta.
Caso: b <0, m=0
Nesse caso, a equacao na coordenada tartaruga sera:
d? R = [ 1?2/ = -1 1 1
——R(z) + @)z | £ (ero _ b> + : —b | (F12)
dx 7o To 47 (e% — b) 47 (eﬁ _ b>
= +iR(x),

cuja solucao é dada por

1 /1 F 4ir2 +412 1 1 /1 F 4ir2 +412
— O F(= — R PV
R(x) = GiF(G 2 +[ 2 2]7"0\/_’2+ 2 +
x/ro

(&

L
+ {—5 + %} roV2, 1+ [£i — 1]rgV/2, ;

1 F 4ir2 + 412 1 1 1 F 4ird + 412
P [ - P

)e[f%i%]ﬂm b — ex/To4

1
CoF (=
LA (2 + 2 2
1 . z/To i
- [_5 F %] rV2 L [LF ifroV/2, o )eliF /b — e, (F.13)

Calculando seus indices de deficiéncia em r — 0 é possivel ver que as duas solugao sao

finitas nesse limite, e portanto
ny=n_=2, (F.14)

ou seja, o operador possui extensao auto-adjunta.
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Casob=0em#0

Nesse caso
,
= — F.15
== (F.15)
portanto, a equagao (G.4]) é escrita como
@+ [ s L] R = w?R@) (F.16)
To | ToT 4rrg B ' '

— =—— = x=rlogr, (F.17)

onde

r—0, =——00

(F.18)
r— 00, T — 00
Com isso, a equacao torna-se
d2 R z i2 _x 2 ]_
— @R(I) + :f)ero (T—Oe 0 +m?+te 47"0) = w’R (z), (F.19)

onde 2 = 1(1+1).
Com essa equagao pode-se analisar se o operador é ou nao auto-adjunto. Para verificar

isso, é necessario resolver a equagao
AR = +iR (F.20)

onde A é o operador

A d? 1 = (1P _= _x 1
A= + —emo (—e 0 +m?4e "o ), (F.21)

dz?2 To 47

e encontrar seus indices de deficiéncia para +i. Resolvendo a equacao (F.20]) encontra-se

. 1/2 & . 1/2 &
R(w) = O], s (2imy/oe 50 ) 4 O, s (2imy/roe! 5 ). (F.22)
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A funcao de Bessel do segundo tipo, Y, diverge préximo ao horizonte de eventos (z — —00).

Como s6 ha uma solucao para =+, os indices de deficiéncia sao
ny=n_=1. (F.23)

Ou seja, o operador possui extensao auto-adjunta.

Casob>0em#0

Aqui
P Gial) (F.24)
To
na equacao (G.4)) tem-se
/" (T B b) l_2 2 1 b 2
— — | — = . F.25
Ri(x) + To [ror e drrg  4ror? R(z) = wR(z) ( )
Introduzindo a variavel tartaruga,
d r—>b\ d r
2 _ =71 <_ — 1> , F.26
dz ( 70 > a7 TTTs ( )

com

r—b x— —00

(F.27)
r— 00, T — 00
Substituindo essa nova varidvel na equagao acima tem-se
d? R N -1 1 1
——R(z) + ﬂem — (eTo + b) +m? + +0b 5 | = iR(x).
dz? o 7o

4rg (e%~|—b> 4drg <e%+b>
A solugao da eq (F.20)) é uma fungao confluente de Heun dada por

R(z) = C} H, <0, (1 F 1) v/2ro,0,bm?ry, —bm?rq — 12, — ero | e(1/2Fi/2DV3e\[org 4 b

+Cy H (0, (=15 0) V/2r0,0,bmPro, —bmirg — B, —feto ) el 1/27/2V2\ o 4,
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No limite assintotico, a primeira solugao tende a zero enquanto que a segunda solucao

diverge para +i. Com isso conclui-se que os indices de deficiéncia sao
ny=n_=1, (F.28)

ou seja, o operador é auto-adjunto.

Casob=—|f| <0em#0

Tem-se
o 18D o)
To
a equagao (G.4]) fica na forma
_on sy re . 18 _ 2
R"(z) + - o +m” + Trre R(z) = w*R(x). (F.30)
Sendo
d r+ |6\ d
[ L Ul B e = 7ol F.31
dx (ro dr = T=Tolog ]B| (F.31)
com
r—0, =—=0 (F.32)
r— 00, T —00 .
Substituindo essa nova variavel na eq (F.30)), tem-se
d? R = [ 12 1 1
_FR (x) (aj)ero — ( 0 — |ﬁ|> +m? + - — 18| - 5 | = ZiR(x)
z ro ro 47 (eTo _ |5\> Arg (ea _ |@|)
(F.33)

Resolvendo a eq. (F.20]) a solugdo sera

R(z) =C, H, (o,(u:z) V2,0, —m?| 8| o, m?| 8| 7o — 12, I/i’! ) (1/2i/2)V2, fors — | 8] +
—l—C’QHC( (— 1iz)\/_r0,0 m2\6|r0, 2]6[7“0—[2 ] TIO) e(’l/zﬂ/Z)ﬂx\/e%—\m.

Nesse caso, ambas as solugoes sao bem comportadas tanto para +: quanto para —i e por
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isso seus os indices de deficiéncia sao

ny=n_=2, (F.34)

ou seja, o operador possui extensao auto-adjunta.
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Apéndice G

Analise dos pontos singulares na

coordenada tartaruga

Nesse apéndice sera resolvido os casos para o campo escalar nao massivos na coordenada
tartaruga, a fim de conferir os resultados e apresentar uma abordagem matematica

diferente[22]. Para essa andlise serd usado algumas preposigoes e teoremas|[19]:

Preposicao 1: Suponha que V(z) é uma fungio real continua no intervalo (0,00) e H o

operador —d?/dx? 4+ V (x), entdo
1. H é simétrico.

2. Se 1p € D(H*), entao ¢ é continuamente diferenciavel, 1’ é absolutamente continua,

Y" é localmente L?, —" + Vi) € L?(0,00), e

H*p = =" + V. (G.1)

3. H tem indices de deficiéncia iguais.

Dada a equagao

—¢"(z) + V(z)o(x) = Ao(x), (G.2)
tem-se o seguinte teorema

Teorema 1: Seja V(x) uma fungdo real e continua no intervalo (0, co).
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1. Se Im X\ # 0, entdo pelo menos uma solucao de (G.3)) estd em L? préximo de zero ou

proximo do infinito.

2. Se para A € C, ambas as solucoes de (G.3]) estdo em L? préximo do infinito ou de

zero entdo, para todo A € C, ambas as solucoes estao em L2.

Aqui vale uma analise sobre a classificacao do intervalo. O precedimento consiste em
classificar os limites do intervalo como pontos regulares ou singulares. Nesse contexto hé
outra classificacdo. A fungao V(x) estd no caso circulo limite no infinito(ou zero) se para

algum A, todas as solucoes de

—¢"(z) + V(x)g(x) = A(x), (G-3)

sao de quadrado integravel. Se V(z) nao esta no caso circulo limite, entao é dito que
ele esta no caso ponto limite. Para os limites tipo circulo limite é necessario escolher
com cuidado as condi¢oes de contorno para que haja a garantia de que o operador sera
auto-adjunto. Essa andlise é equivalente ao céalculo dos indices de deficiéncia feito no

apéndice anterior.

Teorema 2: Seja V(z) uma funcdo real e continua no intervalo (0,00). Entao H =
—d?/dx? 4+ V (x) ¢é essencialmente auto-adjunto em C§°(0,00) se e somente se V(z) é um
ponto limite em ambos zero e infinito.
Dada essas definigoes sera estudado os casos de ponto limite e circulo limite com b = 0,
b> 0, b<0 da equacao
(r—>0) [(1+1/2) 9

b 2

Casob=0em=0

Nessas condigoes a coordenada tartaruga é dada por

— =—— = x=rglogr, (G.5)
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onde

r—0, x— —00

r— o0, T — 00

Portanto, a equagao torna-se

—R"(z) + % (l + 1)2 R(z) = w’R(x).

o

Definindo

a solucao pode ser escrita como

R ~ AeiC:r_'_BefiC:p'

(G.6)

(G.9)

Para qualquer w? < % (l + %)2 ou w € C, existira solugoes tal que C' € C. Sendo

2
7o

assim, a exponencial ficard real e uma das solugoes ird a zero e a outra ird crescer quando

x — F00. Pode-se concluir entdo que somente uma das solugoes é de quadrado integravel

e portanto o limite é tipo ponto limite.

Casob>0em=0

A coordenada tartaruga, x, é dada por

d d — | (T 1)
— = f— Tz =rglog |- —

dr " dr 018}, !
onde seu intervalo é —oo < z < 0.

Substituindo essa nova variavel em ((G.4]) chega-se em

d2 @) + R(z) = o, 1 . 1
T 3.2 x e z 2
dz? 7"8 (ero + 1) 4 (ero + 1) 4 (e% + 1)
= w?R(x)
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e limite: —o0.

Nesse limite, a equacao ((G.38) pode ser escrita como
—R"(x) + Ce®/™R(x) = w’R(2), (G.12)

onde C = %(Z_2 +3).

Se todas as solucoes sao de quadrado integravel com relacdo a w? = 0 entdo isso serd

verdade para qualquer w. Quando w? = 0 tem-se
—R"(x) + Ce*/™R(z) = 0. (G.13)

Fazendo a troca para a variavel /Y, onde x = Ce®/™ | essa equacao pode ser escrita

como uma equacao de Bessel modificada cuja solugao é dada por

R ~ ATy (2rgV/Ce/™) + Ay Ko(2roV/Ce™/™). (G.14)
Quando z = —o0 as fung¢bes comportam-se como
Iy(2rgV/Ce®/™) ~ cte; Ko(2rgV/Ce™/™) ~ x. (G.15)

Essas fungoes nao sao de quadrado integravel, portanto ponto limite. Esse resultado

¢ o mesmo encontrado na variavel y.

e limite: +oo0.

Nesse caso o termo do potencial sera uma constante, e a solu¢ao torna-se
—R"(x) + (C2 —wh)R(z) =0, (G.16)
onde Cp = 5 + ﬁ. A solugao geral nesse limite é
0 0

R ~ Dye™* 4 Dye~ (G.17)

onde k* = w? — C2. Fica claro que existe uma escolha de w € R tal que k € C.

Nesse caso a exponencial ficard real, uma das solucoes ird a zero quando z — oo e a
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outra ird crescer, e assim, somente uma dessas solugoes é de quadrado integravel.

Conclui-se entao que o limite 400 é tipo ponto limite.

Note que o resultado ¢ a mesmo encontrado na coordenada y, como era de se esperar.
Proximo ao horizonte de eventos a solugao nao é de quadrado integravel. Mas mesmo
assim, como discutido anteriormente, isso nao afeta a fisica do problema. Portanto,
como foi verificado que o operador é auto-adjunto e o potencial é positivo, pode-se

concluir que a solugao é estavel.

Casob<0em=0

Aqui a coordenada tartaruga sera

d d r
%: o — xzrolog<g+1>, (G.18)

onde seu intervalo é 0 < x < co. Escrevendo a equagao radial nessa coordenada obtém-se

d2 R(.l’) x l2 1 1
—@R(l’)‘i‘ D) ero + - (Glg)

e limite x = 0.

Nesse limite o termo dominante é (e* — 1)72, e a equagdo acima pode ser escrita

CcOoImo

—R(@) - 4r8(elj/g~f)_ 1~ wR(x). (G.20)

A solugao para w =0 é

R(x) = Cy Pyjpripa (€7 = 2) ™) Ver —Te/2 4 (G.21)
+Co Qu1j2ija ((¢" — 2)€7") Ver —Te7"2,

onde P, e (J; sao os polindmios de Legendre. Quando x = 0, ambas as solucao

tendem a zero. Portanto, esse limite é circulo limite.
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e limite x = o0.

Nesse limite a solugao ira se comportar como
—R"(z) + (C§ — w*)R(z) = 0,

S T
onde Cy = 2 + g

(G.22)

Essa solucao ¢ igual ao caso b > 0, e como concluido anteriormente serd ponto limite.

Casob=0em #0

A coordenada tartaruga é dada por

onde

r—0, x— —o0

r—00, T — 00

Com isso a equagao torna-se

— @R(ZE) + o ero

d R(z) = <ﬁ s

To 4 To

e limite x — —o0.
Nesse limite a equagao pode ser escrita como

2

d
—T5 R+ C3R = w’R,

onde CF = % (1 + 1/2)°.
0

Essa solugao ja foi calculada anteriormente e sua solucao é dada por

R = Aeikm +Be—ik$7

_= 1
e 0 +m?te "o >:w2R(x).

(G.23)

(G.24)

(G.25)

(G.26)

(G.27)

onde k% = C2 — w?. Essa solugao é ponto limite, j4 que uma das solugoes ird a zero

em r — —oo e a outra ira divergir.
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e limite x — 0.

Nesse limite o termo da exponencial ird dominar e a solugao sera

d2 2
— SR+ T—OeI/TOR — w’R. (G.28)

A solucgao dessa equacgao também ja foi calculada e ele é dada por
R(z) — 11 (2V e%m2\/ﬁ) + 2¢5 K (2V e%mQ\/r_o> ) (G.29)

Quando z — oo a primeira solucao diverge, portanto tem-se um ponto limite.

Casob>0em#0

A coordenada tartaruga é dada por

d d r
— = f— =179l -—1 .
dx a - TTTos <b ) ’ (G-30)

onde seu intervalo é —oo < z < 0.

A equacao geral torna-se

d? R o 12 1 1
L R+ (f) . i
dx g (e% v 1)

O préximo passo é fazer a andlise dos pontos singulares

e limite x — —o0.

Nesse limite a equacgao se assemelha ao caso b > 0e m =0
—R"(z) + C1e*’™R(z) = w?R(x), (G.32)

onde 4 = T%(ZQ + % +m?). A conclusdo é a mesma que o caso anterior: quando
0

x = —oo as fungdes comportam-se como

Io(2rg\/C1e®™) ~ cte; Ko(2ro\/C1e™™) ~ x, (G.33)
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e nao sao de quadrado integravel, portanto ponto limite.

e limite x — o0.

Nesse limite tem-se

—R'(x) + 22e””/”’R(x) = w?R(x), (G.34)

To

que é a mesma equac¢do quando x — oo para b =0 e m # 0. Portanto tem-se um

ponto limite.

Casob=—|f]|<0em#0

Tem-se

f= w, (G.35)

To

e a coordenada tartaruga dada por

d (r+]|p]\ d B r
%_( " )% = x—rolog(m—l—l) (G.36)

com

r—0, x—0

(G.37)
r— 00, I — 00
Nessa variavel tem-se
d? R I’ [2 1 1
———R(z)+ (f>ero - +mPrg + - — - 5 | (G.38)
dz 7o <e5 — 1) 4 (e% — 1) 4 (e% — 1)
= w?R(7)
Nos limites singulares:
e limite x — 0
A equacao comporta-se como
e () Ry =R (G.39)
de T 2T0<6$/'r0 _ 1) Ir)=w .

138



A solugao para w =0 é

R(v) = C1 P_y1/24i)2 ((ex —2) e_x) Ver —le /2 4 (G.40)
+Co Q-1/2-i/2 ((ex —2) e_x) Ver —1e™/2,

onde P, e (J; sao os polindbmios de Legendre. Quando x = 0, ambas as solucao

tendem a zero. Portanto, esse limite é circulo limite.

e limite x — oo
Como era de se esperar, quando x — oo a solugao é a mesma dos casos anteriores

2

“R"(z) + et/ R(z) = w?R(), (G.41)

To

que é um ponto limite.
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