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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal levar ao professor de Ensino Médio algumas
aplicagoes para o uso dos niimeros complexos que se apresentem diferentes das aplica¢oes
dos livros didaticos. Foram intimeras vezes que ao expor esse conteudo em sala de aula
surgiu a duvida, por parte do aluno, "Onde eu vou usar isso?". E, normalmente, em
nimeros complexos, a resposta é sempre em torno de matérias e/ou disciplinas ofertadas
ao ensino superior. Dificilmente tém-se aplicacoes de niimeros complexos relacionadas
ao Ensino Médio. Nesse sentido, este trabalho propoe trés aplicagoes, cada uma delas
contendo exemplos que sao seguidos por exercicios. A primeira atividade proposta, que
usa distancia entre dois pontos, visa o entendimento do que é o argumento principal do
numero complexo, as outras duas atividades apresentam aplicagoes dos nimeros complexos.
Uma tem por objetivo encontrar vértices de um poligono regular dado um tnico vértice de
inicio e a outra usa operagdes com esse conjunto de niimeros para demonstrar formulas

trigonométricas que sao vistas no Ensino Médio.

Palavras-chaves: Numeros Complexos. Poligono Regular. Lei dos Cossenos. Lei

dos Senos. Aplicagoes de Numeros Complexos. Ensino Médio.



Abstract

This work has as a main subject to bring to the teacher of high school some applications
for the use of complex numbers, different from applications in textbooks. For many times,
when I started to teach this subject, some students questioned: “Where am | going to use
this?”, and usually the answer is always around the subjects and/or disciplines offered
in higher education. It is hardly seen application of complex numbers related to high
school. Therefore, this work has three overtures. Each one with examples followed by
exercises. The first proposed activity is about the distance between two points and it aims
to understand what the main argument of complex numbers is. The other two activities
are about the application of complex numbers. One has as objective to find the vertices of
a regular polygon given a single start vertex, and the other one uses operations with the

same group of numbers for demonstration of trigonometric formulas seen in high school.

Key-words: Complex Numbers. Regular Polygon. Law of Cosines. Law of Sines.
Application of Complex Numbers. High School.
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INTRODUCAO

Ao entrarem em contato com 0s numeros complexos, os alunos do Ensino Funda-
mental precisam resolver equagdes polinomiais do segundo grau, levando ao surgimento de
valores negativos para o discriminante. Nesse nivel de ensino, muitos professores cometem
0 equivoco de dizer que essa raiz ndo existe ou que o problema em questdo ndo possui
solucdo. Tal a rmacao causa, no Ensino Médio, uma confusdo a alguns alunos ja que os
mesmos entram em contato com 0s nimeros complexos, onde passa a existir a raiz com
discriminante negativo. O ideal seria explicar que o problema ainda n&o possui solucao
tendo em vista que no Ensino Fundamental a matematica é pautada para 0s conjuntos
dos nameros naturais, dos nimeros inteiros, dos nimeros racionais e dos numeros reais,
explicando ao aluno que no Ensino Médio havera um conjunto de nimeros para 0s quais
esse tipo de problema sera resolvido sem grandes di culdades.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) o conjunto dos
nameros complexos é referido como:

Tradicionalmente, a Matematica do Ensino Médio trata da ampliacéo

do conjunto numérico, introduzindo os nimeros complexos. Como esse
tema isolado da resolucédo de equacdes perde seu sentido para 0s que nao
continuardo seus estudos na area, ele pode ser tratado na parte exivel
do curriculo das escolas. (BRASIL, 2007, p.122).

Por ser citado como parte exivel do curriculo, pode-se concluir que ca a critério
do professor do Ensino Médio aplicar ou ndo o conteudo citado. No entanto, mais a frente
no referido documento, ha o componente curriculaguacdes polinomiaigue para ser
estudado de forma completa necessita do conhecimento sobre nimeros complexos. Para o
Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) observa-se que o contetdoneros complexos
nao esta presente, pois o exame segue os Parametros Curriculares Nacionais, e como é
apresentado como parte exivel, entende-se que pode ser trabalhado ou ndo no Ensino
Médio.

Uma vez que o0 assunto numeros complexos nao possui grandes aplicacdes dentro do
Ensino Médio, ele ndo é cobrado no Exame Nacional do Ensino Médio e pode ser tratado
como parte exivel do curriculo, perdendo espaco e, por vezes, visto como desnecessario
para os alunos deste nivel de ensino.
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No entanto, os Paramétros Curriculares Nacionais do Ensino Médio - Parte IlI -
dizem que dentre os objetivos do ensino de Matemética estéo:

compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que permitam a ele
desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacéo cienti ca geral;

aplicar seus conhecimentos matematicos a situagfes diversas, utilizando-os na interpretacéo
da ciéncia, na atividade tecnolégica e nas atividades cotidianas;

estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e o conhecimento
de outras areas do curriculo[...](BRASIL, 2000, p.42)

Sendo assim, para o ensino da matematica € uma perda que este conjunto de
numeros tenha cada vez menos espaco dentro do Ensino Médio, considerando que 0 mesmo
apresenta aplicagdes em outras Ciéncias, ocupa um lugar importante historicamente no
desenvolvimento da matemética que no decorrer de sua constru¢cdo possui grandes nomes
como Scipione Del Ferro, Tartaglia, Cardano, Gauss e Euler. E ainda possui conexdes com
outros topicos da matematica que sdo estudados nesta etapa de ensino.

Partindo da re exdo de que a maioria das aplicagdes dos numeros complexos é
direcionada para o nivel superior, esta dissertacdo tem como objetivo trazer as aplicacdes
destes numeros para o Ensino Médio, tendo como publico alvo professores que estdo ou ndo
em atuacdo. Assim, caso o0 aluno venha a fazer algum curso da area de exatas, aprendera
algumas aplicacdes ainda na educacédo basica, contrario, ndo deixando de ter contato com
este conteudo se optar por ndo seguir a vida académica.

As aplica¢des para 0s conjuntos nimericos sdo propostas em assuntos percebidos
como necessarios e comuns ao estudante de Ensino Médio, dentre eles os angulos, os
poligonos regulares e as formulas trigonométricas. Desta forma, consequentemente, o
conhecimento desses conceitos se tornardao mais solidos, fazendo com que esse conjunto
numeérico ndo seja um assunto vago dentro da disciplina de matematica. Essa abordagem
se justi ca na preocupacao de fazer com que a existéncia deste contedado no Ensino Médio
se paute em assuntos com 0s quais o aluno tera contato de maneira constante e ndo apenas
como um tema que foi trabalhado em sala de aula s6 por estar presente nos livros didaticos.

A organizacao desta dissertacao se da em 4 capitulos. O primeiro capitulo, trata
de um breve apanhado historico dos nimeros complexos, abordando como foi a construgéao
deste conjunto como forma de inser¢cao aos numeros complexos. No segundo capitulo é
apresentada a formalizacdo dos niumeros complexos, onde se encontra a de nicdo desse
conjunto de numeros, bem como operacgdes e representacdes em suas diferentes formas. No
terceiro capitulo estdo as aplicagfes, contendo exemplos resolvidos e algumas propostas de
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exercicios para se trabalhar com o aluno. Ao ultimo capitulo € reservada as conclusées do
trabalho.
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1 BREVE HISTORIA

Na antiguidade, os problemas de equacéo quadratica eram resolvidos de maneira
diferente pelos gregos e os arabes, estes se utilizavam do método geométrico enquanto
agueles desenvolveram um método algébrico. Entretanto, para os dois métodos, quando
as respostas geravam um numero negativo ou com raiz quadrada de um namero negativo,
as solucdes ndo eram aceitas por ndo poderem ser justi cadas geometricamente. Alguns
autores ainda zeram registros sobre raizes quadradas de nimeros negativos, no entanto, a
aceitacdo desses numeros como legitimos s6 se deu no século XVI quando surgiu 0 método
de resolucdes de equacdes cubicas por meio de radicais.

Em 1494, Frei Luca Pacioli (1447 - 1517), professor de matematica em diversas
universidades da Italia, escreveu o livibsSumma de aritmética e geometriabnde a rmava
que ndo podia haver regra geral para solugdo de problemas do tifor px = g. Muitos
matematicos acreditaram em tal a rmagao, masscipione Del Ferro (1465 - 1526)(ver
gura 11), professor de Matematica da Universidade de Bolonha, conseguiu resolver um
problema que envolvia equacdes clbicas do tigd+ px = g. O matematico ndo publicou
este resultado, apenas contou a dois de seus aluAosjbale Della Nave e Antonio Maria
Fiore, que havia uma regra para tal resolugéo, ndo os fornecendo dados concretos de sua
descoberta.

Figura 1 Del Ferro

Em 1535, Fiore, munido apenas da férmula de Ferro, desa dNiccolé Tartaglia
(1499 - 1558)(ver gura 2) para uma disputa matematica onde propunha a resolugdo
de trinta problemas, todos envolvendo equacgdes de terceiro grau. Tartaglia também fez
sua lista com outros trinta problemas. Oito dias antes do encontro, Tartaglia conseguiu
deduzir a féormula de equacao de terceiro grau e assim resolveu 0s trinta problemas de uma

1
2

Disponivel em https://www.colegioweb.com.br/biogra a-letra-s/scipione-del-ferro.html
Disponivel em https://www.somatematica.com.br/biograf/tartaglia.php
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vez, ganhando a disputa.

Figura 2 Tartaglia

Informacdes sobre a disputa e sobre o conteido dos problemas chegaram a Milao,
onde vivia Girolamo Cardano (1501-1576)(ver gura 3%), que atraiu Tartaglia até sua casa

sob a promessa de manter sigilo a respeito da resolugéo das equacdes cubicas. Apds a visita

de Tartaglia, Cardano conseguiu demonstrar a validez da regra de resolugdo de equagdes
do tipo x3+ px = g, mas nédo a publicou devido & promessa feita a Tartaglia. No entanto,
mais tarde, em 1542, Cardano foi a Bolonha examinar os manuscritos deixados por Ferro,
dentre os quais encontrava-se a resolucdo de problemas do tige- px = g Como o
juramento de Cardano era a Tartaglia e ndo a Ferro, ele decidiu publicar a féormula reso-
lutiva em sua obraArs magna(1545), a tornando conhecida comBormula de Cardano 4.

Figura 3 Cardano

Vinte e cinco anos anos mais tarde, o algebrista italiarfeafael Bombelli(1526-
1572)(ver gura 4°) teve contato com a obra Ars magna e ao aplicar a férmula de Cardano

para resolver a equacgam® = 15x + 4, Bombelli obteve:

r r
q q

x= 2+ ( 121)+°*2 ( 121) °©

Disponivel em https://www.somatematica.com.br/biograf/cardano.php
Para maiores informacdes ver apéndice A.

Disponivel em https://www.somatematica.com.br/biograf/bombelli.php
Resolucado das raizes no apéndice B.

[o2 2062 IS SN V)
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Aparecendo a raiz quadrada de um ndimero negativo que a principio signi cava que o

problema nao possuia solucdo. No entanto, como Bombelli sabia que 4 era solucao da

equacao, propos que era possivel calcular a raiz quadrada de -121 a m de se obter a
~ ~ I . p—

solucdox = 4. Entéo, teve a ideia de operar com numeros da forneat b 1 ,coma;b2

R e aindab > 0, da mesma forma que se operava 0s niUmeros reais, mas com a propriedade

P—ive -

¢ 1= 1L

Figura 4 Bombelli

Assim 0s numeros complexos comecam a serem aceitos como legitimos. Dentre as
obras que contribuiram para esta aceitacdo, esta a publicacdo do matematico frani=m
Robert Argand (1768 - 1822), que em 1806 publicou uma interpretacdo geométrica dos
nameros complexos.

Apesar disso, 0s numeros complexos s6 foram reconhecidos e de nitivamente aceitos
na Matematica em 1831, por meio da interpretacdo geométrica proposta pahann Carl
Friedrich Gauss (1777 - 1855)(ver gura 8). Gauss de niu esses niimeros na forma+ bi,
coma;b2 Rei?= 1, conhecida comdorma algébrica dos nimeros complexos

Figura 5 Gauss

A de nicdo dos numeros complexos como pares ordenados foi dada pelo mateméatico
irlfAndes William Rowan Hamilton (1805 - 1865), de nindo que um nimero complexa@+ bi
pode ser representado na form@; b coma;b2 R.

7 Disponivel em http://www.fem.unicamp.br/ em313/paginas/person/gauss.htm
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A forma trigonométrica dos numeros complexos teve contribuicdes do matematico
inglésRoger Cotes(1682 - 1716), do francésbraham DeMoivre (1667 - 1754) e do aleméo
Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) (ver gura &), sendo este Gltimo considerado o homem
que dominou 0s nimeros complexos.

Figura 6 Euler

8 Disponivel em https://www.somatematica.com.br/biograf/euler.php
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2 NUMEROS COMPLEXOS

2.1 De nicdo de numeros complexos

Chama-se conjunto dos numeros complexos o conjunto dos pares ordenadoy,)
comx;y 2 R para os quais valem as seguintes propriedades:

Igualdade: Dois pares ordenados sdo iguais se, e somente se, possuem as primeiras

coordenadas iguais e as segundas coordenadas iguais a:
(X1,y1) = (X2;Y2) se, e somente s&; = X2 €Y1 = Y

Adicdo: a soma de dois pares ordenados € um novo par ordenado onde a primeira
coordenada € a soma das duas primeiras coordenadas e a segunda coordenada € a
soma das duas segundas coordenadas:

(X123 Y1) + (X2;Y2) = (X1 + X2; Y1+ Y2)

Exemplo: (2;3)+( 4;,6)=(2+( 4);3+6)=( 29

Multiplicacdo: o produto de dois pares ordenados é um novo par ordenado onde a
primeira coordenada € o produto das primeiras coordenadas menos o produto das
segundas coordenadas, e a segunda coordenada é a soma dos produtos da primeira
coordenada de cada par pela segunda coordenada do outro.

(X1;y¥1) (X23¥2) = (X1X2  Y1Yzi XaY2 + Y1Xo)
Exemplo: (2;3) (4;5)=(2 4 3 52 5+3 4)=(8 1510+12)=( 7;22).

O conjunto dos nimeros complexos é indicado p@. Assim, cada elementda; b
2 C é um numero complexo e representado pela letea Ou seja,z = (a;b 2 C, com
a;b2 R, é um nimero complexo escrito na forma de par ordenado.

z=(a;b (2.1)

A primeira coordenada dez € chamada de parte real de e a segunda coordenada
€ chamada de parte imaginaria de.

O conjunto dos nameros reaisR) pertencem aC e correspondem aos pares que
tém a segunda coordenada igual a zero. Assim, o par ordenade ( a;0) corresponde ao
namero reala. Os pares que tém a segunda coordenada diferente de zero correspondem
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aos numeros complexos nao reais. Logo, o par ordengdd) corresponde a um ndmero
complexo néo real.

As de ni¢des de adicdo e multiplicacdo e suas propriedades para nUmeros complexos
da formaz = (a;0) se ddo como se esses fossem numeros reais, por exemplo:
Dados dois numeros complexas= (a;0) e z; = (a;0):

A somaz+ z; é dada por:(a;0)+(a;;0) =(a+ a;;0+0)=(a+ as;0).

O produto z z; é dada por:(a;0) (a;;0)=(a a;;0 0)=(a a;;0).

2.2 Unidade imaginaria
Unidade imaginaria € o nimera = (0; 1) tal que:
i2= 1

De fato,i?=1i i =(0;1)(©0;1)=©0© 0 1 1,0 1+1 0 =( 1,0) = 1.
Observe que:(y;0) (0;1)=(y 0 0 Ly 1+0 0)=(0;y) como(0;1) = i tem-se

Oy)=(y;0) i=y i
Assim, todo nimero da forma0;y) é igual ayi, ou seja, o numero complex¢0; 3) é igual
a 3i.

A unidade imaginaria € um namero complexo néo real, podendo calcular as poténcias
do nimeroi da mesma forma que se calculam as poténcias de qualquer numero real:
i°=1,it=1i,i?2= 1,i%= i,i*=1,i°=1i,i®= 1,.

Observa-se que as poténcias deomecam a se repetir apds. De modo geral, tem-se:

i4n - (i4)n =1
i4n+1 - (i4)n i - i
i4n+2 :(i4)n iZ: 1

i4n+3 :(i4)n i3: i

ou seja,i*P = iP,
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2.3 Propriedades operatorias

Os numeros complexos formam um conjunto onde estdo de nidas operacdes de
adicdo e multiplicacdo. Considerando trés niumeros complexas z, e z3, as seguintes
propriedades séo validas:

1. Comutatividade
21+ 2= 2+ 74
e
2y 2p=2; 73

2. Associatividade
(z1+ 22)+ 2Z3= 21+ (22 + Z3)
e
(z1 22) 3= 21 (22 Z3)

3. Elemento neutro aditivo

O namero complexo(0; 0) tal que z + (0;0) = z para todo z complexo.

4. Elemento neutro multiplicativo

O namero complexo(1;0) tal que z (1;0) = z para todo z complexo.

5. Existéncia do simétrico aditivo
Todo numero complexa = (X;y) possui um unico simétrico aditivo z=( X; V)
talquez+( z)=(0;0).

6. Distributividade
7y (zo+23)=721 L+ 71 Z3

7. Existéncia do elemento inverso multiplicativo
Para todo nimero complexa = (x;y) 6 0 existe um Unico nimeraz * = (x';y)
talquez z'=z1'! z=1.

Como encontrar o inverso multiplicativo?
Sejaz = (x;y) 86 (0;0) dessa forma tem-s& 6 0 ouy 6 0 e, consequentemente®+y? 6 0,
deve-se mostrar que existe um niimero complexo! = (x;y)) talquez z =z 1 z=1
(xy) (x5y)=(1:;0) 0 (xxg yy;xy +yx)=(1;0).

N yy =1
Da segunda igualdade tem-se: ,
- xy'+yx =0 8
< y2y; X =
Multiplicando a 1 equacao porx e a2 equacao poty: . X X yyx. X
XYy +yi=0

Logo, da2 equacdo tem-sexyy' = x'y? e substituindo nal equac&o tem-sex?x’ +
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. . X :
y?x’ = x obtendo assinx’ = ——— ey = 273/2
X2+y X2+y
Portanto, o inverso multiplicativo do numero complexg = (x;y) € o nimero:
X y
1_

X2 + y2’ X2 + y2
Exemplo: Dado o nimero complexo abaixo, encontrar seu inverso multiplicativo.

a) z; = (4=5;2=5)

O inverso multiplicativo dez; éz, ! = (4:5)sz ot (4=5)zf(=25=5)2 =(1; 1=2).
b) zz=( 3;0)
O inverso multiplicativo de, éz,* = ( 3)23+02; ( 3)2+02 =( 1=3;0):

A existéncia do elemento inverso multiplicativo, (propriedade 7), permite de nir a
divisdo de dois nUmeros complexos como sendo o produto do primeiro nimero pelo inverso
multiplicativo do segundo. Ou seja, dadog; = (X1;Y1) € Zo = (X2;Y2), dois nUmeros

complexos, a divisdo de; por z, € dada por:

! !
X2 Y2 _ XiXot YiYo, XaYo + YiXo

Z; .
2 N Y. 2.2 22 2
Xo+tYy; X5+Y5 X5+Y;5 X5t+Y;5

==z z,'= (x4 y1)
Z

Exemplo:

a) Dadosz; =(2; 3)ez =(3;2)ttm-seZ =12z z,*

2. 1= 3 ._ 2 _ 3.2
2 32427271 32422 13’ 13

€ assim

21— (D- 3. 2 — 283 (39( . 2( A3(3) _— 66-_49 —(-
22_(2’ 3) 13* 13 13 ! 13 - 13 13 _(O’ 1)

2.4 Forma algébrica dos niumeros complexos

Frequentemente ndo é conveniente representar 0s nimeros complexos como um par
ordenado, desta maneira, usa-se a representacao na forma algébrica, onde as operacoes
sdo mais simples e praticas.

Dado o numero complexa = ( x;y) pode-se sempre escrever= (x;0) +(0;y),
como € sabido quéx; 0) = x e (0;y) = yi tem-se entdaz = (X;y) = (x;0)+(0;y) = X+ yi:
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zZ=X+Yyi

Essa € a forma algébrica de representacdo do nimero complexo( X;y).

Como mencionado anteriormente, dado o nimero complexc= (X;y) tem-se a
primeira coordenadax € chamada de parte real do nimero complexo, representada por
X = Re(z). E a segunda coordenaday, € chamada de parte imaginaria do namero
complexo, representada poy = Im(z).

Exemplos:

a) (2,3)=2+3iondeRe(z) =2 elm(z) =3

b) ( 2,1=3)= 2+1=3i ondeRe(z)= 2elm(z)=1=3
NuUmeros imaginarios puros séo todos os niumeros complexos da formayi com
y 6 0. Ou seja, numeros tais quie(z) =0.
Numeros reais sédo todos os numeros complexos da fomra x. Ou seja, nimeros
tais quelm(z) =0, comx 2 R.

Na forma algébrica dos numeros complexos valem as seguintes relacdes:

1. z; = z, se, e somente s&Re(z;) = Re(z) elm(zy) = Im(z).

2. z2 R se, e somente se, Im(z)=0.

2.4.1 Operagdes na forma algébrica

As operacdes com numeros complexos na forma algébrica se ddo da mesma forma
que os nameros reais, sempre levando em consideracdoidue 1.

Dados dois nimeros complexas = X1 + yii €z, = X, + y,i. Operam-se com eles
da seguinte forma:

1. ADICAO
Z1+ Zp=(Xg+ yal) (X2 + Y2l) = (Xg + X2) + (Y1 + Y2)i
Ou seja, a soma de dois numeros complexos € o nimero complexo cuja parte real é a
soma das partes reais dos dois nimeros e a parte imaginaria é a soma das partes
imaginarias dos dois numeros.
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Re(z, + 22) = Re(z1) + Re(zy)
Im(z, + z2) = Im(z1) + Im(22)

2. MULTIPLICA(;AO
Z; Zp=(Xe+y1 1) (Xa+y2 i)= Xy Xo+ Xy Yo i+Yy;r |1 Xo+yr Yo 0 |
(X1X2  Y1Y2) + i(X1y2 + Y1X2)
Ou seja,

Re(z: 2) = Re(z1) Re(z) Im(z1) Im(z2)
Im(z1 2;) = Re(z1) Im(2) + Re(zz) Im(zy)

Dado um numero real e um numero complexaz = X + yi, tem-se que:z =
(X+yi)= x + y iéoproduto de um namero real por um nimero complexo, e
valem as propriedades:

. (mt+tz)= n+ zy

i1 (22=01 2 7

fii. ( 1+ ) z= 1 z+ , zparatodosz,z;ez2Ce , 1€ 2R

3. SUBTRACAO
Zy Zp=(Xp+yil) (Xe+yad)=(x1 X2)+(yr VYo)i
Ou seja,

Re(zy 22) = Re(z1) Re(z)
Im(zz z)=1m(z1)) Im(z)

Exemplos:
Dados os numeros complexas =2+3i ez, = 4+5i, calcule:

a) z1+ 2,
21+ 2,=2+31)+( 4+5)=2+( 4)+@B+5)i= 2+8i

b) z,:2,
21:2,=(2+3i) ( 4+5)=2 ( 4)+2 (Bi)+(3i) ( 4+ (3i) (B)=
8+10i 12 +15 ( 1)= 8 15 2= 23 2

C) Z1 2
2, 2,=(2+3i) ( 4+5)=(2 ( 4)+(3 5)i=6 2
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2.4.2 Conjugado de um numero complexo

Chama-se conjugado do numero complexxocomz = X + yi e X;y 2 R, o nimero
complexo:
zZ=X i (2.2)

Exemplos:

a)z=2+7item-sez=2 i
b) z= 3+2item-sez= 3 2

c) z=5i tem-sez= 5i.

PROPRIEDADES DO CONJUGADO

1. O produto de um numero complexo por seu conjugado € a soma do
guadrado da parte real com quadrado da parte imaginaria
Sejaz = a+ bi um nimero complexo, seu conjugadozZ= a bi.
Assim:z z= a?> abi+ abi (bi)?= a?+ I?.

2. Se z é um numero complexo, entdo z = Z se, e somente se, z for um
namero real .
Sejaz = a+ bi um numero complexo, seu conjugadoz= a bi.
Assim, paraz = Z deve-se ter, pela igualdade de dois nUmeros complexas, a e
b= b e para satisfazer tem-se, se e somente Be,0 ez = a.

3. O conjugado da soma € a soma dos conjugados
Sejaz = a+ bi ez = c+ di dois numeros complexos. Seus conjugados séo,
respetivamente,z = a biez; = ¢ di, efetuando a soma tem-sez + z; =
a bi+c di=a+c i(btd)y=2z+7z:

4. O conjugado do produto é o produto dos conjugados
Sejamz = a+ bi e z; = ¢+ di dois nUumeros complexos. Seus conjugados séo,
respetivamente,z = a biez;=c¢ di. Assimz z = ac adi bci+ bd? =
ac bd i(ad+ bg= 7z 1z7.

2.4.3 Operagéao de divisdo na forma algébrica

Dados dois numeros complexas e z,, comz, 6 0, tem-se que a divisdo de; por
z, € encontrar um nimero complexa tal que z = z; z,'. Na pratica, pode-se fazer a
divisdo da seguinte forma:
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Se o0 numeraz, for um ndmero real, a divisao é trivial.
Exemplos:

a) z, =10+ 8i ez, =2. Tem-se entao:

2z, 10+8 10 8, .
- =4+ % =544
Z 2 2 72 !

b) zz =11 4i ez, =3. Tem-se entéo:

z_11 4_11 4

Z 3 3 3

Se o0 numeraz, for um nimero complexo, ou seja, com parte imagindria diferente de
zero, usa-se o conjugado desse numero complexo para que, ao multiplicar numera-
dor e denominador porz,, haja a transformacédo do denominador em um nimero
real, recaindo na forma trivial. Dadoz; = X1+ Y11 €2, = Xp+ y,i, comy, 6 0 teém-se:

z1_ 21 2 21 _ (XaXp+ y1y2) + i(Xayr  X1Y2)
— = ou seja,— = ——> .
Zo Z> 7> Zo X5+ Y5

Exemplos:

a) z2=4+3iez = 3+2i. Tem-se entado:

z_ 4+3i 3 2 _ 12 8 9 62_ 6 17 6 17

Z,  3+2i 3 2 9+6i 6 4z 13 13 13

b) zz=4 19 ez =2 3i. Tem-se entéo:

24 19 _ 4 2+( 19) ( 3)+i[2 ( 19) 4 ( 3)] _ 65 26

. =5 2
2 3 2+ ( 3y 13 > 2
2.4.4 Mobdulo de um nimero complexo
Dado um nimero complex@ = X + yi, 0 nUmero

n

jzj= " X2+ y?

(2.3)

€ chamado de mddulo do niumero complex) também representado por .

Exemplos:

a) z=3+2i tem-sejzj = I032+22= p1_3

g —w— __
b) z= 4+ i tem-sejzj = (4)2+12:p17

C) z=2i tem-sejzj = p02+22: pZ
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PROPRIEDADES DO MODULO

1. O produto de um numero complexo pelo seu conjugado é o quadrado do
modulo desse numero complexo
Sejaz = a+ bi um nimero complexo, tem-s& = a bi, e como ja mencionado,
z z= a+ . Tem-se ainda que o médulo do nimero complexcéjzj = a2 + I,
assimjzj’= a’+ ¥ =z z.

2. O mAdulo do conjugado de um niimero complexo é 0 médulo desse mesmo
namero complexo .
- . Ve . . . p 2— . .
0|Sejaz = a+ blpum namero complexoz = a bi, tem-sejzj = a2+ P ejzj =
a’+( b?2=" az+ = jz.

3. O médulo do produto entre dois nimeros complexos € igual ao produto
dos mdédulos de dois nUmeros complexos
. : o, , U L
Sejaz = a+ biez; = c+ di dois nimeros complexos, seus médulos $dp= a2+ I?
ejz;j = ¢+ d?, realizando a multiplicagéo tem-sez z; = ac bd+ (bc+ ad)i.
Assim o0 mdédulo do produto cajz z;j= (ac bd?2+ (bc+ ad)2.
Logojzj jzij = P a’c?+ a?d? + P2+ PPd2 =  (ac bd2+(be+ ad)? = jz zj.

2.5 Representacao geométrica dos numeros complexos

A representacdo geométrica de um namero complexo foi dada fZaspar Wes-
sel (1745-1818) em um artigo publicado em 1898. Porém, como visto anteriormente, a
ideia sO cou conhecida quando foi publicada p#&rgand. E a representacdo no plano,
como conhecida nos dias atuais, s6 se deu ap0s a publicacdo dos trabalhdSadess
na segunda década de XIX. Por esse motivo, o plano cartesiano utilizado para represen-
tar os numeros complexos é chamado &ano de Argand-Gauss ou Plano complexo .

Nesse plano tem-se o eixo horizontal representando a parte real dos nUmeros com-
plexo, e o eixo vertical representando a parte imaginaria dos nimeros complexos. (Vide
gura 7).

Entdo, os numeros complexos podem ser representados como um par ordenado,
(2.1), sendo representados no plano complexo da mesma forma que no plano cartesiano.

Exemplo:
Representar os nimerog; =3+2i ,2z,=2i,z3= 3ez= 1 3i no plano complexo.
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Figura 7 Representacdo dos eixos real e imaginario.

Figura 8 Representacdo do nimero complexo como par ordenado

Os pontosz; =(3;2),2,=(0;2),zz=( 3;0)ez;=( 1, 3)sao as respectivas
representacdes geométricas dos niumeros complexos dados.

2.5.1 Interpretacdo geomeétrica do modulo

Considerando o niumero complexn = x + yi, sua imagem geométrica, o ponto
A(x;y) € chamado de a xo do nimera. A distancia entre o pontoO, chamado de origem
do plano, e o pontoA, a xo de z, € dada por:

q
OA= (X; X0)?2+(Yz VYo)?
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Como o pontoO ¢é a origem do plano, tem-s® = (0;0) e, assim, a distancia entre
0s pontosO e A é dada por:

q
OA= Xx2+y?
Que é igual ao valor do médulo de uma vez que o médulo de um nimero complexo &
igual a distancia de seu a xo até a origem do plano em que esta representado.

Exemplo:
Representar o numero complexn = 2 + 3i no plano, juntamente com seu modulo.
O numero complexoz pode ser representado pelo ponta(2;3) e seu médulo é =
22+32=" 13 Sendo representado desta forma no plano:

Figura 9 Representacdo do nimero complexn=2+ 3 i

2.6 Representacao trigonometrica dos numeros complexos

2.6.1 Argumento

Dado um numero complexa = x + yi, ndo nulo, sejaA o0 ponto que o representa
geometricamente no plano, a medida do anguloformado pelo semieixo positivo@x ou
Re(z)) e pelo segmento OA, tomada no sentido anti-horario, é chamada a@eumento
principal do niamero complexa e é representada por: = arg(z) (ver gura 10).

Nota-se quey =0 ex > 0, o ponto A esta sobre 0 semieixo positiv@x, assim
tem-se =0. Portanto, é tal queO < 2 . Chama-se de argumento principal dez
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Figura 10 Representacdo do argumento de

pelo fato de também serem considerados argumentoszimdos os angulos céngruos a

Ou seja, os arcos de medidag = +2k ,comk 2 Z.

Exemplo: 0
Qual o valor do argumenta dez =1+ f_sig
Calculando ,tem-se: = 12+ ( 3)2= 4=2,

SejaA oaxodeze = arg(z). Ou sejaA(l; P 3).
SejaB o ponto (1;0).

Assim, no triangulo retdnguloOBA tem-se: sen =
tem-se = 5. (Ver gura 11).

o
’\"w\

. Como ¢é um angulo agudo,

Figura 11 Representagcdo do numero complexo=1 + P 3i no plano complexo
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2.6.2 Forma trigonométrica

Com as de ni¢cdes de modulo e de argumento de um niamero complexo, é possivel
representa-lo em sua forma trigopnométrica, também chamada deordenadas polares .

Sejaz = x + yi a forma algébrica de um namero complexo ndo nulo, o argumento
dez %atisfaz:
< sen = ¥=) y= sen
cos = X*=) x = cos

Substituindo os valores na forma algébrica, = x + yi, tem-se:
z= cos +( sen )i

Desta maneira, a forma trigonométrica ou polar de um nimero complexo é:

z= (cos + isen ) (2.4)

Exemplos:

a)z= 2possui =2e =
Assim, pode-se escrevé-lo comp:= 2(cos + isen ):

b) z= 3ipossui =3 e = 3
Assim, pode-se escrevé-lo comp:= 3(cos?- + isen3):

P~ :
c)z=1+ 3ipossui =2e = 3.
Assim, pode-se escrevé-lo comp:= 2(cos; + isens):

2.6.3 Operagdes na forma trigonométrica

Certas operagdes como multiplicacéo e divisdo sdo simples de efetuar na forma
algébrica dos niumeros complexos. No entanto, quando for efetuar potenciagéo e radiciacéo,
estas operacdes podem se tornar mais complicadas. Neste caso, a forma trigonométrica é
a melhor opcéo.

Para as operacgdes a seguir, serdo considerados dois nimeros complexos (ndo nulos):

z; = 1(cos+ isen ;)

Z, = ,(cos,+ isen ;)
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1. MULTIPLICACAO
Calculando o produtoz; z:
z; zp=[ 1(cosy+isen 1)] [ 2(cosz+ isen ;)] =

= , ,(cos; coS,+i COS; sen,+i sen; cos,+ i% sen; sen,)=

= 1 »[(cos; cos, sen; sen,)+ i(cos; sen,+ cos, sen )]

Usando as identidades trigonométricas para cosseno da soma e seno da soma de dois
arcos, tem-se:

Z1 = 1 olcoq 1+ p)+isen( 1+ )] (2.5)

O numero complexo obtido na multiplicacdo € um nimero cujo médulo € a multipli-
cacao dos moédulos de, e z, e 0 argumento é a soma dos argumentos #ee z.

2. DIVISAO

. Z
Calculando o quomentez—1 :
2

zy _ i(cosi+isen ;) i(cosi+isen ;) (cos, isen p) _

Z,  o(cos,+isen ;)  ,(cos,+ isen ;) (cos, isen ;)

1 COS1COS, iSen ,Ccos i+ isen 1c0S, i%sen jsen,

2 (cos ,)? (isen ;)?

1 (cosicos,+ sen ;sen )+ i(sen ;C0S, Sen ,CoS ;)
2 cog , + ser¥ ,

Usando as identidades trigonométricas para cosseno da diferenca e seno da diferenga
de dois arcos, tem-se:

A= Jeog 1 )+i(sen( 1 2)] (2.6)
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O numero complexo obtido na divisdo é um namero cujo o modulo é o quociente dos
modulos dez; e z, e 0 argumento é a diferenca entre os argumentos zlee z,.

3. POTENCIACAO

A potenciacdo na forma algébrica é bastante trabalhosa pois para efetazdrcom
n 2 N, seria necessario usar o binbmio de Newton. Na forma trigonométrica efetuar
z" comn 2 N, nada mais é que efetuar um produto de fatores iguais az.

Assim,
" = e [co + +::+ )+isen( + + i+ )]

ou seja,

z"= " Jcogn )+ isen(n )] (2.7)

Essa formula é também conhecida conid Férmula de Moivre

Exemplos:
Dados

2 . 2

z1 =6 cos 3 + isen —

Z,=2 cos - +isen —
2 3 3
Resolva as operacdes:

a) z1 =6 2[cog% + 5)+ isen(5 + 3) =12(cos +isen )= 12

P_
3

b) % = g [COS% §)+ isen(% §)] = 3[Coi§)+ isen(g)] - %+ 3

c) (z1)®=63[cog3 %)+ isen(3 %)]=216(co + isen2 ) =216
4. RADICIACAO
Da mesma forma que a potenciacao, a radiciacdo de um nimero complexo se torna

bem mais simples de resolver quando o numero estiver representado em sua forma
trigonométrica.
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De nicdo: Sejaz um numero complexo en 2 N comn 6 0, raiz n-ésima dez é
todo nimero complexd que satisfaz a relacad" = z.

Cada raiz assume um nome especial dependendo do valondeAssim, sen = 3
diz-se que a raiz é raiz cubica de, sen = 4 diz-se que a raiz é raiz quarta de,
consequentemente, a raim é chamada de raiz n-ésima de

Exemplos:
a) O namero 1 possui 4 raizes quartag; 1;i; i pois:
1*=1;
( D=1,
i4=1
( H*=1.

b) O ndmero 16 possui 4 raizes quartas,2, 2, 2i e2i, pois:

( 2)*=16;
2* = 16;
( 2i)*=16i*=16
(2i)* = 16i% = 16.

Como determinar as raizes de um numero complexo?
Dado um numero complexo na forma trigonométrica = (cos + isen ), seja:

I = r(cos + isen )

Uma raiz n-ésima dez, isto é,! " = z.
Todo namero complexo ndo nulo possui raizesn-ésimas complexas. Tem-se:

4

r"[cogn )+ isen(n )] = (cos + isen )

Pela igualdade de nimeros complexos:
r"= ,coqn )= cos esen(n )= sen

Conclui-se que:

SO
|
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8

< =
g, AN )=cos o ok comk2Z

sen(n )= sen

k:*+&;k22
n n

N&o esquecendo que é o argumento ded , e assim, quando for dado valores para
kcomk2f0;1;2;3;::;;n 1g, serdo obtidos o valores distintos e ndo céngruos
para . Para qualquer outro valor dek, o valor resultante de € cdongruo a um dos

demais ja obtidos.

Por exemplo:

Parak = ntem-se , = -+ @ = ~+2 , que e congruo ao angulo obtido
quandok = 0.
+2(n+1) 3 +2(n+1) 2n 2

= =+ —+ — =

Parak = n+l1 tem-se p+1 = —
n n n n n n n

2 LA A .
a0 + o +2 , que é cbngruo ao angulo obtido para quando= 1.
Com os valores de e de ja determinados e cada um doa valores distintos e
ndo congruos a , pode-se obtem nimeros complexo$ = r(cos + isen ). Todos
sendo as raizes n-ésimas de Elas sao dadas por:

J |-
H L

_ 2k . 2k
I = R cos —+ — +isen —+ — (2.8)
n n n n

Essa formula é conhecida com?* Formula de Moivre

Exemplo: 0
Calcular as raizes quartas de= 8 8 3i.
Tém-se , =16 earg(z) = = %.

Seja! = r(cos + isen ) uma raiz quarta dez entao:

14= 7
Usando a formula de Moivre obtém-se:
" [ 1#
R a2k a2k
I = S+ o+ 3+ =0:1:2:3.
K 16 cos 1 1 isen 4 ) comk=0:1,2;3
! I#
I« =2 cos —+k— +isen —+k— comk=0:1;2;3
- k 3 2 3 2 1 b ] .
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Parak =0 tem-se: ! 0= 3
5
Parak =1 tem-se: ! = —+ -=
‘T3 276
Parak =2 tem-se: ! 2:§+ =3
3 11
P k=3t -se. ! = —+4+ — = ——
ara em-se 3= 3% 5 5

. P .
Portanto, as raizes quartas de = 8 8 3i séo:

. P~

lg=2 c:o&?’+|sen§ =1+ 3
5 . 5 P~ .

1,=2 Ss—+ — = +
1 co 5 |sen6 3+
4 . 4 P~

l,=2 00%3+|sen§ = 1 3i
11 . 11 P~ .

l3=2 00%6+|sen? = 3 i

2.7 Interpretacdes geometricas das operagcdes com numeros co
plexos

Para realizar as interpretacfes sera usada a construcao de um paralelogramo que
exige o conhecimento de trés de seus vértices.

PARALELOGRAMO

O quadriladtero que tem os lados opostos paralelos é denominado de paralelogramo.

TEOREMA (caracterizacdo de paralelogramos). Dado um quadrilatero, séo
equivalentes:

E um paralelogramo (os lados opostos s&o paralelos).
Os lados opostos sdo congruentes.

Os angulos opostos sédo congruentes.

Tem um par de lados opostos paralelos e congruentes.

Os diagonais cruzam no ponto medio.
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Para a construcao, sera usado o ultimo item do teorema acima.

Exercicio: Dado os ponto#\, B e D, construir o paralelogramoABCD de diagonais
AC eBD.
Sabe-se que para ser um paralelogramo o poligono deve ser um quadrilatero onde as diago-
nais devem se cruzar no ponto médio. Sendo assim, escolhe-se o sistema de coordenadas
de modo que o pontA seja a origem do plano. Seja 0 pont® = (Xp; Yp) € C = (Xg; Yq).
Marca-se o pontoM = (Xm;Ym), de modo queM seja o ponto médio do segmento de
extremidadesB e D (diagonal menor do paralelogramo). Traca-se a rets, suporte do
segmento de reteAM e, consequentemente, suporte da diagonaC. Medir o segmento
AM . Com o comprimento do segmentdM , marcar o pontoC, sobre a retas, de modo
que C seja a extremidade do segmento que comeca Bme tem comprimento igual aAM .
Ligar os pontosA, B, C e D. Por construgdo, a gura obtida € o paralelogramo pedido
no exercicio (ver gura 12).

Figura 12 Paralelogramo construido a partir de trés vértices

As interpretacdes geomeétricas da soma e subtracdo serdo realizadas utilizando a
forma algébrica dos nimeros complexos, enquanto as demais operacdes serdo realizadas
utilizando a forma trigpnométrica dos nimeros complexos, visando simpli car as represen-
tacOes e operagoes.

1. ADICAO

A interpretacdo geométrica da soma de dois nUmeros complexasz;, ondez = a+ bi
ez; = c+ di com axos A e B, respectivamente, nada mais é do que o pon® no
plano complexo, tal queO, B, D e A séo vertices de um paralelogramdOBDA) e
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O é a origem do plano.

Exemplo:

Dadosz=2+3iez =4+2i,comaxosA =(2;3)eB =(4;2), tem-se como
resultado da soma de + z; 0 nimero complexaz, = 6 + 5i que é representado
geometricamente pelo a xoD. Realiza-se a soma, marcando o ponf tal que
OBDA seja um paralelogramo, como representado na gura 13.

Figura 13 Interpretacdo geométrica da adicaa + z;

2. SUBTRACAO

A interpretacdo geométrica da diferenca de dois nimeros complexos z;, onde
z=a+ biez; = c+ di com axos A e B, respectivamente, nada mais € que o
ponto D no plano complexo, tal queO, A, D e C sdo vértices de um paralelogramo
(OADC) com O sendo a origem do plano € sendo a representacao deB, pois

zZ z1=2+( zy).

Exemplo:

Dadosz=4+6iez =5+ i,comaxosA =(4;6)eB =(5;1), tem-se como
resultado da subtragcd@ z; 0 nimero complexaz, = 1+ 5i que é representado
geometricamente pelo a xoD. Realiza-se a subtragdo marcando o ponto tal que

C= B(C=( 5 1) e, ap6s, marcando o pont® de forma queOADC seja

um paralelogramo, como representado na gura 14.

3. MULTIPLICACAO
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Figura 14 Interpretacdo geométrica da diferenca z;

A interpretacdo geométrica do produto de dois nimeros complexas, z; com
z= (cos +isen) ez = 4(cos;+ isen ;), nada mais € que o resultado do
produto de seus respectivos modulos, 4, e a rotagdo deOP em ;, onde 0 ponto
O é a origem do plano e o pont® € o axo do nimero complexaz, sempre no
sentido trigonométrico (ou seja, o sentido anti-horario).

Exemplo:

Dadosz = 3p 2(co#5 + isend5) ez, = P 2(cos315 + isen315).

Realizando a multiplicacdo obtém-se z; = (3 2)(' 2)[cog45 +315 )+ isen(45 +
315)] = 6(cos360 + isen360) = 6

Para interpretar geometricamente € preciso 0 nhiumero complexo em sua forma al-
gébrica. Ao transformar os niumeros dados tem-se=3+3i ez =1 i, sendo

A 0 axo do nimero complexoz e B 0 axo do nimero complexoz;. A partir

da interpretacdo geométrica, percebe-se que o produto desses dois niumeros é a
multiplicacdo de seus respectivos modulos e a rotacdozdlem 315 ( ;). Gerando,
assim, o numero complexa, = z z; = 6, de argumento igual a360 e a xo C, como
representado na gura 15.

4. DIVISAO

A interpretacdo geométrica da divisdo de dois numeros complexes comz =

(cos +isen ) ez; = 4(cos+ isen ), nada mais é do que o resultado do quoci-
ente de seus respectivos modulos;, e a rotagcdo deOP em ;, onde o pontoO é

1
a origem do plano e o pontd® é o a xo do numero complexa, sempre no sentido
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Figura 15 Interpretacdo geométrica da multiplicacéo
trigonométrico (ou seja, o sentido anti-horario).

Exemplo: 0 0
Dadosz =3 2(co#45 + isen45) ez 2(cos315 + isen315).

, . ] 3 2(co#A5 + isen45
Realizando a divisédo obtem-seZL = p= (co '|sen ) =3[cog45 315)+
Z; 2(cos315 + isen315)

isen(45 315)]=3[coq 270)+ isen( 270)] =3(coDVO + isen90) = 3.

Para interpretar geometricamente é preciso o numero complexo em sua forma al-
gébrica. Ao transformar os numeros dados, tem-se:=3+3i ez =1 |, seja

A 0 axo do numero complexoz e B 0 a xo do numero complexoz;. Fazendo a
interpretacdo geométrica, € possivel perceber que a divisdo desses dois nimeros é
a divisdo de seus respectivos modulos e a rotagcdozdem 315 ( ;). Gerando,
assim, o numero complexa, = zZT = 3i, de argumento igual 80 e axo C, como
representado na gura 16.

5. POTENCIACAO

A interpretacdo geomeétrica da potenciacdo de um nimero complexo: (cos +
isen ) elevadon, nada mais é que o resultado de elevar seu médulo a poténctia
( ") earotacdo deOP em(n 1) , onde o pontoO é a origem do plano e o ponto
P é o axo do numero complexaz, sempre no sentido trigonométrico (ou seja, o
sentido anti-horario).

Exemplo: 0
Dadosz = 2(cos315 + isen315) en = 2.
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Figura 16 Interpretacdo geométrica da divisao

Realizando a potenciacdo obtém-sg& = (pi)z[cos(z 315) + isen(2 315)] =
2(co30 + isen630) = 2(cosl80 + isenl80).

Para interpretar geometricamente € preciso o nimero complexo em sua forma algé-
brica. Ao transformar os nUmeros dados, tem-se&:=1 i, sejaA 0 a xo do nimero
complexoz, fazendo a interpretacdo geométrica, tem-se que a potenciacaazdeara

n =2 é elevar o médulo a poténcia igual 2 e a rotacdo dez em315 =(n 1) .
Gerando, assim, o numero complexn = 2i, de argumento igual a270 e axo B,
como representado na gura 17.

Figura 17 Interpretacdo geomeétrica da potenciacao

6. RADICIACAO
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Os a xos das raizesi-ésimas,! ( comk 2 Z, do numero complexa sdo representados
pelos pontosPy.

Geometricamente, 0os ponto®x sdo pontos que pertencem a uma circunferéncia de
raio igual ao valor do médulo () e centro em(0;0). E, para o caso geral, os pontos
Py dividem a circunferéncia enk partes iguais, formando um poligono regular de
lados inscrito na circunferéncia.

Do exemplo da pagina 33, as raizes quartas de 8 8p 3i s3o:

| o possui a xo Po(1; P 3)

| 1 possui axo Py( P 31)

| , possui a xo Py( 1; P 3)

| 3 possui a xo P3(p 3 1)

Obsgrva-se ainda %ué 0, 11, ! o e! 3 possuem médulos iguais:

12+(I 3PR="1+3= ID4= 2

Ou seja,Pq, P, P, e P; sdo pontos que pertencem a circunferéncia de r@@ centro
na origem(0; 0).

Nesse caso, os pontos dividem o circunferéncia em quatro partes congruergsH,,
P, e P3 sdo vertices de um quadrado) 2 4 = 5. Mostrando que os argumentos
de!o, !'1, !, e! 3 estdo em progressao aritmética de razéo igualsae primeiro

termoigualas,isto e, (3, 3+ 5,3 +2 3,3 +3 3), comorepresentado na gura 18.
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Figura 18 Interpretacdo geométrica das raizes quartas de=

8 8

P

3i
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3 APLICACOES

Nste capitulo é trabalhado o objetivo principal desta pesquisa, propondo algumas
aplicac6es dos numeros complexos ao Ensino Médio ao usar a trigopnometria e geometria
plana. Todos os exercicios propostos possuem solucdo ao m da secéo.

3.1 Atividades propostas

3.1.1 Atividade 1

Apés o estudo dos numeros complexos, os alunos realizam a transformacéo de um
nimero complexo da forma algébrica para a forma trigonométrica sem grandes di culdades,
encontrando o argumento e o moédulo desse numero ao aplicar as formulas dadas para
tal feito, con ando assim no resultado encontrado, sem entender o que ele signi ca. Essa
atividade surge da ideia de que o aluno faga a transformacéo e depois veri que que 0s
resultados encontrados séo, realmente, representacdes diferentes para 0 mesmo namero
complexo.

Objetivo: Comprovar o que sdo o modulo e argumento de um nimero complexo.

Material necesséario: Papel milimetrado, régua, transferidor, calculadora cienti-
ca.

Pré-requisitos: Plano cartesiano, rela¢des trigpnométricas fundamentais, circulo
trigonomeétrico, representacdo do nimero complexo nas suas diferentes formas (par orde-
nado, algébrica e trigopnométrica), transformacao de nimeros complexos da forma algébrica
para forma trigonométrica.

Tempo necessario: duas aulas de 50 minutos cada.

Primeira aula: leitura da atividade com os alunos, explicando os passos e solucionando
possiveis duvidas. Apés a leitura dos passos, convidar os alunos a realizarem os dois
exemplos resolvidos na atividade.

Segunda aula: realizacdo dos exercicios propostos.
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EXERCICIO:

Dado o numero complexa = a+ bi, comprove o que € o modulo e o argumento do
mesmo
A atividade sera realizada em 7 passos, detalhados abaixo.

Passo 1: Transformar o numero complexo dado para sua forma trigopnométrica.

Para esse passo o0 aluno comecara encontrando o valor do médulo do nimero complexo

dado (), o valor do argumento do niumero complexo J e 0s escrevera na sua forma

trigonométrica (equacao 2.4). Para essa parte segue-se o que foi explicado na se¢éo 2.6.2.
z= (cos +isen)

Passo 2: Esbocar o plano complexo no papel milimetrado, representando os eixos real
(Re(z2)) e imaginario (Im(z2)).

Para esse passo por mais que o papel milimetrado possua as linhas, é esperado que o aluno
use a régua para tragar os eixos.

Passo 3: Esbocar o numero complexo dado no plano.

Para esse passo o aluno usara seus conhecimentos quanto forma par ordenado (equacgéo
2.1) do numero complexo, pois o0 mesmo estar4d em sua forma algébrica. Marcando no
plano primeiro a primeira coordenada do par ordenado, que representa a parte real do
namero complexo Re(z)) e, depois, marcando a segunda coordenada do par ordenado,
que representa a parte imaginaria do nimero complexbr((z)).

Espera-se que o aluno faca as marcacfes de uma escala escolhida pelo préprio, para que
0s pontos sejam dimensionados corretamente no papel.

Passo 4: Marcar o a xo do namero complexo encontrado.

Para esse passo é importante que o professor tenha explicado, previamente, que 0s a Xos
s&o pontos do plano e, portanto, sdo representados por letras maitsculas. E interessante
gue o professor ja estipule qual letra ir4 ser usada para tal representacédo, neste caso a
letra A foi a escolhida.

Passo 5: Tracar o médulo () do nimero complexo.

Para esse passo o aluno usara régua para ligar os pontos de origem do plano complexo
(O) e 0 a xo do numero complexo marcado no Passo A), tracando assim o médulo do
nimero complexaz.

Peca para o aluno medir, usando a régua, e anotar o valor encontrado neste passo.

Passo 6: Veri car o argumento encontrado na representagao.
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Para esse passo o aluno usara o transferidor, para medir o angulo entre o eixo fiee(%))

e 0 segmentdA ( ).

Poderédo surgir davidas quanto ao uso do transferidor tendo em vista que 0 mesmo segue
o sentido horario de marcacdo e o angulo marcado € no sentido anti-horario. Cabe ao
professor explicar que basta subtrair o valor encontrado dé&0, encontrando assim o
valor do argumento . Peca para que o aluno anote esse valor encontrado.

Passo 7: Observar os valores encontrados.

Neste passo, peca ao aluno para comparar os valores, dede , encontrados no passo

1, com os valores de e de encontrados nos passos 5 e 6, respectivamente. O aluno
devera reparar que os valores sdo iguais nos dois passos, 1 e 5 e 1 e 6, comprovando que a
forma trigopnométrica do numero complexo é realmente uma representacdo diferente para

0 mesmo numero.

Caso haja divergéncias nos valores encontrados, observar se foram cumpridos todos os
passos de forma correta, pois, certamente, algo nos passos acima foi feito de forma errada.

Exemplo 1:

Dado o numero complexa = 3 + 31, veri que o0 modulo e o argumento usando 0s
passos acima.

Passo 1: Transformacédo do niumero complexm para sua forma trigopnométrica.
-Priz-P1g=3"3 4; 24
cos = f5= 2 0,707
sen = #= 2 0,707
Veri cando na tabela trigopnométrica temos =45 .
Assim, tem-sez escrito em sua forma trigonométrica = 3p 2 (co#s5 + isend5).

o

o™

Passo 2: Esbocar o plano complexo.

Passo 3: Esbocar o numero complexo dado.
Para este exemploz = 3 + 31, deve-se esbocar o par ordenad8; 3). (Vide gura 20).

Passo 4: Marcar o a xo do numero complexo.
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Figura 19 Representacédo do Plano Complexo

Figura 20 Representacdo de =3 + 3i

Como orientado, a letra A sera usada para representa-lo. (Vide gura 21).

Passo 5: Tracar o mddulo.
O mddulo tracado sera do nimero complexa que € o segmento de reta que liga o ponto
O (origem do plano complexo) ao pont@d\. Ele sera medido com o auxilio da régua. (Vide
gura 22).

Passo 6: Veri car o argumento do numero complexo.
Marcar o angulo entre o eixo real e 0 médulo do nUmero complexo e medir 0 mesmo com
o auxilio do transferidor. (Vide gura 23).
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Figura 21 A xo do nimero z=3+3i

Figura 22 Modulo dez=3+3i

Passo 7: Observar os valores.
Observando os valores encontrados no passo 1:

Tem-se 4; 24 e no passo 5, ao medir a distancia entre o pon® e A, encontra-se
0 mesmo valor.

Tem-se =45, e ao medir o angulo no passo 6 € 45 ) veri ca-se que € 0 mesmo.

Veri ca-se dessa maneira que os valores encontrados param sua forma tri-
gonomeétrica conferem com os valores encontrados na parte geométrica, con rmando a
veracidade das informagfes encontradas.
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Figura 23 Veri cando o argumento dez = 3 + 3i

Para o aluno, con rmar o que é feito na parte algébrica (teoria) com a parte
geométrica (visual) é de extrema valia, pois, ele di cilmente consegue visualizar o que esta
fazendo apenas pela parte algébrica tornando seu conhecimento mais sélido.

Exemplo 2:

Dado o nUmero complexa@; = 1+ 2i, veri que o médulo e o argumento usando
0S passos acima.

Passo 1: Tr%nsformar 0 numero complexa; para sua forma trigonométrica.
= 1)2+2p2= 5= 224

cos = p—%z ?5 0: 447
p2
sen = p%: 22 0,894

Nesse caso, 0 angulo ndo pertence ao primeiro quadrante, pois o valor do cosseno é
negativo e o valor do seno € positivo, pertencendo ao segundo quadrante. Para encon-
trar 0 argumento é preciso usar 0os conhecimentos sobre circulo trigopnométrico, onde
cogq180 )= cos, chegando em =117 .

Assim tem-sez; escrito em sua forma trigonométrica éz; = P 5(cosl17 + isenll7).

Passo 2: Esbocgar o plano complexo.

Passo 3: Esbocar o numero complexo dado.
Nesse exemplo tem-se; = 1+ 2i, logo, é preciso esbocar o par ordenado1;2). (Vide
gura 24).
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Figura 24 Representacéo de;

Passo 4: Marcar o a xo do numero complexo.
Como orientado, a letra A sera usada para representa-lo. (Vide gura 25).

Figura 25 Marcando o a xo de z;

Passo 5: Tracar o modulo.
Tracar o médulo do nimero complexa, que é o segmento de reta que liga 0 pon@
(origem do plano complexo) ao ponté\. E o medir com o auxilio da régua. (Vide gura
26).
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