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RESUMO 

O cálculo do transporte de sedimentos e padrões de evolução do leito e costa marinha 

são extremamente complexos devido ao grande número de variáveis físicas envolvidas 

tanto no transporte de sedimentos e sua resultante nas mudanças morfológicas. Os 

modelos de transporte de sedimento para regiões costeiras são baseados basicamente 

em duas metodologias: modelos baseados na tensão que o fluido exerce no leito marinho 

e aqueles derivados da energia do escoamento proposto por Bagnold (1963). Neste 

trabalho um modelo de evolução rítmica de estruturas costeiras foi implementado e 

testado. O transporte de sedimentos foi calculado através de uma equação de transporte 

de sedimentos baseado no modelo de Bagnold (1963), incluindo os efeitos de pressão, 

declividade do leito e gravidade. A eficiência de transporte de sedimentos no modelo 

energético de Bagnold (1963) foi modelada através de 5 formulações, sendo 

implementada uma equação baseada na velocidade do escoamento. O modelo 

desenvolvido para o transporte de sedimentos e evolução do leito foi aplicado para o 

cálculo das alterações rítmicas da costa induzidas por ondas de gravidade. Os resultados 

do modelo numérico mostraram boa correlação com os dados medidos, mesmo com a 

fórmula implementada para a eficiência do transporte de sedimentos proposta. A 

evolução do leito foi satisfatoriamente simulada pelo modelo desenvolvido, mostrando-

se adequando ao cálculo das alterações morfológicas em ambiente costeiro. 
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1 INTRODUÇÃO 

A região marinha costeira é muito dinâmica e complexa, principalmente devido a 

interação entre a circulação de correntes (como resultado da ação da maré, vento, etc.) 

e ondas fazendo com que haja grande mudança da linha de costa e do leito marinho. 

Estas mudanças do leito marinho e da linha de costa são os principais desafios em 

instalação de estruturas costeiras, manutenção de portos, na avaliação do risco à erosão 

em praias e também do ponto de vista científico, uma vez que estimar as mudanças do 

leito de maneira acurada tem sido um grande desafio devido à complexidade da física 

que envolve o transporte de sedimentos que ocorrem nesta região (RAHMAN et al., 

2013).  

Matematicamente a mudança do leito se resume a equação de conservação da massa 

de sedimento (equação de Exner), em que a evolução da altura do leito é calculada em 

função do balanço da carga total de sedimento transportado em volume (em suspensão 

e fundo), como em Long (2008), ou na versão estendida em que são considerados ainda 

os fluxos verticais de sedimento (deposição e erosão – WU, 2000), neste caso para 

simular as mudanças do leito de maneira acurada é necessário calcular as taxas de 

transporte de sedimento e a hidrodinâmica de maneira mais realista possível. 

Contudo não há uma maneira determinística de calcular como é o transporte de 

sedimento junto ao fundo ou a quantidade que é disponibilizada para a coluna d’água, 

mesmo os modelos mais sofisticados ainda usam muitas aproximações empíricas e 

coeficientes de ajuste, fazendo com que as formulações propostas sejam específicas para 

alguns conjuntos de ambientes em que o sedimento é transportado (CAMBAZOGLU, 

2009). Os modelos ou formulações de transporte de sedimento transportado junto ao 

fundo são divididos em duas classes: modelos baseados na formulação de Bagnold 

(1963). 

Bagnold (1963) introduziu o conceito de que a taxa de transporte de sedimentos é 

função da energia do escoamento (chamado de modelo energético de Bagnold), neste 
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modelo é assumido que o sedimento pode ser transportado na região entre a berma da 

praia e a profundidade do perfil de fechamento, sendo função somente da velocidade 

do escoamento e da eficiência de transporte de sedimento. Neste modelo o transporte 

de sedimento é calculado em cada instante do ciclo da onda.  

Este modelo foi aprimorado com a introdução do conceito de equilíbrio da declividade 

do fundo (IINMAN & BAGNOLD, 1963), com a inclusão do termo de gradiente de 

pressão por Zhao et al. ( 2005) e com a inclusão de um polinômio cúbico para o cálculo 

da eficiência do transporte de sedimentos em função da profundidade(UDA, 1996; 

SERIZAWA et al., 2006), sendo aplicado com sucesso em diversos tipos de aplicações 

em ambiente costeiro no estudo da evolução do leito (e.g. SERIZAWA et al., 2012; 

UDA et al., 2012; RAHMAN et al., 2013; MIYAHARA, et al., 2014, SAN-NAMI et al., 

2014). 

Outra classe de modelos de transporte de sedimento de fundo são aqueles baseados no 

conceito de que o transporte de sedimento é relacionado com a tensão exercida no leito 

marinho, introduzido por Meyer-Peter & Müller (1948) e Einstein (1950), sendo válidas 

para escoamentos estacionários e unidirecionais (CAAMENEN & LARSON, 2004). 

Para expressar os efeitos oscilatórios devido à introdução de ondas de gravidade, o 

modelo de Meyer-Peter & Müller (1948) foi aprimorado para expressar o aumento da 

tensão de cisalhamento no leito marinho devido a ação das ondas (e.g. BIJKER, 1967; 

WATANABE, 1982, VAN RIJN, 1993, RIBBERINK, 1998). Porém estas formulações 

não são adequadas para ambientes dominados por ondas devido dominância do 

movimento orbital da onda próximo ao fundo no movimento residual de sedimento 

(CAAMENEN & LARSON, 2004). 

Apesar dos avanços no entendimento físico e matemático do transporte de sedimentos, 

Nielsen (1992) apontou, por exemplo, que os processos de transporte de sedimento na 

zona de espraiamento ainda não são bem solucionados, seja do ponto de vista físico ou 

matemático, devido à complexidade gerada principalmente devido à turbulência e ao 
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próprio movimento da onda nesta região, o que torna a modelagem físico-matemática 

do transporte de sedimento um desafio em ambiente marinho. 

As taxas de transporte de sedimento e as mudanças do leito são diretamente 

proporcionais as características das ondas de gravidade no ambiente costeiro. Contudo 

a simulação direta da evolução da altura da onda, mesmo em modelos do tipo 

Boussinesq de segunda ordem de precisão (e.g. WEI et al., 1995; NWOUGU; 1993) são 

inviáveis para a simulação de longo período da evolução da altura do fundo devido ao 

passo de tempo para sua simulação numérica.  

Neste caso, a solução da propagação da onda em ambientes costeiros tem sido realizada 

com sucesso pelos modelos de evolução da energia da onda, como aqueles baseados na 

solução da equação da declividade suave (BERKOFF, 1972) ou da solução da equação 

da propagação da densidade da ação da onda (HASSELMAN et al., 1973). A 

formulação da equação de declividade suave é feita sob um grande número de 

considerações físicas (KIRBY et al., 1994) e a solução da equação de declividade suave 

e da conservação da densidade da ação da onda é realizada sob várias parametrizações 

para processos físicos que ocorrem durante a propagação da onda, como por exemplo a 

quebra, efeito de whitecapping, fricção com o leito marinho etc.  

Neste trabalho será investigado o efeito da onda no transporte de sedimentos por meio 

de um modelo numérico de transporte de sedimentos baseado no modelo energético de 

Bagnold e seu efeito na evolução do leito marinho. A eficiência do transporte de 

sedimento é calculada utilizando a formulação de SERIKAWA et al., 2006. Para a 

propagação das ondas de gravidade é solucionada a equação da propagação da 

densidade da ação da onda numericamente e seus resultados utilizados para o cálculo 

do transporte de sedimentos.  

O transporte de sedimentos é calculado através do modelo de Bagnold (1963), incluindo 

os termos de pressão, declividade e gravidade. A eficiência do transporte de sedimentos 

é calculada através de 5 formulações, sendo a última desenvolvida com base na 
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velocidade do escoamento. A evolução do leito é calculada numericamente através da 

solução da equação de conservação da massa de sedimento, através do método 

desenvolvido por Long et al. (2008).  
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2 PROBLEMA TÉCNICO-CIENTÍFICO 

As ondas de gravidade são um dos principais agentes que transportam sedimentos na 

zona costeira, seu movimento oscilatório faz com que as partículas de sedimento se 

movam de maneira oscilatória indo para frente e para trás, com a passagem da onda. 

Neste ambiente, o transporte de sedimentos induzido por ondas pode é dado pela soma 

de duas componentes causado por uma componente em direção à costa e outra 

componente em direção ao mar dado pelo escoamento induzido pela onda próximo ao 

leito marinho, assim como introduzido por Inman & Bagnold (1963). 

Neste sistema é assumido que a declividade do leito (tan𝛽𝛽) é uma quantidade 

infinitesimal, segundo Bagnold (1963) e Bailard & Inman (1981) a direção das 

partículas de areia se movem na direção escoamento, enquanto a gravidade faz com 

que sempre que o sedimento se mova em direção abaixo, sendo o transporte de 

sedimento dado pela seguinte expressão: 

 𝑞𝑞 ⃗= 𝑎𝑎𝑜𝑜𝑒𝑒𝑢⃗𝑢 − 𝑎𝑎1∇𝑧𝑧 Eq. 1 

Em que 𝑒𝑒𝑢⃗𝑢 é o vetor unitário na direção do escoamento, ∇𝑧𝑧 a declividade do leito 

medida em duas dimensões e 𝑎𝑎𝑜𝑜 e 𝑎𝑎1 são coeficientes sempre positivos, sendo função do 

ângulo interno de fricção da velocidade do escoamento e das partículas de sedimento. 

Na Figura 1 é mostrado como ocorre o transporte de sedimento na passagem de uma 

onda de gravidade e também sua resposta na evolução do leito (perfil de estabilidade).  

Considerando que o sedimento tende ao equilíbrio, é definido um ângulo de equilíbrio 

(𝛽𝛽𝑐𝑐)  o perfil praia permanece constante e o movimento devido ao efeito da gravidade 

é mínimo, bem como o transporte líquido de sedimento, como mostrado no esquema da 

Figura 1.a.  Se o ângulo do perfil de praia for maior que o ângulo de equilíbrio então o 

efeito da gravidade é máxima e a tendência de transporte é direcionada para baixo, 

sendo que o perfil do leito sofre erosão próximo à costa e acreção na região off-shore, 

como mostrado na Figura 1.b.  
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Figura 1 - Esquema mostrando a estabilização de perfil praial baseado no movimento do sedimento para 
um período de onda. 

 
Fonte: Adaptado de Serizawa (2006). 

No último caso é considerado que a declividade é sua, ou seja, próximo a declividade 

de equilíbrio; neste caso o efeito da gravidade é menor e então as partículas de 

sedimento são levadas para cima induzidas pelo escoamento, sendo que ocorre erosão 

na parte off-shore do perfil e acreção próximo à linha de costa (Figura 1.c). 

Para um sistema dominado por ondas, são consideradas duas ondas, uma que se 

propaga no sentido positivo do eixo de coordenado e uma que se propaga na direção 

negativa deste eixo (por exemplo uma onda refletida pela região costeira). O transporte 

de sedimento líquido induzido pelas ondas pode ser matematicamente escrito como: 

 𝑞𝑞 ⃗= 𝑞𝑞+⃗ + 𝑞𝑞−⃗ Eq. 2 

Sendo os sobescritos + e – relacionados a onda que se propaga no sentido positivo e no 

sentido negativo do eixo coordenado, respectivamente. Sendo estas componentes do 

transporte de sedimento dadas por: 
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𝑞𝑞+⃗ = 𝑎𝑎0

+𝑒𝑒𝑤⃗𝑤
+ − 𝑎𝑎1

+𝛻𝛻𝛻𝛻

𝑞𝑞−⃗ = 𝑎𝑎0
−𝑒𝑒𝑤⃗𝑤

− − 𝑎𝑎1
−𝛻𝛻𝛻𝛻⎭�

⎬
�⎫ Eq. 3 

Sendo que 𝑒𝑒𝑤⃗𝑤 representa o vetor unitário na direção do escoamento induzido pela onda. 

Neste caso esta equação representa o balanço entre a assimetria do escoamento e a 

componente da gravidade (INMAN & BAGNOLD, 1963; BAILARD & INMAN, 1981; 

BAILARD, 1981). Considerando a energia da onda, o transporte de sedimento é 

definido por estes autores como: 

 
𝑞𝑞 ⃗= 𝐺𝐺

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝛽𝛽𝑐𝑐
[𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝛽𝛽𝑐𝑐𝑒𝑒𝑤⃗𝑤 − 𝛻𝛻𝛻𝛻]

𝐺𝐺 = 𝐶𝐶0𝐾𝐾1𝜀𝜀(𝑧𝑧)�𝐸𝐸𝐶𝐶𝑔𝑔�𝑏𝑏 cos2 𝛼𝛼𝑏𝑏 tan 𝛽𝛽𝑐𝑐⎭�
⎬
�⎫

 Eq. 4 

Em que 𝐶𝐶0 = 1/[(𝜌𝜌𝑠𝑠 − 𝜌𝜌)𝑔𝑔(1 − 𝑝𝑝) (sendo 𝜌𝜌𝑠𝑠 a massa específica do sedimento, 𝜌𝜌 a massa 

específica do fluido, 𝑔𝑔 a gravidade e 𝑝𝑝 a porosidade; 𝛼𝛼𝑏𝑏 o ângulo de incidência das 

ondas, �𝐸𝐸𝐶𝐶𝑔𝑔�𝑏𝑏 o fluxo de energia da onda no ponto de quebra e 𝜀𝜀(𝑧𝑧) a eficiência de 

transporte de sedimento. Sendo esta utilizada como fator de calibração em alguns 

estudos. Uda (1996) desenvolveu um perfil cúbico para o cálculo deste fator em função 

da altura da berma da praia (ℎ𝑅𝑅) e da profundidade do perfil de fechamento (ℎ𝐶𝐶), sendo 

indicado na Figura 2. 
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Figura 2 - Zona com movimento transversal de sedimento, em que é mostrado para o modelo energético 
de Bagnold a distribuição vertical de eficiência de transporte de sedimentos. 

 
Fonte: Adaptado de Serizawa (2006). 

  



19 
 

3 HIPÓTESES 

A física do transporte de sedimentos na região costeira é muito complexa devido aos 

diversos processos que induzem o transporte de sedimento, como por exemplo ondas, 

correntes, inclinação do leito, granulometria e forma do sedimento. Representar 

matematicamente estes mecanismos de forma unificada neste ambiente têm sido um 

grande desafio. Diversos modelos têm sido desenvolvidos com base no modelo energético 

de Bagnold (e.g. UDA, 1996; LONG et al., 2008; ZHAO et al., 2005) para prever o 

transporte de sedimentos em regiões costeiras, nestes modelos processos físicos 

importantes foram incluídos como o efeito da declividade (teoria do equilíbrio), 

gradiente de pressão do escoamento, ou aproximações do fluxo de energia da onda no 

transporte de sedimentos. 

O modelo clássico de Bagnold (1963, 1966) pressupõe que o escoamento atua 

semelhante a uma máquina mecânica que transporta sedimento, ou seja, o trabalho 

realizado pelo escoamento sobre o sedimento é responsável pelo movimento do 

sedimento. Neste modelo, Bagnold (1963) supõe que para cada ambiente o trabalho 

realizado pelo escoamento transporta o sedimento de maneira diferente e para incluir 

este efeito em sua formulação foi adotado um fator de escala (chamado de eficiência de 

transporte de sedimento) para o cálculo das taxas de transporte de sedimento. Modelos 

mais sofisticados baseados no modelo de Bagnold (1963) conseguem representar grande 

parte dos processos físicos que ocorrem no ambiente costeiro, por exemplo o modelo 

apresentado por Zhao et al. ( 2005) é capaz de calcular o transporte induzido por ondas, 

sob o efeito da declividade do leito e do gradiente de pressão. 

Contudo a eficiência na maioria dos estudos que utilizam a formulação de Bagnold não 

possui significado físico, sendo utilizado apenas como fator de calibração (e.g. SEDAEI 

et al., 2012; GALLAGHER et al., 1998; RAHMAN et al., 2013; MIYAHARA, et al., 

2014), contudo isto faz com que para cada ambiente seja necessário encontrar uma 

equação de ajuste, com dados medidos para estimar a eficiência local. Alguns trabalhos, 
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como Uda (1996) e Serizawa (2006) utilizaram distribuições verticais de eficiência de 

transporte de sedimento levando em consideração o parâmetro físico profundidade 

(altura da berma e a profundidade do perfil de fechamento). 

Contudo, nenhum estudo foi realizado acerca da modelagem matemática da eficiência 

do transporte de sedimento e deixam lacunas na física do modelo energético de Bagnold, 

como: 

• A eficiência do transporte de sedimento pode ser relacionada à algum parâmetro 

físico medido no ambiente (e.g. profundidade, tamanho do grão de sedimento, 

altura da onda, velocidade da corrente, etc.) ou mesmo zonas da região costeira 

(e.g. zona de surfe, zona de swash/backwash)? 

• Se a eficiência de transporte de sedimento tem relação com parâmetros 

ambientais, como modelar matematicamente esta eficiência (perfil linear, 

quadrático, cúbico), dado que sua integral ao longo da coluna d’água tem que 

ser unitária; 

• Por último, qual o impacto desta eficiência no cálculo do transporte de 

sedimento e na evolução do leito, por exemplo em praias, eventos de dragagem, 

estuários, etc? 

Dado as indagações anteriores a hipótese deste trabalho é que a eficiência do transporte 

de sedimento pode ser incorporada ao modelo energético de Bagnold variando no 

tempo, em função da velocidade do escoamento induzido pelas ondas, sendo que esta 

eficiência de transporte de sedimento pode alterar a velocidade de propagação das 

formas de fundo, consequentemente levando a padrões de evolução do leito distintos, 

com diferentes velocidades propagação de cordões arenosos em praias expostas. 
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4 OBJETIVOS 

4.1 OBJETIVO GERAL 

O objetivo deste trabalho é contribuir com física e modelagem de modelos energéticos 

de transporte de sedimento e na simulação da evolução leito de longo termo. 

4.2 OBJETITIVOS ESPECÍFICOS 

• Definir matematicamente para o modelo energético de Bagnold a distribuição 

vertical de eficiências de transporte de sedimento, baseado na velocidade do 

escoamento; 

• Implementar um modelo de transporte de sedimento devido a ação das ondas, 

com base no modelo energético de Bagnold; 

• Implementar um modelo de evolução do leito e estudar a estabilidade numérica 

para solução da equação da conservação da massa de sedimento para o cálculo 

da evolução do leito marinho; 

• Estudar a evolução de cordões de areia e estruturas rítmicas em praias expostas 

devido a ação de ondas de gravidade; 
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5 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Diversos modelos para predição do transporte de sedimentos têm sido desenvolvidos, 

sendo um dos principais passos no cálculo da evolução do leito marinho, porém durante 

o desenvolvimento destes modelos eles são restritos a uma gama de aplicabilidade a 

que são projetados. Os modelos de transporte de sedimento são divididos em duas 

classes, os modelos energéticos, baseados em Bagnold (1963) e os modelos baseados na 

formulação de Meyer-Peter & Müller (1948).  

Bagnold (1963) derivou uma fórmula de transporte de sedimento para canais bi-

dimensionais e com escoamento estacionário, relacionando a taxa de transporte de 

sedimento com velocidade do escoamento. Neste modelo o transporte de sedimento é 

dividido em duas partes, transporte em suspensão e carga de fundo. A ideia deste 

modelo é que o escoamento pode ser entendido como um dispositivo mecânico que 

transporta o sedimento, contudo nem toda energia mecânica é utilizada para mover o 

sedimento, sendo necessário a introdução do conceito de eficiência de transporte de 

sedimento. 

A formulação desenvolvida por Bagnold (1966) mostra resultados satisfatórios para 

experimentos em canais de laboratório e rios. Para o cálculo do transporte de 

sedimentos em ambiente costeiro, foi necessário ainda incluir neste modelo informações 

a respeito da velocidade induzida pelas ondas de gravidade, velocidade do escoamento, 

velocidade de queda do sedimento, massa específica do fluido e do sedimento e 

declividade do leito. Além da energia do escoamento (dada por sua velocidade), os 

sedimentos em zonas costeiras tendem a se mover até encontrar o equilíbrio, mesmo na 

ausência de ondas e/ou corrente. Por esta razão o modelo de Bagnold foi estendido 

para incluir os efeitos de declividade do leito no transporte de sedimentos (BOWEN, 

1980), sendo então aplicado com relativo sucesso para problemas de transporte de 

sedimento em praias e regiões costeiras. 
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Bailard & Inman (1981) desenvolveram um modelo de transporte de sedimento para 

escoamentos oscilatórios baseado no modelo energético de Bagnold, neste modelo o 

transporte de sedimento consiste em duas contribuições para o transporte de sedimento 

de fundo, uma associada com a energia do escoamento e outra relacionada a força da 

gravidade, sendo que a velocidade foi derivada para incluir tanto efeito de correntes 

estacionárias, quanto oscilatórias. Em seu trabalho estes autores calcularam transporte 

de sedimento onshore-offshore e mostraram que o modelo de Bagnold é aplicável a 

transporte de sedimentos na zona de surfe somente para regiões com correntes 

longitudinais fracas e incidência quase normal de ondas de gravidade. 

Bailard (1981) estendeu o modelo de Bailard & Inman (1981) para calcular o transporte 

de sedimento total em uma praia com escoamento transiente, sendo que a componente 

da gravidade (responsável por carregar sedimento para região mais afastada da praia) 

é adicionada aos termos de transporte de fundo e em suspensão no modelo de Bagnold. 

Sendo incluído os efeitos de oscilação da velocidade em ambientes costeiros de maneira 

similar a Bailard & Inman (1981) e Bowen (1980). 

Komar & Inman (1970) aplicaram o conceito de que o transporte de sedimento é 

proporcional da taxa de dissipação da energia da onda e modificaram o modelo 

energético de Bagnold em termos da energia da onda e sua taxa de dissipação. Zhao et 

al. (2005) reformularam o modelo energético de Bagnold para incluir o efeito de 

aceleração do fluido, sendo este um importante fator de transporte de sedimentos para 

ondas em forte assimetria. Este termo foi incluído primeiramente de maneira ad hoc 

por Drake & Calantoni (2001), contabilizando a aceleração na frente e atrás da onda. 

Zhao et al. (2005) incluíram através de um formalismo físico-matemático, sendo 

calculada em função da energia do fluido, sendo incluídos os efeitos da tensão com o 

leito marinho via lei quadrática, sendo que seus resultados mostraram bom ajuste com 

soluções analíticas. 
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Outro importante fator no modelo de Bagnold é a eficiência do transporte de 

sedimentos, que corresponde a um peso dado à equação de transporte para aumentar 

ou diminuir a taxa de transporte de sedimentos, este valor geralmente é usado como 

fator de calibração e é considerado constante ao longo da coluna d’água. Uda et al. 

(1996) desenvolveu, com base em medições de taxas de transporte de sedimento, uma 

equação para o cálculo da eficiência do transporte de sedimentos em função da 

profundidade, assumindo que o transporte de sedimento é dado entre a berma da praia 

e a profundidade de fechamento. Serikawa et al. (2006) utilizou o modelo de eficiência 

de Uda et al. (1996) para o cálculo da evolução do em ambiente marinho para diversos 

casos, tais como, dragagem, evolução de praias parabólicas e obstáculos, sendo este 

método acurado para prever as mudanças do leito, quando medidos com dados in situ. 

Além do método energético de Bagnold, outra família de modelos foi desenvolvida a 

partir do conceito de Meyer-Peter & Muller (1948), em que taxa de transporte de 

sedimento pode ser relacionada com a tensão do fluido que é aplicada sobre o fundo. O 

modelo de Meyer-Peter & Muller foi desenvolvido para escoamento em rios 

unidirecionais e com escoamento permanente, sendo o limiar do transporte de 

sedimento dado pela tensão adimensional proposta por Shields (1936).  

Para incluir o efeito oscilatório devido a ondas e correntes no ambiente costeiro, 

diversos modelos foram desenvolvidos a partir do conceito de Meyer-Peter & Muller 

(1948), por exemplo Watanabe (1993) desenvolveu um modelo de transporte de 

sedimentos que relaciona a taxa de transporte de sedimentos com a tensão instantânea 

induzida por ondas e correntes. O transporte de sedimento não é dividido em suspenso 

e carga de fundo, sendo a carga total calculada neste modelo. Haas & Hanes (2004) 

desenvolveram um modelo baseado no modelo de Watanabe (1993), sendo que sua 

principal diferença era o uso da tensão de cisalhamento média ao invés da tensão 

máxima do modelo de Watanabe, neste caso o transporte de sedimento é função da 

velocidade do escoamento elevada ao cubo. 
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Van Rijn (1993), Soulsby & van Rijn (1997) e van Rijn (2007) desenvolveram modelos 

de transporte de sedimento baseados no conceito de Meyer-Peter & Muller (1948), 

sendo que o primeiro autor desenvolveu um modelo na qual o sedimento é transportado 

a partir de uma determinada altura é considerado carga suspensa e solucionado de 

forma diferente, através da equação de advecção-difusão de sedimento. Sendo o modelo 

desenvolvido para calcular o efeito combinado de ondas e correntes, com coeficientes 

dados por medições in situ. Sendo os dois últimos modelos versões mais sofisticadas do 

primeiro com a inclusão do efeito da velocidade crítica para o movimento. 

Neste mesmo sentido, Ribberink (1988) desenvolveu uma fórmula para transporte de 

sedimento, relacionando o movimento do sedimento ao movimento oscilatório do fluido. 

Na Tabela 1 é mostrado as principais formulações baseadas no conceito de Bagnold e 

Meyer-Peter & Muller. Porém, estas fórmulas desenvolvidas têm grandes limitações 

devido a inclusão de muitos parâmetros empíricos o que faz com que elas sejam 

aplicadas com sucesso em uma limitada gama de condições similares a aquelas usadas 

para o desenvolvimento destas equações e da determinação dos coeficientes empíricos. 

Tabela 1 - Classificação dos métodos de transporte de sedimentos 

Método Referência 

Energético 

Bagnold (1963, 1966), Bailard (1981), 

Komar & Inman (1963), Komar & Inman 

(1970), Zhao et al. (2006), Uda et al. 

(1996), Drake & Calantoni (2001). 

Tensão de cisalhamento 

van Rijn (1993), Soulsby & van Rijn 

(1997), van Rijn (2007), Meyer-Peter & 

Muller (1948), Watanabe (1993), 

Ribberink (1988), Haas & Hanes (2004) 



26 
 

Além do cálculo das taxas de transporte de sedimento, para a solução da evolução do 

leito é necessário a solução da equação de conservação da massa de sedimento. Esta 

equação proposta por Exner (1925) contabiliza como é o movimento do leito marinho 

em função da taxa de transporte de sedimentos em volume. A equação de conservação 

da massa de sedimento tem sido utilizada em diversos estudos de evolução do leito do 

oceano. 

A equação de conservação da massa de sedimento é uma equação diferencial do tipo 

hiperbólica sem solução analítica para problemas reais. Devido à complexidade induzida 

pelo escoamento de ondas e correntes, geralmente a solução desta equação leva a 

introdução de descontinuidades das quantidades físicas, fazendo com a solução seja 

instável. Vários métodos tem sido utilizados para tratar numericamente esta equação, 

e.g., Johnson & Zyserman (2002) aplicaram o esquema numérico Lax-Wendroff 

adaptado de segunda ordem para a solução das derivas espaciais; Roelvink et al. (1994) 

utilizou um esquema explícito avançado no tempo e centrado no espaço, com um termo 

de correção da difusão numérica resultante dos erros induzidos por este esquema 

numérico. 

Damgaard & Chesher (1997) e Damgaar (1998) analisaram o uso de técnicas numéricas 

para solução da equação da conservação da massa de sedimento e concluíram que as 

técnicas baseadas no método de Lax-Wendroff resultam em oscilações espúrias que não 

podem ser eliminadas dos resultados. 

Long et al. (2008) aplicou o método WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory) 

para solução da equação de conservação de massa do sedimento e comparou com outros 

métodos para a solução desta equação e mostrou que o método WENO é o mais 

indicado para o cálculo das derivadas espaciais desta equação e que o método Runge-

Kutta de terceira ordem é o mais indicado para o avanço no tempo, obtendo bons 

ajustes tanto com a solução unidimensional quanto bidimensional. Este autor mostrou 
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também que a solução se mantém estável para grandes períodos de tempo com esse 

método. 

Lesser et al. (2004) desenvolveram um modelo de evolução do leito baseado na equação 

de conservação de massa de sedimento. Neste modelo as ondas são propagadas através 

da equação de balanço da ação da onda e a hidrodinâmica é resolvida através da solução 

das equações de Navier-Stokes, sendo estes modelos acoplados e as correntes geradas 

por eles utilizadas para o cálculo do transporte de sedimentos. Para simular a evolução 

do leito em longos períodos o este autor multiplica as taxas de transporte de sedimentos 

por um fator constante para acelerar as mudanças da morfologia.  

Os resultados foram comparados com soluções analíticas de problemas de transporte 

de sedimento, sendo que o modelo conseguiu reproduzir todos de maneira safistatória. 

Utilizando o modelo desenvolvido por Lesser et al. (2004) Hibma et al. (2003) 

calcularam a evolução da morfologia de bancos de areia em canais de estuários. Os 

autores encontraram que os padrões reproduzidos pelo modelo numérico de evolução 

do leito eram qualitativamente comparáveis com o padrão de bancos de areia observado 

na literatura. 

Long et al. (2006) desenvolveram um modelo de evolução do leito para calcular a 

migração de barras arenosas subaquáticas devido ao efeito de ondas de gravidade. Estes 

autores utilizaram um modelo baseado nas equações de Boussinesq para a propagação 

da fase da onda, sendo incluídos também o efeito do undertow. Para o cálculo das taxas 

de transporte de sedimento foram utilizadas as formulações de Bagnold, com inclusão 

do efeito do gradiente de pressão no transporte de sedimento, para ondas. O resultado 

do modelo numérico desenvolvido por estes autores foi comparado com dados medidos 

em campo e mostrou que o modelo pode prever qualitativamente bem os movimentos 

das barras, mas que em águas mais profundas o modelo não consegue prever bem estas 
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mudanças devido à falta de um mecanismo que represente a estrutura vertical da coluna 

d’água. 

Shi et al. (2015) utilizaram um modelo hidrodinâmico acoplado com um modelo de 

ondas para prever a evolução do leito sujeito a eventos de dragagem. O modelo foi 

testado para uma batimetria hipotética com uma depressão do leito em forma de 

quadrado para simular um evento de dragagem e mostraram que a utilização da 

formulação de van Rijn (1991) apresenta bons resultados quando comparado com a 

solução analítica. Sendo que o modelo foi testado para simular um evento de dragagem 

real, em que os resultados mostraram que o modelo conseguiu representar 

qualitativamente as mudanças da morfologia observadas em campo. 

Karambas (1998) desenvolveu um modelo de evolução do leito induzido por ondas. Este 

autor utilizou a formulação energética de Bagnold para o cálculo das taxas de 

transporte de sedimento através da solução da equação não-linear de Booussinesq para 

ondas, sendo considerados também a dissipação do leito e da zona de surfe. O modelo 

de evolução do leito apresentou bom ajuste com a solução analítica proposta por 

Schoones & Theron (1996), sendo que o modelo aplicável a transporte de sedimentos 

desde da zona de surfe até a zona de espraiamento. 

Serizawa et al. (2006) desenvolveram um modelo de evolução do leito baseado no 

conceito de Bagnold, em que as equações levaram em conta o fluxo de energia da onda 

para o cálculo do transporte de sedimentos, sendo utilizado um polinômio cúbico para 

o cálculo da eficiência do transporte de sedimentos. Os autores modelaram a evolução 

do leito através da equação de Exner, sendo este modelo aplicado a problemas de 

dragagem e praias com embaiamentos e praias expostas. Os autores verificaram que a 

formulação de Bagnold representa bem o transporte de sedimentos induzidos por ondas 

em problemas de evolução do leito em praias, mesmo na presença de estruturas 

costeiras. 
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Uda et al. (2012) utilizaram o mesmo modelo proposto por Serizawa et al. (2006) para 

calcular a evolução da morfologia em uma laguna costeira hipotética. Os autores, no 

entanto utilizaram um perfil linear para o cálculo da eficiência do transporte de 

sedimento em função da profundidade. Os resultados do modelo numérico mostram que 

o modelo consegue reproduzir o padrão de evolução de lagunas costeiras, incluindo o 

padrão de segmentação mostrado por Ashton et al. (2009), estes autores também 

comparam este modelo hipotético com o padrão encontrado na natureza e mostraram 

que o modelo baseado no conceito de Bagnold é apropriado para o cálculo da evolução 

do  leito de longo período. 

Serizawa et al. (2012) também utilizaram o modelo proposto por Serizawa et al. (2006) 

para calcular a evolução do leito de longo período em uma praia exposta sujeita a ondas 

de diferentes direções, alturas e probabilidades de ocorrência, sendo seus resultados 

comparados ao mostrado Ashton et al. (2009), que deu as bases do comportamento da 

costa a diferentes eventos de ondas. Os autores mostraram que para ondas com direção 

maior que 60° são formados cordões arenosos na praia, sendo que estes cordões se 

propagam na mesma direção da propagação das ondas, onde os cordões maiores 

possuem maior celeridade que os cordões menores. Para ondas provenientes de direções 

menores que 40° não são formados cordões arenosos. Contudo para uma distribuição 

de ondas provenientes dos quadrantes ±60° são formados padrões rítmicos de cúspides. 

Neste trabalho os autores mostram que a simulação das ondas (efeitos de difração, 

refração e quebra) são importantes na determinação da evolução de longo período em 

praias, sendo que o modelo desenvolvido por Serizawa et al. (2006) conseguiu prever a 

evolução do leito nestas diversas situações. 

Uda (2015) utilizou um modelo de evolução do leito, com transporte de sedimentos 

baseado no modelo energético de Bagnold com distribuição vertical de eficiência de 

transporte de sedimentos linear, para calcular a evolução do leito em uma laguna 
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costeira na presença de um quebra-mar devido a ação de ondas. O autor encontrou 

resultados satisfatórios da evolução do leito, comparado a medidas realizadas em 

campo. 
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6 METODOLOGIA 

6.1 TRANSPORTE DE SEDIMENTOS 

Neste trabalho o transporte é computado através do modelo energético de Bagnold, 

incluindo os efeitos de declividade do fundo (BAGNOLD, 1963; BAGNOLD, 1966; 

BAILARD & INMAN, 1981) e do efeito do gradiente de pressão (ZHAO et al., 2005), 

sendo a taxa de transporte de peso imerso calculado como: 

 
𝚤𝚤 ⃗ = 𝜌𝜌𝑐𝑐𝑓𝑓

𝜀𝜀𝑏𝑏
tan 𝜙𝜙

�|𝑢⃗𝑢𝑏𝑏|2𝑢⃗𝑢𝑏𝑏 − tan 𝛽𝛽
tan 𝜙𝜙

|𝑢⃗𝑢𝑏𝑏|3� + 𝜌𝜌𝑐𝑐𝑓𝑓
𝜀𝜀𝑠𝑠(1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏)

𝑤𝑤
|𝑢⃗𝑢𝑏𝑏|3𝑢𝑢𝑏𝑏

− 𝜀𝜀(1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏)
𝑤𝑤

tan 𝛽𝛽 |𝑢⃗𝑢𝑏𝑏|5 
Eq. 5 

Em que 𝑢⃗𝑢𝑏𝑏 é a velocidade induzida pela onda próximo ao fundo, geralmente tomada 

como velocidade orbital da onda, 𝑤𝑤 a velocidade de queda do sedimento, 𝜙𝜙 o ângulo de 

fricção da partícula de sedimento, 𝑐𝑐𝑓𝑓  o coeficiente de arrasto de fundo, tan 𝛽𝛽 a inclinação 

do leito e 𝜀𝜀𝑠𝑠 e 𝜀𝜀𝑏𝑏 as eficiências de transporte em suspensão e de carga de fundo, 

respectivamente. Neste caso as correntes geradas pelas ondas (descritos no item 6.4.3) 

serão utilizados para o cálculo do movimento do sedimento. 

Para o cálculo da eficiência de transporte de fundo (𝜀𝜀𝑏𝑏) em função da profundidade 

serão utilizados 4 aproximações: valor constante (Eq. 6), perfil linear (Eq. 7 – 

WATANABE et al., 2014), polinomial cúbico (Eq. 8 - SERIKAWA et al., 2006). 

 𝜀𝜀𝑏𝑏(𝑧𝑧) = �
𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡             (−ℎ𝐶𝐶 ≤ 𝑧𝑧 ≤ ℎ𝑅𝑅)
0          (𝑧𝑧 < −ℎ𝐶𝐶,   𝑧𝑧 > ℎ𝑅𝑅)  Eq. 6 

 𝜀𝜀𝑏𝑏(𝑧𝑧) = �
1

ℎ𝐶𝐶+ℎ𝑅𝑅
        (−ℎ𝐶𝐶 ≤ 𝑧𝑧 ≤ ℎ𝑅𝑅)

0         (𝑧𝑧 < −ℎ𝐶𝐶,   𝑧𝑧 > ℎ𝑅𝑅)
  Eq. 7 

 𝜀𝜀𝑏𝑏(𝑧𝑧) = �
2

ℎ𝐶𝐶
3 �ℎ𝐶𝐶

2 − 𝑧𝑧�(𝑧𝑧 + ℎ𝐶𝐶)2        (−ℎ𝐶𝐶 ≤ 𝑧𝑧 ≤ ℎ𝑅𝑅)

0                            (𝑧𝑧 < −ℎ𝐶𝐶,   𝑧𝑧 > ℎ𝑅𝑅)
  Eq. 8 

Tomando como condições de contorno a Eq. 9, será construído um polinômio para 

ajustar a eficiência de transporte de sedimento de fundo, com base nos dados de 

Serikawa et al. (2006) e dados do CERCI (descritos posteriormente). 
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� 𝜀𝜀𝑏𝑏(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
ℎ𝑅𝑅

−ℎ𝐶𝐶

𝜀𝜀𝑏𝑏(𝑧𝑧) = 0   se 𝑧𝑧 < −ℎ𝐶𝐶

𝜀𝜀𝑏𝑏(𝑧𝑧) = 0   se 𝑧𝑧 > ℎ𝑅𝑅 ⎭
��
��
⎬
��
��
⎫

 Eq. 9 

Como proposto por Watanabe (1993) para o transporte de fundo é proporcional ao 

cubo da velocidade do escoamento. Enquanto a eficiência de transporte de sedimentos 

é definida para o modelo de Bagnold baseado na energia de ondas. Para adequar as 

taxas de transporte de sedimentos no modelo de Bagnold baseado no escoamento 

induzido pela velocidade do escoamento é introduzido neste trabalho um fator de escala, 

chamado neste trabalho de 𝜀𝜀′ que é somado à eficiência de transporte de fundo (𝜀𝜀𝑏𝑏(𝑧𝑧)). 

O fator de escala é definido como: 

 𝜀𝜀′ = 𝛼𝛼� |𝑢⃗𝑢|
max |𝑢𝑢|����������

3

 Eq. 10 

Em que 𝛼𝛼 é um fator de escala para o cálculo da eficiência proposta (sendo atribuído 

neste trabalho o valor de 0.23) e 𝑢⃗𝑢 a velocidade do escoamento. A eficiência total é 

calculada como 𝜀𝜀𝑏𝑏(𝑧𝑧) = 𝜀𝜀𝑏𝑏 + 𝜀𝜀′. 

Sendo que a taxa de transporte de sedimento é relacionada à taxa de transporte de 

peso imerso seguindo a Eq. 11 (DRAKE & CALANTONI, 2001): 

 𝑞𝑞 ⃗= 𝚤𝚤 ⃗
𝑔𝑔(𝜌𝜌𝑠𝑠 − 𝜌𝜌)

𝜌𝜌𝑠𝑠 Eq. 11 

6.2 EVOLUÇÃO DO LEITO 

A evolução do leito é solucionada através da equação de conservação de massa do 

sedimento de fundo, que em duas dimensões é escrita como: 

 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

⎣
⎢⎡(1 − 𝑝𝑝)𝑧𝑧𝑏𝑏 + �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝜂𝜂

𝑧𝑧𝑏𝑏 ⎦
⎥⎤ + ∇. 𝑞𝑞 ⃗= 0 Eq. 12 

Em que 𝑧𝑧𝑏𝑏 é a elevação do leito (definida como positiva acima de um datum), 𝑡𝑡 o 

tempo, 𝜂𝜂 a elevação da superfície, 𝑐𝑐 a concentração de sedimento suspenso na coluna 
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d’água, 𝑞𝑞 ⃗a taxa de transporte de sedimento de fundo em volume, 𝑝𝑝 a porosidade e ∇ o 

operador nabla  ∇= ∂
𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝒊𝒊 + 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝒋𝒋. 

Neste trabalho são desconsiderados os efeitos das concentrações de sedimentos em 

suspensão, sendo a equação de transporte de sedimento de fundo reduzida a: 

 
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
1 − 𝑝𝑝

𝛻𝛻. 𝑞𝑞 ⃗= 0 Eq. 13 

As taxas de transporte de sedimento de fundo serão calculadas a partir do modelo 

baseado na equação energética de Bagnold (Eq. 5 e Eq. 11).  

6.3 ESQUEMA NUMÉRICO 

Neste item é mostrado como será solucionado numericamente a equação de conservação 

da massa do sedimento (Eq. 11). Por simplicidade será mostrado o esquema numérico 

para apenas uma dimensão, neste caso seguindo Johnson & Zyserman (2002) a equação 

Eq. 11 pode ser escrita em uma dimensão como: 

 
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
1 − 𝑝𝑝

�𝜕𝜕𝑞𝑞𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑏𝑏

�𝜕𝜕𝑧𝑧𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕

�� = 0 Eq. 14 

Alternativamente a equação Eq. 14 é dada por: 

 

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐶𝐶𝑥𝑥(𝑧𝑧𝑏𝑏)
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0

𝐶𝐶𝑥𝑥(𝑧𝑧𝑏𝑏) = 1
1 − 𝑝𝑝

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕

 ⎭
�
⎬
�
⎫

 Eq. 15 

Em que 𝐶𝐶𝑥𝑥(𝑧𝑧𝑏𝑏) corresponde a componente 𝑥𝑥 da celeridade com que o fundo se move. 

Sendo que fisicamente ela representa como ocorre a propagação não linear do leito 

sujeito às taxas de transporte de fundo. 

Como a equação Eq. 13 não possui solução analítica para problemas bi-dimensionais 

em ambientes reais, uma vez que a carga de sedimento de fundo é uma variável 

complexa, que depende de vários fatores, tais como ondas, correntes, forma e tamanho 

do sedimento etc. Assim a Eq. 13 será solucionada numericamente. 
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6.3.1 Diferenciação no espaço 

Para resolver as derivadas espaciais da Eq. 13, é utilizado o esquema WENO (Weighted 

Essentially Non-Oscillatory), baseado nos esquemas ENO (Essentially Non-Oscillatory) 

de Harten (1983) e Harten et al. (1987). Este esquema foi proposto por Long et al. 

(2008) para solução da equação da conservação da massa de sedimento e basicamente 

usa um stencil suave para aproximar numericamente as taxas de transporte de 

sedimento para uma ordem de aproximação maior e evitar oscilações espúrias 

recorrentes da solução desta equação. 

Segundo Long et al. (2008), neste esquema o transporte de sedimento por ser dividido 

em duas partes, associadas à propagação das formas de fundo nas direções negativas e 

positivas do eixo de propagação, dadas por 𝑞𝑞𝑥𝑥+ e 𝑞𝑞𝑥𝑥−, sendo estas definidas para uma 

dimensão como: 

 

𝑞𝑞𝑥𝑥
+ = (1 − 𝑝𝑝) � 𝐶𝐶𝑥𝑥

+(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧𝑏𝑏

0

𝑞𝑞𝑥𝑥
− = (1 − 𝑝𝑝)� 𝐶𝐶𝑥𝑥

−(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧𝑏𝑏

0

 
⎭
��
�
⎬
��
�
⎫

 
Eq. 

16 

Em que 𝐶𝐶𝑥𝑥
+ = max(𝐶𝐶, 0) e 𝐶𝐶𝑥𝑥

− = min(𝐶𝐶, 0), são as velocidades de propagação das 

formas de fundo nas direções positivas e negativas de 𝑥𝑥, respectivamente. Sendo que 

𝐶𝐶𝑥𝑥(𝑧𝑧𝑏𝑏) = 𝐶𝐶𝑥𝑥
+(𝑧𝑧𝑏𝑏) + 𝐶𝐶𝑥𝑥

−(𝑧𝑧𝑏𝑏) e 𝑞𝑞𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑥𝑥
+ + 𝑞𝑞𝑥𝑥

−. 

O esquema WENO trata exatamente da solução numérica destes termos, sendo a 

derivada espacial aproximada numericamente seguindo a Eq. 17. 

 𝑑𝑑𝑞𝑞𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑞𝑞𝑖̂𝑖+1 2⁄ − 𝑞𝑞𝑖̂𝑖−1 2⁄

Δ𝑥𝑥
 Eq. 17 

Sendo que o ponto central deste esquema é solucionar os termos 𝑞𝑞�𝑖𝑖+1 2⁄  e 𝑞𝑞�𝑖𝑖−1 2⁄ , que 

são as aproximações numéricas para as taxas de transporte sedimento nos pontos de 

grade 𝑖𝑖 + 1/2 e 𝑖𝑖 − 1/2, sendo que 𝑖𝑖 representa o índice da malha onde a equação é 

discretizada (índices da malha são mostrados na Figura 3).  
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Utilizando a metodologia ENO, estas taxas ainda podem ser divididas em duas partes, 

relacionadas as taxas que se propagam na direção negativa e positiva do eixo de 

propagação: 

 𝑞𝑞𝑖̂𝑖+1 2⁄ = 𝑞𝑞𝑖̂𝑖+1 2⁄
− + 𝑞𝑞𝑖̂𝑖+1 2⁄

+  Eq. 18 

Sendo as taxas que se propagam em direção ao lado negativo 𝑞𝑞�𝑖𝑖+1 2⁄
−  são dados por: 

 
𝑞𝑞𝑖̂𝑖+1 2⁄

− = 𝜔𝜔1𝑞𝑞𝑖𝑖+1 2⁄
1 + 𝜔𝜔2𝑞𝑞𝑖𝑖+1 2⁄

2 + 𝜔𝜔3𝑞𝑞𝑖𝑖+1 2⁄
3 ,    𝐶𝐶𝑖𝑖+1 2⁄ ≥ 0

𝑞𝑞𝑖̂𝑖+1 2⁄
− = 0,    𝐶𝐶𝑖𝑖+1 2⁄ < 0 

� Eq. 19 

Figura 3 - Malha numérica utilizada para o cálculo da equação algébrica de conservação da massa de 
sedimento. 

 
Fonte: produção do autor. 

As taxas de transporte são calculadas em um esquema de terceira ordem, dado por: 

 𝑞𝑞𝑖𝑖+1 2⁄
1 = 1

3
𝑞𝑞𝑖𝑖−2 − 7

6
𝑞𝑞𝑖𝑖−1 + 11

6
𝑞𝑞𝑖𝑖 Eq. 20 

 𝑞𝑞𝑖𝑖+1 2⁄
2 = − 1

6
𝑞𝑞𝑖𝑖−1 + 5

6
𝑞𝑞𝑖𝑖 + 1

3
𝑞𝑞𝑖𝑖+1 Eq. 21 

 𝑞𝑞𝑖𝑖+1 2⁄
3 = 1

3
𝑞𝑞𝑖𝑖 + 5

6
𝑞𝑞𝑖𝑖+1 − 1

6
𝑞𝑞𝑖𝑖+2 Eq. 22 

Os pesos da Eq. 19 (𝜔𝜔1, 𝜔𝜔2 e 𝜔𝜔3) são calculados com um esquema de 5ª ordem de 

acurácia para aproximar o valor de 𝑞𝑞 ⃗no ponto de grade 𝑖𝑖 + 1 2⁄ , seguindo o método 

proposto por Jiang & Shu (1996) e Long et al. (2008): 
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 𝜔𝜔1 = 𝛼𝛼1
𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3

;  𝜔𝜔1 = 𝛼𝛼2
𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3

;  𝜔𝜔1 = 𝛼𝛼3
𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3

 Eq. 23 

Em que os coeficientes 𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2 e 𝛼𝛼3 são calculados como: 

 𝛼𝛼1 = 0.1
(𝑆𝑆1 + 𝜖𝜖)2 ;  𝛼𝛼2 = 0.6

(𝑆𝑆2 + 𝜖𝜖)2 ;  𝛼𝛼3 = 0.3
(𝑆𝑆3 + 𝜖𝜖)2 Eq. 24 

Sendo 𝜖𝜖 ≈ 10−20, uma pequena quantidade para evitar a divisão por 0 (zero). 𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2 e 

𝑆𝑆3 são chamados de “medidas de suavidade” (smoothness measurements), sendo 

calculadas como: 

 

𝑆𝑆1 = 13
12 (𝜈𝜈1 − 2𝜈𝜈2 + 𝜈𝜈3)2 + 1

4 (𝜈𝜈1 − 4𝜈𝜈2 + 3𝜈𝜈3)2

𝑆𝑆2 = 13
12 (𝜈𝜈2 − 2𝜈𝜈3 + 𝜈𝜈4)2 + 1

4 (𝜈𝜈2 − 𝜈𝜈4)2

𝑆𝑆3 = 13
12 (𝜈𝜈3 − 2𝜈𝜈4 + 𝜈𝜈5)2 + 1

4 (3𝜈𝜈3 − 4𝜈𝜈4 + 𝜈𝜈5)2
⎭
��
��
�
⎬
��
��
�
⎫

 Eq. 25 

Neste caso 𝜈𝜈1 = 𝑞𝑞𝑖𝑖−2, 𝜈𝜈2 = 𝑞𝑞𝑖𝑖−1, 𝜈𝜈3 = 𝑞𝑞𝑖𝑖, 𝜈𝜈4 = 𝑞𝑞𝑖𝑖+1 e 𝜈𝜈5 = 𝑞𝑞𝑖𝑖+2. 

Para aproximar numericamente as taxas de transporte de sedimento que vem do lado 

direito, ou seja lado positivo de propagação - 𝑞𝑞𝑖̂𝑖+1 2⁄
+  são utilizados 3 pontos de grade à 

direita da localização atual (𝑖𝑖) da grade e 2 pontos à sua esquerda, sendo 

matematicamente escrito como: 

 
𝑞𝑞𝑖̂𝑖+1 2⁄

+ = 𝜔𝜔1𝑞𝑞𝑖̃𝑖+1 2⁄
1 + 𝜔𝜔2𝑞𝑞𝑖̃𝑖+1 2⁄

2 + 𝜔𝜔3𝑞𝑞𝑖̃𝑖+1 2⁄
3 ,    𝐶𝐶𝑖𝑖+1 2⁄ < 0

𝑞𝑞𝑖̂𝑖+1 2⁄
− = 0,    𝐶𝐶𝑖𝑖+1 2⁄ ≥ 0 

� Eq. 26 

Sendo que a taxas interpoladas em 𝑖𝑖 + 1 2⁄  são dadas por: 

 

𝑞𝑞𝑖̃𝑖+1 2⁄
1 = − 1

6
𝑞𝑞𝑖𝑖−1 + 5

6
𝑞𝑞𝑖𝑖 + 1

3
𝑞𝑞𝑖𝑖+1

𝑞𝑞𝑖̃𝑖+1 2⁄
2 = 1

3
𝑞𝑞𝑖𝑖 + 5

2
𝑞𝑞𝑖𝑖+1 − 1

6
𝑞𝑞𝑖𝑖+2

𝑞𝑞𝑖̃𝑖+1 2⁄
3 = 11

6
𝑞𝑞𝑖𝑖+1 − 7

6
𝑞𝑞𝑖𝑖+2 + 1

3
𝑞𝑞𝑖𝑖+3⎭

��
��
�
⎬
��
��
�
⎫

 Eq. 27 
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Os pesos 𝜔𝜔1, 𝜔𝜔2 e 𝜔𝜔3 são calculados seguindo a Eq. 23, sendo os coeficientes 𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2 e 

𝛼𝛼3 dados por: 

 𝛼𝛼1 = 0.3
(𝑆𝑆1 + 𝜖𝜖)2 ;  𝛼𝛼2 = 0.6

(𝑆𝑆2 + 𝜖𝜖)2 ;  𝛼𝛼3 = 0.1
(𝑆𝑆3 + 𝜖𝜖)2 Eq. 28 

E 𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2 e 𝑆𝑆3 calculados seguindo a Eq. 29 abaixo: 

 

𝑆𝑆1 = 13
12 (𝜈𝜈1 − 2𝜈𝜈3 + 𝜈𝜈4)2 + 1

4 (𝜈𝜈2 − 4𝜈𝜈3 + 3𝜈𝜈4)2

𝑆𝑆2 = 13
12 (𝜈𝜈3 − 2𝜈𝜈4 + 𝜈𝜈5)2 + 1

4 (𝜈𝜈3 − 𝜈𝜈5)2

𝑆𝑆3 = 13
12 (𝜈𝜈4 − 2𝜈𝜈5 + 𝜈𝜈6)2 + 1

4 (3𝜈𝜈4 − 4𝜈𝜈5 + 𝜈𝜈6)2
⎭
��
��
�
⎬
��
��
�
⎫

 Eq. 29 

Com 𝜈𝜈1 = 𝑞𝑞𝑖𝑖−2, 𝜈𝜈2 = 𝑞𝑞𝑖𝑖−1, 𝜈𝜈3 = 𝑞𝑞𝑖𝑖, 𝜈𝜈4 = 𝑞𝑞𝑖𝑖+1, 𝜈𝜈5 = 𝑞𝑞𝑖𝑖+2 e 𝜈𝜈6 = 𝑞𝑞𝑖𝑖+3. 

6.3.2 Avanço no tempo 

Para o cálculo das derivadas temporais, ou seja, o avanço no tempo é utilizado o 

esquema TVD (Total Variation Diminishing) para cálculo da evolução do leito proposto 

por Long et al. (2008). Segundo este autor este esquema faz com que a variância total 

da solução 𝑇𝑇𝑇𝑇 = ∫ �𝜕𝜕𝑧𝑧𝑏𝑏
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑑𝑑𝑑𝑑+∞

−∞
 permaneça constante durante a simulação ou decresça com 

o avanço no tempo. O modelo proposto por Long et al. (2008) é baseado nos trabalhos 

de Shu & Osher (1998) e Shao et al. (2004), que aplicaram um esquema TVD, baseado 

no método Runge-Kutta para o avanço no tempo. Basicamente este esquema numérico 

é baseado em 5 passos para encontrar a evolução da altura do leito no tempo: 

1) O primeiro passo consiste em um esquema de Euler avançado no tempo para 

obter o valor da solução no instante 𝑛𝑛 + 1. 

 𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛+1 − 𝑧𝑧𝑏𝑏

𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
+ 1

1 − 𝑝𝑝
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝑞𝑞𝑥𝑥(𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛)� = 0 Eq. 30 

2) No segundo passo é calculado a altura do leito no instante 𝑛𝑛 + 2 usando o mesmo 

esquema do passo anterior. 

 𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛+2 − 𝑧𝑧𝑏𝑏

𝑛𝑛+1

Δ𝑡𝑡
+ 1

1 − 𝑝𝑝
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝑞𝑞𝑥𝑥(𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛+1)� = 0 Eq. 31 
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3) O terceiro passo usa uma média entre os instantes 𝑛𝑛 e 𝑛𝑛 + 2 para obter a solução 

no instante 𝑛𝑛 + 1/2. 

 𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛+1/2 = 3

4
𝑧𝑧𝑏𝑏

𝑛𝑛 + 1
4

𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛+2 Eq. 32 

4) No quarto passo é utilizado um esquema de Euler avançado no tempo para o 

cálculo no instante 𝑛𝑛 + 3/2. 

 𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛+3/2 − 𝑧𝑧𝑏𝑏

𝑛𝑛+1/2

Δ𝑡𝑡
+ 1

1 − 𝑝𝑝
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝑞𝑞𝑥𝑥�𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛+1/2�� = 0 Eq. 33 

No último passo é então calculado o valor atualizado da altura do leito (instante 𝑛𝑛 + 1) 

utilizando uma média entre os valores encontrados nos instantes 𝑛𝑛 e 𝑛𝑛 + 3/2. 

 𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛+1 = 1

3
𝑧𝑧𝑏𝑏

𝑛𝑛 + 2
3

𝑧𝑧𝑏𝑏
𝑛𝑛+3/2 Eq. 34 

Neste método é utilizado o esquema WENO (apresentado no item 6.3.1) para o cálculo 

das taxas de transporte de sedimento de fundo. O esquema de evolução no tempo é de 

terceira ordem de acurácia (𝑂𝑂(Δ𝑡𝑡3)) e quinta ordem (𝑂𝑂(Δ𝑥𝑥5)) de acurácia para o 

espaço. 

6.3.3 Condições iniciais e de contorno 

Para a solução do problema do valor de contorno da equação de conservação da massa 

de sedimento (Eq. 14) são utilizadas duas condições de contorno para problemas bi-

dimensionais: para contornos abertos paralelos à linha de costa (e.g. linha de costa e 

oceano aberto) será utilizada a condição de taxa de transporte de sedimento igual a 

zero (𝑞⃗𝑞 = 0). Já nos contornos perpendiculares à linha de costa será utilizada a condição 

de contorno do tipo Neumann, em que a derivada espacial da taxa de transporte de 

sedimento no contorno é igual a zero (e.g. se o  eixo das ordenadas corresponde ao eixo 

perpendicular à linha de costa, então a condição de Neumann para este caso é dada 

por 𝜕𝜕𝑞𝑞𝑥𝑥/𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0). 

O valor inicial dado a altura do leito (𝑧𝑧𝑏𝑏) para solução da integração no tempo 

(condição inicial) será igual a zero (partida à frio). 
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6.4 MODELAGEM DE ONDAS 

A evolução das alturas e velocidades induzidas pelas ondas de gravidade serão 

calculadas através da solução da equação da equação de balanço da onda espectral e 

da equação de águas rasas. 

6.4.1 Modelo de águas rasas 

Neste trabalho o modelo de águas rasas corresponde à solução numérica das equações 

de conservação de massa e quantidade de movimento sob a aproximação de águas rasas 

e de Boussinesq. Num sistema coordenado 𝜂𝜂, 𝜉𝜉, resultado da transformação do sistema 

curvilíneo 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, a conservação da massa para um fluido incompressível (∇. 𝑢⃗𝑢 = 0) 

integradas na vertical são dadas por: 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

�
𝜕𝜕 �(𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)𝑈𝑈�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�

𝜕𝜕𝜕𝜕
� 

+ 1
�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

�
𝜕𝜕 �(𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)𝑉𝑉 �𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂�

𝜕𝜕𝜕𝜕
� = (𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)𝑄𝑄 

Eq. 35 

Sendo que 𝜁𝜁 corresponde à elevação da superfície da água, 𝑑𝑑 a profundidade, 𝑈𝑈  e 𝑉𝑉  as 

velocidades integradas na vertical, dadas por: 

 𝑈𝑈 = 1
𝑑𝑑 + 𝜁𝜁

�𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜁𝜁

𝑑𝑑

 Eq. 36 

 𝑉𝑉 = 1
𝑑𝑑 + 𝜁𝜁

� 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣
𝜁𝜁

𝑑𝑑

 Eq. 37 

O termo  𝑄𝑄 representa as contribuições por unidade de área devido às descargas ou 

retiradas de água, precipitação e evaporação, dados por: 

 𝑄𝑄 = �(𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜁𝜁

𝑑𝑑

+ 𝑃𝑃 − 𝐸𝐸 
Eq. 

38 
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Com os termos 𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 e 𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 representando as fontes e sumidouros de água por unidade de 

volume, respectivamente, 𝑃𝑃  o termo não-local de precipitação e 𝐸𝐸 o termo não local de 

evaporação. 

A conservação da quantidade movimento é dada por: 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢
�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑣𝑣
�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜔𝜔
𝑑𝑑 + 𝜁𝜁

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑣𝑣2

�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢𝑢𝑢
�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝑓𝑓𝑓𝑓

= − 1
𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉

𝑃𝑃𝜉𝜉 + 𝐹𝐹𝜉𝜉 + 1
(𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝜈𝜈𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

� + 𝑀𝑀𝜉𝜉  

Eq. 
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑣𝑣
�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑣𝑣
�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜔𝜔
𝑑𝑑 + 𝜁𝜁

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑢𝑢2

�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢𝑢𝑢
�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝑓𝑓𝑓𝑓

= − 1
𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝑃𝑃𝜂𝜂 + 𝐹𝐹𝜂𝜂 + 1
(𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝜈𝜈𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

� + 𝑀𝑀𝜂𝜂  

Eq. 
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O coeficiente da viscosidade 𝜈𝜈𝑉𝑉  é definido como 𝜈𝜈𝑉𝑉 = 𝑣𝑣𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 + max (𝑣𝑣3𝐷𝐷, 𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏), sendo 

𝑣𝑣𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚a viscosidade cinemática da água, 𝑣𝑣3𝐷𝐷 é viscosidade computada pelo modelo de 

fechamento turbulento 3D e 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 é o coeficiente de mistura vertical de um determinado 

ambiente ou background a fim de contabilizar todas as formas de mistura não resolvida.  

As variações de densidade são negligenciadas, exceto nos termos de pressão baroclínica, 

𝑃𝑃𝜉𝜉 e 𝑃𝑃𝜂𝜂 representam os gradientes de pressão. As forças 𝐹𝐹𝜉𝜉 e 𝐹𝐹𝜂𝜂na equação do 

movimento representam um desequilíbrio horizontal nas tensões de radiação de 

Reynolds. 𝑀𝑀𝜉𝜉 e 𝑀𝑀𝜂𝜂 representam as contribuições devido as fontes ou sumidouros 

externos do movimento. 

A velocidade vertical 𝜔𝜔 adaptada no sistema de coordenada 𝜎𝜎 é computada da equação 

da continuidade: 
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕((𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)𝑢𝑢�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕((𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)𝑣𝑣�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= (𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)(𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑞𝑞𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜) 

Eq. 

41 

Na superfície o efeito da precipitação e evaporação são levados em consideração. A 

velocidade vertical 𝜔𝜔 é definida na mesma superfície 𝜎𝜎. 𝜔𝜔 é a velocidade vertical raltiva 

ao movimento no plano 𝜎𝜎. Esta pode ser interpretada como a velocidade associada com 

a ressurgência ou subsidência do movimento. As velocidades físicas verticais 𝑤𝑤 no 

sistema de coordenada Cartesiano não estão envolvidas no modelo de equações. 

Computar as velocidades físicas verticais é somente requerimento para o pós-

processamento. Essas velocidades podem ser expressas em velocidades horizontais, 

profundidade da água, nível d’água e velocidade vertical 𝜔𝜔 de acordo com: 

 
𝑤𝑤 = 𝜔𝜔 + 1

�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑢𝑢 ��𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂 �𝜎𝜎 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + 𝑣𝑣�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉 �𝜎𝜎 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
��

+ �𝜎𝜎 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

� 

Eq. 
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Sob as considerações de águas rasas, a equação do momentum é reduzida para equação 

da pressão hidrostática. As acelerações verticais devido aos efeitos de flutuabilidade e 

devido as variações bruscas na topografia de fundo não são levadas em consideração. 

Então: 

 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 
Eq. 

43 

Após a integração, a pressão hidrostática é dada por: 

 𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝜌𝜌(
0

𝜎𝜎

𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝜎𝜎′, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑′ 
Eq. 

44 

Primeiramente, considerou-se a densidade de água constante e a próxima com 

densidade não uniforme. 
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Para água com densidade constante e considerando a pressão atmosférica, o gradiente 

de pressão é dado por: 

 
1

𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉
𝑃𝑃𝜉𝜉 = 𝑔𝑔

�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜕𝜕𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝜕𝜕

 
Eq. 

45 

 1
𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝑃𝑃𝜂𝜂 = 𝑔𝑔
�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝜕𝜕

 Eq. 

46 

Os gradientes de superfície livre são chamados de gradientes de pressão barotrópica. A 

pressão atmosférica é incluída no sistema para simulações de tempestades. Os 

gradientes de pressão atmosférica dominam as forças externas em períodos de 

tempestades. Variação de espaço e tempo nos campos de vento e pressão são 

especialmente importantes quando são simuladas tempestades. 

No caso de densidade não uniforme, a densidade local é relativa aos valores de 

temperatura e salinidade pela equação de estado. A regra de Leibniz é usada para obter 

as seguintes expressões para os gradientes de pressão horizontal: 

 
1

𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉
𝑃𝑃𝜉𝜉 = 𝑔𝑔

�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜉𝜉𝜉𝜉

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

� 𝑑𝑑𝑑𝑑′
0

𝜎𝜎

 
Eq. 

47 

 1
𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝑃𝑃𝜂𝜂 = 𝑔𝑔
�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
𝜌𝜌0�𝐺𝐺𝜂𝜂𝜂𝜂

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

� 𝑑𝑑𝑑𝑑′
0

𝜎𝜎

 
Eq. 

48 

O primeiro termo das equações representa os gradientes de pressão barotrópica (sem o 

gradiente de pressão atmosférica) e o segundo termo é o gradiente de pressão 

baroclínico. No gradiente horizontal, uma derivada vertical é introduzida pela 

transformação da coordenada  𝜎𝜎. Em caso de estuários e regiões costeiras a grade 

vertical pode deteriorar fortemente no caso de inclinações abruptas do fundo. 

6.4.2 Modelo Energético de Ondas 

Para o cálculo das tensões de radiação da onda, as quais são utilizadas para atualização 

dos das tensões no modelo hidrodinâmico, foi solucionado a equação do balanço da ação 
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da onda. Esta equação será solucionada numericamente pelo módulo de ondas do 

modelo Delft3D.  

O módulo de ondas do modelo Delft3D é composto pelo modelo espectral SWAN 

(Simulating Waves Nearshore), o qual é utilizado para simular ondas geradas pelo 

vento em estuários e outras regiões costeiras ou oceânicas (DELTARES, 2014). 

No SWAN as ondas são descritas através do espectro de densidade de ação da onda no 

plano bidimensional, mesmo que dominadas por fenômenos não-lineares, como por 

exemplo na zona de surf (DELTARES, 2014). Neste modelo a evolução do espectro da 

onda é descrita pela equação do balanço da ação espectral, que é dada em coordenadas 

cartesianas conforme mostrado a seguir (HASSELMANN et al., 1973): 

 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑁𝑁 + 𝛻𝛻𝑥𝑥. [�𝑐𝑐𝑔𝑔������� + 𝑈𝑈⃗�𝑁𝑁] + 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜎𝜎𝑓𝑓

𝑐𝑐𝜎𝜎𝑁𝑁 + 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑐𝑐𝜃𝜃𝑁𝑁 = 𝑆𝑆
𝜎𝜎𝑓𝑓

 
Eq. 
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Onde 𝑐𝑐𝑥𝑥 e 𝑐𝑐𝑦𝑦 são as velocidades de fase da onda no espaço geográfico 𝑥𝑥 e 𝑦𝑦, 

respectivamente e 𝑐𝑐𝜎𝜎 e 𝑐𝑐𝜃𝜃 são as velocidades de propagação no espaço espectral 𝜃𝜃 e 𝜎𝜎𝑓𝑓 .   

O lado esquerda da equação é a parte cinemática da equação. O segundo termo mostra 

a propagação da energia da onda em duas dimensões geográficas 𝑥𝑥, com a velocidade 

de grupo 𝑐𝑐𝑔⃗𝑔 = 𝜕𝜕𝜎𝜎𝑓𝑓/𝜕𝜕𝑘⃗𝑘, seguido da relação de dispersão 𝜎𝜎𝑓𝑓
2 = 𝑔𝑔�𝑘⃗𝑘�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ (�𝑘⃗𝑘�𝑑𝑑), em que 𝑘⃗𝑘 

é o vetor número de onda e 𝑑𝑑 a profundidade. O terceiro termo representa o efeito de 

a frequência de radiação devido as variações na profundidade e das médias das 

correntes. O quarto termo representa a profundidade e refração induzida pelas 

correntes. As quantidades 𝑐𝑐𝜎𝜎 e 𝑐𝑐𝜃𝜃 são as velocidades de propagação no espaço espectral 

(𝜃𝜃 e 𝜎𝜎𝑓𝑓). O termo do lado direito da equação contém 𝑆𝑆, o qual é o termo de fonte e 

sumidouro que representa todos os processos físicos de geração, dissipação ou 

redistribuição da energia da onda (SWAN, 2016). 
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No modelo SWAN a equação do balanço da ação é resolvida numericamente através 

do método de diferenças finitas, com parametrizações para os processos de interações 

triplas não-lineares, fricção com o fundo, quebra induzida pela profundidade e 

whitecapping. 

6.4.3 Acoplamento onda-corrente 

A interação onda-corrente é um processo que influencia tanto na hidrodinâmica quanto 

no transporte de sedimentos (KLEINHANS & GRASMEIJER, 2006). Para o melhor 

entendimento dos processos de transporte de sedimento, o modelo foi executado 

considerando as correntes geradas pelas tensões de radiação da onda. Para isso o modelo 

de ondas e o modelo hidrodinâmico foram acoplados, isto é, as tensões de radiação 

geradas pelo modelo de onda (𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 e 𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦) são passadas para o modelo 

hidrodinâmico (que calcula as correntes geradas pelas ondas de gravidade) e as 

informações de elevação da superfície do mar e correntes são passadas para o modelo 

de ondas, que são utilizadas para atualizar o nível d’água do modelo de ondas e 

contabilizar as interações onda-corrente.  

O processo de acoplamento se inicia quando as correntes e elevações do nível d’água 

geradas pelo modelo hidrodinâmico são utilizadas para atualização destes parâmetros 

no modelo de ondas. Estas informações são utilizadas para o cálculo das interações 

onda-corrente e atualização do nível d’água no modelo de ondas. Após computados os 

parâmetros da onda, os novos valores das tensões de radiação são transferidos para o 

modelo hidrodinâmico, em que são calculadas as correntes geradas pela onda, como no 

trabalho de Lesser et al. (2004) e Lesser (2009). A execução do módulo hidrodinâmico 

foi realizada a cada 2Δ𝑡𝑡 até o término da simulação, sendo que o modelo de ondas é 

atualizado se o tempo em que o módulo hidrodinâmico estiver sendo executado ( 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒) 

for igual ao tempo de acoplamento ( 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑎𝑎 = 2Δ𝑡𝑡). Este processo de acoplamento é 

apresentado no fluxograma na Figura 4 a seguir: 
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Figura 4 - Fluxograma esquemático mostrando o acoplamento entre o modelo de ondas e o modelo 
hidrodinâmico. 

 
Fonte: produção do próprio autor. 

A força induzida pela onda pode se expressa nos parâmetros de onda do modelo de 

ondas que está sendo aplicado.  

Como apresentado por Dingemans et. al. (1987), usar os gradientes das tensões de 

radiação em modelos numéricos pode resultar em correntes espúrias. Dingemans et. al. 

(1987) mostrou que a parte livre divergente da tensão de radiação não é capaz de gerar 
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as correntes e pode, desta forma, se negligenciada se uma é mais interessante em 

correntes dirigidas por ondas. A parte remanescente dos gradientes de tensão da 

radiação é relacionado a energia de dissipação de onda, isto é, o termo de força induzida 

por onda na equação da quantidade de movimento na direção x média sobre o 

movimento das ondas pode ser escrito por: 

 𝐹𝐹𝑖𝑖 = 𝐷𝐷𝑘𝑘𝑖𝑖
𝜔𝜔

 
Eq. 
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Onde 𝐷𝐷 é a energia de dissipação total devido as ondas, 𝑘𝑘𝑖𝑖 é o número de onda na 

direção 𝑖𝑖 e 𝜔𝜔 é a frequência de onda. 

Para o modelo integrado na vertical, as equações da quantidade de movimento nas 

direções 𝑥𝑥 e 𝑦𝑦, desconsiderando a maioria dos termos, pode ser escrita como: 

 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ ⋯ + 𝑔𝑔𝑔𝑔
√

𝑈𝑈2 + 𝑉𝑉 2

𝐶𝐶2𝐷𝐷
2 (𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)

+ ⋯ = ⋯ + 𝐹𝐹𝑥𝑥 
Eq. 
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 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ ⋯ + 𝑔𝑔𝑔𝑔
√

𝑈𝑈2 + 𝑉𝑉 2

𝐶𝐶2𝐷𝐷
2 (𝑑𝑑 + 𝜁𝜁)

+ ⋯ = ⋯ + 𝐹𝐹𝑦𝑦 
Eq. 
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Onde 𝐹𝐹𝑥𝑥 e 𝐹𝐹𝑦𝑦 são a profundidade média induzida por ondas e dada pelos gradientes de 

tensão de radiação 𝑆𝑆, ou seguindo a aproximação de Dingemans et. al. (1987) pela 

energia de dissipação de ondas: 

 𝐹𝐹𝑥𝑥 = − 𝜕𝜕𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝜕𝜕𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝐷𝐷 𝑘𝑘𝑥𝑥

𝜔𝜔
 

Eq. 
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 𝐹𝐹𝑦𝑦 = −
𝜕𝜕𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕
−

𝜕𝜕𝑆𝑆𝑦𝑦𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝐷𝐷

𝑘𝑘𝑦𝑦

𝜔𝜔
 Eq. 
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A taxa de dissipação 𝐷𝐷 (uma quantidade negativa) é computada pelo modelo de onda 

e lida pelo arquivo de comunicação. No SWAN, a taxa de dissipação pode ser 

computada da fricção com o fundo (movimento orbital), quebra induzida pela 
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profunidade e whitecapping. Portanto, é necessário aplicada a tensão de radiação ou a 

taxa de dissipação para determinar a força induzida pela onda. 

6.5 VALIDAÇÃO DO MODELO 

6.5.1 Beiji e Battjes (1994) 

Para a validação do modelo de ondas foram utilizados os dados de Beiji e Battjes 

(1994). Os experimentos foram executados em um flume de onda com uma barra 

submersa trapezoidal, conforme Figura 5. Informações detalhadas sobre os 

experimentos podem ser encontradas em Beiji e Battjes (1993). 

Figura 5 – Seção longitudinal de flume de onda; 1 a 7 indica posição de galgamento de onda. 

 
Fonte: Beiji e Battjes (1994). 

Os experimentos incluem quebra de ondas e não quebra de ondas. Os resultados 

apresentados neste estudo são para ondas íngremes, mas não quebráveis. Estas 

simulações feitas com ondas incidentes periódicas (frequência 𝑓𝑓 = 0.5 𝐻𝐻𝐻𝐻, altura da 

onda 𝐻𝐻 = 2.0 𝑐𝑐𝑐𝑐). 

6.5.2 Projeto CRIEPI – LIP 11D 

Os dados do projeto CRIEPI LIP 11D (DETTE et al., 2002), realizados pela 

universidade de Delft Hydraulics no ano de 1993, foram gerando um flume de 225m, 

sendo os primeiros 20m horizontais para realizar a geração de ondas. O nível da água 

foi de 4.1m e 4.6m. As ondas geradas variavam de 0.6m a 1.4m, sendo realizados 

experimentos de acresção e erosão. Em todos os casos foi considerado um diâmetro de 
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sediment igual a 0.22mm. Na Tabela 2 são mostrados os testes realizados e suas 

configurações. 

Tabela 2 – Configuração dos experimentos do projeto CREIPI LIP 11D. Fonte: Dette et al. (2002). 

Teste Tipo 
Altura da onda 

(m) 

Período da onda 

(s) 

Nível d’água 

(m) 
Duração (h) 

1A Equilíbrio 0.90 5 4.10 12 

1B Erosão 1.40 5 4.1 18 

1C Acreção 0.60 8 4.1 13 

2A Equilíbrio 0.90 5 4.1 12 

2B Erosão 1.40 5 4.1 12 

2C Erosão 1.40 5 4.6 18 

2E Acreção 0.60 8 4.1 21 

 

6.5.3 Evolução do leito bi-dimensional 

Para a validação do modelo de evolução do leito serão comparados os resultados do 

modelo de transporte de sedimento e evolução do leito desenvolvido neste trabalho com 

os resultados de Serikawa (2012), em que desenvolvidos modelos de evolução do leito 

de uma região costeira com declividade de 1:20, sujeito a 3 condições de ondas. Na 

Figura 6 são mostrados os esquemas para os 3 casos a serem simulados e a batimetria 

idealizada para o cálculo da evolução do leito de uma praia de baixa profundidade. 

Os três casos que serão simulados são: ondas com direção de +60° em relação a linha 

de costa (Figura 6.a), ondas com direção de ±60° com a mesma altura com 

probabilidade de ocorrência de 50% (Figura 6.b) e ondas com direção de ±60°, sendo  

a altura onda de -60° a metade da onda proveniente de +60° e com probabilidade de 

ocorrência de 35% para o primeiro caso e 65% para o último caso (Figura 6.c).  

No experimento de Serikawa (2012) foram utilizados com entrada do modelo uma onda 

monocromática de altura significativa igual a 1m e período igual a 4s, sendo que a 

altura da berma (ℎ𝑅𝑅) é igual a 1m e a profundidade do perfil de fechamento (ℎ𝐶𝐶) igual 

a 4m, sendo a declividade da praia igual a 1:20. 
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Em todos os casos simulados foi aplicada a condição de periodicidade para as taxas de 

transporte de sedimentos é aplicada aos contornos laterais, enquanto no contorno 

offshore é aplicado a condição de Neumann para o sedimento (fluxo de sedimento nulo). 

O modelo ondas utilizado neste caso foi o modelo SWAN, descrito no ítem 6.4.2, sendo 

as correntes geradas por ondas calculadas conforme o ítem 6.4.3. 

Figura 6 - Batimetria idealizada para o cálculo da evolução do leito em (a) ondas proveniente de +60°, 
(b) ondas provenientes de ±60° e (c) ondas provenientes de ±60° com diferentes alturas 

 
Fonte: produção do autor.  
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7 RESULTADOS E DISCUSSÃO 
7.1 MODELAGEM UNIDIMENSIONAL DE ONDAS 
Neste trabalho o modelo de águas rasas aplicado para a avaliação do transporte de 

sedimentos e evolução do leito é baseado na solução de águas rasas proposto por Beiji 

e Battjes (1994). Neste caso o modelo foi aplicado para o domínio de estudo (Figura 5) 

o modelo foi configurado com 32 camadas na vertical e espaçamento horizontal de 

0.03m e passo de tempo de 4x10-3s. A onda foi imposta ao contorno aberto através da 

elevação do nível d’água. Elevação e frequência são as mesmas do experimento de Beiji 

e Battjes (1994). Os resultados medidos e modelados são mostrados na Figura 7. 

Os resultados encontrados mostram que o modelo numérico consegue calcular a 

propagação de ondas satisfatoriamente até a chegada ao trapézio, como pode ser visto 

na Figura 7.a, em que é possível notar que tanto os resultados do modelo e das medições 

estão em fase e possuem basicamente o mesmo padrão de oscilação. 

Ao passar pelo obstáculo os efeitos não lineares começam a ser tornar importantes e a 

diferença entre os dados medidos e modelados aumente, como pode ser visto nas Figura 

7.b e Figura 7.. Estes efeitos são responsáveis pela diminuição da energia da onda, que 

mesmo usando uma grade com grande resolução espacial não foi completamente 

capturada. Piccoli (2014) mostrou que mesmo utilizando um modelo do tipo Boussinesq 

de alta ordem há uma discrepância entre os dados medidos e os modelados, atribuída 

pelo autor ao efeitos não-lineares, padrão também observado por Gobbi et al. (1999). 

De maneira geral o modelo aplicado é capaz de reproduzir a elevação da superfície, 

mesmo em escalas reduzidas, como no caso do experimento de Beiji e Battjes (1994). 
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Figura 7 – Elevação medida (linha azul) e modelada (linha vermelha) para o experimento de Beiji e 
Battjes (1994) para as estações 4 (a), 6 (b) e 7 (c). 

 
Fonte: produção do autor. 

7.2 TRANSPORTE DE SEDIMENTOS E EVOLUÇÃO DO LEITO 

Para avaliar o modelo numérico quanto à capacidade de representação dos processos 

de transporte de sedimentos e evolução do leito marinho, os resultados numéricos foram 

comparados com os dados medidos do projeto CRIEPI – LIP 11 D Delta Flume Project 

(DETTE et al., 2002), em que foram avaliados os resultados em sete condições (Tabela 

2). 
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Na Figura 8 são mostrados os resultados medidos e modelados para os casos 1A, 1B e 

1C (Tabela 2) para a evolução do leito calculada pelo modelo desenvolvido e os dados 

medidos. Estes experimentos representam a evolução morfológica do leito por 12h (1A), 

18h (1B) e 13h (1C), representando situações de equilíbrio, erosão e acreção. Os 

resultados encontrados pelo modelo numérico utilizando as várias formulações 

propostas mostram que o modelo é capaz de representar de maneira satisfatória a 

evolução do perfil do leito. Mesmo sendo o período do experimento curto (máximo de 

13h), as mudanças puderam ser capturadas pelo modelo. Os resultados obtidos pelo 

modelo proposto para a eficiência de transporte de sedimentos (linha azul) tiveram 

comportamento similar aquele apresentado pelas outras formulações (constante, linear 

e cúbico), como visto na Figura 8. 

As taxas de transporte de sedimentos medidos e modelados relativas aos experimentos 

1A, 1B e 1C são mostrados na Figura 9. Os resultados do modelo numérico mostram 

que as formulações utilizadas para eficiência de transporte de sedimentos no modelo 

energético de Bagnold, entre 100m-140m do perfil, tendem a subestimar o transporte 

de sedimentos (localizados na porção mais profunda do perfil). Entre 140m-180m as 

formulações aplicadas apresentam resultados similares para a estimativa do transporte 

de sedimentos medidas no experimento CRIEPI. Entre 180m e 200m (porção mais rasa 

do perfil) há uma tendência de transporte de sedimentos em direção à costa (valores 

positivos), como mostrado nas Figura 9.b e Figura 9.c (experimentos 1B e 1C). Nestes 

experimentos a fórmula proposta faz com que haja uma maior magnitude transporte 

de sedimentos, assim como observado nas medições, isto se deve ao fato de que a 

introdução da fórmula para transporte em regiões rasas tende a aumentar o transporte 

de sedimentos, principalmente em regiões mais rasas. Apesar de um aumento observado 

no transporte de sedimentos em regiões rasas, no experimento 1C o transporte de 

sedimentos é superestimado próximo a linha de costa, como observado na Figura 9.c.  
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Figura 8 – Perfil de fundo medido inicial (linha cinza), medido final (linha preta), constante 1 (linha 
vermelha), constante 2 (linha verde) , laranja (linear) e cúbico (linha roxa) para os experimentos 1A 

em (a), 1B em (b) e 1C em (C). 

 

Fonte: produção do autor 
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Figura 9 – Transporte de sedimentos medido (linha preta), constante 1 (linha vermelha), constante 2 
(linha verde) , laranja (linear) e cúbico (linha roxa) para os experimentos 1A em (a), 1B em (b) e 1C 

em (c). Unidades m³/m/s. 

 
Fonte: produção do autor 

Na Figura 10 é mostrado a evolução do leito para os experimentos 2A (Figura 10.a), 

2B (Figura 10.b), 2C (Figura 10.c) e 2E (Figura 10.d). Neste experimento a evolução 

do leito é medida para 12h (experimentos 2A e 2B), 18h (experimento 2E) e 21h 

(experimento 2C) – configurações completas são mostradas na Tabela 2. Os resultados 

encontrados entre o modelo numérico e os dados medidos mostram que o 

comportamento da evolução do leito é satisfatoriamente representado, sendo este 

comportamento da evolução do leito semelhante entre todos os modelos de eficiência 

de transporte de sedimentos utilizados, como visto na Figura 10. 
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Figura 10 - Perfil de fundo medido inicial (linha cinza), medido final (linha preta), constante 1 (linha 
vermelha), constante 2 (linha verde) , laranja (linear) e cúbico (linha roxa) para os experimentos 2A 

em (a), 2B em (b), 2C em (c) e 2E em (d). 

 

Fonte: produção do autor. 



56 
 

Na Figura 11 é mostrado o transporte de sedimentos para os experimentos 2A (Figura 

11.a), 2B (Figura 11.b), 2C (Figura 11.c) e 2E (Figura 11.d), comparando todos as 

formulações propostas para a eficiência de transporte de sedimentos. 

Figura 11 - Transporte de sedimentos medido (linha preta), constante 1 (linha vermelha), constante 2 
(linha verde) , laranja (linear) e cúbico (linha roxa) para os experimentos 2A em (a), 2B em (b), 2C 

em (c) e 2E em (d). Unidades m³/m/s. 

 
Fonte: produção do autor. 



57 
 

Os resultados encontrados para as taxas de transporte de sedimento, considerando as 

formulações de eficiência de transporte de sedimento consideradas, mostram que o 

modelo consegue satisfatoriamente representar o transporte de sedimentos em todos os 

experimentos realizados.  

Contudo nos experimentos 2A, 2B e 2C é observado que em regiões mais profundas do 

perfil, entre 100m e 140m, o modelo numérico tende a subestimar o transporte de 

sedimentos, assim como nas regiões onde ocorrem as maiores taxas de transporte de 

sedimento. Os resultados propostos pelo modelo de eficiência de transporte de 

sedimentos mostram que em regiões mais rasas um aumento do transporte de 

sedimentos, devido ao aumento da eficiência de transporte de sedimentos impostos com 

a inclusão do termo 𝜀𝜀′, efeito este mais pronunciado nos experimentos 2C e 2E.  

No experimento 2E (Figura 11.d) é possível notar uma defasagem de fase entre o 

transporte de sedimentos medidos e modelados. Klonaris et al. (2017) evidenciaram a 

importância dos efeitos de simulação do atraso de fase em ondas de gravidade no 

transporte de sedimento. Segundo os autores este efeito pode levar ao cálculo de 

maneira irreal das taxas de transporte de sedimentos, comparados às medições. 

No presente trabalho, mesmo o modelo tendo representado razoavelmente os efeitos de 

onda, é utilizado um modelo do tipo águas rasas, baseado na solução de Navier-Stokes 

sob aproximação de águas rasas, podendo levar ao cálculo de velocidades inadequadas, 

principalmente em regiões mais rasas.   

Klonaris et al. (2017) apontam que para o cálculo de transformações de ondas em águas 

de pequena profundidade é necessário um modelo do tipo Boussinesq capaz de simular 

as linearidades de alta ordem, como em Rakha et al. (1997). Porém este tipo de modelo 

é altamente custoso do ponto de vista computacional, não sendo, até o momento, 

indicados para simulação de alterações de longo período, tais como as propostas neste 

trabalho. 
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7.3 EVOLUÇÃO COSTEIRA DE ESTRUTURAS RÍTMICAS  
Neste capítulo são apresentados os resultados para a evolução do leito marinho devido 

a ação de ondas para três casos: ondas oblíquas de +60° (caso 1), ondas oblíquas de 

± 60°, com a mesma probabilidade de ocorrência (caso 2) e ondas oblíquas de ± 60 

(caso 3), cujas ondas de +60° possuem 65% de probabilidade de ocorrência e as ondas 

de –60° possuem probabilidade de ocorrência de 35%, neste caso estas ondas possuem 

altura igual a metade da altura das ondas de provenientes de +60° ondas oblíquas de 

+60°. 

7.3.1 Ondas oblíquas de +60° (Caso 1) 
Na Figura 12 é mostrado a evolução do leito marinho sujeito a ação de ondas de 1m, 

provenientes de +60°. Os resultados do modelo numérico são similares aqueles 

encontrados por Serizawa et al. (2012) - Figura 13. Neste trabalho os autores 

calcularam o transporte longitudinal de sedimento considerando o modelo energético 

de Bagnold em função da energia das ondas, enquanto neste trabalho o transporte de 

sedimentos é calculado através das velocidades induzidas pelas ondas, mostrando que 

o método aplicado é capaz de representar a evolução rítmica do leito induzidas por 

ondas em ambientes costeiros. 

Assim como mostrado por Serizawa et al. (2012) após 0.5x104h inicia-se o processo de 

formação de cúspides, que se movem da esquerda para a direita. A medida que se 

movem elas começam a crescer e a se mover mais devagar, fazendo com que estes 

cúspides sejam acrescidos umas as outras, formando estruturas maiores, como visto nas 

Figura 13.b (1x104h  - 4 cúspides), Figura 13.c (1.5x104h - 3 cúspides) e Figura 13.d 

(2.75x104h – 2 cúspides). 
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Figura 12 – Evolução do leito marinho para o Caso 1 para a profundidade inicial (a), 1x104h em (b), 
1.5x104h em (c) e 2.75x104h em (d). Unidades (m). 

 

Fonte: produção do autor. 
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Figura 13 – Resultados de evolução do leito marinho para o Caso 1 para 0 steps (a), 2x104 steps (b), 
3x104 steps (c) e 5.5x104h (d). Cada step corresponde a 0.5h. 

 

Fonte: adaptado de Serizawa et al. (2012). 

Serizawa et al. (2012), Ashton e Murray (2006) apontam que este padrão está ligado a 

dois fatores principais: os cúspides menores possuem maior velocidade de propagação 

que os cúspides maiores, quando não efeito de sombra dos cúspides na propagação das 

ondas. Outro fator é que à medida que os cúspides crescem eles aumentam a zona de 

sombra de ondas. Nas zonas em que a altura das ondas é menor, consequentemente a 

velocidade, fazendo com a que o transporte de sedimentos seja menor nestas regiões, 

fazendo com que haja o crescimento dos cúspides. 

Na Figura 14 é mostrado a evolução do campo de ondas para o Caso 1. É possível notar 

que no instante inicial o campo de ondas é basicamente constante e à medida que são 

formados os cúspides há uma aumento das zonas de sombra, como visto nas Figura 

14.b, Figura 14.c e Figura 14.d. 
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Figura 14 – Campo de ondas (altura significativa e direção) simulado para o instante inicial (a), 
1x104h em (b), 1.5x104h em (c) e 2.75x104h em (d). Unidades (m). 

 

Fonte: produção do autor. 
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À medida que a é calculado a evolução do leito é possível notar que há o surgimento 

de instabilidades no leito marinho, fazendo com que ocorra a formação de pontos de 

grande profundidade (4m) próximo à costa, como visto na Figura 15.c. 

Figura 15 – Altura significativa e direção de ondas (a), campo de velocidade (b) em m/s, batimetria 
(c) em m e taxa de transporte de sedimentos (d) em m³/m/s para o instante final da simulação com 
zoom no cúspide. 

 

Fonte: produção do autor. 

A taxa de transporte de sedimentos calculado (Figura 15.e) é função direta da 

velocidade do escoamento devido ao campo de ondas (Figura 15.a). Neste caso é 

possível notar que as maiores velocidades do escoamento são relacionadas a parte 

superior do cúspides (Figura 15.b), em que são encontradas também as maiores taxas 

de transporte de sedimentos. Como pode ser observado na face do cúspide sob efeito 

imediato da ação das ondas o transporte de sedimentos longitudinal não é contínuo, 
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sendo mais intenso na extremidade do cúspide. Nos trabalhos de Serizawa et al. (2012) 

e Ashton e Murray (2006) em seus resultados mostram taxas de transporte contínuas 

ao longo da face do cúspide. Este fator pode ter contribuído para a geração de pequenas 

instabilidades no modelo numérico. 

7.3.2 Ondas Oblíquas de ±60° (Caso 2) 
Na Figura 16 são mostrados os resultados modelados para o Caso 2 para os instantes 

inicial (Figura 16.a), 0.5x104h em (Figura 16.b), 1x104h em (Figura 16.c) e 2 x104h em 

(Figura 16.d), neste caso são consideradas ondas de altura 1m oblíquas à costa, das 

direções +60° e -60°, com a mesma probabilidade de ocorrência. Assim como no Caso 

1 os resultados modelados neste trabalho são semelhantes ao encontrados por Serizawa 

et al. (2012), como mostrado na Figura 17. 

O resultado obtido para a incidência de ondas oblíquas, de mesma altura e 

probabilidades iguais de ocorrência para +60° e -60° mostra que no início da simulação 

numérica há a formação de barras assimétricas de areia (Figura 17.b), sendo que com 

o passar do tempo as barras de areia se tornam maiores e mais simétricas, como 

mostrado nas Figura 17.c e Figura 17.d. Neste caso, acompanhado do aumento das 

barras arenosas há também uma diminuição destas. 

A formação de barras assimétricas no início da simulação está ligada a probabilidade 

da onda se propagar de +60° ou -60°. Como no início da simulação há um desbalanço 

entre as direções das ondas geradas, consequentemente há desbalanço no transporte de 

sedimentos, fazendo com que haja a formação de barras irregulares. Com o passar do 

tempo, como as ondas tem a mesma probabilidade de ocorrência, a formação das barras 

arenosas se torna simétrica, comportamento semelhante foi observado por Serizawa et 

al. (2012) e Ashton e Murray (2006). 

Estes autores também apontam que a diminuição das barras arenosas está relacionada 

ao próprio crescimento das barras arenosas, uma vez que com o crescimento das barras 
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Figura 16 - Evolução do leito marinho para o Caso 1 para a profundidade inicial (a), 0.5x104h em (b), 
1x104h em (c) e 2x104h em (d). Unidades (m). 

 

Fonte: produção do autor. 
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Figura 17 - Resultados de evolução do leito marinho para o Caso 1 para 0 steps (a), 0.5x104 steps (b), 
1x104 steps (c) e 2x104h (d). Cada step corresponde a 0.5h. 

 

Fonte: adaptado de Serizawa et al. (2012). 

há um efeito de sombreamento das ondas maior, com isso o transporte de sedimentos 

nas barras menores é cessado, uma vez que não há geração de correntes pelas ondas. 

Na Figura 18 é mostrado a evolução do campo de ondas para a direção de +60° e na 

Figura 19 é mostrado a evolução do campo de ondas para a direção de -60°. Os 

resultados modelados da propagação de ondas mostram que para os dois casos (+60° e 

-60°) as barras arenosas geram uma zona de sombra que, no caso em que as barras 

estão desenvolvidas (Figura 18.c-d e Figura 19.c-d), é capaz de atingir as barras 

adjacentes.  

Quando uma barra arenosa grande se desenvolve (como as mostradas na Figura 16), 

as barras menores são absorvidas pelas barras maiores, aumentando ainda mais o 

tamanho destas barras. Este processo é retroalimentado, causando o declínio das barras 

menores e aumento das barras maiores. Este mecanismo é descrito por Ashton e Murray 

(2006) como principal gerador de barras arenosas em ambientes costeiros. 
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Figura 18 - Campo de ondas (altura significativa e direção) simulado para o instante inicial (a), 
0.5x104h em (b), 1x104h em (c) e 2x104h em (d) para direção +60°. Unidades (m). 

 
Fonte: produção do autor. 
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Figura 19 - Campo de ondas (altura significativa e direção) simulado para o instante inicial (a), 
0.5x104h em (b), 1x104h em (c) e 2x104h em (d) para direção -60° para o Caso 2. Unidades (m). 

 
Fonte: produção do autor. 
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Assim como no Caso 1 foram encontradas instabilidades no cálculo da evolução do leito 

marinho, contudo em menos locais, comparado ao Caso 1, como mostrado na Figura 

20.c, estando relacionadas as cavas das barras arenosas. Neste caso as maiores taxas de 

transporte de sedimento estão relacionadas à crista e na face das barras arenosas 

atingidas pelas ondas (Figura 20.d), região em que está localizada a maior propagação 

da barra arenosa em direção ao mar aberto. 

Figura 20 - Altura significativa e direção de ondas (a), campo de velocidade (b) em m/s, batimetria (c) 
em m e taxa de transporte de sedimentos (d) em m³/m/s para o instante final da simulação com zoom 
na barra arenosa. 

 
Fonte: produção do autor. 

7.3.3 Ondas Oblíquas de ±60° com diferentes alturas (Caso 3) 

Na Figura 21 são mostrados os resultados da evolução do leito marinho sujeito a ondas 

oblíquas provenientes de +60° e -60°, com probabilidade de ocorrência de 65% de 

ocorrência para ondas provenientes de +60° e 35% de probabilidade de ocorrência para 
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ondas provenientes de -60°, sendo que estas últimas possuem a metade da altura das 

ondas provenientes de +60°. 

Figura 21 - Evolução do leito marinho para o Caso 3 para a profundidade inicial (a), 0.5x104h em (b), 
1x104h em (c) e 2x104h em (d). Unidades (m). 

 
Fonte: produção do autor. 
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No caso 3 é possível notar que o padrão rítmico formado pela evolução leito é soma dos 

padrões encontrados nos Caso 1 e Caso 2. Como as ondas de maiores alturas e maior 

persistência são provenientes de +60°, o transporte líquido de sedimento é dirigido da 

esquerda para a direita formando estruturas do tipo cordões somadas aos cúspides. O 

padrão de evolução do leito encontrado neste trabalho é semelhante ao encontrado por 

Serizawa et al. (2012) – Figura 22. 

Figura 22 - Resultados de evolução do leito marinho para o Caso 3 para 0 steps (a), 0.5x104 steps (b), 
1x104 steps (c) e 2x104h (d). Cada step corresponde a 0.5h. 

 

Fonte: adaptado de Serizawa (2012). 

A evolução do leito neste caso se inicia com a formação de cúspides irregulares (como 

visto na Figura 21.b). As ondas provenientes de +60° (Figura 23) geram uma zona de 

sombra menor (alturas menores 0.4m) que aquelas provenientes de -60° (Figura 24), 

fazendo com haja um maior transporte de sedimento da direita para esquerda, enquanto 

as ondas provenientes da direção geram zonas de sombra com alturas menores com 

0.4m menores, como visto na Figura 24.c-d. Neste caso para ondas pequenas o 

transporte de sedimentos é diminuído. O padrão de formação de cordões está ligado 

também à persistência das ondas de +60°, que ocorrem em 65% da simulação. 

Uma vez que os cordões começam a se formar (Figura 21.c), eles começam a se 

desenvolver na direção de propagação das ondas de +60° e em direção ao mar. Esses 
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cordões atuam gerando zona de sombra sobre os cúspides menores, que são absorvidos 

formando as estruturas cordão-cúspide (Figura 21.d). 
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Figura 23 - Campo de ondas (altura significativa e direção) simulado para o instante inicial (a), 
0.5x104h em (b), 1x104h em (c) e 2x104h em (d) para direção +60° para o Caso 3. Unidades (m). 

 

Fonte: produção do autor. 
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Figura 24 - Campo de ondas (altura significativa e direção) simulado para o instante inicial (a), 
0.5x104h em (b), 1x104h em (c) e 2x104h em (d) para direção -60° para o Caso 3. Unidades (m). 

 

Fonte: produção do autor. 
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No Caso 3 foram encontradas as maiores instabilidades dentre os três casos, 

principalmente no cordão mais à direita (Figura 25). 

Figura 25 - Altura significativa e direção de ondas (a), campo de velocidade (b) em m/s, batimetria (c) 
em m e taxa de transporte de sedimentos (d) em m³/m/s para o instante final da simulação com zoom 
na barra arenosa. 

 
Fonte: produção do autor. 

Neste caso, na face do cordão exposta à ação das ondas provenientes de +60° há a 

formação de uma protuberância (Figura 25.c), não observada nos resultados de 

Serizawa et al. (2012). Isto se deve provavelmente ao desbalanço do transporte de 

sedimentos sob o cordão arenoso (Figura 25.c) gerado pelas diferenças de velocidades 

ao longo do cordão arenoso. O transporte de sedimentos no modelo de Serizawa et al. 

(2012) é calculado em função da altura das ondas, que ao longo da face do cordão 
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arenoso é praticamente constante (Figura 25.a), gerando um transporte de sedimento 

constante no cordão arenoso, não gerando instabilidades e novas formações arenosas. 
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8 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

8.1 CONCLUSÕES 

Neste trabalho foi implementado um modelo de transporte de sedimentos e evolução 

do leito para o cálculo da evolução de estruturas rítmicas geradas por ação das ondas 

de gravidade. Para o modelo de sedimentos foi proposto neste trabalho um termo 

adicional para o cálculo da eficiência do transporte de sedimentos. 

Um modelo de águas rasas baseado na solução numérica das equações de águas rasas 

foi aplicado para o cálculo do transporte de sedimentos e evolução do leito em um canal 

(dados do projeto CRIEPI – LIP 11 D Delta Flume Project). Os resultados do modelo 

de águas rasas foram comparados com os resultados obtidos para um canal com 

obstáculo trapezoidal (dados de BEIJI e BATTJES, 1994), em que foi encontrado uma 

boa concordância entre os dados medidos e modelados, sendo que os erros encontrados 

são atribuídos aos efeitos não-lineares de ondas. 

Para o cálculo do transporte sedimentos e evolução do leito foi implementado um 

modelo baseado na equação de Bagnold (1963), incluindo os efeitos de pressão, 

gravidade e declividade do terreno. Adicionalmente foram testadas cinco formulações 

de eficiência, sendo uma das formulações proposta em função da velocidade do 

escoamento. O modelo de evolução do leito foi implementado baseando-se na equação 

de balanço de sedimento de fundo. 

O modelo desenvolvido mostrou boa concordância com os dados medidos para todas as 

formulações de eficiência de transporte aplicadas. O transporte de sedimentos calculado 

utilizando-se a formulação proposta para a eficiência do transporte de sedimentos foi 

capaz de representar com maior fidelidade região em que as velocidades foram maiores, 

porém nas regiões de maior profundidade o comportamento de todas as equações 

aplicadas foi semelhante, com subestimação das taxas de transporte de sedimentos. 
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O modelo bi-dimensional de evolução do leito marinho foi aplicado satisfatoriamente 

para a solução da evolução de estruturas rítmicas devido à ação de ondas. Foram 

considerados 3 casos: ondas oblíquas de +60°, ondas oblíquas de ±60° e ondas oblíquas 

de ±60° com alturas diferentes. Em todos os casos analisados o modelo numérico foi 

capaz de reproduzir o padrão de evolução das estruturas rítmicas da costa, sujeitas a 

ação das ondas. Diferenças entre o modelo proposto e os resultados apresentados por 

Serizawa et al. (2012) são atribuídas à formulação utilizada para o cálculo do transporte 

de sedimentos utilizado neste trabalho. Os resultados encontrados mostram que o 

modelo de evolução do leito pode ser utilizado para o cálculo de mudanças morfológicas 

induzidas por ondas em ambiente costeiro. 

8.2 RECOMENDAÇÕES 

A simulação do transporte de sedimentos, principalmente em regiões costeiras, tem sido 

um desafio devido à complexidade dos vários agentes físicos que atuam no transporte 

de sedimentos. O modelo energético de Bagnold (1993) tem evoluído incorporando 

vários processos físicos que atuam no transporte de sedimentos, como a declividade do 

leito, a gravidade e o efeito da pressão.  

A eficiência do transporte de sedimentos neste tipo de modelo tem sido considerada 

constante e/ou com perfis constantes de eficiência. A eficiência adicional implementada 

neste trabalho, mesmo sem sentido físico, parece ser uma boa estimativa inicial para 

obter uma eficiência de transporte de sedimentos que possua variação com a velocidade 

do escoamento. Maior pesquisa é necessária para determinar valores de eficiência de 

transporte de sedimentos que possam resolver o problema do transporte de sedimentos, 

principalmente em regiões de maiores profundidades. 

O modelo de evolução do leito foi capaz de representar a evolução de estruturas 

rítmicas, contudo ainda há a geração de instabilidades. O estudo de outros casos de 
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evolução do leito e da costa derivados por onda devem ser avaliados para inferir se o 

modelo é capaz de resolver a evolução do leito em condições mais complexas. 

A implementação do modelo de evolução morfológica foi realizada em uma grade do 

tipo regular. Para representar ambientes mais complexos é necessária a implementação 

do modelo em grades do tipo curvilínea. A interface entre o modelo 

hidrodinâmico/ondas e o modelo de evolução do leito deve ser melhorada.  
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