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Resumo

Neste trabalho, sdo apresentados alguns teoremas fundamentais na area de
Geometria Simplética, como o Teorema de Darboux ou o Teorema nonsqueezing
de Gromov. Além disso, estudamos a existéncia de érbitas periédicas de sistemas
hamiltonianos. A ferramenta principal utilizada para obter os resultados foi a
capacidade de Hofer-Zehnder.

Palavras-chave: topologia simplética, sistemas hamiltonianos, 6rbitas
periddicas, capacidade simplética.



Abstract

This dissertation presents some fundamental theorems on Symplectic Geome-
try including Darboux’s theorem and Gromov’s nonsqueezing theorem. Further-
more, we study the existence of periodic orbits of hamiltonians systems. The
Hofer-Zehnder capacity was the main tool used to obtain the results.

Key-Words: symplectic topology, hamiltonians systems, periodic orbits,
symplectic capacity.
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Introducao

Este trabalho é resultado de um estudo introdutério de Geometria Simplética
realizado pelo autor através, principalmente, do livro Symplectic Invariants and
Hamiltonian Dynamics dos autores H. Hofer e E. Zehnder ([HZ11]), e tem como
objetivo entregar uma nocao inicial do tema e resultados nao triviais obtidos
pelos autores do livro citado.

A Geometria Simplética é um ramo da Geometria Diferencial que estuda
as estruturas simpléticas, tendo como origem uma formulacao geométrica da
mecanica classica dada por W. R. Hamilton. Os tépicos da area apresentados
no texto sao propriedades de uma variedade simplética, mergulhos entre vari-
edades deste tipo, invariantes simpléticos e a relacao com sistemas dinamicos.
As préximas linhas desta introducéo sdo dedicadas a discutir o conteido da
dissertacao na separagao de seus capitulos.

No Capitulo 1 sao apresentados os conceitos basicos utilizados no texto tais
como: uma estrutura simplética em um espago vetorial, o espago simplético
canénico (R?™,wyp), a nogao de simplectomorfismos, a definicio de variedade
simplética, a estrutura simplética canonica de um fibrado cotangente, o Teorema
de Darboux, o volume como invariante simplético e a espessura simplética.

No Capitulo 2 definimos, na primeira se¢do, o conceito de um campo ve-
torial Hamiltoniano de uma fungao suave H, a relagao desta definicao com as
equagoes classicas Hamiltonianas e a caracteristica simplética de fluxos gera-
dos por tais campos. Na segunda secao, introduzimos o problema de rigidez
de mergulhos simpléticos e apresentamos invariantes simpléticos lineares entre
elipsoides. Na terceira secao sao apresentadas as equagoes de Euler-Lagrange
e sua relacao com as equagoes Hamiltonianas utilizando técnicas de Calculo
Variacional. Na tltima segao, mostramos a existéncia de orbitas periédicas de
campos Hamiltonianos em determinadas superficies de energia.

O Capitulo 3 tem como objetivo apresentar o conceito de capacidade sim-
plética, bem como a existéncia de uma fungao deste tipo (capacidade de Hofer-
Zehnder) e algumas consequéncias tais como o Teorema nonsqueezing de Gro-
mov e a existéncia de solugoes periddicas de equagoes Hamiltonianas em su-
perficies de Energia. Neste capitulo sdo utilizadas técnicas de Andlise Funcio-
nal.

Por fim, o Capitulo 4 traz interpretagdes geométricas dos resultados obtidos
em superficies de energia, assim como a Conjectura de Weinstein sobre existéncia
de caracteristicas fechadas em hiperficies de contato.

No final deste trabalho, se encontra um Apéndice onde sdo estabelecidas
algumas notagoes e apresentados alguns resultados, tais como a Férmula de
Euler para fungdes homogéneas e a Férmula Mégica de Cartan, e defini¢oes que
foram tteis no desenvolvimento do texto.
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E importante destacar que a grande maioria do contetido apresentado neste
trabalho foi baseada no livro guia dos autores H. Hofer e E. Zehnder, além de
que, exceto a Figura [d] as ilustragoes contidas no trabalho foram retiradas de
tal livro.
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Capitulo 1

Estruturas Simpléticas

1.1 Espacos Vetoriais Simpléticos

Definicao 1.1.1. Um espago vetorial simplético (V,w) € um espago vetorial
real de dimensdo finita V. munido de uma forma bilinear w antissimétrica e nao
degenerada, isto €,

(i) w(u,v) = —w(v,u) (W € antissimétrica);
(i) Yu # 0 €V, existe v € V tal que w(u,v) # 0 (w € ndo degenerada,).
Essa tultima condicao equivale a pedir que a aplicacao
wt Voo v
v o= w,) (1.1)

seja um isomorfismo linear de V sobre o espaco dual V*. De fato, a condigao
equivale a dizer que o nticleo da aplicacdo w? é trivial e como se sabe, tal
fato ocorre se, e somente se, a aplicagao ¢ injetiva. Combinando o que foi dito
com o fato de que dim V' = dim V*, obtemos o que foi afirmado.

Exemplo 1.1.2. Chamamos de espaco vetorial simplético candénico o espaco

(R?™ wp) com wo(u,v) = (Ju,v),Yu,v € R*™ sendo (-,-) o produto interno
euclidiano em R?" e J a matriz 2n x 2n definida por
0 I,
I 12

sequndo a representacdo R?" = R™ x R", onde I,, é a matriz identidade n x n.
Observe que J € matriz escrita em blocos com det J # 0 e como

r [0 -I, 0 I,]_
e P e A

I, O
temos que wy € nao degenerada e antissimétrica.
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A matriz J do exemplo acima verifica J7 = J~! = —J. Em particular,
J? = —I, e wolu, Jv) = (Ju,Jv) = (u,JTJv) = (u,v). Dai, J pode ser
identificada com uma estrutura complexa em R?" compativel com o produto
interno Euclidiano. Mais geralmente, dado um espago vetorial real V|, uma
transformacdo linear J: V — V satisfazendo J? = —Id: V — V diz-se uma
estrutura complexa em V. Quando (V,w) é um espago vetorial simplético e
w(-,J+) define um produto interno em V', diz-se que a forma simplética w é
compativel com a estrutura complexa J. Existindo uma tal estrutura complexa
J, conseguimos ver um espacgo vetorial real V' de dimensao 2n como um espago
vetorial complexo de dimensao complexa n pondo

(a+if)v=av+ pJu,Va, EReveV.

No exemplo (R?",wp), podemos identificar R?" com C" de maneira usual
pela aplicagdo que leva z = (z,y) € R™ X R" em z + iy € C". Dessa forma, se
v =+ iy € C" identificamos v com (z,y) € R™ x R" e dal Jv = (y,—x) =
y—ix = —i(x+iy) = —iv e logo, a aplicacdo linear J corresponde & multiplicagido
por -i em C™.

Observe que toda matriz pode ser identificada com uma transformacao linear
e vice-versa. De agora em diante, nao faremos diferenga entre os conceitos de
matrizes e transformagoes lineares, isto é, quando tratarmos uma transformagao
linear como uma matriz sem aviso, deve-se interpretar que estamos identificando
a aplicacao com a matriz que cumpre o papel da transformagcao segundo a base
canédnica do espaco R?".

No que segue, salvo avisado o contrdrio, V = (V,w) é um espaco veto-
rial simplético. Diremos que v é ortogonal a u relativo a forma w, ou
simpleticamente ortogonal a u, e escreveremos v L, u se w(v,u) = 0.

Definicao 1.1.3. Se E € um subespaco vetorial de V', definimos seu ortogonal
simplético, como o subespacgo:

EY ={ueV]|wu) =0VYveE}.

Claramente, E“ também é um subespago vetorial de V e, por w ser nao
degenerada, segue-se que

dim E + dim E¥ = dim V. (1.3)

De fato, escolhendo uma base {e1, ea, ..., e4} em F, o subespago E* é o nicleo dos
funcionais lineares w(ej,-) em V que, pelo isomorfismo , sao linearmente
independentes em V*. Portanto, temos que E“ é o espago das solugbes do
sistema de equagoes em V'

w(er,v) =0
w(eg,v) =0

w(eq,v) =0

e daf segue a afirmacdo (|1.3). Além disso, da antissimetria de w, temos u L,
v< v Ly, uelogo de ([L1.3) obtemos

(B*)* = E.

13



Podemos observar sem esforcos que o conceito de ortogonalidade na geometria
simplética difere nitidamente do conceito de ortogonalidade na geometria eucli-
diana. Por exemplo, E' e E“ nao precisam ser espagos complementares, isto é,
E ® E“Y =V. De veras, ja que w é antissimétrica, todo vetor v € V' é simpleti-
camente ortogonal a si proprio e dessa forma, se £ é um subespaco vetorial de
V com dim E = 1, entdo E C E“(ver Exemplo .

Sendo E C V subespago vetorial, podemos restringir a forma bilinear w a
E. Assim, a restricio w|g := w|gx g é obviamente antissimétrica mas, em geral,
falha em ser nao degenerada. Das defini¢oes acima, concluimos que w|g é nao
degenerada se, e somente se, £ N EY = {0}.

Definigao 1.1.4. Um subespago vetorial E C V € dito:
e Subespago simplético quando (E,w|g) € espago vetorial simplético.

e Subespago isotropico quando E C E¥, isto é, quando w(vy,v2) = 0 para
quaisquer v1,ve € E.

Exemplo 1.1.5. Sejam (R?",wq) o espaco vetorial simplético candnico e e; =
(1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0), ..., e2, = (0,0, ..., 1) os vetores da base canénica
do espago vetorial R*™. O subespaco E = span{ei,e,i1} € um subespaco

s

simplético. De fato, como wy € antissimétrica em R?™, wo|p € antissimétrica
em FE e seu e v sao vetores em E, temos:

wo(u,v) = wo(ure; +usept1,vier + vaeni)
(J(ure1 + ugeny1),v1€1 + V2€p41)
(uger — ur€nq1,v1€1 + V2€ni1)

= (uger,vier) + (uger,vaeni1) +
(—ureny1,v1€1) + (—U1€n41, V2€n41)

= U201 — U1V2

+

onde u = uje] + usep4+1 € v = viey + vaeny1. Logo, se u é um vetor nao nulo
em E, basta escolhermos v € E de modo que usv, — u1vs seja diferente de zero
para concluirmos que wo|g € ndo degenerada em E.

Exemplo 1.1.6. Todo subespaco de dimensao 1 em um espago vetorial sim-
plético € isotrépico.

Exemplo 1.1.7. [dS04, Homework 1, Exercise 5] Se E C V € um subespa¢o
isotropico, entdo dim E < %dimV. Com efeito, E C E“ nos dd dimE <
dim E“ e daf,

dimV =dimF +dimE¥ >dimFE +dim E = 2dim E.
onde a primeira igualdade vem de (1.3)). Portanto, %dimV > dim F.

Do comentdrio anterior a defini¢ao, concluimos que E é subespago simplético
de V se, e somente se, EN E* = {0}. Mas devido a (L.3), esta tltima condigao
vale precisamente se E e E“ sdo complementares, ou seja, £ @ E¥ = V. Além
disso, pela simetria de E N E¥ = {0}, concluimos que F é subespago simplético
de V se, e somente se, £ também o é.

14



Foi dada uma atencgdo especial ao espaco simplético canonico (R?",wq) e
uma justificativa de tal feito é dada pela proposicao abaixo, que nos mostra que
todo espaco simplético se parece com (R?",wyp), no seguinte sentido:

Proposigao 1.1.8. Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Entdo, a di-
mensdo de V € par. Além disso, se dimV = 2n, entao existe uma base
{e1,€e2, .., €ny f1,0y fn} de V satisfazendo parai,j =1,2,...,n,

onde 0;; € o delta de Kronecker.

Demonstra¢ao. Escolha qualquer vetor e; # 0 em V. Como w é ndo degenerada,
existe v € V satisfazendo w(u,e;) # 0. Podemos entdo normalizar pondo
f1 = au tal que

w(fi,er) =1.

Consequentemente, ji que w é antissimétrica, fi; e e; sao linearmente inde-
pendentes e logo, E1 = span{ey, f1} é um subespagco simplético de dimensao 2.
Se dim V' = 2, a proposigao estd provada. Se dimV > 2, aplicamos o mesmo
argumento ao subespago simplético E“ que por possui dimensao igual a
dim V' — 2 e encontramos outro subespaco simplético de dimensao 2, digamos
Es5 = span{es, fo} C E“. Dali, podemos repetir o processo novamente com o
subespago simplético (Ey & E»)“ e iterando este procedimento uma quantidade
finita de vezes (n se dim V' = 2n), encontramos a base {e1, es, ..., en, f1, ..., fn}
de V. O

Uma base como a dada pela proposicao acima é chamada base simplética
ou base candnica de V. Representando u,v € V nessa base por

n

w="Y (6 +Tnr;f;)

j=1

n
v=Y (yiej + Ynsifi)
j=1

e usando as propriedades desta base, obtemos

n n

wlu,v) = w > (@jes+Tagifi)s Y (Uies + ynisfi)
j=1 j=1

n n

= > w(@ies yniifi) + Y wl@nrifj y5e5)

i=1 =1
n n
S s+ Yty = )
j=1 j=1

onde J é a matriz definida anteriormente em ((1.2]) e consideramos
x=(x1,...,22n) € y = (Y1, ..., Y2n ). Portanto,

15



Observe que os subespacos V; = span{e;, f;} sdo simpleticamente ortogonais se
1 # j e portanto, o espaco vetorial V' pode ser escrito como a soma direta:

V="olhe.. .oV,
de subespacos simpléticos V; de dimensao 2. Com respeito & base

{elvflae2)f27 vy En, fn}a

a forma bilinear w é representada pela matriz 2n x 2n

o1 -
(N o '
0 1
0 (1 0) 0 - 0

Y]

o que significa que w(u,v) = uTJv sendo J a matriz acima. Observe que J e .J
representam a mesma transformacao linear nas bases {e1, ea, ..., en, f1, fa, ..., fn}

(com escrita & = (21,22, .+, Tn, Y1, Y2, Yn)) € {€1, f1, €2, f2, s n, fu} de R?"
(com escrita x = (x1,y1, T2, Y2, -, Tn, Yn)), respectivamente.

Definigao 1.1.9. Uma transformagdo linear A: V. — V de um espago vetorial
stmplético (V,w) € chamada simplética se A*w = w.

Na definicao acima, A*w é a 2-forma pullback de w via A dada por
A*w(u,v) = w(Au, Av).

No espago canénico (R?",wp), A*w(u,v) = w(Au, Av) = (JAu, Av). Por-
tanto, uma matriz (ou transformagao linear) A é simplética, se e somente se,
(JAu, Av) = (Ju,v) para todo u,v € R?". Equivalentemente,

A é simplética < ATJA=J.

Observacao 1.1.10. Da 7ltima igualdade acima, obtemos (det A)? = 1 para
toda matriz simplética A. Em verdade, vale que det A = 1, ou seja, toda matriz
simplética preserva volume. De fato, introduzindo z = (x,y) € R* e usando a
linguagem de formas diferenciais, podemos escrever

n
Wy = Zdy] A dl‘j
j=1

e sendo wy nao degenerada, temos que a 2n-forma
N =wj =wogAwy A ... \wy (n vezes)

¢ uma forma volume em R*™, digamos Q = ¢ dxy A... Ndxp, Ndyy A ... Ady, com
constante ¢ # 0. Agora,
A*Q = (det A)Q

16



(v. por exemplo [Leel2, Proposition 14.20 (Pullback Formula for Top-Degree
Forms), p.361]). Por outro lado, sendo A simplética, temos

A'Q = A*(wo VAN /\wo) = A*wo AR /\A*wo =woN\... N\wg = Q

pelo comportamento distributivo do pullback com o produto exterior. Dat,
det A =1 como afirmado.

)

Definigao 1.1.11. O conjunto de todas as matrizes simpléticas em (R*", wq) é
denotado por Sp(n).

Proposigao 1.1.12. Se A, B € Sp(n) entdo A=, AB € Sp(n). Mais ainda,
AT € Sp(n) e J € Sp(n).

Demonstragdo. Sendo A uma matriz simplética, temos AT JA = J e multipli-
cando por A~1 A direita e por (A7) "1 & esquerda, obtemos J = (AT)"1JjA"! =
(A"HTJA! e entdo A~1 € Sp(n). Tomando o inverso em ambos os lados
da tltima igualdade, obtemos J~ ' = AJ'AT e ji que J ' = —J, con-
clufmos que J = AJAT = (AT)TJAT | ou seja, AT € Sp(n). Se B é também
matriz simplética, temos (AB)TJ(AB) = BTATJAB = BTJB = J e logo,
AB € Sp(n). Por fim, JTJJ = —JJJ = I,,J = J, donde J € Sp(n). O

A proposigdo acima, em particular, mostra que Sp(n) é um grupo com a
operacao de multiplicacao de matrizes fechado com a transposicao. Este grupo
é um dos cléssicos grupos de Lie, isto é, um grupo com estrutura de variedade
diferencidvel com a propriedade de que as operagbes do grupo sdo suaves (v.
por exemplo [Leel2) p.30-33]).

Exemplo 1.1.13. Seja U wma matriz 2n X 2n escrita em forma de blocos
A B
v=(¢ 1)
com respeito & escrita R?™ =R"™ x R™. O cdlculo

0 L\ _,_yryy_ (~CTA+ATC —CTB+ATD
I, 0)~77 ~\-DTA+BTC -DTB+BTD

nos mostra que U é simplética, se e somente se ATC e BT D sdo simétricas e
ATD — CTB = I,,. Se, em particular, B = 0, concluimos que U é simplética
se, e somente se, A é nao singular e U pode ser escrita como

U:@ (ATOV) (é (1))

sendo S = ATC uma matriz simétrica. De fato, sendo B =0 e U simplética,
temos ATD = 1I,, e logo, D = (AT)~1.

Definicao 1.1.14. Uma transformagao linear A: (Vi,w1) — (Va,we) entre
espacos vetoriais simpléticos € dita simplética se A*ws = wy, onde
(A*wa)(u,v) = wa(Au, Av) para quaisquer u,v € Vi.
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Observe que, com respeito & definicao acima, se existir u € V3\{0} satis-
fazendo Au = 0, temos (A*ws)(u,v) = w2(0,v) = 0 Vv € Vi e logo, A*ws
é degenerada. Portanto, toda transformacao linear simplética é injetiva. Em
particular, dim V; < dim V5.

Assim como todos espacgos vetoriais normados de mesma dimensao sdo iso-
morfos, da Proposicao [1.1.§] segue-se que: dados dois espagos vetoriais simplé-
ticos de mesma dimensao, temos que estes sao simpleticamente indistinguiveis.
A proposicao abaixo confirma este fato.

Proposicao 1.1.15. Se (V1,w1) e (Va,ws) sdo dois espagos vetoriais simpléticos
com a mesma dimensdo, entdo existe um isomorfismo linear simplético, isto €,
um isomorfismo A: Vi — Vo satisfazendo A*wy = wy.

Demonstragdo. Escolhendo bases simpléticas {e;, f;} em (Vi,w1) e {¢j, f;} em
(Va,w2) obtidas pela Proposicao definimos a transformagao linear

A: V1 — VQ
pondo R
A@j:éj eAfj:fj, jZl,Q,...,’I’L
Dai,
(A*wa)(u,v) = wa(Au, Av)
= wn [ A D (wje; +uify) | A D (ties +kif
j=1 j=1
= w2 Z Tj€; +yjfj Z(tjéj +kjfj)
=1 j=1
= W2 Z.’L’jéj,ztjéj + wo ZCEjéj,ijfj
j=1 j=1 j=1 j=1
+ow [ D ouifi Y ot | e [ Do wifi Y kif
j=1 j=1 j=1 j=1
= > (walwes, kyfy) +walysfi tie5)
j=1
= Z(yjtj —l‘jkj) :wl(u,v)
j=1
onde u = >0 (zje; +y;f;) e v = 30 (tje; + k;jf;) e isso demonstra a
proposicao. O
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1.2 Simplectomorfismos e Variedades
Simpléticas

Definigao 1.2.1. Um difeomorfismo ¢: U — V entre abertos U eV de (R®", wp)
é chamado de simplectomorfismo (ou difeomorfismo simplético) quando

@ wy = wy.
Por definigao, sendo w uma 2-forma qualquer, temos

(¢*w)z (@, b) = wy(a) (dip(z)a, dp(x)b)

para x em R?" e para quaisquer a e b em T,R?" = R?". Aqui dp(z) denota a
derivada da aplicacao ¢ no ponto z, representada na base candnica, pela matriz
Jacobiana.
Da definicdo de wy, segue-se que um difeomorfismo ¢ de R?" é simplético
se, e somente se
do(x)T Jdp(z) = J ,x € R*™,

Assim, dp(x) é uma matriz simplética e, em particular,
detdp(z) =1

e dai, difeomorfismos simpléticos preservam volume. Esta propriedade caracte-
riza totalmente os simplectomorfismos quando n = 1. Em outras palavras, ¢ é
um simplectomorfismo em R? se, e somente se, ¢ preserva area. Entretanto, se
n > 1, veremos que a classe dos difeomorfismos simpléticos é um subconjunto
préprio da classe dos difeomorfismos que preservam volume.

Uma importante propriedade de difeomorfismos simpléticos em (R?",wy)
é que estes preservam a acao de curvas fechadas. Considere as coordenadas
(X1, eeey Ty Y1, -, Yn) €m R e observe que sendo

n
A= Z yjdxj,
j=1
temos

A\ = ; (; aﬂm) Adx; = ;dyj Adzj = wo,

onde d denota a derivada exterior (ou derivada de De Rham). Isto ¢, wy é uma
forma exata. Portanto, como ¢ é um simplectomorfismo, A — p*\ é uma forma
fechada. De fato,

d(A— @A) =dX —d(p™ ) = d\ — @"d\ = wp — ¢ wy = 0.

Pelo Lema de Poincaré (v. por exemplo [Leel2] Theorem 11.11, p.278]), existe
uma funcdo F': R?” — R tal que

A—p*A=dF.

Se v é uma curva fechada simples e orientada, integrando a tltima igualdade,

obtemos
/ = / 90*)\ = / A
vy Y e (7)
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ja que a integral de uma forma exata sobre uma curva fechada se anula. Defi-
nindo a agio A(vy) de uma curva fechada por

Am =[x er

concluimos que
Ale(v)) = A() (1.4)

isto é, ¢ deixa a agao invariante.
Reciprocamente, se um difeomorfismo ¢ de R?" cumpre ((1.4) para todas as
curvas fechadas em R?", ¢ é simplético. Com efeito,

A(p(y)) = A(y) para toda curva fechada ~

/ A— / A = 0 para toda curva fechada ~
¥ ()

4

/(/\ — ¢*\) = 0 para toda curva fechada ~
.

A — ¥\ é exata
dA—¢*A) =0
= p wy = wp.

Pl

Parametrizando a curva v por x(t), com t € [0,1] e z(0) = z(1), temos
n

A(y) =/7A = /é:lyjd%=/olw* > yjdz; (1.5)

1

:/O ;yj(x(t))d;; dt

n t=1 S dy;

—_ oy _ 29T

= >ul, A > W ar
J J
1

1
= 5/0 (—Jz, z)dt

usando o método de integragao por partes.
Exemplos de difeomorfismos simpléticos sdo gerados pelos chamados campos
vetoriais Hamiltonianos, sobre os quais falaremos em breve.

Definicao 1.2.2. Uma estrutura simplética numa variedade diferencidvel M de
dimensao par € uma 2-forma w em M satisfazendo:

(i) w € fechada (dw = 0).
(i) w € nao degenerada.

A condigao (i) acima significa que para todo espago tangente T,M, x € M,
temos:
wy(u,v) =0Yv € T, M = u=0.

O par (M,w) € entdo chamado de variedade simplética.
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Observe que se (M,w) é uma variedade simplética, entdo (T, M,w,) é um
espago vetorial simplético para todo x em M. Portanto, a condicao na dimensao
da variedade diferenciavel M é realmente necessaria para que M admita uma
estrutura deste tipo.

Exemplo 1.2.3. (R?" wg) € uma variedade simplética. De fato, wy é uma
2-forma constante e logo, dwy = 0 e T,R?*™ = R?" Yz € R?",

Exemplo 1.2.4. Toda variedade compacta, orientdvel e conexa de dimensdo 2
admite estrutura simplética. Com efeito, sejam M wvariedade nessas condigoes
e w uma forma volume em M. Temos portanto w nao degenerada. Além disso,
sendo w uma 2-forma numa variedade de dimensdo 2, temos dw = 0. Em
particular, a esfera S* = {(z1,x9,23) € R3; 23 + 23 + 23 = 1} admite estrutra
simplética. Um exemplo de estrutura simplética em S? é a 2-forma:

wp(u,v) = (p,u x v), para u,v € T,S* = {p}*.

De fato, w, = (p,(-,")) s6 € identicamente nula quando p = 0 ¢ S* (v. por
exemplo [dS04, Example, p. 6]).

1.2.1 Fibrado Cotangente

Seja (Q uma variedade suave. Para cada p € @), definimos o espago cotan-
gente em p, denotado por 77Q), como o espago dual do espaco tangente em

p:
T;Q = (TpQ)*'
O fibrado cotangente de Q é o conjunto 7*Q = {(p,&) | p€ Q e { € T, Q}.

Proposicao 1.2.5. O fibrado cotangente T*Q de uma variedade diferencidvel
Q de dimensao n € uma variedade diferencidvel de dimensdo 2n.

Demonstragao. Seja A = {(U, fu)} uma estrutura diferencidvel para @). Assim,
para cada p € @, existe um aberto U de ) e uma carta fy tal que

fU: Uu — R"
p = (xl(p)va(p)v“'vxn(p))'
Defina a aplicacdo fr: T*U — R?™ pondo

fup,€) = (z1(p), 22(p), ..., zn(p), £1(), &2(p), .., &n (D))

onde & = Z?:l & (p)(dxj), € TrQ. Vamos ver que A = {(T*U, fy)} ¢ uma
estrutura diferencidvel para T*Q: se (U, fy) e (U’, fys) sdo cartas em A tais
que g € UNU’, temos que se € € T;Q vale:

£= 3 6@, = Y 62 w) Zg J(dy)s
j=1

1,j=1

onde (z1, %3, ...,Zn) sdo as coordenadas locais com respeito a carta fy,
(y1, Y2, -, Yn) sd0 as coordenadas locais com respeito a carta fy: e

Z@(ax])
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é suave. Logo, munida de tal estrutura, 7% é uma variedade suave de dimensao
2n. O

Construiremos agora uma importante classe de exemplos de formas sim-
pléticas, chamadas formas candnicas no fibrado cotangente T*(@Q da variedade

Q.
Seja fy: T*U — R2?" seguindo as ideias da demonstracdo da Proposi(;éom
Definimos uma 2-forma w em T*U pondo

W = zn:dfj /\d:lij.

Jj=1

Para verificarmos que a defini¢ao acima nao depende das coordenadas escolhidas,
consideremos a 1-forma em 7*U

o = Zgjd.’lﬁj
j=1

Observe que da = 377 | >0 (g—i)dxi ANdxjy =375 déj Ndaj = w.
Afirmamos que a forma « estd construida intrinsecamente e consequente-

mente, w também estd. Com efeito, sejam T*U e T*U’ vizinhancas tais que

T*UNT*U’ # ¢. Nesta intersecao, as coordenadas correspondentes se relacio-

nam por §; = S gi(gzj) Como dy; = > i, (%)dzi, segue-se que

a= zn:fz‘dxi = zn:%‘dyj =a
i=1 =1

onde o' é a escrita da forma « nas coordenadas T*U’. A forma « é chamada
de 1-forma de Liouville e w é chamada de forma simplética candénica em

Q.

Dada uma variedade suave ) de dimensdao n, podemos definir a forma
simplética candnica w em T*@ sem o uso de coordenadas. Com efeito, con-
sidere a proje¢ao natural

mT'Q — Q@
®& = p

e defina a 1-forma « pontualmente em 7@ pondo
Ape) = (dmpe) e = Eodnpe € (T0T Q) (1.6)
isto é, a(p.¢)(v) = £((dm(p,e))(v)) para v € T(, o T Q.

Afirmacao: [dS04, Exercise, p. 11] Considere fy = (z1,...,x,) coordenadas
locais em U C @ associadas as coordenadas locais definidas por

fU(p7 g) = (331(p), "'7mn(p)5€1(p)7 7£n(p))
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em T*U C T*Q. Entao, a forma definida por (1.6 é dada nestas coordenadas

locais por
n
o = E §Zdl‘l
i=1

em T*U.

Demonstragao. Sejam (p,&) € T*U C T*Q comp e U C Q e fu = (x1,...,%n)
as coordenadas locais em U C @ associadas as coordenadas definidas por
fu®,8) = (@1(p)y ey n(p), €1(P), .., En(p)) em T*U C T*Q. Temos nestas co-

ordenadas a 1-forma .
§=) &da;
=1

em U C @ e assim, observando que « é a 1—forma 7*¢, podemos calcular o em
T*U:

a = n¢=7" ijda:j
j=1

M-

(& om)m* (dzy)

J

o que corresponde a expressdo no enunciado. Observe que dado (p,§) em T*U,

temos entao
n

ey () = D &(D)(d;)p(dmip,e) (v))
j=1
para todo v € T(, T Q. O

Dai, a forma simplética canénica pode ser definida por
w = do
e localmente ficamos como antes: w = da = >, d&; A du;.

Observagao 1.2.6. Da construcdo acima, concluimos que dada uma variedade
suave @, € sempre possivel munir o fibrado cotangente T*Q de uma estrutura
simplética. Isso nos dd muitos exemplos de variedades simpléticas. Além disso,
€ interessante observar que mumnindo o fibrado cotangente da variedade R™ com
a forma simplética candnica, obtemos o espaco candnico (R?™ wy).

Um comentério interessante é que, ao contrario da Geometria Riemmaniana
onde toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemmaniana, nao é
verdade que toda variedade diferenciavel de dimensao par suporta uma estrutura
simplética. O exemplo a seguir verifica isso.

Exemplo 1.2.7. A esfera S*" ndo admite estrutura simplética para n > 2.
Para vermos isso, suponha que w seja uma estrutura simplética em S*™. Entdo,
como w € ndo degenerada, Q = w A ... A\w = w" € uma forma volume em S*".
Mas como o sequndo grupo de cohomologia de De Rham, H(%R(S%) € trivial
no caso em questao (v. por exemplo [Leel2, Theorem 17.21 (Cohomology of
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Spheres), p.450]), temos que w = da para uma 1- forma em S*". Dessa forma,
temos Q =dp onde f=wAwA .. NwAa e pelo Teorema de Stokes

0:/ B=[ Q#0
HS2n S2n

onde a ultima desigualdade € devido a € ser forma volume e chegamos em
uma contradi¢io. Do Exemplo[1.2.]] e deste, concluimos que a tnica esfera que
admite estrutura simplética é a S2.

O argumento acima se aplica a qualquer variedade suave compacta M sem
bordo que possui H;}a(M) =0paraalgum1<j<n-1.
Definigao 1.2.8. Sejam (M7, w;) e (Ma,ws) duas variedades simpléticas. Uma
aplicagao diferencidvel f: My — My € dita simplética se
f*WQ = w1,

onde por defini¢do, f*ws € a 2-forma

(F*ea), (11 0) = wa ) (dfy (), dfy (0) Y, 0 € Ty My
sendo dfy, a diferencial de f em p € M.

Na Definigao [[:2:8] w; é ndo degenerada e repetindo o que comentamos na
Definicao concluimos que df, deve ser injetiva em cada ponto e logo
dim M7 < dim M,. Agora, se tivermos dim M7 = dim M, decorre do Teorema
da Funcgao Inversa que f é um difeomorfismo local.

Usando a linguagem de campos vetoriais, provaremos agora um importante
teorema que contribui de forma significativa para o entendimento das varie-
dades simpléticas: segue diretamente dele que em verdade, poderfamos definir
uma variedade simplética (M,w) como uma variedade suave de dimensdo 2n
tal que existem coordenadas locais fy = (21, ..., T2,) aplicando abertos U C M
sobre abertos de (R?",wg) onde as mudangas de coordenadas fy o f[j,l definidas
em fy(U NU’) sao difeomorfismos locais simpléticos, isto é, como variedades
localmente simplectomorfas a (R2", wy).

Definicao 1.2.9. Sendo X um campo vetorial em R?", definimos o fluzo do
campo X como sendo ¢: I x R?" — R2" (¢, 1) — ¢'(z), onde o' (x) € a solucdo
(se existir) do problema de valor inicial:

#4' (@) = X(¢'(2))
@) ==, v €R*",
sendo I um intervalo onde estd definida a solugao.

Teorema 1.2.10. (Teorema de Darboux) Seja w uma 2-forma nio degenerada
em uma variedade suave M com dim M = 2n. Entdo dw = 0 se, e somente se,
em cada ponto p € M existe parametrizacio (U, @) onde

0:VCR™ » UcM
('1;17"'7xn7y1a"'ayn) = ‘P($17---75'3n7y1a-~-ayn)
onde U eV sdo abertos, p e U, 0 € V, satisfazendo p(0) =p e
Pw=wy = Zdyj Ndx;.

=1
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Demonstragao. Podemos escolher coordenadas locais tais que w, nestas coorde-
nadas, é uma 2-forma em R?" dependendo de z € R?" e p correspondendo a
z = 0. Fazendo uma mudanga linear de coordenadas, se necessario, podemos
escrever

n
W(O) = Zdy] A\ dl’j = wo-
j=1
Tal mudanga de coordenadas existe pela Proposicao[1.1.8] Queremos encontrar
um difeomorfismo local ¢ em uma vizinhanga de 0 que deixe a origem fixa e
satisfaga p*w = wy.
Interpolando formas w; entre wy e w definidas por

wr =wp+tlw—wp), 0<t<1

de forma que wg = w; em t = 0 e w; = w, encontraremos uma familia ¢’ de
difeomorfismos satisfazendo ¢° = id e

(") *wr = wo, Vt € [0,1] (1.7)

e por fim, ¢! serd o difeomorfismo desejado.

Para encontrar tal familia, construiremos um campo vetorial X; que de-
penda do parametro ¢ e admita ¢' como seu fluxo. Derivando (1.7) em relagao
a t, obtemos (ver Apéndice, Teorema |.0.14)):

o d
S odt
onde Lx,w; é a derivada de Lie da forma w; em direcao do campo vetorial

X;. Usando a Férmula Mégica de Cartan (ver Apéndice, Proposicao [.0.13) e
assumindo dw; = 0, encontramos

d
0 (") we = (") {Lx,n + i}

() (Lot 20y = ()" oo+ dx) + 2
= (¢")"{dlx,wi) +w —wo}
e logo, X; deve satisfazer a equagao:
d(ix,wt) +w—wp=0 (1.8)

Observe que w—wy ¢é fechada e portanto, pelo Lema de Poincaré, é localmente
exata. Dali, existe uma 1-forma A satisfazendo, sem perda de generalidade,
dA = w—wpy e AM0) = 0. J& que wy é ndo degenerada e w; = wy em ¢t = 0,
da continuidade e da compacidade de [0, 1], segue que as formas w; sdo nao
degeneradas para 0 <t < 1 em uma vizinhanca aberta da origem.

Como w; é ndo degenerada, temos que a aplicacao (p, Xp) — (p, (wi)p(Xp, )
é biunivoca, pelo argumento usado em e logo existe um tunico campo
vetorial X; determinado por 1x,w; = w(Xy,) = —\ para todo t € [0,1] que é
solucgao da equagao . Como A(0) = 0, s6 podemos ter X;(0) = 0 para todo
0 <t <1 (pois w; é nao degenerada) e portanto, existe vizinhanca aberta da
origem V onde o fluxo ¢! de X; existe para todo 0 < ¢ < 1. Sendo fluxo, este
satisfaz:

@’ = idy

©'(0) = 0.
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Portanto, construimos uma familia de difeomorfismos ¢’ tal que

d, 4
dt ((P ) Wt ) =0 =
e logo, (p")*w; = (¢°)*wo = wo para todo t € [0,1]. Em particular, ¢ = ¢!

cumpre o que queriamos. O

O argumento de deformacao de formas diferenciais que foi utilizado na de-
monstragao é conhecido como truque de Moser (v. por exemplo [dS04, Moser
Trick, p.42-45]).

As coordenadas locais ¢~ !: U — V dadas pelo Teorema sao chama-
das coordenadas simpléticas.

Do Teorema de Darboux, concluimos que quaisquer duas variedades sim-
pléticas de mesma dimensao sao localmente indistinguiveis. Em outras palavras,
variedades simpléticas nao possuem invariantes simpléticos locais a nao ser a
dimensao. Daqui temos mais uma grande diferenca comparado-se ao estudo das
variedades Riemmanianas, que possuem invariantes locais como por exemplo a
curvatura Gaussiana. Sendo assim, um grande interesse na geometria simplética
é encontrar invariantes globais.

1.3 Os Primeiros Invariantes Globais

Ja vimos, pelo Teorema de Darboux, que nao existem invariantes simpléticos
locais a nao ser a dimensao. Por outro lado, o volume total é um exemplo trivial
de um invariante simplético global. De fato, seja u: (My,w1) — (Ma,ws2) um
simplectomorfismo entre variedades simpléticas de dimensao 2n. Sendo 27 = w7
e Qy = wy formas volumes em M; e My respectivamente, como u*ws = wi,
segue-se que:

Qo =u (wo Awa Ao Awa) =w1 Awg A e Awp = Q.

Portanto, desde que u: M; — M, preserve a orientacao, temos:

Ql :/ U*QQ :/ QQ = QQ.
M, My w(My) Mo

J& vimos no Exemplo [[.2.4] que em toda variedade orientada compacta e
conexa de dimensao 2 uma 2-forma que dé orientagao é uma estrutura simplética.
Considere agora duas variedades com essas propriedades, digamos (M7,w;) e
(M, ws). Neste caso, as formas w; e wq sdo formas volume e pelo que acabamos
de ver, se u: M; — M5 é um difeomorfismo simplético, vale que

/ w1 = / wa.
My Mo

Provaremos a seguinte reciproca: se duas variedades (M7, w1) e (Ma,ws) ori-
entadas, compactas e conexas de dimensao 2 sdo difeomorfas (o que ocorre se
possuem caracteristicas de Euler iguais, por exemplo) e se seus volumes totais
sao iguais, entao existe um difeomorfismo u: M; — My que satisfaz u*wy = w;.
Dessa forma, as variedades simpléticas compactas e conexas de dimensao 2 sao
caracterizadas pela caracteristica de Euler e o volume total. Em verdade, pro-
varemos o resultado a seguir que é ainda mais geral:
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Teorema 1.3.1. (Moser) Seja M uma variedade compacta, conezxa e orientada
de dimensdo m sem bordo. Se o e B sdo duas formas volume tais que seus
volumes totais sao iguais, isto €,

/Ma: ]\/[6

entdo existe um difeomorfismo u de M tal que u*f = «.

Demonstra¢do. Faremos como na demonstragao do Teorema de Darboux, de-
formando agora a forma volume « na forma [ definindo:

ap=(1—-ta+ts, 0<t<1.

As formas a; sao formas volume ja que localmente a e 3 sao representadas
por a = a(x)dxy A dxs A ... Ndxy, e B = b(z)dzy A ... Adzr, onde a e b sdo
fungoes suaves que nao se anulam e possuem o mesmo sinal, ja que ambas sao
formas volume e seus volumes totais coincidem.

Construiremos uma familia de difeomorfismos ¢! tais que

() =a, * =id

para 0 <t < 1 e assim o difeomorfismo u := ¢! resolve o nosso problema.

Como M é compacta, conexa e orientada, de fM (8 — a) = 0 obtemos que
B — a = dy onde v é uma (m — 1)-forma em M (v. [Leel2, Proof of Theorem
17.30, p.454]). J4 que oy é forma volume, encontramos um dnico campo vetorial
X; dependente de t em M que resolve a equagao

ix,op = —7y, 0<t<1.

Seja ¢! o fluxo do campo X;. Como M é compacta, tal fluxo existe para todo
t. Novamente, da Férmula de Cartan, obtemos

. N do
S e = () {Ixa+ T

= (") {ex, (doy) + d(1x,00) + 8 — )}
= (") {d(=y) +dy} =0

pela escolha do campo X; e devido a day = 0 ( visto que «; é forma volume).
Assim, (¢")*ay = (¢°)*ap = « para todo t em [0, 1] e em particular, u*j3 =
(¢! a1 = a. O

Nosso objetivo imediato é estabelecer invariantes simpléticos que nao sejam
o volume total e logo, distinguir difeomorfismos simpléticos de difeomorfismos
que preservam volume.

Relembre que o Teorema de Darboux garante que em torno de todo ponto
de uma variedade simplética (M,w) existe um difeomorfismo local ¢ de uma
bola em R?" em M satisfazendo p*w = wy. Em particular, significa que sempre
hé, para algum r > 0 , um mergulho simplético da bola aberta
B(r) = {z e R*™; |22 < r?} em M,

w: (B(r),wy) = (M,w).
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Este é um resultado local.

A construgao do nosso préximo invariante simplético global consiste em
observar a maior bola B(r) C R?" que possa ser mergulhada simpleticamente
numa variedade simplética (M,w) de dimensao 2n. Definimos a espessura
simplética (ou largura de Gromov) de (M,w):

D(M,w) = sup{nr?| existe mergulho simplético : (B(r),w) — (M,w)}

que é um numero positivo ou +o0o. Vendo esta definicdo, naturalmente nos
perguntamos o porqué da escolha 772 em vez de outro niimero e isso esté rela-
cionado ao fato de que no caso n = 1, este valor coincide com a area do disco
de raio r.

Pontuamos que a largura D(M,w) tem uma certa propriedade de mono-
tonicidade. Sendo (M,w) e (N, 7) duas variedades simpléticas tais que existe
um mergulho simplético ¢: M — N, vale que D(M,w) < D(N, 7). Deveras,
para todo mergulho simplético ¢: B(r) — M, existe um mergulho simplético
B(r) — N definido por 9 o ¢. Dessa forma, o conjunto dos possiveis raios de
bolas tomados na defini¢gdo de D(M,w) estd contido nos possiveis raios tomados
em D(N, 7). Logo, D(N,7) > D(M,w) como afirmamos.

Proposigao 1.3.2. Se (M,w) e (N,7) sdo variedades simpléticas simplecto-
morfas, entdo D(M,w) = D(N, 7).

Demonstra¢do. Sendo as variedades (M, w) e (N, 7) simplectomorfas, existe um
difeomorfismo simplético f: M — N. Basta aplicarmos o raciocinio anterior
em fe f~L O

A proposi¢ao acima nos confirma que a espessura simplética é um invariante
simplético. Tal espessura é um exemplo pertinente a uma classe de invarian-
tes simpléticos que ainda sera discutida no Capitulo 3, chamada capacidade
simplética.
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Capitulo 2

Dinamica Hamiltoniana e
Elipsoides

2.1 Campos Vetoriais Hamiltonianos

Voltando a discutir sobre o espago simplético canonico (R?" wy), podemos
associar & forma wg e a uma funcéo suave H: R?” — R, um campo vetorial Xy
em R?" pedindo

wo(Xg(x),a) = —dH(x)a (2.1)
para todo a € R?" e z € R?" onde d novamente representa a derivada exterior.
Em outras palavras, Xy é o campo vetorial definido por 1x,wy = —dH (x).

Aqui, ¢ representa o produto interior de uma forma por um campo. Observe
que sendo wy nao degenerada, o vetor Xg(x) é unicamente determinado. Além
disso,

wo(Xp(z),a) =(JXu(x),a) e —dH(x)a=—(VH(z),a)

onde VH (z) representa o gradiente de H no ponto = definido com respeito ao
produto interno Euclidiano. Logo, a condigao (2.1)) é equivalente a

(JXpu(z),a) = —(VH(z),a).
Portanto, J Xz (z) = —~VH(z) e j& que J? = —I5,, obtemos a representacio
Xp(x) = JVH(x), v € R*"™. (2.2)

O campo vetorial Xy acima definido é chamado campo Hamiltoniano
da funcao H e H é as vezes chamado de Hamiltoniano.

Observagao 2.1.1. Quando M € o fibrado cotangente T*Q de Q = R, M
¢ identificado com R2™ e pode ser interpretado como espaco de fases de um
sistema Hamiltoniano determinado pelo Hamiltoniano H: R?" — R com espaco
de configuracies Q@ = R™. Na fisica, ¢ = (q1, ..., qn) denotam as coordenadas da
posicao da particula e p = (p1,...,pn) as coordenadas do momento da particula.
Neste caso, a forma simplética é dada por

n
wo =Y dp; Ndg;
i=1
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onde (q1, ...y qn, D1, -, Pn) $G0 as coordenadas em T*Q. Nestas coordenadas, a
equacao
OJ()(XH, ) = —dH()

corresponde as equacoes classicas Hamiltonianas
)
4= 5,
{ T (2.3)
b= "3

e o campo Hamiltoniano Xy é dado por

0H 0OH OH OH )

Xy=JvH = (22 &2 20 9%
H (3101 Opn” Oq1 qn

Considere agora X = Xy o campo Hamiltoniano determinado por wg e H.
Entao, o fluxo ¢! gerado pelo campo preserva a forma wy, isto &,

(") wo = wo

e portanto, é uma aplicacao simplética. Este fato é facilmente verificado uti-
lizando derivadas de Lie e a Férmula Magica de Cartan e serd demonstrado
posteriormente em um contexto mais geral (v. ([2.5))).

Para uso posterior, relembraremos a férmula de transformagao para campos
vetoriais X em R™. Seja x(t) uma solugdo da equagao diferencial

t=X(z), x € R™.

Se u: R™ — R™ ¢ um difeomorfismo, podemos definir a curva y(¢) pondo
z(t) = u(y(t)). Diferenciando em t, obtemos

i = du(y)(y) elogo, (du(y)) (&) =y

onde (du(y))~! existe dado que u é difeomorfismo. Assim, y(t) satisfaz a equagao
¥y =Y (y) para o campo transformado Y definido por:

Y (y) = (du(y)) ™ (X o u(y))

usando que & = X () = X ou(y). De agora em diante, usaremos a notagao
uw*X = (du) (X ou)

para expressar o campo chamado campo pullback ou pullback do campo
vetorial X via u. Neste caso, temos que os fluxos ¢ de X e 9! de v*X sdo
conjugados pelo difeomorfismo u, isto é,

(ptOU:U/O’lpt

0 que pode ser verificado facilmente ja que ambos sdo solucdo do mesmo pro-
blema de valor inicial.

Nzo é verdade que qualquer difeomorfismo arbitrdrio v em R?" preserva
campos Hamiltonianos. Entretanto, um difeomorfismo simplético preserva a
classe dos campos vetoriais Hamiltonianos. Para vermos isso, consideremos
um difeomorfismo simplético u em R?? e uma funcio real suave H em R?".
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Definindo K = H o u, temos da regra da cadeia: dK = (dH o u)(du) e logo, o
gradiente de K é VK = (du)” VH owu. Sendo u um simplectomorfismo, (du)T é
uma matriz simplética e assim (du)J(du)? = J, consequentemente, da definicio
de campo Hamiltoniano temos:

Xg = JVK = J(du)'VH ou JJ N du) ' IJVH ou = (du) ' (JVH ou)

(du) ' (Xpgou)=u* Xy

concluindo que se u é uma aplicagao tal que u*wg = wy, entao u* Xy = Xgoy.

Assim como vimos no espaco simplético canonico, a estrutura simplética em
uma variedade M define um isomorfismo entre campos vetoriais e 1-formas na
variedade (X — w(X, ) = 1xw). Em particular, sendo H: M — R uma fungéo
suave, entao dH é uma l-forma em M e logo, juntamente com a estrutura
simplética w, determina um campo vetorial Xy por

ixpw(@) =w(Xg(x),)=—dH(x), re M (2.4)

tal campo é chamado de campo vetorial Hamiltoniano da fungao H.
De (2.4) e da Férmula de Cartan, temos:

Lx,w=d(ix,w)+1x,(dw) =d(—dH) =0

ja que w é fechada e toda forma exata é fechada. Dai, concluimos um fato
interessante: sendo ¢* o fluxo do campo Hamiltoniano X g, temos (ver Apéndice

Observacao [.0.10))

d

%@Pt)*w =(¢")'Lx,w=0 e (¢")'w=(id)'w=uw. (2.5)

Isto é, uma aplicagao ¢! (para todo t fixado no qual o fluxo estd definido)
do fluxo de um campo Hamiltoniano é um difeomorfismo simplético.
Relembrando a notagao u*X = (du)~1(X o u) para um campo X e um
difeomorfismo u, provaremos agora um resultado equivalente ao que provamos
para difeomorfismos simpléticos em R?".

Proposigao 2.1.2. Se u: M — M satisfaz u*w = w, entdo para toda funcao
suave H: M — R wvale

wXyg=Xg onde K=Hou.
Demonstragao. Seja p € M. Para todo v € T, M, temos:

Xpouw(V) = —d(Hou)(v) = —u*(dH)(v) = u* (1x,w)(v)
= w(Xpgou,du(v)) = w(dudu ' X o u,du(v))
= w(du(u*Xg),du(v)) = v (w(u*Xg,v))
= wuw Xy,v) =tyx,w),
onde omitimos o ponto p. Pela arbitrariedade de p € M e v € T, M, concluimos

que W(Xgoy, ) = w(u*Xp, ) e como w é ndo degenerada, temos X po, = u* Xp.
]
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Para continuarmos com a generalizacdo de campos Hamiltonianos em R2"
para campos numa variedade simplética (M,w), gostarfamos de uma repre-
sentagao como em . Para isso, usaremos uma estrutura quase complexa em
M, isto é, um campo suave J de estruturas complexas nos espagos tangentes:

x> Jy: TyM — Ty, M
sendo J, linear e J2 = —id.

Proposigao 2.1.3. Se (M,w) € uma variedade simplética, entdo existe uma
estrutura quase complexa J em M e uma métrica Riemanniana (-,-) em M
satisfazendo

we (v, Jpu) = (v,u)

para x € M ev,u € T, M. Da simetria de um produto interno, seque que
Wa (T, Jpu) = wy (v, u)

isto €, J, é uma aplicagio simplética no espago vetorial simplético (T, M, w,).
Mais ainda,
Jr=J1t=—J,

onde J € a adjunta de J, com respeito ao produto interno (-,-),. Uma estrutura
J satisfazendo tais propriedades é dita estrutura quase complexa compativel com
a forma w.

Demonstrag¢ao. Seja g uma métrica Riemanniana em M. Fixado z € M, cons-
truiremos J, em T, M. Em toda a construgao, a dependéncia em = sera suave
pela suavidade das aplicagoes usadas e omitiremos tal dependéncia.

Como w é nao degenerada, existe um tnico isomorfismo linear

A: T,M — T, M
que satisfaz
w(u,v) = g(Au,v), u,v € T, M.

Como w é antissimétrica, obtemos

9(Au,v) = w(u,v) = —w(v,u)
= —g(Av,u) = —g(v, A"u) = g(~A"u, )

onde A* é a aplicagdo g-adjunta de A. Logo, A = —A*. Dessa forma, a aplicagdo
A*A = AA* = —A? é uma transformacao positiva g-auto-adjunta. Sendo assim,
possui raiz quadrada, também positiva e g-auto-adjunta (v. por exemplo [Kre,
Theorem 9.4-2 page 476)), Q := +/—A2, isto é, Q? = —A2. Observe que como
A ¢ invertivel, —A2 é invertivel e logo @ também é. Mais ainda, como @ é a
raiz quadrada positiva de —A2, temos que @ comuta com todo operador que
comuta com —A?. Em particular, Q! comuta com A. Seja

J=AQ L.
Dali,
J2 _ AQ—IAQ—I — A2(Q—1)2 _ AQ(_A2)—1 = —id
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e finalmente,
W, Jo) = g(Au, Jv) = g(Au, AQ 1)
= g(A*Au,Q7'v) = g(Q*u, Q" 'v)
= Q(QU,'U)

Pelas propriedades de ), concluimos que

(u, v) := g(Qu,v)

define uma métrica Riemanniana em M a qual, em geral, é uma métrica diferente
de g. Além disso, temos

w(v, Ju) = g(Qu,u) = (v,u),

w(Jv, Ju) = g(QJv,u) = (Jv,u) = (u, Jv)
= g(Qu, Jv) = w(u, JJv) = —w(u,v) = w(v,u) e

J* = (AQfl)* — (QflA)* — A*Q*l — *AQ71 =]
Assim, terminamos a demonstragao. O

A estrutura quase complexa compativel com a forma w dada pela Proposigao
2.1.3] generaliza a estrutura complexa em (R?", wg) vista anteriormente, anali-
sando (R?",wg) como variedade simplética.

Se denotarmos por VH o gradiente de uma func¢ao H com respeito a métrica
encontrada na proposicao anterior, isto é, (VH(z),v) = dH (x)(v) Vv € T, M,
encontramos a representacao

Xy(x)=JVH €T, M
para o campo Hamiltoniano Xp. Com efeito, temos
(JXu(2),v) = =(Xn(2), Jv) = w(Xu(z),v) = —dH(2)(v) = —=(VH(z),v)

para todo v em T, M e logo, JXy(x) = —VH(x).

2.2 Mergulhos Simpléticos e Elipsoides

Considerando dois dominios conexos e compactos D1 e Dy em R?™ com bordo
suave difeomorfos por um difeomorfismo que preserva a orientacdo, podemos
perguntar: Sob quais condigbes adicionais em D; e Do conseguimos garantir
a existéncia de um difeomorfismo que preserva volume? Isto é, existe um di-
feomorfismo ¢: D1 — Dy tal que detdp(z) = 1 para todo z no interior de
D;. E claro que uma condicao necessaria imediata é que vol D1 = vol Dy. Em
verdade, esta é a unica condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de um
difeomorfismo como mencionado acima. O teorema a seguir, cuja demonstracao
se encontra em [DM90], nos d& como caso particular, o que foi dito.
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Teorema 2.2.1. (Dacorogna-Moser) Sejam Dy e Dy dois dominios conexos
e compactos com fronteira suave em R™. Considere a(x) = a(x)dxy A ... A
dx,, e f(z) = b(a)dzy A ... A dxy, formas volume com a,b > 0 em D; e Dy
respectivamente. Se ¢: D1 — Do é um difeomorfismo que preserva orienta¢ao,
entao existe difeomorfismo : D1 — Dy satisfazendo ¥ = ¢ em 0D; e

det(d(2))b(1()) = Aa(a),

/ b=\ a.
Do D+

Se no Teorema tivermos o caso particular vol D; = vol D5, escolhemos
as formas volumes av e 8 com a = b =1 e encontramos A = 1 e det(dy(x)) = 1.
Neste caso, ¥ é um difeomorfismo que preserva volume.

onde \ € definido por

Agora, fazendo jus ao titulo desta secdo, consideremos dois abertos U e V
em R?" e procuremos condicdes que permitam a existéncia de um mergulho
simplético de U em V, isto é, um mergulho ¢: U — R?™ tal que ¢*wy = wy
e o(U) C V. Como toda aplicagdo simplética preserva volume, claramente
temos necessariamente a restriggo volU < volV. A condigdo volU < volV
jé é suficiente para garantir a existéncia de um mergulho que preserva volume,
entretanto nao é tao simples se exigirmos a propriedade simplética como indicam
os proximos exemplos.

Exemplo 2.2.2. Considere a bola B(R) = {(x,y) € R®>" ; |z|> + |[y|* < R?}
que possui, obviamente, volume finito. Consequimos mergulhar B(R) de forma
simplética nos cilindros abertos de volume infinito

Z(r) = {(z,y) € R™ ; 2 + 2% <r?},

onde x = (x1,Z2,...,Ty), para todo r positivo. Com efeito, defina a aplicagdo
linear ¢: B(R) — R?™ pondo

1 1
‘P(%ZJ) = (5551,5.’1}2,1‘37 ceey Ty gy17 ng; y37 7yn)

com y = (Y1, ...,yn) €€ > 0. Observe que o(B(R)) C Z(r) se e > 0 € suficien-
temente pequeno (e < r/R, por exemplo). Além disso,

¢ wo(u,v) wo(ip(u), p(v)) = Z dy; A dzj(p(u), p(v))

1 1
= gadyl A dzy(u,v) + gsdyg A dxo(u,v) +

n
+ Zdyj A dzj(u,v) = wo(u,v) Yu,v € R*"
j=3

ou seja, ¢ € uma aplicagao simplética. Observe que se {e;, f;} € base simplética
de R?", entdo o plano span{ei,es}, onde a base do cilindro Z(r) estd contida,
€ isotropico e portanto, nao herda estrutura simplética.
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Exemplo 2.2.3. Como no exemplo anterior, tentaremos fazer o andlogo da
bola B(R) no cilindro Z(r) = {(z,y) € R*" ; 23 + y} < r?}. Neste caso, o
cilindro tem base contida no plano simplético span{ei, f1} onde {e;, f;} € base
simplética de R®*™. Definimos entdo v: B(R) — R?*" pondo

1/’(1779) = (8.171, g$27x37 <oy Ty €Y1, gy27 Ys, 7yn)

Dessa forma, temos novamente Y(B(R)) C Z(r) para € > 0 suficientemente
pequeno. Mas neste caso, o cdlculo

¥*wo(u, ) wo(1h(u), Y(v)) = Zdyj A da;(1h(u), ¥ (v))

2 n
1
e2dyy A dxy (u,v) + (5) dxo A dys(u,v) + Z dy; N dxj(u,v)

Jj=3

nos mostra que ¥ € simplética somente quando € = 1 e assim, podemos ter
Y(B(R)) C Z(r) somente quando r > R.

O que concluimos no caso particular do exemplo anterior é verdade de
uma forma mais geral. O Teorema de Gromov abaixo, que demonstraremos
posteriormente (ver Teorema [3.1.9), nos confirma isso.

Teorema 2.2.4. (Teorema nonsqueezing de Gromov) Se r < R entdo ndo
existe mergulho simplético ¢ definido em B(R) satisfazendo p(B(R)) C Z(r).

Este teorema nos mostra que nao podemos apertar uma bola de modo que
ela caiba num cilindro simplético preservando a estrutura simplética. Em par-
ticular, que a caracteristica simplética de uma aplicacao é mais rigida do que
a caracteristica de preservar volume. A descoberta de Gromov motivou a pes-
quisa de invariantes simpléticos e entre estes, como ja mencionamos, estao as
capacidades simpléticas que darao uma ideia melhor da rigidez dos mergulhos
simpléticos incluindo uma demonstragao simples do Teorema acima.

Nos atentaremos a mergulhos de subconjuntos abertos especificos de R?”,
os elipsoides que definiremos em sequéncia.

Definicao 2.2.5. Uma funcdao q: V — R em um espaco vetorial real V € cha-
mada forma quadrdtica se existe uma forma bilinear simétrica G: VXV — R
tal que

1
2) = ile,7), wEV.
A forma q é chamada positiva definida quando § é um produto interno em V.

No caso de ¢ ser uma forma quadrética positiva definida como na definigao
acima, escolhendo uma base em V', obtemos:

d(z,y) = (Sz,y)

onde S é uma matriz simétrica positiva e logo, ¢(x) = %(Sz,z), para todo
zeV.
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e T
4.\_\3: (21,y1)-plane

Figura 2.1: Teorema nonsqueezing de Gromov

Denotando por Q o conjunto das formas quadraticas positivas definidas
em (R?" wy) e por G = Sp(n) o grupo das aplicacdes lineares simpléticas
©: R?™ — R?" temos que G age em Q da seguinte forma:

OxG —Q
(¢,9) = qop

Mostraremos que as 6rbitas de Q sob esta acao sao caracterizadas por n nimeros
positivos.

Definigao 2.2.6. Um elipsoide E C R?*" é um conjunto da forma
E={zx R |¢(z) < 1}
para alguma forma quadrdtica positiva q.

O nome dado ao subconjunto definido acima é conhecido e pode ser que gere
uma duvida do motivo de usarmos o tal. O teorema abaixo deixa bem claro
essa escolha.

Teorema 2.2.7. Se q é uma forma quadrdtica positiva em (R®", wy), entdo
existe uma aplicacdo ¢ € Sp(n) tal que

1 n
qop(z) = 3 Z)\j(l"? + T ),
j=1

com 0 < A, < A1 <o <AL Os naimeros Aj sdo unicamente determinados
por q e wy, em verdade, sao 0s autovalores do campo Hamiltoniano X, associado
a fun¢do Hamiltoniana q e a wy.

Demonstracdo. Primeiramente, observamos que no espaco produto R?? xR?", as
funcoes k(z,y) = q(z) +q(y) e wo(z, y) onde z,y € R?", sdo formas quadraticas,
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a primeira devido a ¢ ser forma quadratica em R?" e a segunda pois wo(,y) =
1(A(z,y), (z,y)) onde A é a matriz em blocos

(0 —=J)2 , . .
A= (J/Q 0 ) , onde J é a matriz definida em (|1.2)).

Como ¢ é positiva definida, k£ também é e logo aplicaremos um argumento
variacional interessante. Considere o conjunto

M(q) = {(z,y) € R*" x R*"| () + q(y) = 1}.

Claramente k é continua e portanto, M(g) = k~*(1) é um subconjunto fechado.
Além disso, sendo k(z,y) = (S(x,y), (z,y)) para uma matriz simétrica positiva
S, os pontos de M(g) cumprem %(x, y)TS(z,y) = 1 e entdo, existe uma base 3
de R?™ x R2" tal que a forma k é representada por

[(z,9) 15D[(2, )]s = 2251 + 2280 + o + 2230 + 12 nit + oo + 12 A0

onde D é a matriz diagonal dada pelos autovalores ;\1,5\2, ...,j\gn da matriz
simétrica S. Portanto, M(q) é limitado. Como 1 é valor regular da fungio
k: R?" x R?™ — R, temos que M (q) é uma variedade compacta e dessa forma,
a funcédo (z,y) — wo(z,y) atinge um valor maximo em tal conjunto, digamos

b) = .
(@)= e ™Y

Seja A € R um multiplicador de Lagrange do ponto critico (a,b) em M(q).
Entdo temos dk(a,b) = Adwg(a,b). Lembrando que dk(a,b): R*® x R?" — R,

dh(a,D)ay) = dafa)(x) + da(b)(y)
= d(31) @aw.a) + d 50) D)
= dfo,3) +i(,)
e dwo(a,b): R?" x R?" — R,
dwo(a, b)(z,y) = wo(a,y) + wo(z,b),

temos explicitamente
(2.6)

para todo x,y € R?". Em virtude de ¢(x) = %(j(x,a:), aplicando x = a, y = b
nas equagoes acima e somando-as, obtemos

2(q(a) + q(b)) = 2A(wo(a, b))

e logo, Awp(a, b) = 1. Sendo wy antissimétrica, concluimos que seu valor maximo
em M (q) é positivo e portanto,

1
wol(a,b) = X > 0.
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Em particular, novamente de wg antissimétrica, a e b sao linearmente indepen-
dentes em R?". Como wy(a,b) # 0, o subespago Vi = span{a, b} é simplético.
Na verdade, este é o autoespago do campo Hamiltoniano X, associado ao par
+i)\ de autovalores imaginérios. Com efeito, da definicao de campo Hamiltoni-

ano e de ([2.6]) retiramos que
Xy(a)=Ab e Xy(b) =—Xa

e dai, X,(a £1ib) = F(i\)(a £ ib). Fazendo a normalizacio e; = aa, f1 = —ab

com a? = )\, encontramos

wo(f1,e1) = a2w0(a,b) = Awo(a,b) = 1.

Ou seja, {e1, f1} é base simplética de V;. Observe que

1 A A A
Q(el) = 5@(61361) = EQ(Q;G) = 5)\&)0((1, b) - 5
e analogamente, ¢(f1) = % Além disso, pondo x = f1 na primeira das equagoes

de " obtemos qA(ela fl) =0.

Sobre formas quadraticas, o calculo

daty) = detyety) = 520y + ) + i)

= q(x,y) +q(x) +q(y)

nos mostra que §(z,y) = q(z +vy) — g(x) — ¢(y). Logo, em nosso caso, tomando
v=_&er +nf1 €V, temos

€er,nfa) = alEer +nfi) — a(€er) — alnfr) = alEer +nfi) — H(E +7)

e como ¢(eq, f1) = 0, alcancamos a forma desejada
A
alv) = 2 (€ +7?)

no subespaco V;. Para iterarmos o argumento e estendermos a forma para R?",
seja
Vo = {v € R*™ | wo(vy,v) =0 Vo, € Vi}

o ortogonal simplético de V; em R?*". Entao V;*° é subespago simplético e como
jé vimos, R?" = V; @ V{*°. Afirmamos agora que se v € Vi e w € V}*°, entdo
G(v,w) = 0. Isso é verdade pois V; é um autoespago. Colocando z,y € V|*°
nas equagoes , o lado direito se anula e logo, o esquerdo também. Como
Vi = span{a, b}, a afirmagio estd provada. Temos entao

q(v+w) = q(v) + q(w) (2.7)

parav € Vi e w € V|0,

Todos os argumentos que foram aplicados até aqui, podem ser repetidos
para o espaco V;”° resultando em um outro subespago simplético, digamos Va,
de dimensao 2 satisfazendo a propriedade desejada. Depois disso, podemos
fazer o mesmo para o subespago (V; @ V2)“° e repetindo o processo um nimero
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finito de vezes (n vezes no total), encontramos R"=V,¢Ve®...8V, com V;
subespaco simplético de dimensao 2, o qual é autoespago de X, correspondendo
ao par (£i);) de autovalores com A; > 0. Repetindo o que foi feito em
a tais subespacos, concluimos que se v = v; + va + ... + v, com v; € Vj,
entdo q(v) = q(v1) + q(v2) + ...q(vy,). Mais ainda, existem bases simpléticas dos
subespacos V; tais que

q(v) = 5 Y Ai(ad +alyy)
j=1

DN | =

onde v = Z?Zl(xjej + 2ny;f;). Tais bases formam uma base simplética de
R?" e a aplicagdo ¢ € Sp(n) no enunciado do teorema é a aplicacio linear que
transforma a base candnica nesta base obtida. Observe que a ordem A; > ... >
An > 0 dada no enunciado do teorema é fruto da prépria construgao dos mesmos,
uma vez que estes sao os inversos dos maximos de wg restrita a n variedades
compactas onde a primeira contém a segunda, a segunda contém a terceira e
assim por diante. O

Observagao 2.2.8. Se q(z) = %(Sx,x) com S simélrica e positiva, entao X4 €
o campo vetorial linear X4(x) = JSx e se 7 € Sp(n) € uma matriz simplética,
concluimos pela lei da transformacao de campos Hamiltonianos

-1
Xgor =7 XyT.

Portanto, os campos Xy e Xqor sG0 conjugados e possuem assim, 0S mesmos
autovalores. Associando os n nimeros reais positivos do Teorema)\ = A(q)
a forma quadrdtica positiva q, concluimos entao que A(qoT) = Aq) Vg € Q e
7 € Sp(n). Logo, estes nimeros caracterizam as drbitas de Q sob a agdo do
grupo Sp(n).

Mudando a notacdo do Teorema introduzimos \; = 2/r2, i =1,2,....n
e assim, a forma normal fica

qos@(w)ZZT

associando agora com todo ¢ € Q, os nimeros positivos

|~

(.’17? + xi+j)>

[

<

0<ri(q) <raq) <... <rnlq)

que caracterizam as drbitas de Sp(n) agindo em Q. Abreviando r = (r1,...,7,),
provamos que:

Proposicao 2.2.9. Temos r(q) = 7(gop) para todo q em Q e todo ¢ em Sp(n).
Mais ainda, decorre diretamente do Teorema que se r(q) = r(Q) para duas
formas q,Q em Q, entdo existe um ¢ € Sp(n) satisfazendo QQ = q o .

Proposigao 2.2.10. Considere q e Q em Q. Temos

Q<qg=rjlg <rj(Q) paral <j<n.
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Demonstra¢ao. Da demonstracao do Teorema temos

1
= max wo(z,y)=wo(a,b),

1 2
“(r —
2( 1(9)) M) (zy)eM(q)

onde M(q) = {(z,y) € R* x R*" | q(z) + q(y) = 1}. Como Q(z) < q(x)
para todo # em R?*" existe o > 1 tal que 1 = Q(aa) + Q(ab) (basta tomar

a=1/y/Q(a)+ Q(b)). Portanto,
(aa,ab) € M(Q) = {(z,y) € R*" x R*"| Q(x) + Q(y) = 1}

e wo(aa, ab) = a®wy(a,b) > wo(a,b). Tomando agora o maximo de wy em M (Q),
concluimos que 71 (Q) > r1(q). Feito isso, podemos proceder como na construgao
dos A; e considerarmos uma cadeia de variedades compactas do tipo M(q) e
M(Q), de forma que repetindo o raciocinio acima em cada etapa, obtemos que
(@) = rj(q) para 1 < j <n. O

Para interpretarmos os resultados acima geometricamente, associaremos com
a forma q € Q, o elipsoide E(q) = {z € R?"| q(x) < 1} C R?". Neste caso, a
agao do grupo Sp(n) é visualizada por

¢ ' (E(q)) = E(go ) (2.8)

para ¢ € Sp(n). Observe que sendo ¢, @ € Q, temos que se ¢ > @, vale Q(z) <
q(z) < 1 para todo z no elipsoide E(q) e logo, E(q) C E(Q). Reciprocamente,
seja E(q) C E(Q). Suponha por absurdo ¢ < (). Tome zq tal que Q(zo) # 0.

Assim,
a0 =2 @r) > (@tor)

e logo, (CIENE E(¢)\E(Q), o que contradiz a continéncia. Assim,

E(q) CEQ) < q=Q,

logo, E(q) = E(Q) se, e somente se, ¢ = (). Podemos portanto associar com o
aberto E, os nimeros r(E) := r(¢g) quando E = E(q).

Em virtude de , segue da Proposigao que os ndimeros r(E) séo
invariantes sob a agao do grupo das aplicacoes lineares simpléticas. Resumindo,

Proposigao 2.2.11. Se E ¢ F sao elipsoides e v € Sp(n), entdo
r(p(E)) = r(E))

Reciprocamente, se r(E) = r(F), existe uma aplica¢io ¢ € Sp(n) satisfazendo
p(E)=F.

Mais ainda, tais invariantes possuem uma propriedade de monotonicidade.

Proposigao 2.2.12. Se E e F sao elipsoides, entao
ECF=r;E)<rjF), para 1 <j<n.

Reciprocamente, se rj(E) < r;j(F), para 1 < j < n, entdo existe uma aplicacdo
¢ € Sp(n) tal que o(E) C F.
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Demonstragao. Seja E = E(q) e F = F(Q). Como E C F, temos ¢ > @ e logo,
da Proposicao 2.2.10, temos

ri(E) =1rj(q) <rj(Q) =7;(F), paral < j <n.

Por outro lado, se 7j(¢) = r;(E) < r;j(F) = r;(Q), para todo j = 1,..,n,
entdo, pelo Teorema 2.2.7, existem 7, € Sp(n) tais que go7 > Q o ¥ e logo,
7(E) C¥(F). Pondo ¢ := ¥~ ! o7, encontramos ¢(E) C F. O

Definimos entdo para os elipsoides em R?" os invariantes 7(FE) que nos per-
mitem responder a questao de mergulhos simpléticos lineares entre elipsoides:

Teorema 2.2.13. Se E e F sao dois elipsoides, entdo eziste ¢ € Sp(n) tal que
©(E) C F se, e somente se, r;(E) < 1r;(F) para todo 1 < j < n.

2.3 Principios Variacionais

O calculo variacional é uma drea da Matemética que, em geral, tem como ob-
jetivo encontrar méximos ou minimos de funcionais, ou seja, fungoes lineares
definidas em espacos vetoriais (de dimensao infinita). O famoso problema da
braquistécrona é conhecido como o marco inicial de tal drea (v. por exemplo
[Tro96, Chapter 6, p.145]). Muitas das vezes um ponto critico de um funcio-
nal é solucao de uma equacao diferencial e posteriormente buscaremos solugoes
periddicas de campos Hamiltonianos, logo, é de nosso interesse tal estudo.

Seja @: V — K um funcional definido num espago vetorial normado (V; ||-||),
isto é, uma aplicacdo entre esse espago e o corpo K de seus escalares (normal-
mente consideramos o corpo R). Chamamos

AD[h] = B[z + h] — D[]

de incremento correspondente a h = h(t) da varidvel independente = = z(t), a
dependéncia de ¢ na escrita vem de que, normalmente, o espago onde trabalha-
mos é um espago de fungoes.

Definicao 2.3.1. Um funcional ®[x] € dito diferencidvel quando se tem
A®[R] = g[h] +e(B)||A]l;

onde g[h] é um funcional linear e € tende a zero quando ||h|| tende a zero, isto
é, € é da ordem de ||h||. Neste caso, a parte linear principal do incremento, glh]
é chamada de variagao (ou diferencial) de ®[z] e denotamos

glh] == 6®h).

Nao é de grande esforgo verificar que na definicao acima, o diferencial de
um funcional diferencidvel é tinico (v. por exemplo [GFS00, Theorem 1, p.12]).
Exploraremos agora uma situacdo andloga a do cédlculo diferencial real, onde
todo ponto de minimo (ou méximo) de uma fungéo é ponto critico da mesma.

Teorema 2.3.2. Uma condi¢do necessdria para um funcional diferencidvel ®[x]
ter um extremo (mdrimo ou minimo) em x = & € 6®[h] = 0 para x = & e todo

h.
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Demonstrag¢do. Suponha que ®[z] possua um minimo em x = &. Da diferencia-
bilidade de ®, temos que para ||h|| suficientemente pequeno, o sinal de A®[h] é
o mesmo de d®[h]. Suponha por absurdo que 6®[ho] # 0 para algum hg. Entao
para qualquer a > 0, temos

AB[—ahg] = 6®[—aho] + €|| — ahol| = —3®[aho] + |||

pela linearidade de §® e por propriedade da norma. Assim, A®[—ahg] pode ser
negativo para ahg com norma suficientemente pequena. Isso contradiz o fato
de & ser ponto de minimo (temos A®[h] = ®[% + h] — ®[E] > 0 quando ||h|| é
suficientemente pequeno). O

Vamos nos concentrar agora no problema variacional mais simples. Seja
F(t,x,v) uma fungdo com derivadas parciais de primeira e segunda ordem
continuas com respeito a todas varidveis. Entdo, de todas as fungoes z(t) €
Clla,b] que satisfazem as condi¢oes de contorno

xz(a) = A, z(b) =B
queremos encontrar a fungdo x que minimiza o funcional
b
dlz] = / F(t,z,2')dt.
a

Lema 2.3.3. Se a(t) e B(t) sio continuas em [a,b] e

b
[ latone + s e1de =0

para toda funcdo h(t) € Cla,b] com h(a) = h(b) = 0, entdo 5'(t) = a(t), Vt €
[a,0].

Demonstrag¢ao. Pondo A(t) = f(j a(s)ds e integrando por partes, temos

/b a(t)h(t)dt = — /bA(t)h’(t)dt

Dai, somando fj B(t)h (t)dt em ambos os lados, obtemos

b b
0= [ latth(t) + BOW Ol = [ [0+ BOIN @)d:

onde a primeira igualdade vem da hipétese.
Afirmacdo: Sendo ['[—A(t) + B(t)]W (t)dt = 0 Vh(t) € C la,b] com h(a) =

a

h(b) = 0 vale que, para todo t em [a, b], —A(t) + B(t) é constante.
Prova da Afirmacdo: Seja c a constante definida por

b
/ [—A(t) + B(t) — c]dt = 0.

Tome

h(t) = [ 1-A(s) + 5(s) - clds,
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vale que h € Cla,b], ji que [-A + ] é continua, e h(a) = h(b) = 0. Entdo
temos por um lado

b b
/ = A(t) + B(t) — AW (t)dt = / = A(t) + B (t)dt — c[h(b) — h(a)] =0

e por outro lado,

b b
0= / [—A(t) + B(t) — I (t)dt = / () + B(t) — dt,

onde usamos o Teorema Fundamental do Calculo. Segue-se entao que [—A(t) +
B(t) — c]? = 0 para t € [a,b] e logo,

—A(t) + B(t) = ¢ Vt € [a,b].

Portanto, provada a afirmacao, temos, pelo Teorema Fundamental do Célculo,
B'(t) = A'(t) = a(t) Vt € [a,b]. O

Teorema 2.3.4 (Equagdo de Euler-Lagrange). Seja ®[z] um funcional da forma

b
/ F(t,z,2")dt,

definido no conjunto das fungoes x(t) que possuem derivadas parciais continuas
em [a,b] e cumprem as condigdes de contorno x(a) = A e x(b) = B. Entao,
uma condi¢do necessdria para ®[z] ter um extremo (minimo ou mdzimo) em x

€ que x satisfaca
d
F,— —F, =0.
dt

Demonstra¢do. Sendo x uma funcgao no conjunto citado, temos que dado um
incremento h(t) em x(t), para que as condigdes permanegam sendo satisfeitas,
h deve cumprir h(a) = h(b) = 0. Entao,

b b
/ F(t,x + h,2" + h')dt — / F(t,z,2")dt
a

a

AD = Ofz + h] — ®[z]

b
/{F@x+my+hq—F@xwmm
a
e pelo Teorema de Taylor temos
b
AP = / [Fo(t,z, 2 )h + Fp (t,z, 2" )h'|dt + €||h|

onde ¢ tende a zero quando ||h|| tende a zero. Dali, pela nossa definicdo de
diferencial,

b
0P = / [Fp(t,x, 2" Yh + Fy (t,x, 2" )h]dt.
a
Além disso, para x = z(t) ser ponto de extremo, j& vimos que é necessdrio valer

b
Ozé@z/(&h+&%%ﬁ

para todo h em Cl[a,b] com h(a) = h(b) = 0. Logo, o resultado segue do Lema
233 O
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Seguindo [MSI17, p.13-14], mostraremos agora a relagao da Equagao de Euler-
Lagrange com as equacoes Hamiltonianas dadas adiante em e ja apresen-
tadas no caso particular M = R?" por .

E claro que podemos generalizar o raciocinio anterior para caminhos x(t) =

(z1(t), ..., zn(t)) em R™. Neste caso, consideramos F = F(t,x,v) e sob a
condigao (condicdo de Legendre)
0*F
det 0 2.9
¢ <8viavj> 7& ( )
a equacao de Euler-Lagrange
dor _or
dt ov Oz

onde usamos a representacio OF /0x = (0F/dz1, ...,0F /0x,,), define um sistema
de equacoes diferenciais de segunda ordem de n variaveis.
Introduzindo as novas varidveis y; := 0F/0v;, j =1,...,n, temos

.- 40F _OF
Yi=dtov; ~ ox;

sempre que x for solucao da equacao de Euler-Lagrange. Além disso, da condigao
(2.9), o Teorema da Funcdo Implicita garante que v pode ser localmente inter-
pretado como funcao de ¢, x e y, digamos

v = g;(t, 7, y).

Definimos agora o Hamiltoniano
H:= Zyj@j - F= <y,'U> _Fv
j=1

conhecido como transformada de Legendre de F', e consideraremos o tal como
funcao de t,x e y. Dessa forma, vale

OH __OF oH _
8£Uj N 8xj ¢ 6yj N

E assim, se x é solugao da equagao de Euler-Lagrange, temos

vj = g;(t,x,y)

_OH
iy
. _OF  OH
Y= %z = oz
Concluimos, em particular, que se um caminho z é um ponto critico do

v

funcional f; F(t,x,z)dt (v = 1), entdo = é solugdo do sistema Hamiltoniano

i=91
Y (2.10)
Y= "%z

associado a transformada de Legendre de F. Muitas das vezes na literatura, a
aplicagao F' acima é chamada de Lagrangiano e denotada por L(t, z, ).
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2.4 Superficies de Energia

Sendo Xz campo Hamiltoniano de uma funcdo suave H em R?", temos que o
fluxo ¢! deste campo deixa H invariante, isto é,

H(p'(x)) = H(z), = € R*"
para todo t onde o fluxo estd definido. De fato,

G = () (%8 ) = dH () (Xl =

dt
= —wo(Xu ("), Xu(p")) = 0.

onde a ultima igualdade vem de wg ser anti simétrica. Em outras palavras,
mostramos que H é uma integral do campo Xp.

Definicao 2.4.1. Chamamos de superficie de energia reqular de um Hamilto-
niano H o conjunto de nivel

S = {x € R*"|H(z) = constante} C R®"
quando dH(x) # 0 para x € S.

Geometricamente, o que mostramos antes da definicdo é que as superficies
de energia de um Hamiltoniano H sao invariantes pelo fluxo de X .

Sendo S uma superficie de energia regular, segue-se que S é uma hiperficie
(variedade de codimenséao 1) suave cujo espago tangente em x € S é dado por

7,8 = {v € R*"|dH (z)(v) = 0} = (VH(z))™ . (2.11)

onde (VH(z))* denota o complemento ortogonal com respeito ao produto in-
terno Euclidiano, (v. por exemplo, [Leel2, Corollary 5.14 (Regular Level Set
Theorem), p.106]).

Figura 2.2: Espaco tangente de uma superficie de energia regular

No que segue, assumiremos S uma superficie de energia regular compacta.
Ja que dH(2)Xpg(z) = —wo(Xpg,Xg) = 0, temos Xy (x) € TS e logo por
restrigao, Xy define um campo vetorial em S que pela regularidade de .S, nao
se anula. Sendo ¢! o fluxo de Xy em S, temos que ! tem propriedades de
recorréncia devido & caracteristica de preservar volume (p? é simplético) e além
disso, como S é compacta, ¢ estd definido em S para todo t € R.
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Descreveremos agora um fendémeno percebido por H. Poincaré. Para tanto,
seja Q = wp forma volume em R?". Como dH(x) # 0 numa vizinhanga U de
uma superficie de energia regular S, encontramos uma (2n — 1)-forma a em U
satisfazendo

Q=dHANaemU.

De fato, basta tomarmos 3 tal que wg = dH A 8 e tomarmos o = S A wgfl.

Denotando por j: S — R?" a inclusdo do conjunto de nivel S em R?", a (2n—1)-
forma p = j*« é claramente uma forma volume em S. Tal forma é tnica. Com
efeito, se ! = dHAav = dH Ao entdo dHA(a—a') = 0 e dal a—a’ = dH A~y para
uma (2n — 2)-forma v em U. Temos portanto, j*a = j*a’ + j*(dH A v) = j*«/
onde a tultima igualdade segue de . A forma volume p é invariante sob o
fluxo ¢! de Xp: (p')*u = p. Com efeito, temos

Q= (") Q= (¢")"(dH Na) = (¢")"dH A (¢")"a = dH N (¢") "

e pela unicidade provada acima, (¢! o )

*a = j*(¢")*a = j*a. Mas como j é a
inclusdo, temos ¢’ o j = j o ! e logo, (¢")*(j*a) =

jta.

Observagao 2.4.2. No contexto da presente discussao, hd uma medida reqular
m em S associada naturalmente & forma p pondo m(A) = [, p, onde AC S é
um subconjunto onde a integral faca sentido. Observe que fwf(A) p= [, (") =

fA e logo, com respeito a medida p, temos
m(¢'(A)) =m(4), ACS.
Além disso, como S € compacta, temos m(S) < oco.

Teorema 2.4.3. (Teorema de recorréncia de Poincaré) Sejam S uma superficie
de energia regular compacta associada & fungdo Hamiltoniana H e Xy o campo
Hamiltoniano dessa fungdo com fluzo @'. Entao quase todo ponto (com respeito
a medida m acima) em S é um ponto recorrente, isto €, para quase todo x € S,
existe uma sequéncia t; — +oo satisfazendo
lim % (z) = x.
Jj—+oo

Demonstragdo. Denotemos ¢ = ! o fluxo ¢’ no tempo t = 1. Mostraremos
que

m(An[( ¢ (A)) =m(4), vAC S (2.12)
k>05>k

e feito isso, usaremos que para todo n, existe uma quantidade enumeravel de

bolas B;(1) de raio L cobrindo S (S é espago de Lindelsf). Aplicando em
todas bolas, encontramos um conjunto de medida nula N C S com a proprie-
dade: todo & € S\ N retorna infinitas vezes a toda bola a que x pertence. Como
para todo n existe um j = j(x) tal que x € B;(}), o teorema fica provado.

Para mostrar (2.12)), observe primeiro que os pontos

ze (VU7

k>0 5>k
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sdo os pontos de S tais que para todo inteiro k, existe um inteiro j > k no qual
se tem x € p~7(A), isto é, ¢’ (x) € A. A intersecdo com A consiste nos pontos
x em A que retornam infinitas vezes ao conjunto A. Abreviando

A= Je(A4), k=0,1,2,...
>k

temos uma sequéncia decrescente
AODAl DA D ...

Observe que, pela propriedade de grupo do fluxo,

" (Ar) = (e ) = e (4)
Jj>k j>k
= U gpk_j(A) = U <p_j(A) = Aj para todo k.
j>k j=>0

Mas ¢! preserva medida, entdao m(Ay) = m(¢*(Ax)) = m(Ag). Ja que Ag C S,
temos m(Ag) < m(S) < oo e assim, Ag = Ay q.t.p para k = 0,1,2,... Além
disso, temos

m(() Aw) = Jim m(Ag) = Jim m(g*(4%)) = m(Ao)
k>0

(v. por exemplo, [Bar95 3.4 Lemma p.21]) e portanto, ﬂkzo A = Ay q.t.p.
Assim, como A C Ay, temos

AN(()Ar)=ANnAg=A qtp
k>0

e isso finaliza nossa demonstracgao. O

Nao foi necessério na demonstracao do teorema a compacidade de S, em
verdade, a demonstragao vale se S tem medida finita e base contdvel. Valendo
em casos mais gerais, H. Poincaré pode aplicar este teorema ao problema dos
3 corpos que diz respeito a modelar o movimento de 3 corpos tendo a posigao
e a velocidade inicial de cada um sob as leis de Newton e gravitagao universal
(Lua, Terra e Sol por exemplo).

Do 1ltimo teorema provado, é natural que surja interesse na procura de
fenémenos periédicos em uma superficie de energia regular S. Esperamos que
perturbando levemente sistemas Hamiltonianos nos pontos de recorréncia nao
tenhamos s6 o retornam infinitas vezes mas sim drbitas periddicas. Este é o
chamado Closing Problem. Ja foi provado por C.C Pugh e C. Robinson ([PR&3]),
que genericamente (para funcdes Hamiltonianas de classe C?), érbitas periédicas
sao densas em superficies de energia regulares compactas.

Dada uma superficie de energia regular e compacta

S={z e R*; H(z) = c} C (R*", wp),

estamos interessados em estudar a existéncia de solugoes peridédicas do campo
vetorial Hamiltoniano Xy associado & funcio suave H: R?® — R. Este é um
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problema em aberto. Notamos que nesta questao, a escolha da funcao Hamilto-

niana que representa S nao importa. De fato, assuma que F' seja outra fungao
definindo S,

S = {a| H(x) = ¢} = {a| F(z) = &}

com dH # 0 e dF # 0 em S. Entdo, kerdF(z) = T,S = kerdH (x) e assim,
dF(z) = p(z)dH(z) Vz € S, com p fungéo suave nao nula, devido ao fato de
que se o nucleo de dois funcionais lineares sao iguais, entao um é multiplo do
outro. Sendo assim,

wo(Xp, ) = —dF (") = —pdH (") = pwo(Xp, )
e portanto, os campos sao paralelos:
Xp=pXygemS.
Logo, sendo ¢! fluxo do campo Xy e ¢°* fluxo do campo Xp, temos
V5 (z) = o' (), t =t(s,x) z €S
onde t é definido pela equagao diferencial

&= (@), 10,0 =0,

Com efeito, os fluxos coincidem quando s =0 e

V@) — @) = (@) — ol () X () = .

Em particular, as érbitas periédicas sao as mesmas possuindo, em geral,
parametrizagoes distintas.

Exemplo 2.4.4. Considere a superficie de energia dada pela esfera
S ={z € R?; 1|z = R > 0} de codimensdo 1 em R*". Entdo, as solugdes
do campo Hamiltoniano associado sao periddicas. Para ver isso, observe que o
Hamiltoniano F(z) = || representa S = {z| F(x) = R}. Assim, resolvendo
a equacao linear

&= Xp(z)=JVF(x) = Jz,

0 I
A

encontramos o fluzo ¥*(z) = e3>’z = (cos s)x+(sen s)Jx e portanto, as solugées

sao periodicas.

onde

Se @ é uma variedade suave, chamamos de hiperficie a uma subvariedade
S de @ de codimensao 1, isto é, dim@Q = dim S + 1. Neste trabalho ainda
provaremos o forte resultado (ver Exemplo [3.3.3)):

Teorema 2.4.5. Para quase todo € € I, a hiperficie S. em R*™ possui uma
orbita periodica do campo Hamiltoniano Xy, onde I € um intervalo em torno
de0eS:.={z |H(z)=1+¢} CR?>".

48



Por agora, demonstraremos que, sob certas hipdteses, existe uma O6rbita
fechada em uma hiperficie.

Teorema 2.4.6. Considere S C (R?",wy) uma hiperficie de classe C? que é
fronteira de wma regiio compacta e convexa em R*™. Entao S possui uma érbita
fechada.

Demonstragdo. Seja S a fronteira de uma regido C' C R?" compacta e convexa.
Assumiremos que C' contém a origem em seu interior. Assim, cada raio partindo
da origem encontra S em um tnico ponto de forma nao tangencial. Portanto,
dado z # 0, existe um tnico ponto & = A\~ 1z (Figura em S, A > 0. Defina
a fungdo F': R®” — R, pondo F(x) = X para x # 0 e F(0) = 0. Dessa forma,
a hiperficie S pode ser escrita como S = {z |F(x) = 1}. Para a estratégia que

Figura 2.3: Construcao da fungao F

seguiremos na demonstragao, precisamos descrever S em termos de uma fungao
estritamente convexa H, isto é, uma funcdo cuja Hessiana H"(z) é positiva
definida em todo x # 0. Observe que F'(cx) = ¢\ = cF(z) para ¢ > 0, ou seja,
F ¢é positivamente homogeénea de grau 1. Além disso, sendo S de classe C? e
fronteira de uma regiao compacta e convexa, temos que a aplicagao

ug: S — §2n—1

T e
IEl

¢ um difeomorfismo de classe C2. Observe que podemos escrever F' como
1

(vs' () o)

quando z # 0 e logo, F é de classe C? fora da origem. De fato, dado = ndo nulo
em R?", temos um tnico \ tal que x/\ pertence a S e que por definicio é igual

a F(z). E claro que ug’ (H%H) =z/\ e dai,

Fr) =

1 1

<U§1 (ﬁ) vﬁ> - <§, <j,”z>> - 1

Assim, derivando a Férmula de Euler (VF(x),z) = F(x) (ver Apéndice Pro-

posigao [.0.16)), obtemos

—_

=\=F(x).

F"(z)x + VF(z) = VF(z)
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e logo, F"(xr)r = 0 para todo x em R?". Portanto, F' ndo é estritamente
convexa. Entretanto, F' é convexa. Com efeito, sejam z,y € R?". Temos que
x/F(z) e y/F(y) pertencem a S C C. Observe que

x4y _ F(x) T N F(y)
F(z)+F(y) F(z)+F(y) F(z)  F(z)+ F(y) F(y)

e como o) Fly) )
Fla)+F(y)  Flx)+Fy)

concluimos que (z + y)/(F(z) + F(y)) pertence a C pela convexidade de C.

Assim,
F(rey s Fa) <!

ja que C = {z € R?"; F(x) <1} e logo,

Flz+y) < F(z) + F(y)

ja que F é nao negativa e positivamente homogénea de grau 1. Dai, dado
t € 0,1], vale que

Flta + (1 - t)y) < F(te) + F((1 - t)y) = tF(&) + (1 — ) F(y).

Defina entao, H(z) = (F(x))?. Observe que dados t € (0,1) e x # y € R?",
temos

H(tz+(1-t)y) = F(tz+(1-1t)y)’ < (tF()+ 1 -1)F(y)?

< tF(z)*+ (1 —-t)F(y)> =tH(z) + (1 — t)H(y)
pois F é convexa e a funciio z — 2 é estritamente convexa, ou seja, H é
estritamente convexa. Além disso, vale que H(cx) = (F(cz))? = (cF(x))? =
2(F(z))? = ¢®H(z) para ¢ > 0, isto é, H é positivamente homogénea de grau 2.
Mostramos portanto que toda superficie de energia que é fronteira de uma regiao
compacta e convexa contendo a origem em seu interior pode ser representada

por S = {z |H(z) = 1} onde H: R?" — R satisfaz

H € C*(R*™\{0}), H(0) =0
H'(z)>0, 2#0 (2.13)
H(px) = p*H(z), p > 0.
Como ja foi observado, a funcao hamiltoniana que representa S nao importa
no que tange a existéncia de drbitas periddicas, logo, é suficiente mostrarmos

que o campo Hamiltoniano Xy possui uma solugao periédica nessa superficie
de energia, isto é, devemos mostrar que existe uma solugao peridédica de

t=JVH(z) = Xg(z) em S.
Normalizando o periodo, podemos pedir uma solugao 27- periédica em S para

a equacao
& =kJVH(z), k#0. (2.14)
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Por exemplo, o principio variacional

27 1 27
min [ H(e()dt sob / (Jo,@)dt = 1, (2.15)
z Jo 0

onde as fungoes x(t) sdo assumidas 27-periédicas, tem a equagao vetorial
como equacao de Euler-Lagrange. Mas pode-se mostrar que, neste caso, o infimo
nao é atingido. Usaremos entao um principio variacional alternativo tendo a
mesma equacgao diferencial no qual o minimo é atingido.

Observe que a funcao f(§) = (£,y) — H(§) possui Hessiana f” = —H"
negativa e logo possui méximo para todo y fixado. Além disso, como temos
V() =y— VH(), tal mdximo, digamos no ponto &, cumpre y = VH ().
Considere entédo a transformada de Legendre de H(z)

G(y) = max ((§,y) — H(E)) = (z,y) — H(x),

£ER2n
observe que tal méaximo existe pois sendo H continua, temos que a aplicagao
x> H(z/|[z]]) (z #0)

possui minimo e maximo e da homogeneidade de H segue-se que existe C' > 1
cumprindo

1

5|le|2 < H(z) < O|lz[|*.
Temos entao

G(y) + H(z) = (z,y)

para
y=VH(z)ex=VG(y)

Assim, G(0) = 0, G € C?(R*"\{0}). Mais ainda,
H(cx) = (cx,VH(cz)) — G(VH(cx)) = *(x,y) — G(cy)

para ¢ > 0 pois sendo H positivamente homogénea de grau 2, temos VH posi-
tivamente homogénea de grau 1. Logo,

G(ey) = *(,y) — H(cx) = *(x,y) — *H(z) = *G(y)

isto é, G também é positivamente homogénea de grau 2. Observe também que
H"(2)G"(y) = Id Vx # 0 e portanto, G é convexa se y # 0. Concluindo assim,
que G possui as mesmas propriedades de H dadas em . Nos atentaremos
agora ao principio variacional para funcoes z 2m-periddicas:

2m 1 2
min G(2)dt sob f/ (Jz,2)dt =1 (2.16)
= Jo 2.Jo

que resolveremos definindo

Fe {z € Hy(SY) |217T/02w (D)t = o},

onde H;(S') é o espago de Hilbert das fungdes 2m-periédicas absolutamente
continuas cujas derivadas sejam de quadrado integravel, isto é, pertencem a

L2(SY).

o1



Observe que se z é solucao do principio (2 , z+k, sendo k uma constante,

também ¢ e portanto, a condigdo no valor medlo (1/ 27r) T2(t)dt = 0 fixa a
constante. Considere o subconjunto

A= {zeﬁ |;/02ﬂ<Jz,2>:1}

e defina em A o funcional:

1)= | "Gt

Afirmamos que:
i) O funcional I é limitado inferiormente em A;
ii) O funcional I atinge seu minimo em A, isto 6, existe z, € A tal que

2 27
G(Z)dt = inf G(2)dt = p > 0;
0 z€EAJO
iii) z. resolve a equagdo de Euler-Lagrange

VG(Z) =aJz, + 8

em L2(S!) com constantes a > 0 e f3;
iv) 2, é de classe C? e satisfaz

=VH(aJz + )

pontualmente. R
Para provarmos i), observe que como z € F tem valor médio 0, vale a
desigualdade de Poincaré:

Izl < 112l) .2 € F,

onde || - || é a norma em L2. De fato, usando séries de Fourier, temos

z(t) = lim E cn
N—>+oo “

2(t) = lim Z nepie™

N—>+oo

onde
1 27 it
Cn = 5o z(t)e """ dt.

Da igualdade de Parseval obtemos

+oo +oo
2P =27 Y leal® <21 Y7 [neal® = |12

n=—oo n=—oo
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observando que a desigualdade é valida, neste caso, pois ¢y = % fOQﬂ z(t)dt = 0.

Concluimos entdo que para z € A,
27 27
2 =/ (Jz,2)dt S/ | T2|2]de < ||2([][2]] < []2]]? (2.17)
0 0

onde a primeira desigualdade é a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a segunda
é a Desigualdade de Holder e j& que ||Jz|| = ||z]].
A funcao G sendo convexa e homogénea de grau 2, satisfaz

1
E\yl2 < G(y) < kly)?

para y € R?" para alguma constante k > 1. Portanto, para z € A, temos

2m 1 27 1 2
G(2)dt > 7/ 2|2dt = —||2|]?dt > = >0 (2.18)
0 k Jo k k
por e assim, I é limitado inferiormente por 2/k > 0. Logo, o infimo de I
existe e é positivo e 1) estd provado.
Seja v = inf I > 0. Escolhemos uma sequéncia z; € A tal que

2

lim G(2)dt = p.

j—oo Jo
De (2.17) e (2.18)), existe uma constante M > 0 tal que
2<[|5|P<M VjeN

e obtemos entdo v/2 < ||2,|| < v/M para todo j natural. Pela Desigualdade de
Poincaré obtida, ||z;|| < ||Z;]| < VM. Isto é, a sequéncia z; é uma sequéncia
limitada no espago de Hilbert H;(S') e portanto, possui uma subsequéncia

que também denotaremos por z; que converge fracamente em H;(S!) para um
elemento z, em H;(S!)(ver Apéndice Teorema [.0.19)). Por outro lado,

t b
/Z'j(s)ds‘ﬁ/ |25 X7, |ds =

. 1
= EllIxall < [t —72VM,

onde usamos o Teorema fundamental do Célculo, a Desigualdade de Holder,
[a,b] é um intervalo contendo [,1] e x|, ¢ a fungao caracteristica de [7,t]. Ou
seja, z; € equicontinua e, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, a sequéncia z; converge
uniformemente para 2,, com 2, € C°(S'). Afirmamos que z.(t) = 2.(t) q.t.p.
Com efeito, temos

|2 (t) =z (T)] =

|26 = 21> = (20— Buy 20 — ) = (2 + 25 — 2j — B, 24 — 2a)
= (2j — 2, 2e —2) + (2 — 25,2 — 24) =0
quando j tende para oo, pois os dois termos da pentltima igualdade tendem a

0: o primeiro pela convergéncia uniforme e o segundo pela convergéncia fraca
(ver Apéndice Exemplo . Ja que (z;) é uma sequéncia em A,

1 27 1 27 1 2
o (t)dt 5 (t)dt = Tim — / 2 (8)dt = 0.
0



Além disso,

2 2w
2 = / <JZJ,ZJ>dt:/ <J(Z] 7Z*+Z*),Z-ij>dt
0 0

27 27
/ (T(25 — 2.), 2)dt + / (T2, 2;)dt.
0 0

Nas igualdades acima, a primeira parcela da iltima soma tende a 0 pela con-
vergéncia de z; a z, e por ||2;|| < VM ser limitado e a segunda converge pela
convergéncia fraca, o que nos da

27
/ (J 24, 24 )dt =2
0

isto é, z, € A. Ainda falta mostrar que I assume minimo em z,.
Sendo G convexa, vale (v. por exemplo, [Lim13, Teorema 9, item b, p.77])

G(a+v) > G(a) + (VG(a),v).
Tomando a = y; e v = y3 — Y1 e o contrario acima, obtemos

(VG(y1),y2 —y1) < G(y2) — G(y1) < (VG(y2),y2 — y1)
o que aplicado a y» = 2,(t) e y1 = %;(t) e integrando nos da

2T 2m 2m
GG — [ Gt < / (VG(2), 5 — 3,)dt.
0 0 0
Como G é homogénea de grau 2, VG é homogénea de grau 1 e dali, existe
alguma constante ¢ > 0 tal que |VG(y)| < c|y| para y € R?". Portanto, j& que
(2« — %;) — 0 fracamente, o lado direito tende a zero. Dali, fazendo o limite e
lembrando que p é o infimo de I, obtemos

27 27
< G(2.)dt < lim G(%;)dt =
0 J=too Jo

e logo provamos ii).
Para provarmos iii), comegamos observando que ja que z, é minimo, temos

d 2m
= — 2w + pe)dt
T @ (/0 G(%« + pe) >

27 2T
- / (VGG +pe), p)de| = / (VG(2.), )t Vp e T, A.
0 0

d d
0= £I(z*) = £I(z* + pe)

e=0

e=0

Mas p € T, A < p € ker dF(z.) onde F(z) = %fO%(Jz, z)dt. Observe que

27
dis (/0 (J(z4 + 5€), 24 + és)dt) Y
d

2
= —— / (Jzi, 2u) + (J 24, s2) + (T sE, 24) + (8¢, $e)dt
2de \ Jy

d
d—EF(z* + s¢)

1
e=0 2
1
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onde a tultima igualdade é obtida do método de integracao por partes. Logo, p
pertencer a ker dF(z,) é equivalente a

/ e B0, (2.19)
0

Escolhemos agora ¢ € T, A da forma
C =VG(.) —aJz,. — B
com « e 3 constantes a serem determinadas. Fazendo C ter valor médio zero,
para que ( seja periddica, encontramos o valor da constante 3:
2m 27 27 27

27
0= Cdt = VG(Z'*)dt—a/ Jz dt— [ Bdt = VG(z,)dt —2n3
0 0 0 0 0

j4 que sendo z, € A C F, temos fo% Jz, = 0. Feito isso, escolhemos a constante
a de modo que ([2.19)) seja satisfeito, obtendo a equacgéo

27 27 27
0 = / <Jz*,¢>dt:/ (Jz*,VG(z*»dt—a/ (J 2, J2.)dt
0 0 0

2m 2 2m
— /0 <Jz*,5>dt:/0 (Jz*,VG(,é*»dtfoz/O (J 24, J 2, )dt

utilizando novamente que z, tem valor médio nulo. J4 que na equagao acima, o
coeficiente fo% [|J2«||?> de @ ndo se anula, a equagdo possui uma tnica solugao
e portanto, « fica determinado.

Temos

/ Tkt = / Gy

_ /%(VG(,é*),C)dt—a/02ﬂ<Jz*,é>dt—/zﬂw,é)dt:O

0 0

pois sendo ( pertencente a T, A, a primeira integral do lado direito se anula
porque z, é minimo de I, a segunda se anula por (2.19)) e a terceira se anula
devido ao valor médio de ( ser zero. Dessa forma, concluimos que

1K1 = [IVG(2) — ez = BIP =0
e portanto, z, satisfaz a equagao
VG(2) = adz. + B qt.p. (2.20)

para as constantes « e # encontradas. Observe que o > 0. Com efeito,
27 2m 27
=2 Gt :/ (VG(2.), 2.)dt = a/ (Jza, 22)dE = 20
0 0 0

onde a segunda igualdade é devida a Férmula de Euler para fungoes homogéneas
e a ultima segue de Z, pertencer a A.
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Por fim, para demonstrarmos iv), lembramos que z = VG(y) é invertido
por y = VH(z) pontualmente e obtemos da equagao (2.20))

2« = VH(aJz(t) + 5)

para quase todo . J& que H € C?(R™\{0}), o lado direito é continuo e logo, z.
¢ de classe C'!. Fazendo agora

3, = VH(aJ2.(t) + B),

concluimos que z, é de classe C2.
Finalmente, pondo
2(t) = (et (t) + B),

com ¢ > (, obtemos

T = caJi(t) =caVH(aJz(t) + B)
= aJVH(c(aJz + B)) = aJVH(z)

onde a pentltima igualdade vem de V H ser positivamente homogénea de grau
1. Como H é homogénea de grau 2, temos

2m 1

@ - 2/07T<VH(37)7x>dt

1

2
- 5/0 (VH(cladze + B]), cladz, + B))dt

1 2
§c2/ (VH(aJze + ), aJ z, + B)dt
0

1 ) 27 ) )
—c“« (24, Jzs)dt = v
0

2

lembrando que Z, = VH (aJz,(t) + ) para quase todo ¢ e que z, pertence a A.
Mas c?av é igual a 27 se escolhermos ¢ = /2%, Portanto, z(t) é uma solugao 2m-
periddica da equagio & = aJV H (x) e pertence & superficie de energia definida
por H = 1. Consequentemente y(t) = z(a~!'t) é a solucdo que querfamos
de & = JVH(z) em {H = 1} cujo periodo é T = 27 = 2wpu. Apesar de
termos destacado o periodo da solucao, observamos que isso é irrelevante pois
este depende da escolha da funcao Hamiltoniana que representa a superficie de
energia S. O

Do teorema acima e da propriedade de campos Hamiltonianos dada pela
Proposicao , conclufmos que toda hiperficie em R?" simplectomorfa a uma
hiperficie que ¢é fronteira de uma regiao compacta e convexa sempre possui uma
orbita periddica associada a um campo Hamiltoniano.
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Capitulo 3

Capacidades Simpléticas

Enquanto procuravam solugoes periddicas em superficies de energia convexas
de R?", I. Ekeland e H. Hofer encontraram um invariante simplético ndo trivial
entre subconjuntos do espaco canonico (v. [EH]). Este conceito foi estendido a
variedades simpléticas por H. Hofer e E. Zehnder. A prova da existéncia deste
invariante é nao trivial e esta secao tem o objetivo de apresenta-la.

3.1 Definicoes e Consequéncias
Consideremos agora a classe de todas variedades simpléticas (M,w) possivel-
mente com bordo e dimensao fixada 2n.

Definic¢ao 3.1.1. Uma capacidade simplética é uma aplicagio (M, w) — c(M,w)
na qual se associa a uma variedade simplética um niumero nao negativo ou oo,
satisfazendo as propriedades:

1. Monotonicidade:
c(M,w) < ¢(N,T)

se existir mergulho simplético ¢: (M,w) — (N, T).
2. Conformalidade :
(M, aw) = |ale(M,w) Ya € R, a # 0.
3. Nao trivialidade:
c(B(1),wo) =7 = c(Z(1),wo)

para a bola aberta unitdria B(1) = {(z,y) € R*;|z|> + |y|* < 1} e o
cilindro simplético aberto Z(1) = {(z,y) € R*";2? + y? < 1} no espaco
candnico (R*™, wy).

Se ¢: (M,w) — (N, 7) é um simplectomorfismo, entdo o axioma da mono-
tonicidade aplicado a ¢ e ™!, nos assegura

o(M,w) = ¢(N, 7).

Logo, uma capacidade simplética é de fato um invariante simplético. Além disso,
pela aplicagao de inclusdo, temos que para quaisquer abertos de (M, w) vale:

UcCV=cU)<cV).
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Observagao 3.1.2. A defini¢cao acima nao determina uma unica fungdo ca-
pacidade. Além disso, o conjunto de aplicagoes que satisfazem as propriedades
acima nao € vazio, isto €, existem capacidades simpléticas. Antes de verifi-
carmos esta ultima afirmacao, deduziremos algumas consequéncias simples dos
azriomas que definem uma capacidade simplética.

Exemplo 3.1.3. No caso das variedades simpléticas de dimensdo 2 (n=1), o
mddulo da drea total
e
M

€ um exemplo trivial de capacidade simplética. Neste caso, tal valor coincide
com a medida de Lebesgue em (R?,wp). No entanto, se n > 1, sabemos que
0 volume € um invariante simplético mas claramente nao é uma capacidade
simplética, jd que o cilindro tem volume infinito.

Lema 3.1.4. Seja U C (R?",wq) um aberto e X # 0. Entao,
c(A\U,wp) = AN c(U, wy).

Demonstragio. O difeomorfismo ¢: AU — U definido por ¢(z) = 1 satisfaz
©*(AN%wp) = AN2¢*wp = wp. Assim, ¢: (AU, wp) — (U, \2wp) é um simplectomor-
fismo e

(AU, wo) = c(U, Nwo) = Ne(U, wo)

onde a ultima igualdade segue de c¢ ser conforme. O

Em particular, para a bola B(r) de raio 7 > 0 em R?", temos

c(B(r)) = ¢(rB(1)) = r*c¢(B(1)) = 7r?. (3.1)

Agora, como B(r) C B(r) C B(r + ¢) para todo € positivo, concluimos da
propriedade de monotonicidade que ¢(B(r)) = 7r?. Observamos daf que no caso
especial (R% wp) a capacidade simplética de um disco, coincide com a medida
de Lebesgue do mesmo. A proposicao seguinte, mostra que essa coincidéncia
nao ocorre somente nos discos.

Proposicgao 3.1.5 (K. F. Siburg). Se D C R? é um dominio compacto e conexo
com bordo suave, entdo
¢(D,wy) = area(D).

Demonstracdo. Ao remover uma quantidade finita de curvas compactas de D,
obtemos um domifnio simplesmente conexo Dy C D satisfazendo m(Dy) =
m(D), onde m denota a medida de Lebesgue, que, pelo Teorema da classi-
ficagdo do disco, é difeomorfo ao disco unitario B(1) C R?. Assim, escolhendo
p = +/m(Dy)/m, temos m(B(p)) = m(Dy) e um difeomorfismo ¢: B(p) — Dy.
Dado € > 0, encontramos r < p tal que Dy := p(B(r)) C Dy satisfaz m(D;) >
m(D) — . Pelo Teorema de Dacorogna-Moser (Teorema [2.2.1)), existe um dife-
omorfismo ¥: B(r) — D; que preserva medida. Como o contexto é dimensao
2, sabemos que 1) é simplético e logo, podemos estimar:

m(D) — e < m(D1) = m(B(r)) = ¢(B(r)) = ¢(D1) < ¢(D).

Por outro lado, pelas caracteristicas de D, existe difeomorfismo u: D —
B(R)\C: onde C. é um conjunto de nimero finito de discos abertos de medida
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total < e. Novamente pelo Teorema de Dacorogna-Moser, podemos assumir que
u é um simplectomorfismo e entao

¢(D) < ¢(B(R)) = 7R?> <m(D) +¢
Dai, pela arbitrariedade de €, temos o resultado. O

Mostraremos agora que abertos muito diferentes (em forma, medida ou topo-
logia) podem ter a mesma capacidade quando n > 1 (Ver Figura . Observe
que dado um aberto limitado em (R?",wy), existe uma bola contida nele e uma
bola que o contém. Logo,

0<ceU) <o

para todo aberto limitado U C R?". Além disso, pelo Lema [3.1.4] temos
c(Z(r)) = wr? para cilindros simpléticos. Portanto, se um aberto V satisfaz

B(r)cV C Z(r)
para algum r > 0, segue da monotonicidade que
7r? = c¢(B(r)) < (V) < e(Z(r) = 7r?

e logo, ¢(V) = mr?. Lembramos agora que os elipsoides E C R?" j4 definidos em

Figura 3.1: Abertos com mesma capacidade simplética

s@o caracterizados pelos invariantes simpléticos lineares r1(E) < rqo( E) <
. <1y (E) (Teorema [2.2.13)).

Proposigao 3.1.6. A capacidade de um elipsoide E em (R*",wp) ¢ dada por
c(E) = nri(E)%

Demonstracdo. Observando que as bolas e os cilindros simpléticos em R?" sdo
elipsoides, pelo Teorema fazendo uma mudanca linear de coordenadas
simpléticas se necessario, podemos assumir B(r;) C E C Z(r1) e logo, o resul-
tado segue da monotonicidade de uma capacidade. O

Sob este novo ponto de vista, concluimos a mesma restricdio de mergulhos
simpléticos entre elipsoides mencionada anteriormente.

Corolario 3.1.7. Se existe mergulho simplético p: E — F entre elipsoides em
(R?™, wy), entdo
ri(E) <r(F).

59



Demonstragdo. Segue da Proposi¢ao que 7r1(E)? = ¢(E) < ¢(F) =
mry (F)2 O

Veremos agora que no ponto de vista simplético, cilindros isotrépicos, isto
é, que possuem como base planos isotrépicos, sao bem diferentes de cilindros
simpléticos, isto é, que possuem como base planos simpléticos.

Exemplo 3.1.8. Dado r > 0, considere o cilindro isotrépico Z(r) ={(zy) €
R 22 +-22 < r?}. Vale que ¢(Z(r)) = oco. Com efeito, vimos no Exemplo
que para toda bola B(N), existe um mergulho simplético linear p: B(N) — Z(r).
Portanto, tN? = ¢(B(N)) < ¢(Z(r)) V N > 0.

Em virtude da propriedade de monotonicidade, as capacidades simpléticas
representam, em particular, obstrugoes em mergulhos simpléticos. O Teorema
nonsqueezing de Gromov foi um dos motivos de se formalizar o conceito de ca-
pacidade. Veremos agora que nessa formulagao, tal teorema é uma consequéncia
imediata dos axiomas.

Teorema 3.1.9 (Teorema nonsqueezing de Gromov). Eziste mergulho simplético
w: B(r) = Z(R), onde Z(R) € um cilindro simplético, se e somente se, R > r.

Demonstragdo. Se existir tal mergulho, temos 71?2 = ¢(B(r)) < ¢(Z(R)) = nR?
e logo, r < R. Reciprocamente, se r < R, a inclusdo i: B(r) — Z(R) é um
mergulho simplético. O

Considerando (R*,wp) com coordenadas simpléticas (1,1, T2, y2), mostra-
remos uma certa rigidez em simplectomorfismos entre bidiscos, isto é, produto
cartesiano de discos.

Proposicao 3.1.10. FExiste um difeomorfismo simplético
w: B(r1) x B(ra) = B(s1) x B(s2)
se, e somente se, Ty = S1 € Iy = So.

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade, podemos considerar r; < ry. Usan-
do o difeomorfismo ¢, definimos o mergulho

B4(’f‘1) — B(T‘l) X B(Tg) i} B(Sl) X B(82> — B(Sl) X Rz = Z(Sl)

onde a primeira e a iltima aplicagdo sio as inclusdes de B*(ry) em B(ry) x B(rs)
e de B(s1) x B(sz) em B(s1) x R?, respectivamente. Logo, 71 = ¢(B*(r1)) <
c(Z(s1)) = ws? e entdo, r1 < s;. Aplicando o mesmo raciocinio para ¢!,
temos r; > s; e dai, 1 = s1. Além disso, ¢ preserva volume e portanto,
arinrd = wsims3. Assim, ri.ro = s1.so e da primeira parte, temos 75 = so.
Por outro lado, se valem ambas as igualdades, a aplicagao identidade é um tal
simplectomorfismo. O

Observagao 3.1.11. Aqui jd consequimos notar novamente que a rigidez de
simplectomorfismos € bem maior do que a de difeomorfismos que preservam
volume. Pois, no contexto da proposicao anterior, consequimos facilmente um
difeomorfismo linear que preserva volume v: B(1) x B(1) — B(r) x B(1/r)
pondo (w1, y1,T2,y2) = (r21,7Y1, T2 /7, Y2/7) para qualquer r > 0.
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Como ja vimos, a espessura simplética é um exemplo de invariante simplé-
tico global e no presente momento, provaremos que a tal é uma capacidade
simplética.

Teorema 3.1.12. A espessura simplética
D(M,w) = sup{nr?| existe mergulho simplético ¢: (B(r),wy) — (M,w)}

¢ uma capacidade simplética. Mais ainda, D(M,w) < ¢(M,w) para qualquer
funcao capacidade c.

Demonstracdo. Quando vimos que a espessura simplética é um invariante
simplético, ja foi provada a propriedade de monotonicidade de uma capacidade.
Agora mostraremos a conformalidade. Se ¢: (B(r),wy) = (M, aw) é um mer-

gulho simplético, vale que p*(aw) = wp e logo, p*w = iwo. Considere p = \h

|
e o difeomorfismo ¢: B(p) = B(r), ¥(x) = \/|a|z. Dai,

ol

«

Portanto, se & > 0, o mapa ¢ = pot: (B(p),wp) — (M,w) é um mergu-
lho simplético. Se a < 0, fazemos ¢ = @ o) o ¥g: (B(p,wp)) — (M,w),
onde 1g: (B(p,wo)) — (B(p), —wo) é a aplicagdo ¥o(u,v) = (—u,v). Assim,
mostramos que para todo mergulho (B(r),wp) — (M, aw) existe um mergu-
lho correspondente B(r/+/]a]) — (M,w) e vice-versa. Logo, pela definicio de
espessura simplética, temos D(M, aw) = |a|D(M,w). Nos resta provar o axi-
oma de nao trivialidade. Se ¢: B(R) — B(r) é um mergulho simplético, temos
R < r pois, em particular, ¢ preserva volume. Por outro lado, a identidade é
um mergulho B(r) — B(r). Portanto, D(B(r),wy) = 7r2. Do Teorema nons-
queezing de Gromov e considerando a aplicac@o inclusdo B(r) — Z(r), temos
D(Z(r),wp) = 7r?. Logo, D é uma capacidade simplética. Além disso, seja
¢(M,w) outra capacidade. Se ¢: B(r) — M é um mergulho simplético, temos
712 = ¢(B(r),wp) < ¢(M,w). Tomando o supremo em r tal que ainda existe
um mergulho como este, concluimos D(M,w) < ¢(M,w). O

Observagao 3.1.13. Na demonstra¢ao do Teorema [3.1.13 utilizamos o Teo-
rema nonsqueezing de Gromov, que por sua vez, demonstramos em admi-
tindo a existéncia de uma capacidade simplética. Notamos aqui que a exristéncia
de uwma capacidade simplética é equivalente ao Teorema nonsqueezing e que
ainda nos resta a necessidade de demonstrarmos a existéncia de uma capaci-
dade simplética.

3.2 Capacidade de Hofer-Zehnder

Provaremos a existéncia de uma capacidade simplética introduzida por H. Hofer
e E. Zehnder, que possui forte relacao com existéncia de orbitas periddicas de
sistemas Hamiltonianos.

Definicao 3.2.1. Denotaremos por H(M,w) o conjunto das fungdes suaves em
M que cumprem:
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1) Eziste um conjunto compacto K C M que depende de H tal que K C M\OM
e HM\K) =m(H) (uma constante).

2) Eziste aberto U C M que depende de H no qual H|y = 0.
3)0< H(x) <m(H)Vze M.

m(H)

Osc (H)

N

aM

Figura 3.2: Hamiltonianos da Definicao [3.2.1

Observe que a constante m(H) é a oscilagao de H (m(H) = max H—min H).
Uma fungdo H € H(M,w) serd chamada admissivel quando todas as solugoes
periddicas do campo Hamiltoniano associado, isto é de & = X g (x) em M, forem
constantes ou tiverem periodo 7' > 1.

Definicao 3.2.2 (Capacidade de Hofer-Zehnder). Abreviando o conjunto das
fungdes admissiveis por Hq(M,w) C H(M,w), definimos

caz(M,w) :=sup{m(H)|H € Ho(M,w)}.

Portanto, se cyz(M,w) < oo entdo para toda fungdo H em H(M,w) cuja
oscilacao satisfaz m(H) > cyz(M,w), o campo vetorial Xy possui solugdo
periédica ndo constante com periodo 0 < 7' < 1 e c¢gyz é o infimo dos niimeros
que possuem essa propriedade (essa é a forte relagdo citada no inicio desta
$e¢ao).

Teorema 3.2.3. A funcao cyz definida acima € uma capacidade simplética.

Demonstra¢do. Sejam (M,w) e (N, o) variedades simpléticas. Se ¢: M — N é
um mergulho simplético, podemos definir ¢, : H(M,w) — H(N, o) pondo:

Hop ' (z), sex e p(M)

o (H) = {m(H) , se x & o(M)

Note que se K C M\OM para algum conjunto compacto K C M, entdo
»(K) é compacto contido em N\ON e assim, temos de fato p.(H) € H(N,0).
Pela definigdo, vale que m(p.(H)) = m(H). J& que ¢ é simplético, temos
(™" (Xu) = X, () em @(M) e assim, os fluxos sdo conjugados. Em parti-
cular, as solugoes periddicas nao constantes, juntamente com seus periodos, se
correspondem. Assim, . (Hq(M,w)) C Ho(N, o). Dal,

62



H)|H € Ho(M,w)}

¢« (H))|H € Ha(M,w)}

I?W?G Px(Ha(M,w))}

H)|H S HG(N, O')} = CHz(N, O’).

caz(M,w) = sup{m
= sup{m

= sup{m

—~ o~~~

< sup{m

Portanto, cpyz cumpre a monotonicidade. Considere agora o # 0 e defina
V¥: H(M,w) — H(M,ow) pondo (H) = |a|H. E claro que m(y(H)) =
|a|m(H) e ¢ é bijecao. A conformalidade de cyz decorre diretamente do fato:
) Ho (M) é uma bijecao sobre H,(M, aw). Da definigdo de campo Hamilto-
niano segue que (aw)(Xym, ) = —d@W(H))() = —laldH() = [aw(Xy, ")
Logo, como w é nao degenerada,

ﬁXw(H) — Xy em M.
Assim, temos sz(H) = + X e portanto, estes dois campos possuem as mesmas
solugdes periddicas com os mesmos periodos. Falta mostrar que cyz cumpre a
nao trivialidade. Seja € € (0, 7). Construiremos uma funcao H € H,(B(1),wp)
satisfazendo m(H) = w—¢, provando que ¢y z(B(1)) > 7 —e. Tome uma fungao
suave f: [0,1] — [0, oo] satisfazendo

e 0< f/(t) < para todo t
e f(t) =0 parat préximo de 0

e f(t)=m —¢ parat préximo de 1

0 1

Figura 3.3: Fungao f

A construgéo de uma funcao destas é possivel e utiliza bump functions (ver
Apéndice Proposicao|.0.22). Defina agora H(z) = f(|z|?) para z € B(1). Logo,
m(H) = —e. Além disso, temos que o sistema

= JVH(z) = 2f'(|z|*)Jx

assume F(z) = 3|z|? como integral primeira, j& que (VF(z),JVH(z)) =
2f(|z|*){z, Ja) = 0. Logo, se z(t) é uma solugao, temos F(z(t)) = 1[z(t)|* = a
e entao

i(t) = 2f'(Ja(t)*) Jx(t) = 2f'(2a) Ju(t) = cJu(t)
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onde ¢ = 2f'(2a) é uma constante. Assim, as solugdes sdo da forma
z(t) = e“’*2(0) = (cos ct)z(0) + (sen ct)Jz(0).

Se ¢ = 0, a solugao é constante. Lembrando que ¢ = 2f(2a) < 27 pela escolha
de f, temos que se ¢ > 0, o perfodo é T = 27/¢c > 1. Logo temos que H €
Ha(B(1),wp). Da arbitrariedade de ¢, concluimos que ¢y z(B(1)) > .
Observe que a inclusdo B(1) — Z(1) é um mergulho simplético e logo, do
que ja provamos,
cnz(Z(1)) =z cuz(B(1)) =2 .

Por fim, se mostrarmos 7 > cpz(Z(1)), obtemos que cpz é uma capacidade
simplética. Para tanto, provaremos no Teorema [3.2.4] que um sistema determi-
nado por uma func¢ao Hamiltoniana com oscilacao estritamente maior do que
m possui uma érbita periédica com periodo T = 1, o que nos garantira, pela
defini¢ao de cyz, a desigualdade desejada. O

Teorema 3.2.4. Se H € H(Z(1),wo) satisfaz m(H) > w, entdo o sistema Ha-
miltoniano & = JVH (z) em Z(1) admite uma solu¢ao periddica nao constante
com periodo T = 1.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir, fazendo uma mu-
danga de coordenadas simpléticas se necessdrio, que H se anula numa vizi-
nhanca da origem. Com efeito, como H € H(Z(1),wy), existe aberto U C Z(1)
tal que H|y = 0. Sejam 29 € U e uma fungao suave p: R?® — R com su-
porte compacto em Z(1) que é igual a 1 numa vizinhanga V do segmento
{tzo; 0 < ¢t < 1} que conecta a origem a zo. Defina K(z) = p(z){z, —Jz0)-
Assim, o fluxo ¢ no tempo 1 do campo Xy é simplético. Como Xk (z) =
JVEK(z) = J(Vp(z)(z, —Jz0) + p(2)(—J 20)), temos X (z) = zy para todo z em
V. Assim, ¥%(0) = tzp, 0 < t < 1, é uma solugdo da equagio dada pelo campo
X em V. Logo, ¥ (0) = 29 e o Hamiltoniano H o1} se anula numa vizinhanga
da origem.

Observe que se H € H(Z(1),wp), entdo existe um elipsoide £ = Ey tal que
H|g € H(E,wyp), onde

By = {2 € R q(2) <1} C Z(1),

q é dado nas coordenadas z = (1, ..., Tn, Y1, -, Yn) POT

n

1
4(2) = (21 +v1) + 7 (@] +v))

=2

e N é um inteiro positivo suficientemente grande. J4 que H € H(Z(1),wp)
satisfaz m(H) > 7, existe € > 0 tal que m(H) > 7 + €. Podemos entao tomar
uma funcao suave f: R — R satisfazendo

e f(s)
o f(s)>(mr+e)sVseR

m(H) ses<1

o f(s)=(m+¢e)s ses>1

e 0< fl(s)<m+e ses>1.
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Figura 3.4: Elipsoide F C Z(1)

nf

m(H )+

=
+
™

Y

Figura 3.5: Fungao f

Feito isso, definimos

Tis) = H(z), z€ E
He) {f<q<z>>,z¢E.

Observe que H estende H, H € C*°(R?*") e
H(z) = (7 +€)q(2), se |z| > R (3.2)

para algum R > 0 suficientemente grande tal que f(g(z)) = (7 4+ €)q(z). A
proposicao abaixo descreve a solugao periddica que estamos procurando.

Proposicao 3.2.5. Seja x(t) solucdo periddica de & = Xy (x) com periodo 1.
Se x satisfaz ¢p(x) = 01 L(—J&,z) — H(z(t))dt > 0, entdo z(t) é ndo constante
e estd contida no elipsoide E. Portanto, x(t) é solu¢do do sistema original
= Xg(z) em Z(1).
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Demonstragdo. Se x(t) = x* é constante, entao

b(z*) = /0 CH(z*)dt = —H(z*) < 0.

Observe que quando g = 1, isto é, no bordo JF, o campo X7 se anula ja que
H(z) = f(1) = m(H) para todo z tal que q(z) = 1. Portanto, se para uma
solugdo z(t), temos z(tg) ¢ E para algum tg, entao x(t) ¢ E para todo t e logo,
uma tal solugao resolve:

—Ji = VH(x) = f'(¢(x))Vq(z).

Observe que fora de E, a fungdo ¢ é uma integral primeira do campo pois
(Vq,Jf'(¢)Vq) = f'(¢){Vgq,JVq) = 0. Assim, se z(t) é uma solugdo, entao
q(z(t)) = q(z(tg)) = 7 > 1 (pois z(t) ¢ E) é constante em ¢. Como ¢ é uma
forma quadratica positiva, temos ¢ positivamente homogénea de grau 2 e logo,
da férmula de Euler, temos (Vq(z),2) = 2¢(z) para z € R*". Dessa forma,
temos

¢(x)

/1§< Ji,x) — F(x)dt = / L1 (a(@) (Va(w), 2) - F(x)dt

:/qudt/Hdt/det/f

— Ir—f(r)<(n+e)r—(n+e)r=0

pela definicao de H e das propriedades de f. Concluindo entdo que ¢(z) < 0
para todas solugoes fora de E. O

Em virtude da proposigao acima, sabemos agora que devemos encontrar uma
solugao periddica do sistema @ = X(x) tal que o funcional ¢(x) > 0. Para
estabelecer a existéncia de uma tal solugao, usaremos um principio variacional
que permitird obter a solugao desejada como ponto critico de ¢.

Considere o espaco 0 = C°°(S!,R?") de caminhos suaves periédicos em
R?" onde consideramos S* = R/Z. Definimos ¢: 2 — R pondo

1 1
¢(z) :/0 %(—Ji,x)dt—/o H(z)dt, z €. (3.3)

E bom notar que aqui z é um caminho que depende de ¢. Afirmamos que os
pontos criticos de ¢ sao dérbitas periédicas de & = Xz (x). De fato, observando
que {2 é espaco vetorial, a derivada de ¢ no ponto z € {2 na direcdo y € Q é
dada por

Wla)) = e+,
- jg(/ol;(—J(¢+§y),x+§y>dt—/()IH(x+§y)dt)‘§_O

_ /0 %((—J(:i: +E9)y) + (~Tg,x + Ey))dt

/0 (VH(x + &), y)dt

66



/0 (= Td )+ (~ T 2) + (~VE (), y)dt

2

/01<—J5c V), y)dt

onde utilizamos do método de integracao por partes na ultima igualdade. Con-
sequentemente, do(z)(y) = 0 Vy € Q se, e somente se, o caminho z satisfaz
—Ji — VH(x) = 0, isto é, um ponto critico de ¢ é solugao da equacio Hamil-
toniana —Ji = VH(x) e satisfaz 2(0) = z(1) j& que pertence a C*°(R/Z, R*").

Nosso objetivo entao é encontrar um ponto critico * do funcional ¢ tal que
¢(x*) > 0. Para isso, usaremos o chamado Principio Minimax que descrevere-
mos em seguida.

Sendo f: E — R uma funcao diferencidvel de classe C' definida num espaco
de Hilbert E com produto interno (-,-) e norma induzida ||z||> = (x,z), é de
nosso interesse encontrar uma forma de procurar pontos criticos de f. Estes
ultimos citados sdo os & € E tais que df (&) = 0, ou seja, df (Z)(y) =0 Vy € E.
Por defini¢do, temos que df (z) é um elemento do dual de E, isto é, um funcional
linear continuo. Do Teorema da representagio de Riesz (v. por exemplo|Kre|
Theorem 3.8-1, p. 188]), temos

df (z)(y) = (v(x),y) Yy € E e [|df (z)|| = [[v(2)]|

onde v(x) é unicamente determinado por df (z). Chamamos tal v(z) de gradiente
de f em x e denotamos v(z) := V f(z). Observe que nesta linguagem, os pontos
criticos de f sdo os zeros da aplicacao x — V f(z). Assim, podemos interpretar
os pontos criticos de f como os pontos de equilibrio do sistema

t=-Vf(x), x€E.

Assumiremos que esta equagdo diferencial ordindria possui um fluxo global
' (z), isto ¢, resolve unicamente os problemas de Cauchy:

{jtwt(w) = —V (¢ (x))
Ox) =2

para todo t real e x em E. Pelo Teorema classico de existéncia e unicidade de
solucoes de problemas de Cauchy, sob certas hipdteses em f, é possivel garantir
a existéncia de tal fluxo. Segue-se que

Lier@) = Ao ) (Se@)

)
= df (@ (@) (=V[(¥°(2)))
—(Vf(¢"(2)), VI (9" () = =V S (" @) <0

ou seja, f(p!(z)) decresce ao longo de solugdes nao constantes ¢! (z). Integrando
e usando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

et @) — () = / < per / VA @) s, (3.4)

Apresentaremos agora as condigbes de R. Palais e S. Smale que garantem a
existéncia de ponto critico em alguns problemas variacionais.
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Definicao 3.2.6. Uma fungao f satisfaz as condicdes de Palais Smale (deno-
tamos: f satisfaz P.S.) se toda sequéncia (x;) em E satisfazendo

Vi(x;) = 0emE e|f(z;)] <c<oo

para algum ¢ > 0 possui subsequéncia convergente. Observe que quando f € de
classe C1, o limite de tal subsequéncia é um ponto critico de f.

Se F é uma familia de subconjuntos F' C E, definimos o minimax m(f, F)
associado a f e F como sendo

m(f,F) = jnf sup f(z) € R =RU {00, 00}.

Lema 3.2.7 (Lema Minimax). Sejam f: E — R de classe C' e F uma familia
de subconjuntos de E tais que:

i) f satisfaz P.S.
ii) & = =V f(x) possui fluzo global.

iii) F € positivamente invariante pelo fluro, isto é, F € F = ¢'(F) € F, Vt >
0.

iv) —oo < m(f,F) < 0.

Entao, m(f,F) € um valor critico de f, ou seja, existe x* € E tal que f(x*) =

m(f,F) e Vf(z*)=0.

Demonstragao. Abreviando m = m(f, F), mostraremos que dado £ > 0, existe
um z € F satisfazendo

m—e< f(z) <m+ee||Vf(2)| <e.

Dai, tomando € = 1/3, encontramos uma sequéncia (z;) que pelas condicoes de
Palais Smale possui subsequéncia convergente para um ponto critico. Suponha
por absurdo que exista g9 > 0 tal que

IVf(@) > eo (3.5)

para todo x que satisfaz m — eg < f(z) < m + 9. Da definicio de m, existe
F € F valendo

sup f(z) < m+ ep.
TeF

Assim, se x € F, entao f(z) < m+ep e afirmamos que a solugao ¢'(x) do campo
gradiente satisfaz f(¢%(z)) < m—eg se tg = 2/g¢. De fato, se f(¢'(x)) < m—eq
para algum t € [0,%o], nao hd o que provar pois f(¢’(x)) é decrescente. Se
f(p(z)) > m—eg para todo t em [0, ¢o], entao por temos ||V f (¢! (z))|| > o
e de ,

ﬂﬁ@D:*AHVﬂf@D%W+ﬂ@§f@%fﬁ

Logo, f(po(x)) < f(x) —edto < m + &9 — 5%% = m — &g, 0 que contradiz
f(p'(z)) > m — g para todo t em [0,%y]. Mostramos que

sup f(z) <m —eg
reF*
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onde F* = @' (F). Mas pela condicao [iii) da hipStese, temos F* = ¢! (F) € F
e logo, chegamos em um absurdo pois

m = inf sup f(x) < sup f(x).
FeF zeF (@) zEF* (@)

O

Observagao 3.2.8. Quando f € limitada, podemos escolher F como sendo a
familia dos subconjuntos unitdrios {x} de elementos de E e logo,

m(f,F) = inf f(z).

z€EE

Dai, o Lema[3.277 garante que f assume seu minimo em E.

Recorde que o funcional ¢: 2 — R foi definido em (3.3 por

1 1
1 _
o(z) = / —(=J&,x)dt — / H(z)dt,
0o 2 0
observe que o funcional definido pelo primeiro termo de ¢,

Q =R

'l
x *—>/ —(=J&,z)dt,
O 2

determina a drea (simplética) do caminho fechado x e pode ser reescrito como

/ 7*wo
D

onde D é o disco unitdrio com 0D = S' e v: D — R?™ é uma aplicacdo de
classe C*° que satisfaz y|s1 = z. De fato, seja v cumprindo tais propriedades.
Lembramos agora que

wo =Y _dy; Adzj = d\
j=1

onde A é a 1-forma .
A= Zyjdl‘j.
j=1

Assim, temos

1
/fy*wo:/ fy*(d)\):/ d(’y*/\):/ fy*)\:/ )\:1/ (—J&, z)dt
D D D 51 ~(S1) 2 J)o

onde usamos o Teorema de Stokes e a ultima igualdade ja havia sido verificada
em . Por esta razao, por vezes, designaremos o primeiro termo do funcional
¢ como parte simplética de ¢.

Mostraremos que uma certa extensao de ¢ satisfaz P.S. e para encontrar o
espago apropriado, representaremos os caminhos z € €2 em séries de Fourier:

z(t) = Zek%”xk, x € R
kEZ
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que convergem, junto com suas derivadas, na norma do supremo. Estenderemos
a parte simplética do funcional ¢ fazendo

1

1

a(xay) = / §<—Jl‘,y>dt, T,y € Q.
0

Representando x, y pelas séries de Fourier correspondentes, obtemos:

1
2a(x,y) = /(—JZ27rkek2”‘]txk,26m”‘]tyl>dt

0 kez lez

2y gy =2m( il ys) — Y Lil v5)

JEL >0 J<0

ja que

/1<ek27rthk el27rJtyl>dt _ <$k, yl), se k=1
0 ’ 0, se k #1

Portanto, podemos definir a(x,y) como forma bilinear no espago de Sobolev
H? (S1). Recorde que os espagos H® = H*(S') para s > 0 sdo definidos por

H5(SY) = {w € LA(SY)] 31517 |2,]? < oo}
JEL

onde x(t) = 3, e/*™'z; é a série de Fourier de z (v. por exemplo [HZIT)
p-83]). O espago H® = H*(S') ¢ de Hilbert com o produto interno

(@,9)s = (z0,90) +2m Y _ [K|** (k. yk)
kez

. 1
e norma associada ||z||? = (z,z)s, 7,y € H*. Denotaremos o espaco H2 por
E. Observe que existe uma decomposi¢ao ortogonal de E:

E=E ¢oE°®ET

em espacos £, E° e Et onde a série de Fourier de 2 € F possui somente
coeficientes negativos, nulo e positivos, respectivamente. As projecdes corres-
pondentes sdo denotadas por P~: E - E-,P°: E - EYe Pt: E - Et e
portanto, cada x € E pode ser escrito de forma 1inica como

r=P (z)+P°x) + PT(z) =0 +2° +2*.

Dai, sendo a a forma bilinear que definimos, temos

aley) = Gy gl )y = 5l ahy sl
= ST P)a)y

Usando que 2 C F definimos agora uma extensdo da parte simplética de ¢ ao
espago E como a fungdo a : E — R pondo a(x) = a(z, x), isto é,

1 _ 1 1, _
a(x) = 3 (P = P )az) = Sl I3 = 5l I3

70



Note que estamos denotando duas aplicacoes distintas pelo mesmo simbolo a:
a forma bilinear e a extensao da parte simplética de ¢. Temos a: E — R
diferencidvel com derivada

da(z)(y) = a(x,y) + a(y,z) = 2a(z,y) = (P — P7)z,y)

1
2

e logo, Va(z) =at —2~ € E, Vz € E.

Antes de prosseguirmos para a extensao da parte Hamiltoniana de ¢, desta-
camos algumas propriedades dos espacos de Sobolev H?.

Observamos que sobre os espagos H?, vale que

H'c H c H'=L% parat>s>0

onde L? é o conhecido espaco das funcdes de quadrado Lebesgue integraveis,
ou seja, os espacos H® decrescem a medida que s aumenta. Enquanto isso, as
normas nos espagos H?® crescem a medida que s aumenta, isto é,

llzlle > [|z|s > [l2]lo, para = € H'.

Em particular, as inclusoes i: H! — H?® para t > s sdo continuas. Agora
apresentaremos uma proposicao sem demonstragao pois nao é o objetivo nos
aprofundarmos em detalhes dos espagos H® (v. por exemplo [HZ11], Proposition
3, p.84]).

Proposicao 3.2.9. Sejat > s > 0. Entdo a inclusdoi: H — H* é um operador
compacto, isto €, a imagem de um conjunto limitado em H' é um subconjunto
relativamente compacto,ou seja, cujo fecho é compacto em H*.

Da proposicao, segue que a inclusao j: H 2 - L2 = H° ¢ um operador
1
compacto. Seu operador adjunto j*: L? — H2 é definido por
) . 1
((z),y)p2 = (z,j (W), Vee H>,y € L2
Proposicao 3.2.10. Temos j*(L?) C H* e ||5*(y)|l1 < ||y||r2 Vy € L?.

Demonstracao. Da definicao de operador adjunto, temos

(), y)r2 = (2, 5" (y))

1
o

daf
> (@, yk) = (20,57 (W)o) + 27 > [kl (@, 5 (1)k)
k

k

para x € H: C L? e y € L?. Tomando z € H? com somente o i-ésimo
coeficiente nao nulo e igual a 1, obtemos

1

J (y)l 27T|Z|yl

e j*(¥)o = yo, concluindo que

ck _ j : 1 k2nJt
k-0
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para qualquer y € L2. Assim, j*(L?) C H' e

1@l = G Wo 5" W) + 21 Y IkIG™ W)k 5™ (0)k)
k

1 1
= 2 El{ ——yp, ——1yr ) < . 3.6
0,30 25 57 1 s g < ol 59

O

Temos entdo que j*: L? — H' ¢ H 3. Em particular, da desigualdade
, concluimos que a imagem de um conjunto limitado de L? por meio de
j* é um conjunto limitado em H'! cuja imagem pela inclusdo i: H' — Hz é
relativamente compacta, isto é, j*: L? — H z 6 um operador compacto.

Voltando agora ao funcional ¢, estudaremos a parte Hamiltoniana, ou seja,
o segundo termo do funcional, definido por

Q —>R
. D—)/O T ((t))dt

Como |H(z)| < M|z|?, ¥z € R?", este funcional admite uma extensao b: L2 —
R. Definimos b: £ — R, como

b(x) = b(j(x)),

onde j: E — L? é a inclusdo de E em L2. Utilizando a expansdo em Taylor de
H, encontramos

b(z + h) = b(x) + / 1 (VH(z),h)dt + R(x, h)

onde R(z,h)/||h||%. tende a zero quando h tende a zero. Assim, b é diferencigvel
e sua derivada em no ponto x na direcao h é dada por

1
db(x)(h) = /0 (VH(z), h)dt = (VH(z), h) .

Lembrando que da defini¢ao temos que o gradiente de b é o vetor em L? que cum-
pre (Vb(x),h)r: = db(z)(h) e logo, Vb(z) = VH(x) € L. Assim, a derivada
de b no ponto x na diregao y é

(Vb(z),y) = db(x)(y) = db(j(2))(j(y))
= (Vb(j(2)), ()2 = (" VB(i(2)), 9)-
Portanto, temos o gradiente de b
Vb(z) = j*Vb(j(x)) = j*VH(x).

Lema 3.2.11. O funcional b: E — R € diferencidvel e seu gradiente Vb: E —
E € continuo e compacto. Além disso,

1Vb(x) = Vo)l < Mz —yl| e [[b()]| < M]||z]|7

para todo x,y em E.
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Demonstragdo. Observe que a aplicagdo x +— VH(z) é Lipschitziana em L? e
logo, a imagem de um conjunto limitado pela mesma é também limitado. Além
disso, j& vimos que j*: L? — E é um operador compacto. Dessa forma, temos
que Vb(x) = j*VH(z) também é compacto. Mais ainda,

IVb(a) = Vow)lly = 11" (VE(@) - VAW
15 (VE () - VA ()|l
IVH () — VE(y)]l1

M|z —yll2 < M|z —yll;

IN A IA

onde a primeira desigualdade segue da monotonicidade das normas e a segunda
da Proposicao 3.2.10. Por dltimo, temos

Ib(z)| = /O H(m(t))dt‘g/o Mla(t) 2t = M][]%.

O

Agora, fazendo ¢(z) = a(x) — b(z), estendemos o funcional ¢, antes definido
em (), para o espaco de Hilbert £ = H 2. Com o que vimos, concluimos que
este novo funcional ¢: E — R ¢ diferenciavel e seu gradiente é dado por

Vé(x) = Va(x) — Vb(z) = 27 — 2~ — Vb(x).

Mostraremos agora que apesar de estendido, um ponto critico do novo fun-
cional ainda pertence a Q = C>° (S, R?").

Lema 3.2.12. Seja x € E wum ponto critico de ¢: E — R. FEntao x© €
C>(S1,R?™). Além disso, x € solu¢io da equacdo Hamiltoniana

(t) = JVH(z(t)), 0<t<1
e, portanto, € uma solucdo periddica de periodo 1.

Demonstra¢do. Representaremos © e VH (x) pelas respectivas séries de Fourier

em L2:
T = E 6k27rthk

k
VH(x) = Z ekt .
k

Por hip6tese, temos d¢(z)(v) = 0 para todo v em E. Lembrando que
(Vb(2),v) = (j"VH(z),v) = (VH(z),v) 2,
temos

0= (Vo(x),v) = (zt —27 = Vb(x),v) = (2T —27,v) — (VH(z),v) 2

e logo, (zt — 27 ,v) = fol (VH(z),v)dt para todo v em E. Escolhendo fungoes
v adequadas como ja fizemos, concluimos que ag =0 e

ar = 2rkxy, k € 7.
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Daf, >, [k|*|zx]? < Y, |ax|?> < o e portanto, z € H'(S',R?*"). Neste caso,

temos
SOl ] =y =Y 1k k]

k#0 k#0 k#0
1 1
2 2
1
= W Z |k|2|95k|2
k#0 k#0
< 2l

em particular, a série de Fourier de x converge na norma do supremo, o que nos
d4 x continua. Consequentemente, VH (z(t)) é continua e logo,

f(t):/o JVH (x(s))ds

é de classe C'. Expandindo em série de Fourier, temos

t
£(t) = /0 J (Z ek%‘”%rkxk) dt.
k

Portanto, comparando os coeficientes temos &(t) = x(t) — 2(0), o que nos dé x
de classe C! e i = JVH (). Mas sendo x de classe C!, temos JV H (z) também
de classe C! e logo, sendo x solucio da equacdo, temos na verdade x de classe
C2. Tterando este argumento, concluimos por fim que x € C*°(S1, R?"). O

Lema 3.2.13. Toda sequéncia (x;) em E satisfazendo Vé(x;) — 0 possui
subsequéncia convergente. Em particular, ¢ satisfaz P.S.

Demonstragdo. Por hipétese, temos x;r —x; —Vb(z;) = Vé(z;) = 0. Se z; =
z; +:c? + :c;' é limitado em F, entao x? € R?" ¢ limitado e sendo Vb compacto,
concluimos que V¢(z;) possui subsequéncia convergente. Provaremos entdo que
(x;) é limitada. Suponha por absurdo que exista subsequéncia denotada ainda
por (;) tal que |lz;||1 — oco. Defina a sequéncia normalizada

observando que como ||z, 1 = 00, T; # 0 para j suficientemente grande. Por
hipétese, temos

2F — 27 —j5* (mleéVH(a:j)) = (x;' -z - Vb(xj)) —0. (3.7)

VH(z;)

Como |VH(z)| < M]|z|, a sequéncia (Ilw-lll
JIL

2

sequeéncia (z?) ¢ limitada, j* e (PT — P7) sdo operadores compactos, pode-
mos assumir que z; possui uma subsequéncia convergente em F e logo em

L?. Passando a tal subsequéncia, assumiremos zj — z. Lembramos agora que

) é limitada em L2. Como a



H(z) = (7 + ¢)q(z) para |2| suficientemente grande. Seja Q(z) = (7 + €)q(z).
Temos

1

1]

VH (x;)

<
;113

- VQ(z2) IVH (2;) = VQ(2))llL2 + [IVQ(2; — 2)l| 2.

1
L2 2

Fazendo j tendendo a infinito, concluimos

VH (z;)

[l 1

— VQ(z) em L.

Dai

Vb(z;) :j*(VF(xj)
|EAIR (EATI

Portanto, de (3.7)), temos que z satisfaz

) 5 7*(VQ(2)) em E.

2T =27 =N (VQ(2) = 0.

Além disso, ||z[|; = [[limz;|[s = lim||zj[]s = 1. Seguindo o raciocinio da
demonstracio do Lema [3.2.12) obtemos z € C*°(S R?") e que z é solugao da
Xo(=(1))

equacao
{zu)
z(0) = z(1)

Lembrando que Q(z) = (7 +¢)q(z) e q(2) = 23 + y} + 7z >0 ¥} + Y7, temos
VQ(z) = “;V%E)(N22x1,2x2,2x3, ey 2000, N22y1, 200, ..., 2y, ) € assim

Xo(2(t) = JVQ(z(1))

— (WA—;E) (N?2y1(t), .., 24 (t), =N?221 (1), ..., =22, (1)),

(3.8)

onde z(t) = (z1(t), ..., xn(t), y1(t), ..., yn(t)). Portanto,

(m+¢) sB
Z(t) = T@ tZ(t),
onde B é a matriz tal que B(x1, ..., Tn, Y1, ooy Yn) = (2N221, .00, 220, 2N 21, ..., 295)
e concluimos assim que a equac¢ao Hamiltoniana (3.8]) admite solugoes periddicas
com periodos T' # 1. Como esta equacdo ndo possui solugoes nao triviais com
perfodo igual a 1, temos 2(t) = 0 o que contradiz [|2()||L = 1. O

Pelo Lema a equacao gradiente & = —V¢(z), © € E, define um
tnico fluxo global ¢: R x E — E tal que a imagem de um conjunto limitado é
um conjunto limitado. Nossas duas tultimas conclusdes nos remetem ao Lema
Minimax, o qual garantird a existéncia do ponto critico desejado.

Lema 3.2.14. O fluzo de & = —V¢(z) admite a representagdo
ol(x) =elz™ + 2% + e 2t + K(t,x),

onde K: R x E — E € um operador compacto e continuo.
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Demonstracdo. Definimos K de acordo com a férmula de variagao de parametros
t
K(t,z) = — / (=P~ 4 PO 4 e~ PH)Vb(* () ds. (3.9)
0

Precisamos entao verificar as propriedades citadas, ou seja, a continuidade e a
compacidade de K. Abreviando

y(t) =e'z” + 2% +etat + K(t,2),

do Teorema Fundamental do Célculo e utilizando a escrita em séries de Fourier
obtemos

y(t) = (P~ = P)y(t) — Vb(¢'(2)).

Mas observe que y(0) = = + 2% + 2+ + K(0,2) = z e logo, a fungao &£(t) =
y(t) — ¢'(x) resolve a equagao

£(t) = (P~ — PT)E(t) e £(0) =0

jé que Go'(x) = =Vo(p'(2)) = —Va(p'(2)) = Vb(p' (2)) = —(PT =P~ )p'(z) -
Vb(pt(z)). Pela unicidade de solugao de problemas de Cauchy, como 0 é solugao,
temos §(t) = 0 Vt e logo, y(t) = ' (), como queriamos. Lembramos agora que
Vb(p'(z)) = j*VH(¢'(x)), e logo

K(t,z)=7" {—/0 (P~ + PO+ e_t+SP+)VH(j(gos(x)))ds} .

Abreviando a parte entre chaves por k(t,z), temos k: R x E — L? continuo.
Além disso, a imagem de um conjunto limitado por k é um conjunto limitado
em L2. Pela Proposicao a aplicacdo j*: L? — E é compacta e logo,
K(t,z) = j*(k(t,z)) é um operador compacto e continuo. O

Proposigao 3.2.15. Existe x* € E satisfazendo Vé(z*) =0 e ¢(z) > 0.

Demonstracdo. Para provar esta proposigao, primeiro destacaremos dois sub-
conjuntos de E. Denotaremos primeiro ¥, C E o conjunto

p :{xzx_+x0+se+;|\x_+x0|\% <te0<s<7}
onde 7 > 0 (ver Figura . Acima, eT € E é o elemento
e+(t) _ eZthel

onde e; = (1,0, ...,0) € R?™, Observe que ||eT||?> = 2n(e1,e1) = 2w e |let]|r2 =
1. Denotaremos agora X a fronteira de ¥ em E~ + E° + Re™, que é formada
pelos elementos da forma

r=12" +2°+ set

tais que ||:c’+z0\|é =7,s=00us=r.

Lema 3.2.16. FEzxiste 7* > 0 tal que para T > 7*, temos ¢|ss. < 0.
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Figura 3.6: Conjuntos X e I'y

Demonstragdo. Como a|gp-gro < 0eb> 0, temos
¢lE-aro = (a—b)|g-gro <0.

Portanto, se s = 0 jd temos ¢ < 0 e basta mostrar que ¢ < 0 quando s = 7 ou
||z~ + 2°|| = 7. Pela construciao de H (ver (3.2)), existe constante v > 0 tal
que

H(z) > (m+e)q(z) —v

para todo z em R?”. Dalf,
1 1
(2) = ala) ~ bla) = ale) = | Hlx)dt <aa) ~ (w+) [ g+

0 0

para todo x em E. Lembrando que g é uma forma quadratica, temos
1 1 1 1

/ gz~ + 2% + seT)dt :/ q(Jf)d?H—/ q(xo)dt+/ q(set)dt.

0 0 0 0

Mas a(x) = %||x+|@ - %Hx’”é e logo, podemos estimar

1
o) < 52t = gl = o) ([ ate) + )+ atset)ar) 49

1
s — §||x_\|2 — (7 +5)q(:c0) — (7 +5)s2 + 7y

IA

1, _
= e~ SllamI? — (m+ £)a(e") +
Dessa forma, podemos encontrar ¢ > 0 tal que
dlx™ + 2% +se) <y —cllz™ +2°||? — cs?

sendo que o lado direito da desigualdade é < 0 quando s = 7 ou ||z~ +2°|| = 7
para 7 suficientemente grande.



Denotaremos agora I', C ET o conjunto
Iy ={rcE"|z|] =a}

(ver Figura [3.6)).
Lema 3.2.17. Ezxiste « >0 e 8 > 0 tal que ¢|p, > 5 > 0.

Demonstrag¢do. Mostraremos primeiro que b(x)w tende a 0 quando ||z|[1
1

2
tende a 0. Suponha por absurdo que nao vale tal convergéncia. Entao, existe
sequéncia (z;) em E e uma constante d > 0 tal que

1
zj =0 e —b(z;) >d>0
||IJ||%

paratodo j € N. Tome y; = z;/||z;||. Afirmamos que existem uma subsequéncia
de y;, que denotaremos novamente por (y;), e y,w € L? tais que

y; =y em L?
y;(t) = y(t)
ly; (H)] < w(t)

para quase todo t. De fato, pela Proposicao [3.2.9] E é mergulhado compacta-
mente em L? e portanto, encontramos subsequéncia de y; de Cauchy em L?.
Assumimos entao que

1
k1 — yrllr2 < ok k>1.

Entao a sequéncia f,, € L? definida por
k
Fa(®) = lyksa (t) — (D)),
1

é mondtona crescente e satisfaz || fp||rz < Zlf [lyk+1 — yk|| < 1. Portanto, pelo
Teorema da Convergéncia Mondtona (v. por exemplo [Bar9, 4.6 Monotone
Convergence Theorem, p.31]), f,(t) converge a f(¢) em quase todos os pontos
e f € L?. Como para m > n temos

[ym () =y @] < [Ym(t) = Yym—1 (O] + - + [Yn41 (1) — yu(t)]
= fm(t) - fn(t) < f(t) - fn—l(t)

concluimos que para quase todo ¢, a sequéncia (y,(t)) é de Cauchy em R e
portanto, converge. Definimos entdo y(t) := limy,(t) para quase todo t. Mas
temos |y(t) — yn(t)] < f(¢) e logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (v.
por exemplo [Bar95l 5.6 Lebesgue Dominated Convergence Theorem, p.44]),
Yn — y em L2, Definimos entdo w(t) := f(t) + |y(t)| € L?. Dessa forma, temos
lyn(t)| < w(t) para quase todo ¢ como afirmamos. Por definigao de b, temos

1 /1 1
—— = | H(z;)——dt.
II%I@ 0 ! II:vj\@
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De H(z) < M|z|? Vz € R?", tiramos

para quase todo t. Usando que H ¢é nula na origem junto com suas derivadas
até a segunda ordem, temos da férmula de Taylor:

lLI(fﬂj(t))“;H2 = (H(0)+ (VH(0),2;(t))]a; (t)| + Ol (1)) ] (£)|*)

= O(lz;(O)DIy; (O — 0
para quase todo ¢t onde O(|z;(¢)|) é tal que

lim  O(|z;(t)]) = 0.

|z (t)|—=0
Portanto,

1
— 1
/ H(a:j(t))Wdt — 0, quando j — 400
0 illy

e isso contradiz b(xj)W > d > 0 para todo j natural. Logo, mostramos que
JiL

2
b(x)—+— — 0 quando ||z|| — 0. Agora, para € ET, temos

lTelly
1 1 1 1

_ - +112 _ —112 —b -
s = (3171 = 3l - 00)
2 2

1 1 1

S A O

2 TR 72

Consequentemente, para ||z|[1 suficientemente pequeno (digamos < 4), temos

o(x) > %||x||2l e portanto, para I‘g, temos @|r, > %(3)2 > 0. O
2 2

Veremos agora o que ocorre se transladarmos o conjunto ¥, por meio do
fluxo ¢'(z) da equagao gradiente # = —V¢(x) em E. Como ¢(¢'(x)) decresce
& medida que ¢ cresce, concluimos do Lema [3:2.16] que existe 7 > 0

Blytoxn,) <0

para todo t > 0. Por outro lado, o Lema [3.2.17] garante que existe a > 0 tal
que ¢|r, > 0 e consequentemente, para este 7 e este «, temos ¢*(9¥X,) NT, =
0 vt > 0.

Lema 3.2.18. Existem T > a > 0 tais que para todo t > 0, tem-se ' (X)L, #
0.

Demonstragio. Pedir p'(X;) NTy, # 0 é equivalente a pedir que exista z em E
tal que

(P~ + PY)(¢p'(x)) =0
' (@) = o (3.10)
x € X, .
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Mas lembramos que pelo Lema o fluxo tem a representagio ¢(x) =
elz™ + 20 + e7'at + K(t,7), e logo a primeira equacio em pode ser
reescrita como

ele™ + 2% 4+ (P~ + P°)(K(t,x)) =0

e multiplicando a parte em E~ por e~*

, obtemos
=+ 2%+ (e7'P” + PY)(K(t,z)) = 0.

Como z € X, quer dizer que * = 2~ + 2% 4+ set, com 0 < s < 7, podemos
reescrever

x4+ Bt,x) =2 +2°+ (e7'P™ + P")(K(t,z)) =0 (3.11)
onde B é o operador definido por
B(t,x) = (e”'P~ + P)K(t,2) + PH{(|l¢' (@)|| — a)et —z}.

Abreviando F = E~ @ E° + Re™, temos que B: R x F — F é um operador
compacto e continuo pelo Lema [3.2.14] Portanto, podemos usar o grau de

Leray-Schauder, deg; ¢ (ver Apéndice p. A equagao possui solugao
x € X,, parat > 0, se deg; o(X-,id+ B(t,-),0) # 0 (pois neste caso a aplicacao
id + B(t,-) é sobrejetiva). Para calcularmos o grau desta aplica¢do, primeiro
observamos que nao existe solucao da equacao citada em 90X, isto é,

0 ¢ (id + B(t,-)) (%),

j& que ©*(0%,) NT, = 0 para todo t > 0. Pela invaridncia homotépica do grau
deg; g, temos

degLs(ET,id+ B(t7 )70) = degLs(ZT,id + B(O7 )70)

Como K(0,z) =0 (ver (3.9)), temos B(0,z) = P*{(||z|| — a)e™ — z}. Defina
agora a homotopia H: I x F' — F pondo

H(t,z) = PY{(t||z|| — a)e™ —ta}

entre PT(—ae™) e B(0,z), onde I = [0,1]. Observe que z + H(t,z) # 0 para
x € 0%,. Com efeito, se z € X, satisfaz « + H(t,x) = 0, entdo terfamos

= —PH{(t]al| - a)et — ta}
ecomo z =a + 2%+ set, vem x = set. Dai,
set = —PT{(t||set|| — a)e™ —tse}
e logo, s = a — tsl|le™|| + ts, o que nos dd
a=s(l+tlle’|| =) =s((1—1t)+tlle"]]).

Assim, j4 que 0 < t < 1, temos 0 < s < « e portanto, z ¢ 9%, se 7 > a.
Novamente pela invariancia homotoépica do grau,

degLs(ZT,id+B(t7')70) = degLs<ET,id+H(O,'),0)
= deg;5(Z,,id — ae™,0) = deg; 4(3,,id, ae™)

e como ae’ pertence a X, para T > «, temos deg; ¢(X,id,eT) =1#£0. O
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Finalmente estamos aptos a usar o Lema Minimax para provar a Proposi¢ao
3.2.15| Tomamos F como sendo a familia dos subconjuntos ¢*(3,),t > 0, de R
e definimos

m(p, F) =1inf sup é(x).

t20 gept(s,)
Observe que como ¢'(3,) NTy, # 0 (Lema [3.2.18) e ¢|r, > B (Lema [3.2.17)),

temos

B< inf (z) < sup @) < oo
€l zePt(S,)

onde, na segunda desigualdade, usamos que a imagem de um conjunto limitado
por ¢ é um conjunto limitado (Lema |3.2.11)). Portanto,

—00 < B <m(p, F) < 0.

J& vimos que ¢ satisfaz P.S. e que a equagio gradiente & = —V¢(x) gera um
fluxo global. Mais ainda, da propriedade de grupo de fluxo, a familia F é
positivamente invariante. Assim, o Lema Minimax garante que m(¢$, F) é um
valor critico de ¢, isto é, existe z* € F tal que

{vm*)

=0
p(z”) =m(¢, F) =2 >0

o que finaliza a demonstracao da Proposicao [3.2.15 O

O ponto critico encontrado acima é uma solugao periédica suave da equacao
Hamiltoniana 2 = JVH (z) em R?" tendo perfodo 1 como vimos no Lema|3.2.12
Essa é a solugao desejada no Teorema 3.2.4. O

Em particular, se H € H,(Z(1)), do Teorema temos m(H) < w e logo,

cuz(Z(1),wp) = sup m(H)<m.
HeHq(Z(1))

Esta ultima desigualdade era o que faltava para demonstrarmos que a fungao
cyz ¢ uma capacidade simplética.

Coroldrio 3.2.19. Seja E um elipsoide. Se H € H(E,wo) satisfaz m(H) >
7r1(E)?, entdo o campo Hamiltoniano Xy em E possui uma solugdo periddica
ndo constante de periodo T € (0,1]. Além disso, wri(E)? é o infimo dos nimeros
com essa propriedade.

Demonstrag¢ao. Segue diretamente da definicdo da capacidade simplética cyz e
da Proposicao[3.1.6 O

Observe que sendo uma bola B(r) C R?" um caso particular de elipsoide, o
resultado acima é valido para bolas onde ry = r é o raio da bola.
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3.3 Solucgoes Periddicas em Superficies de Ener-
gia

J4 vimos que o fluxo ¢! de um campo Hamiltoniano Xy numa variedade
simplética (M,w) deixa os conjuntos de nivel de H invariantes. Fixando um
valor, digamos 1, olharemos para a superficie de energia

S={zeMH) =1} = H\(1)

que assumiremos ser compacta e regular (cf. Defini¢do [2.4.1). Logo, S C M é
uma subvariedade compacta de codimenséo 1 (v. por exemplo [Leel2l Corollary
5.14, p.106]) cujo espago tangente em z € S é dado por

T,S ={¢ € T,M|dH (z)§ = 0} = ker dH(z).

Da definigdo de campo Hamiltoniano, temos Xg(z) € T,.S e assim, Xy é um
campo vetorial ndo nulo em S no qual o fluxo existe para todo t devido a
compacidade de S. Nosso objetivo serd encontrar uma solucao periédica de Xy
em S. No entanto, primeiro garantiremos a existéncia de solucoes periddicas de
Xy em superficies de energia vizinhas de S (Teorema [3.3.2)).

Observagao 3.3.1. Da suavidade de H, compacidade e regularidade de S,
ezxiste uma vizinhanga aberta e limitada U de S na qual existe uma abundancia
de superficies de energia compactas e requlares tendo valores de energia \ pro-
zimos de 1. Digamos U = Uxec1 Sy, onde I € um intervalo aberto em torno de
1eSy={zeU|H(z) = A}. Temos que Sy € difeomorfo a S = Sy para todo A
em I (v. [SMST63, Theorem 5.1, p.12]).

Teorema 3.3.2 (Hofer-Zehnder). Seja S uma superficie de energia regular
compacta do Hamiltoniano H na variedade simplética (M,w). Suponha que
exista uma vizinhanga aberta U de S tal que cyz(U,w) < oo. Entao existe
uma sequéncia A\; — 1 de valores de energia tal que a equagcdo Hamiltoniana
& = Xpu(x) possui solugdo periddica em toda superficie de energia Sy, .

Demonstracdo. Construiremos um Hamiltoniano auxiliar F' em U que é cons-
tante em cada superficie Sy C U e além disso, pertence ao conjunto H(U,w).
Suponhamos, sem perda de generalidade, que

U=J S

el

onde I = (1 — p,1+ p) para algum p > 0 e considere 0 < ¢ < p. Da hipétese,
crz(Uyw) < oo e assim podemos escolher uma fungdo suave f: R — R que
cumpre:

o f(s)=cuz(Uw)+ 1, paras<l—ces>1+e¢
e f(s)=0,quando 1 -5 <s<1+5
e f'(s)<0,quando 1 —e <s<1—75

e f(s) >0, quando 1 +§ < s<1+e¢.
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co(Uw) +1 —_—

Figura 3.7: Funcao f

Feito isso, definimos F': U — R pondo F(z) = f(H(x)), = € U. Dessa forma,
temos F € H(U,w) e m(F) = cuz(U,w) + 1> cyz(U,w). Dai, da defini¢do da
capacidade cpz, existe uma solugdo periddica ndo constante x(t) com periodo
T € (0,1] do sistema Hamiltoniano:

= Xp(x), x€U.

Além disso, temos

—_ - - m(F)

e logo, H(z(t)) = A é constante em t. Como z(t) é ndo constante, temos para
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todo t
0#a(t) = Xp(z(t)) = f/(H(x(t))Xn(x(t))

e assim concluimos que

fH (1) = f'(A) =7 #0.

Isso, pelas propriedades de f, garante que A pertence a (1—¢,1—-5)U(1+35, 1+¢).
Em todo caso, vale que |[1—\| < e. Reparametrizando, definimos a curva fechada

y: R — S\ pondo
t
o= (1)
-

que possui periodo 7T e satisfaz

. 1./t 1 1
90 = 2 (1) = 2Xp(ult) = L (HOO)IVH(0) = Xnly(0)
e logo, é uma solugao periédica do campo Hamiltoniano Xy na superficie de
energia H~'({\}) = S). Mais ainda, como |\ — 1| < ¢ e ¢ foi tomado arbitrari-
amente, temos o resultado. O

Exemplo 3.3.3. Em (R?",wy) todo conjunto limitado U estd contido em uma
bola B(R) para algum raio R > 0 e assim, da monotonicidade da capacidade,
U possui capacidade finita. Logo, dada uma superficie de energia reqular com-
pacta S = H=1({1}) C R*" de um Hamiltoniano H: R*" — R, pelo Teorema
[3-:33 temos que existem infinitos valores X prézimos de 1 tais que a equagao
Hamiltoniana & = X (x) possui solucdo periddica em Sy = H-1({\}).

Trocando S = S; por qualquer Sy com A em I na proposi¢ao, obtemos:

Corolario 3.3.4. FEuxiste um subconjunto denso ¥ C I tal que para A € X, a
superficie de energia Sy possui uma solugdo periddica de & = Xpg(x) quando
crz(U,w) < oo.

E importante notarmos que as solugoes garantidas pelo Teorema nao
se encontram necessariamente na superficie de energia fixada mas sim arbitra-
riamente préximas a ela. No entanto, se soubermos que os perfodos T das
solugoes periédicas nao constantes z; em Sy; sdo limitados, pode-se garantir
que S também possui uma solucao periédica de Xp. Antes de verificarmos isto
(Proposicao [3.3.5), consideremos uma métrica Riemanniana g em M. Se z(t) é
uma solugao T-periddica, podemos calcular seu comprimento fazendo

(1)) = / o (E (D), 2(0))dt.

Como em nosso caso consideramos o aberto limitado U, podemos assumir, sem

perda de generalidade,

1
o SXu@)l<C

para x em U e alguma constante C' > 0, onde denotamos g(v,v) = |v|?. Logo,
sendo z;(t) solugao de periodo T; da equagdo & = Xg(z), temos

7 4 T T T
/ —dtg/ |XH(33j(t))|dt:/ |9'cj(t)|dt§/ Cat
0 C 0 0 0
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e portanto,

Proposicao 3.3.5. Seja \; — 1 e assuma que os periodos T; (ou equivalen-
temente os comprimentos [(x;(t))) das solugoes x;(t) em Sx; sdo limitados.
Entao S = Sy possui uma solugao periddica de & = Xp(x).

Demonstragdo. Reparametrizando pondo y;(t) = z;(T;t) paracada je 0 <t <
1, obtemos solugoes de periodo 1 que cumprem

Y (t) = Ti;(Tit) = T; X u (y;(t)) (3.12)

e H(y;(t)) = H(z;(T;t)) = A;. Por hipdtese, temos o lado direito de
limitado e assim, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, existem subsequéncias (7},)
de (Tj) que converge para T e (yj;,) de (y;) que converge em C° para y e
por satisfazer a equacgao , converge em C*. A aplicagao y: [0,1] — U
é periédica com perfodo 1 e satisfaz H(y(t)) = 1 e y(t) = TXu(y(t)) por ser
limite da sequéncia (y;, ). Portanto, y(t) é a solugao periédica desejada se T' # 0.
Suponha por absurdo que T' = 0. Temos entao y(t) = 0 para todo ¢ € [0,1],
assim y é constante e consequentemente X g (y) também é constante, digamos

Xu(yjp) = Xuly) =0 (3.13)

Como S é regular, temos v = Xp(y) = JVH(y) # 0. Assim, como v é um vetor
nao nulo e por (3.13), vale para j; suficientemente grande que

g(XH(yjk)7 ’U) > (1 - €)g(v, ’U)
para algum ¢ > 0. Por (3.13)) e linearidade de g, temos

z}jg@jk(txv) > (1-o)o?

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
1

Tj K

|95 (O]v] = (1 =€)l

Integrando ambos os lados de 0 a T, , obtemos

1
T

Jk

[0li(y;,.) = T, (1 = &)l

e quando jj tende a infinito, I(y;, ) tende para I(y) = 0 e logo, concluimos que
|v] = 0 o que nos leva & contradigdo v = 0. O
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Capitulo 4

Caracteristicas Fechadas e
Exemplos

4.1 Existéncia de Caracteristicas Fechadas em
Superficies de Energia

Nosso objetivo na secao presente é traduzir para a linguagem geométrica os
resultados obtidos no capitulo anterior. Para tanto, comecaremos com a ideia
de fibrado vetorial, seguindo [GG74] p.18].

Definigao 4.1.1. Sejam E e X wvariedades suaves e m: E — X uma sub-
mersdcﬂ Dizemos que E € uma familia de espagos vetoriais sobre X de di-
mensao k se para todo p em X, E, = 7~ ({p}) é um espaco vetorial real de
dimensao k no qual as operagoes sdo compativeis com a topologia induzida de
E, ou seja, sdo aplicacoes continuas. Denotamos por dimx F, a dimensdo da
fibra E,.

Sejam E e F duas familias de espagos vetoriais sobre X e ngp: B — X,
nr: F — X as respectivas submersoes associadas. Um homomorfismo entre as
familias E e F' € uma aplicagdo suave ¢: E — F que cumpre:

a)7rp0¢:7rE

b) Para cada p € X, ¢|g,: E, — I, € uma transformacao linear.

O homomorfismo ¢: E — F € chamado de isomorfismo quando é um difeo-
morfismo e, neste caso, as familias E e F' dizem-se isomorfas.

Exemplo 4.1.2. Sejam V um espaco vetorial real de dimensao finita, X uma
variedade suave e E = X x V. Considere m : E = X xV — X, (p,v) — p.
Entao E ¢ uma familia de espagos vetoriais sobre X conhecida como familia
produto. Se F' ¢ uma familia de espagos vetoriais sobre X isomorfa a E, no
sentido definido acima, entdo F' € chamada familia trivial.

Definicao 4.1.3 (Fibrado Vetorial). Seja m: E — X uma familia de espagos
vetoriais sobre X. A familia E € um fibrado vetorial sobre X se para todo
ponto p € X, existe uma vizinhanca aberta Uy, de p tal que a familia de espacos

1Uma submerséo é uma aplicagdo cuja derivada é sobrejetiva em todos os pontos.
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vetoriais By, = W’l(Up) € trivial. Isto é, um fibrado vetorial é uma familia
de espagos vetoriais que € localmente trivial. Sendo assim, vale que dim E =
dim X + dimx E,.

Definicao 4.1.4 (Fibrado de Linha). Um fibrado vetorial cuja fibra tem di-
mensao igual a 1 diz-se fibrado de linha.

Exemplo 4.1.5. O fibrado tangente TX = {(p,v); p€ X ev € T,X} de uma
variedade suave X € um fibrado vetorial sobre X com a submersao w: TX —
X, w(x,v) =z cuja fibra tem a dimensdo da variedade X. O mesmo vale para
o fibrado cotangente T*X .

Exemplo 4.1.6. Dada uma variedade X e uma métrica Riemanniana g em X,
o fibrado normal Nx de X € definido por

Nx ={(p,n) € TX; g(p)(n,§) =0V, € T,X}.

Trata-se de um fibrado vetorial com a submersao 7: Nx — X, w(p,n) = p.

Seja S uma superficie de energia regular. Em particular S é uma subva-
riedade de codimensdo 1, na variedade simplética (M,w), onde dim M = 2n.
Entao, o espago vetorial T,,S C T, M tem dimensao 2n — 1 = dim S para todo
x € S e logo, a restrigao de w, a TS x TS é necessariamente degenerada, isto
é, existe £ € T,.S tal que

wz(&,v) =0

para todo v em T,S. De fato, sendo dim7,S = 2n — 1, temos que seu orto-
gonal simplético (T,,5)“* (cf. Defini¢ao [1.1.3) é unidimensional. Assim, w e S
determinam o fibrado de linha:

Ls={(z,) €eTS|w(&v)=0, YoeT,5}

onde T'S é o fibrado tangente de S. O fibrado Lg é chamado fibrado de linha
caracteristico de S. Fixado = € S, denotamos por Lg(z) a fibra

Ls(x)=4{£eT,S|w(v)=0, VvoeT,S}.

Proposigao 4.1.7. Se H: M — R é uma fung¢do suave que representa S, isto
é, S = H~'({c}) para alguma constante c € R e dH(z) # 0 para todo x em S,
entio Xp(x) € Lg(z) Yz € S.

Demonstra¢do. Como S é pré-imagem de valor regular da fungao suave H, te-
mos TS = ker dH () e logo, w(Xg(x),v) = —dH(z)(v) = 0 Vv € T,,S. Por-
tanto, Xp(z) pertence a Lg(z). O

Chamamos de caracteristica fechada de S uma subvariedade P C S
de dimensao 1 que é difeomorfa a um circulo e cujos espagos tangentes estao
contidos em Lg, isto é,

TP = | J Ls(p).

peP

Denotaremos o conjunto das caracteristicas fechadas de S por P(.5).
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Observagao 4.1.8. Seja x: I — M uma solugdo da equag¢do & = Xy(x) em
S. Temos entio (z(t),&(t)) = (x(t), Xu(x(t)) € T'S para todo t onde a solugao
esteja definida. Mais ainda, pela Proposicao temos que (x(t), Xp(z(t))
pertence ao fibrado Lg. Logo, as imagens das orbitas periddicas do campo X
sao caracteristicas fechadas de S'.

Tendo em vista a tultima observacao e lembrando que Lg é um fibrado de
linha, vale que o conjunto P(S) é igual ao conjunto das imagens de solugoes
periddicas de todos os campos Hamiltonianos Xy em S que possuem S como
superficie de energia regular. Dai, obteremos resultados sobre a existéncia de
caracteristicas fechadas em superficies de energia baseando-nos nos resultados
do capitulo anterior.

Definigao 4.1.9. Seja S uma hiperficie compacta em M. Uma familia parame-
trizada de hiperficies modeladas (fphm) em S é um difeomorfismo ¢¥: S x I —
U C M, onde I é um intervalo aberto contendo 0, U é uma vizinhanca limitada
de S e ¥(x,0) = x para todo x em S. Abreviaremos S := (S x {€}) e por
vezes, denotaremos uma fphm ¥ em S por (Se).

Lema 4.1.10. Seja S uma hiperficie compacta de uma variedade M. Se existe
uma fphm em S, entao existe uma funcao suave H: U — R definida em uma
vizinhanca aberta U de S satisfazendo S = H=1({0}) e dH (x) # 0 para todo x
em S.

Demonstracdo. Sob a hipotese do Lema, existe um difeomorfismo ¢: S x I —
U C M, onde I é um intervalo aberto contendo 0, U é uma vizinhanga limitada
de S e ¢¥(x,0) = x para todo  em S. Considere a projegdo m: S x I — I,
(z,t) — t e defina

H=7ro¢p .U I

Observe que 7 é diferencidvel e sendo 1 difeomorfismo, 1~ também é dife-
rencidvel e logo H é suave. Além disso H~1({0}) = (roy=1)71({0}) = S (pois
Y(x,0) = x,Va € S). Mais ainda, observe que dado z € S temos que

dH(z) = d(m o) (x) = dr(y ™" (2))dy ™ () = m o dip~}(x)
¢ ndo nulo ja que ¢! é difeomorfismo e logo diy~!(z) é um isomorfismo. O

Visto isso, podemos reformular o Corolério

Teorema 4.1.11 (Hofer-Zehnder). Seja S uma hiperficie compacta em (M,w)
e (Se), e € I, uma fphm em S. Se cyz(U,w) < oo, entdo existe um conjunto
denso % C I, tal que

P(S:) # 0 para e € X.

Para garantirmos a existéncia de caracteristicas fechadas na hiperficie S e
nao somente prorimo a ela, nos restringiremos a uma determinada classe de
hiperficies. Assumiremos que S é o bordo de uma variedade simplética (B,w) C
(M,w). Entao se (S:) é uma fphm em S, temos, para cada e € I, S. = 9B,
onde (Bg,w) é variedade simplética. Sem perda de generalidade, admitiremos
que B. C B, quando ¢ < ¢’. Pela monotonicidade de uma capacidade, temos

ez (Be,w) < cyz(Ber,w) se e < €.

e logo, a fungdo C: I — RU {o0}, C(e) = cgz(Be,w) é mondtona crescente.
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S. =08,

Figura 4.1: Hiperficie S. = 0B.

Definigao 4.1.12. Uma hiperficie S, é do tipo cyz— Lipschitz se existem cons-
tantes positivas L e u tais que

C(e) < C(o)+ L(e — o)
para todo € em (0,0 + .

Pode-se mostrar que a definicdo acima nao depende da escolha da familia
parametrizada (S¢) de hiperficies modeladas em S, utilizando a monotonicidade
da capacidade cp 7.

Exemplo 4.1.13. Seja S = 0B o bordo de uma variedade simplética compacta
(B,w). Assuma a existéncia de um campo vetorial X numa vizinhanc¢a de B
satisfazendo

i) Lyw=w

i) X(z) ¢ T,S sex € S.

S=0B

Figura 4.2: Campo X na vizinhanca B de S

Assim, o fluro pt do campo X define uma fphm em S:

Y(z,t) = (Pt(x)7 res

quando |t| € suficientemente pequeno. Note que

L) w= (9" Lxw = (') *w
()0 = w
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e logo, (¢t)*w = etw. Definindo, para cadat, B; = ¢*(B), a aplicacio o': (B,w) —
(By, e tw) é entdo um difeomorfismo simplético e pela conformalidade de cpz,
temos

e ‘ez (Bi,w) =cuz(Br e 'w) = cyz(B,w)
e portanto, cyz(B,w) = elcyz(B,w). Entdo sendo C(t) = e'cyz(B,w), temos
C(t) diferencidvel em 0, isto é, existe o limite

1 ClO+1) = C(0)

e n :CHz(B,w) ZO

Assim, dado € > 0, existe § > 0 tal que

C(t) - ()

0<t<d= .

<e=C(t) < C(0) +te.

Concluindo entao que S = 0By ¢ do tipo cgz— Lipschitz.

Teorema 4.1.14. Assuma cyz(M,w) < 4+00. Se a hiperficie compacta S C M
for o bordo de uma subvariedade simplética e além disso, for do tipo
cu z— Lipschitz, entio P(S) # 0.

Demonstra¢ao. Sendo cyz—Lipshitz, existe (S¢) fphm em S com S = Sj tal

o C(e) <C(0) + Le (4.1)

para algumas constantes L e e 0 <& < . Para 0 < 7 < p, seja F o conjunto
de funcoes suaves f = f,: R — (C(0) — LT, +00) que satisfazem

o f(s)=ases<0
o f(s)=bses>7
e 0< fl(s)<csel<s<
onde as constantes a,b e ¢ sao tais que
e C(0)— LT <a<(C(0)
e C(0)+2LT <b< C(0)+ 3Lt
e ¢c=10L.

Observe que F, # 0, uma vez que tal f pode ser construida utilizando bump
functions (de forma semelhante como fizemos no Apéndice p. Sendo S =
0By e fixando 7, como C(0) = cyz(By,w) < 0o, pela definicdo de cyz, existe
uma fungéo admissivel H € H,(By,w) satisfazendo C(0) — LT < m(H) < C(0).
Entéao considere f, 5, € Fr com a = m(H) e defina o Hamiltoniano F' pondo

F(z)=H(z) se z € By
Fx)=f(e)sexe S, 0<e<T
F(z)=bsex ¢ B,.

Temos F € H(B-,w) e por (4.1)),
m(F)=b>C(0)+ 2Lt > C(0) + LT > C(r).
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Figura 4.3: F € H(B,,w)

Como m(F) > C(1) = cuz(B;,w), existe, pela defini¢do de cgrz, uma solugao
periddica x(t) ndo constante do sistema #(t) = Xp(x(t)), z(t) € B,, para todo
t, com perfodo 0 < T < 1. Como F|p, = H é admissivel, nao podemos ter
tal solugao contida em Bj e sendo By invariante pelo fluxo de X, a solugao
tem de estar contida em B,\By. Como a solucido é ndo constante, segue das
propriedades de f, 5 que existe § em (0, ) tal que

z(t) € Ss para todo t.

Esse argumento funciona para todo 7 > 0 e escolhendo uma sequéncia (7;) que
converge para 0, encontramos entao sequéncias (F}) e (0,) de Hamiltonianos e
nimeros entre (0, 7;/2) respectivamente, além de uma sequéncia correspondente
(7;) de érbitas periédicas de X, satisfazendo

x;(t) € Ss;, para todot, e J; — 0

com periodos 0 < T; < 1. Defina agora em U = U.c;S, uma funcao Hamil-
toniana K: U — R tendo hiperficies S. como superficies de energia regulares
pondo

K(x)=¢, se x € S..
Sex € S. e 0 < e < p, entao para todo 7; temos Fj(x) = f;(K(x)) e logo,
Xr;(7) = fj(K(z))XKk(x). Pela construgao, as fungdes periddicas x; resolvem
as equagoes

1 t 1 t
gy (t) = ( ): Flex (()):X i
0= ey (7)) = 7y 0% (7)) = X ®)
e K(y;(t)) = €;. Observamos por fim que os perfodos de y; sdo dados por
f'(¢)T; e portanto, como f'(¢;) < 10L, sao limitados. Pela Proposi¢ao
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concluimos que existe uma soluc¢do periddica z(t) de & = Xk (x) na superficie
de energia de K(x) = 0 que é a hiperficie S = Sy. Essa solugdo parametriza
uma caracteristica fechada em S, como ja observamos. O

Note que o fato de C(g) = c¢gz(Be,w) ser mondtona, implica na diferenci-
abilidade de C' em quase todos os pontos (v. por exemplo [RSN90, Theorem
p.5]) e portanto, deduzimos do Teorema anterior:

Teorema 4.1.15. Sejam (M,w) variedade simplética e S C M uma hiperficie
que delimita uma variedade simplética compacta, com cyz(M,w) < co. Se (S:)
com e € I € uma fphm em S, entdo

m({e € I;P(S:) # 0}) = m(I)
onde m € a medida de Lebesgue.

Corolario 4.1.16. Para toda hiperficie compacta e coneza S C (R?™,wy) e toda
(Se),e € I, fohm em S, tem-se

m({e € IP(S:) # 0}) = m(I)

Demonstragao. Pelo Teorema da separacao de Jordan-Brouwer (v. por exemplo
[GP74, Jordan-Brouwer Separation Theorem, p.89]), S é a fronteira de uma
variedade compacta D com dimensao 2n—1+1 = 2n, e logo (D, wp) é simplética.
O resultado segue diretamente do Teorema O

Exemplo 4.1.17. Seja H: R*™ = R funcdo suave com suporte compacto. Te-
mos que o conjunto de valores criticos de H € fechado e limitado, e portanto,
compacto em R. Pelo Teorema de Sard, (v. por exemplo [Hir97, Morse-Sard
Theorem,p.69]), este conjunto tem medida nula. Consequentemente, para quase
todo h € (min H, max H), temos que Sy, = H~({h}) € superficie de energia re-
gular e compacta. Pelo Coroldrio[].1.16, para cada valor regular h, existe uma
drbita periddica nao constante xp(t) do campo Hamiltoniano Xy em Sp.

4.2 Hiperficies de Contato e a Conjectura de
Weinstein

Incentivado pelos resultados em superficies de energia em R?”, o matemético
americano A. Weinstein conjecturou sobre a existéncia de caracteristicas fecha-
das em determinadas hiperficies.

Definigao 4.2.1. Uma hiperficie compacta e orientdvel S C M na variedade
stmplética (M,w) € hiperficie de contato se existe uma 1—forma o em S tal que

i) da = j*w
i) ap(€) # 0 para € € Ls(p)\ [0}, Vp e §

onde j: S — M € ainclusio de S em M e Lg € o fibrado de linha caracteristico
de S.
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Conjectura de Weinstein (1978): Uma hiperficie de contato S cum-
prindo H;(S) = 0 contém uma caracteristica fechada.

Verificaremos que retirando a ultima hipdtese e pedindo que S tenha uma
vizinhanca U C M com capacidade cyz(U,w) < 0o, a conjectura é verdadeira.
Para tanto, veremos uma hiperficie de contato sob outro ponto de vista.

Proposigao 4.2.2. Uma hiperficie compacta S C M ¢é uma hiperficie de con-
tato se, e somente se, existe um campo vetorial X definido numa vizinhan¢a U
de S satisfazendo:

i) Lxw=w em U.
it) X(p) ¢ T,S sepe S.
Demonstra¢ao. Primeiro, provaremos dois lemas fundamentais:

Lema 4.2.3. Sejam E um fibrado vetorial sobre N, m: E — N a submersao
associada e o uma k-forma fechada em E satisfazendo j*a = 0, onde j: N —
E ¢ a se¢ao nula do fibrado, isto é, j(p) corresponde ao vetor nulo na fibra
E, = n7'({p}) para todo p em N. Entdo, existe uma (k — 1)-forma B em E
satisfazendo:

dB = a e Bljn) =0.

Demonstra¢ao. Usando a estrutura de espago vetorial de cada fibra, podemos
definir as aplicagoes p': E — E sobre as fibras pondo ¢!(x) = tz. Represen-
taremos por X; o campo vetorial (que depende de t) gerado pela familia de
difeomorfismos ¢* definido em E por

da

at?
se t > 0. Observe que se x € j(IN), x representa o vetor nulo de uma fibra, daf
temos ¢'(x) = t0 = 0 para todo t e logo

d 1
Xi(z) = %got <tm> = 0.

H(z) = Xi(¢"(2))

Usando que « é fechada (da = 0), tiramos da Férmula de Cartan

— (") a = (") Lx,a = (¢")*{d(1x,a)} = d{(¢")"1x,a},

onde
(Spt)*ZXtaw = Qpt(z) (dsﬁt(Xt(fU>)a d@t('» .

Mas como lim;_,o(p!)*a = 7*j*a =0 e p!(r) = lz = 2, vem
— e o 18 ty*
a = (¢)'a-ln(@)a
1
d
= lim/75 £(g05)*04 ds

t—0

t—0

= lim/t d{(p*)ix o} ds
= d/o ((p)ix, ) ds =dp
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onde 8 = fol((cps)*zxsa)ds é uma (k — 1)-forma suave em E. Se x € j(N) entao
Xi(x) =0 elogo, B, =0. O

Lema 4.2.4. Se S C (M,w) é uma hiperficie de contato entdo existe uma
1-forma T numa vizinhanca U de S satisfazendo:

(i) dr = w em U.

(i) j*T =a em S, onde j: S — U € a inclusdo de S em U.

Demonstragao. Como S é compacta e orientdvel, existe um difeomorfismo

¥: Sx(—1,1) — U sobre uma vizinhanga aberta U de S satisfazendo ¢(x,0) = x
para todo z € S. De fato, sendo S orientdvel, temos o fibrado normal Ng (com
respeito a restricao métrica da Proposigao a S) também orientdvel e logo
existe uma secao que nao se anula o: S — Ng de Ng. Defina entao a aplicagao

Y: S X (—e,e) 2 UCM
(x,t) — exp, (to(x))

onde exp, : T, M — M é a aplicagdo exponencial (v. por exemplo: [KN96| Pro-
position 8.1 and Proposition 8.2 p.147-148]). Temos que 1 é um difeomorfismo
para algum € > 0 pois S é compacta. Reparametrizando o parametro ¢ por t/e
obtemos S x (—1,1) como dominio de %. A projegao (x,t) — = de S x (—=1,1)
em S, induz, compondo com a inversa !, uma aplicacdo suave r: U — S
que opera como a identidade em S, isto é, dado x em S C U, temos r(z) = x.
Defina a 1-forma g em U pondo p := r*a, onde a é a 1-forma da Defini¢ao
421 Entao

Ju=jir‘a=a.
Considere agora a 2-forma w — dy em U. Entao
dw —dp) =dw—ddp =0

ja que a estrutura simplética w é uma forma fechada. Mais ainda, usando que
7w =da,

J (w—dp) =da—d(F*p) = doa — da = 0.
Assim, como U é difeomorfo a S x (—1, 1) que por sua vez é um fibrado isomorfo
a S xR, podemos aplicar o Lema[4.2.3]a 2-forma w—dp e encontrar uma 1-forma
n em U satisfazendo w —du = dn e j*n = 0. Por fim, definimos em U a 1-forma
7, pondo 7 = u + 1 e dai,

dr=dp+n)=dp+w—dp=w

Jr=5ntn)=5ntin=a
como queriamos. O
Voltando & demonstracao da Proposicao seja S C M uma hiperficie
de contato. Tomando a 1-forma 7 dada pelo Lema definimos um campo

vetorial X em U pondo
IXW =T.
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Dai, ainda pelo mesmo lema e pela Férmula de Cartan, temos
w=dr =d(ixw) = —1x(dw) + Lxw = Lxw
j& que dw = 0. Mais ainda, seja £ € Lg(p)\{0}, entao
w(X(p),€) =7(§) = j"7(§) = (&) #0

mas pela definicao de Lg, £ pertence ao nicleo de w restrito a T,,S. Portanto,
X(p) ¢ T,,S. Reciprocamente, se X é um campo vetorial cumprindo Lxw = w
em U e X(p) ¢ T,S se p € S, definimos uma 1-forma o em U pondo

o= 1xw.
Assim, novamente da férmula méagica de Cartan,
doa =diixw) = Lxw —i1x(dw) = Lyw =w = jw

em S. Além disso, da condico X (p) ¢ TS, obtemos 0 # w(X(p),§) = a(§)
para qualquer £ nao nulo em Lg(p). Portanto, pela existéncia de tal «, verifi-
camos que S é uma hiperficie de contato. O

O interessante de hiperficies de contato para nosso estudo é que uma hi-
perficie de contato S admite uma familia (S.) de hiperficies modeladas em S.
Esta vem facilmente do fluxo ¢! do campo vetorial X dado pela Proposicio
Como S é compacta e X é transversal a S, isto é, X(p) ¢ T,S se p € S,
a aplicacao

P: SX (—e,e) > UCM
definida por 9 (z,t) = ¢'(z) é um difeomorfismo sobre uma vizinhanga aberta
U de S para ¢ suficientemente pequeno. De Lxw = w, concluimos que

d

(P w= (") Lxw = (¢")w.

Portanto temos

() = et

j& que " =id. Assuma agora que & € Lg(z), entao para todo n € TS vale
0=w(&,n) = cw(§,n) = (") w(§,n) = w(de' (2)(€), de' (z)(n))
e logo, dyt(z)¢ € Lg,(p'(x)). Assim, a aplicagao
Te': Lo — Lg,
(@,8) = (¢'(@), de* () (€))

é um isomorfismo entre fibrados e concluimos entdo que ¢! induz uma corres-
pondéncia biunivoca entre P(S) e P(S;) fazendo P +— ¢'(P).

Definicao 4.2.5. Uma hiperficie compacta S C (M,w) € estdvel se existe uma
famdlia parametrizada de hiperficies (Sc) modeladas em S tendo a seguinte pro-
priedade: o difeomorfismo associado ¢: S x (—=1,1) = U induz isomorfismos de
fibrados

Tope: L(S) = L(S:)

para todo € € (—1,1).
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O que foi feito logo antes da definicdo prova exatamente que uma hiperficie
de contato é estavel. Por definicao, uma hiperficie estdvel S admite uma familia
parametrizada de hiperficies (S.) modeladas em S tendo a propriedade: se
P(S:) # 0 para algum ¢, entdo P(S) # 0. Consequentemente, deduzimos
diretamente do Teorema [ T.17]:

Teorema 4.2.6. Seja S C (M,w) uma hiperficie compacta admitindo vizi-
nhanga U de capacidade finita, isto é, cyz(U,w) < co. Se S € estdvel, temos

P(S) # 0.
Em particular, se S for uma hiperficie de contato, temos P(S) # 0.

Sabemos que toda hiperficie compacta de (R?*",wg) possui uma vizinhanca
limitada, logo com capacidade finita e portanto, do Teorema deduzimos,
neste caso particular, a seguinte solugao da conjectura de Weinstein original-
mente provada em 1987 ([Vit8&7]).

Teorema 4.2.7 (C. Viterbo). Toda hiperficie de contato S C (R*",wy) possui
uma caracteristica fechada.

Observe que no caso em questao, a condigdo Hi(S) = 0 pedida na conjectura
nao é necessaria.
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Apeéendice

A Derivada de Lie e Férmula de Cartan

Nesta secao sao definidos os conceitos de derivada de Lie de uma k—forma
com respeito a um campo vetorial (v. por exemplo [Leel2 p.321]) e produto
interior de um campo vetorial e uma k—forma (ver por exemplo [Leel2l p.358]).
Apresentamos também algumas propriedades, incluindo a Férmula Mégica de
Cartan. O conteido desta secao foi utilizado diversas vezes neste trabalho, entre
estas, destacamos a demonstragao do Teorema de Darboux (Teorema.

Definicao .0.8. A derivada de Lie de uma fungio suave (0-forma) f com
respeito ao campo vetorial X € a fungdo

W) f—f . fogt—fog® d
i = Jim ¢ _$(f°“0t)

Lxf=1
xf =l
onde ot € o fluro gerado por X.

Definicao .0.9. A derivada de Lie de uma k-forma w com respeito ao campo
vetorial X € a k-forma

. (PVw—w 4,
L =lim~—~+— = — *

xw = lim ; LA
onde ©t € o fluro gerado por X.

Observagao .0.10. Da definicao acima, propriedade do fluxo e propriedade do
pullback, deduzimos:

dois o () — () w
%[(80) w] —ty }g]% f
_ g W) w - ()
t—0 t
N C N (C % el G
t—0 t
o (@) () w — w] toys
= lm t (¢)" Lxw,

ou seja,
d * *
() w = (") Lxw

onde pt € o fluro gerado pelo campo vetorial X .
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Defini¢ao .0.11. Sendo w uma (k+ 1)-forma, o produto interior de um campo
vetorial X e w € a k-forma ixw = w(X,(-),...,(:)). A forma ixw também €
chamada de contra¢do de w com o campo vetorial X .

Observagao .0.12. O produto interior de um campo vetorial e uma 0— forma
é admitido como nulo, jd que ndo existem (—1)-formas.

Proposicao .0.13. (Férmula Mdgica de Cartan) [dS04), Ezercise, p.36] Sejam
w uma k-forma e X um campo vetorial definidos em uma variedade suave de
dimensao n. Entao a derivada de Lie de w com respeito a X pode ser calculada:

Lxw = (1xdw) + d(1xw),
onde d denota a derivada exterior.

Demonstracdo. Dividiremos a prova em partes: primeiro provaremos que o re-
sultado vale para uma O-forma, isto é, uma funcao suave. Depois mostraremos
que cada lado da equagao comuta com a derivada exterior d. Feito isso, veremos
que os dois lados se comportam como derivagao, seguindo a regra de Leibniz,
com o produto exterior A. Por fim, basta observar que toda forma diferencial é
localmente dada como combinagao linear de produtos exteriores de 0-formas f
e de suas derivadas exteriores df.

Seja dada uma O-forma g. Temos Lxg = X(g) e 1xg = 0. Além disso,
dg = Z;l:l %’jdxj em coordenadas e logo,

1xdg = Z 87jdxj(X) = X(g).
j=1

Assim,
Lxg=X(g9) =1xdg =1xdg+ d(1x9g)

e concluimos entdo que a férmula é valida para 0-formas. Observe que dada
uma k-forma w, vale que

d((1xdw) + d(1xw)) = d(1xdw) + d(d(1xw)) = d(rxdw) = (1xddw) + d(2x dw)

ja que dod = 0, isto é, o lado direito da férmula comuta com a derivada exterior.
Por outro lado, temos
)
t=0

onde ¢' é o fluxo gerado por X. Escrevendo (¢')*w = Y, fr(z,t)dz; com

o =d ()
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I=(i1,..., 1), i1 <is <..<ig, temos

BRI

fI (x,t)dz; Ndxr

dixo = da Gl
- ZZ@chi
= ZZ ot

t=0

f](x, t)d$]>

fI (x,t)dz; Ndxr

t=0

— dff Nd
T at’tzo 1 o

*

((p")*w) )*dw = Lxdw

%‘t:o dt‘t =0

pois f7 é suave e logo as derivadas parciais comutam. Concluindo assim que o
lado esquerdo da férmula também comuta com a derivada exterior. Considere
agora duas formas diferencias w e o tais que a férmula é valida. E claro que
a férmula é valida para Aw + po pela linearidade da derivada exterior e da
derivada em ¢. Além disso, temos

Lx(wnAo) = %[(@t)*(w /\U)]‘t:o - %[(Spt)*o'}/\ (@t)*a]‘tzo
= Setu] Ao Pen Sgtya|

= LxwAo+wALxo

pela defini¢ao de produto exterior e pela regra de Leibniz da derivada em relagao
a t. Mais ainda,

ixdwAo) = ax(dw Ao+ (=1)*w Ado)
= ax(dw A o)+ (—1)Fix(w A do)

dax(wA o)) = d(xw) Ao+ (—1)*wAixo)
= d((axw) Ao) + (—=1)*d(w N ixo)
onde w é uma k-forma. Logo, o lado direito da férmula também obedece uma

certa regra de Leibniz com o produto exterior. E com isso, terminamos os passos
da demonstragao. O

Teorema .0.14. [dS04), Teorema 6.4]) Para uma familia w, t € R, de formas
diferenciais, temos

* X d
7(80t) Wt = (Sot) {Ltht + &wt}.

Demonstragdo. Se f(x,y) é uma fungdo de duas varidveis, temos

e+ Lty

7f(t t) dx =t dy y:t.
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Logo,

d T\ * . d T\ * d 1\ * ‘
TR A M GRS
* * d
= @) Lt () |

. d
= (") {Lx,wt+ @wt}'

B Funcgoes Homogéneas

O objetivo desta segao é definir o conceito de fungao positivamente homogénea
e apresentar uma propriedade 1til, conhecida como Férmula de Euler (ver por
exemplo [GES00, Problem 6, p.51]), de funcoes derivdveis e homogéneas. Utili-
zamos tal conceito e propriedade na demonstracao do Teorema [2.4.6

Definicao .0.15. Seja X um subconjunto de R™. Uma funcao f: X — R €
positivamente homogénea de grau k (ou, somente, homogénea) se para todo
x em X se tem

fOx) =N f(x) YA>0 tal que \r € X.

Proposicao .0.16. (Férmula de Euler) Com a notag¢io acima, seja f uma
funcdo derivavel positivamente homogénea de grau k. Entao, para cada © € X,

(Vf(z),z) = kf().

Demonstragao. Para cada x € X considere a fungao auxiliar g: (0,+00) — R
definida por g(A) = f(Az) — AFf(x). Da hipétese sobre f, concluimos que
g(A\) = 0 para todo A > 0. Portanto, ¢’(\) = 0 para todo A > 0. Da regra da
cadeia, temos

g'(N) = (Vf(Ax),2) — kX! f ()
e dai,

0=4g'(1) =(Vf(x),2) —kf(z),

0 que nos da

(Vf(2), ) = kf(2).

C Convergeéncia Fraca

Introduzimos aqui a nogao de convergéncia fraca para espagos normados e dois
resultados relacionados a tal nogao que foram importantes na demonstracao do
Teorema [2.4.0l

Definicao .0.17. [Kre, Definicio 4.8-2] Uma sequéncia (x,) em um espago
normado X ¢é dita fracamente convergente se existe um x € X tal que para todo
funcional g € X' (onde X’ denota o espago dos funcionais lineares continuos
definidos no espago normado X ) tem-se

lim g(x,) = g(x).

n— oo
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Exemplo .0.18. [Krd, Exemplo 4.8-5] Em um espaco de Hilbert, ou seja, um
espaco vetorial munido de produto interno e completo em relagao a norma in-
duzida, uma sequéncia (x,) converge fracamente para x se, e somente se (T, 2)
converge para (x,z) para todo z no espago. De fato, do Teorema da repre-
sentagdo de Riesz (v. por exemplo[Kre, 3.8.1 Riesz’s Theorem, p. 188]), para
cada z existe um funcional linear e continuo f tal que f(u) = (u,z) para todo
w. Assim, a afirmacdo decorre da defini¢cdo de convergéncia fraca.

Teorema .0.19. [dO13, Teorema 16.5] Se X é um espago reflexivo, ou seja,
X" = (XY = X, entdo toda sequéncia limitada em X possui subsequéncia
fracamente convergente.

Como todo espago de Hilbert é reflexivo (v. por exemplo [Krel 4.6-6 Theo-
rem, p.242]), segue do teorema acima que toda sequéncia limitada em um espago
de Hilbert possui subsequéncia que converge fracamente.

D Construgao de uma funcao suave com certas proprie-
dades

Nas demonstragoes dos Teoremas e [4.1.14] utilizamos a existéncia de
fungoes suaves com propriedades dadas. Provaremos nesta secdo a existéncia de
uma fungao suave f: [0,1] — [0, oo] cumprindo as propriedades:

e 0 fi(t)<m para0<t<1
e f(t) =0 para t préximo de 0
e f(t) =m —e parat préximo de 1
para € € (0, 7).
Lema .0.20. [Leeld, Lemma 2.20 p.41] A funcdo g: R — R definida por

et >0
g(t) ={

0, t<0,

€ suave, isto €, possui derivadas de todas as ordens continuas.

Demonstragao. E claro que a fungéo g é suave em R\{0} pois , nestes pontos, é
composicao de fungoes suaves. Como a existéncia da derivada de ordem k41 de
uma fungao implica na continuidade da derivada de ordem k, para provarmos
o lema, basta mostrarmos que as derivadas de g de todas as ordens existem no
ponto 0 € R. Observe primeiro que g é continua na origem. De fato, temos

lime M/t =
t—0 s—oo es

Mostraremos por indugdo que para t > 0 a k—ésima derivada de g é da forma

o1/t
g (t) = pk(t)W
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para algum polinémio pi(t) de grau k. E claro que a igualdade é verdadeira
para k = 0 tomando pg(t) = 1 para todo t. Suponha entdo que seja vdlida a
igualdade para algum inteiro k > 0. Pela regra de Leibniz, temos
o1/t 21/t o1/t
g* @) = p;c(t)tgik erk(t)T - Qkpk(t)m
, o1/t
/
= (t7p)(t) + pr(t) — thpk(t))m

que é a forma que querfamos. Por fim, mostraremos, também por indugao, que
g™ (0) = 0 para todo inteiro k > 0. Para mostrar que g**1)(0) existe, basta
mostrar que ¢%) tem derivadas laterais iguais em ambos os lados de ¢t = 0. Pela
definigao de g, é claro que a derivada pela esquerda existe e é nula. Por outro
lado,

k) () — k) eVt 1/t
. g™(t) — g™ (0) _ . pr(t) 12k 0 . e
gm e = im e = lim (t) 3
et @kt
= 20 1, e = I o =0
pela regra de I’Hopital. O

Lema .0.21. [Leel2, Lemma 2.21, p. 42] Dados dois nimeros positivos r1 e Ty
tais que 1 < rg, existe uma func¢ao suave h: R — R tal que:

o h(t)=1 parat<r;
e 0<h(t) <l parary <t<ry
o h(t) =0 parat>rs.
Demonstragdo. Seja g a fungao do Lema[0.20] Defina
W= ——9r2=8
g(ra —t) +g(t —r1)

Observe que h estd bem definida j& que o denominador nunca se anula (quando
ro —t é nao positivo, t — ry é positivo e vice-versa) e logo, como g é suave, h
também é suave. Além disso, para t < ry, temos t — 1 < 0 e logo

rog —1 rog — 1
glra—t) +g(t—r1) g2 —1)
Com um raciocinio parecido pode se verificar que para t > 1o temos h(t) = 0.

Por fim, para ¢ em (r1,72), temos g(rs —t) e g(t — 1) positivos e dai, segue-se
que 0 < h(t) < 1. O

=1

Proposicao .0.22. Dado ¢ € (0,7), existe uma fungdo suave f: [0,1] — [0, o0]
tal que 0 < f'(t) < w para 0 <t <1, f(t) =0 parat prézimo de0 e f(t) = m—¢
para t proximo de 1.

Demonstracdo. Construiremos a fungao f com as propriedades citadas fazendo
modificagoes na fungao h do Lema Primeiro multiplicaremos por — (7 —¢)
pois assim a fungao se tornard crescente e sua imagem serd o intervalo [—(7 —
€),0]. Feito isso, adicionamos 7 — € para que a imagem seja [0, 7 — ¢]. Por fim,
devemos escolher 7 e ry de forma que a derivada de f cumpra 0 < f/(t) < 7
para 11 <t < rg e reescalar o dominio da fungao para [0, 1]. O
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h(t)

F1 2

Figura 4: Funcao h do Lema ([Leel2l Fig. 2.5, p. 42])

E Grau Topolégico de Brouwer e Leray-Schauder

Nesta secao é dada a nocao do Grau Topolégico de uma fungao e algumas de
suas propriedades com objetivo de introduzir o Grau de Leray-Schauder que foi
utilizado na demonstracao do Lema |3.2.18

Sejam M e N duas variedades compactas orientadas de mesma dimensao,
sendo N conexa. Considere f: M — N uma aplicacdo de classe C' e x € M um
ponto regular de f, isto é, um ponto tal que df,.: T, M — T, N é um isomorfismo.
Dizemos que z é um ponto positivo quando o isomorfismo df, preserva a
orientacao e neste caso, escrevemos deg, f = 1. Quando o isomorfismo reverte
a orientacao, dizemos que z é negativo e escrevemos deg, f = —1. Chamamos
de grau de f em x o nimero deg,, f. Seja agora y € N um valor regular de f, ou
seja, y é tal que todo ponto em f~1({y}) é regular (podendo ser f~1({y}) = 0).
Como M é compacta, temos, pelo Teorema da Aplicacio Inversa, que f~1({y})
é um conjunto finito. Sendo assim, definimos o grau de f sobre y como:

deg(f,y)= Y deg, f
zef~1({y})

e deg(f,y) = 0 quando f~'({y}) = 0.

Gragas ao Teorema da Aplicacao Inversa, conseguimos ter uma interpretagao
geométrica do grau definido acima. Para cada valor regular y € N, existem
abertos V. C N e U(x) C M em torno de cada = € f~*({y}) de forma que f
mapeia U(x) difeomorficamente sobre V' preservando (no caso de = positivo) ou
revertendo (no caso de z negativo) a orientagdo. Logo, deg(f,y) é o saldo do
nimero de vezes que f cobre V. Por exemplo, se x € f~1({y}) contém n pontos
positivos e m pontos negativos, temos deg(f,y) = n — m e podemos dizer que
f cobre n — m vezes o aberto V.

Lema .0.23. Sejam M e N wvariedades compactas e orientadas, sendo N co-
nexa. Considere duas aplicagoes suaves g, f: M — N homotdpicas possuindo
um valor reqular y € N em comum. Entao, deg(f,y) = deg(g,y).

Uma demonstragao do lema acima pode ser encontrada em [Hir97, 1.3. Co-
rollary, p.123].

Lema .0.24. Sejam M e N wvariedades compactas e orientadas de dimensao n,
sendo N conexa e n > 1. Sejam y,z € N wvalores requlares de uma aplica¢ao
suave f: M — N. Entao deg(f,y) = deg(f, z).
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Demonstrag¢ao. Supondo que y e z estdo numa mesma vizinhanca coordenada
V C N, podemos construir um difeomorfismo h: N — N homotépico a iden-
tidade tal que h(y) = z. Assim, sendo h homotdpica a identidade, temos
ho f: M — N homotdpica a f: M — N, dai, pelo lema anterior, deg(ho f, z) =

deg(f,z). Observe que (ho f)~({z}) = f~'({h7"(2)}) = f~'({y}) e logo,
deg(f,y) = deg(ho f,z) = deg(f, 2).

Verifica-se facilmente que a relacao entre y e z de que uma tal h existe é uma
relagao de equivaléncia em N. Logo, as classes de equivaléncia sao abertos
disjuntos de V. Como N é conexa, quaisquer dois pontos devem ser equivalentes.

O

Lema .0.25. Sejam M, N wvariedades suaves e f: M — N wma aplicagao
continua. Entao f pode ser aproximada por uma aplicacio C'°° homotopica

af.

Uma prova do lema acima pode ser encontrada em [Leel2] Theorem 6.26
(Whitney Approximation Theorem), p. 141]. Agora estamos prontos para cum-
prir o objetivo da secao que é definir o grau de uma aplicacao.

Definigao .0.26. Sejam M e N variedades compactas e orientadas de dimensao
n, com N conexa e n > 1. O grau de Brouwer de wma aplica¢do f: M — N ¢é
definido como deg(g,z) onde g: M — N é uma aplicagdo suave homotdpica a

f ez €N éum valor regular de g.

Os lemas enunciados anteriormente garantem a existéncia e a independéncia
de uma tal g e do valor regular z na defini¢ao dada.

Observagao .0.27. Considere uma aplicagdo continua f: M — N entre varie-
dades compactas e orientadas de dimensdo n, com N conexa en > 1. Se f ndo
€ sobrejetiva, podemos aprorimar f por uma fungao suave g: M — N também
ndo sobrejetiva. Assim, tomando z ¢ g(M), temos z regular, deg(g,z) = 0,
e logo deg(f) = 0. Portanto, toda aplicagao continua com grau nao nulo é
sobrejetiva.

Existe na literatura uma extensao do grau definido para perturbagoes com-
pactas da identidade em um espago de Banach X. Se U C X é um aberto limi-
tado, f: U — X é compacta e z ¢ (I — f)(0U), o Grau de Leray-Schauder,
deg;g[I — f,U,z] de I — f em U sobre z é construido pelo grau de Brouwer
aproximando a aplicagao compacta f por aplicagoes f. com imagens contidas
em subespagos X, de dimensao finita de X, contendo z, e mostrando que para &
suficientemente pequeno, o grau deg[(I — f., UNX,, z)] tende a um valor definido
como deg; o[ — f,U, z]. Em [Maw99], pode-se encontrar mais informagoes sobre
o Grau de Leray-Schauder e suas propriedades, em particular, a propriedade de
invariancia homotopica.
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