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Resumo

Dizemos que uma superficie € de angulo constante quando seu campo de
vetores normal unitdrio forma um angulo constante com um campo de dire-
coes pré-fixado do espaco ambiente. Tais superficies t€m despertado grande
interesse de pesquisadores da drea de geometria diferencial, e a motivagao
veio principalmente de [4], que cronologicamente é o primeiro trabalho re-
lacionado a este tema. Nele, os autores analisaram o caso de superficies de
angulo constante no espaco R?, mostrando também sua relagio com cristais
liquidos. Depois disso, varios autores vém se dedicando ao estudo dessas

superficies, considerando outros espagos e outros casos particulares.

Nesta dissertacdo, seguindo o que foi feito em [4], [8] e [10], estudaremos
e classificaremos as superficies de angulo constante nos espagos R?, S* x R
e no produto warped / X ¢ [E?, onde f é uma fungio qualquer estritamente

positiva.






Abstract

We say that a surface is a constant angle surface when its unit normal
vectors field form a constant angle whith a prefixed direction field of the
space. Such surfaces have aroused great interest by reasearchers of diffe-
rential geometry. The motivation came mainly from [4], which is chronolo-
gically the first work related to this theme. There, the authors analyzed the
case of constant angle surfaces in R®, also showing its relations with liquid
crystals. After that, several authors have been dedicated to the study of these

surfaces, considering other spaces and other particular cases.

In this work, following what was done in [4], [8] and [10], we studyed
and classify the constant angle surfaces in the spaces R?, S* x R and in the

warped product [ X ¢ 2, where f is any strictly positive function.
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Introducao

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar resultados importantes sobre a classifi-
cagdo de superficies de Angulo constante em R? (Capitulo , S? x R (Capitulo [2) e no produto
warped [ X ¢ [E?, onde f é uma fungio qualquer estritamente positiva e I é um intervalo aberto

(Capitulo [3).

O estudo destas superficies, cujo campo de vetores normal unitério, por definicao, forma um an-
gulo constante com um campo de direcdes pré-fixado do espago ambiente, tem despertado grande
interesse de pesquisadores da drea de geometria diferencial. Cronologicamente, [4] é o primeiro
trabalho relacionado a este tema, onde os autores Cermelli e Di Scala analisaram o caso de su-
perficies de angulo constante no espaco R?, mostrando sua relacdo com cristais liquidos, que sdo
substincias cujo estado da matéria é intermedidrio entre o estado sélido e o estado liquido (ver [7]).
Motivados pelo trabalho de Cermelli e Di Scala, varios autores analisaram superficies de angulo
constante em outros espacos (veja [9], [14], [6]], [18l], [15], [19], [17], entre outros), e dentre estes,
podemos citar como importante exemplo superficies de angulo constante em variedades formadas
pelo produto entre uma variedade com curvatura constante € R (ou um intervalo real). Nestes ca-
sos, a direcdo pré-fixada surge de forma natural como sendo aquela tangente a componente R do
produto. Como exemplo disso, temos os casos H* x R ([9]), S*(1) x R ([6]), os espagos S* x R

([8]) e I x; E* ([10]), que estudaremos nesta dissertagio.

Sobre o presente trabalho, no Capitulo (1, apresentaremos resultados obtidos em [4] sobre su-
perficies de angulo constante no espaco R”, obtendo uma importante relacio com a equacgio de

Hamilton-Jacobi, o que garante a existéncia de solu¢des em vizinhangas de pontos que satisfazem



uma condicao técnica a ser especificada. A partir disto, veremos que tais superficies possuem
grande aplicacdo no campo da fisica, pois podem ser usadas para descrever interfaces de cristais
liquidos quando estes encontram-se em configuracdo de equilibrio. Mais precisamente, a relacao
entre estas superficies e os cristais liquidos ocorre pois, quando em sua fase nematica, os consti-
tuintes destes (moléculas ou atomos, por exemplo) se alinham, naturalmente, de acordo com uma

dire¢do dada por um campo de vetores m, que € um ponto critico do funcional energia
k
E(X) = / ~|dX|*dv,
Q2

com k > 0 e Q dominio de R? sobre o qual o campo de vetores X estd definido. A equagio de

Euller deste funcional é descrita em [12] como
AX + VXX =0,

cujas solucdes sdo chamadas de campos harménicos. A fronteira que separa os cristais liquidos
em suas fases nemadtica e isotropica pode ser vista como uma superficie que forma um angulo
constante com m. Neste trabalho, seguindo o que foi feito em [4], consideraremos os seguintes

casos:

1°) m constante: Neste caso, mostraremos que uma superficie de dngulo constante em R* deve
possuir curvatura gaussiana nula, sendo, portanto, flat. Depois, assumindo que tal superficie seja,
localmente, grifico de uma funcdo g : D C R*? — R, a condicdo de ser uma superficie de dngulo

constante se torna equivalente a equacao eikonal
Vgl = tg o
cujas solucdes geram superficies conicas.

2°) m campo de orientagdo harmodnico contido em um plano: Aqui, consideraremos {2 um
dominio cilindrico e assumiremos que o campo m possui singularidade ao longo de uma reta
vertical. Assumindo m ortogonal a uma direcdo constante do espaco, separaremos o estudo deste
caso em dois subcasos: & = 0 e a € (0,7/2). No caso a = 0, as solugdes serdo cilindros
generalizados, dados em funcdo do nimero de m-rotacdes k de m ao redor da singularidade. A
curva geratriz C, descrita como conjunto de nivel de uma fun¢ado diferencidvel
f:DcCR* —R?%

C={xeD;f(x) =c},

serd,utilizando coordenadas polares (r, ), dada da seguinte forma:



e se k <1,k +# 0, entdo C € dada por

e Se k = 2, entdo ocorrem dois subcasos:

— Se 6 = 0, a curva é uma circunferéncia com r = constante;

— Se 6 # 0, a curva é uma espiral logaritmica com 7 = ce®'8?.

e Se k > 3, entdo a curva C' é dada por

2 —k |2
- 9) .
T C‘COS( 2

No Capitulo [2 mostraremos os resultados obtidos no trabalho [8], dos autores Franki Dillen,
Johan Fastenakels, Joeri Van der Veken e Luc Vrancken, sobre superficies de angulo constante em
S? x R, com relagio ao campo tangente a2 componente R do produto. Primeiramente, seguindo o
que foi feito em [8], consideramos uma superficie 1/ isometricamente imersa em S* x R, encon-
tramos uma reescrita para as formulas de Gauss e de Codazzi e escrevemos o operador de forma de
M com relagdo a uma base ortonormal especifica. Todo este trabalho e os demais visam demons-
trar o Teorema [2.6, que classifica completamente as superficies de angulo constante no espaco

considerado. Tal resultado afirma que estas superficies podem ser localmente parametrizadas por
F(u,v) = (cos(ucosa) f(v) +sen(ucosa)f(v) x f'(v),usena),

onde f : [ — S® é uma curva em S? parametrizada por comprimento de arco e o € [0, 7] é o An-
gulo constante considerado. Especificamente, podemos construir superficies de angulo constante
em S* x R 2 partir de uma curva arbitraria em S?. Um exemplo explicito é dado ao fim do capitulo,

no caso em que tal curva é um grande circulo.

Finalmente, no Capitulo [3} apresentaremos os resultados obtidos em [10], dos autores Franki
Dillen, Marian Ioan Munteanu, Joeri Van der Veken e Luc Vrancken, sobre superficies de angulo
constante no produto warped [ X ¢ [E?, com relagio ao campo tangente 2 componente / do produto.

Recordemos que, dadas as variedades diferencidveis B e F', com métricas, respectivamente, gz €



gr, o produto warped de B e F' com funcdo estritamente positiva definida em um intervalo aberto,

f:I CR — R, € definido como
(M,g) = B x; F=(BxF,gg+ f’gr);
ou seja, é a variedade produto B x F munida da métrica g = g + f2gp.
A linha de raciocinio utilizada neste caso € semelhante a do Capitulo [2, e tem como objetivo
principal demonstrar o Teorema [3.7] classificando, assim, as superficies de angulo constante em
I x; E*. Considerando i : M — I x ; E* uma imersio isométrica, M C I x ; E?, tal resultado

afirma que a superficie obtida serd de angulo constante o € [0, 7/2] se, e somente se, ocorre um

dos trés casos abaixo:

1) existem coordenas locais (u,v) € M com relagdo as quais ¢ é dada por

i(u,v) :(u sen o, cotg v (/ i) cosv —/ ~(T) sen Tdr,
f(7)

cotg a (/usena %) sen v + /U'y(T) COSTdT),

para alguma funcao suave 7;

2) i(M) é um subconjunto aberto do cilindro

bdr
r—cotga | — =0;
T

3) i(M) é um subconjunto aberto da superficie determinada por ¢ = t,, para algum t; € R,

=0.

Para facilitar a compreensdo do leitor e tornar este texto mais completo, foi elaborado um apén-
dice contendo alguns resultados bésicos gerais sobre produto warped, que serdo tteis no decorrer

deste trabalho.

Observamos, por fim, que para padronizar o uso do tensor curvatura, adotaremos a defini¢dao
R(U, V) = [VU, V\/] — V[Uy]

onde U e V sdo campos de vetores da variedade considerada. Embora esteja de acordo com
a convengdo adotada nos artigos [4], [8] e [10], esta expressdo é diferente da utilizada em [3],
bibliografia que nos serviu de base para os Lemas e Desta forma, estes lemas foram

alterados, no que diz respeito ao tensor curvatura utilizado, de forma a se seguir tal padronizacao.



CAPITULO

|

Superficies de angulo constante em R*

e sua relacao com cristais liquidos

1.1 Introducao

Neste capitulo, seguindo o que foi feito por Cermelli e Di Scala em [4], analisaremos o caso de
superficies de angulo constante no espago R*. Obteremos uma importante relacio com a equagdo
de Hamilton-Jacobi, o que nos permitird classificar tais superficies. Mostraremos ainda sua apli-
cacdo no campo da fisica, mais precisamente, na configuracdo de equilibrio de cristais liquidos.
Nao nos dedicaremos ao estudo de "disclination cores" na fase nemdtica, uma vez que para tal os

autores utilizam métodos computacionais, o que nio € o objetivo principal deste trabalho.



1.2 Superficies de 4ngulo constante em R’ e cristais li-

quidos

De acordo com [7], cristais liquidos sdo substincias cujo estado da matéria € intermediério en-
tre o estado sélido e o estado liquido. Para entender melhor este conceito, € importante sabermos
a diferenca entre um sélido e um liquido. No caso de um sélido, seus componentes (moléculas
ou dtomos, por exemplo) estdo organizados regularmente, ou seja, possuem uma organizagao po-
sicional. Ja os constituintes de um liquido ndo estdo organizados neste sentido. No caso de um
cristal liquido, seus constituintes (que sdo, geralmente, moléculas em forma de bastido ou disco)
ndo possuem (assim como um liquido) uma organizacdo posicional, mas verifica-se outro tipo de

organizacdo: a orientacional (para mais precisdo, veja [7]).

VariacOes na temperatura podem acarretar em mudangas ou transformagdes de fase em um
cristal liquido. Na fase nemadtica, os constituintes se organizam da forma mais simples possivel,
sem especificacdo alguma. Como mencionado acima, seus centros de massa nao possuem uma
organizag¢do posicional, mas possuem uma organizagao orientacional. J4 na fase esmética C, eles se
encontram organizados em camadas (caracteristica geral da fase esmética) e além disso possuem,
em geral, inclinacdo com relacdo a normal as camadas (para uma melhor compreensdo sobre as
fases de um cristal liquido, veja [7]). Nos interessa, neste trabalho, as fases nemdtica e esmética
(mais precisamente, a fase esmética C). A diferenca entre a organizacdo dos constituintes nos
estados sélido, liquido e de um cristal liquido nas fases nemaética e esmética estao representadas

na figura|l.1

Nosso objetivo agora é estudar e classificar superficies de angulo constante em R®. Definamos

entdo, de forma precisa, uma superficie de angulo constante:

Definicao 1.1. Dizemos que uma superficie orientada é de angulo constante quando seu campo de
vetores normal unitdrio n forma um dngulo constante o com um campo de vetores m, pré-fixado,

do espaco ambiente.

Podemos descrever um cristal liquido em sua fase nemadtica, contido em um dominio 2 C R3,
no qual estd definido um campo de dire¢des m : @ — P?(R), onde P?(R) representa o espago
projetivo, P*(R) = S*/{p, —p}. A este campo de direcdes podemos associar, localmente, um

campo vetorial unitdrio m. A ideia central, neste caso, € mostrar que as superficies de angulo



W givory AR

Smectic-A Nematic Isotropic liquid

Temperature

Figura 1.1: Diferenca entre a organizacao dos constituintes nos estados sélido, liquido e de um

cristal liquido nas fases nemadtica e esmética. Fonte:[23]].

constante com relacdo ao campo m possuem uma importante relacdo com a equagdo de Hamilton-
Jacobi, o que nos permite classificar tais superficies. A motivagdo para este estudo ocorre ao
observarmos que no bordo 0f2 de €2, que representa uma superficie que separa o cristal liquido
em sua fase nematica e isotropica (onde ndo hd padrdes de comportamento de moléculas que nao
estejam suficientemente proximas, feita exce¢do pela densidade de particulas, ver [4]), a dire¢do
na qual as moléculas da fase nemadtica estdo alinhadas, representada acima pelo campo m, formam
um angulo constante com o campo de vetores normal a 0f2, de forma que OS2 pode ser vista
como uma superficie de angulo constante com relagdo ao campo m. Fisicamente, esta mudanga
de fase ocorrerd quando o cristal liquido, em sua fase nemética ou esmética C, apresentar uma

configuracio de equilibrio.

Seja S uma superficie orientada cujo campo de vetores normal unitdrio » forma um angulo

constante «, o € [0, 27], com m. Desta forma, em cada ponto p de S vale a relagdo

|{n(p),m(p))| = cosa. (L.

Podemos considerar que S €, localmente, conjunto de nivel de uma funcdo continua diferen-

ciavel f : ) — R, ou seja,
S = {x € Q; f(x) = constante},

e como V f é ortogonal as curvas de nivel de f, podemos escrever o vetor normal 7 como

_ VI
T



Neste caso, a Equacgao|l.1|€ equivalente a equacao de Hamilton-Jacobi
(Vf, AuV f) =0, (1.2)
onde A, = A, (x) satisfaz

Ay(x)p = cos*ap — (m(x),p) m(x).

Denotando por H(x, p) = (p, A.(x)p) o Hamiltoniano, entdo as solu¢des de[1.2|podem ser obtidas
pelo método das caracteristicas, e serdo dadas pelas solugdes de

, OH . 0H

=% P

(1.3)

O método das caracteristicas ndo se aplica ao caso o = 0, pois neste caso terfamos p’ = 0 quando

H(x,p) = 0. Este caso gera um sistema que serd analisado utilizando o Teorema de Frobenius.

Como mencionado, podemos associar a um cristal liquido em sua fase nemética um campo
de dire¢des m que relaciona cada um de seus constituintes com sua respectiva orientacao. Fisica-
mente, para que o cristal liquido esteja em sua configuracdo de equilibrio, ele deve ser um ponto

critico do funcional energia

E(X):/E]dXde, (1.4)
92

com k > 0, cuja equacdo de Euler, descrita em [12] por Eells e Sampson, é
AX + |[VX|’X =0, (1.5)

onde A e V denotam, respectivamente, o laplaciano e a derivada covariante do campo. Chamamos

de campos harmonicos as solugdes de|1.5

O campo m ndo precisa estar definido em todo ). Especificamente, chamamos de "straight
disclination'l uma reta contida em R? tal que o campo m ndo est definido em [, mas é suave em
Q/{l}, e de "hedgehog'ﬂ xo um ponto tal que o campo m nao estd definido em xy, mas € suave
em Q/{zo}. A partir destas definicdes, surge também o conceito de "strenght'f] Este termo é
usado para designar um inteiro £ que caracteriza a straight disclination. Matematicamente, k € o

nimero de 7-rotagdes do campo m : v — P!(R) quando ~ € circulada uma vez, onde + é uma

"Em [21] h4 uma discussdo sobre a traducio da palavra disclination. Optamos, neste trabalho, por manter esta

palavra em sua forma original, assim como feito em [21].
2Também optamos por ndo traduzir esta palavra.
30ptamos por ndo traduzir esta palavra neste trabalho.



curva fechada em €2/{l}. Quando hd singularidade, assumimos que o campo m, em configuracdo

de equilibrio, satisfaz [1.5|exceto nesta singularidade.

A seguir, abordaremos casos particulares para o campo m, e classificaremos as superficies que

formam angulo constante com m em cada um destes casos.

1.3 Caso m campo de orientacao constante

Consideremos uma superficie S C  C R® de angulo constante, no caso particular em que

m = m, € um campo de direcdes constante. Desse modo,
|(n,my)| = cos a, a € [0,7/2]. (1.6)

Observe que se o > /2, recaimos no caso « € [0, 7/2] pois os vetores m e -m definem a mesma
orientacdo. Quando o = 0, os campos n e m sdo paralelos e a superficie resultante serd um aberto
de um plano ortogonal ao campo my. Ja no caso a = /2, 0os campos sdo ortogonais entre si e
a superficie resultante serd um cilindro generalizado com geratriz paralela a m,. Desta forma, a

partir de agora, consideraremos apenas o caso o € (0,7/2).

Relembramos o seguinte resultado, que nos serd util a seguir (para a demonstracao deste lema,

veja [11]).

Lema 1.2. Seja p um ponto de uma superficie S tal que a curvatura Gaussiana K(p) # 0, e seja

V uma vizinhanga conexa de p onde K ndo muda de sinal. Entdo

onde A é a drea de uma regido B C V contendo p, A’ é a drea da imagem de B pela aplicacdo de
Gauss N : S — S?, e o limite é tomado através de uma sequéncia de regives B,, que convergem

para p, no sentido em que toda esfera centrada em p contém todos B, para n suficiente grande.

Com este resultado, estamos aptos a demonstrar a seguinte proposicao, que caracteriza as su-

perficies de angulo constante em R?:

Proposicao 1.3. Se S é uma superficie solucdo de entdo a curvatura Gaussiana K de S é

nula.



Demonstracdo. SejaN : S — S? a aplicacdo normal de Gauss de S. Suponha por absurdo que
algum ponto a € S satisfaz K(a) # 0. Assim, como K é um difeomorfismo, existe uma vizinha '

de a onde K niao muda de sinal. Logo, pelo Lemal|l.2, segue que

L area(N(5))
K(a) a areal({gr)rl—>0 area(S) .

Como S € de angulo constante, a imagem de S por N estd contida em um circulo. Logo,
area(N(S)) = 0, por ser unidimensional, e portanto K(a) = 0, absurdo. Assim, segue que a

curvatura Gaussiana K de .S € nula. O]

Agora, para encontrarmos uma superficie S que seja solucdo de escolhemos coordenadas
cartesianas (z,y, z) com base associada (i,j, k) tal que k = m,. Observe que, uma vez que S é

regular, pode ser descrita, localmente, como grafico de uma fungio g : D € R? — R. Assim,

S={(z,y,2);2 = g(z,9)}.
Com isso, temos o seguinte resultado:
Proposicao 1.4. A equacdol1.6]é equivalente a

IVg| =tga. (1.7)

Demonstragdo. Como S é descrita como gréfico de g, uma parametrizacdo para S é dada por

X(z,y) = (z,9,9(z,9)).

Logo, temos que

99 g
X, A X, :(— %,—a—yJ)
=—-Vg+k
e o vetor normal unitario n é dado por
X.NXy  —Vg+k

Consequentemente, como my = k = (0,0, 1), temos que

n,mgy)| = cosa & ﬂ,k = Ccos
[, 2
1+ [Vy|

1
& ——— = cos

14 |Vg|2

& |Vy| =tga,



e a equagdo[1.6|¢, como querfamos demonstrar, equivalente a [

A equagdo |Vg| = tga na Proposicao ¢ chamada de equacao eikonal. Esta equacio foi
postulada em 1827 pelo matemaético irlandés Willian-Hamilton (1805-1865) e fornece a base para

a Optica geométrica, tendo aplicacdes em radares, lentes de contato, espelhos e outras (veja [20]).

Seja agora Cy = S N {z = 0}. No que segue, convencionaremos que Cj é plana, contida
no plano (x,y). Considere 7o(s) parametrizacdo de Cy por comprimento de arco, 7 = 7(s) e
1 = m(s) vetores tangente e normal unitdrios em Cy e t = t(X) := dist(X, C}) a distancia do

ponto X a Cy, X = zi 4+ yj € D. Considere ainda, localmente, a mudanca de coordenadas
X(s,t) = 70(s) + tn(s),
onde (s,t) sdo conhecidas como coordenadas de Fermi, e defina
g(s,t) = g(X(s,1)).
Nestas condig¢des, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.5. Denotando por k a curvatura de Cy, sdo vdlidas as seguintes equacoes:

(Vg,m) =0g (1.8)
¢ o
_ Os

(Vg, ) = T2 (1.9)

Demonstragcdo. Observe que podemos escrever

70(5) = (701 (5)7702 (S))

e
n = (1m(5), m2(s))-
Assim,
0(s) +1n(s) = (Y0,(s) + t11(5), 70, (5) + t12(5))
= (z(s,t),y(s,1)).
Logo,

9(X(s,1))
9(v0(s) +tn)
9((x(s,1), y(s, 1)),

g(s,t)



de onde concluimos que

_ Ogox
g = Ox Ot
e
0g Ox
08 = 97 0

99 9y
Oy ot

89@

Oy Os’

Assim, como & = 1, (s) e % = 1,(s), segue finalmente que

og = (Vg,n).

Agora, como 7, € parametrizagdo por comprimento de arco de C, o vetor tangente 7 é dado

por T = (70, 7,)- Além disso, pelas equagdes de Frenet aplicadas em Cl, temos que

or
= —k
0s n
e
on
1 _ L
0s T
Assim,
Ox a701 3771 8AXVO
— = t— = (1 —kt L
Js Js + Js ( ) 0s
e
dy O ony 0Xo
= = 2 pt—==(1—Fkt 2,
0s 0s * 0s ( ) Js
Portanto, segue que
99 0z | 999y
_ Oz 0s Oy Os
g
— Os
1—kt’

como queriamos demonstrar.

]

Nosso objetivo agora € explicitar as solugdes de[1.7] ou seja, explicitar as superficies de angulo

constante em R* no caso particular em que o campo de orientagio é contante. Isto sera feito no

seguinte teorema:

Teorema 1.6. Seja S uma superficie de angulo constante o em R®, o € [0, 7 /2], no caso particular

em que m = mg é um campo de orientacdo constante. Entdo S é dada por

S ={(x,y,2);2 = g(x,y)}



onde g : D C R* — R satisfaz
9(z,y) = t(z,y)tga,

com t(x,y) := dist((x,y), Co), ou seja, S é uma superficie conica.

Demonstragdo. Sabemos que, por ser regular, S pode ser descrita como gréfico de uma fungao g.
Logo, pela proposi¢cao temos |Vg| = tga. Além disso, uma vez que grad g é ortogonal as

curvas de niveis de g, temos que

(Vg, ) =0.
Por outro lado, a Proposi¢ao [1.o|afirma que
dg
\V4 — _0s
Assim, segue que
Og
Os —
1—kt
ou seja,
9g
2 _
0s ’
e segue dai que
g =g().

Agora, observe que podemos escrever Vg = ¢ T + co1, com cy, ¢ constantes. Porém, como
(Vg, ) =0, segue que ¢; = 0 e, assim, Vg = com. Por fim, como |Vg| = tg «, podemos assumir,

sem perda de generalidade, que Vg = tg a. Logo, como g = g(t), segue que g’(t) = tg a e assim

gt) =t tga,
ou seja,
g9(x,y) = t(x,y)tga,
que representa uma superficie conica gerada por C. [

Representamos na Figura uma superficie conica em R* que forma um angulo constante

com o campo de direcdes m = m,, no caso particular em que Cj € uma elipse.

O método das caracteristicas garante a existéncia de solu¢des locais em cada ponto, que serao
parametrizadas por

Xo($) + tv(s) + (t tg a)my, (1.10)

em termos das coordenadas de Fermi e ¢ € R (para mais detalhes, veja [13] e [22]).



/"'.--""""--.':...
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Figura 1.2: Superficie conica de angulo constante no caso de um campo de dire¢des constante

m = mg. Aqui, representamos o caso particular em que a curva geratriz é uma elipse. Fonte:[4]]

1.4 Caso m campo de orientacao harmonico contido em

um plano

Seja = D x R um dominio cilindrico, com D C R* em : Q — P?(R) um campo de

orientacdo. Suponha que m esteja contido no plano com coordenada z = 0, ou seja,
m =m(x), (m,k) =0, (1.11)

comx = zi +yj € D, (i,j, k) base ortonormal e k ortogonal ao plano contendo D. Nestas

condig¢des, podemos considerar m : D — P'(R), onde P'(R) € a reta projetiva. Assim,
m(x) = cos ¢(x)i + sen ¢(x)j (1.12)

onde ¢ ¢ uma funcao diferencidvel. Utilizando estes fatos, temos o seguinte lema, que nos serd util

a diante:

Lema 1.7. Se o campo m é harménico, entdo a fun¢do ¢ é harmonica.

Demonstragdo. Como m € harmonico, satisfaz a equacao Desta forma, temos
Am + |Vm|*m = 0. (1.13)
Analisaremos cada parcela desta equagao separadamente. Observe que

m, = —sen g(x)p, i + cos p(x)p, j



m, = —sen ¢(x)¢p, i + cos ¢(x)ep,, j.

Logo, temos

My, = (= COS P(X)Prr — €N G(X) Py )i + (— 50 G(X)Prby + COS P(X) Pz )j

my, = (— cos ¢(x) ¢, ¢, — sen G(X)dy, )i + (— sen ¢(x)dy P, + cos G(x)Pyy ).

Assim,
Am = m,, +m,,

= (—cos @(x) (42 + ;) — sen G(x) (Pag + Byy) )i
+ (—sen (x)(¢3 + @) + c0S G(X)(Paw + dyy) -

Observe ainda que
Vm =m, +m,
= (=sen d(x)(dr + ¢y))i + (cos o(x)(dx + dy) U,
de onde se conclui que
[Vm|’m = (sen® ¢(x) (¢ + ¢y)° + cos® ¢(x) (¢ + ¢,)*)(cos p(x)i + sen p(x)j)
= (0 + ¢y)*(cos d(x)i + sen G (x)j).

Logo, temos

Am + |Vm|’m = 0 &

(2008 p(x) Py — 50 G(X)(Par + Pyy) )i + (2500 G(X) P00y + €O G(xX) (P + Pyy) i = 0.

Multiplicando a primeira coordenada da equagdo acima por cos ¢(x) e a segunda por sen ¢(x),

obtemos

08 G() (2 008 G(X)ury — 561 G(X) (G + Gpy)) = 0
sen §(x) (2500 G(x) a6y + €08 G(X) (G + D)) = 0

e somando as duas equagdes resultantes, segue que

620, =0 (1.14)

ou seja, ¢, = 0 ou ¢, = 0. Assim, como as fung¢des cos € sen nao se anulam simultaneamente,
segue que

ou seja, ¢ € harmonica. O]



Observacao 1.1. Observamos que a reciproca do lema acima, no entanto, ndo é vdlida. Como
exemplo, se ¢ : R> — R é dado por ¢(x,y) = = + v, entdo ¢ é harménico, mas ndo satisfaz

14

1.4.1 Caso m ortogonal a uma direcao constante do espaco

Separamos o estudo deste caso em dois subcasos: « = 0e o € (0,7/2).

Caso o = 0: Neste caso, temos

|(n,m)| = 1. (1.16)

Como m estd contido no plano com coordenada z = 0, temos que

m. rot(m)) = (m. (88_"; _ aa";)H (85"; - 86";% (@g;y _ 6‘;;)@ _0.

Assim, as hipéteses do teorema de Frobenius sdo satisfeitas, o que garante a existéncia, localmente,

de uma unica superficie solugdo S para[l.16

Como |(n,m)| = 1, segue que |n| = |m| = 1. Assim, a imagem de S por N estd contida em
um circulo e, pelo mesmo argumento usado na se¢do [I.3] segue que a curvatura Gaussiana de S
€ nula em todos os pontos e S €, portanto, uma superficie regrada. Observando finalmente que o
cilindro C' x R com eixo vertical, onde C' C D € uma curva em um plano ortogonal a k, satisfaz
esta condicdo, segue que esta é a solucdo S procurada, isto é, S = C x R. Resta-nos, agora,

explicitar esta curva C.

Observamos que o vetor normal unitario n de .S € vetor normal unitario de C. Logo, C' satisfaz
1.16} que veremos agora como uma equagdo na curva C'. Assumindo que D é simplesmente conexo
e que m € harmonico, segue, pelo Lema|l.7, que a fungdo ¢ é harmonica, e denotando por w sua

conjugada harmonica, temos que

¢p +wy =0
Gy —wy =0

Defina agora o campo vetorial u#, nao nulo, em D:
u=-c "m=e""(cos p(x)i + sen p(x)j). (1.17)

Teorema 1.8. O campo vetorial u, definido acima, é conservativo.



Demonstracdo. Observe que a fungdo e~ € um fator integrante para m, e estendendo u para um

campo vetorial de R® para R®, ou seja,
u=u'(x)i+u’(x)j + Ok, x = zi + yj + Ok,

segue que, uma vez que w € conjugada harmodnica de ¢,

ul —u, = —¢ "wysen (x) 4+ e cos P(x) Py + € w, cos p(x) 4 € sen ¢(x) g,
= e (sen () (s — 0y) + cos 6x) (6 + wy)
=0,
e portanto

rot(u) = 0i + O + (u2 —uy )k
=0i+ 0+ Ok
=0.
Assim, como rot(u) = 0 e as derivadas de segunda ordem das fun¢des componentes de u sao

continuas, segue que u ¢ um campo vetorial conservativo, como queriamos demonstrar. [

Consideremos novamente m : D — P!(R). Como u é conservativo, existe uma fun¢do
f:D cR? — Rtal que
Vf=u, (1.18)

e podemos escrever C' como conjunto de nivel de f, ou seja,
C={xeD;f(x)=c}, (1.19)

com { f(x) = c} curva integral ortogonal de m. Observe ainda que, uma vez que V f é normal as

curvas de nivel de f, obtemos

_ VI
i

m=n
de onde segue que
V/xm=—f,sen¢(x) + f, cos $(x)
— —e " cos ¢(x) sen d(x) + e~ sen p(x) cos (x)
=0.

Desta forma, concluimos que a Equacgao|l.16[é equivalente a

Vfxm=0. (1.20)



Fazendo a identificacio R? = C e sendo z = x + yi, defina
m(z) =e ?E) e u(z) = e WHHISE) (1.21)

onde w(z) = w(z,y) e ¢(2) = ¢(x,y). Definida desta forma, v'(z) existe para todo z € D. Logo,

u € holomorfa em D.

Considere agora uma fun¢do holomorfa /' em D,
F = f +ig, (1.22)

com f e g fungdes reais. Como F' é holomorfa, as derivadas parciais de f e g com relacio a x e y

satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann. Assim,

, Of 0y
= 6§+28£
_of _of
O Oy’

Afirmamos que f satisfaz e se, e somente se, existe uma fung@o real \(z) tal que

De fato, isso ocorre se, e somente se, f satisfaz V f = \(z)u para alguma funcio real \(z), o que

nos da o7 of
%i + 8_yj Vf
A (1.23)
= A(2)e " (cos ¢(x)i + sen ¢ (x)f).

Por outro lado, usando [1.21} temos que
= e () (cos ¢(2) — isen @(2)).

Assim, por segue que



como queriamos demonstrar. Agora, utilizando o fato de que F” e u sdo holomorfas, chega-se a
conclusao de que as derivadas parciais de primeira ordem de A sdo nulas. Desta forma, A é uma

constante real, e assim, a menos de uma multiplicacdo por uma constante real, segue que
F'(z) = u(2). (1.24)
Assim, a curva C' é conjunto de nivel de f, que é a parte real da funcdo F. Temos entio
C ={z€ C;Re(F(2)) = c}. (1.25)

Suponhamos agora que m possui uma singularidade ao longo de uma reta [ paralela ao eixo do
cilindro 2, ou seja, que [ seja uma "straight disclination". Assumindo que [ intercepta D em
x = 0, nés podemos considerar m : D/0} — P'(R), que é singular em 0. Desta forma,
escrevendo m = (cos ¢(x),sen ¢(x) = (m', m?) e recordando que a "strenght"k da singularidade
é, matematicamente, o nimero de 7-rotagdes do campo m : v — P1(R) quando ~ € circulada

uma vez, onde vy é uma curva fechada, a "strenght"k da singularidade 0 é, por definicdo (ver [22]),

k 1

Fixando k € Z e sendo (r, ) coordenadas polares centradas em 0, definimos a fun¢do harmo-

nicag: D/{0} — R, em funcéo de k e das solucdes ¢ de por

g(r,0) = ¢(r,0) — g@.

Observe que, definindo g desta forma, sua integral € nula. Além disso, a transformacdo dada

dada por

2 . . . A s P
por z — zex(Wst9) onde wy € a conjugada harmonica de g, € conforme, uma vez que, sendo
composi¢do de funcdes holomorfas, é holomorfa, e possui derivada que nao se anula. Assim, por

meio desta transformacao, restringiremos m a forma

m = cos (k—9> i+ sen (k—9>1 (1.26)
2 2
Escrevendo
o= % (1.27)

procuremos agora sua conjugada harmdnica w. Como (r, #) sdo coordenadas polares centradas em

0, temos x = rcosf e y = rsenf. Assim, w = w(x(r,d),y(r,0)) e portanto
ow _0wds , owdy
or  OxOr Oyor
ow

ow
= %COSH—Fa_ySQHQ



90 9z 00 0y oo
ow

ow
= %(—r senf) + a—y(r cos )

= T(—g—lxu send + Z—ZCOSQ).

ow (911)% 8w@

Desta forma, temos

rsen@a—w—i-cosQa—w —ra—w
or 00 oy’

de onde segue que

ow ow cosfow
— =sent— +

oy or h 00

(1.28)

Analogamente, temos

rcos&a—w — sen@a—w = réw

or 00— ox’

de onde se conclui que

ow ow senf ow
= cos— —

O or r 00"

Utilizando exatamente o0 mesmo argumento, chegamos também ao sistema

gz —Tsenéa—j—krcosé’a—y

0= COSQ% —l—rsen@%

ox Jy

09 __ kcosf , O0p __ _ ksend

(1.29)

de onde concluimos que 3> = =2~ By T

Agora, como w € conjugada harmonica de ¢,

_k’sen@__ eﬁ_w_coseﬁ_w
om sen or r 00
k;cos@_ 8_w_sen9(9_w
2r -8 or r 00

Multiplicando a primeira equacgdo do sistema acima por cos 6, a segunda por sen f e somando as
equacdes resultantes, segue que %—“g = 0, ou seja, w = w(r) s6 depende da variavel r. Em seguida,

utilizando este fato e multiplicando a primeira equacdo do sistema por sen 6, a segunda por cos 6 e

k

~ ow __
somando as equagdes resultantes, segue que 7* = -,

k
w= §1n|r|. (1.30)

ou seja,

Apresentaremos agora o resultado que classifica as superficies de angulo constante « = 0 em
R?, considerando m um campo de orienta¢io harmdnico contido no plano z = 0 e ortogonal 2 uma

dire¢do constante do espago.



Teorema 1.9. As superficies de dngulo constante o = 0 em R®, no caso em que m é um campo
de orientagdo harménico contido no plano z = 0 e ortogonal a uma diregcdo constante do espago,
sdo cilindros C' X R com eixo vertical, onde C C D é uma curva em um plano ortogonal a k, dada

em fungdo do niimero de T-rotacoes k de m ao redor da singularidade da seguinte forma:

e sek <1, k+#0,entio C édada porr = —————.

2—k
Cos(%@

o Se k = 2, entdo ocorrem dois subcasos:

— Se 0 = 0, a curva é uma circunferéncia com r = constante;

— Se § # 0, a curva é uma espiral logaritmica com r = ce® '8

2

e Se k > 3, entdo a curva C' é dada por r = c‘ cos (%9) >k

Demonstracdo. Substituindo [1.27]e[1.30em[1.21] temos que

u(z) = ewEIFioE)

75 In \r|+i%)

ou seja,
(1.31)

Logo, como F'(z) = u(z), segue que

e derivando F' com relacdo a z, temos

Fz)={2-Fk



Finalmente, por[1.25] a curva C' é dada por C' = {z € C;f(z) = c}, onde f(z) é, a menos de uma

multiplicagdo por constante, igual a f:

Re(z(Q—k‘)/2> — l(z(Q—k‘)/Q +5_(2_k)/2>7 k 7é 2
f(z) = 2
In |z, k=2

Para ndo precisarmos analisar o sinal de ¢, podemos simplesmente considerar a curva C” de-
finida por |[f(z)| = ¢ > 0, que em coordenadas polares serd dada em funcdo de k como descrito

abaixo:

e se k <1,k +# 0, entdo temos

22R/2 4 520/ = ¢ o

r%k<cos (2 ; k@) + sen (2 ; k@))
—I—T%(COS (2 ; k@) — sen (2 ; k@))‘

=c
2-k 2—k
&S roz | cos ( 9)’ =c
2
o c
"= 2/2—k)"
‘ COoS (%0)
Logo, a curva C, representada por
r— SR (1.32)
2—k

’ cOS <%0)

ndo € limitada, ndo possui o defeito z = 0 e possui 2 — k componentes conexas com 2 — k

direcdes assintoticas.

e Se k = 2, entdo m = cos #i + sen fj. Logo, m € radial e correm, ainda, dois subcasos:

— Se 0 = 0, a curva é uma circunferéncia com r = constante;

— Se § # 0, a curva é uma espiral logaritmica com r = ce® 89,

e Se k£ > 3, entdo temos

2/(2-k)




e a curva ', dada entdo por

_2_
2—k

r:c‘cos (2;k9)

€ limitada, possui o defeito z = 0 e tem a forma de um trevo com 2 — k folhas.

(1.33)

]

Representamos na Figura[I.3]se¢des de uma superficie cilindrica de angulo constante no caso

a = (0, para alguns valores de k.
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Figura 1.3: Da esquerda para a direita: (1) se¢do de uma superficie cilindrica de angulo
constante no caso o = 0, com k = 1; (2) com k£ = —1; (3) secdo de um dominio cilindrico cujo

limite é uma superficie de angulo constante com k£ = 1 e (4) com k = —1. Fonte:[4].

Caso a € (0,7/2): De maneira semelhante, o caso anterior pode ser estendido para « arbitra-

rio, « € (0,7/2). Neste caso, temos
|(m,n)| = cosa, a € (0,7/2). (1.34)

As superficies .S solucdes de m sdo cilindros, S = C' x R, com C' C D curva plana que também
satisfaz Além disso, afirmamos que |(m,n)| = cos « é equivalente a |(m,n)| = 1, onde

m = cos(p + a)i + sen(p + a)j.
De fato, observe primeiramente que

m = cos(p + a)i +sen(p £ a)j
= (cosp cosa Fseny sena)i+ (senp cosa +sena cosp)j,

e |[(m,n)| = cos o nos da que

n = (cosa cosy Fsena sen)i+ (cosa senp +sena cosp)j,



dai, segue que |(m,n)| = 1, como queriamos demonstrar. Portanto, recaimos no caso a = 0, onde

agora
u(z) = e~ (W(2)+i(p(z)%a)) (1.35)

Supomos, novamente, que m possui singularidade ao longo de uma reta vertical [ paralela ao
eixo do cilindro e que o campo de dire¢des m possa ser escrito como em Neste caso, [1.31

tem a forma

u(z) = et~/ (1.36)
€ portanto
2 )
F(z)= % keiw‘z@’kw, k # 2
e ln z, k= 2.

Logo, as curvas C procuradas sdo dadas por

e Se k # 2, C' é uma rotagdo de angulo 2/(2 — k)« das curvas e

e Se k = 2, C sdo espirais logaritmicas dadas por

o = cetftane (1.37)

1.4.2 Campo de direcoes com um par de descontinuidades

O argumento da se¢do anterior pode ser estendido para /N descontinuidades paralelas com
streight k;, 7 = 1, ..., IV, e intersectando o plano horizontal em z;,7 = 1, ..., N, z; € C. Neste caso,

o angulo nemdtico em equilibrio é dado por
|
o =do+ 3 Zl ki, (1.38)

onde ¢, € um angulo constante e 0;(x) = arctg 2=, centrado em z;. Utilizando o mesmo argu-
K2

mento da secdo anterior, podemos escrever

w(z) = e T | (2 — z;)~*i/2), (1.39)

Para exemplificar, consideremos o caso em que o campo de dire¢cdes possua duas descontinui-

dades paralelas, de "strength"k; = ky = lem 2y = 0e 2o = —az, a > 0. Assumindo ¢y = 0,



nos da

1
b= 50+ 50 (1.40)
com f(x) = arctg -, e de(1.39|segue que
xr+a g q
u(z) = 2~V (z 4 a)"1/2. (1.41)

Observe que, considerando

F(z)zln(z%—g—i- 2(z 4 a))

segue, por um simples célculo, que
F'(2) =224 a) Y2 =

Logo, F' é uma primitiva para u e as curvas ortogonais do campo de direcdes, com angulo dado

por[1.38 que sdo dadas por Re(F(z)) = ¢, sdo
|z+g+\/z(z—|—a)| =, (1.42)

onde c € R, ¢ > 0. A forma explicita desta curva em coordenadas polares segue de um cédlculo
direto. A Figura [I.4] mostra uma se¢do de uma superficie cilindrica com um par de disclinations

com k = 1, quando a = 2.

PR )
———— e
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Figura 1.4: Secdo de uma superficie cilindrica com um par de disclinations com k = 1, quando

a = 2. Fonte:[4].



1.5 Aplicacoes na fase Esmética C

Para descrever as configuracoes de equilibrio nesta fase precisamos, além do campo de orien-
tacdo m, de uma fungdo f : 2 — R cujas superficies de niveis caracterizem as camadas. Como
anteriormente, considerando « o angulo constante entre m ¢ o vetor n = V f/|V f|, normal a
camada, temos

|(m,n)| = cos a, a€ (0,7/2). (1.43)

A energia de um cristal liquido em sua fase esmética C pode ser escrita como a soma de termos
de energia nemdtica, que através de uma aproximacao € dada pelo funcional e onde cada um

destes termos é dado por (veja [7] e [2])

/ (AIVf —gm|’ + Bl(m,V f) — q|*)dv, (1.44)
Q

onde A, B e g sdo constantes positivas. Todo nosso estudo esta restrito ao caso em que 0 campo
de dire¢des m € dado previamente, e além disso, a fun¢do f minimiza |1.44} satisfazendo, eviden-

temente, a Equacdo[1.43]
Definamos agora a fungdo P tal que
PVf)=Vf—(m,Vfim. (1.45)
Desta forma, temos

(P(VF).P(V])) =V =2(m, V)" + (m,V[)* (m,m)
=|VfI* = (m,V ),

e como (m,n) = cos o, comn = V f/|V f|, segue que
(m,Vf) = cosa|Vf],

ou seja,

IVfI? = (m,V f)?.

cos? a
Dai,
P(VE)I? =V fI* — (m,V[)?
=tg?a (m, V)2



Utilizando os fatos anteriores, podemos facilmente reescrever o integrando de como
AV —am|* + Blim, Vf) — q|* = A[Vf|* = 2A(V f,qm) + Aq® + B((m,V f) — q)’
= AIP(V)* + A(m,V f)?* — 2Aq(m, V f)
+ A¢* + B¢* + B{m,V f)* — 2Bq(m,V f)
= (A+ B+ Atg*a)(m,Vf)* —2q(A+ B)({m,V f)
+¢*(A+ B),

e a minimizagao com relacdo a x = (m, V f) nos leva ao sistema

IP(Vf)| =7tga
(m,Vf) ="~

(1.46)

com
(A+ B)g

(A+ B)+ Atga’

Para uma grande classe de campos de orientagdo, o sistema acima nao possui solu¢do. Veremos
dois casos especificos para m em que existe solucdo: m constante e m possuindo uma "straight

disclination"/ com "strenght"?2.

No caso de um cristal liquido nematico, a questio principal era determinar a superficie S, sendo
f apenas uma funcdo auxiliar da qual S era conjunto de nivel. No presente caso, f caracteriza as
camadas do cristal liquido, sendo uma incégnita que devera ser encontrada através do sistema|I.40|
e condi¢des de contorno convenientes. A segunda equagdo deste sistema impde forte restricdo para

a existéncia de solucao da primeira, a de Hamilton-Jacobi.

Seja m um campo de direcdes e considere um sistema de coordenadas (s,&) € R?, onde s
¢ o comprimento de arco ao longo das curvas integrais de m, medido a partir da intersecdo da
respectiva curva integral e Sy, e £ um sistema de coordenadas em uma superficie Sy transversal a
m. Em outras palavras, s = s(x) e £ = £(x) sdo tais que £(x) é o ponto de interse¢do da curva

integral de m que passa por x com Sy, e s € o comprimento de arco desta curva de £ até x.

-~

Seja f(x,y) = f(&(x,y), s(z,y)). Assim, segue que
of of % N Of Os

Or  06dx ' s Ox

of _0fo¢  0fds
dy 060y  Osdy



Temos, por (1.44),, que

cos ¢(x)g—£ + sen qﬁ(x)g—; =
logo, segue que
0f 0¢ o7 ds o7 o¢ ofos
cos ¢(x)a—§% ¢(x)%% + ¢(x)8—€8— en gb(x)%@_y =7,

de onde segue

of 8 9 of d )
8—£ (cos <b(x)a—i + sen gb(x)a—j) + (9_£ (cos ¢(x)a—i + sen gb(x)a—;) = .

Como s é o comprimento de arco ao longo das curvas integrais de m, temos que (m,Vs) = 1.

Além disso, como (m, V&) = 0, segue finalmente que
of
ds "

Logo, existe uma uma fungdo g = ¢(§) tal que

F(&,s) = (s + g(£)). (1.47)

Com isso, temos a seguinte proposi¢ao:
Proposicio 1.10. A equacdo (1.46)), pode ser reescrita como

[Veg|> +2Vs Veg + |Vs|? — 1 = tg?a. (1.48)

Demonstracdo. A demonstracdo € direta, utilizando a Equacao|l.45[e substituindo a Equacao

em (1.46);:
PVl =~tga

& |Vf—(m, V[)m| =ytga
(V<7(S+g(£)))‘2
(m,Vf)?

& |Vs+ Vg —1=tg’a

& —1=tga?

& |Vs+ Vg — 1 =tg’a
& |Vegl> +2Vs Veg + |Vs]? — 1 = tg?a.



Separaremos nosso estudo em dois casos especiais da equacdo[1.48} m constante e m possuindo

uma "straight disclination"/ com "strenght"k = 2.

Primeiro, considere m = m, um campo de orientacdo constante em um dominio cilindrico
D x R com coordenadas (x,y, z), sendo z ao longo do eixo principal do cilindro. Por segue
que

flx,y, 2) = (2 — g(x,y)), (1.49)

e a equacgao |1.48|se reduz a Equagdo Eikonal
IVg| =tga, a € (0,27).

Logo, pelo mesmo argumento usado na Se¢ao supondo que g(x,y) = 0 em JD’, segue que a
solugdo de [I.48|¢é dada por
g(z,y) = t(z,y) tg o,

onde ¢ € a funcdo que mede a distancia a 0D. Assim, temos

f(ZL’, Y, Z) = ’7(2 - t(I7y) tg a)' (150)

Como t geralmente € uma fungdo multivalorada podemos, por exemplo, exigir que g satisfaca|l.48|

para f estar de fato bem definida.

Como um segundo exemplo, seja m um campo de orientacdo com "straight disclination"! com
"strength"k = 2. Especificamente, seja m = e,, com (r, 6, z) coordenadas cilindricas, z ao longo
de [, onde {e,, ey, €.} forma uma base ortonormal candnica com relacao a este sistema de coorde-

nadas . Logo, temos £ = (6, z) e s = r, de forma que
Veg = (0:9)e- + (1/7)(9p9)e0, (1.51)
e a equagao [1.48] neste caso, € dada por
(0.9)° + %(399)2 = tg” av. (1.52)

Agora, como g nao depende de r, obtemos de[I.51|que Jyg = 0 e, por[1.47] segue que

~

f =s+ zytga + constante . (1.53)

Considere agora como ultimo exemplo o caso em que o campo de orientacdo m possul um

"hedgehog", sendo m = ep, com (R, 0,v) € R? coordenadas esféricas, onde {er, ey, e,} forma



uma base ortonormal candnica com relag@o a este sistema de coordenadas . Neste caso, £ = (6, 1))

e s = R, de forma que

1 1
= —(0 1.54
Veg R< hg)es + Rsen9(8¢9)ew7 (1.54)
e a equagao neste caso € dada por

1
E(ﬁeg)Q +

1

m(@wg)z = tan2 Q. (155)

Como ¢ ndo depende de R, a equagdo acima ndo possui solugdo para o # 0, ndo existindo super-

ficies de angulo constante neste caso.



CAPITULO

2

Superficies de angulo constante em
$? x R

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos os resultados obtidos em [8] sobre a classifica¢do de superficies
de angulo constante em S? x R. O resultado principal serd o Teorema mostrando que, a menos
de isometrias do espago ambiente, as superficies que formam um angulo constante com relacao ao

campo 0;, tangente a componente R do espaco ambiente, sdo dadas localmente por
F(u,v) = (cos(ucos @) f(v) + sen(ucos ) f(v) X f'(v), usena),
onde f : I — S* é uma curva em S® parametrizada por comprimento de arco e o € [0,7] é o

angulo constante considerado.

Dois casos triviais ocorrem: quando o = 0, o que corresponde 2 superficie S* x {0}, e quando

a = 7/2, correspondente a superficie F'(u,v) = (f(v), ). Ao final do capitulo, apresentaremos
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um exemplo explicito ndo-trivial de superficie de 4ngulo constante em S* x R: uma rotagdo de

uma hélice cujo vetor tangente forma um angulo constante com o campo 0.

2.2 Superficies de angulo constante em S* x R

Seja S? x R o produto cartesiano entre a esfera euclidiana S* C R® e R. Munimos S? x R com
a métrica produto (, ) e com a correspondente conexio de Levi-Civita V, e consideramos o campo

de vetores J;, na dire¢do da componente R.

Seja R o tensor curvatura de S* x R. Como observado no Apéndice |4 a variedade Rieman-
niana S* x R pode ser considerada um produto warped com fungio constante igual 4 1 (para mais
detalhes, veja o Apéndice e o Capitulo [3). Logo, utilizando o Teorema que caracteriza o ten-
sor curvatura em um produto warped, temos que R se reduz 2 curvatura de S>. Como esta, por sua

vez, é constante, obtemos que R satisfaz
<E<X7 Y)Z7 W) = <Xt7 Wt><§/;‘,7 Zt> - <Xt7 Zt><}/;‘,7 Wt>7 (21)
com X,Y, Z,W e T(S* xR) e

Xt =X- <X7 at>at7 )/;3 =Y — <Y7 8t>at7 Zt =7Z— <Z7 at>at7 Wt =W - <VI/7 at>at
2.2)

projecdes dos vetores X, Y, Z e W, respectivamente, no espaco tangente de S°.

Consideremos agora uma superficie )/, isometricamente imersa em S* x R. Uma vez que
nosso estudo sera feito localmente, podemos considerar M orientdvel. Seja, entdo, £ um campo de
vetores unitario normal a M. Observe que podemos decompor J; como soma de sua componente

normal e sua componente tangente. Em outras palavras,
O, =T+cosa &, 2.3)
sendo 7" a projecdo de J; no fibrado tangente de M e o Angulo entre J; e &, satisfazendo
cosa = (0, &). (2.4)

Denotaremos por R, V, V5t he A, respectivamente, o tensor curvatura, a conexao de Levi-Civita,

a conexao normal, a segunda forma fundamental e o operador de forma de M. Com estas notagdes,



recordemos que sdo vélidas as férmulas de Gauss e Weingarten
VxY =VxY +h(X,Y) (Gauss)
Vxé=—AX)+ Vx¢, (Weingarten)

além disso, vamos considerar a seguinte notacdo para a derivada covariante da segunda forma

fundamental:
(Vxh)(Y, Z,€) = X(W(Y, Z),€) — (W(VxY, Z),&) — (h(Y,VxZ), &) — (h(Y, Z), VxE), (2.5)

onde X, Y, Z € T'M. Desta forma, veremos no teorema abaixo uma reescrita para as equagdes de

Gauss e de Codazzi, o que nos serd util adiante.
Teorema 2.1. Seguindo a notagdo estabelecida, a equagdo de Gauss
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) — (h(Y,W), X, Z)) + (h(X,W),h(Y, Z)) (2.6)
e a de Codazzi
R(X,Y)Z,€) = (Vxh)(Y, Z,€) = (Vyh)(X, Z,€) @7
podem ser reescritas, respectivamente, como
(RIX,Y)Z, W) = (AY, ZY(AX, W) — (AX, Z)(AY, W) + (X, W)(Y, Z)
— (X, Z2)(Y, W) + (Y, TYW,T)X, Z) + (X, T){Z,T)(Y,W) (2.8)
— (X, TYW,T)Y, Z) = (Y, T)(2, T)(X, W)

VyA(Y) = Vy A(X) — A[X,Y] = cosa((Y, T)X — (X,T)Y). (2.9)

Demonstragdo. A equagao de Gauss [2.6|nos da

_ (2.10)
= (R(X,Y)Z, W) — (A(Y), W)(A(X), Z2) + (A(X), W){A(Y), Z).

Analisaremos (R(X,Y)Z, W) separadamente. Subst1tu1ndoem , obtemos

Y)
R(X,Y)Z,W) = (X, W)(Ys, Zy) — (X, Z0)(Ys, W)
= (X — (X, 8,0, W — (W,0)0)(Y — (Y,8,)0,, Z — (Z,3,)0,)
(X — (X, 0)0,, Z — (Z,0)O)NY — (Y,0)0,, W — (W, 0,)0,)
= [(X, W) = (X, 9) (W, 0)][(Y. Z) — (Y. 01){Z, O]

— (X, Z) = (X, 00(Z, 0)][(Y, W) — (Y, 0,) (W, 0)]



e usando 2.3 temos
R(X,Y)Z,W) = [(X, W) — (X, T + cosa (W, T + cosa £)]-
(Y, Z) = (Y, T+ cosa &){(Z, T + cosa £)]
— X, Z) = (X, T+ cosa {)(Z, T + cosa &))-
(Y, W) —=(Y,T +cosa &)W, T + cosa §)].

Logo, lembrando que £ € ortogonal a X, Y, Z, seque finalmente que

R(X,Y)Z,W) = (X, W)Y, Z) = (X, Z)(Y, W) + (Y, T)(W, T)(X, Z)
+ <X7T><Z’T><K W> - <X’T><VV7T><Y7 Z> - <KT><Z7T><Xa W>

Substituindo esta expressdo para (R(X,Y)Z, W) em temos
(R(X,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) — (A(Y), W){A(X), Z) + (A(X), W)(A(Y), Z)
= (X, W)Y, Z) = (X, Z)(Y, W) + (¥, T) (W, T)(X, Z)

+ (X, T) (2, T) Y, W) —

{ X, TY(W, T)Y, Z)
- (V\THZ, THX, W) -

{
(A(Y), W)(A(X), Z) + (A(X), W)(A(Y), Z),

como queriamos demonstrar.

No caso da equagio de Codazzi, como a codimensdo da imersdo € 1, segue que V5 £ = 0. Daf

(th)(}/v Z, 5) :X<h(Y, Z)7§> - <h(vXY7 Z)’§> - <h(Y7 VXZ)7§> - <h(Y7 Z)’V)L(§>
=X(A(Y),Z) = (A(VxY),Z) — (A(Y), VxZ)
=(Vx(A(Y)), Z) = (A(Vx(Y)), Z)

e do mesmo modo
(th)(Xa Z, 5) = <VY(A<X))’ Z> - <A(VY(X))7 Z>
Logo, de[2.7|resulta que

(R(X,Y)Z,&) =(Vx(A(Y)), Z) — (A(Vx(Y)), Z) — (Vy(A(X)), Z) + (A(Vy (X)), Z)

=(Vx(A(Y)) = Vy(A(X)) — A[X,Y], Z).
(2.11)



Agora, observe que

(R(X,Y)Z,€) = (X0, &)(Ye, Zo) — (X, Zi)(Yi, &)
= (X —(X,0,)0, & — (€,0)0)(Y —(Y,00)0,, Z — (Z,0)0)
— (X —(X,00)0;, Z — (Z,0,)00)(Y — (Y, 0,)0, & — (€, 04)Dy)
= [—(X,00(& 0Y, Z) — (Y, 0,)(Z, 00)]
— (X, Z) = (X, 0)(Z,0)][= (Y, 0,) (&, Ov)],
e, usando 2.3] temos que

(R(X,Y)Z,6) = (X, T} cosal(¥, Z) — (Y, T)HZ,T)] + (¥, T cosal(X. Z) (X, T)(Z,T)
=(((Y,T)X — (X, T)Y)cosa, Z).

(2.12)
Logo, igualando as expressoes e segue finalmente que
VxAY) - VyAX) - AX, Y] =cosa((Y,T)X — (X, T)Y).
como queriamos demonstrar. [
O seguinte resultado também nos sera util adiante:
Proposicao 2.2. Para todo vetor X € T'M, temos que
VxT =cosa A(X); (2.13)
X(cosa) = —(A(X),T). (2.14)

Demonstracdo. Como 0; = T' + cos a £, temos que
VxT =Vx(0; — cosa )
=Vx0, — Vxcosa ¢
=Vx0, — cosa Vx& — X (cosa)é
=Vx0; — cosa(—A(X) + V§§) — X(cosa)¢
=Vx0; +cosa A(X) — X(cosa)é.

Observe ainda que, como 0, é constante, temos ant = 0. Logo,

VxT = cosa A(X) — X(cosa)é



e pela férmula de Gauss segue finalmente que

VxT =cosa A(X).

Para a segunda equacdo, observe primeiramente que
VT = V%0, — cosaVyx€ — X(cosa)é = —X(cosa)f.
Derivando ambos os lados de (7', &) = 0 com relagdo a X, obtemos
(VxT,&) + (T, Vx&) = 0.

Logo,
(VxT,€) = —X(cosa) = (T, Vx&) = X(cosa)
= —(T, A(X)) = X(cos ),

como queriamos demonstrar. [

As equagdes e sdo chamadas equagédes de compatibilidade de S* x R.

2.2.1 Caracterizacéo de superficies de dngulo contante em S* x R

Buscaremos agora caracterizar as superficies de Angulo constante em S* x R. Desta forma, de
agora em diante, assumiremos que « € constante. Assim, temos X (cosa) = 0 e, de segue
que

0= (A(X),T) = (A(T), X), vX e T,M. (2.15)

Logo, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.3. Se « for um dngulo constante, entdo T serd uma direcdo principal de A com

curvatura principal 0.

Considere a € [0, 7]. No caso o = 0, o campo 0, é sempre normal a superficie, e portanto
ela estard contida em S* x {t,}, para algum ¢, € R. O caso a = 7 &, a menos de orientacio,
equivalente ao caso o = 0. Para a« = 7/2, 0, é sempre tangente, o que corresponde ao produto
riemanniano entre uma curva em S* e R. Suponha, entdo, a ¢ {0,7/2} e considere uma base

ortonormal {ey, ex}, com e; = T'/|T'|, onde

|T| = |0y — cosa &] = sena,



e ey unitdrio ortogonal a e; tomado de forma que {e, €2} seja uma base compativel com a orien-

tacdo de M. Nestas condi¢des, temos o seguinte resultado:

Proposicio 2.4. Seja M C S* x R uma superficie de angulo constante «.. Entdo, o operador de

forma A com respeito a base {e;, es} € dado por

0 0
A= (2.16)
0 A

para alguma fungdo A € C°°(M). Além disso, a conexdo de Levi-Civita V de M satisfaz

Vee1 =0, Ve,e1 = Acota ey,
(2.17)
V2 =0, Ve,e9 = —cot al e;.
Demonstragdo. Pela Proposi¢do[2.3] temos que A(e;) = 0. Observando ainda que
(€1, A(e2)) = (Aler), e2) =0
e definindo A\ como
A= (e2, Alez2)),
segue que
Aes) =0ep + A eo.
Logo, o operador de forma A pode ser escrito como em[2.16
Agora, utilizando e[2.13] segue que a conexdo de Levi-Civita V de M satisfaz
T
Ve,61=Ve, | — | = <@> A(ey) = Acotg o es (2.18)
| T | sen o
e
T
Ve el = Ve, <ﬁ) - (%) Afey) = 0. (2.19)

Além disso, derivando (e, e2) = 0 e (ea, e5) = 1 com relagdo a ey, temos

(e1,Ve,e2) = —(Ve,e1,69) = —cotgar A

<627 v€262> = 07



de onde segue que
Ve, = — cotg ade;. (2.20)
De forma anéloga, derivando (e, e3) = 0 e (ey, €2) = 1 com relag@o a e, segue que

<€1a v61€2> = —<V6161, 62> =0

e portanto segue que
Ve es =0, (2.21)

como queriamos demonstrar. 0

A fim de obtermos uma expressao para a curvatura Gaussiana K de )M, reescrevemos a equacao

de Gauss 2.8|utilizando {e;, 5 }:

Ales), e2)(Aler1), e1) — (Aler), e2)(Alea), e1) + (e1, e1) ez, €a)
e1,ea) (e, e1) + (ea, T){e1, T){e1, e2) + (€1, T){e2, T)(e2,€1)
— (e1, T)(e1, T)(e2, e2) — (e, T) (e, T){e1, €1).

Da proposicao anterior, segue que

K = (R(e1, e2)ea, €1)
=
—{

K=1- <€1,T><61,T><€2,62>
=1—sen’a

= COS2 Q.

Resumimos estes fatos no teorema abaixo:

Teorema 2.5. Seja M uma superficie de dngulo constante o em S* x R. Entdo M tem curvatura

2

Gaussiana K = cos” a e T' é uma diregdo principal de M.

2.2.2 Classificacdo de superficies de angulo constante em S x R

Apresentamos, nesta se¢ao, o resultado que classifica localmente as superficies de angulo cons-
tante em S* x R. Para isto, consideramos S? x R como uma hiper superficie contida em E* e

8, = (0,0,0,1).



Temos, desta forma, o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Seja M uma superficie isometricamente imersa em S* x R. Entdo M é de dngulo

constante se, e somente se, a imersao
F:M—S*xR
(u,v) —> F(u,v)
é, a menos de isometrias de S* x R, localmente dada por

F(u,v) = (cos(ucosa) f(v) + sen(ucosa)f(v) x f'(v),usen ), (2.22)

onde f : [ — S* é uma curva em S* C R® parametrizada por comprimento de arco e o € [0, 7]

€ o dngulo constante.

Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos que define, de fato, uma superficie de angulo

constante. Para isto, observe que

F, = (cosa(—sen(ucosa)f(v) + cos(ucosa)f(v) X f'(v)),sen )

F, = (cos(ucos @) f'(v) + sen(ucosa) f(v) x f"(v),0)
= ((cos(u cos ) + sen(u cos a)7(v)) f'(v), 0),
para alguma fungao 7 em M, onde f x f” = 7f’. Aqui, usamos o fato de f estar parametrizada

por comprimento de arco, para garantir que f, f’ e f” formam uma base de R® em cada ponto de
S* C R®.

Além disso, como o vetor normal ¢ de S? é igual ao vetor posicio de S?, temos

€ = (cos(ucos ) f(v) +sen(ucosa)f(v) x f'(v),0).

Logo, segue que o vetor normal de S* x R em E*, que deve ser normal 2 7S* C R* e também 2

9, = (0,0,0,1), éigual a €. J4 o vetor normal unitario ¢ de M em S* x R é dado por
€ = (—sena(—sen(ucosa)f(v) + cos(ucos ) f(v) x f'(v)),cos ),

de onde segue que

(€,0;) = cosa, (2.23)



que € constante, como queriamos demonstrar.

Reciprocamente, suponha que M C S? x R seja uma superficie de angulo constante a.. Mos-

traremos que M pode ser parametrizada como em [2.22

Se a = 0, sabemos que M = S* x {t,}, e temos ainda que, neste caso,
F(u,v) = (cosuf(v) +senuf(v) x f(v),0) C S* x {0},

que é uma parametrizagio para M/, a menos de uma translagio em S

Se a = 7/2, entdo 0, é tangente a M & a superficie é obtida pelo produto de uma curva de S?

comR, e
F(u,v) = (f(v),u) C S* xR
€ uma parametrizagdo para M.

Suponha entdo o ¢ {0,7/2} e seja {e; = T/|T|,e2} base ortonormal do espaco tangente,
onde |T| = sen«a. Uma vez que sempre é possivel obtermos parametrizagdes locais ortogonais,
considere coordenadas (u, v) em M tais que 0, = 7ye; € 0, = Peg, onde v = y(u,v) e f = (u,v)
(Ver [11], teorema pégina 182). Como (u,v) é um sistema de coordenadas, temos [0, d,] = 0.
Além disso, usando obtemos

0= 1[04, 0,
= [ve1, Bez]
= Ble1, ea] + ve1(B)ex — Pea(v)er
= —yBAcotg a es + ver(S)ea — Bea(v)er
= (—7BAcotga +ve1(B)) es — Bea(7)er
ou seja,
—vBAcotg o + ver(B) =0 e — Bes(y) =0,

de onde se conclui que

Bu = VB cotg e Yo = 0. (2.24)

Desta forma, v € constante com relagdo a v e, portanto, sé depende de u.Desta forma, a menos

de uma parametrizag¢ao, podemos tomar J,, = eq, ou seja, podemos assumir v = 1. Logo,

(Ou, O0u) = |’7/|2 =1



<avaav> :’ B ‘2: ﬁZS
<auygv> - 07

e a métrica ds* é dada por

ds* = du® + B*(u,v)dv?, (2.25)

Usando os fatos anteriores, temos também que

Vo,0s = V., Bes Vo,00 = Ve, fez Vo, 04 = Ve, e1 = 0.
= Ve, ez + er(f)es = BBV eye2 + Bea(B)er
= ¢, ey = —fpPBAcot aey + Pes(B)es
_ \eotady: = BP0+ %av
(2.26)

Pela equacdo de Codazzi [2.9] obtemos
A, = —cosasena — A cot a,
e integrando com relacdo a u segue que
Mu,v) = —senatg(ucosa + C(v)), (2.27)
onde C' é uma fung@o em M. Usando este fato e a expressao [2.24] segue também que
B(u,v) = D(v) cos(ucosa + C(v)), (2.28)
onde D € também uma fungdo em M.

Sabemos que M possui codimensio 2 quando imersa em E*. Seja D a conexio do espago eucli-
dianoe V' a conexio normal. Temos entio os vetores unitdrios normais 2 M/ &= (&1, &2, &3, cos ),
que é tangente 2 S* x R, e £ = (F|, Fy, F, 0), que é normal 2 S? x R. Denotemos os operadores
de forma, respectivamente, por A e A. Seja X = (X1, Xy, X3, X4) € T, M qualquer. Observe que
podemos escrever

&= F\0, + F»0, + F30. + 00,

X = Xlax + X28y + X38Z -+ X4(9w.

Uma vez que

DxF = (X1, X, X3, Xy),



obtemos
X(Fl) :Xh X(FQ) :XQ, X(Fg) :X3 € X(F4) :X4.

Logo, temos
Dx& = Dx(F10; + F20, + F30. + 00,,)

= X10; + X0, + X530, + 00,

= (X1, Xy, X35,0)
€ como L o
vXé. = <DX§7£>€ + <DX§7£>€
= <DX57 £>£7
segue que

Observe que também podemos escrever X = (X7, X, X3,0) + (0,0,0, X4). Assim, como X

e & sdo ortogonais, temos
0= <X7 €> - <(X17X27X370>7£> + <<070707X4)7§> = <DXE7 §> + X4 COos @,

€ como
Xy =(X,0)
= (X, T) + cos (X, &)
= (X, T),
segue finalmente que
Vi€ = —cosalX, T)E. (2.29)

Além disso, como V;é = (Dx&,€)¢ = — (€, Dx&)E, segue também que

Vi€ = cosa(X, T)E. (2.30)
Pela férmula de Weingarten, temos que
A(Ou) = V5,6 = Do, & = V,& = ((F1)u, (F2)u; (F3)u,0),

e por[2.29)temos que

ng = —cos a0y, T = —cosarsen a(&y, €a, &3, cos ),



€ assim

A(0y) = —((FV)u, (F2)u, (F3)u,0) — cos asen a(£y, &, €3, cos ). (2.31)
Do mesmo modo,

A(8,) = Vy,€ — Do,& = Vi € — (F)u, (Fo)s (Fy), 0),

%{}E = —cosa(0,, T)¢ =0,

€ portanto

A(9y) = —((F1)w, (F2)u, (F3),,0). (2.32)

Como 0, = e; = T/|T| e 9, = ey, com e; perpendicular a e,, segue que

(Fi)u = (Fu0)) = sena; (233)
(Fi)y = (F,, 8;) =0, (2.34)

de onde podemos admitir que
F, =usena, (2.35)

uma vez que translacdes na diregio de (0,0, 0, 1) sdo isometrias de S* x R.

Observe agora que, usando e , a quarta componente de A(9,), que denotaremos por
A(0,)4, é dada por

A(Dy)s = — cos® asen o = — cos? a(Fy).,.

Como € nos ddo que A(Jv) = —Adv e a matriz de A é simétrica, concluimos que

A0)=00,—9, e  A,) =—cos*ad,+020,. (2.36)

Segue daf que a matriz do operador de forma A é dada por

o —cos’ a 0
A= ) (2.37)
0 —1

Como A(9,) = — cos? ad, = — cos®> aF, segue, analisando as demais coordenadas de [2.31]

que )
¢ = _(E)u(— cos®a+ 1) — _tga(F)., (2.38)

COS &¥ sen &




i=1,23.

Utilizando a férmula de Gauss e recordando que V., e; = 0, temos que

Fuu = DFuFu = Delel = velel + h<€1761) = h<€17 61)7

onde
h(ei,e1) = (Deyer, £ + (Deyen, €)E
= (e, Aer))€ + {e1, A(e1))€
= —cosPa €
= —cos® a(Fy, Fy, F3,0).
Logo,

(F})uuw = cos” aly,  j=1,2,3.

Além disso, como e implicam que h(Ju, dv) = 0, temos

Fuw = Dg,F,
= Vo,0,
= Acot ad,
= Acot a(F),,
e dai,
(Fj)uw = Acot a(F}),, j=1,2,3.
Por fim,
Fy, = Dp,F,
= Dge,0€a

= Ve, Be2 + h(fBes, Bes)
= v562562 + 52h<627 62)

= Vavav + B2h(627 62)

= —BB,0u + %8v + Bh(e, e),

(2.39)

(2.40)



onde
h(€27 62) = <D52627€>5 + <D€2627§>E

= (e, A(€2))€ + (€2, A(e2))€

PV
— _AtgaF, — F
Logo,
(F)ow = —BBu(Ej)u + %(Fm M\ tga(Fy), — B°F, (2.41)
paraj = 1,2, 3.

Substituindo a expressdo para A em [2.40] segue que
(F})pu = —cosatg(ucosa + C(v))(F})v,
e resolvendo esta EDO, temos
(F})y = cos(ucosa + C(v))H;(v), (2.42)
sendo H; fungdes em M, i = 1,2, 3.
Portanto, integrando ambos os lados de [2.42] obtemos

(F}) = /v cos(ucosa + C(y))H;(y)dy + 1;(u), (2.43)

o

sendo /; fungdes em M, ¢ = 1,2, 3. Usando e comparando com temos que a fungdo /;
¢ dada por

I;(u) = Kj cos(ucosa) + Lj sen(u cos a), (2.44)

com K, L; constantes. Logo, a imersdo I € dada por

(2

F=((K; +/ cos(C(y))H1(y)dy) cos(u cos )

v0

+ (L — /: sen(C(y))Hi(y)dy) sen(u cos @), ..., usen ).

Agora, observe que
Fu, F,) = (04, 04) = (e1,€1) = 1;
Fv7 Fv> = <ﬁav7ﬁav> = ﬁ2<62762> = 527

( (

( (
(Fu, Fy) = (Ou, B0) = Bler, e2) = 0; (&€ (2.45)
( (

( (

-



Definamos, agora,

v

F©) =K+ [ coslClu)H )y,
v (2.46)

gj(v) = L; — /v sen(C'(y)) H;(y)dy.

0
Desta forma, a imersao F’ pode ser escrita como

F = (f1cos(ucosa) 4 gy sen(ucos @), ..., usen o). (2.47)

Afirmamos que as equagdes em [2.45]sdo equivalentes a

3 3 3 3
ijQZlv Zg]: ) ijg] Oa ij/g]_ov
=t 7=t L 7=t (2.48)
S H; =Y (f)*+(d))? = D*(v)
j=1 j=1

De fato, como (F,, &) = 0, segue que
(F1)u(F1) + (F2)u(F2) + (F3)u(F3) =0,
ou seja,

Z(—fj sen(u cos av) cos a + g; cos(u cos a) cos o) ( f; cos(u cos ) + gj sen(u cos o)) = 0.
J

Dai, chega-se a equagdo

Z ((QJ2 - ff))w + fig; COS(Zucosa)) cosa = 0,

ou seja,
3

Z ((gj2 — ff))w + f;9; cos(2u cos a)) =0,

j=1
uma vez que cos « # 0. Logo, como esta equacdo deve ser satisfeita para todo u pertencente ao

dominio, obtemos que

M-

3
(g = f)=0 e Y figi=0.
Jj=1

<
Il
-

Além disso, como (£, &) = 1, temos

FP+ Fy+ F =1,



de onde segue que

cos?(u cos o) Z ff + 2 cos(u cos a) sen(u cos ) Z fig; + sen®(ucos a) Z g?- =1.
J J J
Assim, como esta equagdo também deve ser satisfeita para todo u pertencente ao dominio, segue
finalmente que

3
dogi=1=>_1}

J=1

Agora, como (F,, &) = 0, segue que

ou seja,

3

Z((fj)' cos(u cos a) + (g;) sen(u cos a))( f; cos(ucos o) + gjsen(ucosa)) = 0,

de onde segue que
3
> ((f3) f; cos(ucos @) + (g5)'g; sen®(ucos )
=1

((f7)g; + £i(95)") (sen(u cos a) + cos(u cos @)
=0.

.

+

Assim, usando novamente o fato de as equacOes serem validas para todo u pertencente ao

dominio, obtemos

3 3 3
DU L=0 D (g)e =07 D ()i + filgy)) =0.
7j=1

j=1 j=1

Agora, usando (F,,§) = 0 e a equagdo 2.38] temos

o que nos da
3
Z((f])' cos(ucos a) + (g;) sen(u cos a))(— f; sen(u cos a) + g; cos(u cos av) cos ) = 0,
j=1



de onde segue que

Mw

((=(£3)"f5 + (95)'9;) cos(u cos a) sen(u cos @)

<.
Il

+ (f})g; cos®(ucosa) — f;(g;) sen’(ucos @)
=0.
Portanto, como esta equagdo deve ser satisfeita para todo v do dominio, segue que

Z(fj),gj

.
[y

Por fim, como

segue que

YU+ =) H;.

j=1 j=1

Além disso, como (F,, F,,) = 3%(u,v) = D*(v) cos*(ucos a + C(v)), temos

cos?(u cos a) (Z(fyl)2 + sen’(u cos a) 2(9;)2>

j=1 j=1

w

+ 2 sen(u cos o) cos(u cos «) E
j:

= D*(v) cos”(ucos o + C(v)),

ou seja,
cos?(u cos a) Z cos*(C(v))H? + sen®(ucos a) Z sen’(C'(v))H; (v)

j=1 j=1

w

— 2sen(u cos ar) cos(u cos ) Z cos(C(v)) sen(C(v))H?

J
j=1

= D?cos*(ucosa + C(v)).

Logo, temos
(cos?(u cos a) cos?(C'(v)) + sen?(u cos a) sen”(C'(v))
— 2sen(u cos ar) cos(u cos ) cos(C'(v)) sen(C’(v)))Hf

= D?cos*(ucosa + C(v)),



de onde segue que

3
cos*(ucosa + C(v)) Z H? = D?cos®(ucosa + C(v)),
j=1

ou seja,

D Hy=) (f)*+(6)* = D*(v)

j=1
Logo, as equagdes em [2.45)implicam em [2.48] Através de célculos diretos, obtemos também que

as equagdes em implicam nas equacdes em [2.45] provando, assim, a afirmag@o.

Observe agora que, por[Z48) f = (f1(v), fa(v), fs(v)) € g = (91(v), g2(v), g5(v)) s curvas
em S%. Observe ainda que se tomarmos a coordenada v de forma que f esteja parametrizada por

comprimento de arco, temos

ou seja,

Finalmente, de [2.48] temos que g € unitario ortogonal a f e a f’ e, desta forma, g = +f x f'.

Assumindo g = f x f’, segue que a imersao F' é dada por
F(u,v) = (cos(ucosa)f(v) + sen(ucosa)f(v) x f'(v),usen )
e o teorema esté provado.

]

Faremos agora algumas consideracdes finais a respeito deste capitulo. Primeiramente, observe

que a Equacdo [2.41| € sempre vdlida. Afirmamos que esta equagcdo implica que ff + gf- + (%)2

deve ser constante, para cada j. De fato, para H; # 0, temos que

D

H. 2\ /
- (o (B)) -
/

D
& DQ(fj cosa — g; sen o) +H]’. — Hj5 —0.

H;\?
fj2 + 9]2- + <—j> = constante



Por outro lado, obtendo separadamente cada parcela da Equacao temos
(Fj)ow = —sen(ucos a + C)C" Hyj + cos(ucos a + C') Hj,
B Bu(F})y = —D? cos(ucos a + C) sen(u cos a + C') cos® a(— f; sen(u cos a) + g; cos(ucos a)),
%(Fy)v = g cos(ucosa + C)H; —sen(ucosa + C)C" Hj,
M3 tan a (Fj), = —D?sen(u cos a+C) cos(u cos a+C') sen® a — f; sen(u cos o) +g; cos(u cos @) ),

B F; = D? cos*(ucosa + C)(f; cos(ucosa) + gjsen(ucosa)).

Logo, através de um cdlculo direto, considerando cos(u cos o + C') # 0, temos que

(Fs = =BBuEu+ S5 (E)s — AP tg o) — °F,
@Dz(fjcosa—gjsena)+H]’-—sz:0 (2.49)

H;\°
& f]2 + g?- + (fj) = constante,

como queriamos demonstrar. Realmente, %(H 1, Ha, H3) é um vetor unitdrio na direcdo de f’ e,
assim, f,g e %(H 1, Hy, H3) formam uma base ortonormal. Observe também que a férmula de

Weingarten € satisfeita.

Relembre agora que dois casos triviais de superficies de angulo constante em S* x R ocorrem

quando o« = 0e o = 7/2. Se a = 0, obtemos de que a superficie é da forma
F(u,v) = (cos(u) f(v) + sen(u) f(v) x f'(v),0) (2.50)
ou seja, é S* x {0}. Jd no caso a = 7/2, a Equagdo nos dé que a superficie é

F(u,v) = (f(v),u) (2.51)
ou seja, é o produto cartesiano entre uma curva em S? e R.

A partir da Equacdo [2.22) nés podemos construir varios casos ndo-triviais de superficies de
angulo constante. Um caso especial explicito é quando a imersio F : M — S* x R ¢ E*é da
forma

F(u,v) = (cosu cosv,cosu senv,senu,u tga) (2.52)

com « € (0,7/2) constante. Esta é a parametrizagdo de no caso em que a fungéo f é um
grande circulo. Geometricamente, se tomarmos v = (), obtemos uma curva em S! x R, que
representa uma hélice cujo vetor tangente forma um angulo constante com d;. O caso geral é

obtido por uma rotagdo desta curva.



CAPITULO

3

Superficies de angulo constante em um

produto warped

3.1 Introducao

Sejam B e F' variedades diferencidveis com métricas, respectivamente, gg € g, € considere
f: I CR — R, com [ aberto, uma func¢ao estritamente positiva. Definimos o produto warped

de B e F' com fungdo f como sendo
(M,g) =B x;F=(BxF g+ fgr)

ou seja, € a variedade produto B x I munida da métrica g = g + f2gr. Neste capitulo, mos-
traremos os resultados obtidos em [10] sobre a classifica¢do de superficies de dngulo constante no
produto warped I X ¢ [E?, para uma funcio qualquer f estritamente positiva. O resultado principal é
o Teorema[3.7] que classifica as superficies de angulo constante com relagdo ao campo 0, tangente

a componente I do produto I x ; E*. Considerando i : M — I x ; E* uma imerso isométrica,

51



M C I x;E?, o teorema afirma que i é de angulo constante o € [0, 7/2] se, e somente se, ocorre

um dos trés casos abaixo:

1) existem coordenas locais (u,v) € M onde ¢ € dada por

usen @ dT v
t(u,v) = usena,cotga(/ —> cosv—/ ~(7) sen Tdr,
o) =( 7 7

usen o dT v
cotg o (/ m) sen v —1—/ (1) COSTdT),

para alguma fun¢do suave -,

2) i(M) é um subconjunto aberto do cilindro

bdr
r—cotga | — =0,
T

3) i(M) é um subconjunto aberto da superficie t = t(, para algum t, € R, o = 0.

Novamente, temos dois casos triviais quando @ = 0 e & = 7/2, 0 que nos d4, respectivamente,
uma superficie do tipo (3) do teorema e um subconjunto aberto de um cilindro com eixo principal
paralelo a 0;. Por fim, classificaremos as superficies de rotacdo, flats e minimas com angulo

constante com relagio ao campo 0, em [ X E2.

3.2 Superficies de angulo constante em 7 x; E°

Como ja foi mencionado, neste capitulo buscaremos classificar as superficies de angulo cons-
tante no produto warped / X ¢ E?, onde I C R é um intervalo aberto, E* é o plano euclidiano e

f + I — R é uma funcdo diferencidvel estritamente positiva. Especificamente,
(M,g) =1 x;E* = (I x R? dt* + f*(t)(d2* + dy?)),

onde G é a métrica em M, t é coordenada em I e z, y sio coordenadas em E2. Denotaremos ainda
por V e R, respectivamente, a conexdo de Levi-Civita e o tensor curvatura em [ X ¢ E? e por D a

derivada covariante em E2.



No Lema obtivemos expressdes pra a conexao de Levi-Civita de um produto warped em
geral. No casode I X [E2, assumindo que d; seja um campo unitdrio na direcio da componente [

e denotando por U, V, W campos de vetores tangentes em [E?, tais expressoes resultam em

VYV =DyV — f7§(U, V)Oy;

Vo, =Vo,U = f7U; (3.1
vatat = 0

Além disso, no Lema obtivemos as expressdes para o tensor curvatura de um produto

warped no caso geral. Em I x ¢ [£2, estas expressdes sdo

i

R, o)V = Lgw.v)a,

7
- p (3.2)
R(U, 8t)8t = —TU,

mamwz—%gmMWW—maWW»

Considere agora M C [ Xy Eei: M — Ix f [E? uma imersdo isométrica. Como nosso
estudo sera feito localmente, podemos considerar M orientdvel. Desta forma, considere £ campo
de vetores normal unitario de M, e seja g a métrica de M induzida pela imersao ¢. Usaremos as
notacoes R, V, Vi he A para denotar, respectivamente, o tensor curvatura, a conexao de Levi-
Civita, a conexdo normal, a segunda forma fundamental e o operador de forma de M. Com estas

notagdes, recordemos que sdo vélidas as formulas de Gauss e Weingarten
VxY =VxY + h(X,Y) (Gauss)
Vxé =—A(X); (Weingarten)
e além disso, h e A se relacionam de acordo com a equagio
GR(X,Y),€) = G(X, AY)).
Assim como no Capitulo 2, podemos decompor 0; como soma de sua componente normal e

sua componente tangente, ou seja,

Oy =T +cosa &, (3.3)



onde 7T é a projegdo de J; no espago tangente de M, o € [0,7) é o angulo entre 0, e £, ou seja, «
satisfaz

cosa = g(0y, &), (3.4)
e |T'| é dado por

|T| = |0y — cosa §| = sen av.

Considerando a notacdo dada pela Equacgao para a derivada covariante da segunda forma
fundamental, o préximo teorema estabelecerd uma reescrita para as equagdes de Gauss e de Co-

dazziem I Xy E*:
Teorema 3.1. Com as definicoes acima, a equacdo de Gauss

GR(X,Y)Z, W) = 5(R(X, Y)Z,W) = gAY, W), h(X, 2)) +g(h(X, W), h(Y. 2)) 3.5
e a de Codazzi

G(R(X,Y)Z,&) = (Vxh)(Y, Z,€) — (Vyh)(X, Z,¢) (3.6)
se escrevem, respectivamente, cOmo
R(X,Y)Z = g(AY, Z)AX — g(AX, Z)AY
— ((log f) 0 i)*(g(Y, Z)X — g(X, Z)Y)

(1
— ((log )" 0 d)(g(Y, T)g(Z,T)X — g(X,T)g(Z, T)Y
—g(Y, 1) g(X, 2)T + g(X,T)g(Y, Z)T)

(3.7

VxAY —VyAX — A[X,Y] =cosa((log f) 0 i)(g(Y,T)X — g(X,T)Y), (3.8)

onde X,Y e Z sdo tangentes a M.

Demonstragdo. A Equacdo de Gauss 3.5/ nos dd que

IR(X,Y)Z W) =gR(X,Y)Z,W) = g(h(Y, W), (X, Z)) + G(L(X, W), (Y, Z))

=g(R(X,Y)Z,W) = G(A(Y), W)g(A(X), Z) + §(A(X), W)g(A(Y), Z).
(3.9)

Analisaremos §(R(X,Y)Z, W) separadamente. Para isto, utilizando as decomposi¢des de X, Y, Z

e W em suas partes verticais e horizontais, ou seja,

X:Xtﬁt—l—Xn, Y:Y;@—I—Yn, Z: Ztat+Zn € W:Wtat+Zn,



temos
gR(X,Y)Z,W) =g(R(X0, + X, Y20, + Yo) (2,0, + Zy,), W,0, + W,,)
=9(X; Z: R(0:, Y,)0r + X; R(0y, Yn) Zs, (3.10)
+Y; Zy R(X0, 0:)0: + Y R(X,0, 01) Z,, 4+ R(X, Y3) Zy, W0y + W,y
Observe agora que, como X € tangente a M, vale
Xi=9(X,0) =9(X,T)
e, da mesma forma,
Yy =9\, T), Zy=9(Z2,T) e Wy=9(ZT).
Observe ainda que
9(Xn, Yn) =9(X,Y) = X, V.
Analogamente,
§(X0Z) =G(X.2) = X Zey, e GVuZ)=3(V.2)~Yi Z.
Logo, utilizando estes fatos e[3.2] obtemos que a Equagdo [3.10]se resume a
G(R(X,Y)Z,W) = G(—((log f) 0 i)2(g(Y Z)X — g(X, Z)Y)
— ((log f)" 0 i)(g(Y,T)g(Z, T)X — g(X,T)g(2,T)Y (.11
— (V. T)g(X, Z)T + g(X, T)g(Y, Z)T), V).
Portanto, substituindo esta expressdo para g(R(X,Y)Z, W) em obtemos
IRX,Y)Z W) =gR(X,Y)Z, W) = g(A(Y), W)g(A(X), Z) + g(AX), W)g(A(Y), 2)
=g(—((log f) 0i)*(g(Y, Z)X — g(X, Z)Y)
— ((log f)" 0 1)(g(Y, T)g(Z, T)X — g(X, T)g(2,T)Y

—~

—9(Y,T)g(X, Z)T + g(X, T)g(Y, Z)T), W)

= g(A(Y), W)g(A(X), Z) + g(A(X), W)g(A(Y), Z)
(3.12)

ou seja,
R(X,Y)Z = g(AY, Z2)AX — g(AX, Z)AY

— ((log f) 0 9)*(9(Y, Z2)X — g(X, Z)Y)
— ((log )" 0 i) (g(Y, T)9(Z, T)X — g(X,T)g(Z,T)Y
—g(Y,T)g(X, 2)T + g(X,T)g(Y, Z)T),



que é a Equacdo como queriamos demonstrar.

No caso da equacgdo de Codazzi, como a codimensdo da imersdo é 1, segue que V& = 0.

Assim, de forma andloga ao que foi feito na demonstragio do Teorema[2.1] obtemos

th(Y7 Zv 5) - g(vXA<Y)7 Z) - g(A(vXY)v Z)

Vyh(X, Z,€) = §(Vy A(X), Z) — G(A(VyX), Z).

Logo, a Equagdo de Codazzi[3.6|se resume a

IR(X,Y)Z,6) =g(VxAY) — A(VxY) — VyA(X) + A(VyX), Z)

(3.13)
J(VxAY) - VyA(X) - AX,Y], Z).

Resta-nos, entdo, desenvolver o termo g(R(X,Y")Z, £). Utilizando a decomposigio
X:Xt@t—i—Xn, Y:Kat—i—yn, € 7 = Ztat+Zn,
temos
IR(X,Y)Z,&) =g(R(X:0; + Xy, Y0, + Vo) (20, + Zy), €)
:g(Xt Z; R(84, Yn) 0 + Xi R(84, Vo) Zy,
+Y; Zt 1:_{<Xn7 at)at + Y;E P_{(Xn; at)Zn + ];_{(Xm Yn)Zna é) .
Agora, utilizando as equagdes de e lembrando que §(9;, £) = cos a, obtemos
J(R(X,Y)Z,€) =X, Zi((log f)" 0 1)g(Yn, &) — cos a((log f)" 0 4) X, G(Ys, Zy)
—((log f)" 00)Y; 2, §(Xa, ) + cos a((log f)" 0 )Y; G(Xy, Zy)

—((log f)' o i)2 g(?(an Zn)Xn — (X, Zn) Y, f)

Lembrando ainda que

Xt :g(Xa T)a Y;f ZE(Y, T) c Zt :§<Z7 T)

g(Xna Zn) = E(Xa Z) - Xt Zt7 € E(Y'rw Z’n) = g(yv Z) - }/;5 Zt7

temos
GR(X,Y)Z,&) =cosa((log ) 0 i)g(G(Y,T) X, — §(X,T) Yy, Z,)

(3.14)
=cosa((log f)" 0 i)g(g(Y.T)X —g(X,T)Y, Z).



Finalmente, comparando e segue que
VxAY — VyAX — A[X,Y] = cosa((log f)" 0d)(g(V,T)X — g(X,T)Y),

que € a Equacdo|3.8] como queriamos demonstrar. [

A proposi¢do abaixo também sera ttil no decorrer deste trabalho:

Proposicao 3.2. Seja X um campo de vetores tangente a M. Entdo
VxT = cosaA(X) + ((log f) 0 i) (X — g(X,T)T); (3.15)

X(cosa) = —g(X, A(T)) — cosa((log f) 0i)g(X,T). (3.16)

Demonstracdo. Como 0; =T + cos « £, temos

VxT = Vx(0; — cos af)
=Vx0, — Vycosaf
= Vx0, — cosaV x& — X(cos ).

Logo, usando as férmulas de Gauss e Weingarten, segue que

Vx0 = VxT +h(X,T) 4+ X (cosa)é — cos aA(X). (3.17)

Por outro lado, uma vez que, em particular, X € [ X 2, podemos decompd-lo como soma
de suas partes vertical e horizontal, isto é, X = X,;0; + X,,. Desta forma, utilizando as equagdes

[3.1] obtemos
Vx0 = V(x,0,+x.)0
= X;V,0, + Vx,0
= vXnat
_ f7’ X, (3.18)
= f7/<X — X0,)

- f7'<X g(X.T)D).

Por fim, o resultado seguird comparando as partes tangentes e normais destas duas expressoes que

encontramos para V yJ;, nas equagdes e O]



Como nosso objetivo € estudar superficies de dngulo constante em [ X ¢ [E?, de agora em diante
assumiremos que « € constante. Desta forma, como consequéncia direta da Equacgado|3.16, obtemos

o seguinte resultado:

Proposicao 3.3. Se o for um dngulo constante, entdo T serd uma diregcdo principal de A com

autovalor associado — cos o((log f)' o).

Considere o € [0,7/2]. Se o = 0, entdo J; é normal e i(M) C {t,} x E. Suponha, entio,
a # 0. Neste caso, temos 7' # 0 e consideraremos e; = (7'/|T|) = (T//sena) e es um vetor
unitdrio ortogonal a e, de forma que {e;, €2} seja uma base compativel com a orientagdo de M.
Combinando estas afirma¢des com a Equacgdo [3.15, veremos na proposi¢cao abaixo, entre outras
coisas, que existe uma fun¢do A\ € C* satisfazendo A(es) = \es e, portanto, e; é também uma

direcdo principal de A.

Proposicio 3.4. Seja M C M uma superficie de dngulo constante oo # 0. Entdo, o operador de

forma A com respeito a base {e1,es} € dado por

A cos a((log f) o) 0 3.19)
0 A

para alguma funcdo A € C*°(M), e a conexdo de Levi-Civita é dada por

Vaer =0,  Veer = (Acosa+ ((log f)" o i))es,

Sen(f (3.20)
Ve, o =0, Ve,ea = ———(Acosa+ ((log f) oi))e;.
sen o

Demonstragdo. Observe que, sendo « constante, X (cos &) = 0. Assim, pela Equagdo (3.16} temos

gler, Aler)) = ,—:ﬁ|g<e1,A<T>>

= —% cosa((log f) oi)gler,T)

= —cosa((log f) o1)
glea. Afer)) = pro(ea, A(T)
_ 1 cosa((log f) o i)g(es, T)

T
= 0.



Logo,

A(er) = —cosa((log f) oi)e; + Oes.

Observe também que

g(er, Ale2)) = g(Aler), e2) =0,

e definindo A como

A= g(ea, Ale)) = glea, Aea),

obtemos

A(ez) = Oeq + Aes.

Portanto, A pode ser escrito como

—cosa((log f) o 1) 0
A p—
0 A
Observe agora que, utilizando a Equacao [3.15]
T
Vaer =V (i77)
1
= Ve, T
sen o
1
= (cosaA(er) + ((log f) o i) (T — g(T,T)T) (3.21)
Sen «
1
= 1 "o (T =T
oo ((og f) e d)( )

=0.

Analogamente, temos

T
V“”_V”Gﬁ>

= Ve, T

sena (3.22)
— / . -
= (cosa + ((log ) 0i)(e2 — g(ex, T)T)

1

= A 1 "o1i)es.

sena< cosa + ((log f) oi)es

Agora, derivando ambos os lados das equagdes (e1,e5) = 0 e (e2,e5) = 1 com relagdo a ey,

obtemos

(Veser,ea) + (€1, Ve,ea) =0 e

<v€2627 €2> = 07



e usando a Equagdo(3.22] segue que

<€1, Ve2€2> = —

(Acosa+ ((log f) o))

sen «

(Acosa+ ((log f) oi))e.

V62 €y = —
sen o

Da mesma forma, derivando (e, e5) = 0 e (es, €5) = 1 comrelagdo a e; e utilizando a Equagio

[3.21], segue que
<€1, V6162> =0 € <€2, V61€2> = 0,

€ portanto
Vel ex =0,

finalizando a demonstragao. [

3.3 Classificacao de superficies de angulo constante no

produto warped 7 x ; E°

Nesta secdo, classificaremos as superficies de Angulo constante em (M, g) = I x fEQ. Para isso,
consideraremos J; = (1,0,0). Uma forma de abordar tal problema seria um método semelhante
ao do Capitulo [1} supor que tal superficie fosse grafico de uma funcdo ¢, ou seja, que ela fosse
parametrizada por X = (t(z,y),z,y) € E*. Neste caso, como X, = (t,,1,0) e X, = (t,,0,1),
utilizando a Defini¢do de produto vetorial terifamos

X, x; X, = (f% ~ta, —1,),

ou seja,
gz X:v Xny _ (f27_tx7_ty) )
[ Xa X7 Xy NP+ +t
Assim, se a superficie possuisse dngulo constante o« # 0, ou seja, se g(§,0;) = cosa # 0,
obterfamos

f? Vh____
=cosa = f =cosay/ f2+ 12 +1¢2
f f2+t§+t73 / / o

= [ =cos’a(f* + 1 + 1))

(1 — cos® a)
cos? a

=12+ t; = f?tan® q,

2 2 2
=+t



que é a equacdo Eikonal. Porém, de acordo com [10], este método ndo nos dd equagdes explicitas.
Sendo assim, neste trabalho, seguindo o que foi feito em [10], utilizaremos outro método para

classificar as superficies de dngulo constante em [ x ¢ k2.

Considere o # O e {61, 62} base dada anteriormente. Usando as Equacdes _ temos
[ ] = - = —1 ()‘ ((1 )/ ))
e, € Ve € Ve, € cosa + ((log f) oi))es,
1, €2 2 1 o g 2

ou seja, [eq, es] € proporcional & e;. Assim, como no capitulo [2, podemos escolher coordenadas
(u,v) tais que 0, = e; e 0, = ey, para alguma fun¢do 5. Com relacdo a este sistema de
coordenadas, g tem a forma

g = du® + §*(u,v)dv? (3.23)

Ja a conexdo de Levi-Civita fica caracterizada pela proposi¢c@o abaixo:

Proposicao 3.5. De acordo com as notagcoes anteriores, a conexdo de Levi-Civita é dada por

Vauau = 07 vauav = Vﬂvau = %av V&ﬁv = _ﬁﬁuﬁu + %av (324)
Demonstragdo. Observe primeiramente que, sendo (u, v) um sistema de coordenadas, vale
Vauav - Vauau = [auy av] = Oa
de onde segue que Vy, 0, = Vp,0,. Para a primeira equagao, temos

Vauau = V€161 = O

e para as demais, temos

Vauav - velﬁ€2 Vavav = v562B€2
= 6V61€2 + el(ﬁ)QQ = ﬁ(vwﬁeZ)
=e1(H)es = B(BVe¢,e2) + ea(B)es)
2
= 61(5)% = sefoz ()\ cosa + (log f) oi)e; + %(%)
_ By _ Po
- ﬂ av’ - Bﬁuau + 6 av'

donde segue o resultado. [



Agora, observe que podemos escrever

Vo,0u = Ve, €1
= B(V@ﬂel)
= (s + (G 1o

_ ! (Acosa + ((log f) 0 )0,.

sen «

Desta forma, utilizando a igualdade V0, = Vj,0, e as expressdes obtidas acima, segue que 3

satisfaz

Bu = b (Acosa + (log f) o 1)). (3.25)

sen «

A fim de descrever a imersao ¢, consideremos a seguinte expressao para a mesma:

i(u,v) = (t(u,v), z(u,v), y(u,v)).

Desta forma, temos

tu = G(iu, Or) ty = G(iv, Or)
=7(e1,0,) = g(Be2, 0r)
=9(T/sena, T + cos af) = g(Bea, T + cos af)
=seno =0.

Logo, a menos de translagdes, podemos escrever
t(u,v) = usena. (3.26)
Lema 3.6. Seja o € (0,7/2). Definindo
o(u) =log f(usena) = ((log f) o i)(u,v), (3.27)
a imersdo 1 satisfaz as equagoes

fu + 01y —senao’ 0, = 0,

: AW
by + (U - E) iy =0, (3.28)

oo + (BBo + tg AN )i — D2 62< o, A )atzo.

15} sena  Cos«




Demonstragdo. Pela Equagdo[3.26] podemos escrever
i(,0) = (usen a, 2 (u, v), y(u, ).

Logo, usando [3.23] temos

G(iu,iy) = 1= f*(usena)(x? + y2) = cos® ;

G(tu, 1) = 0 = 2,2y + Yulp = 0;
G(iy, i) = % = fA(usena)(x? +12) = B2
Além disso, observe que
f/(usen a)

o'(u) = sen Flusona)’

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Nosso objetivo agora € calcular as expressdes de V; iy, V;, 1y, Vi, 1, de duas maneiras distintas,

para que possamos comparar os resultados.

Escrevendo i, = sena 0; + V, onde V' = (0, z,, y,) é considerado, aqui, como um levanta-

mento de vetores de E?, e denotando por D a derivada usual do R?, obtemos D,V = 0. Assim,

usando [3.1] [3.29]e[3.27] segue que

Viiy = V (sena a+v)(sena Oy + V)

=sen’? aVy,0; +sena(Va,V + Vyo,) + ViV
f(usen a)v LDV f(usen «)

=2
sena f(usena) f(usena)

g(V.V)o,

— 9eena (usena) 5 f'(usena)

f(usen 04) f(usen )
5 [f'(usena) f(usena)

= iyy + 20’1, — sen® o 0
o flusena) '

1
= Gy + 2071, — (sen o+ ) o'0,.

flusena) '

Sen «
Para a segunda equacdo, temos

Vz’uiv = v(senaat—FV)iv
=senaVy,i, + Vyi,

f'(usen a)
_ L 4 Dy
sera f(usen a) ve

_ ['(usena)
f(usen )

— o'i, + Dy, — LN o g,
f(usen )

—2sen® a————20; + iy — sena D,V —

f(usen a)

f(usen )

g(iln V)at

E(V, V)at



€ Como

0 =G(iv, iu) = g(tv, sen ady) + g(iv, V) = g(iv, V),

segue que

Vi by = tyy + 01y — sen aDyiy,.

u

Se i,, também for estendido para um aberto de X s E? por um levantamento, obtemos Dyi,,

de onde segue finalmente que

. . /.
Vi ty = lyy + O'ty.

u

Por fim, da mesma forma, temos que

!
Voiy = Dy iy — LR 0,
f(usena)
1
= Diviv — —ﬁza’ﬁt
sen o
1
= Z"Ufu — ﬂ20’8t.
sen av

Agora, por outro lado, usando a férmula de Gauss, @ 3.19,[3.24] e [3.27] temos que

vzulu - vauau
= h(0y, Oy)

= —cosa((log f) 04)¢

—cosa , (O —T
= o
sen « COS (v

—0
= Oy + 0’1y,
sen o
Do mesmo modo, obtemos também
Viuz = vau (9v
= Vs, 0y
b,
v
B

viviv == vavav
= h(0y,0y) + V5,0,
By

1
= (—=BBu + A tg )iy + =iy + ——AB%0;.
I} cos

=0,



Resumindo, temos as seguintes expressoes:

/

_ = . -0 .
Viitu = tyy + 20", — (sena + ) o' Oy; Vi iy = o aat + 0'iy;
sen o
_ T
Viulv = lyu + O-,Zvv il = 5 w
= . 1 = 16 \3?
Viyty = tyy — 2/8- cg = (— 2 ; v,
iy = iy = —— %00, Vivie = (=68 + AF tg@)iu+ i + 20
Assim, comparando as expressdes obtidas para V;, i,,, obtemos
oy + 2071, — (sena + — DtV> 0’0, = 0 + o'y,
sen « sen « (3_32)
= Gy + 01y, — senao’ 0, = 0.
Analogamente, comparando as expressdes obtidas para V;_i,, seque que
luw + 01y = %z’v
3 (3.33)
= luy + a’——u)iv:O
(-5
e, por fim, comparando as expressdes obtidas para V;, i,, obtemos
1 2 1 _ 2\ - 5’0 . 1 2
by — ﬁ Uat — _(Bﬁu"i_tga)\ﬁ )Zu“‘_zv“'—)\ﬁ at
sen o 16 cos &
3 o \ (3.34)
= iy + (BBu + tg aB?)iy — =20y — B + & =0,
15} sena  COS«
e o Lema esta provado. [

Apresentaremos, agora, o teorema que classifica completamente as superficies de angulo cons-

tante no produto warped I x ; E*.

Teorema 3.7. Considere uma imersdo isométrica i : M — I x; E*. Entdo, i define uma

superficie de dngulo constante a € [0, /2] se, e somente se, ocorre um dos casos abaixo:

1) existem coordenas locais (u,v) € M com respeito as quais i é dada por

usen o 1 v
i(u,v) :(u sen «, cotg a (/ —dT) cosv — / ~(7) sen 7dr,
f(7)

cotg a (/usena %dT) senv + /v v(7) cos TdT),

para alguma funcdo suave .



2) i(M) é um subconjunto aberto do cilindro

tdr
T — cotg o — =0.
T

Esta superficie é totalmente umbilica e sua curvatura média é

—cosaf'(usen )

H =

f(usena)

3) i(M) é um subconjunto aberto da superficie t = to, para algum ty € R, o = 0.

Demonstracdo. Vamos verificar, primeiramente, que os trés casos representam superficies de an-

gulo constante.

No primeiro caso, temos que uma base para o espaco tangente da superficie é

, COS QU COSV COS (rSen v
i, = | sena ;
“ " flusena)’ f(usencar) )’

e (e ([ ) 1200) 0 s s,

Observe agora que, utilizando a Defini¢do de produto vetorial, temos

Gy X f iy < —sen a cos v —senasenv)
= |— Cos q,

i X p iy f(usena) ~ f(usena)

e assim, como 0; = (1,0, 0), segue que g(&, 0;) = cos « e a superficie ¢ de angulo constante .

Para o segundo caso, podemos parametrizar ¢ como

i(u,v) = (u,cotgaé%,v) ,

Ly X f 1y —sen o
= ——— = |cosa,————,0 ).
‘Zu Xflv’ f(U)

Logo, como 0; = (1,0,0), segue que §(&,d;) = cos « e a superficie é de angulo constante a. O

€ temos que

terceiro caso claramente representa uma superficie de angulo constante o = (0, uma vez que, neste

caso, t = ty € constante.

Reciprocamente, seja i : M — I x ¢ E* uma superficie de angulo constante « € [0, 7/2]. Se

a = 0, i(M) é uma superficie do tipo (3) do teorema. Se o = 7 /2, entdo 0, é sempre tangente a



i(M) e assim, i(M) é um subconjunto aberto de um cilindro com eixo principal paralelo a 9;. Em
outras palavras, existem coordenadas locais (u,v) em M de forma que i(u,v) = (u,v1(v), Y2(v)),
onde 71, 7o sdo fungdes suaves. Se i parametriza um plano, a superficie € do tipo (2), com o = 7/2.

Do contrdrio, a superficie é do tipo (1), com oo = 7/2.
Suponha « € (0, 7/2). Como a Equagéo deve ser satisfeita para todas as coordenadas da
imersdo 7, segue que

Tyu + 02, =0 e Yuu + 'y = 0.
Resolvendo estas edo’s, obtemos

o(u)

Ty (u,v) = e 7 Wey(v) e Yu(u,v) = e_”(“)CQ(v),

para certas fungdes suaves ¢y, co. Assim, pela Equacao[3.29] segue que
Fusena)e 2 (c2(v) 4+ 2(v)) = cos® a
= c}(v) + c3(v) = cos® a.

Se nds chamarmos
c1(v)

_ _(v)
pl(v) - COSO/ pQ(U) - COSOé’

temos que p?(v) + p3(v) = 1 e ¢; = py cosa, ¢y = py cos a. Dai, temos

iu(u,v) = (sena, cos a e 7Wp,(v),cosa e Wpy(v)). (3.35)

Analogamente, como a Equacio [3.33| € satisfeita em todas as coordenadas da imersao ¢, segue

ZL‘UU—F(U,—@)ZEUZO € yuv""(o-,_@)yv:(h

de onde segue que

que

T, = e_"ef%udl (v) e yo = e el Fdy(v),

para certas fungdes suaves dy, ds.
Agora, pela Equagio [3.31] obtemos
P usena)e e H (d () + di(v) = B

= d2(v) + da(v) =




Logo, fazendo

dy(v)e! ¥ dy(v)e! ¥
O R CE
obtemos ¢} (v) + ¢5(v) = 1. Podemos, entdo, escrever
io(u,v) = e "W B (u,v)(0, 1 (v), 2(v)). (3.36)

Observe agora que, derivando a Equacdo [3.35 com relagdo a v, temos

. xu / — xuv
pl(v) "~ cosae~° = pl(v) cosae ¢
€
Yu / Yuw
= — = = —
pg(v) cosae™? pQ(U) cosae “?

Assim, substituindo o resultado na Equagio [3.33] chegamos a

1 u
pﬁz—(—a#—ﬁ—)xv

cosae™? 6]
1 u
Il — (—0 + ﬁ—) e 7 Bq
cos ae™? 6]
1
= (Bu —aB)au.
cos o
Analogamente, temos que
1
/o o
by = COSa(ﬁu g ﬂ)QQ
e dai temos
1, Ph) = L — 0 , q2)- 3.37
(Ph,p2) = ——(bu = o' B) (a1, 2) (3.37)

Agora, substituindo[3.35] e [3.36|em [3.34] obtemos
=70, Buar + B} Budz + Ba)

+ (BB + tg arB?)(sen av, cos ae " Wp, (v), cos ae " Wpy(v))

—@(e"(“)ﬁ(u,v)(O,Q17Q2))—ﬁ2( o + A )(9t

15} sena  COS

=0.

Assim,
(0,677 B,q1 + €77 Bqy, e 7™ B0 + €77 Bgh)
+ ((BBu + tgarf?) sena, (BB, + tg a[?) cos ae " Wpy (v), (BB, + tg arS?) cos ae "W p,(v))

—(0,e_a(u)ﬁvqhe_”(“)ﬁm))—62< A )@

Sen « COS &

=0,



e dai

(0, e_"(“)ﬁq’17 e_”(“)ﬁqé) + (BB + tg arB?)(sen a, cos ae "Wy, (v), cos oze_”(“)pg(v))

- (52 ( o + )\ ) 8t
Sen « COS ¥

=0,

ou seja,

(0,41, 05) = —(Bu + tg arf) (senae™ "™, cos apy (v), cos aps(v))

! A
+(6< g + >60(u)’0,0)7
sen o COS (¢

de onde segue finalmente que

(41, q5) = —(Bucosa + ABsen a)(p1, pa). (3.38)

A partir de agora, separaremos o estudo em dois casos: (p;(v), pa(v)) constante e (p1(v), p2(v))

nao constante.

Caso 1: Se (p;(v), p2(v)) for constante, segue da Equagio que 5, = o’ . Logo, obtemos

Blu,v) = e"“‘%(v) = f(usena)y(v),

para alguma funcdo suave ¢). Como 1 depende apenas de v, por uma mudanca de coordenadas

podemos admitir ¢)(v) = 1. Assim,

B(u,v) = f(usena). (3.39)

Pela Equacdo [3.25] segue que

f(usen a)

f(usena)sena = (Acosa + ((log f) o))

sen «
f(usena)

Flusona) sen’a = Acosa + ((log f) o),

ou seja,

A= ((log f) o4)(sen® v — 1)

cosa (3.40)
= —cosa((log f) o).
Logo, por [3.19] segue que as curvaturas principais de M sdo iguais e, portanto, M € totalmente

umbilica.



Substituindo [3.39] e [3.40]em [3.38] segue que

(¢}, 45) = — (Bucosa + A\Bsena)(p1, p2)

= — (Bucosa — cosa((log f) o) f(usen ) sen ) (pi, pa)
=0,

e portanto (g, g2) é constante.

Agora, integrando a Equacdo|3.35|com relag@o a v e usando|3.36, temos

[ 1
i(u,v) = (u sen «, py CoS (/ e_U(M)du) + q1v + aq, pa COs (/ e_”(“)d,u) + qov + ag)

onde ap,as sdo constantes que, a menos de translacdo, podem ser tomadas nulas. Além disso,

como §(%,,i,) = 0, segue que

o(u

cosa e W= By 0+ cosa e We M B py gy = 0

= p1q1 +p2g2 = 0.

Logo, uma vez que rotagdes ao redor do eixo ¢ sdo isometrias de I X s [E?, podemos tomar

(p1,p2) = (1,0) € (q1,42) = (0, 1).

Assim, fazendo também a substituicdo 7 = p sen «, segue finalmente que a imersao ¢ €

( t /usena dT )
u sen o, cotg o -,V |,
f(7)

que corresponde ao segundo caso do teorema.

Caso 2: Suponha agora que (p;, p2) ndo seja constante. Como p? + p3 = 1, podemos assumir,

ap6s uma mudanga de coordenadas, que
(p1(v), p2(v)) = (cos v, senv). (3.41)

Assim, usando e segue que
1

COos

(671 - Ojﬂ) = 17

ou seja,

Bu—0o'B==Ecosa. (3.42)



A menos de uma reparametrizacdo com relagio a coordenada v, podemos assumir que

Bu — 0’8 = cos a. Desta forma, resulta que

1
Bu,v) = m/ e=W cosa dp + y(v),
ou seja,
Blu,v)e™ W — cosa/ e "Wy = ~y(v) (3.43)

para alguma funcdo suave y(v). Utilizando novamente a Equagao obtemos

(@1(0), 92(0)) = (— senv, cosv).
Assim, as equacoes [3.35|e[3.36| podem ser reescritas como

—o(u) —o(u)

iu(u,v) = (sen Q,Ccosq e COS U, COS (x € sen U) (3.44)

iy(u,v) = e "W B(u, v)(0, — sen v, cos v). (3.45)
Logo, integrando segue que
i(u,v) = (u sen «, cos « (/ e_(’(“)d,u) cosv + V1 (v),

oS o (/ e"(“)dp) senv + 192(1))),

para certas fungdes 11 (v), ¥2(v). Finalmente, se nés derivarmos a Equacéo comrelagdo a v e

(3.46)

compararmos com [3.45] temos

— oS (sen v / e " Wdp 4+ ¥ (v) = —e "W senw

ou seja,
P (v) = (ﬁ(u, v)e oW — cosa/ e"(“)d,u) (—senw)
= y(v)(—senv).
Analogamente,
COS (X COS U / e "Wy + 9y(v) = —e "W B cosv
ou seja,

U (v) = (ﬁ(u, v)e 7w — Cosa/u e"(“)d,u) (cosv)

= v(v)(cosv).



Assim,
(V7 (v),95(v)) = vy(v)(—sen v, cosv).

Finalmente, fazendo 7 = w sen « e integrando (9 (v), J5(v)), segue que

] usen o dT /”U
1(u,v) =( usen o, cot —— | cosv — ~(7) sen 7dT,
= (smmsovn ([ 5 Y= [0

usen « d7_ v
cot av (/ m) sen v —i—/ ~(7) cos TdT),

que corresponde ao primeiro caso do teorema.

Observacao 3.1. Quando o = /2, o caso (1) do teorema nos dd

(2

i(u,0) = (u,— / " (7) sen rdr, / ~+(7) cosnh),

ou seja, existem coordenadas locais (u,v) em M para as quais i(u,v) = (u, $1(v), B2(v)), onde
B(v) = (Bi(v), Ba(v)) representa uma curva em E*. Do mesmo modo, o caso (2) do teorema nos

dd que i(M) é um subconjunto aberto de
xz =0,
ou seja, i parametriza um plano.

Observacdo 3.2. : No primeiro caso do teorema, considerando (qi,q2) ndo constantes, a fun¢do

A € dada por
1 f'(usen «)
A = By — . 3.47
(u,v) B v) sen o Flusena) cos a (3.47)
De fato, pela Equagao |3.38], obtemos
(—cosv, —senv) = —(B, cosa + AfFsen a)(cos v, senv).
Assim,
—cosv = — (B, cosa + AFsena) cosv (3.48)
e substituindo em temos
2 1 !
)\BCOS a flusena) cosa+ AFsena =1,
sen « sena f(usen«)
0 que nos da
1 /
Mu,v) = sen o — Mcosa,
B(u,v) f(usena)

como queriamos demonstrar.



3.4 Superficies de rotacao com angulo constante

Nesta secao, classificaremos as superficies de angulo constante em / X fIEz, que sdo invariantes

com relagdo a rotagdes em torno do eixo t.

Relembremos primeiro que toda rotagao
Ry: I x; B> — I x;B*: (t,2,9) — (t,7cos¢ — ysen ¢, zsen ¢ + y cos @)

é uma isometria. De fato, dados U,V € T, (I x ; E?), temos dRsV = R,V e dR,U = R4U, uma

vez que Iy € uma transformacao linear. Desta forma, obtemos

G(dR4V,dRyU) = vy uy + f* ((?}2 cos ¢ — v3 sen @)(ug cos ¢ — uz sen @)

+ (v2 sen ¢ + v3 cos @) (us sen @ + uz cos gb))
= U1 U1 + f2<U2 U2 —I— V3 Ug)

=g9(V,U)

de onde segue que 7, €, de fato, uma isometria. Considerando v uma curva no plano tx e assu-

mindo que y(u) = (a(u), b(u),0) é uma parametriza¢do de - por comprimento de arco , temos
(a'(u))® + f*(a(u) (V' (u)))* = 1. (3.49)
Nosso objetivo € estudar quando a superficie
i(u,v) = (a(u), b(u) cosv,b(u) senv)

¢ uma superficie de angulo constante em [ X ¢ E2.



Observe que, neste caso, usando a Equacgdo [3.49] o vetor normal unitario £ € dado por
&=

iu Xfiv

|iu Xf iv|

_ (2 (u)b(u), —a’ (u)b(u) cos v, —a’(u)b(u) sen v)
f(a(u))b(u)

— tlatu (u —a/(u) cosv —a'(u) senv
‘(ﬂ(m(*fmm>’fwm )

A imersao serd de Angulo constante se, e somente se, §(§, J;) = cos «, ou seja, se, e somente se,
b'(u)f(a(u)) = cosa. (3.50)
Assim, substituindo [3.50/em [3.49] segue que
(a'(u))? = sen® . (3.51)

Se sena = 0, entdo a/(u) = 0, de onde segue que a(u) = ty, com t, constante. Isto corres-

ponde ao terceiro caso do Teorema 3.7

Se sena # 0, entdo a(u) = tusena + ¢, sendo ¢ uma constante. Através de uma translagdo

e de uma mudancga de coordenadas, podemos considerar

a(u) = usena. (3.52)

Se a = /2, entdo temos a(u) = u e, por[3.49, segue que f2(u)(¥ (u)))? = 0, ou seja, b = by,

bo constante. Portanto, temos o cilindro circular

i(u,v) = (u, by cos a, by sen ).

Se a € (0,7/2), entdo, de segue que

COS & d ¢ /“se““ dr
= cotg o —_—
fmma“ : )

€ assim temos

i(u,v) = (u sen a, (Cotgoz/usena %) COS v, (cotga/usena %) sen v) (3.53)

que corresponde a uma translagdo no eixo x do primeiro caso do Teorema com a(v) = 0.



3.5 Exemplos

3.5.1 Superficie flat de angulo constante

Lembremos que uma superficie é chamada de flat quando sua curvatura Gaussiana € nula.
Desta forma, observe que uma superficie do tipo (3) do Teorema ¢ uma superficie flat de
angulo constante « = (. Para obtermos exemplo de uma superficie flat com angulo constante

a # 0, consideremos uma superficie do tipo (2) do Teorema Usando a Equacao de Gauss e
[3.19] temos

K = detA — ((log f) 04)? — ((log )" o) sen* oo = — <7” o 2') sen? .

Logo, a superficie serd flat se, e somente se, f” = 0, ou seja, f(f) = a(t + b), para constantes
a # 0 e b. Utilizando esta expressdo para f, a matriz A, as expressdes obtidas para V e a férmula
de Weingarten, obtemos a curvatura geodésica da curva geratriz do cilindro, visto como curva de

I x;E>

3.5.2 Superficies minimas de angulo constante

Primeiramente, considere uma superficie de angulo constante do tipo (3) do Teorema
Neste caso, 0; € um vetor normal unitario e de segue que a superficie € totalmente umbilica,

),

A - [f(to)
f'(to)
f(to)

Logo, a superficie é minima se, e somente se, f'(ty) = 0, caso em que ela serd também totalmente

geodésica.

Considere agora uma superficie de angulo constante do tipo (2) do Teorema Como

s
H = — cosa 850
f(usena)

segue que a superficie é minima se, e somente se, cosaw = 0 ou f'(usena) = 0. Uma vez que

a € [0,7/2], o caso cos o = 0 nos dd que o = 7/2, ou seja, a superficie € o produto warped entre



um intervalo e uma reta em E%. J4 no caso f’(usena) = 0, o espaco ambiente serd o produto

direto, e a superficie serd um plano.

Por fim, assuma que a superficie € do tipo (1) do Teorema|[3.7] Usando e a Equagdo

obtemos que a superficie € minima se, e somente se,
2cosa Bo’ = sen? a. (3.54)

Observe que, neste caso, 3 depende apenas de u. Desta forma, derivando a Equagdo |3.54] e utili-

zando [3.42] obtemos /

1 1 2

1) L lfcosa (3.55)
o’ sen? o

Logo, integrando|3.55|e utilizando [3.27, obtemos que f tem a forma

sen2 [e3

f(t) =b(t + ¢)1+eos?a,

Assumindo, sem perda de generalidade, que ¢ = 0 e denotando

sen? o

1+ cos?a’
segue que
f(t) =out", m € (0,1),

e utilizando a Equagao [3.55] segue também que

m
o =—. (3.56)
u
Desta forma, substituindo estas expressoes na Equagao [3.47] segue que

\ = &tga' (3.57)

U
Além disso, usando a Equagao [3.25] obtemos que

U COSs v

8=

T (3.58)

de onde segue, pela Equagdo [3.43] que v = 0. Logo, de acordo com o Teorema [3.7] a supertficie é
dada por

cotg a
b(1 —m)

cotg o
b(1 —m)

que representa uma superficie minima de angulo constante com

i(u,v) = (u sen a, (usena)' ™™ cos v, (usen a)'™™ senv),

o = arccos /(1 —m)/(1 4+ m).



APENDICE

A

Resultados basicos sobre produto

warped

O objetivo deste apéndice € expor alguns resultados e defini¢des basicas sobre produto warped,

utilizadas ao longo desta dissertacao. Mais detalhes sobre este assunto podem ser encontrados em

B e [5].
Comecemos, pois, pela definicdo de produto warped:

Definicao A.1. Sejam B e F variedades diferencidveis, com métricas, respectivamente, gg € gr, €
considere f : [ C R — R, com I intervalo aberto, uma fungdo estritamente positiva. Definimos

o produto warped de B e I’ com funcdo f como sendo
(M.g) =B x;F=(BxFgp+ fgr)

ou seja, é a variedade produto B x F munida da métrica § = gz + f2gr.

Observe que, no caso em que a fungdo f € constante igual a 1, o produto warped B x ¢ F' é

simplesmente uma variedade produto no sentido cldssico, B x F'.
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Dado um campo de vetores A € B x; F', podemos decompd-lo em parte horizontal e vertical.
Sua parte horizontal, que sera denotada por H A, sera aquela ortogonal as fibras. Ja sua compo-
nente vertical, denotada por VA, sera aquela tangente as fibras. Um campo de vetores em B sera
chamado horizontal e um campo de vetores em F' serd chamado vertical. Dados U,V € F, a

métrica g de M €, neste caso, dada por

(U, V) = f2ge(U,V).

Seja V a derivada covariante de M e D a derivada covariante de F. Entdo, dados A B € M,
temos o operador

TyB = HVya(VB) + VVyA(HB), (A.1)
e recordemos também que ¢é vélida a féormula de Koszul
29(VxY, Z) = 0x(3(Y. Z)) + 0y (9(X, Z)) — 02(3(X,Y))
+9([X, Y], 2) —g(1X, 2], Y) = g([Y, 2], X),
onde X,Y,Z € M.
Apresentamos abaixo o lema que caracteriza a derivada covariante em um produto warped
B x4 I
Lema A.2. Dados X,Y € B, VW € F e sendo G o gradiente da fungdo f, temos

(1) VxY éigual em B e M;

(2) VxV =VyX =Ty X = (X f/f)V

(@H( ) TW = —fgr(V,W)G = =(g(V, W)/ /)G
(4)

(A.2)

Demonstragdo. (1) vem do fato de que, uma vez que X, Y s@o levantamentos de campos de vetores

em B, sdo constantes em cada fibra do tipo xy X F', com xy € B. Logo, VxY €igualem B e M.

(2) Para a segunda equagio, uma vez que [X,V] = 0, segue que VxV = VyX. Como
g(X,Y) é constante em cada fibra, segue também que Vg(X,Y) = 0, e pela férmula de Koszul

temos
29(VyX,Y) =Vg(X,Y)+ Xg(V,Y) = Yg(V, X)

+§([V7X]7Y) _g([‘/v Y]aX) _§<[X7 Y],V)
:07



pois todos estes termos sdao nulos. Logo, como Y € horizontal, segue que VX € vertical. Assim,

VX =VVy X =Ty X.

Agora, novamente pela formula de Koszul, temos

25(VxV. W) = Xg(V, W) + Vg(X, W) - Wg(X,V)
+§([X’ V]v W) _g([Xv W]v V) - ?([V, W]vX)
= Xg(V.W),

pois € o Unico termo nao nulo. Além disso, observe que
Xg(V.W) = X fPgr(V.W) = 2f X fgr(V,W) = 2(X /) f*gr(V, W),
ecomo VxV = Vi X =Ty X, segue que
29(VxV. W) = 2(X /) f*gr(V.W),

ou seja,

VxV = (X[f/HV.
(3) Para a terceira equacgdo, observe que
HV VW =Ty W,
e como X € horizontal,
g(VyW, X) =g(TyW, X)
= —f9r(W, Ty X)
= —fPgr(W,V)Xf/f

ou seja,

HVVW =Ty W = —fgr(W,V)G.

Por fim, (4) vem do fato de que a derivada covariante induzida das fibras é dada por V'V W

(ver [3]).



A partir do lema anterior, podemos caracterizar também o tensor curvatura R de M, que defi-
niremos por

R(U,V) =[Vu,Vv] = Vi
Isto seré feito no seguinte lema:

Lema A.3. Sejam R o tensor curvatura em M, S o tensor curvatura em F, X,Y,7 € B e

UV,W € F. Entdo

(1) R(

(2) R(X, V)Y = (1/f)(Y,VxG) V;

(3) R(X,Y)V =R(V,IW)X = 0; (A.3)
(4) R(X, V)W =R(X, W)V = —fgr(V,W)VxG;

(5) R(X,Y)Z é o mesmo em B e M.

(SWUW, Z) =gR(U, V)W, Z) — g(h(V, Z), h(U,W)) + g(h(U, Z), (V,IV))
=g(R(U, )W Z) = gH(VvZ), H(VuW)) + G H(Vu Z), H(Vv W)
=gR(U, V)W, Z) = g(-=(1/ )g(V, Z2)G,—(1/ ) g(U, W)G)
+9(=(1/f)g(U, 2)G, =1/ f)g(V,W)G)
=gR(U, V)W, Z) + %[ (U, Z))g(V,W))] — %[?(V, Z)g(U,W))]
=g(R(U, V)W + |jf—;[—y(U, WYV +g(V,W)U], Z)
= gRU V)W +|GP[~gr (U W)V + gr(V,W)U], Z).

Logo, basta mostrar que R(U, V)W é vertical. Para isso, é suficiente verificar que

R(U, V)X = 0 pois daf teremos

e o resultado seguird uma vez que X € um campo de vetores horizontal. Suponha, entdo, que

[U, V] = 0. Assim, utilizando o Lema|A.2] temos
R(U, V)X =VyVyX — Vy VX
= Vu((Xf/NHV) = Vv(Xf/U).



Como o dominio de f é o conjunto Be U,V € F, X f/f é constante nas dire¢cdes de U e de
V. Assim,
RU V)X =(X[f//)(VuV =VyU) = (Xf/NHIU,V] =0,

e a primeira equacdo estd provada.

(2) Para a segunda equag@o, lembrando que [ X, V] = 0 e utilizando o Lema obtemos
VxVyY — Vi VxY
SLEACRY

¢
-

R(X, V)Y

Vx

X

(
(

(%5 ) =
(

(
~( f( ,G>_§<VXY7G>>V
_ (X 1) IVxY.G) +3(Y,VxG)  g(VxY.G) gV, @) a(X,G>)V
f f f f?
~ (-2 LA +a(i/,?G) +§(G,XJ22§(Y,G)>V
9

(Y, VxG) VXG)

. V.

(3) No caso da terceira equagdo, utilizando o Lema[A4.2] temos

R(X, V)V =VxVyV = VyVxV — Vx|V

v v oo, My S xovippv

7 7
CXY[ YX[ XY
R A
XY, XY

= VoY
= 0.

V

(4) Utilizando a equac@o (2) deste Lema, obtemos
JRX,VIWY) = —g(R(X, V)Y, W)
= —(1/Na(VxG, Y)g(V, W)
= —fgr(V,W)g(VxG,Y).

logo, segue que

R(X, V)W = —fgp(V,W)VxG.



(5) Semelhantemente ao caso (1) do Lema[A.2] a afirmagdo (5) segue do fato de X e Y serem

constantes em cada fibra do tipo x¢ X F, xg € B. ]

Por fim, definimos abaixo o produto vetorial em um produto warped:

Definicdo A.4. Dados a = (ay,a,a3) e b = (b1,ba,b3) em Ty, 2y 20)( X5 E?), definimos o

produto vetorial entre os vetores a e b como

a Xf b= (f2(t)(a2b3 — a3b2), agbl — Cllbg, a1b2 — CLle). (A4)
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