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RESUMO

A busca e compresséo dos fendbmenos fisicos é um desejo do ser humano desde onde
se ha registro. Problemas cada vez mais complexos tém sido estudados e
solucionados, em especial, nos ultimos séculos. Os espacos infinitos e semi-infinitos
apresentavam grande dificuldade de discretizacdo devido a escassez de recursos
para isso. Com o surgimento dos métodos numéricos, esses problemas tiveram sua
possivel solucdo mais proxima de ser encontrada. Desta forma, o método dos
elementos de contorno apresenta uma grande vantagem em relagdo a outros
métodos, devido sua particularidade quanto a otimizag&o para discretizacdo deste tipo

de problemas.

Neste trabalho, problemas de potencial contendo meios infinitos, bem como de meios
semi-infinitos, ambos bidimensionais, onde dimensdes espaciais tendem ao infinito,
sao estudados, com apoio do uso do método dos elementos de contorno e o método
das imagens. Os problemas abordados possuem variagdo quanto as suas condi¢cdes
geomeétricas, condi¢cdes de contorno, além da malha e pontos fonte e de imagem
utilizados na discretizagao do problema.

E observado que os resultados para os meios infinitos e semi-infinitos, estudados
neste trabalho, sédo considerados satisfatorios, fornecendo resultados com agilidade e
precisao.

Palavras chave: Método dos elementos de contorno, Meio infinito, Meio semi-infinito,
Método das imagens, Problemas de potencial, Solucdo fundamental, Método

numérico.



ABSTRACT

The search for comprehension of physical phenomena it is a desire of human being
since it is possible record. Problems even more complex are been studied and solved,
particularly, in the past few centuries. There was a big complexity in infinites and semi-
infinites spaces due to lack of resources. With the advent of numerical methods, these
problems, have their solutions near to be determined. Therefore, the boundary element
method, appears a great advantage when related to others methods, due to its

particularity of an optimized discretization of this type of problem.

In this work, bidimensional potential problems of infinite space and semi-infinite space,
which dimensionally the space trend to infinite, are studied with the utilization of
boundary element method and method of images. Among them, the problems have
change regarding the space conditions, boundary conditions, besides the mesh and

source and image points used in discretization of problems.

The observed results either for semi-infinite than infinite spaces, are considered
satisfactory, for the problems presented in this work, with speed and precision in their

solutions.

Keywords: Boundary elements method, Infinite space, Semi-infinite space, Images

method, Potential problems, Fundamental solution, Numerical method.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

1.1.Comentarios Preliminares

A busca pela compreensao mais precisa dos fendmenos fisicos tem se tornado cada
vez mais necessaria, visto que as aplicagbes de produtos ou processos estdo se
tornando cada vez mais complexas, seja devido ao meio, a demanda ou aos materiais
envolvidos. Contudo, ha necessidade crescente de projetar ou analisar estruturas,
equipamentos e maquinas com elevado grau de precisdo e seguranca, além de

minimizar 0os custos envolvidos.

Problemas que possuem grande complexidade, como por exemplo 0s que possuem
diversas variaveis, dominios heterogéneos, contatos complexos, geometrias
irregulares, os quais podem apresentar solu¢des analiticas bastante complexas ou as
quais ndo existem solucdes analiticas definidas ainda, para avaliacdo da sua
adequacao com relacdo a integridade estrutural. Em razao disso, aproveitando-se da
capacidade de processamento dos modernos computadores, houve um grande
investimento nos Ultimos setenta anos na proposicdo de solu¢gdes numéricas. Tais

solugdes visam se aproximar da solucao analitica, admitindo-se uma taxa de erro.

Para isso, sdo utilizadas modelagens matematicas, de forma que o problema
complexo se torne mais simples, mas preservando as caracteristicas relevantes do
problema e destacando aquelas ndo relevantes. Neste contexto, a ideia de
discretizacdo do continuo é fundamental para aplicacdo de modernos métodos
numeéricos. A discretizacao transforma os modelos matematicos originais, gerados a

partir de operadores diferenciais, em sistemas de equacdes algébricas.

Diversos métodos matematicos, visando a simplificacéo e o calculo desses problemas
foram propostos nas ultimas décadas. Os métodos mais famosos, que podem ser
citados sdo, por exemplo: Método dos Elementos Finitos (MEF), Método das
Diferencas Finitas (MDF), Método dos Volumes Finitos (MVF) e o Método dos
Elementos de Contorno (MEC). (REDDY, 2005).
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Os problemas de meio infinito e semi-infinito, possuem uma vasta area de aplicacao,
podendo ter aplicacdo desde problemas relacionados a astronomia até estudos de

perfuracao de pocos para extracao de petroleo.

Estes problemas sdo caracterizados por terem uma ou mais de suas dimensdes
espaciais tendendo ao infinito. Esse tipo problema ocorre quando as informacfes de
interesse se situam em uma pequena parte em relacdo ao espaco dimensional

circundante.

Por serem problemas cuja solugdo analitica aproximada pode nado satisfazer as
necessidades de precisédo e particularidades dos problemas. Dessa forma existe a
possibilidade de solucédo deste tipo de problema com métodos experimentais e por
tentativa e erro; contudo, os métodos numeéricos sdo uma alternativa bastante

interessante para sua solucao.

1.2. Principais métodos numeéricos

Cronologicamente o Método das Diferencas Finitas (MDF) é o mais antigo dos
principais métodos numeéricos discretos, baseando-se numa ideia bem conhecida
relacionada ao conceito de diferenca finita, que esta intimamente relacionada ao
calculo infinitesimal. Este método possui, portanto, em seu cerne a ideia mestra de
refinamento, que aparece nos demais métodos numeéricos: a medida que se reduz a
dimenséo dos incrementos utilizados na definicAo da diferenca finita, o modelo

numérico se aproxima ou converge para o modelo infinitesimal, que é exato.

Em termos praticos, o MDF tem como objetivo transformar problemas governados por
equacBes diferenciais em problemas governados por equacfes algébricas,
substituindo as derivadas por diferencas (RUGGIERO e LOPES, 1996). Assim como
outros métodos de dominio, h& geracdo de uma malha, como exemplificado pela
Figura 1. Cada célula de diferenca finita € gerada a partir da estrutura do operador

diferencial que governa o problema.
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Figura 1 - Discretizagdo de dominio no Método das Diferengas Finitas

Ay m-1,n 550 U m+i,N x
Ay )
y m,n-i }
Ax | Ox
0 X

O Método dos Elementos Finitos (MEF) vem sendo estudado e desenvolvido ha mais
de setenta anos, com varios estudos visando sua otimizacdo e aperfeicoamento,
especialmente nas ultimas décadas. Este método se baseia numa analise matematica
gue visa a discretizacdo de um meio continuo, substituindo-o por pequenos elementos
definidos por nés, de forma a manter a caracteristicas do meio analisado
(ZIENKIEWCZ O, 2013). No interior destes elementos, adequadas fungbes de
aproximacdo sao utilizadas a partir de expressdes de residuos ponderados,
procurando-se garantir a consisténcia do modelo pela minimizacéo de erros e garantia
de continuidade de grandezas fisicas na conexdo de nds contiguos. A Figura 2

exemplifica uma discretizagao, de um dominio Q, em elementos triangulares.

Figura 2 - Discretizagdao de dominio Q no Método dos Elementos Finitos

02 7 —

Digerghzacan

Este método tem sido muito aplicado nas mais diversas areas. Tanto na area de
ciéncias exatas, como na area de ciéncias biolégicas. E o0 método mais utilizado e com
mais investimentos em pesquisa e implementacdo computacional para aplicacao
industrial. (ZIENKIEWCZ O, 2013).

O Método dos Volumes Finitos comecou a ser difundido em 1972 por Patankar e
Spalding. Este é derivado do Método das Diferencas Finitas, onde o dominio a ser
estudado (dominio de célculo) é subdividido em um nimero de volumes de controle
(EYMARD e HERBIN, 2000). Procura-se garantir a continuidade dos fluxos entre os

volumes como principio fundamental, embora possa haver outras restricbes para
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garantir melhor desempenho, como compatibilidade de potenciais. Tem sido muito

bem sucedido em aplicacdes na area de fluidos.

A Figura 3 exemplifica a subdivisdo em Volumes de controle (VCs) e os nés (Nodos)

nessa regiao.

Figura 3 - Discretizagdo de dominio no Método dos Volumes Finitos

Nodos

77
o

Comparativamente aos métodos mencionados anteriormente, o Método dos
Elementos de Contorno (MEC), € um método mais recente, o qual comecou a ser
utilizado na engenharia, aproximadamente, no final da década de 70. Este método
tem sido muito estudado devido as suas particularidades, gerando diversas
publicacdes de trabalhos académicos, devido ao grande numero de atualizacbes que
vem sido adquiridas (BREBBIA e WALKER, 1980).

Umas das grandes vantagens a qual o MEC apresenta em relacdo aos outros
métodos, é que ndo ha necessidade de discretizacdo de todo o dominio do problema,

apenas de seu contorno, como pode ser observado na Figura 4.
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Figura 4 - Discretizagdo no Método dos Elementos de Contorno
U,

L r,=0

r,=0

Essa vantagem, em especial, € ainda mais evidenciada quando se trata de problemas
de meio infinito e semi-infinito, pois a discretizacdo de um dominio com dimensdes
infinitas através de técnicas de dominio tem se mostrado inviavel. O MEC, conforme
sera mostrado, elimina a discretizacdo de regides distantes gracas a sua estrutura

matematica.

Outra vantagem do método que pode ser citada é a facilidade de manipulacdo de
dados de entrada quando comparada a outros métodos, pois com a aplicacdo bem
sucedida do MEC, reduz a dimenséo do problema em uma unidade, o que resulta em

um custo computacional menor (LOEFFLER, 1988).

A precisdo das respostas do MEC também é elevada, especialmente quando a
equacdao de governo é auto-adjunta, devido a solucao fundamental se assemelhar ao

problema que se deseja resolver.

O método possui algumas desvantagens, no momento, como por exemplo, a
complexidade da definicdo da solugdo fundamental para alguns casos e algumas
complexidades na solugdo de problemas heterogéneos. Contudo, sua principal
desvantagem se deve ao fato de ser mais custoso em aplicacdes de grande porte,

pois suas matrizes néo sao simeétricas (FREITAS, 2015).
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1.3.0bjetivo

A discretizacdo de dominios infinitos e semi-infinitos € um grande problema para uma
modelagem matematica. Por se tratar de um espaco muito grande, sua discretizacao
€ um dificil desafio, pois tal processo sem uma estratégia adequada tenderia a gerar

equacdes em grande numero, tornando o custo de sua solugéo inviavel.

O Método dos Elementos de Contorno, como apresentado, possui vantagem para
resolucao deste tipo problema em relacéo aos outros métodos citados. Existem alguns
métodos para este tipo de solucao de problema, utilizando o MEC, sendo um deles o
método das imagens, para o dominio semi-infinito (BREBBIA, TELLES e WROBEL,
1984).

Embora o estudo de problemas de elasticidade para estes tipos de dominio seja
comum (MA, FAN e XIAO, 1999), o estudo de problemas de potencial ndo é, com
pouca literatura disponivel sobre o tema (DAVIES e BU, 1995).

Assim, este trabalho tem como objetivo o estudo de problemas de potencial
estacionario com dominio infinito e semi-infinito, confrontando os resultados analiticos
com os resultados computacionais, variando parametros de malha e outras

componentes inerentes ao método.

1.4.Metodologia

Nessa dissertacdo, os resultados dos problemas apresentados sao obtidos por meio
de simulagdes computacionais utilizando o MEC, abordando problemas escalares,
comumente relacionados a transmisséao de calor por conducao ou difuséo, alguns dos

quais é possivel determinar uma solucdo analitica.

Em alguns problemas, os resultados obtidos numericamente sado confrontados com
os resultados analiticos, de forma a identificar o desvio dos resultados numéricos e

sua variacao de acordo com a alteracao das variaveis pertinentes ao metodo.

Para este estudo, elementos do tipo constante foram utilizados no processo de

discretizacgéao.
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O presente trabalho busca a apresentacdo e avaliacdo dos procedimentos
metodoldgicos necessarios para abordagem e solucdo de problemas com dominios
infinitos e semi-infinitos, de forma a validar sua aplicagdo em problemas de Laplace

em geral.

1.5.Estrutura do trabalho

Este trabalho é divido em cinco Capitulos, sendo o presente capitulo, o introdutério.

O capitulo 2 detalha sobre o Método dos Elementos de Contorno aplicado em meios
finitos, onde é feita a apresentacao e definicdo do método. Também sdo mostrados o
problema de Laplace e a solucdo fundamental, servindo ainda como texto para a

revisdo bibliogréfica.

O capitulo 3 apresenta o0 método para dominios infinitos, demonstrando sua
formulacdo, bem como suas particularidades, as condi¢ces de contorno de Neumann
e Dirichlet, e a definicAo de problemas a serem analisados e seus respectivos

resultados.

O capitulo 4 aborda sobre o método aplicado em dominios semi-infinitos,
apresentando sua formulacao, os métodos de resolucgéo utilizando elementos infinitos

e 0 método das imagens, definicdo de problemas e respectivos resultados.

Entéo, o capitulo 5 apresenta as conclusdes deste trabalho e propostas para trabalho

futuro, com base nos resultados obtidos.

Por fim, sdo apresentadas as referéncias utilizadas no desenvolvimento deste

trabalho.

Adicionalmente, o Anexo | também apresenta brevemente os Elementos Infinitos.
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CAPITULO 2 - O MEC EM MEIOS FINITOS

Apresentacdo sucinta para fazer contraponto a teoria de meios abertos, que requer

uma base prévia, desenvolvida para os meios fechados.

2.1. Comentarios preliminares

Neste capitulo seréo apresentados os conceitos basicos do Método dos Elementos
de Contorno (MEC), para problemas de potencial, utilizando o problema de Laplace,
usando a formulacdo classica e posteriormente no CAPITULO 4 o método das

imagens.

A base matematica do Método dos Elementos de Contorno surgiu a partir do estudo
de equacdes integrais classicas no final do século dezenove. Contudo, na auséncia
de processadores computacionais, tais estudos néo se desenvolveram a contento. O
MEC ganhou impulso na comunidade cientifica a partir do desenvolvimento do MEF e
dos estudos e divulgacéao feitas por pesquisadores da Universidade de Southampton,
sendo Carlos Alberto Brebbia, um dos mais influentes no assunto (BREBBIA, TELLES

e WROBEL, 1984).

O MEC se distingue dos demais métodos por ser um método efetivamente de
contorno, ou seja, evita-se fazer integracdes no dominio. Seu arcabouco matematico
permite reduzir uma dimensdo do problema, gerando equacdes de contorno. Isto
permite discretizar de modo mais simples a superficie externa de um dominio
complexo a ser analisado. Tal caracteristica representa uma enorme vantagem,
comparativamente aos demais métodos (BREBBIA e WALKER, 1980).

Além da reducéo dimensional, 0 método possui diversas vantagens, sendo algumas

delas:

A possibilidade de trabalhar com dominios infinitos, devido as caracteristicas da
solucéao fundamental; este ponto sera objeto de maior detalhamento no decorrer desta

dissertacgéao.

A simulacdo precisa do efeito concentrador de tensdes, também devido as
peculiaridades da solugdo fundamental; em problemas de mecéanica da fratura e

contacto, o MEC é o método mais indicado para a abordagem numeérica e uma grande
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guantidade de trabalhos tem sido desenvolvido nesse sentido (BREBBIA e WALKER,
1980).

Elevada precisao obtida nos problemas em que se ajusta — existem limitantes como a
complexidade da solucdo fundamental em certos casos, entre outras restricbes, como
o fato do operador diferencial ser auto-adjunto. Nos problemas em que se aplica com
naturalidade, o erro relativo na solucdo de problemas em que se possui solucdo
analitica para comparar, € muito menor. Mais uma vez, isso se deve ao uso da solugao
fundamental, que é uma funcdo auxiliar aparentada com o problema que se quer
resolver (LOEFFLER, 1988).

Também é possivel perceber, como a Figura 5 ilustra, que para a discretizacdo de um
mesmo dominio, o MEC utiliza uma quantidade elementos muito menor que o MEF,
considerando a aplicagdo de elementos constantes em ambos os métodos. Isso
implica que o numero de equac¢des a serem resolvidas € muito menor no MEC que no
MEF. A confeccéo da malha, mesmo usando-se programas préprios para isso, € feita

com mais facilidade com o MEC.

Figura 5 - Discretizagdo em Elementos Finitos X Elementos de Contorno

2

Discretiza¢cdo no MEF: 228 Elementos Discretizagio no MEC: 44 Elementos

Todavia, o MEC também possui suas desvantagens, algumas bastante sérias. Devido
a complexidade da solucao fundamental, em alguns casos, como problemas em meios
heterogéneos ou ainda de dominios delgados como cascas, a aplicacdo do MEC néo
€ bem aceita pelo meio industrial. Existe um esforco de pesquisa no sentido de
reverter essa inadequacao, através do uso de formula¢des do MEC que usam funcdes
de base radial (LOEFFLER, 1988). Mas a grande desvantagem — pelo menos ainda
pode ser assim interpretada - se da devido ao fato das matrizes que séo geradas pela
discretizagao com o MEC néo serem simétricas nem bandeadas (FREITAS, 2015).
Assim, o custo de processamento para problemas de grande porte pode ser muito

maior do que o MEF, por exemplo, se técnicas auxiliares ndo forem aplicadas.
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2.2. Os problemas estacionarios e a Equacéo de Laplace.

Os problemas fisicos mais simples sédo representados pela Equacdo de Laplace
(TIMOSHENKO e GERE, 1994), que € uma equacao escalar. Tal equacdo pode
representar a conducao de calor, o escoamento irrotacional de fluidos, a percolacao
em meios porosos, os casos de eletromagnetismo béasico e a tor¢do uniforme de

barras prismaticas.

Comumente €é deduzida a partir de uma equacéao de continuidade ou compatibilidade,
associada a uma lei fenoménica de formacao, como a lei de Fourier, a Lei de Fick, a
Lei de Hooke simplificada etc.

Considere, por simplicidade, que u(x), onde X(X;,X,), € a variavel basica ou potencial,
uma grandeza escalar, que pode significar qualquer grandeza fisica associada aos

problemas mencionados, ou seja, temperatura, pressao, voltagem etc.

Usando-se a notacao indicial, a Equacéo de Laplace pode ser escrita resumidamente

como:

u,ii =0 (1)

2.3. Condicdes de Dirichlet e Neuman

Um problema matematico escrito em termos de equacdes diferenciais, ordinarias ou
parciais, somente é bem posto se sdo conhecidas as devidas condi¢cfes de contorno

e condic¢des iniciais para problemas transientes.

A condicdo de contorno denominada condicdo de Dirichlet, ou de primeiro tipo ou
condicdo essencial, € um tipo de condi¢cdo de contorno que quando aplicada numa
equacao diferencial ordinaria ou parcial, especifica os valores que a solucéo necessita
tomar em termos da variavel basica ou primal, que é o potencial u(x). A questao de
se encontrar solucdes para tais equacdes € conhecida como problema de Dirichlet
(BREBBIA e WALKER, 1980).

Em matematica, a condi¢cao de contorno de Neumann, ou de segundo tipo ou condi¢ao

natural € um tipo de condicdo de contorno que quando aplicada a uma equacao



26

diferencial ordinaria ou parcial, especifica os valores que a derivada espacial da
variavel basica deve tomar no contorno em termos da derivada normal do potencial,

também denominado fluxo.

Existem ainda outros tipos de condi¢cdo de contorno, como a condicdo de Robin e
outras associadas a problemas de valor de contorno de mais alta ordem ou problemas
de valor inicial (CHENG, 2005).

Nos casos a serem resolvidos ao longo desta dissertacdo, apenas condi¢cdes de
Dirichlet e Neumann sé@o consideradas. Assim, o dominio Q(x) é limitado por um
contorno I'(x), onde a condicdo de Dirichlet u(x) € prescrita em partes dele, definidas
como l'u(x) e as derivadas normais do potencial q(x) sao aplicadas nas demais partes

complementares, definidas como I'q(x).

2.4. Forma Integral Inversa da Equacéao de Laplace

Segundo (BREBBIA e WALKER, 1980) para se modelar os problemas com o MEC, é
necessario trabalhar a equacao (1), transformando-a numa forma integral forte e

integrando-a em todo o dominio Q.

Para tanto, é preciso tomar uma funcao auxiliar u*(§; X) e sua derivada normal q*(§; X),
onde ¢ € um ponto de origem arbitrario. Com tais fungdes, que sao melhor definidas
em item préximo, deve-se multiplicar inicialmente a equacao diferencial de governo
por u*, na seguinte forma (BREBBIA, TELLES e WROBEL, 1984):

f u,iiu*dﬂ =0 (2)
Q
Entéo, é necessario integrar por partes a equacao (2), para que:
f (u‘iu*),idQ —J u,iu*_idﬂ =0 (3)
Q Q

Para a primeira parte da equacdo, aplica-se o Teorema da Divergéncia, entdo a

equacao (3), fica como:

f uliu*nidl“—f uju*;dQ =0 4)
r Q
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Onde T representa o contorno do dominio Q especificado e n; € a normal no contorno.

A equacdao (4) € conhecida como forma integral fraca. Ela também é o ponto de partida
para a deducdo do Método de Elementos Finitos classico (BREBBIA e WALKER,
1980).

Essa equacao ainda apresenta uma integral no dominio, o que para o MEC nédo é o

gue se deseja, portanto integra-se por partes, assim:

f u,iu*nidF—f (u",u);dQ + f uu®;dQ =0 (5)
r Q ' Q

Aplica-se entdo no segundo termo da equagéo (5) o Teorema da Divergéncia, logo,

tem-se que:

j u_iu*nidF - f u*,iunidF + j uu*_iidQ =0 (6)
r r Q

Admitindo-se, para efeitos de simplificacdo da escrita, que:
uin; =q (7)
u'in; =q’ (8)

Aplicando as equacdes (7) e (8) em (6), chega-se a:

j qu*d[‘—j q*udF+f uu*;dQ =0 (9)
r r Q

No terceiro termo da equacéo (9), aplica-se as propriedades de Delta de Dirac, para
se chegar, entdo, na formulacao final para um problema estacionario, regido pela
equacdo de Laplace. A denominada equacdo integral de contorno associada ao

problema é dada por:

C(E)u(E)—f qu*dF+f uqdl’ =0 (20)
r r

Onde, segundo (BREBBIA e WALKER, 1980), c(¢) pode ter os seguintes valores,
dependendo da suavidade do contorno:
1se€ € QX)

c(®) = %sei e I'(X) (11)
0se& & Q(X)
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2.5. A Solucao Fundamental

A utilizacdo de uma solucéo especial da equacédo governante, denominada solugéo
fundamental € a razdo de muitas das vantagens e propriedades do Método dos

Elementos de Contorno.

A solucao fundamental pode ser obtida para um dominio infinito, onde a acao externa

€ concentra em um ponto & do dominio Q, conforme a Figura 6 ilustra.

Figura 6 - O problema fundamental

°
Naal
>

O problema fundamental estacionario, de qualquer dimenséo, pode entao ser definido
pela equacao abaixo, como demonstrado por (BREBBIA, TELLES e WROBEL, 1984).

uj; = —AEX) (12)
Onde A é a funcéo Delta de Dirac, que no caso bidimensional, a sua solucdo fornece:

*

u =

[r(& X)] (13)

——1
2T n

A derivada normal dessa solucdo fundamental, apresenta o fluxo fundamental, e é

expressado entdo da seguinte forma:

. 1 ar(§X)
T 2mr on(X)

(14)

A variavel r(&; X) representa a distancia euclidiana entre o ponto fonte £ e um ponto

genérico X no dominio.
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2.6. A interpolacdo de campo e de forma e os tipos de interpolacao

A formulacdo do Método dos Elementos de contorno exige integracdes de funcéo
singulares e para este fim, uma das estratégias possiveis para o calculo das integrais
ao longo da superficie de contorno I' é a divisdo da superficie, em elementos
r,,r,, r's..., (BREBBIA, TELLES e WROBEL, 1984), como demonstrado pela
equacdao abaixo, na qual n € o numero de elementos em que o contorno foi dividido.

n
i=1

Assim, pode-se descrever a equacéao (10), da forma abaixo.

c®u(®) + zn:jr qu*dlr — zn:jr q*udl' =0 (16)
j=1""J j=1"71

Sendo as variaveis u e g em cada elemento j definidas em termos de valores nodais,

como apresentado a seguir.

<

<
I
)
[
S
N
S
2.
e
N

(17)

q=1[0, 0, .. 0,]4 (18)

As funcdes de interpolacdo nas equacgbes (17) e (18), sdo as variaveis @;, que sao
expressas em termos de coordenadas adimensionais em cada elemento. De forma
gue € comum, escrever a variacdo de forma e de variacao de grandezas do problema
em termos das func¢des de interpolacdo (BREBBIA, TELLES e WROBEL, 1984).

A interpolacdo por meio de forma, pode ser realizada com fungdes diferenciadas,
como por exemplo a de base radial, que tem tido destaque quando aplicada para
varios problemas de fisica, geotécnica, astronautica, esquadrinhamento maritimo e
outros problemas (BUHMANN, 2003).
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A interpolacao de campo pode ser feita utilizando campo constante, linear, quadratica
ou até mesmo de ordem n. Neste trabalho, a interpolacdo de campo constante é

utilizada e possui forma:
O =1 (19)
Sendo que o ponto de interpolacéo considerado € no centro do elemento.

Existe um procedimento numérico bem conhecido no MEC, que ndo sera aqui
apresentado, pois existe abundante literatura a respeito (BREBBIA, TELLES e
WROBEL, 1984). Apos a discretizacdo, formam-se matrizes G e H resultantes
respectivamente da integracdo u* e q* ao longo dos elementos de contorno, e 0

sistema matricial que formado por equacéo algébricas toma a forma:
Hu = Gq (20)

Onde u representa um vetor contendo os valores de potencial, para os pontos nodais
discretizados no problema; g representa um vetor contendo os valores da derivada do
potencial na direcdo ao contorno dos pontos nodais discretizados no problema; H € a
matriz contendo os coeficientes de influéncia H;,, 0s quais sdo a somatéria de
integrais dos termos h}‘ com o ponto fonte & posicionado sobre o ponto nodal i.; e
finalmente a matriz G contém os coeficientes de influéncia G;,, 0os quais sdo a
somatoria de integrais dos termos g}’-‘ com o ponto fonte & posicionado sobre o ponto

nodal i (BREBBIA e WALKER, 1980).

O célculo de h}‘ pode ser realizado através da equacéo (21) e o calculo de g}‘ pode

ser realizado através da equacéo (22).

W= | e @) 1)

J

g5 = fr | Nyu* (& X)/;dn (22)

J



31

CAPITULO 3 - O MEC EM MEIOS INFINITOS

3.1. Conceitos Preliminares

Conforme exposto na introducgéo deste trabalho, uma possivel vantagem do MEC € a
possibilidade de lidar de forma natural com problemas contendo dominios infinitos.
Podem ser citadas aplicacfes importantes na analise de perfis de escoamento de
fluidos em aerofélios, definicdo do perfil térmico no entorno de aletas, identificacdo do
potencial de protecdo catddica em tubulacbes submersas e muitas aplicacbes
importantes na area de geotécnica e geofisica. Um trabalho técnico muito interessante
foi realizado por pesquisadores da COPPE/CIVIL na identificacdo da integridade
estrutural das galerias escavadas para uma mina subterranea. O MEC foi usado com
muito sucesso, identificando potenciais riscos de ruptura (LACERDA, DA SILVA e
LAZARIS, 2007).

Nestas aplicacGes especificas, os demais principais métodos numéricos, que Sao
meétodos que lidam com a discretizagcdo do dominio, se apresentam muito inferiores
ao MEC devido a uma série de fatores, a comecar com a necessidade de discretizacao
de uma imensa regiao de pouco interesse. Somam-se a este fator o trabalho exaustivo
no manuseio e na computacdo de dados e operacdes algébricas, tamanho das
matrizes e qualidade dos resultados. Além de mitigar os indesejados efeitos citados,
o MEC tem a seu favor recursos matematicos que 0s demais métodos ndo conseguem
reproduzir, devido as peculiaridades da solucao fundamental (BREBBIA e WALKER,
1980).

Devido a relacéo entre o decaimento da solucdo fundamental e o comportamento do
potencial, que se torna possivel limitar a discretizacdo apenas ao contorno da regiao
de interesse, que pode ser uma cavidade, um orificio ou um bordo de um corpo imerso
em um meio infinito. Esta relagdo € chamada condigéo de regularidade (BREBBIA,
TELLES e WROBEL, 1984). Contudo, antes de mostré-la, € preciso chegar a equacéo
integral inversa correspondente ao problema de Laplace em meio infinito

bidimensional.
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3.2. A equacdo integral inversa

A equacéo integral do MEC para problemas estacionarios em regides infinitas pode
ser obtida considerando-se um contorno interno I'o, envolvido por um raio p centrado
em &, cujo contorno é designado por I'- e estd infinitamente distante do contorno
interno, conforme mostra a Figura 7 .Nesta deducao, tomou-se apenas um contorno
interno; porém, a regido de interesse pode comportar duas ou mais cavidades, cujo
equacionamento segue o que serd mostrado para esta situagdo mais simples; ou seja,

o procedimento apresentado € geral.

Figura 7 - Regido delimitada pelo circulo de raio p envolvendo uma cavidade

|

GO

A equacao integral na forma inversa, em principio, envolve o contorno interno e o

contorno infinitamente distante, conforme exposto a seguir:

CEOUE + fr uq*dly — fr quar, = |

0 0 I

qu*dl —f uq*drly, (23)

I

Contudo, pode-se simplificar a expressao (23) caso os pontos fonte se situem

exclusivamente na regido de interesse e a seguinte condicao for satisfeita:

lim | [qu* —uq*]dl, =0 (24)

Esta € a chamada condi¢do de regularidade.
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3.3. A condicéo de regularidade

A condicdo de regularidade pode ser obtida nos casos em que se caracterizar o
principio de Saint-Venant (TIMOSHENKO e GERE, 1994), que afirma que u(x) e q(x)
tomam o mesmo comportamento da solugcdo fundamental u*(r) e da sua derivada
direcional q*(r), onde r é a distancia radial do ponto fonte ao ponto analisado, em
regides suficientemente distantes do ponto de aplicacdo da fonte ou carregamento
térmico concentrados. Assim, se o carregamento € aplicado na regido de interesse, a
um certo distanciamento deste o comportamento do potencial reproduz o

comportamento da solugéo fundamental.

Nestas condicbes, para os problemas de campo escalar bidimensionais, pode-se
verificar que a equacao (24) é satisfeita, pois as duas parcelas envolvidas se cancelam
mutuamente quando p - co. A condicdo de regularidade também é obedecida, mas
de modo diferente, quando a solicitacdo aplicada for auto equilibrada. Neste caso,
pode-se verificar que o decaimento do potencial € mais acentuado, de modo que as
parcelas da equacéao (24) se anulam separadamente (BREBBIA, TELLES e WROBEL,
1984).

Um uanico caso de desobediéncia a condicdo de regularidade surge quando as
condi¢Oes prescritas em Q forem tais que imponham uma uniformidade no potencial

em todo dominio.

A condicao de regularidade é estabelecida com base no comportamento da solucdo

fundamental. Esta, no entanto, € uma funcao da forma:

1 D
Ut =—In— (25)
2 r

Onde os valores de D; podem ser tomados arbitrariamente, caracterizando uma
solucéo fundamental particular. A Figura 8 mostra as curvas de u* correspondente a
distintos valores de D;. Nota-se que as curvas sdo apenas transladadas de acordo

com a nova referéncia.
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Figura 8 - SolugBes fundamentais particulares (LOEFFLER, 1988)

.
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Desta forma pode-se concluir que existem igualmente inimeras curvas compativeis
com a representacdo do perfil do potencial num meio infinito. Essas curvas
apresentam o mesmo comportamento logaritmico, mas distinguem-se entre si por

uma constante.

Embora sejam curvas afins, diferentemente do que foi demonstrado pela equacéo
(24), a condicéo de regularidade n&o define o comportamento do potencial solugao,
Ou seja, a curva solucdo ndo é exatamente a curva referente a solucao fundamental
utilizada. Tal identidade depende das condi¢des de contorno e da geometria da regiao

de interesse, como sera demonstrado.

Contudo, é possivel estabelecer qualquer novo valor de referéncia para o potencial
solucdo, sem alterar o valor do fluxo, através da superposicdo de um campo de

temperatura constante.

Isso pode ser demonstrado considerando-se a equacao integral de contorno dada pela

expressao (23) escrita agora em termos de um novo potencial.

c(®u'(®) +f u'q*dr, —f qu*drT, =f qu*dTl, —f u'q*dl (26)
Fo Fo Foo 1—‘00
Onde:
u' =u+D, (27)

E D, € uma constante. Para melhor avaliar como fica 0 novo campo com relacdo ao
anterior é preciso uma referéncia; assim, considera-se que o campo anterior obedece
a condicdo de regularidade Substituindo-se a equacgédo (27) na ultima parcela da

expressao (26), tem-se que:
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c(®u'(¥) +f u'q*drl, —f qu*dl, = (qu* —uq*)dl, — DZJ q*drl (28)

To To loo Foo

Mas, pela condic&o de regularidade,

(qu* —uq*)dly, =0 (29)

T'eo

E, devido as caracteristicas do fluxo fundamental,

f q'dl, = —1 (30)
r

[ce]

Assim a equacao (28) se transforma em:

cOUE + fr Wqrdro fr qu*dTy = —D, (31)

0 0

Logo, se conclui que para alterar o valor da referéncia do potencial solugdo, basta
somar a equacéo integral, uma constante correspondente a translacao desejada.

3.4.Aspectos numéricos relevantes

Nas simulacfes aqui desenvolvidas, foram utilizados elementos de contorno retilineos
com interpolagdo constante. Sabidamente, sdo os mais simples elementos utilizados
numa analise bidimensional, nos métodos numéricos (BREBBIA e WALKER, 1980).
Contudo, mostram-se eficientes em problemas de potencial. Seu maior problema,
evidentemente, consiste na representacdo de geometrias curvilineas. Uma parte
significativa da imprecisdo dos resultados obtidos nas simulacdes se deve a

aproximacao por cordas de segmentos circulares.

Para melhor clareza do significado da equacéo (31) em termos matriciais, sem perda
de generalidade, admitem-se agora que todos os fluxos g séo prescritos. Neste caso,

para a equacéo (23) gera-se o sistema:
Hu=Gg=p (32)
Ja para a equacéao (31) gera-se outro sistema:

Hu' = Gq - D, (33)
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A subtracdo das duas equacdes gera:
Hu' —Hu=-D,»>u' =u—HD,=u—s (34)

Ressaltando que para dominios infinitos a matriz H ndo é singular. De fato, para alterar
o valor de referéncia basta somar uma constante associada a translacédo da curva
desejada. Um procedimento similar com o mesmo resultado pode ser deduzido

tomando uma nova solucdo fundamental:
u=u"+D, (35)
Pois:
u* = —Clnr + cIlnE (36)

Usando-se elementos constantes, o coeficiente c¢(§) é igual a meio, mesmo que 0s
dominios sejam abertos. Contudo, a soma dos elementos fora da diagonal deve
obedecer a seguinte relagcéo, que é extremamente Util caso sejam usados elementos

de contorno de ordem superior:

Hyy =1— Z Hag (37)

Onde N é a dimensao do sistema descrito. Entdo, em problemas com meios infinitos,
caso se deseje calcular a diagonal da matriz H com base nos demais elementos, deve-
se fazer, em analogia com os casos de elasticidade, a soma dos elementos daquela

linha e subtrai-los da unidade.

A deducdo da equacao (37) pode ser feita através de um raciocinio parecido como o
que foi mostrado anteriormente. Em problemas de dominio fechado, existe a bem
conhecida solugcdo de um campo térmico constante, que resulta numa relacéo entre
os elementos de uma linha da matriz e o termo da diagonal. Isto ocorre porque 0s
fluxos neste caso sdo nulos e a classica matriz G é eliminada do cémputo (BREBBIA,
TELLES e WROBEL, 1984). Contudo, em meios abertos, a suposicao de um campo
potencial constante — ndo é a soma de um potencial constante - afeta a condicéo de
regularidade. Tal violag&o resulta na igualdade expressa pela equacgéao (30).

Assim, se o potencial é constante, o fluxo € conhecido e nulo, de modo que:
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c(®u’' (%) +f uq*drly, = %im uq*dlr, =1 (38)
To —00 Teo

Conforme ja foi visto pela equacao (30):
Hu =1 (39)

A expressao anterior permite calcular os termos da diagonal de H como a subtracéo

de todos os coeficientes de uma dada linha do valor um.

Ressalta-se que a matriz H, devido a equacao (31), ndo mais é singular em problemas
de dominio infinitos, diferentemente do que ocorre em problemas fechados (BREBBIA
e WALKER, 1980).

E preciso também tomar cuidado com certos problemas nos quais o fluxo a ser
calculado € infinito. Tal situacdo é examinada no contexto das simula¢cdes numéricas

apresentadas na secao seguinte.

3.5. Simula¢gdes numéricas

A seguir sdo simuladas diversas situacdes bidimensionais onde diferentes condicées
de contorno sao aplicadas. Como podera ser visto, diferentemente dos problemas de
dominio fechado, o comportamento dos problemas em meios infinitos € bastante
peculiar. Por exemplo, o comportamento da solucdo depende ndo apenas da forma

geométrica do vazio ou orificio, mas fortemente das suas dimensoes.

Em todas as simulagcdes foram usados elementos lineares com interpolacéo
constante. Com variagédo entre cinco malhas homogéneas, ou seja, com elementos

de contorno os quais possuem as mesmas dimensdes foram utilizadas.

3.6. Orificio com condi¢cdes exclusivas de Neumann

Este problema se encontra resolvido na referéncia (BREBBIA, TELLES e WROBEL,
1984). Trata-se de um orificio circular em meio infinito com prescricdo exclusiva de

fluxo no contorno, conforme mostra a Figura 9.
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Figura 9 - Orificio circular em meio infinito com fluxo uniformemente aplicado nas bordas

X2

Neste caso, o comportamento da resposta analitica em potencial e fluxo nas regides
situadas no entorno obedece matematicamente a forma da solucdo fundamental, na
forma usualmente utilizada no MEC, com um ajuste na constante associada ao fluxo.

Esta solucdo analitica é deduzida a seguir.

Aqui se usa um valor de fluxo prescrito diferente da referéncia citada:

Gr=1) = -1 [%] (40)

A solucdo analitica pode ser calculada sabendo-se que a solucdo geral de um

problema governado pela Equacédo de Laplace com simetria circunferencial tem a

forma:
u(r) =—Clnr +D (41)
Ou, entao:
E
u(r) = —Clnr + InF = Cln; (42)
Logo:
du du C
1 dn dr r (43)
Em r = 1 o fluxo é conhecido. Entédo:
cC=1.0 (44)

Integrando, conforme apresenta a equacgéao (43) calcula-se o potencial:

u(r) =D —Inr (45)
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Em principio, pode parecer que existem diferentes campos de potencial capazes de
gerar o valor de fluxo prescrito. Contudo, ndo é desta forma que o problema se
comporta, pois a geometria do problema também afeta os resultados. Assim, a
determinacdo do valor da constante D se faz considerando a equagéo integral de
contorno, equacdo (10) vide secdo 2.4. Tal equacdo € repetida a seguir por

conveniéncia:

c©u(®) = [law —uq'lar = 0 (46)
Tomando-se o ponto fonte & no centro do orificio, sabe-se que c(¢) é nulo. Entao:
f[qu* —uq’ldl' = 0- qu* =uq” 47)
Logo:
_9 -
u(r) = Pz u* = i Inr = grinr (48)

Entdo, em r=0 verifica-se pela solucdo usada que:
u(0)=0->D=00uE=1 (49)
Assim, a solugdo analitica neste caso é dada por:
u(r) = =lInr (50)

Assim, neste caso, a solu¢cdo numérica reproduz exatamente o comportamento da

solucdo fundamental no caso estacionario, a menos do valor %

O fato € que em um problema desta natureza, onde somente ha fluxo prescrito,
haveria muitas solucdes possiveis se o problema fosse relativo a um dominio fechado.
Porém, no caso de dominios infinitos, com base no material apresentado na secéo
3.3, 0 problema responde com uma solucdo definida, que neste caso reproduz o
comportamento da funcdo auxiliar utilizada na formulacdo integral, a solucdo

fundamental.

A seguir sao apresentados os resultados das simulagdes, para malhas contendo 15,
24, 30, 40 e 60 elementos.

A tabela 1 apresenta o resultado de potencial de contorno para diversas malhas. O
resultado analitico, com base na Eq. 40, é igual a zero.
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Tabela 1 - Resultado de potencial no contorno para problema com condigdes de Neumann

Quantidade de elementos | Resultado de potencial no contorno
60 -0.0023
40 -0.0058
30 -0.0105
24 -0.0165
15 -0.0413

Para melhor ilustracdo, a Figura 10 apresenta graficamente os valores mostrados na

tabela anterior.

Figura 10 - Resultado de potencial no contorno para problema com condi¢des de Neumann

Resultado de potencial no contorno
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-0.0413

Quantidade de elementos de contorno

E possivel notar uma convergéncia dos resultados, conforme o aumento da

guantidade de elementos, ou seja, refinando a malha, uma melhora em relacéo a

precisao dos resultados obtidos.

Ressalta-se que uma vez que os elementos séo retilineos, ha um erro devido a

representacdo da geometria circular atraves de retas. Tal erro é reduzido naturalmente

com o refinamento.
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Em seguida, sdo avaliados os resultados de potencial em pontos distanciados
crescentemente do contorno. Foram avaliados pontos com distancia radial 2, 5, 10 e

100, para cada malha apresentada anteriormente.

A Tabela 2 apresenta os resultados para as distancias citadas em cada uma das

malhas.

Tabela 2 - Resultado de potencial a diferentes distancias para as malhas utilizadas com condicfes de

Neumann
Quantidade de
elementos de =2 =5 r=10 r=100
contorno
15 -0.6880 | -1.5977 | -2.2859 | -4.5719
24 -0.6910 | -1.6047 | -2.2959 | -4.5919
30 -0.6918 | -1.6065 | -2.2985 | -4.5971
40 -0.6923 | -1.6077 | -2.3002 | -4.6005
60 -0.6928 | -1.6087 | -2.3016 | -4.6034
Analitico -0.6931 | -1.6094 | -2.3026 | -4.6052

Na Figura 11 sdo apresentados os erros percentuais em relagdo ao resultado
esperado, para as diferentes distancias propostas, de acordo com a quantidade de

elementos presentes na malha.

Figura 11 — Erro percentual de potencial nos pontos internos em relagdo a resposta esperada com
condi¢cdes de Neumann

Erro percentual absoluto nos pontos internos
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Percebe-se que ha uma melhora ainda mais acentuada, quando a malha é refinada.
Resultando uma maior precisdo quando analisados os pontos internos, que tem
extrema importancia para este problema, obtendo resultados bem precisos, com uma
qguantidade de elementos ndo muito elevada e a uma distancia consideravelmente

maior do que a do contorno especificado.

3.7.0rificio com condi¢éo exclusiva de Dirichlet

Inicialmente, se faz um exame analitico da solucdo do problema, por questdo de
estratégia. Assim, caso seja mantida as mesmas dimensdes do problema anterior,
obviamente que a expressao matematica da distribuicdo de potencial e fluxos deve se

manter, ou seja:

u(r) =—Clnr + D (51)

at=-" 52)

Porém, neste caso, a condicdo de contorno estabelecida é dada por:
u(r=1=1 (53)
Entéo:
u(r=1)=-Clnr+D =D (54)
O valor do fluxo independe da condicdo anterior e € dado no contorno em r = 1 por:
q(r) =-C (55)
Fisicamente, este problema possui a mesma peculiaridade observada anteriormente.

s

Somente a imposicdo do potencial prescrito ndo € capaz de identificar todas as
constantes de integragcdo referentes a solucdo analitica. A constante C precisa da

avaliacao do valor do fluxo para determinacao da solugéo completa do problema.
Se a solucado u*(r) é da forma:

u*(r) =—Clnr +D (56)
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Na Figura 12 mostra-se o tragado de uma fungéo p(r) = Cin(r) + D. E possivel notar
gue a constante D translada a solucéo u(r) verticalmente, enquanto que a inclinacao
relacionada ao fluxo é definida pela constante C. Naturalmente, a solu¢do fundamental
também é singular em r = 0 e seu gréafico é invertido com relacdo ao apresentado,

pois ha um sinal de menos relacionado ao logaritmo.

Figura 12 - Significado das constantes da solugéo geral do problema de Laplace com simetria
circunferencial

uw C2inr H) Clinr+D

Contudo, ndo adianta prescrever arbitrariamente o fluxo. Conforme foi alertado, em
problemas de dominio aberto € preciso usar uma metodologia matematica propria
para obtencdo da solucdo analitica do problema. Assim sendo, uma vez mais, é

preciso situar o ponto fonte no centro do orificio e usar a equacéo integral:

j[qu* —uq*ldl' = 0 - qu* = uq” (57)

Neste caso, o valor do potencial é prescrito, de modo que:

N S ¢ N OO
W =U s T T T imy T 1n() 0 (58)

Logo, neste caso o fluxo € infinito. Em termos numéricos, a solucao resultaria singular
durante o processamento. A sub-rotina de Gauss apresenta uma particularidade, onde
para 0s casos 0s quais a quantidade de elementos que discretizam o contorno é
menor, aliada também a utilizacdo de elementos de contorno constantes para
discrestizacdo de um contorno circular, propiciam para que a singularidade deste

problema ser omitida.

De fato, nas simulacdes realizadas, a medida que se efetuou o refinamento, o

crescimento acentuado do fluxo indica a ocorréncia de singularidade na solugéao
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numerica. A Figura 13 apresenta os resultados de fluxo no contorno, para malhas com
24, 40, 60 e 80 elementos.

Figura 13 - Singularidade para condi¢ao exclusiva de Dirichlet

Resultado de fluxo no contorno
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3.8.0rificio com condicao de Dirichlet e alteracédo da solucéao fundamental

Esta simulacao visa confirmar os resultados anteriores e mostrar que 0 uso de uma
solucéao fundamental com uma constante de integracéo D diferente vai fazer com que
o valor nulo do potencial fundamental ndo mais ocorra no contorno, cujo raio € unitario.

A condicdo de contorno em r = 1 sera a mesma anteriormente aplicada:

ur=1=1 (59)
Poder-se-ia usar qualquer valor para a solucédo fundamental. Estrategicamente, sera
usada uma solugéo fundamental tal que:

1 53549 1 1 1
UuW=—In—=—In53549 ——In- (60)
2T r 2T 2w r
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Ver-se-a que, agora, o fluxo ndo mais sera infinito. Note que neste caso, em r = 1,

O valor do fluxo fundamental é dado por:

1 or 1 1
q 2nr dn ~qr=1 Zn( 1) 21 (62)

Para se determinar o valor analitico da derivada do potencial sera usada a mesma
equacao integral com o ponto fonte localizado na origem do orificio. Entdo, o valor do

fluxo analitico no contorno é dado por:
u
q= Eq* = 0,159155 (63)

Ressalta-se que a expresséo dada pela equacgao (60) foi implementada no programa,
no lugar da férmula tradicional da solucédo fundamental. Os resultados numéricos de
fluxo estdo de acordo com os valores calculados, conforme pode ser observado nos

graficos a seguir.

Figura 14 - Resultado de potencial no contorno para problema com condi¢gdes de Neumann
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46

Séo dois tipos de erro a serem minimizados: o erro da funcéo e o erro de discretizacao;
assim, em alguns casos o resultado aproximado pode convergir nao

monotonicamente, mas com certa flutuacao.

Figura 15 - Erro percentual de potencial no contorno em relagdo a resposta esperada problema com
condi¢des de Neumann

Erro percentual absoluto nos elementos de contorno
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Os valores analiticos do potencial em pontos proximos do contorno podem ser
calculados considerando a expressao da nova solugao fundamental, pois que esta foi

escolhida de modo a obedecer exatamente as condicbes de contorno do problema:

1 535.49

u*(r =2) o In 5 0,8896 (64)
1 535.49

u*(r = 10) . In 0 0,6339 (65)

Os resultados numéricos apresentam boa concordancia com os valores analiticos

previamente apresentados.
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Em seguida, sédo avaliados os resultados de potencial distanciados crescentemente
do contorno. Foram avaliados pontos com distancia radial 2, 5, 10 e 100, para cada

malha apresentada anteriormente. A Tabela 3 apresenta estes resultados.

Tabela 3 - Resultado de potencial a diferentes distancias para as malhas utilizadas com condi¢cdes de
Dirichlet e solugédo fundamental alterada

Qi?:;:i?:::sde r=2 r=5 r=10 r=100
15 0.8655 | 0.7234 | 0.6157 | 0.2592

24 0.8769 | 0.7326 | 0.6235 | 0.2624

30 0.8824 | 0.7373 | 0.6276 | 0.2641

40 0.8892 | 0.7432 | 0.6325 | 0.2663

60 0.8894 | 0.7434 | 0.6332 | 0.2669
Analitico 0.8897 | 0.7438 | 0.6335 | 0.2671

Na Figura 16, sdo apresentados 0s erros percentuais em relacdo ao resultado
esperado, para as diferentes distancias propostas, de acordo com a quantidade de

elementos presentes na malha.

Figura 16 — Erro percentual de potencial nos pontos internos com condi¢cdes de Dirichlet e solugéo
fundamental alterada

Erro percentual absoluto nos pontos internos
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Nota-se que no geral, o refino da malha tende a apresentar resultados mais precisos,

porém, 0 excesso pode gerar problemas numéricos.
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Ressalta-se que a solucao analitica tem exatamente a forma da solugcédo fundamental
porque suas constantes foram ajustadas para tal. Uma vez que o valor prescrito de
potencial no contorno foi unitario, a solugcao fundamental utilizada também fornece o
valor unitarioem r = 1 (vide equacéo (59)), o mesmo acontecendo para o fluxo; sendo
o problema linear, sua solugcéo é unica e, portanto, a solucdo fundamental u*(r) e a

expressao do potencial u(r) coincidem.

No exemplo que se segue ndo havera tal coincidéncia.

3.9. Orificio circular com solucdo fundamental alterada, sob condicdo de

Dirichlet

Em um novo teste, o orificio tem sua dimensdo aumentada em duas vezes. A condi¢ao
de contorno e o potencial unitario aplicado uniformemente. A solu¢do fundamental
utilizada, ou seja, a funcdo implementada no programa computacional, continuou

sendo a mesma anterior, ou seja:

1 535.49
u* =—1In (66)
2T T

O valor do fluxo fundamental q* é obtido facilmente por derivacdo da expressao

anterior, ou seja:

11
q = ﬁ;(—l) (67)

Agora o valor da solucao fundamental no contorno é u*(r = 2) = 0,8896, diferente do
valor prescrito u(r = 2) = 1. Com base no mesmo procedimento, ou seja, tornando o
ponto fonte ¢ no centro do orificio, tem-se o valor analitico do fluxo retirado da seguinte
igualdade:

qu* = uq (68)

Com r = 2, tem-se que:

9(0,8896) =-1 (=) (69)

212

Logo:
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Q(T' = 2) = m = —0,08944 (70)

Entéo, a distribuicdo do potencial u(r) e do fluxo q(r) no interior ndo mais obedece
exatamente as expressdes fundamentais u*(r)e do fluxo g*(r). Como somente ha
uma unica distribuicdo para o potencial solucdo, esta deve ter uma forma correlata a
forma da solucdo fundamental, mas esté transladada verticalmente e horizontalmente

com relagdo a esta, conforme a Figura 17 ilustra.

Figura 17 - Esquema ilustrativo da relagdo entre u(r) e a solu¢do fundamental u*

A

u*(r=2)=0.8896 u(r=2)=1

=

%

Assim, para o célculo analitico do potencial e derivada em pontos fora do contorno

deve-se usar outro procedimento, ou seja, ndo mais se pode usar u* diretamente.

Voltando-se a questédo da expressao de u(r) e de q(r), sabe-se que sao da forma:

u(r) = Clng (71)

C
q=- (72)

Primeiramente, avalia-se a constante C com base no fluxo que se conhece no

contorno, emr = 2. Desta forma:
Cdr
q(r=2)=0,0894 =-—-> C =-0,1788 (73)
2dn

O mesmo para u(r):
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D D
u(r) = Cln—=0,1788In— (74)
D D
u(r=2)= O,1788ln§ - 5,5928 = lnz — D =537 (75)
Logo:
537
u(r) = 0.1788lnT ouu(r) = —0.1788Inr + 1.12355 (76)

Agora calculam-se os valores analiticos do potencial em pontos afastados do

contorno:

537

u(r=3) = O.1788lnT = 0.927 (77)
537

u(r = 4) = 0.1788In—— = 0.8759 (78)
537

u(r = 5) = 0.1788In—— = 0.8361 (79)
537

u(r = 10) = 0.1788In—- = 0.7122 (80)
537

u(r = 100) = 0.1788In = = 0.30053 (81)

Os valores do potencial decrescem a medida que se posicionam mais afastados do
contorno carregado. A Tabela 4 e a Figura 18 mostram o valor de potencial e o erro
percentual absoluto entre o valor numérico e analitico calculado. Em ambos os casos
os resultados sdo demonstrados também através de uma variagdo na quantidade de

elementos de contorno presentes na malha.
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Tabela 4 - Resultado de potencial com solu¢do fundamental alterada, sob condigéo de Dirichlet

Quantidade de
elementos de r=3 r=4 r=5 r=10 r=100

contorno
15 elementos 0.9209 | 0.8698 | 0.8302 | 0.7071 | 0.2984
24 elementos 0.9249 | 0.8736 | 0.8338 | 0.7102 | 0.2997
30 elementos 0.9259 | 0.8746 | 0.8348 | 0.7110 | 0.3000
40 elementos 0.9266 | 0.8752 | 0.8354 | 0.7115 | 0.3002
60 elementos 0.9272 | 0.8758 | 0.8359 | 0.7120 | 0.3004

Analitico 0.9270 | 0.8759 | 0.8361 | 0.7122 | 0.3005

Figura 18 - Erro percentual de potencial com solu¢éo fundamental alterada, sob condigao de Dirichlet

Erro percentual absoluto nos pontos internos
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Ressalta-se que o calculo dos valores de potencial numérico, usando o programa
computacional, é feito com base na seguinte equagéo integral, com o ponto fonte &

situado internamente:

u(§) = ju(X)q*(f:x)dr— Jq(X)u*(f: x)dr (82)
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Para melhor avaliar a influéncia da solu¢do fundamental na solucdo dos problemas
em meio infinito, a seguir, resolve-se 0 mesmo problema considerando a solucao

fundamental classica:

1 1
u*(r) = 7 ln; (83)

Com base nessa solugéo, o fluxo é calculado por:

1 1 u dr
* = * o - — 84
qu =uq _)q27rlnr 2nrdn (84)
Entao:
- =—0.721
9= Jnt0692ny 072135 (85)
A expressao analitica e da forma:
u(r) = Clinr + C2 (86)

Para determinar as constantes faz-se:

Cldr C1
q(r) =——-q(r=2) = -0.72135 = —— - C1 = 1,44135 (87)
r dn 2
Porém, ainda:
u(r=2)=1=1,44135In(2)+ €2 - C2=0 (88)

u(r) = 1,44135Inr (89)

Os valores do potencial em pontos afastados podem ser calculados. Resultam em:

u(r =3) = 1.58346 (90)
u(r = 4) = 1.9977 (91)
u(r =5) =2.3191 (92)

u(r = 6) = 2.58255 (93)
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Os potenciais neste caso comportam-se de forma crescente com o afastamento do

contorno, enquanto no caso anterior decrescem lentamente. A Tabela 5 e a Figura 19

mostram o valor de potencial e o erro percentual absoluto entre o valor numérico e

analitico calculado. Em ambos o0s casos os resultados sdo demonstrados também

através de uma variacdo na quantidade de elementos de contorno presentes na

malha.

Tabela 5 - Resultado de potencial com solu¢é@o fundamental classica, sob condi¢éo de Dirichlet

Quantidade de
elementos de r=3 r=4 r=5 r=6
contorno
15 elementos 1.5719 | 1.9835 | 2.3028 | 2.5637
24 elementos 1.5788 1.9922 2.3129 2.5750
30 elementos 1.5805 | 1.9945 | 2.3155 | 2.5779
40 elementos 1.5817 1.9960 2.3173 2.5798
60 elementos 1.5827 | 1.9972 | 2.3187 | 2.5814
Analitico 1.5835 1.9977 2.3191 2.5826

Figura 19 - Erro percentual de potencial com solu¢éo fundamental classica, sob condi¢céo de Dirichlet
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Pode-se concluir que a forma da solucdo fundamental altera os resultados destes

s

problemas em que o meio é infinito. Assim, num problema prético, & preciso ter
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informacé&o do potencial e do fluxo no contorno para calibrar a solugdo fundamental e
assim poder calcular as grandezas de interesse em outros pontos proximos, situados

no interior.

3.10.Conclusodes Parciais

Os problemas de meio infinito podem ser resolvidos de forma muito agil e eficiente
com o Método dos Elementos de Contorno, pois apenas a regido de interesse

necessita ser discretizada.

Os casos aqui resolvidos foram bastante simples, pois a geometria foi circular e as
condicbes de contorno foram circunferencialmente simétricas. Com tal simetria, a
expressado analitica do potencial e do fluxo no contorno obedece a mesma estrutura
matematica da solugdo fundamental, apenas com constantes de integracao distintas.
Conforme mostrado, a estrutura matematica da solu¢éo do potencial em um problema

descrito pela Equacéo de Laplace com simetria circunferencial é dada por:
u(r) = Clinr + C2 (94)

As constantes Cl1 e C2 transladam a curva na direcdo vertical e também

horizontalmente, conforme foi mostrado.

Nas simulacdes realizadas, pode-se perceber que em certos casos o comportamento
da solucédo do problema seguiu exatamente a forma da solu¢do fundamental, mas isto
ocorre apenas diante de certas condicbes geométricas especificas. Em termos gerais,
para determinar a solucdo do potencial ou fluxo analitico é preciso usar a equacéo
integral, considerando o ponto fonte estrategicamente posicionado no interior do
orificio. No caso de orificios circulares, como os que foram aqui resolvidos, a solucdo
analitica é obtida de modo imediato, pois a descricdo do circulo em coordenadas
polares é muito simples. Contudo, essa solucdo é afetada pela forma da solucéo
fundamental, que por sua vez, conforme foi mostrado, pode ser ajustada nas suas

constantes de integragao.

Vale destacar que em problemas abertos, surge uma diferenca matematica com
relacdo aos problemas fechados. Nos casos destes ultimos, considerando que a

equacao diferencial de governo € de segunda ordem e os problemas aqui resolvidos
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sdo unidimensionais - eles somente sdo dependentes da variavel r — sempre é
possivel determinar duas condi¢cdes de contorno, cada uma delas situada numa
extremidade do problema. Nos casos abertos ndo. O orificio fornece apenas uma
condicdo e, mesmo sabendo a estrutura da solugédo, a outra condicdo de contorno

vem da equacao integral de contorno na forma inversa.

Isto contradiz o exposto por (LOEFFLER, 1988), pois o comportamento do potencial
solucéo e sua derivada nao séo definidos pela condicdo de regularidade, apresentada
anteriormente, na equacao (25). A condigdo suficiente para obediéncia a condicao de
regularidade é que a funcéo u*(r) seja da forma Cin (g)

Certamente, em outros casos mais complexos, ndo ha solucdo analitica disponivel.
Porém, considerando que o método funciona adequadamente nestes casos mais
elementares, denotando convergéncia para a solucdo esperada e melhoria da
precisdo com o refinamento da malha, a expectativa € de que o procedimento
numerico também seja efetivo nos casos mais complexos. Esta proposi¢céo tem sido
aplicada com todos os métodos numéricos, particularmente quando ndo ha uma

solucéo experimental adequada para comparacao.
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CAPITULO 4 - O MEC EM MEIOS SEMI-INFINITOS

4.1. Preliminares

Tal como os problemas de dominio infinito, um problema semi-infinito consiste de um
dominio idealizado que possui uma superficie plana Unica e se estende até o infinito

em todas as dire¢cdes, como mostra a Figura 20 ilustra.

Figura 20 - Espago semi-infinito

Esse corpo idealizado é usado para indicar que a mudanca da variavel basica ou
primal numa parte de interesse - a regido proxima a superficie. A Terra, por exemplo,
pode ser considerado um meio semi-infinito na determinacdo da variacdo de
temperatura perto de sua superficie. Entre muitos outros exemplos, uma parede
espessa pode ser modelada como um meio semi-infinito, se tudo o que interessa é a
variacao de temperatura na regido préxima a uma das superficies, e a outra superficie

€ muito distante para causar impacto na regido de interesse.

Muitas aplicacdes, algumas delas correlatas as mencionadas como referentes a
dominios infinitos, também podem se relacionar aos casos semi-infinitos, como o
problema da prote¢éo catodica, por exemplo. Além disso, tomando o exemplo citado
anteriormente, em que a superficie da Terra constitui um caso de meio semi-infinito,
existem numerosos e importantissimos casos onde se deseja fazer uma relagdo de

interface entre um solido e uma estrutura (e também fluido-estrutura). A teoria de
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meios semi-infinitos do MEC se aplica com propriedade nestes casos, que incluem a

analise sismica.

Assim como nos problemas totalmente abertos, as técnicas numeéricas de dominio
como o MEF, o MDF e MVF tém fortes dificuldades na realizacdo de uma modelagem
econbmica e efetiva. A abordagem destes problemas com o MEC, por outro lado, é

natural.

Para auxilio na resolucdo do problema, alguns métodos podem ser utilizados.
Destaca-se aqui duas possiveis abordagens, o Método das Imagens, que sera
apresentado a seguir e o uso dos Elementos Infinitos (BEER, WATSON e SWOBODA,
1987), que pode ser consultado no ANEXO | — Elementos Infinitos, uma vez que este

nao sera utilizado na solucao deste trabalho.

A titulo de informacdo, no item seguinte sdo mostradas as dificuldades que tais
problemas apresentam ao MEF, que também poderiam ser aplicadas aos demais
métodos de dominio. Assim, a seguir, apresenta-se o problema da simulacdo da

interface com o MEF.

4.2.0 método das imagens.

O Método das Imagens (MDI) € uma ferramenta matematica para resolver equacoes
diferenciais, na qual o dominio da variavel béasica é estendido pela adicdo de sua
imagem refletida em relacdo a um plano de simetria. Em decorréncia disso, pode-se
obedecer automaticamente a certas condi¢cdes de contorno, facilitando bastante a

solucéo do problema.

O MDI é usado em eletrostéatica para simplesmente calcular ou visualizar a distribui¢cao
do campo elétrico de uma carga nas proximidades de uma superficie condutora.
Também pode ser usado em magnetostatica para calcular o campo magnético de um
ima que esta proximo a uma superficie supercondutora. Sua aplicagdo também ocorre
no estudo da reflexdo ou absor¢cédo de uma pluma contaminante de um contorno dito
impenetravel, sem fluxo. Outra aplicagdo de grande importancia esta ligada ao estudo
e contencdo da propagacdo do som ao ar livre, onde barreiras acusticas sao
modeladas como corpos sem espessura e neste caso, sua aplicacdo no contexto do
MEC revela grande adequacéo e eficiéncia (JACKSON, 1998).
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Na literatura referente ao MEC, o Método das Imagens foi apresentado inicialmente
no livro de (BREBBIA e WALKER, 1980), abordando problemas de potencial.
Posteriormente, outras aplicacdes escalares e em casos da elasticidade foram
publicadas em outras fontes, ja citadas (BREBBIA, TELLES e WROBEL, 1984). H4
uma relacdo préxima entre o MDI e as Funcdes de Green (BAETA, 1988), de forma
gue a utilizacdo do MDI no MEC pode ser interpretada como técnica para adaptacéo
da solucdo fundamental classica, de forma que se possam resolver problemas

especificos relativos as regifes semi-infinitas.

Isto acontece porque a solucdo fundamental para o0 meio semi-infinito pode ser
encontrada adaptando-se a solucéo classica para meios fechados, de forma que esta
Ultima satisfaca automaticamente a condi¢cdo de contorno na interface. Deste modo,

pode-se dispensar a discretizacdo do semi-plano usando o MEC.

Para se obter a solugao fundamental adaptada a partir da ideia do MDI, é necessario
considerar as etapas matematicas que se seguem, que também arrolam

considerac0es fisicas sobre o problema.

Considere inicialmente um espago bidimensional conforme apresentado na Figura 21
a sequir:
Figura 21 — Identificacdo de pontos fonte e externos no Método das Imagens (BREBBIA e WALKER, 1980)

ponto fonte imagem

'ﬁ £ a)
X3 i Interface
1a
| Ll ﬂ = |:I
T __3('1 [ f n .3”
" |
1
'@ g
- ponto de aplicagdo
ponto fonte original de uma fonte externa
tgp_a:

Neste método, considera-se e aplicacdo de um ponto fonte real (original), situada no
plano (x4; x,), com coordenadas (; a) e procura-se entender o que acontece em outro
ponto situado simetricamente a x;, eixo que é definido pela interface. Este ponto,
chamado de fonte imagem, esta posicionado exatamente a uma distancia 2a da fonte

original.
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Caso se exija a condicdo de reflexdo em x2=0, o campo primal ou potencial mu*
produzido pela fonte m aplicada em (§;a) sera acompanhado de um efeito similar
produzido pela fonte imagem m' situada na regido refletida. Naturalmente, o valor de
m’ depende do tipo de condi¢do de contorno imposto na interface. Para identifica-la,

inicialmente considera-se a condicao de reflexdo ou simetria fisica do potencial.

Como a interface esta definida ao longo do eixo x,e o sentido da normal esta no

mesmo sentido de x,, isto implica que, como condicdo de contorno de reflexao é:

du B ou _ 0
on  0x, (95)

Desta forma, o campo mu* que descreve onde a fonte de for¢ca m esta sendo aplicada,

sera refletido em algum ponto em x, = 0. Logo, a reflexdo de mu* resultara em m'u* .

Dessa forma, seguindo a mesma ideia das Func¢des de Green, o campo potencial total
pode ser escrito pela soma do campo original e sua reflexdo, da seguinte forma:

u(xq, xz) = mu(xq, x5 §5, —a) + m'u*(xq, x5 ¢, ) (96)

Fazendo-se a imposicao da condi¢cdo de contorno (95) na Eq. (96), tem-se que:

ou*(x,,0; &1, —a) ,0u*(x4,0; &1, —a) ou
m + m

9%, ax, =95 0 (97)

Considerando um problema bidimensional, a equacdo (97) pode ser reescrita

considerando a expressao da solucédo fundamental classica:

0 , 0
ma—x2 [ln\/xl2 + (%, — a)z] + m o, [ln\/xl2 + (x, + a)z] =0 (98)

Onde X2 = 0 VXl.
Sabe-se pelo calculo que:

d ) d 1 dp(x)
gelin G+ @)72] = o imp()] = o= (99)

Entao:

(xz —a)
[(x1 — &% + (x; — @)?] (100)

aixz[ln [(xq — 51)2 + (%3 — a)2]1/2] =
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9 2 211/2] — (x; +a)
5 [ (G = 02 4 Gz + *172] = Fp S (101)
Assim sendo, com base na Eq. 81:
m'(x; — a) 4 m(x, + a) _ 0
[(x; — &2+ (xp —a)?]  [(xg — &%+ (x, —a)?] (102)

A equacdao anterior vale em qualquer parte; contudo, em particular no semiplano, tem-

se x, = 0. Logo,

m'(a) m(a) B
- (% — 51)2 + (—a)z] + [(x; — 51)2 + (_a)Z] =0 (103)

Ou seja, m = m'. Deste modo, o potencial total é descrito como:

U, ) = m |y Gy — &% + (r — 2] + m [In/Ge, =807 + (o + 7| (104)

Usando as propriedades dos logaritmos:

uCey, x,) = min (G — &7 + O, — A — &) + (o + )2 (105)

Dessa forma, por analogia, a solugdo fundamental, para o caso bidimensional da
equacao de Laplace para um semi-plano é:

u's = mu*(xg, x5 81, —a) + u(xq,x2; 65, a)]

= m[A(xy,x2; &1, —a) + A(xq, x2; &4, +a)] (106)

Ou melhor:

1 1 1
U= o In[ri(x;a)] + o In[r(x; —a)] = o In [ry(xy; @), (xy; —a)] (107)

Esta solucdo fundamental é usada no MEC para definir a condicdo de reflexdo no

semiplano, ou seja, a condicao de derivada direcional nula na interface.

Abre-se aqui um paréntesis para ressaltar que se pode conceber uma condicdo de
contorno diferente na interface, ou seja, a condi¢éo de potencial nulo. E preciso impor

que u=0 em x, = 0. Assim sendo, tem-se:

u(xy, xg) = m [Iny (e = )7 + Oz — 2] + ' |Gy =802 + (e + @7 =0 (108

Agora tem-se:
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m [ln\/(xl —&1)%+ (xp — a)z] =-m' [ln\/(xl —&)%+ (e + a)z] (109)
O que resulta em:

m=-m (110)

Assim, resulta que:

1/2
Ut = iln ([x12 + (%, — 52)2]> /
> 2m [x1% + (22 — §2)°] (111)
E preciso voltar & condicdo de reflexdo, pois esta € muito mais Gtil as aplicagcdes
praticas do MEC.

De posse da solucédo fundamental do semiplano, equacéo (111), é preciso deriva-la
para obter o fluxo fundamental. Percebe-se que esta € uma operacgao simples, da qual

resulta que:

ey Cryey iy P (112)

Ressalta-se que a equacédo (112) os valores de rl e r2 tem seu significado bem
definidos. S&o distancias dos pontos fonte imagem e original aos pontos campo. Em
casos em gque a interface é retilinea e ndo haja fontes externas, estas expressoes do
fluxo fundamental se anulam na interface, se 0os pontos campo sao situados ao longo

desta, conforme mostra a Figura 22:

Figura 22 - Pontos campo no método das imagens (BREBBIA e WALKER, 1980) - Adaptada

ponto fonte imagem

(€, a)

Xz Interface
du _
I L an -0

ponto campo
‘X! 3 X;r J

ponto fonte original
{£,-a)

Percebe-se que nesta condicdo as distancias r; e r,sa0 iguais; mas pelos pontos

estarem situados simetricamente ao semiplano, as expressoes de q*, embora se
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somem, acabam se anulando devido ao sinal oposto da normal ser diferente em cada
caso. Tal situacdo acontece na maior parte das aplicacbes em problemas de

eletromagnetismo, area estad em que o MDI é extensamente utilizado.

O valor de g* também se anula no caso em que 0s pontos fonte e campo estao sobre

a interface, conforme mostrado na figura a seguir:

Figura 23 - Ponto fonte imagem e ponto fonte original (BREBBIA e WALKER, 1980) - Adaptada

ponto fonte imagem = ponto fonte original

ry(%;;a) = ra(xq;—a)

*2 a=2o0 Interface
” du
I e b7 an *O

Situacdo bem distinta acontece se ha alguma irregularidade no semiplano, pois neste

caso r1 € diferente de r2 e, consequentemente, g* ndo se anula no contorno curvo:

Figura 24 - Ponto fonte original e naimagem com irregularidade no semiplano (BREBBIA e WALKER,
1980) - Adaptada

(£, a)
2 axo
- du _ g
T ‘-_.xll._ rl . f” an
A A
¥ Tz
{£,-a)

4.3.A equacao integral do MEC para meios semi-infinitos

A equacéo integral do MEC estudada para os meios infinitos se mantém no modelo
referente aos meios semi-infinitos, incluindo as condi¢cdes de regularidade, que séo
obedecidas. Em outras palavras, a solucdo fundamental do semi-espago também

garante a condicdo de que tudo o que estiver infinitamente distante pode ser
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desprezado em razdo do decaimento de u* e q*. Contudo, h4 aspectos importantes

guando se obtém a solucédo fundamental modificada pelo MDI.

Primeiramente, considere o meio semi-infinito conforme apresentado na Figura 25.

Figura 25 - Meio semi-infinito

Em muitos casos, a regido de interesse nao € a superficie definida pelo semiplano e
sim uma regido interna I'’, como ocorre nos casos de analise de galerias escavadas
numa mina em pouca profundidade. Entdo, tanto o contorno I'" quanto o contorno T

podem ser carregados.

A equacéo integral do MEC neste caso fica:

dama+f

u*qu—f q udl' = c(&u(é) +f u*qu—f q'udl’' =0 (113)
r r r I

Pois:

f q*ud[‘zf q*udF+f q udrl’ (114)
r I T

Porém, g* € nulo na interface plana, ou seja:

J: qg'udl' =0 (115)
r

Assim, consequentemente, quaisquer condi¢ées de Dirichlet ndo sdo aplicaveis em T.
O mais importante, contudo, é que quaisquer partes do contorno onde as condi¢cdes
de Neumann sé&o nulas ndo precisam ser discretizadas, pois a solugcédo fundamental
se encarrega de elimina-las do modelo. Logo, apenas as partes do contorno do
semiplano que estiverem sob as condicdes de fluxo ndo nulo precisam ser

discretizadas. O restante ja estad embutido na formulacdo matematica.
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A singularidade nos argumentos da solucdo fundamental e sua derivada normal no
caso de coincidéncia entre os pontos fonte e campo também néo séo problema. Séao
resolvidos do mesmo modo que no MEC classico para meios fechados. No caso de
u* é uma singularidade logaritmica, que pode ser integrada no sentido usual. Seu
integrando € impréprio, mas como se trata de uma singularidade fraca, este é
integravel. A singularidade em g* ndo existe, pois, a propria solu¢do fundamental foi

gerada com base na anulagéo da sua derivada na interface.

O procedimento padrdo do MEC se aplica a estes problemas, gerando apés a
discretizacdo uma forma matricial classica para o caso dos pontos campo estarem

situados numa parte curva da interface, ou seja:

[HI(U) = [G](Q) (116)

Na equacdao anterior, U e Q s&o matrizes linha de potencial e o fluxo, contendo valores
nodais conhecidos e também valores a serem calculados. G e H sdo matrizes
provenientes das integrais de ponderacao para o potencial e fluxo, respectivamente
O mesmo acontece se existem pontos campo e cargas em I'’, ou seja, numa parte
interna qualquer, préxima da interface. Neste caso também a quantidade de pontos
fonte deve ser igual a quantidade de pontos campo no contorno reto.

No caso apenas de aplicacdes com contornos retos e determinacao de potenciais ou

fluxos fora da interface, as integrais contendo g* se anulam — e o sistema fica na forma:

[IU®E) = [GI(Q (117)

Na equacao anterior a matriz | € a matriz identidade. Neste caso o coeficiente c(§) é
determinado automaticamente pela forma da solucdo fundamental, que
aparentemente se degeneraria no dobro da solu¢do fundamental classica; mas um

ponto fonte esté no interior (c(§) = 1) e o outro fora da regido (c(§) = 0).

Ressalta-se que a obtencédo de valores do potencial na interface acontece sem a
necessidade de resolver qualquer sistema de equacgfes, 0 que € uma enorme
vantagem computacional. Obviamente, o mesmo vale para o calculo dos valores do
potencial ou fluxo, caso se queira, em pontos situados no interior do dominio semi-

infinito.
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Para evitar um excesso de abstracdo, as particularidades citadas sdo examinadas

com minucia na solucao de alguns problemas especificos, mostrados a seguir.

4.4.Simulagdes Numéricas em meios semi-infinitos

4.4.1 Exemplo 1: Carga concentrada aplicada numa superficie reta

Neste exemplo, num trecho bastante reduzido de uma interface retilinea, aplica-se um

fluxo constante, conforme mostra a Figura 26.

Figura 26 - Carga quase concentrada aplicada numa superficie reta

X2
Leiem=0.05 T T q=20.0

NN A NPT Xy
N/ Leotai=1.0 VS |

q=0.0 q= 0.0

Buscou-se concentrar ao maximo o fluxo num setor limitado. Ressalta-se que o0s
elementos de contorno sédo constantes e dessa forma o carregamento aplicado nao

se estende aos elementos vizinhos, cuja condicao prescrita é fluxo nulo.

O interesse aqui é reproduzir o problema fundamental. E possivel reduzir ainda mais
o intervalo, considerando apenas um elemento, mas do modo apresentado ja sera
possivel perceber que a solucao deste caso se aproxima do comportamento dado pela

equacao (107), ajustado para um valor do fluxo que nao € unitario, é igual a 20.

Os resultados de temperatura no contorno sdo apresentados na Tabela 6 a seguir:
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Tabela 6 - Temperatura no contorno - Exemplo 1

X1 Xo Potencial
0.025000 | 0.000000 | -0.475105
0.075000 | 0.000000 | -0.546209
0.125000 | 0.000000 | -0.626312
0.175000 | 0.000000 | -0.718046
0.225000 | 0.000000 | -0.825409
0.275000 | 0.000000 | -0.954936
0.325000 | 0.000000 |-1.118491
0.375000 | 0.000000 | -1.341674
0.425000 | 0.000000 | -1.704284
0.475000 | 0.000000 | -2.443571
0.525000 | 0.000000 | -2.443571
0.575000 | 0.000000 | -1.704284
0.625000 | 0.000000 | 1.341674
0.675000 | 0.000000 |-1.118491
0.725000 | 0.000000 | -0.954936
0.775000 | 0.000000 | -0.825409
0.825000 | 0.000000 | -0.718046
0.875000 | 0.000000 | -0.626312
0.925000 | 0.000000 | -0.546209
0.975000 | 0.000000 | -0.475105

Se o fluxo fosse efetivamente singular, o valor do potencial seria infinito. A tatica aqui
empregada para avaliar estes resultados, € calcular os valores do potencial em pontos
internos, ligeiramente afastados do contorno e compara-los com o contorno. A Figura

27 ilustra o procedimento, onde r representa a distancia radial do ponto ao contorno:

Figura 27 - Comparagao entre os pontos internos e o contorno

X2

Na Tabela 7 a seguir sdo mostrados os valores em pontos que estdo equidistantes

dos nds de contorno, que ja foram calculados. Comparando-os, pode-se perceber que
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sao valores bem proximos; um erro maior observa-se no valor referente ao ultimo no,
a partir do qual ndo ha mais discretizacdo. Além disso, sabe-se que os valores obtidos
recursivamente sdo mais precisos do que os valores de contorno (FREITAS e
LOEFFLER, 2016).

Tabela 7 — Pontos equidistantes dos nds de contorno

X1 X3 Potencial interno | Valor obtido no contorno
0.500000 | -0.175000 -1.101152 -1.118491
0.500000 | -0.375000 -0.622539 -0.626312
0.500000 | -0.500000 -0.440214 -0.475105

internos, mais afastados.

Tabela 8 — Pontos internos mais afastados

Na Tabela 8 a seguir, sdo apresentados os valores, situados em outros pontos

X1 X3 Potencial interno Potencial analitico
0.500000 | 0.500000 -0.440214 -0.441270
0.500000 | 1.000000 0.000265 0.000000
0.500000 | 2.000000 0.441338 0.441270
0.500000 | 5.000000 1.024611 1.024600

Nestes pontos, os valores ditos analiticos foram calculados considerando que a partir
de uma distancia razoavel da superficie livre, o raio vetor r varia pouco, uma vez que
0 setor carregado € bastante restrito e erros de integracdo sdo pouco importantes
(vide Figura 27 considerando um valor de r maior). O esquema de calculo do valor

analitico é mostrado a seguir:

_20x2
T om

u(® = [, q(u'dr = Lin(?) [ dx In(r) (0.1) = = In(r) (118)

Uma atencdo deve ser tomada caso 0s pontos tenham coordenadas negativas, ou
seja, se tais pontos estdo no interior do semiplano, pois este sinal deve ser levado em

conta na expressdo anterior.

Pode-se perceber que a precisao do calculo para o valor do raio médio r = 0.5 é menor
do que para o raio médio r = 2, pois no primeiro caso o ponto fonte esta muito proximo
dos pontos de integracéo. O valor analitico também néo é exato e, na realidade, € um

procedimento similar ao que é feito internamente no programa do MEC.
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Em sintese, a solucdo deste exemplo mostra que o comportamento do potencial
segue o comportamento da solucéo fundamental, adaptada ao valor do fluxo imposto.
Ressalta-se que nem sempre é possivel determinar o valor deste potencial analitico
para comparacao. Além disso, o modus operandi do MEC associado ao MDI privilegia
o calculo dos potenciais no contorno. Para ilustrar isso, resolve-se o0 mesmo problema,
mas com a malha mais reduzida, pois para a determinacdo do potencial interno

apenas a regido carregada foi efetivamente usada.
4.4.2 Exemplo 2: Carga concentrada aplicada com limitacéo da discretizagcéo

Conforme se pode observar na Figura 28, apenas o contorno carregado com fluxo nédo
nulo foi discretizado. Os valores de temperatura vao se restringir apenas aos dois

elementos de contorno.

Figura 28 - Carga quase concentrada aplicada com limita¢&o da discretizagéo

2
q=20.0
' 1004 >
1
®
®

Pode-se perceber que os resultados do potencial foram exatamente 0os mesmos
obtidos anteriormente, conforme se poder observar na Tabela 9. O mesmo com

relacdo aos valores em pontos internos, pode ser observado na Tabela 10.

Tabela 9 - Potencial no contorno - Exemplo 2

X1 X3 Potencial no contorno
0.475000 | 0.000000 -2.443571
0.525000 | 0.000000 -2.443571
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Tabela 10 - Potencial interno — Exemplo 2

Xq Xy Potencial interno
0.500000 | -1.000000 0.000265
0.500000 | -2.000000 0.441338
0.500000 | -5.000000 1.024611

Assim conclui-se que a discretizagao na interface é efetivamente desnecessaria onde
o fluxo for nulo. Caso se deseje o valor dos potenciais, estes podem ser calculados
através de pontos fonte internos. Porém, isto ndo vale para qualquer problema. E o

gue pode ser visto no problema seguinte.
4.4.3 Exemplo 3: Carga distribuida aplicada numa superficie reta

Neste exemplo, a carga aplicada sobre a interface é uniformemente distribuida. Como

a Figura 29 ilustra.

Figura 29 - a carga aplicada sobre a interface é uniformemente distribuida

MMM

Os valores calculados no contorno sdao mostrados na Tabela 11 a seguir. Os
potenciais sdo simétricos e se reduzem da parte central para as extremidades. Na
Tabela 12, sdo mostrados os valores calculados em pontos internos. Todos estes
pontos interiores foram escolhidos arbitrariamente para que sua posi¢ao coincida com
0 eixo de simetria vertical. Porém, agora os resultados sdo diferentes para pontos
fonte situados a uma certa distancia radial. Serdo iguais ao valor da solugéo
fundamental apenas a uma grande distancia do carregamento, como estabelece a

condigéo de regularidade.
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Tabela 11 — Potencial no contorno — Exemplo 3

X1 Xo Potencial
0.025000 | 0.000000 | -7.093536
0.075000 | 0.000000 | -8.045139
0.125000 | 0.000000 | -8.747875
0.175000 | 0.000000 | -9.301457
0.225000 | 0.000000 | -9.743511
0.275000 | 0.000000 | -10.093680
0.325000 | 0.000000 | -10.363690
0.375000 | 0.000000 | -10.560930
0.425000 | 0.000000 | -10.690110
0.475000 | 0.000000 | -10.754040
0.525000 | 0.000000 | -10.754040
0.575000 | 0.000000 | -10.690110
0.625000 | 0.000000 | -10.560930
0.675000 | 0.000000 | -10.363690
0.725000 | 0.000000 | -10.093680
0.775000 | 0.000000 | -9.743511
0.825000 | 0.000000 | -9.301457
0.875000 | 0.000000 | -8.747875
0.925000 | 0.000000 | -8.045139
0.975000 | 0.000000 | -7.093536

Pode-se perceber a continuidade dos valores do potencial a partir do valor calculado
no centro da interface, igual -10.754 e os valores calculados no eixo vertical de
simetria, a partir das coordenadas (0.5,0.05), (0.5,0.07) (0.5,0.1) e assim
sucessivamente. O potencial se reduz gradativamente, conforme mostra a tabela para

0 potencial interno. A partir de um determinado ponto, troca de sinal.

Tabela 12 - Potencial interno - Exemplo 3

X1 X3 Potencial interno
0.500000 | -0.050000 -9.810687
0.500000 | -0.070000 -9.441095
0.500000 | -0.100000 -8.905398
0.500000 | -0.175000 -7.661245
0.500000 | -0.200000 -7.275426
0.500000 | -0.300000 -5.864406
0.500000 | -0.375000 -4,930826
0.500000 | -0.500000 -3.572554
0.500000 | -1.000000 0.247435
0.500000 | -2.000000 4.477819
0.500000 | -5.000000 10.256580
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Com relacdo aos aspectos numericos, foi utilizado o calculo numérico dos coeficientes
fracamente singulares da matriz G, comumente realizados analiticamente. Os valores
calculados numericamente apresentaram precisdo satisfatoria com os 40 pontos de

Gauss usados no programa computacional.
4.4.4 Exemplo 4: Potencial uniformemente distribuido num semicirculo

Numericamente, este exemplo se distingue bastante dos demais, pois as condicdes
de contorno de potencial ou fluxo podem ser aplicadas, porque sdo prescritas no
contorno que ndo pertence a interface. Quando ndo existem fluxos aplicados na
superficie e a regido de interesse é simétrica com relacéo a interface, um problema
como este é equivalente a um problema de dominio infinito. Possuindo assim uma
solucado simples para comparacao, pois € a parte inferior (ou superior) de um problema
com dominio infinito. A solucdo analitica foi desenvolvida naquela ocasido e deve ser
consultada para melhor acompanhamento. Apenas certos valores sdo aqui repetidos

por conveniéncia. Porém, nem todos os casos sao simples assim.

A Figura 30 ilustra o problema proposto. No caso, um potencial unitario uniforme é

aplicado ao longo do semiplano de raio igual a 2.

Figura 30 - Potencial uniformemente distribuido num semiplano

X1

X2

r=2

Conforme mencionado, a discretizacdo fica limitada ao contorno semicircular. Neste
caso, diferentemente dos casos anteriores, ambas as matrizes H e G sdo geradas. A
Figura 31 ilustra o modelo discreto adotado, em que pontos fonte imagem séo

posicionados simetricamente aos pontos fonte usuais do MEC.
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Figura 31 - Discretizagdo para Potencial uniformemente distribuido num semiplano

LYY,

O sistema matricial a ser resolvido é:

[G](Q) = [H](U) = (B) (119)

Assim, apenas os fluxos séo calculados no contorno. Deve-se ressaltar que a solucao
fundamental e sua derivada para o semiplano devem ser utilizadas neste caso e em
problemas similares, pois tais funcdes auxiliares permitem que nao se necessite fazer
qualquer discretizacdo ao longo da interface, pois a condicdo de simetria é

naturalmente incorporada ao problema.
A solucao analitica do problema em meio infinito com raio » = 2 e 0 uso da solugéo
fundamental classica aponta um valor de fluxo no contorno igual a:

1
CI(T' = 2) = —W = —0.72135 (120)

Os valores numéricos estao razoavelmente proximos e se devem a representacao
imprecisa da geométrica circular e problemas nos cantos. Foram usados vinte

elementos constantes. Os resultados podem ser observados na Tabela 13.



Tabela 13 - Resultados de fluxo - Exemplo 4

X1

X2

Fluxo

-1.987689

-0.156463

-0.738172

-1.938748

-0.465504

-0.698697

-1.842070

-0.763042

-0.711001

-1.700035

-1.041802

-0.712120

-1.516134

-1.294911

-0.712778

-1.294911

-1.516134

-0.713061

-1.041802

-1.700035

-0.713276

-0.763042

-1.842070

-0.713344

-0.465504

-1.938740

-0.713421

-0.156463

-1.987689

-0.713453

0.156463

-1.987689

-0.713418

0.465504

-1.938740

-0.713428

0.763042

-1.842070

-0.713363

1.041802

-1.700035

-0.713283

1.294911

-1.516134

-0.713058

1.516134

-1.294911

-0.712791

1.700035

-1.041802

-0.712107

1.84207

-0.763042

-0.711006

1.938748

-0.465504

-0.698721

1.987689

-0.156463

-0.738165
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Os valores numéricos obtidos em pontos afastados também estéo satisfatérios e estéo
mostrados acompanhados dos valores analiticos. Destaca-se, uma vez mais, que 0s
resultados no interior tém precisédo superior aos valores do contorno. Os resultados

podem ser observados na Tabela 14.

Tabela 14 — Pontos afastados do contorno — Exemplo 4

X1 Xo Potencial | Potencial analitico
0.000000 | -3.000000 | 1.567359 1.583460
0.000000 | -4.000000 | 1.977610 1.997700
0.000000 | -5.000000 | 2.295847 2.319110
0.000000 | -6.000000 | 2.555877 2.582550

Em termos numéricos, deve-se ressaltar que devido aos pontos fonte originais
estarem sobre o contorno, os coeficientes da diagonal da matriz H referentes a
integracdo com base nestes pontos é igual a 0.5, pois 0os elementos séo constantes.
J& os coeficientes gerados pelos pontos fonte de imagem tém c(€) iguais a zero, pois

tais pontos estéo fisicamente no vazio.
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Neste caso, que o problema apresenta uma simetria vertical, pode-se constatar que
os coeficientes H séo praticamente nulos, quando da obtencao dos valores em pontos
situados sobre este eixo vertical de simetria. O sistema a ser resolvido para obtencéo
dos valores internos sobre a linha de simetria vertical, neste caso obedece a equacao:

u(® = f qGu*dr (121)
r

Ainda no contexto deste mesmo exemplo, uma nova disposicédo dos pontos fonte é
apresentada. Diferentemente do que foi feito antes, os pontos fonte originais foram
colocados a uma distancia dos nés centrais, essa distancia € equivalente ao tamanho
do elemento (0.5), onde ela foi estrategicamente selecionada de forma a nao produzir
erros apreciaveis de integracao, vide Figura 32. Nesta condicao, o coeficiente c(g) é

igual a zero.
Figura 32 - Pontos fonte distanciados dos nds centrais

pontos

imagem

Pontos fonte

Contorno

Os resultados numéricos sdo mostrados a seguir, na Tabela 15. Comparativamente
aos resultados anteriores com 0s pontos fonte originais coincidentes com os pontos

nodais, os resultados tiveram precisao levemente superior.



Tabela 15 — Fluxo com pontos fonte distanciados — Exemplo 4

X1 Xo Derivada do potencial
-1.900000 | -0.100000 -0.723126
-1.700000 | -0.300000 -0.726022
-1.500000 | -0.500000 -0.723405
-1.300000 | -0.700000 -0.723151
-1.100000 | -0.900000 -0.726343
-0.900000 | -1.100000 -0.722205
-0.700000 | -1.300000 -0.724866
-0.500000 | -1.500000 -0.723840
-0.300000 | -1.700000 -0.725560
-0.100000 | -1.900000 -0.723367
0.100000 |-1.900000 -0.722645
0.300000 |-1.700000 -0.728437
0.500000 |-1.500000 -0.717409
0.700000 |-1.300000 -0.733134
0.900000 |-1.100000 -0.716998
1.100000 | -0.900000 -0.725397
1.300000 | -0.700000 -0.728923
1.500000 | -0.500000 -0.717858
1.700000 | -0.300000 -0.728685
1.900000 | -0.100000 -0.722713
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4.4.5 Exemplo 5: Potencial senoidalmente variavel aplicado num semiplano

Este exemplo visa fazer uma comparag¢do entre os resultados numéricos e um
resultado analitico obtido pelo Método de Separacdo de Variaveis (MSV). Tal
comparacao nao é precisa, pois o0 tratamento das partes infinitamente distantes
situada na interface é distinto nos dois métodos, o que acarreta resultados diferentes
fora da regido de carregamento. Em pontos proximos, contudo, os resultados séo
semelhantes. De certa forma, os conceitos discutidos no estudo do comportamento

do potencial em meio infinitos aqui aparecem sob uma nova forma.

A Figura 33 apresenta as caracteristicas fisicas e geométricas do problema. Foram
usados vinte elementos de contorno constante para representar o setor onde o fluxo

€ aplicado. As demais partes da interface nao foram discretizadas.



76

Figura 33 - Potencial Senoidal num semiplano

L=1,65 H=8,25

O MSV oferece solugdes analiticas na forma de séries infinitas, em termos de fungdes
trigonométricas e exponenciais, N0S casos em que o sistema cartesiano pode ser
aplicado. Assim, antes de qualquer coisa, o fluxo aplicado deve ser representado na

forma de uma série harmonica.

a) Desenvolvimento do fluxo em Série de Fourier pode ser feito apenas em

cosseno, pois a expressao do fluxo € cossenoidal
cosnmx

fG) =ao+2Zan—, (122)
1 (Lcosmx 2L
a, H-I;) oL dx — 0,1273; H = 8,25;L = 1,65
2 fL COSTTX COSNTIX 4
a, = — X
"T"H), 2L H (124)
Resultados:
a; = 0,245;a, = 0,2185; a; = 0,1788; a, = 0,1320 (125)
Conferéncias com dez termos:
£(0) = 1,00327 (126)
£(1,65) = 0,089 (127)

A Figura 34 ilustra o resultado para a série de Fourier desenvolvida.
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Figura 34 - Resultado Série de Fourier - Exemplo 5

Resultado da Série de Fourier

1.2

1

0.8

-25 25

b) Solucédo da Equacéao Diferencial de Laplace

Pelo Método de Separacédo de Variaveis, uma variavel escalar que € funcéo de duas
variaveis é expressa em termos do produto de duas funcdes distintas, de uma

variavel apenas, ou seja:

ulx,y) = Xn(OY,(») (128)
Escolhe-se a solugdo harménica em X, pois o fluxo se desenvolve nesta variavel, e

exponencial em vy, ou seja:

Xn(x) = Apsen 1,(x) + Bycos A, (x) (129)

Y, (x) = C, e™*Y + D, etn¥ (130)
A parte exponencial em y podera ser eliminada para partes infinitamente distantes.

Apos a substituicdo das condicdes de contorno:

ou(0, ou(H, ou(x, ou(x,0
M:O;Mzo;mzo;wzf(x) (131)
0x dx dy dy
Chega-se a:
nm cosnmnx cosnmx
— = (132)
By~ T g

Entéo, os valores de E,, sdo calculados a partir da seguinte igualdade:

nm
u(x,y) =2 = E, e *Ycos 1,(x); A, = T (133)
Resolvendo:
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E, = —0,643; E, = —0,2862; E; = —0,1565; E, = —0,089 (134)

c) Determinacédo do coeficiente Ej:

O valor de E, ndo pode ser determinado da expresséo anterior. Esta impossibilidade
resulta da imposicao da condicdo de contorno de Neumann, pois esta introduz uma
indeterminacdo na relacdo entre a, e E,. Foi visto de estudos anteriores que a
imposicao de uma condi¢éo de fluxo implica na possibilidade de multiplos campos de
potencial solugcdo, ou seja, apenas a prescricdo de fluxo n&do determina
inequivocamente o campo de potenciais. Como determinar este campo entao? Vai-se
ajustar a solucéo da série ao campo de potencial obtido pelo programa na superficie,
pois esta solucao depende da solucao fundamental utilizada. Depois, calculam-se aos
potenciais no interior; se os modelos estiverem compativeis, os resultados deverao
ser proximos. Ressalta-se que o modelo analitico pela Série de Fourier e 0 MEC sé&o

completamente distintos.
d) Resultados

O potencial numérico na interface superior, no ponto y=0, fornece:
u(0,0) = —0,577 (135)
Entdo o fator de calibragéo E, resulta em 0,657.

A seguir mostram-se 0s resultados numéricos e os obtidos pela Série apds a
calibragéo realizada.

Tabela 16 — Resultado Potencial Exemplo 5

Potencial em: | Numérico | Analitico
u(0,0.1) -0.4845 | -0.4748
u(0,0.2) -0.3960 -0.3440
u(0,0.5) -0.1681 -0.0682
u(0,1.0) 0.1203 0.1986

Ressalta-se que, conforme mencionado, ndo havia expectativa de concordancia
estreita entre a solucdo analitica e a numérica neste caso, pois o0 problema resolvido
pela Série de Fourier consiste de um caso em que as condi¢des de fluxo nulo nas
bordas verticais ndo sao infinitamente distantes. Contudo, apesar das diferencas, a
solucdo mostrou-se satisfatOria para pontos ndo muito afastados da regido carregada.
Outra fonte de imprecisao relevante consiste da representacdo do carregamento

cossenoidal através de vinte elementos de contorno constantes.
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CAPITULO 5 - CONCLUSOES

O presente trabalho abordou os problemas de meio infinito e semi-infinito, procurando
demonstrar com clareza todas as informagBes necessérias para definicdo das
varidveis pertinentes, como suas solu¢gfes fundamentais, a definicdo das condicbes
de contorno, os aspectos de discretizacéo e as questdes numéricas. Em geral nota-
se que o MEC apresenta uma forma bastante agil para resolucdo das variaveis

citadas, devido sua particularidade de discretizacdo necessaria.

Para o problema do meio infinito, a solucdo fundamental classica e formas alteradas
foram analisadas. Demonstrou-se como sua modificacdo afeta os resultados. Uma
série de exemplos simples, envolvendo orificios, serviu para mostrar os efeitos do
refinamento e a convergéncia dos resultados. Apresentaram-se ainda casos com
condicBes de contorno diferentes, referentes as condi¢des de Dirichlet e Neumann, e

observou-se as peculiaridades de cada condicdo no comportamento da solugao.

Em particular, para o problema do meio semi-infinito, foi apresentada a formulacdo da
solucéo fundamental e fluxo fundamental utilizando o Método das Imagens. Diversos
problemas foram apresentados, variando a superficie do problema e o método de

aplicacdo de carregamentos.

Quanto aos resultados obtidos para o problema do meio infinito, destaca-se que os
resultados encontrados podem ser considerados satisfatérios quando comparados
aos resultados analiticos, apesar de serem simples. Percebe-se também sua
coeréncia quanto a convergéncia, que pode ser observada conforme a malha é
refinada. Nota-se também a influéncia da solucédo fundamental nos resultados, porém

esta pode ser ajustada através das suas constantes de integracao.

Observagdes importantes como a relevancia da solugdo fundamental na resolucao
destes problemas pode ser observada. No problema de meio infinito, pode-se
destacar a existéncia de singularidade no resultado, devido a particularidade da
solucéo fundamental utilizada para o problema de condicéo exclusiva de Dirichlet e a
condicdo suficiente de obediéncia a regularidade observada, como pode ser

observado na secao 3.7.

De forma similar, para o problema do meio semi-finito, o qual utilizou como auxilio

para determinacdo da solucdo fundamental e fluxo fundamental o método das
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imagens, os resultados séo bastante satisfatorios. Diferentes condi¢cdes de superficie
foram analisadas, com diferentes hipoteses de carregamentos, além de variagcdes no

posicionamento dos pontos fonte.

Para este meio, realgca-se a importancia do posicionamento dos pontos fonte e pontos
imagem em relacao a superficie discretizada. Também é valido ressaltar a observacao
da desnecessidade de discretizacdo de um plano para os problemas onde ha uma

superficie semicircular.

Tanto para os problemas de meio infinito, quanto para os de meio semi-infinito, apesar
de problemas simples que foram apresentados, devido os resultados obtidos e o
padrdao de convergéncia, pode-se admitir que as solugbes tendem a serem
satisfatorias mesmo em problemas de maior complexidade. No entanto, recomenda-
se 0 estudo através de densidades de malhas diferentes, comparacdo com outros

métodos e testes experimentais.

Neste trabalho demonstrou-se que a solucao dos problemas de meio infinito e semi-
infinito é possivel através do método dos elementos de contorno e em especial, para
este Ultimo meio, com o auxilio do método das imagens. Desta forma torna-se possivel

determinar com agilidade e precisao os resultados para os dominios analisados.

Contudo, é possivel que para problemas mais complexos, especialmente quando a
geometria do dominio for irregular ndo haja uma solugdo de referéncia acessivel.
Entretanto, face aos bons resultados obtidos nos testes mostrados, espera-se que 0s

resultados possuam precisao satisfatoria.
Ficam recomendados como trabalhos futuros:

e O estudo de problemas de potencial do meio semi-infinito e infinito com
superficies irregulares;

e A utilizacdo de elementos lineares ou de maior ordem para os problemas de
meio infinito e semi-infinito;

e Diferentes métodos auxiliares para definicdo da solucdo fundamental e fluxo

fundamental para o problema de meio semi-infinito.



81

Referéncias

AVELAR, J. A. R. Modelagem direta de integrais de dominio em problemas.
Vitoria: , 2016.

BAETA, J. A. O Método das Imagens e as Funcdes de Green. : Revista Brasileira
de Ensino de Fisica v. 20, n. 2., 1988.

BARBOSA, J. P. Dinamica em Meios Setorialmente Homogéneos Com o Método
dos Elementos de Contorno Usando As Técnicas de Interpolacéo Direta e de
Superposicdo de Dominios. Vitéria: , 2019.

BARCELQOS, H. D. M. Comparacao de desempenho entre formulacao direta do
meéetodo dos elementos de contorno com funcdes radiais e o método dos
elementos finitos em problemas de Poisson e Helmholtz. Vitéria: , 2014.

BEER, G.; WATSON, J. O.; SWOBODA, G. Three-dimensional analysis of tunnels
using infinite boundary elements. Queensland: , 1987.

BREBBIA, C. A.; TELLES, J. C. F.; WROBEL, L. C. Boundary Element Techniques:
Theory and Applications in Engineering. Berlin: , 1984.

BREBBIA, C. A.; WALKER, S. Boundary Element Techniques in Engineering.
London: Butterworth & Co., 1980.

BUHMANN, M. D. Radial Basis Function: Theory and implementations. : Cambridge
Press, 2003.

CHENG, A. A.D. T. C. Heritage and early history of the boundary element method,
Engineering Analysis with Boundary Elements. : , 2005.

DAVIES, T. G.; BU, S. Infinite Boundary Elements for the Analysis of Halfspace
Problems. :, 1995.

EYMARD, R. G.; HERBIN, T. R. R. The finite volume method Handbook of
Numerical Analysis, Vol. VII. : P.G. Ciarlet and J.L. Lions., 2000.

FREITAS, A. B. Avaliacdo do Desempenho do Procedimento Recursivo do
Método dos Elementos de Contorno Aplicado em Problemas da Elasticidade.
Vitoria: , 2015.

FREITAS, A. B.; LOEFFLER, C. F. Performance evaluation of the boundary element
recursive procedure in elastic problems, n. v. 98, p. 11-20, 2016.

GAO, X.; DAVIES, T. G. 3-D boundary elements for half-space problems. Glasgow:
, 1997.

HOMENTCOVSCHI, D.; SINGLER, T. An introduction to BEM by integral
transforms. Binghamton: , 1999.

IGARASHI, H.; HONMA, T. A boundary element method for potential fields with
corner singularities. Sapporo: , 1995.



82

JACKSON, J. D. Classical Electrodynamics. : (3a ed)Hamilton Printing Company,
1998.

LACERDA, L. A.; DA SILVA, J. M.; LAZARIS, J. Dual boundary element formulation
for half-space cathodic protection analysis. 6. ed. : Engineering Analysis with
Boundary Elements, v. 31, 2007.

LEVEQUE, R. J. Finite Difference Methods for Ordinary and Partial Differential
Equations. :, 2007.

LI, X. An interpolating boundary element-free method for three-dimensional
potential problems. Congqing: , 2015.

LOEFFLER, C. F. Uma formulagéo alternativa do método dos elementos de contorno
aplicada a problemas de campo escalar, Rio de Janeiro, 1988.

MA, K.; FAN, S.; XIAO, J. A BEM solution for plates on elastic half-space with
unilateral contact. Tianjin: , 1999.

PAN, E.; CHEN, C.; AMADEI, B. A BEM formulation for anisotropic half-plane
problems. Boulder: , 1997.

REDDY, J. An Introduction to the Finite Element Method. New York: McGraw-Hill,
2005.

RUGGIERO, M. A. G.; LOPES, V. L. R. Calculo Numérico: Aspectos Teobricos e
Computacionais. 2. ed. Sado Paulo: Person Makron Books, 1996.

SOENARKO, B.; SETIADIKARUNIA, D. An analytical solution versus half space
BEM formulation for acoustic radiation and scattering from rigid sphere.
Bandung: , 2016.

TELLES, J. C. F.; BREBBIA, C. A. Boundary element solution for half-plane
problems. Southampton: , 1980.

TIMOSHENKO, S. P.; GERE, J. E. Mecanica dos Solidos. :, 1994.

ZIENKIEWCZ O, T.R. Z. J. The Finite Element Method: Its Basis and Fundamentals,
7th Ed. :, 2013.



83

ANEXO | — Elementos Infinitos

Neste anexo, apresenta-se de forma sucinta a formulacdo dos elementos infinitos.

A discretizagdo de dominios que ndo possuem contornos, como € o caso de regides
semi infinitas, é bastante complexa e requer uma atencdo especial. Muitas
dificuldades podem surgir para a representacdo por elementos infinitos. Para isso,
pode-se subdividir uma regidao em 3. A superficie nucleo (Sy), a superficie longinqua
(S;) e a superficie hemisférica Sy, conforme a Figura A 1 exemplifica (DAVIES e BU,
1995).

Figura A 1 - Discretizagao das superficies

Desta forma, a superficie nucleo tem elementos de contorno finitos, e a superficie

longinqua e hemisférica possuem elementos de contorno infinitos, como mostrado na

Figura A 2.
Elementos de contorno
\ /' infinitos
St

/ NI

Elementos de contorno
finitos

Figura A 2 - Elementos de contornos finitos e infinitos
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Estes elementos infinitos sdo regidos por uma funcdo de decaimento a qual &
responsavel pelo decaimento, ao longo das superficies longinqua e hemisférica, dos

valores da solugao e do fluxo fundamental, nas regiées mais distantes.

Como exemplificado pela Figura A 3, os elementos infinitos podem ser de 3 ou mais

naos, originando-se da fonte e estendendo-se até o infinito.

oo

Elemento infinito

oo

Figura A 3 - Extensédo dos elementos infinitos
A Figura A 4 também mostra o setor infinito, onde existe a interseccdo entre os
elementos de contorno finito e os elementos de contorno infinitos. Neste caso, as
regides podem ser mapeadas pelas coordenadas adimensionais & e n, onde na

direcdo n, o elemento estende-se até ao infinito, enquanto ¢ adota valores *1.

(+1,+1) oo

N

(-1-1)

Figura A 4 - Setor infinito

A geometria pode entdo ser definida pelas equacdes (A 1) e (A 2).
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k
x= 20 Z M, ()%, (A1)
k
1+n1
y=—" ; M; (®)yi (A 2)

Onde k é a quantidade nos utilizados nos elementos infinitos e M; € a funcéo de
decaimento para a superficie hemisférica. No caso do uso de 3 nés para os elementos

infinitos, essa funcéo pode ser descrita pelas equacdes (A 3), (A 4) e (A 5).

-1

v, = -0 .

Mp=1-¢ (A 4)
1+

y, = 204D s

Para este tipo de problema, segundo (DAVIES e BU, 1995), deve-se utilizar uma

funcdo de decaimento (D) do tipo radial, conforme exposto pela equacéo (A 6).

D=0
== (A 6)



