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Resumo

Mostramos como aplicar sistematicamente o método simplético de Faddeev-Jackiw para
Relatividade Geral (RG), extensdes de RG e gravitacao em tétrades acoplada a férmions.
No6s também desenvolvemos uma analise completamente simplética para o computo de
simetrias de calibre e aplicamos os resultados para RG. Isso fornece um novo e coerente
esquema para analises Hamiltonianas de teorias de gravitacao. A énfase estd sobre a
dinamica classica, na descoberta dos vinculos, das transformagcoes de calibre, tanto na
superficie de vinculos quanto além dela, e do nimero de graus de liberdade; mas os
resultados do método também sdo relevantes para abordagens de quantiza¢ao candnica.
Nos esclarecemos sutilezas acerca da abordagem simplética e tecemos comentarios sobre
andalises Hamiltonianas de teorias de gravitacao estendida baseadas no método simplético,

apontando que a abordagem presente ¢ sistematica, completa e robusta.

Palavras-chave: Relatividade Geral, gravidade modificada, acao de Holst-Dirac, variaveis

de Ashtekar, simetrias de calibre, formulacdo Hamiltoniana, formalismo simplético.






Abstract

We show how to systematically apply the Faddeev-Jackiw symplectic method to General
Relativity (GR), GR extensions and tetrad gravity coupled to fermions. We also develop a
completely symplectic analysis for the computing of gauge symmetries and apply the results
for GR. This provides a new coherent frame for Hamiltonian analyses of gravitational
theories. The emphasis is on the classical dynamics, uncovering the constraints, the gauge
transformations, in and off-shell, and the number of degrees of freedom; but the method
results are also relevant for canonical quantization approaches. We clarify subtleties of the
symplectic approach and comment on previous symplectic-based Hamiltonian analyses
of extended theories of gravity, pointing out that the present approach is systematic,

complete and robust.

Keywords: General Relativity, modified gravity, Holst-Dirac action, Ashtekar’s variables,

gauge symmetry, Hamiltonian formulation, Symplectic formalism.
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1 Introducao

A “irracional eficicia da matemética nas ciéncias naturais”[1] tem fascinado e
guiado os fisicos por séculos, acabando por tornar o desenvolvimento de descri¢gdes formais
nao apenas desejavel do ponto de vista da elegancia e beleza intrinsecas, mas também
necessario para a evolucao do conhecimento cientifico. Tomemos o exemplo das coordenadas
generalizadas na descricao Lagrangiana que podem ser convenientemente selecionadas para
explorar as simetrias de um sistema e a geometria de seus vinculos[2]. Ou o formalismo da
mecanica quantica que através de espacos de Hilbert levou, por exemplo, ao enunciado do
importante axioma onde se diz que valores fisicos observaveis como energia e momento
nao podem ser considerados fungdes no espago de fase, mas autovalores associados a uma
fungdo de estado[3]. Enfim, é impossivel exagerar a importancia da perspectiva certa na
fisica. Neste trabalho motivagoes semelhantes nos levaram a investigar que informagoes
diferentes o formalismo simplético pode fornecer sobre teorias de gravitagdo candnicas
baseadas em Relatividade Geral (RG).

RG ¢é atualmente a teoria padrao na descricdo de fené6menos gravitacionais. A
compatibilidade entre dados observacionais e a teoria da relatividade geral tem sido
mostrada ao longo dos anos desde sua publicacao[4] e ainda hoje novos testes sao realizados
comprovando o sucesso da teoria[5-8]. Apesar disso, questdes abertas e anomalias motivam
a investigacoes de descrigoes que vao além de RG, além dos fendmenos concernentes a
gravitagao quantica|9-12]. Hoje em dia, aspectos sutis de RG, especialmente acerca de
suas simetrias de calibre, sao muito melhor compreendidos do que eram no momento que
a teoria foi proposta. Portanto, eventualmente pode ser til o uso de RG como exemplo
para analise de outras propostas em métodos matematicos da fisica. Formalismos gerais
que lidam com a estrutura dindmica de teorias fisicas podem desvendar propriedades tuteis

e fidedignas da natureza.

Um dos desenvolvimentos tedéricos fundamentais de RG foi sua formulacdo Hamil-
toniana. O trabalho pioneiro de Arnowiit, Deser e Misner (veja [13,14] para revisoes), o
formalismo ADM, foi importante em varios progressos de RG, desde gravitacao quantica
até métodos numéricos de RG. E a formulacio candnica mais utilizada de RG e é baseada
em varidveis com significado dindmico claramente estabelecido. E surpreendente que, apesar
de décadas de existéncia, alguns de seus aspectos fundamentais acerca de simetrias de
calibre e outras sutilezas foram discutidos e elucidados hé apenas poucos anos atras[15-19].
Essas questoes foram discutidas dentro do formalismo padrao para sistemas vinculados, o

formalismo de Dirac-Bergmann (para revisoes, veja [20-22]).

Aqui consideramos outro formalismo para sistemas vinculados, o formalismo sim-
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plético, mais especificamente o formalismo de Faddeev-Jackiw (FJ)[23,24] na formulagao
estendida de de Barcelo Neto-Wotzasek[25,26]. FJ, por sua vez, desenvolveram um mé-
todo para lidar diretamente com a Lagrangiana de uma teoria obtendo as equagoes de
movimento mesmo para o caso de teorias com Lagrangiana singular, para isso utilizam o
teorema de Darboux de modo a transformar o conjunto de varidaveis de um problema em
um conjunto de variaveis canonicas independentes, a parte duma transformacao de calibre.
A extensao de BW inclui um procedimento iterativo para lidar sistematicamente com os

vinculos.

O método FJ com algoritmo BW foi utilizado na obtencao de resultados para
uma ampla gama de problemas tedricos[25-33]. Serviu também de base para extensoes de
outros métodos ou como principio para gerar extensoes de modelos conhecidos[29, 34-38|.
A aplicagdo do método num contexto de gravitagao é recente[39,40] e ainda incompleta.
Buscamos neste trabalho justamente desenvolver esta aplicacao. Nesta tese aplicamos o
método simplético na teoria da relatividade geral e na teoria de gravitacao de Brans-Dicke,
estudando suas consequéncias. Nosso objetivo com esse trabalho ¢é investigar como o
formalismo deve ser propriamente aplicado em teorias de gravitacao tipo RG. No processo
esclarecemos algumas questoes gerais acerca do formalismo simplético e que dizem respeito
nao somente a teorias de gravidade. Além da aplicacao a RG na sua descrigio ADM padrao,
também consideramos, como ilustragdo do método para extensdes de RG, duas teorias de
Brans-Dicke e a teoria ADM no formalismo de tétrades, mais especificamente, a teoria de
Holst-Dirac, que é basicamente a descricao de Palatini nas variaveis de Ashtekar-Barbero
acoplada a Lagrangiana de Dirac para bi-spinores. Além disso, apresentamos um método

puramente simplético para a obtencao de transformacoes de calibre.

A tese foi estruturada em cinco capitulos. No Capitulo 2 é apresentado o formalismo
simplético e sua descricdo geométrica de sistemas fisicos. O capitulo 3 apresenta um
método simplético para o calculo das expressoes para transformacao de calibre. O Capitulo
4 desenvolve o formalismo de foliagoes para geometria Riemanniana e as quantidades
geométricas pertinentes sao deduzidas em detalhes. No Capitulo 5 sdo resolvidos os
problemas de encontrar os vinculos e as simetrias de calibre das teorias de Relatividade
Geral e Brans-Dicke, além da contagem dos graus de liberdade. O Capitulo 6 tras a analise
simplética da teoria de Holst-Dirac, ou a gravitagdo no formalismo de tétrades acoplada a
férmions de Dirac. Por fim, o ultimo capitulo traz um resumo do que foi obtido juntamente
com perspectivas adicionais decorrentes do trabalho realizado. Na secao de Apéndices o
primeiro é especial e traz uma revisao do formalismo de Dirac para sistemas vinculados,
os principais conceitos e métodos sao apresentados e discutidos. Os apéndices seguintes

tratam de detalhes matemaéticos e esclarecimentos pertinentes.
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2 Geometria de Sistemas Hamiltonianos Vin-

culadas

2.1 Introducao

Um sistema mecanico é descrito completamente através da analise de sua Hamilto-
niana. Explorando as caracteristicas gerais de um sistema mecanico podemos descrevé-lo
formalmente utilizando geometria simplética. Descri¢oes geométricas do espaco de fase
sao uteis, dentre outras coisas[41], para generalizar o conceito de superficies de vinculos e

sistematizar as relacoes existentes entre as quantidades duma dada teoria.

A geometria de Poisson aparece naturalmente na descri¢ao de sistemas fisicos. A
evolucao de observaveis sao descritos em termos de algebras de Lie e estas, por sua vez,
sao completamente definidas em funcao de estruturas simpléticas dadas naturalmente pela

dindmica das variaveis do espaco de fase de um sistema classico.

Neste capitulo fazemos uma revisao do formalismo simplético para sistemas vin-
culados de Faddeev-Jackiw[23,24], uma alternativa ao formalismo de Dirac que trata os
espaco de fase a partir de uma perspectiva essencialmente geométrica, generalizando a
construcao canonica para construgoes equivalentes por transformacgoes de Darboux. Nos
restringimos a enunciar o formalismo matemaético estritamente necesséario a formulagao de

FJ, para um tratamento extensivo e rigoroso do tema ver Refs. [42,43].

2.2 Estruturas Simpléticas em uma Variedade

Iniciamos a se¢ao fornecendo as defini¢oes e teoremas utilizados na descri¢ao do
método simplético. A principal referéncia na escrita do capitulo foi [44], os outros textos

que também foram utilizados sao [45], [46] e [47].

2.2.1 Variedade Diferenciavel

Definicao 1. Seja M um conjunto e U um subconjunto aberto de M. Uma variedade
diferencidvel C*, com k > 1, de dimensdo n é um conjunto M munido de um conjunto de

homeomorfismos ¢; : U; — V;, onde V; € algum subconjunto aberto de R™, tal que
Uz’Ui =M

Ui N Uj 7é (Z), entao sz o ¢;1 : (bz(Uz N Uj) — Qb](U,L N UJ)
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O par (U;, ¢;) é chamado de carta e a colecao de todas as cartas, denotada por
(U, ¢), é chamada de atlas. Escrevemos ¢(x) = {z*}, p = 1,...,n, para denotar que o

atlas mapeia um ponto x € M em um conjunto de coordenadas em cada ponto.

Grosso modo, uma variedade ¢ um conjunto de pontos que podem ser marcados
com coordenadas, mais um conjunto de regras que dizem como esses pontos se relacionam
com seus vizinhos. Numa variedade diferencidavel C* essas regras sio funcdes que contém

derivadas parciais continuas até a k-ésima ordem.

No que segue assumimos que todos os objetos sdo de classe C'*°.

2.2.2 Espaco Tangente, Diferencial e Espaco Cotangente

Definicao 2. Seja x € M. Um vetor tangente a M em x é um mapa, & de C* em R tal

que

Eolaf +bg] = a&e[f] + & [g],
&lfgl = f(@)&g] + g(x)&[f],

para f,g € C*, a,b e R.

Mais precisamente, f : M — M com representacdo coordenada ¢ o f o ¢! :
R" — R", com f:z+ f(x). Uma curva aberta em M é um mapa c: (a,b) — M onde
(a,b) é um intervalo aberto tal que a < 0 < b. Uma curva integral z(t) de £ é uma curva

em M cujo vetor tangente a x(t) é &, i.e. dado um atlas (U, ¢),

dzt

=), 1)

onde z#(t) é a p-ésima componente de ¢(z(t)).

O espago tangente a M em z, denotado por T, M, é o conjunto de todos os
vetores tangentes a M em x. Chamamos {e,} = {0/0z"} de a base coordenada de
T, M. Um vetor & € T, M ¢é escrito como §, = e, e os numeros {# sao chamados de

componentes de &, com respeito a e,. A acao de um vetor §, em f é &, [f] = 5“% e R.

Sejam M e N duas variedades diferenciaveis e seja ¢ : M — N um mapa dife-
renciavel. O mapa v induz uma transformacao linear entre os espacos tangentes 1, M e
Tyx)M, chamado de diferencial de ¥ em x e denotado por di),. Se &, € T, M, dip,(&,;) ¢
definido como o vetor tangente a N em 1 (x) tal que para f € C*°(N)

dipe ()| f] = &[0 f] -

Seja f € C°(M); o elemento diferencial de f no ponto x (x € M), df,, é definido
por
dfe(&) =&l V& e M.
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O mapa df, é uma transformacao linear de T, M a R.

df,. pertence ao espaco dual de T, M, denotado por 1> M. Por definigdo, os elementos
de T¥ M sao transformacoes lineares de 7, M em R e sao chamados de vetores covariantes,
enquanto 77 M é chamado de espago cotangente de M em z. Na base coordenada

escrevemos df, = (0f/0x*)dz*. Naturalmente, {dz*} forma uma base de T M.

Seja da = aydat € TiM e £ = e, € T, M. O produto interno ( , )
T*M x T, M — R é definido por

0
(0.6 = {0 ) = €0 = a8t (22)

Em nosso trabalho a(¢) = (a, §).

2.2.3 Formas Diferenciais

Definicao 3. Uma forma exterior de grau 1, ou 1-forma, é uma funcgio linear w :
T.M — R, ie.,

WM& + A&2) = Mw(&r) + dow(&e) A, MER e &, L el M.

Definicao 4. Uma forma exterior de grau 2, ou 2-forma, é uma fungao bilinear w?* :

M x M — R e antissimétrica:

WM&+ Aaba, &3) = Mw? (€1, €3) + Aaw? (&2, E3)
W (6, &) = —w?(&,&), YA, MER e &, &, GEM.

Definicao 5. O produto exterior entre duas 1-formas, denotado por wi A wo, em um
par de vetores &, & € T, M, € a drea orientada da imagem do paralelogramo de lados

w(&) e w(&) no plano formado por wy, ws:

w1 (51) Wz(fl)

w1(§2) w2(€2) = Wl(gl)w2(£2) - wl(fg)%(gl) )

(W(&1) ANw(&2))(61,&2) =

Definig¢ao 6. Seja 2' = (2!, ..., 2") um sistema de coordenadas local e w' uma 1-forma,
escrita localmente como w' = a;da® — onde os diferenciais dzt, ..., dax™ formam uma
base para o espaco de I-formas em x' —, ambos os objetos em M. A derivada exterior

de w, denotada por dw, é definida por

dw! = da; N dx’ .
Analogamente, definimos a derivada exterior da 2-forma w? = La;;dz’ A dz? por

1 . .
dw® = §daij Adz' A dx? . (2.3)
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Por fim, uma r-forma w = %wm._,urdx“l A ... ANdxt é dita fechada se dw = 0.

Daqui em diante o conjunto das fungdes C*° em M serd denotado por F(M), o
conjunto das r-formas diferenciais em M por Q" (M) e o conjunto de vetores em M de

Definigao 7. Sejaw € Q"(M) e X € X(M). A operagio vx : Q" (M) — Q"~Y(M), definida

por
LXw(Xl,...,XT_l) EW(X,Xl,...,XT_l) s (24)

¢ chamada de produto interior.

Para uma p-forma w; e uma g-forma ws, temos
Le(w1 Awe) = (txwi) Aws + (—1)Pwy A (txws) , (2.5)
especificamente, para uma 1-forma c,

txa=o(X) = (o, X) . (2.6)

2.2.4 Variedades Simpléticas e Teorema de Darboux

Definicao 8. Seja M?" uma variedade diferencidvel de dimensdo par. Uma 2-forma

diferencial w? em M?*" é dita nao-degenerada se para todo & # 0 existir um C tal que

W(E,¢)#0, com &, (€T, M.

Definig¢ao 9. Seja w? uma 2-forma fechada e nio-degenerada. O par (M*", w?) é chamado

de variedade simplética.

O exemplo mais simples de variedade simplética é o espaco euclidiano R? com a
forma simplética
w=drNdy .

Um sistema de coordenadas simplético em M?" ¢ um sistema de coordenadas

locais (¢1, ..., ¢", p1, ..., Pn) tal que nesse sistema a forma w é escrita como
w = dq' A dp;, 1=1, ..., n,
chamada de 2-forma simplética. Introduzindo a 1-forma
0= pz‘dqi ) (2.7)
temos que a 2-forma simplética pode ser expressa como

w=db . (2.8)
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Considere a transformacao linear de um espaco simplético, S : M?* — M?". Seja
pi: (1, --oy Pa), ¢ (qY, ..., ¢") um sistema de coordenadas simplético. Nesse sistema

de coordenadas podemos representar a transformacgao S por uma matriz n x n.

Teorema 1. Uma transformagdo é simplética — chamada simplectomorfismo, ou trans-
formagdo canénica — se, e somente se, sua matriz S nas coordenadas simpléticas (¢*, p;)

satisfaze a relagdo

STfS=1,

~ (0 -
f_<5g' o)'

A matriz f é chamada de matriz simplética can6nica. E por fim apresentamos

onde

sem demonstracao o teorema de Darboux.

Teorema 2. (Teorema de Darbouz). Seja (M*", w?) uma variedade simplética e x € M>"
um ponto. Entdo, existe um sistema de coordenadas simpléticas locais ¢ = (¢', p;), com

2

1=1, ..., n, centrado em x tal que a forma w> é escrita como

w? = dq’ Adp; .
Esse teorema nos permite estender para qualquer variedade simplética os resultados

de carater local invariantes por uma transformacao candnica obtidos para um espaco de

fase padrao.

2.2.5 Funcdo Hamiltoniana

Considere a variedade simplética (M, w) com forma simplética
w = dq' Adp; , (2.9)

a 2-forma diferencial w € Q?(M) é dita nao-degenerada se, e somente se, para qualquer
funcao f(q,p) € F(M) existe um tinico campo vetorial X; € X(M), tal que tx, = —df.
Definimos como campo vetorial Hamiltoniano

af o of 0

= - — —— 2.10
T op;og  oqi op; (2.10)
de modo que
af aof . .
= ———dp; — ==dq' = —df . 2.11

Defini¢ao 10. Definimos como parénteses de Poisson, denotado por {-,-} em (M,w),

a operagio bilinear em F(M) dada por

{f,9} = w(Xp, Xy) (2.12)

com f,g € F(M).
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Os parénteses de Poisson sao antissimétricos, pois w é antissimétrica. E além disso

{fvg} = w<Xf7Xg)
= (ix,)(Xy) = df(Xy)
= X, f=CLx,[, (2.13)

onde Lx, f denota a derivada de Lie e a tltima igualdade estd demonstrada no Apéndice
B.

Seja o(t, xy) uma curva integral de um campo vetorial X = X#(9/0x") € X(M)
que passa pelo ponto zg em ¢t = 0, com coordenadas o* (¢, x), a Eq. (2.1) pode ser escrita

CcOomo

d y_ su
prid = X*(o(t,z0)) , (2.14)

com condigoes iniciais
(0, xq) = zk . (2.15)

Chamamos o mapa o : R x M — M de o fluxo gerado por X € X(M).

O fluxo o(t) é um simplectomorfismo se, e somente se, Ly.w = 0, caso em que X*
é chamado de campo vetorial simplético. Da identidade de Cartan, Lx = d(txw) + txdw, e
de dw = 0, temos que Lxuw = d(txsw) = —d?f. Logo, todo campo vetorial Hamiltoniano
Xy ¢ um campo vetorial simplético e o fluxo Hamiltoniano consiste das transformacoes

candnicas. Portanto, da Eq. (2.13), temos que, sob o fluxo Hamiltoniano X,

d

S ) = Xuf = {f,H} (2.16)

Ou seja, a evolugao temporal de uma fungao qualquer do espago de fase simplético é gerada

pela funcao Hamiltoniana.

2.2.6 1-forma Lagrangiana

Definicao 11. Seja f: M — N um mapa suave e seja dim M < dim N.

e O mapa f é chamado de uma imersao de M em N se f, : T, M — TN é uma

injecao (mapa do tipo um pra um). Naturalmente, a ordem de f, = dim M.

e O mapa f é chamado de um mergulho se f é uma injecio e uma imersao.

A imagem f(M) € chamada de uma subvariedade de N.

Na prética f(M) é difeomorfica a M, ou f(M) = M.
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Tomemos agora o parametro da Eq. (2.14) para construir a variedade M***! como o
espaco de fase estendido com coordenadas (g1, - - ., qn; p1, - - -, Pn; t), de modo que (M?", w?)
seja uma subvariedade simplética de M?"*! para cada t € R. Dessa forma temos, por
construgao, que fungoes das variaveis do espaco de fase f(q,p) € M?" evoluem segundo o
fluxo Hamiltoniano dado pela Eq. (2.16), como difeomorfismos na variedade (M?" 1 w2 +1)

de modo que, usando a Eq. (2.11), podemos escrever a 1-forma notavel da Eq. (2.7) como
L = pidq' — H(q,p)dt , (2.17)

chamada de 1-forma Lagrangiana, ou simplesmente, Lagrangiana.
Tomando a derivada externa de (2.17) temos

oH
Op;

) H .
dL = dp; N\ dq* — idq’/\dt—

: dp; A dt . 2.18
o p (2.18)

Desta feita, podemos identificar a matriz simplética canonica do Teorema 1 com a matriz

degenerada, chamada matrix pré-simplética,

0 —o -2

_ , R

fr=|6 0 =351, (2.19)
8H OH 0
dq*  Opi

cujo autovetor nao nulo que leva ao autovalor nulo, também chamado de modo-zero,

dado por

o= (2 ol ) (2.20)

op; ¢

perpendicular & subvariedade simplética M?" para todo t € R, com equacdes de movimento

de f(q,p) dadas pela Eq. (2.16), em particular

; OH
I = 2.21
OH
)i = — . 2.22
pl an ( )

2.3 Formalismo Simplético

Apresentamos nesta se¢do o método simplético de Faddeev-Jackiw para formulagao
Hamiltoniana de sistemas vinculados[23,24]. A formulagao alternativa ao método de Dirac
dispensa a categorizacdo dos vinculos (primeira e segunda classes, priméarios, secundérios,
etc), bem como a construgao de estruturas algébricas especiais (parénteses de Dirac),
favorecendo uma abordagem Lagrangiana. Logo em seguida apresentamos o algoritmo
proposto por Barcelos-Neto e Wotzasek[25, 33] como uma sistematizagdo do método

simplético.
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2.3.1 Formalismo de Faddeev-Jackiw

Considere a 1-forma Lagrangiana, escrita em coordenadas generalizadas do espago
de fase, £°,
L = a,d§* — V(§)dt, a=1, ..., N. (2.23)

A 1-forma Lagrangiana pode ser escrita como
1
L= §€afa,8d€ﬁ — V(§)dt, (2.24)
onde (fup) = f é a matriz simplética, a 1-forma simplética a é

0 = SE fopde? (2.25)
e a 2-forma simplética w? é
w? = da = ; Fapde™ A dEP. (2.26)
De forma geral w? nao é constante.

Nesse ponto, de modo a tratar de grandezas definidas em toda a variedade, é ttil

introduzir a seguinte definicao.

Definicao 12. Um fibrado tangente T'M sobre uma variedade M ¢é uma cole¢io de
todos os espacos tangentes de M :
™ = |J T.M . (2.27)
zeM

Antes de seguir adiante introduzimos propriamente o conceito de movimento numa

variedade.

Definicao 13. Seja M uma variedade diferencial, T M seu fibrado tangente e L : TM — R
uma funcao diferencidvel. A curva integral v : M — R é chamada de um movimento no
sistema Lagrangiano com variedade de configuracao M e fun¢ao Lagrangiana L se v € um

extremo do funcional

t1
Shl = [ Léht (2.28)
onde 7 € o vetor velocidade (t) € Ty M.

Teorema 3. A evolugio das coordenadas locais £ = (&1,...,&N) de um ponto ~(t)
sob movimento em um sistema Lagrangiano na variedade M satisfaz as equagdes de
FEuler-Lagrange

d oL 0L

doE = 76 (2.29)

onde L(ff) ¢ a expressao da funcio L : TM — R nas coordenadas & e f em TM.
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As equagbes de movimento para a Lagrangiana (2.23), segundo o Teorema acima,

sao dadas pelas equagoes

ou
@ﬁw=:2;, (2.31)

com
fAﬁ==ng——gz§. (2.32)

Quando a 2-forma f é nao-singular (ndo degenerada), podemos inverter a matriz
simplética e obtemos as equagoes de movimento

w_ sV

&= 1" g (2:83)

onde f*% = (f,5)7 "

Caso a 2-forma simplética f seja singular (degenerada), ndo é possivel inverté-la e
encontrar as equagoes de movimento, nesse caso usamos a denominacao de matriz pré-
simplética para nos referirmos a f,g. Entretanto, Faddeev e Jackiv argumentam[23] que,
pelo teorema de Darboux, tem-se que, para qualquer 1-forma a = a,dé*, a=1, ..., N,
cuja matriz pré-simplética é degenerada de grau 2n, sempre é possivel realizar uma mudanga

de variaveis
€ (plgh ), jok=1,...,n I=1,..., N—2n, (2.34)

de modo que a toma a forma padrao a = p;dq’, fora termos de derivada total. Com a

adicao de “termos potenciais” na Lagrangiana que assume o formato

Ldt = podq® — ®(p, q, z)dt . (2.35)
Resolvendo as equacoes
0 _ 0 (2.36)
ozt 7 '

escrevemos alguns dos z’s como funcgoes das varidveis padrao e terminamos, em geral,
com expressoes lineares nas variaveis tipo z. Reescrevendo a Lagrangiana substituindo as

variaveis tipo z por multiplicadores de Lagrange A, temos entao

L =paq*— H(p.q) — Nd'(p.q) - (2.37)

Restando um conjunto de fung¢des que chamamos de vinculos do formalismo simplético da

teoria,

¢ =0. (2.38)
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Resolvendo as equagoes (2.38) seria possivel reduzir a Lagrangiana ao seu formato original

Ldt = b, (n)dn® — W (n)dt , (2.39)

mas com um numero reduzido de varidveis. Se a nova matriz pré-simplética for inver-
tivel, obtemos as equagoes de movimento através de (2.33), caso contrario repetimos o

procedimento um nimero finito de vezes até encontrarmos uma matriz simplética regular.

O método original de FJ propoe que se revolvam os vinculos e se use uma transfor-
macao de Darboux intuida do contexto com o propédsito de se encontrar a matriz simplética.
Como indicado por Jackiw, “Of course there may be the technical obstacles to carrying
out the above steps: solving the constraints may prove too difficult, constructing the
Darboux transformation to canonical coordinates may not be possible”[24]. Uma forma de
se superar esse tipo de questao numa dada teoria é abandonar a abordagem e se voltar
para o método de Dirac. Outra forma é continuar com a abordagem e usar o algoritmo de

BW, brevemente apresentado na proxima subsecao.

2.3.2 O algoritmo de Barcelos-Neto e Wotzasek (BW) como extensdo do
método de FJ

O algoritmo de Barcelos Neto-Wotzasek-Montani consiste em encontrar, a partir
de uma Lagrangiana dita de ordem zero L), apés n interacoes, uma Lagrangiana dita de
ordem n, L™, a partir da qual é possivel derivar a matriz simplética que governa a dindmica
do sistema. A partir de L(®, dada implicitamente pela acdo da teoria, identificamos as
coordenadas que compdem do vetor simplético de ordem zero €%, as componentes da
1-forma a'”) e a matriz pré-simplética fo({%) Apbs n iteragoes do algoritmo obtemos a matriz
fé%), sem a necessidade de se eliminar vinculos ou encontrar transformagoes de Darboux

apropriadas, como acontece com o método de FJ original.

No algoritmo BW, evitamos lidar com as complicac¢oes associadas a linearizacao da
Lagrangiana e partimos de uma ac¢ao desde o inicio escrita linearmente nas velocidades,

como a eq. (2.23), e a denominamos L(”), ou Lagrangiana de ordem zero'. Assim, temos
LO = a&o)é(o)a v (2.40)

Da Lagrangiana lemos diretamente os componentes do vetor simplético e da 1-forma

simplética de ordem zero,

R
ag)) = (<a1 aM>>. 241)

Veremos no Capitulo 3 que é importante considerar o método de linearizagdo, mas em geral quaisquer
variaveis auxiliares usadas na lineariza¢do devem funcionar no uso do algoritmo.

1
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Entao substituimos essas quantidades na equagoes (2.32) e encontramos a matriz pré-

simplética de ordem zero ( fé%))

Agora, seja P < N o posto de uma matriz pré-simplética ( fé%)), temos que existem

N — P vetores nao-nulos e linearmente independentes chamados modos-zero que satisfazem

Up fap =0, (2.42)
ondem =1, ..., N — P. De acordo com (2.31), temos
Ve 0aV = 0. (2.43)

Caso (2.43) nao seja identicamente satisfeita, a relacdo deve ser imposta. As

expressoes
Wi = Ve OnV (2.44)

que nao sejam identicamente nulas expressam vinculos que fixam relagoes entre as variaveis
da teoria. O caso em que a relagdo (2.43) é identicamente nula leva a uma transformagao

de calibre e sera tratado na secao 2.3.4.

Como f(i%) tem modos-zero que levam a vinculos w(?); o algoritmo de BW propoe
que esses vinculos sejam adicionado ao setor cinético de £, fornecendo a Lagrangiana

simplética de ordem 1[25,26],

L(l)(g(ﬂ)’ )\(O)m) = L(O)(f(o)) + j\(O)mw(O)(g(O)) . (2.45)

m

Na equacdo acima L) é dinamicamente equivalente & L(®) mais as condicoes de
consisténcia (2.43). Também, L) j4 ¢ linear nas velocidades, logo podemos aplicar os
passos do método de FJ & Lagrangiana L()). Para esse propésito, identificamos o vetor
simplético de ordem 1 como (5(1)5) = (§ O )\(0)’”). Se o indice « associado A iteracao
de ordem zero corre de 1 até N, e o m da mesma iteragao corre de 1 até M, entao o 3
da primeira iteracao corre de 1 até N + M. Esse procedimento possibilita a obtenc¢ao da
matriz pré-simplética de ordem 1, félﬁ). Se a matriz encontrada ainda contiver modos-zero
que levam a novos vinculos wl), o processo é novamente repetido, exigindo-se que wg) =0,
que por sua vez leva a Lagrangiana de ordem 2, L®, definida analogamente & LY na

eq. (2.45). O procedimento encerra quando nenhum vinculo adicional for encontrado.

No algoritmo de BW, toda a informacao sobre os vinculos é inserida no setor
cinético da Lagrangiana, de modo que nao ha a necessidade de se manter os vinculos
no setor potencial apds a implementacao via multiplicadores de Lagrange derivados no
tempo [25]. De fato, os vinculos descobertos podem ser iterativamente eliminados do
potencial (e.g., VIV = V(O)|w7(7?):0). O tnico propdsito desse procedimento ¢ a facilitacao

dos calculos, sem prejuizo de informacoes sobre a dinamica na superficie de vinculos. E

um procedimento comum e conveniente, mas nao ¢ obrigatorio.
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Assim, a menos de termos de derivada total, temos

L® = L(0) — A0 = (a®) D (£,)® — v (2.46)

m

Com isso repetimos o procedimento apresentado onde, agora,

ga — (5(0)0{ \m > 7
& = (o 0. 2.47)
v = V(O)(f(o)) P—

E substituindo as varidveis nas equagoes (2.32) obtemos a matriz pré-simplética da

primeira iteragao

(0) (0)
o _ [ (fag)  Oa®y
fag = ( a0 g : (2.48)

Devemos repetir o algoritmo, realizando um nimero finito de iteragoes até se obter
a matriz simplética e, por conseguinte, os parénteses generalizados entre as coordenadas

do espacgo de fase definidos por

0A 0B
A BV = foB—
Para quaisquer fungoes A(§) e B(€) definidas no espago de simplético.

(2.49)

2.3.3 Caso Continuo

Revisamos nessa secao o método simplético de FJ na extensao de BW no seu caso

continuo.

Seja L = L(¢a, 0ppa, 040y Pa, - .. ) uma densidade Lagrangiana de uma dada teoria
que depende dos campos ¢, (com a = 1,2,...,A) e de um ntmero arbitrario de suas
derivadas, onde as letras do meio do alfabeto grego e v denotam indices do espago-tempo.
Por questoes de clareza e simplicidade, consideramos espacos-tempo quadridimensionais
com assinatura da métrica (—1 11 1). O primeiro passo do método de FJ é escrever a
densidade Lagrangiana £ como uma fun¢ao de certos campos £, denominados de campos
simpléticos, com o = 1,2,..., N (indices simpléticos sao denotados pelas letras gregas
iniciais), tal que £ depende no maximo linearmente da primeira derivada temporal £,
£*. Por exemplo, para teorias quadraticas nas velocidades ¢,, uma maneira comum de
linearizar a Lagrangiana ¢ lancar mao dos campos dos momentos canonicamente conjugados

a0s campos originais,

,_oc
- 90, (2.50)

assim,
&= (¢ 7). (2.51)
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Chamamos atenc¢ao de que o indice a acima pode ser compreendido como uma
indexacao apenas dos campos ou dos campos e suas componentes. De agora em diante
usaremos a apenas como indices de campos. Assim, ¢; e ¢ se referem respectivamente
a um tensor de ordem p e um tensor de ordem ¢, cujas componentes seriam indexadas
pelos indices internos de ¢ e ¢o. Indices simpléticos nio possuem uma relacio direta com

indices do espago-tempo.

Independentemente da Lagrangiana original e da técnica utilizada para a line-

arizagao, para se iniciar o método de FJ devemos escrever a acao na seguinte forma,

Sl6) = [laal©) = Vi©)d's (252)
onde a, e V sao chamados respectivamente de componentes da 1-forma canonica (a =
a,d€™) e de potencial. De agora pra frente a dependéncia em derivadas espaciais nao serd
mais especificada explicitamente, assim a,(§) em geral ndo pode depender de €%, mas

pode depender de 0,6 (com i = 1,2, 3) e de derivadas espaciais de maior ordem.

Fora termos de superficie, que nao serdao considerados aqui, as equacoes de campo

sao encontradas a partir da variacao da agao,

5S[€] = / (600" + aa06% — §V]d*z . (2.53)

Para uma fungdo f = f(£), podemos escrever as seguintes relagoes tteis,

Sf(x) = ;5{; ((Z)) e () & (2.54)
flz) = 5?;((2) £ (') da’ (2.55)
Cof =0 f=0f. (2.56)
onde as derivadas funcionais satisfazem
c?g;((j/)) = 0509 (@ —a'), (2.57)
(m = 050769 (2,2") = 53070 (2 — o). (2.58)

Acima, x e 2’ se referem a diferentes pontos do espago-tempo, mas com o mesmo valor

para a coordenada t (i.e., as derivadas sdo tomadas & tempos iguais, /0 = 2° = t).

Logo, ignorando termos de superficie, a eq. (2.53) se torna

5S = / [gg&%é“(m)éfﬁ(m/) — ggg((j)éﬂ(gy)aga(m) — 5?;22)555@’) B b’ dt
= /lfaﬁ(l’yl’/)éﬁ(%/) - gza((ig 3¢ () B dy! dt , (2.59)
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onde a matriz pré-simplética é definida como

dag(z')  daq(x)
Sea(r)  0EA(w)

fap(x, ') (2.60)
Ao exigir que 65 = 0 para uma variacao arbitraria 6£%, as equagoes de campo

podem ser escritas como

/faﬂ(:z,x')fﬁ(:v’)d?’x' = 5;};) , (2.61)

com V = [V(z')d*z’. O procedimento acima deve ser implementado independentemente da

existéncia de vinculos (sejam vinculos ja conhecidos, a serem implementados via multipli-
cadores de Lagrange, ou ainda por serem descobertos). Se existem vinculos desconhecidos,
estes devem ser encontrados a partir das equacoes de campo e posteriormente reinseridos
na acao com a técnica dos multiplicadores de Lagrange, veja Sec. 2.3.2 para mais detalhes.
Semelhantemente ao formalismo de Dirac, assumimos que a agdo contém todas as informa-
¢Oes fisicas relevantes e, mesmo se os vinculos nao aparecem explicitamente na acao, estes

podem ser derivados dela.

Se fap tem uma inversa, entao a matriz é chamada de matriz simplética e todas
as velocidades £ podem ser derivadas das equagdes de campo (2.61). Sistemas com essa
propriedade sdo chamados de nao-singulares ou regulares. Nesse caso a evolu¢ao dindmica
de todos os campos é unicamente determinada, nao existem simetrias de calibre ou vinculos

a serem encontrados.

Se fap € singular, entdo a matriz pré-simplética tem modos-zero (i.e., autovetores

cujos autovalores sao nulos). Suponha que existam M modos-zero independentes, v2 (z),

entao,
/Vﬁ‘n(m)fag(a:, Pz =0, (2.62)
onde m = 1,2, ..., M. Portanto, da eq. (2.61), encontramos M rela¢oes nulas dadas por
oV
) §enca (2.63)

O caso seguinte pode ser comumente encontrado em muitos exemplos de teorias fisicas,

ve (2) fap(z,2") = 0. (2.64)

Se esse caso particular é verdadeiro, entao a eq. (2.63) fica

oV

0= V%(m)éf'a(x) :

(2.65)

As egs. (2.63, 2.65) podem ser ou triviais, se elas simplesmente levam a uma relagao

conhecida (i.e., 0 = 0), ou podem levar a novas relagdes entre os campos simpléticos. O
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ultimo caso implica na existéncia de vinculos que, por simplicidade, assumimos serem
mutuamente independentes. Se existem M relacoes nao triviais, o sistema é dito ter M

vinculos, que sao dados por

oV[¢]
08 (x)

comm=1,2,..., M. Se w,, = 0, para todo m, essas equagoes determinam uma superficie

QAQE/@m@@»fxE/Qy@ B =0, (2.66)

no espago simplético, a superficie de vinculos (veja também Ref. [48] para mais detalhes

sobre a interpretagao geométrica).

2.3.4 Simetrias de calibre na superficie de vinculos

Considere a varia¢ao infinitesimal de coordenadas

£ =¥ 406" . (2.67)
A variacao infinitesimal da agdao S é

to L . oL . .
sl¢1 - slel - [ | gete e + S e oner] 269

Fixando a condicao de contorno d.(t1) = d-(t2) = 0, temos

t2 | QL : d oL :
5855/ =66y = L% e 6y s.evat . 2.69
" seed - o) o (2:69)

Tome agora a lagrangiana L definida por (2.35), aqui também consideramos que
a matriz Hessiana associada a L é singular. Se impusermos 0.£ = 0, o que simplesmente

significa que (2.67) define uma transformagao de calibre, obtemos que

. 8a5-_8V_daa o 8 o
0 - (agagﬁ a&'a dt ) 556 - (faﬁf aoav)(sag . (270)

Relacao que é satisfeita caso os dois termos entre parénteses sejam iguais ou se

LoV

5.& 3ge =0 (2.71)

0e€% fapl® =0, (2.72)

simultaneamente. O primeiro caso leva as equacoes de Euler-Lagrange, aqui descartado
por considerarmos f,5 singular. Comparando (2.71) e (2.72) com (2.42) e (2.43), temos
que

0:£% = 1%, (2.73)
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em que € = £(t), fornece as transformagoes de coordenadas que deixam a ac¢ao invariante.
Por essa razao dizemos que os modos-zero sao os geradores de simetrias de calibre do

método simplético.

No caso continuo €(t) — e(z,t) e
0.6°(2) = [ dy ey ()3 —y) . (2.74)

As relagoes para transformacgoes de calibre encontradas nessa subsecao descrevem
completamente esse tipo de transformacao na superficie de vinculos, porém falham ao
descrever as simetrias de calibre em todo o espago de fase. As relacoes de calibre fora das

equagdes de movimento no formalismo simplético sdo objetos de estudo no Capitulo 3.

2.3.5 Método Simplético com Variaveis de Grassmann

De modo a aplicar o método simplético a teorias de campo dotadas de variaveis
fermidnicas é preciso enunciar o algoritmo em termos das varidveis de Grassmann. No
Capitulo 6 essa variacdo do método sera 1til na analise simplética de uma teoria de

gravitacao acoplada a agao de Dirac com bi-espinores.

Primeiro algumas consideragdes sobre varidveis de Grassmann.

Definicao 14. Uma dlgebra de Grassmann com n geradores G, € definida como:

(i) G, € um espago vetorial sobre os complezos;

(ii) um produto é definido sobre G,, munido das propriedades de associatividade e

bilinearidade com respeito a soma e a multiplicagdo por escalares;

(iii) G, contém o elemento unitdrio no produto;

(iv) G, € gerado por n elementos ¢4, A =1,...,n, satisfazendo

P 4Pt =0. (2.75)

Distinguimos os elementos de uma algebra de Grassmann entre variaveis dindmicas

pares e variaveis dindmicas impares da seguinte maneira:

6°0° + 6°9> = 0, para 0,67 fmpares, (2.76)
0°¢" + ¢q'0~ = 0, para @ impar, ¢' par, (2.77)
‘¢ +¢q¢ = 0, para ¢', ¢’ pares. (2.78)

Agora, seguindo a exposigao de Govarts[49], considere um sistema dado por

Slg] = /tf dtL(Eq,Ca) | (2.79)

t;
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onde os £% representam os graus de liberdade do sistema. Com Lagrangiana igual a’

L€ &) = | d'e L(£(,0).6(x,1)) (280)
A paridade de Grassmann das coordenadas £“ assumem os valores ¢ = (0 para uma

variavel de Grassmann par e € = 1 para uma variavel impar.

De modo a aplicar a analise simplética do sistema supomos ter sido a Lagrangiana

linearizada nas velocidades, podendo ser escrita como

L(€a,&0) = % — V(€7 . (2.81)
Donde obtemos a matriz pré-simplética
5&5 a B 5%
= —F= — (=1 ° —. 2.82
fop = o2 = (<1 (282)
Por definigdo, a paridade de Grassmann de f,5 ¢ igual a (¢* + £°) e, por simetria,
fﬁa = —(—1)80‘8Bfaﬂ . (283)

Caso f,p3 seja regular, as equacoes de Euler-Lagrange fornecem equagoes de movimento

: ov
Bfoe = —— 2.84
£ fs 5 (2.84)
ou
. %4
—1)%8 f,560 = — . 2.85
(1% fusl? = 525 (285)
Invertendo-se f,3, tem-se
.Oé o 6‘/ -1 BOC - e -1 QB 5V
¢ 7_@(]6 ) =0 () 5 - (2.86)
Notando-se que
_1\Pe e¥+eP+e%e —1\*P
()7 = (e () (2.87)
Caso f,p seja singular, existem N modos-zero (a esquerda) Viy), com A=1,..., N,
satisfazendo
/d?’x' iy (@) fap(z, ') = 0 . (2.88)
Para modos-zero a direita, Ula), temos
fapVlyy = 0, (2.89)
oy = —(=1)" vy (2.90)

2 E, para um espaco de fase finito, £*(z,t) = 2°(t) = £°.
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Pelas equagoes de Euler-Lagrange temos que os modos-zero devem satisfazer as

equagoes de vinculo dadas por
o oV
wiajs(x) = vy (x)@ =0 (2.91)
que devem ser resolvidas ou impostas a Lagrangiana de modo a obter uma nova Lagrangiana

restrita a dada superficie de vinculos

L'=L =0+ Mywuaa—V| . (2.92)

w=0 w=0

Caso M vinculos forem geradores de transformacoes de calibre, devem ser adicionadas

condicoes de calibre
Cipla(§") =0, (2.93)
com B=1,..., M, através de

L" = a0 + Ay wila + 5 Clpja — V‘ : (2.94)

w=0
Possibilitando, assim, escrever a inversa da nova 2-forma simplética f,3 e as equagoes de
movimento através da estrutura simplética dada por

(€Y =) (1)

o (2.95)

Ademais, o conjunto dos M modos-zero geram transformacoes de calibre on-shell

continuam sendo dadas por

8,4 =17 . (2.96)

Tomemos o exemplo da redugao simplética para a teoria de Dirac de campos de

spin-1/2[50] para ilustrar a teoria exposta nessa se¢do. Considere a densidade Lagrangiana

7 - 7 -—— _
L= —S0P + S0P —miy (2.97)
Separando a Lagrangiana entre termos cinéticos e dindmicos, temos
i S g i i- . _
L= 57%1& + 57%1# - [ﬁmlw = SV my (2.98)

com matriz simplética nao singular igual a
0 n°
B = , 2.99
fas (WO 0 ) (2.99)
de inversa igual a
0 —iy°
=, ] (2:100)
—i® 0
E, usando a eq. (2.95), e considerando que 9 e ¢ tém paridade fmpar, temos os parénteses

generalizados para a teoria de Dirac,
(W, 9y =ir" . (2.101)

A teoria tomada como exemplo ndo possui simetrias de calibre.
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2.4 Contagem dos graus de liberdade

Nessa secao apresentamos o procedimento geral para a realizacao da contagem do
ntmero de graus de liberdade (NGL) duma teoria a partir da abordagem simplética[28,51].
Chamamos atencao para o fato de que atualmente teorias de gravitacao com NGL nao
triviais estao sendo consideradas. Dentre os casos bem conhecidos temos a gravitacao
massiva e a bigravidade[52]. O esperado NGL para uma particula massiva de spin-2 em
um espaco-tempo quadrimensional é igual a cinco, porém esse niimero pode chegar a seis,
um deles sendo um fantasma, caso o termo de massa nao tenha um formato especifico (e.g.,
[53-55]). Também lembramos que o NGL para teorias ndo-massivas de spin-2 e spin-0 séo,
respectivamente, dois e um, entretanto uma teoria com esses dois tipos de campo nao
possui, necessariamente, trés graus de liberdade. De fato, a teoria de Brans-Dicke com
w = —3/2 tem uma simetria adicional, uma invaridncia conforme, que a coloca como uma
teoria de dois graus de liberdade. Esses resultados serao verificados no Capitulo 4 dentro

do formalismo aqui exposto.

Para comecar, tome uma Lagrangiana £® de uma teoria com N componentes
de campos independentes. Assumindo que nao existam vinculos ou simetrias de calibre,
a iteragao zero do algoritmo de BW ja ¢ a ultima iteragdo e o NGL nesse caso deve ser
NGL = N© /2. Considere agora o caso em que £(®) descreve uma teoria tal que na k-ésima
iteracdo um total de M vinculos independentes sejam encontrados e que a matriz f*) seja
nao-degenerada (i.e., M é o nimero total de vinculos, além de ndo haverem simetrias de
calibre). Como cada vinculo independente por, em principio, ser resolvido para se remover

um componente de campo, essa teoria tem NGL = (N© — M) /2.

No exemplo anterior, caso f*) tenha G modos-zero independentes que nao levam
a novos vinculos, entdo NGL = (N© — M — G)/2. De fato, podemos sempre fixar o
calibre e cada modo-zero independente deve impor uma condicéo independente nas N©

componentes de campo.

Na literatura simplética que usa o algoritmo de BW é comum encontrar caso em que
nalguma iteracao de ordem k algumas das componentes de campos sejam eliminadas. De
fato, devido ao processo de eliminar vinculos do potencial (veja a Sec. 2.3.2), eventualmente
uma componente de campo que estava presente na (k—1)-ésima iteragdo pode nao estar mais
presente na Lagrangiana £*). Se isso ocorre para E componentes, entdo F componentes

de campo independentes serao eliminadas ao longo do algoritmo, assim
1

NGL = 5(N<0> ~-M~-G-E). (2.102)

Para um sistema de particulas, o NGL serd sempre um niimero inteiro satisfazendo

a eq. (2.102). Considere primeiro que G = E = 0. De fato, a matriz pré-simplética
somente tem inversa na k-ésima iteracdo se N*) é par, uma vez que uma matriz quadrada

antissimétrica de dimensao finita s6 possui inversa se sua dimensao for par. Para cada
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vinculo independente precisamos inserir um novo multiplicador de Lagrange, logo, para
M vinculos (sem a eliminagao simplética de campos), teremos um vetor simplético com
N© 4+ M componentes. Assumindo que nio existam simetrias de calibre, teremos que
N© 4 M é necessariamente par. Consequentemente, N© + M —2M = N© — M também é
par e NGL ¢ inteiro. Esse argumento pode ser trivialmente estendido ao caso com simetrias
de calibre e campos eliminados, concluindo-se que o NGL calculado a partir da eq. (2.102)

serd sempre inteiro para sistemas de particulas.

Para concluir, como todas as iteracao devem gerar Lagrangiana dinamicamente
equivalentes entre si, deve ser possivel escrever a eq. (2.102) como uma funcao de N®*),
sendo k a iteragao em que nenhum vinculo adicional é encontrado. Se na k-ésima iteracao
M vinculos foram encontrados, entdo em £%*) deve aparecer M componentes de campo
que aparecem somente uma vez em £ e com uma derivada temporal. Estes sdo os
multiplicadores de Lagrange do formalismo simplético. Como N® inclui também o niimero

de multiplicadores de Lagrange, que é sempre exatamente igual a M, escrevemos
1
NGL = 5(NU@ —2M — @) . (2.103)

Alternativamente, eq. (2.103) pode ser encontrada a partir da eq. (2.102) usando N*) =
NO —FB+ M.

2.5 Exemplos

Nessa secao apresentamos duas aplicagoes a fim de explorar o método simplético
de BW na pratica. O primeiro exemplo diz respeito a uma particula vinculada a superficie
de uma esfera N-dimensional. No segundo exemplo mostramos a aplicacao do método
na teoria eletromagnética no vacuo descrita no formato tensorial. Nesses dois exemplos
podemos observar como surgem os vinculos da teoria através do estudo da estrutura
simplética, a maneira como as transformacoes de calibre surgem e podem ser fixadas para
a obtencao dos parénteses generalizados dados pela matriz simplética, bem como podemos

contar o nimero de graus de liberdade em teorias de particulas e em teorias de campo.

2.5.1 Exemplo 1: Particula se Movendo em uma Esfera (N — 1)-dimensional

Considere a Lagrangiana duma particula movendo-se na superficie de uma esfera
(N — 1)-dimensional,
LO =3 |2 + M@ - 1) (2:101)
i=1
onde ¢' = {q', ..., ¢"} é a coordenada da particula. Fazendo
OL©

i = —— =mg", 2.105
= e =mi (2.105)
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temos que
LO = pigt — VO (2.106)

com V© = > % — AM(¢")* = 1). Das definigoes (2.41), o vetor simplético e a 1-forma

simplética sao, respectivamente,

0% = (¢, pi, N, (2.107)
ay’ = (pj, 0/, 0), (2.108)

enquanto a matriz pré-simplética é

0; —6/ 0
0 i ij i
fz.(j) =& 09 0. (2.109)
0, 0 0
A matriz tem 1 modo-zero, a saber
v=_(0" 0, 1), (2.110)
com 0° = {0, ..., 0}, o zero aparecendo N vezes. Utilizando a condigao de consisténcia

(2.43) obtemos o vinculo

ovo  oyO

= — ~ .
5 =10, (2.111)

v

onde omitimos o simbolo de somatoria para simplificacao. Esse é o vinculo que indica que
o movimento da particula estd restrito a superficie da (N — 1)-esfera de raio 1. Seguindo o
método, realizamos a primeira iteracdo, o que consiste em fazer

2
P

v — V(O)|q271:0 = (2.112)

e recolocar os multiplicadores de Lagrange derivados no tempo. Assim a Lagrangiana de

ordem um fica

o1 :
IO = pj+ 5 (q2 — 1) n—Vvw (2.113)

onde a soma entre as coordenadas estd subentendida.

Agora ¢ é incluida no conjunto de varidveis canonicas e nos livramos de A por ela

nao mais aparecer na Lagrangiana. Assim, temos

f(l)a = (Qi i 77), (2.114)
ay) = (pj 0 ;(q2—1)>. (2.115)

Assim, a matriz pré-simplética de ordem 1 é
0y =0 —a;
M _ | s ij i
£y =10 000" ] (2.116)
g 0 0
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contudo, a existéncia do modo-zero v = (0, —¢, 1) gera mais um vinculo,

A VA N1 VAt 4
—q' o, + n = —q¢'p; =0. (2.117)

Seguindo para segunda interacao, temos
@it (2~ 1) b+ pap— VO
L pq+5(q —1)q+pqp—V : (2.118)
onde VP =VW|g =V E

€ = (¢ pon p) (2.119)

o |
o) = (pj v S(-1) 0 qﬂpj) (2.120)

o _ J , ‘ ‘. (2.121)

’ ¢ 0o 0
pi ¢ 0

(2 ..
A matriz fz-(j) é regular e, portanto, possui inversa.

O ntmero de graus de liberdade desse sistema é, entao, igual a (2N varidveis iniciais
- 2 modos-zero )/2 = N — 1 graus de liberdade. Um caso particular descrito por esse
problema é o de uma particula “livre” de massa m se movendo na superficie bidimensional

de uma esfera tridimensional.

2.5.2 Exemplo: Teoria Eletromagnética

Agora vamos explorar um exemplo onde aplicamos o algoritmo BW no espaco
continuo, trabalhando com um espago de fase composto de campos e seus momentos

conjugados.

Dada densidade de lagrangiana da teoria eletromagnética no vacuo

1
L=~ Fu,F", (2.122)

onde F,, = 0,A, — 9, A,, aplicamos o algoritimo BW para obter a dinamica da teoria.

Primeiro obtemos as variaveis duais no espago de fase. Os momentos conjugados
sao
oL 1 oF"”
= LR,
OAH 2 0AH
1
— Y SV v

— F,u,O — 8MA0 - AH . (2123)

I, =
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Logo, a Lagrangiana de ordem zero é
1

LO = AT, — 11 (9 Ao — 1) — 5 F"Fo — L FF,

.. . . 1 ..
= AT - L0 Ap + ILIT — L FF; (2.124)

onde identificamos o potencial simplético de ordem zero, o vetor simplético de ordem zero

e a um forma simplética de ordem zero como sendo, respectivamente,

, 11
VO = TG0 Ay — STLIT + S FU R (2.125)
£(O)a _ (AO Al Hi) : (2.126)
) = (0 1, 0). (2.127)

E pudemos eliminar I1° do vetor simplético impunemente, j4 que ele ndo aparece na

lagrangiana.

A matriz pré-simplética de ordem zero é, portanto,

00 O
9 =10 o —5t | 69 (z —y) . (2.128)
04 0
Com modo zero
vegg=(1 0 0). (2.129)
Utilizando a condigao de consisténcia (2.63) obtemos o vinculo
VO (y) -
Py = -0 = o) . 2.1
SA (1) Yy 0 (2.130)

Ora, (2.130) é simplesmente a lei de Gauss no vacuo.

Ao invés de adicionarmos um multiplicador de Lagrange ao vinculo &), podemos

notar que o termo —0'Il; ja aparece na parte potencial de £(?), bastando somente uma

redefini¢cdo de varidveis para incluir (2.130) na préxima iteracdo. Definindo Ay = —7,
temos que
1 ; j —
v - - <H I, — 5F JFij) B (2.131)
e
LY =T A; + 9o Il — v . (2.132)

Temos de £M)

g = (A 1, ), (2.133)

af) = (I, 0 oI, (2.134)
0 —b 0

=l 0 a|é®@—y), (2.135)

0 -3 0
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onde J7 = % e 0! = aii‘ Temos que o modo zero de (hgg) é

v = (=8, 0 1). (2.136)

Da condicao de consisténcia (2.63),

(1) (1)
[ (oS B o= - [ Lm0 2130

0 0 0
_ 7 k6 (4 — ) Py == [ Fu(y) 5 0% (w—y)dy =0
8yl i (ZE y) ) ori k(y) E)y’f (l’ y) ) )
isto é, identicamente nulo, desse resultado concluimos existir as seguintes transformacoes
de calibre
A = O€E ., (2.138)
den = €&. (2.139)
mas (2.139) é de fato
5e /Aodt —c. (2.140)

Portanto, (2.139) pode ser escrita como

o€
Ay = — 2.141
o= (2141)
e as duas transformacoes de calibre ficam
beA" = —0'€, (2.142)
o€
0eAy = — 2.14
ou, substituindo & = —A,
A— A+ VA, (2.144)
O0A
b —Pd——. 2.14
— 5 (2.145)

De acordo como indicado em [56] (cap. 3, Equagoes 6.12 e 6.13). Temos, entdo, o potencial

de ordem dois

1 . 1 ..
P2 — V(l)lQ - _iﬂlﬂi 4 ZFWFU (2.146)
e a lagrangiana de ordem dois é
L =LA + 70T + 40,AT — V@ (2.147)

3 Alternativamente, como ficara claro no Capitulo 4, podemos reescrever o modo-zero como vy =

(— [dP20;6(x —z) 0 1), evitando o formato operacional da eq. (2.136).
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Onde escolhemos 9;A* = 0, que é o calibre de Coulomb. Desta, obtemos

g = (AT g ), (2.148)
o = (I; 0 oIl A, (2.149)
0 -5 0 o
& 0 9 0
s = ‘ : 03 (z—vy) . 2.150
fas 0 —or 0 0 (z—y) (2.150)
~0¢ 0 0 0

Com (fap) € regular, possui inversa, e é igual a

g, o
0 5i — 0 8-
N R 0 - 0
A PO | @y . (215D
; 90y 01 90y
%0, 0 Ok, 0

Com todas as derivadas atuando em Z. Os parénteses generalizados (2.95) entre A e II;
sao, portanto, '
7 * 7 a]al 3 /= i

Procedendo & contagem dos graus de liberdade. Temos ( 8 campos iniciais (A, II,,)
- 2 modos zero (v, vp)) - 1 varidvel eliminada (Ap) - 1 vinculo ( Eq. (2.137)) ) /2 =2
graus de liberdade.

Por fim lembramos que resultados do tipo (2.151) e (2.152) nao fazem parte do
escopo dessa dissertagao, aqui nos interessa principalmente encontrar as transformacgoes
de calibre de uma teoria mais a contagem de seus graus de liberdade. O resultado acima

aparece como ilustracao do método conforme originalmente elaborado por Barcelos-Neto e
Wotzasek.
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3 Transformacoes de calibre no formalismo

simplético

3.1 Introducao

No contexto de sistemas de particulas, os principais resultados no tema de geradores
de simetrias de calibre podem ser enunciados da seguinte forma[27,57,58]: para alguma
iteragao do algoritmo BW, seja uma estrutura pré-simplética degenerada na superficie de
vinculos com Z modos-zero independentes que nao geram novos vinculos. Entao, todos
os Z modos-zero sao associados a transformacgoes de calibre independentes na superficie
de vinculos. A relacdo entre os modos-zero associados a calibres e transformacgoes das
coordenadas simpléticas ¢ dada por dgé* = v@e*, onde dg representa transformacoes de
calibre infinitesimais, o indice k é usado para indicar os modos-zero e {e*} é um conjunto

de parametros infinitesimais arbitrarios, um para cada modo-zero.

Varios exemplos particulares de como sdo obtidas simetrias de calibre no formalismo
simplético para teorias de campo podem ser encontrados na literatura, e.g., em Refs.
[33,34,57,59], mas, até onde sabemos, uma apresentacao geral e sistemética sobre o
assunto, cobrindo temas como transformagoes de calibre dos multiplicadores de Lagrange,
solucao das equagoes de calibre e obten¢ao do conjunto completo dos parametros de calibre,

ainda nao foram abordados.

Em especial, carece na literatura simplética consideragoes sobre a solucao off-shell
das equacoes de calibre para coordenadas que aparecem na teoria como multiplicadores
de Lagrange. O termo off-shell, usado para designar relagoes validas no dominio da acao,
mas nao necessariamente no dominio das equagoes de movimento, surge no contexto de
discussoes sobre teoria de campos ao se considerar grupos de equagoes que nao satisfazem
ptp, = m?, designadas como off the mass shell, ou fora da casca massiva[60]. Nesse trabalho
o termo assume o sentido mais amplo de designar todo o espago de fase, inclusive a regiao on-
shell, pertencente ao dominio das solugoes fisicas. Mais especificamente, equacoes off-shell
sao relagoes que, de forma geral, nao satisfazem as equagoes de movimento. Classicamente
essas relagoes sao consideradas nao-fisicas, mas em mecanica quantica estados off-shell
contribuem através dos célculos de integrais de trajetéria com estados on-shell[61-63].
Estados nao fisicos desse tipo podem incluir situagoes em que certas grandezas, tais como
energia e momento, nao se conservam. Particulas virtuais/intermedidrias e fantasmas
sao descritas por estados off-shell e possivelmente apresentam invaridncias de calibre
fora da superficie de vinculos[64,65]. O estudo geométrico-simplético das invariancias de

calibre off-shell representam, portanto, uma contribuicdo para o estudo de métodos de
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quantizacao.

Nesse capitulo discutimos a conexao entre simetrias de calibre e modos-zero, como
discutido, em particular, em Refs. [27,57,58]. Também lidamos com questoes relacionadas
a transformacoes de calibre em teorias de campo, por exemplo, no relevante caso em
que a ordem da matriz pré-simplética é menor na superficie de vinculos. O problema da
obtencao das transformagoes de calibre duma dada teoria dentro do contexto do formalismo
simplético é considerado. Comegamos com uma revisao da abordagem simplética para
a obtencao de simetrias de calibre[33,57] e apresentamos uma interpretacao geométrica.
Nesse trabalho mostramos que o método de FJ nao concorda necessariamente com o
método de Dirac sobre as expressoes de invariancia de calibre fora da superficie de
vinculos, embora sempre concorde ao avaliar as invariancias na superficie de vinculos, como
indicado em Ref. [57]. Apresentamos a dedugao da expressao geral para transformagoes
de calibre de todas as coordenadas do espaco de configuracao e algumas sutilezas acerca
do formalismo simplética sao explicadas. Em seguida introduzimos um método para se
calcular o conjunto completo de parametros de calibre inteiramente dentro do contexto
do formalismo simplético e mostramos que os resultados sao equivalentes ao encontrado
via formalismo de Dirac. Nosso método joga luz acerca de questdao de se considerar
explicitamente os vinculos primarios no formalismo simplético, pelo menos quando se trata
da obtencao das equacoes de invariancia, e mostramos que o formalismo simplético deve
necessariamente incorporar uma prescricao de linearizacao de Lagrangianas. Finalmente,
alguns exemplos ilustrando o método introduzido sdo apresentados, tanto para casos de

sistemas de particulas apresentando invariancias, quanto para teorias de campo de calibre.

3.2 Simpletrias de calibre no algoritmo BW

3.2.1 Transformacdes de calibre on-shell

Abaixo consideramos o problema de encontrar as transformagoes de calibre de uma
teoria de acordo com a abordagem simplética tal como apresentado por Montani[57]. O
objetivo é encontrar a féormula geral para as transformacoes das coordenadas do sistema,

bem com dos multiplicadores de Lagrange, segundo um parametro arbitrario.

Seja uma Lagrangiana geral L(q, ¢) dependente de coordenadas generalizadas ¢, nao
necessariamente lineares nas velocidades. O procedimento simplético requer que escolhamos
variaveis auxiliares tais que a Lagrangiana seja escrita de forma linear nas velocidades, ou

seja, como

L= auf" —V(E), (3.1

com vinculos implicitamente contidos na fungao Lagrangiana. Através da variacao da acao
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[ Ldt chegamos até as equagoes de Euler-Lagrange [24]

oV
o =0, 3.2
fasl® — oea (3.2)
onde a 2-forma simplética (ou matriz simplética) f,sz ¢ definida por
8@5 8aa
= — —2 3.3
fos e~ oe (3.3)

e f pode ou nao ser singular. Se a matriz simplética é regular, entao somos capazes de

introduzir os parénteses generalizados, por sua vez dados por

oG

(F.G). = S5

f‘“ﬁ (3-4)

85“
Note que, se f estd na forma canodnica, os parénteses generalizados coincidem com os

parénteses de Poisson.

Entretanto, se f é singular de ordem R < N, existirao N — R modos-zero, denotados
por v, tais que
I/(?fag =0. (35)

Contraindo as equagoes de Euler-Lagrange (3.2) com os modos-zero obtemos

: ov
o o — =0 3.6
a (faﬁf a£a> ) ( )
que leva a escrevermos as condigoes de consisténcia na forma
o, OV
=0 3.7
a aga ? ( )

que, em geral, ndo sdo validas em todo o espaco de fase (ou espago simplético), mas sao
forcadas a satisfazerem através das condig¢oes de consisténcia. Terminamos, portanto, com

as seguintes equagoes subsidiarias,
We=v'— =0 a=1,---, M, (3.8)

para os M = N — R vinculos.

Essas relacoes devem ser introduzidas na Lagrangiana através da técnica dos
multiplicadores de Lagrange aplicados ao setor cinético, n%w,, de modo a restringir a

fungao Lagrangiana para dentro dos contornos dados pelas relagoes (3.8).

Para os casos em que as condigbes de consisténcia (3.7) sejam identicamente
satisfeitas, os modos-zero sdo ortogonais ao gradiente do potencial e geram uma variedade
imersa com dimensao igual ao nimero de vinculos de primeira classe, estes autovetores
nulos da matriz simplética, quando contraidos com vetores tangentes a superficie potencial,

deixam o sistema invariante. A superficie formada por esses modos-zero sdo chamadas de
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“superficies nulas”, ou superficies de vinculos. Estas dire¢oes de invariancia sao equivalentes
a transformagoes preservadoras da dinamica, pois resultam em vetores nulos quando
contraidos com a 2-forma simplética. Logo, as simetrias de calibre relacionadas as érbitas
de calibre podem ser entendidas como invariancias por reparametrizacoes das superficies

nulas (Teorema 2.2 em [48]).

Vamos assumir que o procedimento simplético foi realizado tantas vezes quanto
necessario até encontrar todos os vinculos. Consideraremos ainda que todos os modos-zero
remanescentes sao ortogonais ao gradiente do potencial. Qualquer modo-zero que nao
satisfaga isso leva a um vinculo, o qual assumimos aqui que foi eliminado (reduzindo a
dimensao do espaco das variaveis simpléticas), restando somente a existéncia de vinculos
associados a simetrias de calibre, i.e., geradores de calibre w,, com a = 1,..., M, entao

podemos escrever a Lagrangiana como
L= a8 +wei® = V(E) = al &% —V(€) , (3.9)

dentro do esquema simplético, ou

A

L = 08" — w\* — V(€) , (3.10)

usando o procedimento de Dirac a fim a estabelecer mais adiante a correspondéncia entre os
multiplicadores de Lagrange nos dois formalismos. No presente esquema {éa'} = (&9, \%),
{eY= (P n), o/ =1,...,N + M, de modo que o “chapéu” nas varidveis simpléticas

denotam simplesmente a correspondéncia

L (3.11)

A nova matriz simplética se torna, entao,

f= (_ (i)T (‘3(;;’)) , (3.12)

o€
onde
810}1 tee Ole
8&] A i . _ awa
(E%)aa = : e , with Oqw, = 2. (3.13)
Onywi -+ Onwm

e f*% & o bloco regular de f*? definido com a eq. (3.3) restringida ao conjunto ¢ e a,
coma,3=1,... N.

Os modos-zero de (3.12) terao o formato[49]

vy = (—fP%= 1,) (3.14)
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com
L,=(0 -~ 1 - 0), (3.15)
com o 1 ocupando a a-ésima posicao.

Contraindo (3.14) e (3.12) e usando f*¥ = — f#* temos

Vi fuy = (V' s S fan)
= (~fas 1000, + 8205w, 10,0000
= (—5/}87@14—5235% fmavwaaawb)
= (0 (/"0wadaw),) - (3.16)

onde o indice b no termo nao nulo denota M entradas com b = 1,..., M. Tendo essa

notacao em mente, podemos escrever a eq. (3.16) simplesmente como

Ve farp = (0 {warwn}y) (3.17)
onde
oF - ,0G
{(F.G};= a?yf“ﬁa—gﬁ . (3.18)

Dado que f é nio degenerada, usando o teorema de Darboux, podemos sempre localmente
escrever {F, G} como parénteses de Poisson. Entretanto, a eq. acima ¢é valida de forma
mais ampla, nao necessitando ser parénteses de Poisson. Note que a primeira parte de
(3.17) é automaticamente zero, mas a segunda parte se anula na superficie de vinculos

somente se w, define uma &algebra sob f, i.e., se

{wa, wp } 7 = Cpwe - (3.19)

O conjunto de autovetores nulos associados com as simetrias de calibre (infinitesi-
mais) sao os geradores de transformagoes de calibre. Geometricamente as transformagoes
de calibre sao apenas as componentes dos parametros de calibre infinitesimais €% projetadas

nas superficies de vinculos, i.e.,

66" = 10" = — f*P05w,e" (3.20)
0N = €a = 0:Ag =Eq - (3.21)

3.2.2 Transformacoes de calibre off-shell

As equagdes (3.20) e (3.21) fornecem as transformagdo de calibre corretas na
superficie de vinculos, mas nao fora dela. Para encontrarmos as rela¢oes de calibre no nivel
da acao é necessario voltar atras nas transformacoes realizadas, de modo que a recuperar
a informagao contida na acgao antes da reducao simplética|27,57]. Esse procedimento é

apresentado nesta se¢ao.
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Usando o modo-zero (3.14), a eq. (3.7) se torna

o Vo iy oV
Ve aga - aagﬁ
ow® 8V
Como, por construgdo, nenhum vinculo novo emerge da Lagrangiana dada, encontramos
que
, OV
{w" V}i;=vg 97 —Vowy (3.23)

onde V% é uma matriz constante.

A acao deve ser invariante sob a transformacao gerada pelos modos-zero. Assim,
temos que 0.5 = [6.L = 0, ou

5.5 = /dt(%a jt;é,)@ga’ E/dt(fa,ﬁ,éﬁl_ gg‘i,)aega’ —0. (3.24)

Entao temos que

5.6 = v (3.25)

Para compararmos as transformacoes de calibre dos multiplicadores de Lagrange

do simplético com o método de Dirac temos de voltar as respectivas Lagrangianas, a saber
L— L, (3.26)

tal como estd definida em (3.11) e (3.10). As variaveis originais e modificadas sao escritas

como
& = (&40, (3.27)
&= (&) (3.28)
Contraindo as equacdes de movimento com v’ e usando as eqgs. (3.17) e (3.27),
temos
/ 6L / hy=7) / av
— o g B8«
aéga Vafaﬁf Vq aé‘a’
= {wa,w}j i’ + Viw
= Couwn’ + Vlwy (3.29)

onde (3.17) e (3.23) foram usadas na segunda linha. Usando (3.14), o lado esquerdo da eq.

(3.29) fica igual a

5 0L 5L
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Retornando as variaveis originais,

nt = =\, (3.31a)
oL oL d
o B adid 31
ot oaedt” (3:31b)
5L oL
e notando, da eq. (3.10), que 56/\2 = —w?®, obtemos
0L 6L [, d b )
a”~ T = c_ = . .32
v 5ea o <5adt Co\ Va> 0 (3.32)

Os dois termos representam contragoes com elementos diferentes do modo-zero e, portanto,

devem se anular independentemente. Segue que

L
(522 — b\ — Vj) oL _ 6.L =0, (3.33)

que implica que a transformacao de calibre para o multiplicador de Lagrange é
SN = &% — Op \be® — Ve | (3.34)

resultado que coincide com de analises d la Dirac[17,66,67].

3.3 Resolvendo as equacoes de calibre

As expressoes para transformacgoes de calibre nao sao suficientes, é preciso en-
contrar um conjunto de parametros de calibre independentes. Nessa secao discutiremos
as particularidades da abordagem simplética e como podemos expressar as simetrias de
calibre nesse formalismo. Os resultados a seguir e todas as discussoes que os acompanham

fazem parte de um trabalho ainda em desenvolvimento.

A agdo (3.24), da qual baseamos nossa analise, é construida sobre a Lagrangiana
linearizada denotada por L{®) no algoritmo BW, mas até agora, pelo que sabemos, nada de

especifico foi dito sobre como se obter essa expressao. Seguindo de perto a Ref. [68], temos

. . . 2
de uma Lagrangiana com matriz Hessiana &?Higqn, de ordem Ny < N(m,n=1,...,N), que
as quantidades p,, = % nao podem ser todas invertidas e somente Ny velocidades podem
ser resolvidas como fungoes de ¢, ¢"', pn,, comng=1,...,Noen; = Ny+1,...,N. Da

nao invertibilidade dos momentos conjugados surgem N; = N — Ny vinculos primarios
Wny (", pn) = 0. Esses vinculos, considerando que sejam todos independentes entre si,

podem ser escritos como[69]

wn1 (qn7pn> = pn1 - SOTH (qnapno) = O N (335)
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A transformacao de Legendre da Lagrangiana para a funcao Hamiltoniana é definida
como L — p,¢" =V, mas no esquema do formalismo simplético comegamos com uma
Lagrangiana que, de maneira geral, nao contém os vinculos priméarios da teoria. Isto é,
os vinculos primarios sdo comumente eliminados no formalismo simplético antes de se
escrever a Lagrangiana na forma linear nas velocidades. Uma maneira de linearizar a teoria
¢é adicionar os vinculos primarios dentro do setor potencial da Lagrangiana simplética,

fazendo

LOG", pu, ™) = pud" — X"wny — V(q", Pno)
= Puoq"™ + Pua " — A" wn, — V(¢", o)
= Pnoq"™ + Pua " = N (Pry — 00 (0", Pno)) — V(" Pny)
= Pnod" + 4" ¢n (0", Pne) — V(4" Pno) (3.36)

onde usamos
gt =" =0 (3.37)

como um vinculo encontrado a partir da variacdo da agdo com respeito a py, .

Seguindo o algoritmo BW, temos

€= (g puy ) e = (pn, 0 gum,) (3.38)

levando a matriz pré-simplética da iteragao zero,

Opom
0 —one 8(]”01
0 Opm
£ = o 0 B | (3.39)
. 8‘/%1 _ 8¥’n1 O
0g™0 Opmy
com modos-zero dados por
0 Opm Opm
anfa = (_ 8pn01 aqno1 1) . (3.40)

Os modos-zero impoem, via condi¢oes de consisténcia, que

Opum, OV gy, OV OV
Opne 0q™  9q™ Opy,  Og™

—0, (3.41)

de onde surgem os vinculos w,, = 0, com ny = Ny +1,..., No. Em geral, os parénteses de
Poisson sao necessariamente proporcionais aos vinculos, portanto podemos escrever a eq.
(3.41) como

{wn17 V}f = Vglwml + V7Z2wn2 . (342)

Aqui é possivel imaginar que a restrigdo do espago de fase para excluir uma das coordenadas

originais, i.e. p,,, poderia levar a limitacoes nos calculos de transformagoes de calibre
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no espaco de fase completo. Entretanto esse nao é o caso por duas razdes: primeiro,
apesar da reducao do espaco de fase com a retirada das coordenadas p,,, nosso esquema
de linearizacao induz os corretos parénteses de Poisson (generalizados), implicando no
resultado completo esperado ao se aplicar a condicao de consisténcia nos vinculos primarios,
de modo que nao ha prejuizo para a obtencao do conjunto completo das constantes de
estrutura; em segundo lugar, é requerido, como veremos mais adiante, que se realize um
retorno a Lagrangiana original, a partir da qual serd interpretado o papel desempenhado

pelas constantes de estrutura na obtencao das equacgoes finais para as invariancias de
calibre off-shell.

O préximo passo no algoritmo BW ¢é inserir a relagdes encontradas na iteragao
zero entrem na Lagrangiana da préxima iteragao como vinculos simpléticos, nesse caso a

Lagrangiana da iteracao um é
LY = poo™ + ¢y + 1w, =V, (3.43)
O vetor simplético é

§(l)a:(qn0 [ 77712) (3.44)

e a um-forma da iteragdo um é

a(ﬂl): (pmo 0 @m, ng) . (3.45)

A partir dos quais computamos a matriz pré-simplética da iteracdo um como

(o} &Pml 8wm2
O _5777,00 dq™0 dq™0
§Hmo 0 Oomy  Owmy
f(l) - no 9p™0  Opng (3 46)
af — | Opn, . Opn, 0 0 . .
9q™o apmo
Own, Ownqy
9q™o 8pm0 O O

De acordo com a eq. (3.14), a matriz f (1) deve conter os seguintes autovetores!,

1o 84/7m 830m
Do Owm Owm
vt = (e G 001) (3.48)

Mas para que sejam modos-zero, os vetores acima devem satisfazer a relagao v f,5 = 0 na

superficie dada por w,, = 0, ou, da eq. (3.17),

{Wny, Wiy } 7= Cpymy + C2 i, (3.49)

nin2 nin2

Dos modos-zero (3.48) seguem-se os vinculos

Owm, OV 0w, OV
“op. Bgm T g dpr 0, (3.50)

Na verdade, nao é necessario que sejam autovetores no sentido restrito, é bastante que sejam “autovetores
fracos”, ou seja, autovetores na superficie de vinculos. Note que esse fato ndo altera a eq. (3.49).

1
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ou ainda, analogamente a (3.41),

(s Vi = AV Wiy + V2w, V= Vitiwn, + VP wim, + Vi Bwn, (3.51)

O algoritmo entao continua por [ iteragoes, até que nao haja mais vinculos para

serem encontrados, fornecendo uma corrente de vinculos com

-
{Wnlawns}f = Zomllmswni7

1<s

{wn, VI = > Viviwn,, (3.52)
1<s+1

{wn,,V}f = Z‘/;ijni.
i<l

Agora considere a acdo inicial S(*) dada pela eq. (3.36)
SO = / (p" G + wp, ™ — V) dt (3.53)
que pode ser obtida pela acdo modificada pela Lagrangiana na tltima iteracao S, ou
SM = / (p" G + wn, ™ — V) dt (3.54)
juntamente com as condicoes
n =0, i>2, (3.55)

nos multiplicadores de Lagrange derivados no tempo {n"'}. Essas condigoes efetivamente
cumprem o papel de um pullback — i.e., retorno de uma superficie deformada por um
conjunto de operagoes, nesse caso a restricado do espago de fase pela imposi¢ao dos vinculos,
de volta para a superficie original — para a estrutura pré-simplética de L(®), onde podemos

computar com sucesso as transformacoes de calibre dos multiplicadores de Lagrange A™.

Reescrevendo a eq.(3.34) levando em consideragao a classificagao dos vinculos entre

primarios e secundarios, temos

d;ti B Z gnjvrgi + 7;]711 Zgnjcginj , (356)

j>i-1 j>i

ng

As simetrias de calibre dos multiplicadores de Lagrange sao dados pela eq. (3.56)
com a condigao de que &* preserve as condicdes de calibre dadas pela eq. (3.55). Logo,

usando a eq. (3.52), temos que

dem
0= = 3 MV i YO, (3.57)

j>i-1 >

para i > 2. Enquanto, dada a eq. (3.37), a transformagao de calibre de A™ é

dem
D Ll AP Dl e (3.58)
j j '
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como mostrado na Ref. [48]. A solugao geral do sistema é dada por um processo iterativo,
onde comecamos da tltima iteragdo com ¢ = I e decrementamos até ¢ = 1. No fim teremos
tantos pardmetros arbitrarios quanto existirem vinculos arbitrarios de primeira classe[70].
Além disso, note que, de acordo com nosso esquema de linearizacdo, A™ = ¢™ (eq. (3.37)),
adicionalmente, as constantes de estrutura da eq. (3.58) sdo obtidas usando-se os vinculos
primaérios, isso significa que para se obter o conjunto completo das transformacoes de
calibre e encontrar o conjunto reduzido e independente de parametros de calibre temos que,
de forma explicita, estabelecer uma distin¢ao entre os vinculos primarios e secundarios.
Nota-se que essa distingao ¢ comumente atribuida como sendo irrelevante no método
simplético, mas considerando os resultados acima, vemos que em alguns casos se faz

necessaria a distingao.

3.4 Exemplos

A fim de ilustrar o modo simplético de se obter as expressoes para as transformacgoes
de calibre duma teoria, consideramos alguns exemplos de sistemas de particulas, bem
como de duas importantes teorias de campo. No primeiro caso mostramos como o método
simplético puro falha em obter o conjunto das transformagoes de calibre sobre o espago
simplético como um todo e como o esquema proposto deve ser aplicado para encontrar
o resultado fora da superficie de vinculos. No tltimo exemplo mostramos a aplicagao do
método na teoria de Yang-Mills, que no contexto desta tese é 1til por conta de semelhancgas

em relacao a descricao de Holst da teoria da relatividade geral.

3.4.1 Sistema de particulas A

Nesse exemplo as transformagoes de calibre on-shell diferem substancialmente das
transformacoes encontradas . Além disso, o parametros de calibre em si dependem das

coordenadas generalizadas, tornando-o particularmente interessante.
Considere a acao[48]

1

=[5 —em? + (ds - )?] d. (3.59)

A Hamiltoniana candnica é

1 1
He = e"'py + qops + 5273 + ip?s : (3.60)

Para escrevermos a Lagrangiana original escolheremos V® = H,, de modo que a Lagran-

giana da iteragao zero seja

(0) ) . p% p% q1
LY = Gapa + G3p3 — 0} + 0} + et p2+ qps| - (3.61)
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Donde temos o vetor simplético e a 1-forma simplética de ordem zero,

f(o)a = (Q1 q2 P2 Q3 p3>a (3~62)
ag’ = (0 p2 0 ps 0), (3.63)

dos quais obtemos a matriz pré-simplética de ordem zero

00 0 O
00 —-10
0
féﬁ) — 0 1 O , (364)
00 0 0 —1
00 0 1 0
com somente um modo-zero, a saber,
v = (1000 0), (3.65)
entao, da condicdo de consisténcia, encontramos o vinculo?
wy =el'py . (3.66)

Agora incluimos o vinculo na Lagrangiana multiplicado por um multiplicador de

Lagrange derivado no tempo. Assim, a Lagrangiana da primeira iteragao é

2
L . . p
f(l) = @op2 + q3p3 + Thw1 — (23 + CJ2P3> ; (3.67)

com V) = VO] O vetor simplético da primeira iteracdo e a 1-forma da primeira iteracio

sao, respectivamente,

5(1)a = <Q1 42 P2 43 D3 771), (3-68)
ag’ = (0 p 0 py 0 wi). (3.69)

levando a matriz pré-simplética de ordem um

0 0 0 0 0 enp,
0 0 -1 0 0 0
(1) 0 1 0 0 0 et
_ 3.70
Jos 0O 0 0 0 —1 (8:70)
0o 0 0 1
—efipy, 0 —e 0

2 Como e® nunca é nulo, é possivel redefinir o vinculo w; como wj = py. As consequéncias dessa

redefini¢do nos calculos para a transformacao de calibre do sistema sao discutidas no Apéndice C.
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A matriz (3.70) ndo possui modos-zero estritamente falando, mas podemos considerar a
existéncias de autovetores nao nulos com autovalores nulos na superficie de vinculos, sao

eles
vi = (10000 0), (3.71)
v = (0 —em 000 1). (3.72)

Aplicando a condi¢do de consisténcia sobre os dois modos-zero fracos obtemos um vinculo

adicional mais uma identidade nula,

v O o
— & — _ 1 — _ 11 —
Wy = U5 AEDy e 90 + o el'ps =0, (3.73)
ovw ov\w
o = = . . 4
Y5 9lem)e B (3.74)

Forgando o vinculo (3.73) na préxima iteragdo, somos levados a Lagrangiana

simplética de ordem dois,
L® = Gops + Gsps + mwr + ows (3.75)

com V® = VM|, O vetor simplético de ordem um e a 1-forma simplética de ordem um

sao, respectivamente,

5(2)(1 = (Ch g2 P2 43 P3 772) ) (3.76)
a(BQ) = (0 p2 0 p3 0 w wz) ; (3.77)
com a matriz pré-simplética de segunda ordem escrita como
0 0O 0 0 0 ef'py, 0
0 0 -1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 e 0
= o 0o o 0o-1 0o 0 |. (3.78)
0 0O 0 1 0 0 —ett
—el'py 0 —e™ 0 O 0 0

0 0 0 0 e 0 0

Os modos-zero da matriz pré-simplética de ordem dois encontrados sao

vi = (1000000, (3.79)
v = (0 e 000 —10), (3.80)
ve = (000 e 00 1), (3.81)

Com V() = 0. Todos os modos-zero levam a simetrias de calibre, uma vez que o potencial

de ordem dois é nulo. Em todo caso

6&‘1 ql - 81 9 (382)
0e,@a = €lleg (3.83)
0esqs = €Teg. (3.84)
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Adicionalmente as simetrias de calibre do espago de fase candnico, os modos-zero indicam

as seguintes transformagoes de calibre para as variaveis auxiliares,

0T = €2, (3.85)
OcsTle = €3 (3.86)

Diferentemente das eqs. (3.82-3.84), as eqgs. (3.85) e (3.86) nao fornecem informagoes
essenciais em relacdo ao sistema descrito pela agao (3.59), uma vez que os multiplicadores
de Lagrange \i(= —1) and \y(= —1)2) sdo quantidades arbitrarias. Além disso, as eqs.
(3.82-3.84) contém parametros dependentes entre si, ji que a quantidade de pardmetros
independentes de uma teoria é igual ao nimero de vinculos primarios de primeira classe.
Para encontrarmos as expressoes definitivas devemos resolver os sistema (3.57-3.58) para

110SSO Caso.

Primeiramente precisamos computar as constantes de estrutura V?, C¢ dadas
pelas egs. (3.23) e (?7). Reescrevendo o conjunto de vinculos a fim de incluir vinculos
primarios, temos w; = p; como o Unico vinculo primario e Wy = e¥'py € W3 = —e? p3 como
vinculos secundérios, de modo que as constantes de estrutura nio nulas sao V32 = V33 =1,
C3, = C3, = —1. Como os vinculos secundarios surgem dos vinculos primdrios, haverd
somente um parametros de calibre independente. Para encontrar as relagoes entre os

pardmetros de calibre comegamos usando a eq. (3.57). Assim, para € = £3(t), temos

d
0 = d—i — 2V — NeCi,
= é—e+ e, (3.87)

entdao €2 = & + \e. Repetindo o passo acima para € temos
0 = e2—c'V2— Ny,
= e+ Me+Ne—et+Me4+ (W%, (3.88)

entdo ' = &+ 2\'é 4+ (A)2% 4 Me. A partir da eq. (3.37), identificamos a relacio \! = ¢;

e encontramos

Oeqr = &+ 28qy+ Gy + 47 (3.89)
deqa = (E+eg)e™ (3.90)
deqs = ee?. (3.91)

Conforme expresso em ref. [48], as transformagoes de calibre envolvem termos que dependem
da velocidade ¢;, quantidade indeterminada em termos de p e ¢ apenas, e da aceleracao ¢y,
que nao pode ser determinada pelas equagoes de movimento. Em todo caso, o formalismo

consegue lidar naturalmente com tais casos.
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3.4.2 Sistema de particulas B

Agora lidamos com um sistema simples que ilustra como funciona nosso esquema de
linearizacao da Lagrangiana e como as transformagoes de calibre podem surgir naturalmente

do algoritmo BW, tal como no caso anterior.

Considere a agao
-2

S = / (c_h(ql +q2) + %2 + qu3> dt . (3.92)

Os momentos canonicos sao dados por

OL
) 3.93
P = g (3.93)
e sao
o= qtaq, (3.94)
P2 = G2, (3.95)
ps = 0. (3.96)

Logo, a funcdo Hamiltoniana, que escolhemos como potencial simplético, fica

P
V(O) = 52 — {4293 , (397)
assim, da eq. (3.36), escrevemos a Lagrangiana linearizada como
2
L = paga + G1p — 52 + Q205 (3.98)

onde ¢ = ¢ +¢o. A partir da Lagrangiana lemos o vetor simplético e a um-forma simplética

de ordem zero como

f(o)a = <Q1 q2 P2 Q3), (3'99>
a0 — (gp P2 0 o), (3.100)

pelos quais calculamos a matriz pré-simplética de ordem zero,

0 -1 0 0
1 0 -1 0
(0)

= ) 3.101
faﬁ 0 1 0 0 ( )

0 0 0 0

com dois modos-zero,

o= (1010, (3.102)

vi = (000 1). (3.103)
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Usando a equagao para a condicao de consisténcia (3.7) encontramos dois vinculos,

av oV
= 44— =p,, 3.104
“ 0qi  Op b2 ( )
A%
(09)) aq?) q2 (3 05)

Impondo esses vinculos na Lagrangiana de ordem zero, obtermos a Lagrangiana de ordem

um,
LY = pago + Guip + fhwr + raws | (3.106)

com
g0 = (Ch 42 P2 h 772)7 (3.107)
a(ﬁ()) = (‘P p2 0 w w2)7 (3.108)

donde encontramos a matriz pré-simplética de ordem um

0 -1 0 0 0
1 0 -1 0 —1
£ = 1o 1 0 1 0], (3.100)
00 —-10 0
0 -1 0 0 0
com modo-zero,
vi = (1000 1), (3.110)

Usando a condigao de consisténcia (3.7) verificamos a inexisténcia de novos vinculos, uma
vez que o potencial simplético de ordem um ¢é igual a zero. Portanto, existem transformacoes
de calibre nesse modelo. As transformacgoes na superficie de vinculos, dadas por (3.20) e
(3.21) sao
deqn = €, (3.111)
0eq3 = —€. (3.112)

Ocorre que essas transformagoes também sao validas fora da superficie de vinculos.

Podemos verificar que as relagoes de calibre encontradas de fato deixam a acao

invariante, assim

05 = /(5591(91 + @2) + ¢10:q1 + q20-q3) dt (3.113)
= / (E(q + @) + Gre + qe£) dt (3.114)

d
= /%(qu)dt =0, (3.115)

como esperado.
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3.4.3 Sistema de particulas C

Nesse exemplo analisaremos um sistema cuja aplicacdo do método simplético fornece
as transformagoes de calibre corretamente, desde que se preste atencao corretamente
na maneira como sao definidos os multiplicadores de Lagrange. Nesse caso particular
as transformagoes na superficie de vinculos também sao validas no espaco simplético

completo.

Considere a Lagrangiana de ordem zero[68]
LO = dp, + 2p. — pape — yz (3.116)
com potencial simplético igual a
V =p.p. +yz. (3.117)

Identificamos o vetor simplético de ordem zero e a 1-forma simplética de ordem zero,

respectivamente, como

§€0 = (2 pe = peoy) (3.118)
af = (p. 0 p. 0 0). (3.119)

E possivel calcular o primeiro modo-zero como sendo
v = (0000 1), (3.120)

de modo que, usando a condigao de consisténcia (3.7), temos o vinculos

oV 0 o
w = =——=z=V=V| =p.p:
! o0&~ oy w1

e, de acordo com a eq. (3.37), temos a correspondéncia
N =—y . (3.121)
A préxima iteracao se inicia com a Lagrangiana de ordem um,
LW = d@p, + 2p. + 107 — pap- (3.122)

e matriz pré-simplética de ordem um,

L _
faﬂ -

o O O = O

0
0
1 1], (3.123)
0
0

o O o O
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com modo-zero dado por

Esse modo-zero gera o vinculo

(1) (1)
Wy = — V—i-aiv*
2 — @pz a)\o_pma

que implica em escrever o potencial simplético de ordem dois como

V@O =v® | =0.

wi

Finalmente, a matriz pré-simplética de ordem dois ¢é

0 —1 0 0
1 0 1
@ _ |0 110
fas = | 00|’
0 —1 0 0
0 -1 0 0 00

com um vetor simplético de ordem dois associado,
§€=(z po 2 po om0 m)
onde
m=—p:.
A matriz pré-simplética f) é singular com dois modos-zero,

vi=(10000 -1),
vi=(0 001 -1 0).

(3.124)

(3.125)

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)
(3.131)

Agora, de acordo com (3.20) e (3.21), temos as seguintes transformagoes de calibre

dex = €,
oem = —¢,
bop, = —€°,
021y = —e? )

ou, rearranjando usando as relagoes (3.121) e (3.129), temos

0.x = &€,
55pz = ¢ B
0y = €.
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Essas relacoes sao validas tanto on-shell quannto , como podemos conferir em seguida

utilizando-se o método descrito nesse capitulo.

Primeiro reescrevemos os vinculos considerando a existéncia de vinculos primarios,
assim escrevemos @; = p, como o unico vinculo primério e Wy = 2 e W3 = p, como os
dois vinculos secundérios. Tomando o potencial (3.117), as unicas constantes de estrutura
diferentes de zero sio Vi = V> = 1. Porque os vinculos sdo fungoes de primeira classe,
o gerador de calibre tem a forma G = elw; + 2wy + 3ws, mas somente um dos trés
parametros de calibre é independente. A relagdo entre os terceiro e segundo parametros é

dada pela eq. (3.57). Assim, fazendo €3 = ¢, temos

0 = - (3.139)
= 2=, (3.140)
0 = e2—¢'v? (3.141)
= el=¢. (3.142)

Das egs. (3.57) e (3.58), temos que o conjunto das transformacoes de calibre do sistema

em consideragao é

dex = €, (3.143)
5epz = ¢ ) (3144)
0.y = E. (3.145)

3.4.4 Teoria de Yang-Mills

Consideramos agora a Lagrangiana de Yang-Mills. Como nesta tese estamos mais
interessados na descri¢do de teorias de gravitacao sob a descricdo simplética, usamos essa
teoria por conta da relevancia do ponto de vista da teoria de Relatividade Geral. O interesse
vem do fato de que qualquer solugao das equagoes de Einstein podem ser associadas a uma
solugao anti-auto-dual de uma teoria Yang-Mills SO(3)[71], proposigao que fica evidente na
descricao com variaveis de Ashtekar-Barbero. Mais detalhes sdo apresentados no Capitulo
6. Nessa se¢ao apresentamos os resultados contidos em Ref. [29], com algumas alteragdes

indicadas no texto.

Inicialmente consideremos a Lagrangiana da teoria,

1 aurv a
L= _ZG . GW , (3.146)
onde
wa = F;j,, + Fﬁy , (3.147)

onde g é um pardmetro e I, = F},(A3) é um tensor anti-simétrico arbitrario. Supomos

que os campos A}, satisfazem a dlgebra nao-Abeliana

{4, ALy r = g Az, y) (3.148)
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onde %40 = % (A%) também é um tensor anti-simétrico arbitrario e A(z, y) = s (z —y).
Usando os momentos candnicos

™ =0, (3.149)
Tl o= 00AY+ ;AL + gIy; . (3.150)

Nesse caso, usando os momentos canénicos como variaveis auxiliares para a lineari-

zacao da teoria, temos a Lagrangiana de grau zero

. 1 . ) ~ ) 1 . . - o~
LO =7l AL — —n%inl — OV AG + gFgr — S (FAF™ + 2gF*I g + g*FSF*)

2 4
(3.151)
o tensor simplético de grau zero
§0%(x) = (A(x) mi(x) Ag(n) (3.152)
e a 1-forma de grau zero
af (') = (rb(a') 0 0) . (3.153)

Note a auséncia da coordenada 72 — que é efetivamente o vinculo primério w? = 12 — no
0 1 0

vetor simplético de ordem zero. Como demonstrado na se¢do anterior essa auséncia nao

representa um obstaculo para a obtencao das transformacoes de calibre da teoria, sejam
on-shell ou off-shell.

A matriz pré-simplética de ordem zero é

0 —5ij5ab(5(3) ([IZ’ — iL',) 0
fc(y%) = | 6;:6"6® (x — ) 0 0f, (3.154)
0 0
como modo-zero
vi(@)=(0 0 1) . (3.155)

O modo-zero da primeira iteracao leva ao descobrimento do vinculo
w® = D%t (3.156)

onde o operador D% ¢ dado por

5 FbOi
JAL

DY = §ebgi 4 (3.157)
Restringindo o espago simplético a regiao delimitada pelo novo vinculos, temos que
a densidade Lagrangiana simplética de grau 1 é

. . 1 . 1
E(l) :W;}A?_'_waﬂa_ [ﬂ'azﬂ'?—l— (E

5 1 CEY 4 2gFUIEY + ggﬁjﬂgﬁaij)} . (3.158)
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com 3% = Af. O vetor simplético correspondente é

(€W*(2) = (A2(2) mi(a) po() (3.159)
e a 1-forma associada ¢ igual a
ag)(x’) = (Wl?(x’) 0 wb(x’)) : (3.160)

J

Dadas as informacgoes acima, encontramos a matriz pré-simplética de ordem um,

b
0 — 5,676 (2 — ) St

(F9) = | 6,:806® (& — ) 0 (5‘1’785/ — gfabcA§) 68 (z — ')
o — (0707 — 9fracAS) 0P (2 — @) 0

(3.161)

O modo-zero associado & matriz f(1) é

V() = ([ d*ya00® (@ —y) — gf " Asw) [ Pysme  87)  (3.162)

Aplicando esse modo-zero a eq. (3.20) e (3.21) encontramos

BAT = (070, — gf™e A (3.163)
5.5% = &, (3.164)
ou
5.A% = (D), (3.165)
5.AT = (9he)? (3.166)

onde a derivada covariante D é definida implicitamente por D;e® = (§90; — g f¢ A¢)e’.

O resultado encontrado no algortimo BW para a transformagao de calibre de Af,
(3.166), ao contrario do afirmado na Ref. [29], difere do resultado obtido pelo método de
Dirac. Ocorre que o resultado obtido pelo algoritmo BW ¢ valido somente na superficie
de vinculos, enquanto no método de Dirac obtemos o resultado em todo espago de fase.

Abaixo obtemos o resultado no espacgo simplético completo.

Do célculo dos momentos a partir da Lagrangiana (3.146), temos que existe apenas

um vinculo primario de primeira classe,
wi =my(x) , (3.167)
além de um vinculo secundario de primeira classe,
ws = [Dimi)* = 0 () + fape AL(2) 7 () ~ 0. (3.168)
A Hamiltoniana candnica é

1 a,_ia 1 aij a a a
H:/d3x {27@# +1F TEL + Ag(Dymy)™ | (3.169)
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De modo que as constantes de estrutura nao nulas sao

V2@, Y)a = 0z —y)da , (3.170)
‘/22(1,7 y)ab = gfabcA005(3) (fE - y) 5 (3171)
0222(1‘, Y, Z)abc = gfabcAOC(S(g) (37 - y)é(s) (y - Z) . (3172)

Assim, das eqs. (3.57), temos
Boey(x) = () + g fareA” ()5 () - (3.173)

Tomando e§(x) = €%(x) como os parametros de calibre independentes e resolvendo a

equacao acima para £ temos
0AG () = /d3y{AZ(3:), G(y)} = (Doa)* — (D;a)* = (D,ya)* (3.174)
ou, separadamente para A{ e A,

5.AT = (D) (3.175)
5.AS = (Dge)" (3.176)

como esperado[72].

Na superficie de vinculos, os resultados dos métodos BW e de Dirac concordam
(veja também [29]). Contudo, fora dessa superficie em geral as respostas sao diferentes. A
concordancia entre os métodos simplético e de Dirac pode ser obtida usando o formalismo

aqui introduzido.

3.5 Conclusoes

Conforme discutido na introducao deste capitulo, transformacoes de calibre off-shell
nao teriam, a principio, qualquer contribuicao em teorias classicas. Entretanto, vale a pena
comentar que o formalismo de quantizagdo geométrico de Becchi-Rouet-Stora-Tyutin leva
a simetrias BRST onde fantasmas aparecem misturados com outros campos da teoria[73],
indicando que em estudos sobre invariancia de calibre todos os campos, incluindo os
virtuais, devem ser tratados como um tnico objeto geométrico[74]. Como a simetria BRST
pode ser descrita em um contexto estritamente classico, contanto que sejam incluidas
varidveis de Grassmann na andlise do espago de fase[75-77], fica claro que simetrias de
calibre off-shell também podem ser discutidas do ponto de vista da fisica classica, a
depender do contexto matematico da discussao[78]. Podemos afirmar que o formalismo
desenvolvido neste capitulo ¢ de interesse geral, isto ¢, no contexto quantico mas também

em mecanica classica.

Quanto a potenciais vantagens do método em questao em relagao ao método padrao,

nao ha qualquer diferenga entre encontrar as expressoes para transformacoes de calibre no
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formalismo simplético e encontra-las no formalismo de Dirac. O desenvolvimento segue
essencialmente a mesma linha e os resultados coincidem. Entretanto a deducao formal
em termos de geometria simplética oferece uma maior area de intersecdo com outros
métodos matemadticos topoldgicos, como a quantizagdo BRST-BV (Ver Ref. [79], cap. 4) e

o formalismo BFV[80], dada a énfase na redugao simplética.

Na sec¢ao 3.3 vemos a importancia de se considerar a existéncia dos vinculos
primarios para a obtencao do conjunto das transformagoes de calibre. Essa caracteristica
¢é digna de nota porque, como o algoritmo BW est4 definido a partir da Lagrangiana
linearizada, em geral ocorre de os vinculos primarios nao aparecerem explicitamente no
formalismo. Todavia é importante dizer que a classificagao dos vinculos entre primarios
e secundarios nao é arbitraria e a ordem com que ocorrem na teoria é crucial para a
solugdo correta das egs. (3.57) e (3.58). Tomemos por ilustracdo dessa afirmagao o exemplo

apresentado na secao 3.4.1. Fagamos uma inversao entre o vinculo primario e o vinculo

terciario, nesse caso w; = —e?'p3, wo = €'y € w3 = py, levando as constantes de estrutura
ndo nulas V& = V' =1 e O3, = C3; = —1. Assim, fazendo ¢ = £3, obtemos

e = 0, (3.177)

2 = ¢, (3.178)

oA = & /5dt ke (3.179)

Resultado que fornece equagdes completamente diversas das obtidas seguindo-se a classifi-

cacao dos vinculos. Errando inclusive o nimero de parametros independentes de calibre.

Em resumo, o método aqui desenvolvido para a obtencao das transformagoes de
calibre em todo o espaco de fase se mostra completamente coerente com o método segundo
o formalismo de Dirac. O carater explicitamente geométrico do formalismo empresta algum
interesse na investigacao de aspectos formais das simetrias de calibre. A classificacao dos
vinculos entre priméarios e secundarios se mostrou essencial na descri¢ao simplética das

simetrias de calibre.
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4 Formalismo ADM da Gravitacao

4.1 Introducao

A formulagao da teoria de gravitagdo de Einstein em linguagem canonica é interes-
sante sob diversos aspectos, tal formulagao é atingida com o formalismo Arnowitt-Deser-
Misner. O formalismo ADM, desenvolvido na década de 60[13,81-93], é perfeitamente
equivalente a RG geométrica, porém reescrita na linguagem de teorias de calibre. A formu-
lacao consiste em “quebrar” a covariancia explicita das equagoes de Einstein, separando
direcoes espaciais das temporais e assim fornecendo uma noc¢ao de tempo e evolugao
temporal em teorias de gravitagdo. Assim como ocorre em espagos-tempo com a métrica de
Minkowski, em geral' também podemos adotar uma superficie “espacial” tridimensional e
escolher uma quarta coordenada perpendicular ao plano considerado e adoté-lo como o

eixo do “tempo”, onde deve ser arbitrado qual das duas diregoes possiveis é o futuro.

Seguindo o raciocinio em Ref. [14], nessa formulacao a fun¢do Hamiltoniana é
descrita como uma combinagao de vinculos, H = Nwy + N%w,, o que implica em dizer que
a Hamiltoniana é igual a zero no dominio das equagoes de movimento, ou H ~ 0. Esse fato é
fundamental no entendimento de como a geometria se transforma em mecanica[l4,96] e do
que significa se ter uma teoria invariante por transformagoes de coordenadas. Em todo caso,
¢é possivel mostrar que qualquer teoria de particulas pode ser parametrizada, simplesmente
elevando em um o ntimero de graus de liberdade, anulando a funcao Hamiltoniana?® e,
assim, criando efetivamente uma agao geralmente covariante. O que a formulacaio ADM
explicita ¢ que RG ¢é uma teoria parametrizada a priori. Nesse caso os parametros sao

quatro: as coordenadas do espago-tempo {x*}.

Por se tratar de uma teoria de calibre, sao as grandezas globais aquelas que
retém significado fisico. Um exemplo importante de variavel global é a energia E do
campo gravitacional. A partir do formalismo ADM, F ¢é definida a partir do vinculo
Hamiltoniano wy, tomado como conjugado do tempo assintotico — no infinito espacial
-, como E = [y Vigh = Js,,.. —wo. Sendo que uma definicio andloga ¢ feita para
extensoes covariantes arbitrarias de RG[97,98]. Esse exemplo é uma amostra do horizonte

tedrico que o formalismo ADM inaugura no estudo de teorias de gravitagao.

Outros importantes problemas investigados a partir do formalismo ADM estao os
das ondas gravitacionais[88,99-102], a auto-energia de particulas massivas e carregadas e

interagoes pés-Newtonianas particula-particula[103,104], além de uma ampla literatura

1 Na verdade nem sempre é possivel fazer uma foliacdo do espaco-tempo, para que essa foliacdo possa

ser feita globalmente a variedade precisa ser globalmente hiperbélica. Mais detalhes em [94] e [95].
2 Ver Sec. (A.6.4).
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cobrindo problemas de cosmologia — energia escura, matéria escura —, astrofisica —, constru-
¢ao de modelos tedricos — extensdes de RG, SUGRA —, radiac¢do gravitacional —, integragio
numeérica, quantizacao etc. Podemos dizer que o formalismo ADM foi uma das principais

contribuigoes a fisica gravitacional, com um imenso legado ainda em expansao.

Nesse capitulo abordamos como ¢é feita a foliacdo do espacgo-tempo partindo da
teoria geométrica Riemanniana de Relatividade Geral até chegar nas equagoes para a
variedade imersa 3 + 1. As principais referéncias utilizadas nesse capitulo sao [105] e [106],
onde esse tltimo, conforme apontado pelo autor, é basicamente uma revisao de [94] com
os calculos expandidos. Como importante literatura do ponto de vista do detalhamento
dos célculos e discussoes tedricas apontamos a Ref. [107], onde sao tratados os tépicos do

formalismo ADM da gravitacdo e sua quantizacdo candnica.

4.2 Geometria Riemanniana

4.2.1 Variedades Riemannianas

Comecemos por definir o cenario mateméatico utilizado para expressar os fenémenos

gravitacionais na teoria da relatividade geral.

Definicao 15. Seja M uma variedade diferencidvel, seja também U,V € T,M. Uma
métrica Riemanniana g em M é um mapa T,M @ T,M — R que satisfaz os sequintes

axiomas em cada ponto p em M :

e gp(U, V) = g,(V.U),

e g,(UU) >0, onde g,(U,U) =0 se, e somente se, U =0.
Com gy = g |p-

Uma variedade Riemanniana é uma variedade dotada de uma métrica Rieman-

niana.

Seja (U, ¢) uma carta em M e {z"} as coordenadas. Podemos escrever

9p = Guv(p)dz" @ dz" . (4.1)
De modo que
o 0
9w (P) = Gy 90 9 | = gu(p)  (pEM). (4.2)

Chamamos comumente de métrica a quantidade

ds* = ¢ (dm“a d:r;”a> = dz"dx" g (8, 0 )
oxH

ozH’ folnd ox?
e gu,,dx“dx” . (43)
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Stricto sensu, o tensor métrico é g = g, dx* @ dz"”.

Seja M uma subvariedade (definigdo 11) m-dimensional de uma variedade Rie-
manniana N com métrica gy. Se f : M — N é um mergulho que induz a estrutura
de subvariedade em M, o pullback f* induz a métrica natural gy, = f*gy em M. Os

componentes de gy sao

ofeofr
gM/ﬂ/(x) = gNaﬁ(f(x))axu % ) (44)
onde os f* denotam as coordenadas de f(x). A métrica induzida é definida por
a B
G dr" @ dz” = dag gi; giv dat @ da" . (4.5)

4.2.2 Transporte paralelo e derivada covariante

Para comparar dois vetores em pontos diferentes de uma variedade devemos,
em analogia com o caso Euclidiano, encontrar uma defini¢ao adequada de transporte
paralelo, isto é, para o procedimento de reter toda a informagao contida em um vetor
num dado ponto e descrevé-la equivalentemente em outro ponto da mesma variedade.
Heuristicamente podemos entender o problema da seguinte forma. Seja V |z+az O Vetor

V' |, paralelamente transportado para = + Az, exigimos que

Vi (x + Az) = V*(z) o« Az, (4.6)
(Ve W) (z 4+ Az) = V(x4 Az) +WH(z + Az) . (4.7)
A derivada covariante de V' com respeito a z* pode ser, entao, definida por
_ VHz+Ax) — Vi(z 4+ Az) 0 _[(ovH e | O
Al = Az oor  \ow Vb dxh (48)

e indica um vetor em = + Az resultante da diferenga entre os vetores V |,inz € V' |oian
definidas no mesmo ponto z + Az. Para uma variedade Riemanniana existe uma escolha
preferencial para I', chamada de conexao de Levi-Civita.

Uma definicao de I' que satisfaca a simetria Fl’)y = Ff,‘u e forneca um vetor transpor-

tado paralelamente de modo a preservar sua norma nos leva a definicao formal de conexao

afim.

Definicao 16. Uma conexdao afim V ¢é um mapa V : X(M) x X(M) — X(M), ou
(X,Y) = VxY, que satisfaz as sequintes condigoes

Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ, (4.9a)
Vi Z =VxZ+VyZ, (4.9b)
VixY = fVxY (4.9¢)
Vx(fY)=X[f]Y + fVxY, (4.9d)

onde f € F(M) e X,Y,Z € X(M).
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Tome uma carta (U, ¢) com coordenadas x = ¢(p) em M, definimos os coeficientes

de conexao I'}, como

Ve, = Ve e, = e\l (4.10)

vy

onde e, = {0/0z*} na base coordenada em 7,,/M. Como consequéncia temos que a derivada

covariante de um vetor W em relacao a um campo vetorial V' é dada por

vVVV = Vﬂv% (Wyel/) = V”(E#[W‘u]ey + Wyveuel’)

a A v v
% ( axlu + W Fjw) ex=VHV W e, , (4.11)
ou
[ a” A VA
VW= S+ WU, (4.12)

A derivada covariante de um campo escalar f € F(M) é definida como a derivada

direcional ordinaria

Vxf=fIX]. (4.13)

Exigindo que a derivada covariante obedeca a regra de Leibniz para quaisquer produtos
tensoriais, como {w,Y) € F(M) para w € QY (M) e Y € X(M), temos

X[(w, V)] = Vx[w, V)] = (Vxw,Y) + (w, VyY) . (4.14)

Escrevendo ambos os lados em termos de suas componentes, temos

(Vxw)y = X!Ouw, — X'T7,wh - (4.15)
Generalizando para um tensor tﬁiiiiﬁ’;’ temos
Al A o Al A Al gKA2... A ApgA1...K
Vvtui...;fé o 5#15#1..#2 + Fvétm%.qu +oF FVztliim#q
AL ALA
=Lt — o = Do s (4.16)

Em particular, para a métrica g,,,
Vug)\,u = a1/9/\,u - szg/{u - Fgug)\n . (417)

Agora colocamos a exigéncia de que a derivada covariante da métrica seja nula, em
outras palavras exigimos que a derivada covariante seja compativel com a métrica g, da
variedade Riemanniana, isto é equivalente a demandar que o produto interno entre dois

vetores transportados paralelamente por uma curva se mantenha constante, ou

Vﬁg,uzz =0. (418)
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Da Eq. (4.17), temos
Qe — Toagrp — Thugan = 0. (4.19)
Combinando permutagoes ciclicas de (A, i, ) definimos o tensor torgao

Notavelmente, simetrizando a conexao, temos

e, = Tf,, +If

(wv) (uv]
_ { " } + KL (4.21)
J11%
Chamamos o primeiro termo de coeficientes de Christoffel e é dado por
K 1
= 59 (a,ugu/\ + 5’1/9”,\ — 8,\QW) 5 (422)
1%
enquanto o segundo é chamado de contorsao e é dado por
K — 1 K K K
K, = §(Ty LT, =10 (4.23)

Se o tensor de tor¢ao se anula numa variedade M, a conexao métrica é chamada

de conexao de Levi-Civita.

4.2.3 Curvatura

Defini¢ao 17. Definimos o tensor tor¢gdo T : X(M) @ X(M) — X(M) e o tensor de
Riemann Rie : X(M) @ X(M) @ X(M) — X(M) por

T(X,)Y) = VxY—-VyX—-[X,Y], (4.24)

Rie(X, Y, Z) = VXVyZ — VYVXZ — V[Xy}Z . (425)

T é um tensor multilinear de tipo (1,2) e de forma T'(X,Y) = X*Y"T(e,, e,). Com
respeito a base coordenada {e,} e a base dual {dz"}, suas componentes sao
T’\W = (dz*,T(e,,e,)) = (dz*,V,e, — V,e,)
= (da*\T,en—TP ey =T0, =T, . (4.26)

E os componentes de Rie, denotados por R, ,, sao

R, (dz", Rie(e,, e,)ey) = (dz”, Rie(e,, e,)en)
= <d$ﬁ> VM(FZABU) - VU(FZ)\Q'U)>
(dz", (0,17 )en + FZ,\Ffme& - (GVFZ)\)en - FZ,\FEn36>
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Tem-se imediatamente

T, =-T), ,R",, =—R%,, . (4.28)
A partir do tensor de Riemann construimos o tensor de Ricci Ric como
Ric(X,Y) = (da", Rie(e,,Y)X) , (4.29)
cujos componentes, denotados por R, sao
R, = Ric(ey,e,) = R’\W\V : (4.30)
Contraindo os indices do tensor de Ricci obtemos o escalar de curvatura
R = ¢" Ric(ey,ev) = g™ R, . (4.31)
4.2.4 Equacado de Einstein
O tensor de Riemann satisfaz as seguintes simetrias
Ry = —Riwy (4.32)
Royw = —Ryew (4.33)
Row = Ruvex, (4.34)

com Ry = gNCRC/\W. Munidos dessas relagoes podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4 (Identidades de Bianchi). Seja Rie o tensor de Riemann definido com

respeito a conexao de Levi-Civita. Entao Rie satisfaz as sequintes identidades,

Rie(X,Y)Z + Rie(Z,X)Y + Rie(Y,Z)X =0 (4.35)
primeira tdentidade de Bianchi
(VxRie)(Y,Z)V 4+ (VzRie)(X,Y)V + (VyRie)(Z,X)V =0 (4.36)

segunda identidade de Bianchi

Em termos de suas componentes, as identidades de Bianchi sao

R, + R+ R\, =0 (4.37)
primeira identidade de Bianchi
(ViB) sy, + (V) or + (Vo R) Sy, = 0 (4.38)

segunda identidade de Bianchi

Contraindo os indices £ e u da segunda identidade de Bianchi, obtemos a importante

relagao

(ViR + (V. R, + (VuR) \e =0. (4.39)

AVK
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Contraindo os indices A e v, obtemos V,(Ré% + 2R!) = 0, ou
V,.G" =0. (4.40)
Onde G* é o tensor de Einstein, definido por

1
G = R — Zg"R. (4.41)

4.2.5 Acao de Einstein-Hilbert

De acordo com a teoria da Relatividade Geral de Einstein, a atragdo gravitacional
entre dois objetos é efeito da curvatura do espaco-tempo. A matéria determina a confi-
guracao geométrica do espago-tempo, ao mesmo tempo que o espago-tempo determina o
movimento da matéria. A descrigdo precisa da dinamica dum sistema gravitacional classico

é obtida através da solugdo da Equacao de Einstein,
Gp,y = ’%T;Ll/ s (442)

onde x ¢ uma constante introduzida para reproduzir o limite Newtoniano e 7}, é o tensor

de densidade de momento-energia.

A acdo que leva a equagao de Einstein é conhecida como acao de Einstein-Hilbert

e é definida por

1 4
Swtt =5 / Ry/—gd'z . (4.43)

As equacgoes de Einstein sao obtidas através da extremizacao da acao de Einstein-Hilbert,

ou seja, fazendo-se 0Sg_g = 0. Realizando esse procedimento, temos

5R\/ -9 = 5(gij,Lw\/ _g)
= 0g" Ruv—9+ 9" 0RV—g+ R6(\/—g)

= —g"g" g R
1
+9" (Val*,, = V.05, ) V=g + BV 99" 0,0 (4.44)
Onde usamos
o9 = 99"0guw , (4.45)
09" = —g""g"0gux , (4.46)
0R, = V.I%, —V,I%, . (4.47)

O segundo termo é uma derivada total

Vi (901", =) = Vo (9017, v/ =9) (4.48)



74 Capitulo 4. Formalismo ADM da Gravitagdo

e portanto seus termos se anulam na borda. Dos termos restantes obtemos

1 1
551 = 5 / (—R“” + 2gWR) 5gu/—gd'z = 0 . (4.49)
K
Ou equivalentemente,

1
G/u/ = Rp,u - §guuR =0. (450)

Agora consideremos acao de Einstein-Hilbert mais uma contribuicao de matéria

qualquer como

St = / L($)/—gd's | (4.51)

onde L(¢) é a densidade Lagrangiana da teoria considerada. Fazendo a extremizagao
da acao de matéria com respeito a métrica, obtemos o tensor momento-energia 7},

definido por

1
0Su = 3 /T‘“’égwﬂ/—gd% : (4.52)
Assim,

o _ 2 6y
SNV

Pelo o principio da minima acao , §(Sg_g + Sp) = 0, donde obtemos finalmente a equagao

(4.53)

de Einstein

G = KT, . (4.54)

4.3 Geometria de Hiperssuperficies

4.3.1 Foliacao do Espaco-Tempo

A formulacao adequada de uma teoria candnica para a gravitacdo requer uma
separagao do espacgo e do tempo. No contexto de relatividade especial, existe uma escolha
natural para a coordenada temporal, além disso a métrica é invariante pelas transformagoes
de especial interesse, as transformacoes de Lorentz. Ja para o caso geral nao existem
simetrias de fundo ou observadores inerciais prediletos, tornando a nocao de tempo muito
mais generalizada. Nesse caso podemos simplesmente considerar superficies “espaciais”,

digamos Y., parametrizadas para alguma funcao ¢t € R constante, assim M = ¥ x R.

Em geometria Riemmaniana, dada a funcao ¢, sempre existe um vetor normal a >
dado por V#t. Para todo campo vetorial s € T'> a t constante, temos que g,,s"V"t =
sVt = 0.
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Agora falta apenas definir um vetor que aponte na direcao da passagem do “tempo”.

Da nao degenerescéncia da métrica definimos o vetor normalizado

VHt

nt = , (4.55)
v/ —gagvatvﬁt
tal que g,snn” = —1. Exigimos que esse vetor nao mude de sentido (o qual denominamos

futuro), assim n#*V,t > 0.

Esta divisao do espago-tempo fornece a subvariedade ¥ uma estrutura riemanniana

propria. Temos, entao, a métrica induzida definida por
hyw = g +npuna (4.56)

que é unica por conta de sua propriedade de operador projetor, a saber, verifica-se

imediatamente que

BB = b (4.57)
hyn” =0 (4.58)

e
huws” = guws”, vV e TY. (4.59)

Podemos considerar h,, como sendo a parte espacial de g, , definindo uma métrica positivo
definida em ¥, dai simplesmente escrevemos hyp. Assim A% equivale & inversa de hg, quando

aplicada a vetores tangentes a ..

Nas segbes abaixo até a segao (4.4) usaremos a notagao com indices a,b,c etc,

significando que, dado um vetor s* € TM, a =0, 1, 2, 3.

4.3.2 Derivadas Temporais

Segundo a interpretacao da métrica induzida h,, como sendo a métrica espacial,
faz sentido definirmos uma derivada temporal da métrica induzida. Introduzimos o campo

vetorial evolugdo temporal t* para definir a diregdo da derivada temporal, que é dado por
'Vt =1. (4.60)

Esta condigdo, junto com uma a condigdo t*V,s’ = 0, com s € TS, garante que (4.60)
possa ser interpretada como uma componente temporal. Podemos simplesmente decompor
t* em

$% = n°N + N° (4.61)

onde utilizamos a defini¢ao a seguir.
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Definicao 18. Definimos funcao lapso e vetor deslocamento, respectivamente, por

N = —n,t* e N*=h", . (4.62)

Com isso é possivel escrever a seguinte proposigao [105]:

Proposicao 1. Seja T um tensor arbitrario definido em M, sua derivada temporal é dada
por

[a1,..an  — 1a1 an 7,d1 d ClyerCn
T — hcl o e hcn hbl LR hb:sﬁtT dla-n,dm 9 (463)

bi,eisbm —

onde L; ¢ a derivada de Lie ao longo do vetor evolugdo temporal t*.

4.3.3 Curvatura Intrinseca

Da equagao (4.55), em geral temos que

ot — { —1, se X é tipo-espaco, (4.64)

1, se X é tipo-tempo .

Para o caso em que o produto interno é nulo, é possivel construir uma conexdo de
Lewi-Clivita tnica D, sem tor¢ao e com métrica compativel com 3 [94]. A prépria métrica
espacial é uma quantidade intrinseca, e como ela é de fato uma métrica em > é possivel

definir o operador D,, tal que D,hy. = 0 :

Definicao 19.
QAl,eesGn . 1Q ai 1.e e d1,...,d
DT = hgt . hgEhgt . g hIN T (4.65)

A derivada covariante D, imediatamente satisfaz a condicao de linearidade, a regra

de Leibniz e preserva a métrica espacial. De fato,
hAREhIN thae = BERERIN (Gae + mane) =0, (4.66)

onde usamos que g4 é covariante a Vy, além da relacao (4.58). Com uma derivada

covariante definida é possivel definir outras quantidades geométricas da foliacao.

Definicao 20. O tensor curvatura intrinseca é definido como o tensor de Riemann
tridimensional
®R? , wyq = DyDyw. — DyD,we (4.67)

abc

para todo w. € T*X.

Como usamos somente a derivada espacial D,, aplicada a formas espaciais w, ,

(3)Re , é definido intrinsecamente. Do tensor de Riemann intrinseco obtemos o 3-tensor de

Ricci e o 3-escalar de Ricci usando as contragoes usuais.
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4.3.4 Curvatura Extrinseca

Acabamos de identificar que a curvatura intrinseca é uma quantidade completamente
definida na secao espacial do espago-tempo, logo falta a informagao associada a derivacao

na direcao temporal. O resultado é derivacao da componente geométrica extrinseca.

Ao contrério da geometria intrinseca, que se aplica somente a variedade (X, hgp),
nao importando como ela esta imersa na variedade do espaco-tempo, a geometria extrinseca
de ¥ em ¥ x R se refere ao modo como a variedade imersa ¥ “se dobra” em torno de sua

vizinhanca. Isso significa que, em geral, n® é variavel ao longo de .

Definicao 21. O tensor de curvatura extrinseca é definido por

Kapy = Dany = hShiV,ng . (4.68)
O tensor K, possui as seguintes propriedades titeis para nossa exposicao:

1. Ko = hiV.ny = Vany + nynVeng. Ou seja, pode-se dispensar um projetor da
definicao de D,. Prova:

Ko = hihiVeng = (08 + nyn®)hV ng (4.69)

= heVenp +nynhe . (4.70)

Notando que n4V ng = (n¢Vng + ngVend) = 1V . (ngn?) = 0, temos o resultado.

1
2 2

2. B simétrico, K, = Kp,.
3. A curvatura extrinseca é dada pela metade da derivada de Lie da métrica induzida
ao longo do vetor normal
1
Ky, = §£nhab. (4.71)

A demonstracao é imediata:

Lohay = nVehay + hayVan© + hee Vpn® (4.72)
= n°V.(n.) + Vany + Vin,
= (65 +nn)Veny + (05 + npn®)Ven,
= hoVeny +hVeng = Koy + Ky = 2Ky, -

4.
1 .
Kap = 557 (hay = DalNy = DyNa) (4.73)
onde hab = hghl‘fﬁthcd. Esse resultado segue de
1
Kab = iﬁnhab (474)
1
= gy NnVehay + hayVa(Nn®) + hoeVo(Nn%))

1
o heh (Lihea — Lyhea) |

1 C
= oLt = 5,
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onde fizemos a substituicao Nn® = t* — N,

4.3.5 Decomposicao da Métrica

Definigao 22. Sejam (y*) as coordenadas induzidas da superficie ¥, chamamos de

coordenadas adaptadas a foliacao as coordenadas

= x*(y?) . (4.75)

O operador projecao pode, entao, ser escrito como

ox®
o _ _ 4.76
= (1.76)
E o elemento de linha de »; é
ox® 0z
2 a,j..B a b a b
dsy, = gapdr®dx” = gags <8ya dy ) <8ybdy ) = hapdy®dy’ , (4.77)
de modo que a métrica induzida é dada por
hab = gagele) . (4.78)

Expandindo a 3-métrica induzida h relativa as coordenadas (z') € %, temos a
métrica

Como o vetor deslocamento é tangente a superficie ¥J;, a métrica induzida pode ser

usada para abaixar e levantar indices desse vetor,

N; = hij N7 . (4.80)

A expansao da métrica do espago-tempo ¢ nas coordenadas correspondentes é a
métrica
g = gapdax®da” . (4.81)

Como g é um morfismo que leva dois vetores em um nimero real, podemos ver seus

componentes como a fungao

Gos = 9(0s, Oy) . (4.82)
Portanto, utilizando (4.61), temos
g0 = 9(3:,0) = t°t (4.83)
= (n*N+ N*)(n.N + N,)

= —N?4N°N,,
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onde utilizamos n,n* = —1, da eq. (4.55), e n*hy, = 0, da eq. (4.58). Também

901':9(5;,51') = {'51‘

= N,(0°0;) = N,0° (4.84)
N;

9i; = 9(0;, 0;) = 51' - 0j = hyj . (4.85)
Portanto, a matriz que representa a métrica do espaco tempo em uma, foliacao 3+ 1
goo  9oj —N? 4+ N‘N; NI
Jop = = Z. : (4.86)
Podemos entao avaliar explicitamente a métrica do espacgo tempo:
gudatdz’ = (—N?+ N;N")dtdt (4.87)
+Njdtda? + N;dtdz' (4.88)
+hijdx'da’ (4.89)
= (=N?+ N;N")dtdt (4.90)
"—h”d.’lﬁldl’] s ( )
e obtemos a 2-forma métrica do formalismo ADM.

Gudz’dz” = —N?dtdt + hy;(dz' + N'dt)(dx? + N7dt) . (4.93)

Esse resultado chave é o verdadeiro inicio do formalismo ADM, a partir daqui
podem ser derivadas as equacoes de Hamilton para a Relatividade Geral e outras teorias
de gravitagao. Agora passemos a procurar a 2-forma dual da métrica. Suponha que a

métrica dual tenha a forma

00 0j k
P N = R I (4.94)
gz gw I bjk

Por defini¢ao, o produto interno das duas matrizes tem que ser a matriz identidade,

—~N? 4+ NiN; NJ a oF 1 0
i A= . (4.95)
N hi]’ vl W 0 5219

Da multiplicacao da primeira linha de g,, com a primeira coluna de g**, temos

(=N?*+ N;N’)a+ Njv; =1. (4.96)



80 Capitulo 4. Formalismo ADM da Gravitagdo

Da multiplicagao da segunda linha de g,, com a primeira coluna de g*#, temos

alN; + hl’jUj =0=alN; =v; . (497)
Assim, temos
(=N? + N;N%)a — aN;N7 = 1. (4.98)
Das equagcdes (4.97) e (4.98), temos que a = — 55 e v/ = % Da multiplicacdo da
segunda linha de g,, com a segunda coluna de g** temos que
, N;N*¥
N,-vk + hwbjk = 5ik = 5zk — W R (499)
o NiNJ
bl = p — N (4.100)

Logo, a matriz métrica dual de g,, ¢

" gOO g(]j _ﬁ % (4 )
gt = T = N 101
g’LO gw % hii — NNJ;” )

Utilizando a regra de Cramer[108] é possivel estabelecer o determinante da métrica
ADM do espago-tempo. Primeiro, denotemos g = det(gag) € h = det(h;;). Observe que g e
h sao independentes das coordenadas.
Da regra de Cramer
h
=== (4.102)
g
Assim, temos que
Portanto, a relagao entre o determinante da métrica do espac¢o tempo no formalismo usual

ﬁ 1
g

e o determinante da métrica induzida é

V—g9=NVh. (4.104)

4.4 Relacoes de Curvatura

A curvatura do espago-tempo é completamente descrita pelas curvaturas intrinseca
(4.68) e extrinseca (4.67) de X, da mesma forma que a métrica induzida h,g e o vetor
normal n* descrevem a métrica g,,. Somente as quantidades de 3-curvatura por si s6
nao descrevem toda a informacao sobre a curvatura da variedade foliada, como é possivel
mostrar através da contagem de componentes independentes: O tensor de Riemann de n
dimensoes tem n?(n?—1)/12 componentes independentes, o que resulta em 20 componentes
independentes para n = 4 e 6 para n = 3, tomando o tensor de curvatura extrinseca que
fornece mais 6 componentes, temos um total de 12 componentes de 3-curvatura contra 20
de 4-curvatura. Essa aparente contradi¢ao é resolvida ao encontrar qual a correspondéncia

entre o tensor de Riemann e os tensores de curvatura intrinseca e extrinseca.
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4.4.1 Relacoes de Gauss
A primeira relacao que temos é a equagio de Gauss
5 po 5 5 5
hohdh I hP R, =P R, + KooK — Kgo K, (4.105)
que segue de

DoDsw, = Duo(hgh,'Vswy) = b hg'hV4(h, b,V sw,) (4.106)
= hh b,V g Vswy + b, (hlhy Vb Vew, + by (h SR,V ghy) Vsw, |

mas
hhg' Voh,! = hlhg'V (g5 +nyn’) = nhg'Van, = Kagn® (4.107)

também
hy (hSh,SV sh, )V swy = by Kown"Viswy = —Kaghdwy Ven" = —Ko Kg'w, . (4.108)
Portanto,

R sy = DaDpw, — DsDow, (4.109)
= hlhih,(VsVswy — VsVwy) — Kawk 5wy + Kgo K wy, .

O que prova a identidade.

4.4.2 Relacdes de Codazzi
A equagdo de Codazzi
e B h5 Ragusn® = DyK gy — DyKy, (4.110)
segue diretamente fazendo

he B b5 Ragesn® = ho R0 (VaVs — VVa)n,
= W0 (Valgs Vane) — V(9. Van))
= D,Ky — hanh@hgva(ngnﬁvdnﬁ) — DyK,, + ho‘nh%h’yv[g(nan‘svfmn)
= D,K4, — DyK,p, — h% 10" (n°Vsn,)(Vang — Vana) (4.111)

considerando que o ultimo termo é nulo por conta da simetria da projecao espacial de

Vang, temos demonstrado a relagao.

4.4.3 A Relacao de Ricci
A equacao de Ricci é

Raﬁﬁgnﬁné = —,CnKa/j -+ Ka,{KﬁN -+ D(aaﬁ) + aqag , (4.112)
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onde definimos a aceleragio normal como a, = n"*V.n,, com a,n® = 0. Esta equacao sera

deduzida por partes. Primeiro, temos

EnKaB = TLHV,@KQB + KQHVN”LH =+ K—gHVQTL'i . (4.113)

Usando K,3 = h,Vng = Vang +n,n"V,.ng, o primeiro termo fica

n"ViKas = n"V,.Vang + (nﬂvﬂna)(n‘;Vgnﬁ) + nan”v,{(n‘svcgng)
= n"V,{V&nB + Gqap — (Van5)(V5n5) — n5VaV5n5 + ha“VH(n5V5n5) .

K

No tltimo termo, onde foi utilizada a relacao n,n"” = —g,* + h., podemos escrever

hy'(hg' —ngn")Via, = Dsag— hSngn"V.a,

67

= Dgyag + nga,Van" +nen"nga,V.n" .

Logo,
n"VeKos = 1n°(ViVa — VaVi)ng + agag + Daag — (Van®)(Vsng)

+n5Van(n"V n,) + nang(n"V,.n")(n’Vsn,) .

Os dois dltimos termos de £, K,3 podem ser escritos como

K..Vn" 4+ Kz, Von" = (Van,)(Van™) + ngn“(vﬁn5)(van5) + Kon(Kg" — ngnévgn“)
= (Vang)(Vpn") + Koo K5" — nan5(V5nH)n5n’7Vnn” )

Notando que

(Vane)(Vn®) — (Van®)(Vsng) + nsVan(n"Ven,)
= (Van™)(Vgn, — Veng +ngn’Vsn,)
= (Van”””)(hﬁ‘S(V(gn,i — Vns) +ngn’Visn,) =0,

onde utilizamos na primeira linha o fato de n, ser normalizado para sumir com o tltimo

termo, e

hy (Vsn, — Vins) = hdh(Vsn, — Vyns) — hdnn(Vsn, — Vyns)

= —n.n"Vyng,

para zerar o resto.

Reagrupando os termos obtemos a equacao de Ricci.
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4.4.4 Escalar de Curvatura no Formalismo ADM

Primeiro chamamos atenc¢do para a importante relacao

«

Ropn®n® = (K% — KK, 4+ Vau* . (4.114)

A relagdo (4.114) segue diretamente de

Rafgnanﬁ = R, “nonf = —n(VaV, — V. Vo )n"
= (Van®)(Ven™) — (Vin®)(Van™) — Vo (n*V,on®) + Vi (n*Von®) |

usando

(Ven®)(Van"™) = 9,9, (Van®)(Vsn")
= (B,*V,.n®)(hSVsn") — hnne(V.n®)(Vsn®)
+hn“nan5(vﬁna)(v5n“) + nan’nn, (V,n®)(Vsn™)
— K K.

Analogamente, (V,n®)(V.n") = (K,*)(K,") = (K,*)? e o resultado segue, notando

que v* = —n*V,.n" + n"V n°.

Agora, passando para o cédlculo do escalar de curvatura, temos

R = ¢¢" Ragps = (h*7 = nn”) (W™ — n"n°) Raxss
- haﬁh’“sRMﬁ(; — 2R,snn”
= WP, 0SB Rags — 2Ragn®n’
— hnso[(?')pbnwv + KoK — K\ K" — 2[(K ™) — K/;O‘Ka’g + V],

onde utilizamos a equagdes (4.105) e (4.114). Portanto, o escalar de Ricci no formalismo
ADM é

R=CR— (K,)?+ Ko K* — 2V0° (4.115)

e, finalmente, escrevemos todas as quantidades geométricas que definem RG covariante na

formulagao 3 + 1.
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5 Gravitacoes canodnicas no formalismo sim-

plético

5.1 Introducao

A relatividade geral é a teoria que descreve a dindmica do espago-tempo. Por
ser uma teoria essencialmente geométrica, suas equagoes descrevem um comportamento
fundamentalmente diferente do de outras teorias de calibre. Quando se trata da formulacao
canonica, as teorias de gravitacao modernas apresentam uma série de sutilezas alheias as
demais teorias de campo, a comegar pela necessidade da quebra da covariancia explicita
apresentada na foliagado ADM e a subsequente construcao de Dirac para a quantizacao

canonica.

O formalismo simplético segundo FJ foi aplicado a RG, sem a utilizagao do algoritmo
simplético em Refs. [109,110], com o propdsito de se encontrar os parénteses generalizados
(de Dirac). Em geral, para encontrar a matriz simplética (e, portanto, os parénteses
generalizados) usando esse método, é necessario fazer uma fixagao do calibre. Entretanto,
esse trabalho visa a obtencao dos geradores de calibre e dos vinculos duma dada teoria
gravitacional, nao havendo necessidade de fixar o calibre. De modo que visamos interromper
o procedimento iterativo de BW num certo passo ' < r em que nenhuma fixacao de
calibre é feita e todos os vinculos sdo encontrados. Esse procedimento também é suficiente

para se realizar a contagem dos graus de liberdade.

Nesse capitulo, baseado no trabalho em Ref. [51], apresentamos como a teoria da
relatividade geral e a extensao de Brans-Dicke sao escritas segundo a expressao geométrica
da mecanica de Hamilton, isto ¢, segundo a geometria simplética. Conforme explicado,
aplicamos o algoritmo de BW para o formalismo simplético de Faddeev-Jackiw para
encontrar os vinculos da teoria e a matriz pré-simplética de ultima ordem, apontar as
transformacoes de calibre on-shell e off-shell' dos principais campos das teorias e proceder

a contagem de graus de liberdade.

5.2 Teoria da Relatividade Geral na forma canonica

5.2.1 Obtencao da Lagrangiana de ordem zero

Até a obtencao do potencial simplético os principais resultados abaixo podem ser

encontrados em [95,105].

L Trabalho atualmente em desenvolvimento.
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Utilizamos a equagao (4.115) para escrever a agao de Einstein-Hilbert, a menos de

um termo de superficie, como
, 1
Ll N, N = o / dErNVR [OR + KKy — (K7 . (5.1)
K

Os campos da teoria sio N, N® e h®. A Lagrangiana nao ¢ linear nas velocidades. Por
conveniéncia, pela maior proximidade explicita com o formalismo de Dirac, escolhemos

usar os momentos para linearizar a Lagrangiana.

Os momentos conjugados aos campos que compdem a teoria sao?

oL
Iy = == =0 5.2
N ON (5:2)
m - 25" ¢, (5.3)
ON
oL 1 oL Vh
Hab = (Kab_chh'ab>) (54)

Ohat — 2N OK® 92k

1 .
de modo que, temos usado K,, = N (habD(aNb)). Levando em conta

1, :@<Kaa - 3K* C)I\Q/E<_2Ka a) ) (55)

2K K

resultando

2k 11°,
Vh 2

K®, =

e, notando que

2K 2K 1I°
Kab — Hab + K¢ . hab — <Hab . Chab> 7 5.7
i Vh 2 o7
vemos que
. 2K 11,
hay = 2N | —= | | oy — ——hap | + 2D Ny . 5.8
=23 () (o= o) 2000 o

Considerando a Hamiltoniana como o potencial de ordem zero, isto é, V(0 = H,

temos que

v — (3%) N (200 = T1° . ) T, = 2D Ny 1
Vh

R

2 Usando a definicao I:Iij = (“)E/Z?hij, os momentos irao diferir da eq. (5.4) por um sinal global, i.e.
I1;; = —1II;;. Nés usamos II¥ uma vez que essa é a convengao comumente adotada (e.g., [95,105,111]).
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Mas
1, = <\2/§> (Kab hab)( —K°, )
B <\2//§> (KapK™ = K o K®hay — K « Kaph™ +3 (K )°)
= <\2/§> (K = 2(K°)° +3 (K .)°)
- <\2/Z> (Kl + (K°)°) (5.10)
Entao
\2/% (2HabHab — (Hc c>2) = <\2/§> (QKabKab + 2 (Ka ) —4 (Ka a>2) , (511)
ou seja,

1( 2k Vh
- A1 — (11°)%) = | =— | (KK — (K ,)?) . 5.12
Assim, reescrevendo o potencial utilizando somente as variaveis do espaco de fase,

2 1
VO — (\/’%) N [Habnab -5 0)2] +2D(,NylI® — N <\/E> GR. (5.13)
K

E a densidade de Lagrangiana da iteracao zero é entao

2K

=

1 h
) N |:HabHab - 5 (Hc c>2:| + 2D(aNb)Hab — N\Q/_

K

L£O = h®Tl,, — ( GR. (5.14)

5.2.2 Notacao

Para aplicagoes do método simplético de BW em teorias do tipo tensoriais é facil se
perder entre todos os indices da teoria, pois além dos indices que denotam os componentes
de cada campo, outros sao adicionados para denotar o espago simplético, ou seja, cada
campo em si. A notacdo proposta indica como tensores sdo contraidos mediante produtos

internos no espacgo simplético.

Tensores no espago tangente a >; sao escritos em negrito, representando o conjunto
de seus componentes que, por sua vez, sdo denotados por letras do alfabeto romano, i, j, k
e assim por diante, por exemplo N = (N%),h = (h;;). A dependéncia nas coordenadas
espaciais sao expressas nos tensores correspondentes pelo uso ou nao de “linhas”, e.g.
1" = TI'(2'), para campos que dependam tanto de x quanto de ' nenhuma linha é
usada. Tensores no espago simplético sao denotados por uma “barra” e em negrito,
enquanto seus componentes sao escritos com letras do alfabeto grego «, 3, , por exemplo

€ = (&%), f = (fap). Cada elemento de uma coordenada simplética estd associado a um
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campo, e nao a uma componente de um campo, portanto, por exemplo, £2 = N, ou £% = N,
A contragao de indices simpléticos implica na contracao dos indices correspondentes no
espago tangente, por exemplo
(@ - f)ﬁkl = V" fap = Z Vaijfaijﬁkz . (5.15)
a7i7j
A matriz identidade 3 x 3 é denotada por 1. Também (1)} =&} e (1); = 1; = (0);,
i.e., 1; é a j-ésima linha da matriz identidade, em particular 1; = (1 0 0). Para denotar

uma quantidade que aparece frequentemente em nossas contas, introduzimos a simbologia

I como
5hi]’

dhy,

onde os parénteses em ¢ e j indicam simetrizagao.

= 60,650 (z — a’) = Il (5.16)

Produtos internos entre dois campos no espago simplético indicam que o ntimero
méximo de indices sendo contraidos no espago interno (i.e. em ¥;), assim temos que o
produto interno entre um tensor de ordem 2 e um tensor de ordem quatro implica na

contracao de dois indices. A contracao dos indices sempre ocorre entre campos de mesma

coordenada espacial. Seja A = (A"), B = (B) e C = (C"), entao

5C' 0C’ ,0C!
A5 ~ 5B _<A53i)’
5C L0C (0C
238 (a5 o

O indice que indica a iteracdo @ no algoritmo de BW aparece somente quando
necessario, geralmente no inicio de cada iteracdo onde sao declaradas as variaveis significa-

tivas.

5.2.3 lteracdo de ordem zero: obtencao dos vinculos

A partir da Lagrangiana de ordem zero podemos identifica o vetor simplético de

ordem zero como

€ = (N N hm)=(N N ohy 1Y), (5.18)

(0)

Ql
I

(0 o 1 0)=(0 0, ¥ 0g). (5.19)

A partir das quantidade acima declaradas obtemos

oIr
oIT

(5a’ﬁ
5L

= 0005 — = 6,051 (5.20)

Portanto, a estrutura pré-simplética é

Jap = 00051 — 63051 . (5.21)



5.2. Teoria da Relatividade Geral na forma canénica 89

A matriz associada a estrutura simplética acima é claramente degenerada, uma vez

que as primeiras duas colunas/linhas sao nulas. Como seus modos-zero devem satisfazer
0= flg=03v" I -650° - I = (55" —550%) 6w —2'), (5.22)

temos que 1% e v*i devem ser nulos. Portanto, os modos-zero da primeira iteracao sio
v = (100 0)), (5.23)

FOp (0 17 0 0) _ (5.24)

Da condigao de consisténcia (2.65), para o modo-zero 17[()0), temos que

sV 2K 1
= ) (Mg — 2 HCCQ} 2
= ( ﬁ) L) (5.25)
\/E 3 3 N g3 ../
—<2K R}(S(a:—:v)dx—().
Assim, definimos o vinculo Hamiltoniano como
2K 1 Vh
;Hanab—nccﬂ— 5. | VR 2
o= 28 [mam L 10 (2) R (5.26)

Aplicando a condicio de consisténcia para o modo-zero v (97, temos que

/ e (2D NPT (a')d’ = / zia (DN ) !
S / 2— (NeDyII",) d*’
= —2/52 x — 2 \DyII" . (y)d*a’
= —2D,I°,(2) =0. (5.27)

E oportuno comentar que a integragao por partes na pentltima linha s6 é possivel pois
I1°, é um tensor densidade em ¥, — o termo VA estd incorporado nele — enquanto N¢ é

vetor um em ..

Do célculo acima definimos o vinculo de difeomorfismo

We = —2DI1°, . (5.28)

Os nomes desses vinculos nao sao adequados ao formalismo simplético, uma vez
que apontam para simetrias de calibres geradas por um tipo especial de vinculos segundo
a conjectura de Dirac, enquanto que no método empregado aqui as transformacoes de
calibre sao geradas por um tipo especial de modo-zero. Na proxima iteracao nos ocupamos

dessa questao.
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5.2.4 lteracao de ordem um: descobrindo as simetrias de calibre

Com a iteragao zero completa podemos proceder para a proxima iteracao. Elimi-
nando os vinculos do potencial e adicionando-os ao setor cinético, escrevemos a Lagrangiana

da iteracao um como
,C(l) = hZ]Hw + }\OWO + )\sz . (529)
Onde o potencial de ordem um ¢
vy =o. (5.30)

Como o potencial é nulo, podemos garantir que nao ha novos vinculos a serem encontrado.
As transformacoes de calibre infinitesimais para a métrica induzida sao encontradas na

préxima subsecao.?

O vetor simplético e a um-forma simplética da primeira iteracao sao identificados

CcOo1mo

€V = (h N A)=(h; Y A0 N,

al) = (H 0 wo w) (Hkl 0w wo wk) . (5.31)
Todos os campos que nao aparecem em £ foram omitidos de é( b Com os dados acima,

temos .
0dj
0&x

5 5h

10
5 5h

24T + 5253050 | 2519

_s1 el
= a0 OTI BSII

+ 616 (5.32)
Acima estamos usando a notacao de (5.17), em particular dw(/dh = dwo(x")/dh;;(z).
A estrutura pré-simplética pode ser encontrada pela anti-simetrizagdo da eq. (5.32).

Representando matricialmente, temos

ol dw’

-r =0 =

0 Sh  Sh

ol dw’

I 0 -0 T

£ STI  OII

f= b Sw o | (5.33)

z
w w

o or 0 0

Podemos calcular explicitamente o determinante da matriz acima e mostrar que ela nao é

degenerada no espaco simplético em geral, exceto na superficie de vinculos, como mostrado

3 Do ponto de vista do formalismo de Dirac, se a Hamiltoniana pode ser escrita como uma combinacio

linear dos vinculos conhecidos, nenhum vinculo novo seré encontrado. Nesse caso Wy, ~ {wp,, H} =~
Y i A/ {Wm, Wi }, portanto ou todos os vinculos sao de primeira classe, e logo todos os multiplicadores
de Lagrange ficarao indeterminados, ou alguns dos vinculos serdo de segunda classe, levando a
determinagdo de alguns dos multiplicadores de Lagrange[48]. Em ambos os casos ndo surgem vinculos
NOVOS.
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no Apéndice D. Portanto, precisamos encontrar modos-zero tais que [ - fd3x ~ 0.

Primeiro consideramos os seguintes dois componentes,

- dw ow}
~ [(5. 3. _ 1, 9% 2 0%\ 53
0~ /(V flsd’x / (V 5h +v 51_[) d’x, (5.34)
- ow’ dw’
~ [(5. 3. _ 1, 2 3
ON/(V flad’x /(V 5h+1/ 5 )d:c. (5.35)

Para escolhas particulares de v! e 1/?

, a estrutura acima pode ser expressa como parénteses
de Poisson entre um campo qualquer e os vinculos Hamiltoniano e de difeomorfismos
espaciais. Como os modos-zero podem depender somente das coordenadas espaciais x, nao
h4 como escrevé-los em funcdo de uma dependéncia de derivadas funcionais* de wy ou
w;, embora possa depender de derivadas do funcional 2, = [w,d*z (com p = 0,1,2,3).
Entao, usando a conhecida élgebra de Dirac (veja e.g., [17,68,112]) para os vinculos de

RG,

{wo,wp} = (W +w"0id® (z — 2),
{wiwh} = w0 (z — ), (5.36)
{wiwi} = wi0;0 (z — ') + w;0;0P (x — '),

podemos obter as quatro solugoes das eqs. (5.34, 5.35):
L 09, , 09,

R s T

A partir do conhecimento das componentes 1 e 2, podemos inferir imediatamente o restante

14

(5.37)

das componentes. Os quatro modos-zero sao

gy = (M - 1 o), (5.38)
o, = (%2 % 0 -1,) (5.39)
P STI 5h ) :

Podemos verificar que os ,, sao de fato modos-zero na superficie de vinculos, de

agora em diante denominados “modos-zero fracos”,
/(m P P = 3 {wh, Q) + 04w, Q) ~ 0. (5.40)

De modo a descobrir as simetrias de calibre, os modos-zero fracos devem ser genera-
lizados introduzindo-se um campo infinitesimal arbitrario. Da dlgebra (5.36), encontramos,

para qualquer ¥,

/ (w,, "W} = / (" [} + {w, €))) dPa’ = 0, (5.41)

Isso implica que os modos-zero (5.38, 5.39) podem ser generalizados para depender

de um campo vetorial infinitesimal arbitrario ¥, o que ¢ obtido ao substituir €2, por

4 Uma vez que dwp(r)/éw;(z") depende tanto de z quanto de a’.
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Q. = [e*(z)wy(x)dPz. De fato, podemos escrever o seguinte modo-zero fraco generalizado,

pe= (% M 0 o). (5.42)

Cada um dos quatro modos-zero (5.38, 5.39) sao encontrados a partir de . por uma

escolha particular de .

As trasnformagoes infinitesimais de h;; na superficie de vinculos sao encontradas
a partir da primeira componente de .. De maneira que os candidatos (5.38) e (5.38)
funcionam como uma espécie de “modos-zero” na superficie de vinculos. Isso sugere a
existéncia transformacoes de calibre validas somente na superficie de vinculos. Assumindo

que de fato isto ocorra, temos, de (2.74),

ihg(o) = = [ @it

= = [ (M) = 5hueT )

- / &2(—2K,;(2))e 8%(z — x)

wb z
5o hij () = / &z ;Hi;(m))e(z): / &z 5Hi(j($)(ﬂab(z)Da5b)

— 2 / 02Dy (hee®) (2)02 (2, )

= 2/d32hbc(8a€c + Ge?) (2)8 (2, 1) = 2/d32(hb68aec + (hbc; [hzj;
(8ahdf + 8dhaf - 8fhad] €d) (Z))(;%-Z)(Z, :L‘)
1
= 2/d32 {hbcaaec + i(azhbd + 8dhab — abhad)] (Z) 53]1’(2, .CI?)
1
2

gy — —(6bhad + aahbd)} e ) ()02 (2, )

1
_ / &3 ( (BooBae® + haoDas®) + [2(6ahbd+8bhad)

_ /d3 (MeDa® + hacOye® + e Dahas) ()52 (2, )
5sbhij<x> = € 8dhij + hjc@a + hicaje . (544)

Portanto, a transformacao do campo A" que apresenta invariancia de calibre

fornecida pelo formalismo simplético é
6£#hij ($) = —QEKij ($) + €d($)adhij(ﬂf) + hjc($)ai€c($) + hic(m)ﬁjec(x) , (545)

que representa exatamente a invaridncia por difeomorfismo em relatividade geral no

formalismo ADM [17], em concordancia com o obtido no formalismo a [a Dirac [66], [67].
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O resultado acima, deduzido a partir do formalismo simplético, pode ser encontrado
em ° Ref. [17], mais precisamente, na eq. (44). O termo 2D;e;) na equacio acima é uma
derivada de Lie, logo é imediato interpretd-la como uma transformagcao de coordenadas na
subvariedade ¥; apenas. A expressao acima esta correta. Resultados equivalentes podem ser
obtidos para a varidvel II¥ do espaco de fase, embora os deslocamentos de calibre normais
a X, sao muito mais complicadas nesse caso. Para mais detalhes acerca da interpretacao

das transformagoes de calibre em RG escrita em varidveis ADM, veja Refs. [15-18,68,113].

Na secao (5.2.6) usaremos a teoria desenvolvida no capitulo 3 para encontrar o

conjunto completo das transformacoes de calibre para os campos que formam a Lagrangiana
de RG no formalismo ADM.

5.2.5 Contagem dos graus de liberdade

Agora analisamos o nimero de campos independentes em Relatividade Geral
segundo o esquema simplético. Temos que o nimero de graus de liberdade da teoria é
igual a: ( nimero de campos iniciais - o nimero de modos-zero - o ntiimero de vinculos)/2,
nesse caso temos (20 (campos iniciais) — 12 (modos-zero) — 4 (1 vinculo hamiltoniano

mais 3 vinculos de difeomorfismo ) )/2 = 2 graus de liberdade.

5.2.6 Conjunto completo das transformacdes de calibre de RG

A partir da teoria desenvolvida no capitulo (3) iremos agora deduzir o conjunto
completo das transformacoes de calibre da teoria da Relatividade Geral no formalismo
ADM.

Logo acima foi possivel obter a expressao correta para a transformacao de calibre
da métrica induzida, porém essa relacao nao ¢é suficiente para recuperar a invariancia
por difeomorfismos em toda a variedade M, uma vez que a métrica do espago-tempo
gap depende tanto da métrica induzida na subvariedade ¥4, h;;, quanto da funcao lapso
temporal N e do vetor deslocamento espacial N¢. Esses dois tltimos campos aparecem na
teoria como multiplicadores de Lagrange, mais precisamente, comparando as eqs (5.17)
e (5.29), N = =A% ¢ N = —\". Se tomarmos o modo-zero (5.42) como referéncia para a
obtenc¢ao das transformacoes de calibre para os multiplicadores de Lagrange obtemos as

seguintes transformacoes on-shell,

SN =¢&° | (5.46)
SN' =&, (5.47)

Como veremos, as expressoes on-shell obtidas acima para a invariancia de calibre

da fungao lapso e do vetor deslocamento nao concordam com as expressoes off-shell.
5

H3 uma diferenca de sinal no termo proporcional & €% que é atribuido & definicdo de curvatura extrinseca,
que difere da nossa por um sinal global.
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Como uma teoria “ja parametrizada” poderiamos esperar que a evolugao temporal dessas
grandezas concordasse com a invariancia de calibre na superficie de vinculos. Esse fato,
que parece estranho a primeira vista, na verdade é uma consequéncia da aplicagao do
formalismo ADM e j4 havia sido estabelecido em outros trabalhos como em Refs. [96, 114]
e principalmente em Ref. [115]. Ocorre que a necesséria fixagao arbitraria de superficies
“espaciais” e vetores “temporais”, bem como a fixacao de um sistema de coordenadas
arbitrario, sao condig¢oes fortes e impoem alguma limitacao. Um difeomorfismo aplicado
a funcao lapso, por exemplo, em geral torce a hipersuperficie espacial e altera a direcao
do vetor normal, o que faz com que a teoria da RG candnica apresente uma estrutura de

vinculos que nao fornece um grupo verdadeiro [115].

Para encontrarmos as relagoes de transformacao off-shell precisamos usar as eqgs.
(3.57) e (3.58),

de™ o .
0= — 3 Vi YO,
j=i—1 Jj=i
de™
n n;y/n m n; In
(55)\ b= W - : 9 JVn]_l - A ! Zg Jleln]_ B
J J

desenvolvidas anteriormente. No que segue usaremos a notagao da Ref. [17] para denotar
os parametros de calibre de modo a tornar a analise mais transparente, diferenciando clara-
mente entre parametros de calibre dependentes e independentes. Para tanto renomearemos

os vinculos Hamiltoniano e de difeomorfismos espaciais como

Wy — ¢4 , Wi — ¢4+i . (548)

Para resolver as equacoes (3.57) e (3.58) precisamos encontrar as “constantes”®
de estrutura resolvendo as eqs. 3.23 e ?77. Além dos vinculos encontrados no formalismo

simplético, devemos considerar também a existéncia dos vinculos primarios derivados das
egs. (5.2) e (5.3),

Go =1y, ¢; =11, . (5.49)

Note, porém, que todas as constantes de estrutura C;, sao nulas” As constantes de

5 Em RG os vinculos nio formam uma algebra entre si, mas um algebréide[116]. Esse fato decorre

justamente de o paréntese de Poisson entre os vinculos Hamiltonianos ser proporcional a métrica
induzida.

Se trata das constantes que acompanham o parénteses de Poisson entre ¢q, ¢;, o4 € d4y;, enquanto a
derivada funcional de todos esses vinculos em relacdo aos campos N e N* ¢ igual a zero.

7



5.8. Teoria Candnica da Gravitagio de Brans-Dicke 95

estrutura nao nulas sao[115]

Vit (z,a) = N()h™(2)9,6(x — 2') — 9, Nh"*6(x — a) ,
Vi z,2") = N4 2")06(x — 1)
Vi (@,a)) = —0.N(x)d(x— 2 (5.50)
Vii(z,a) = —0,N'6(x —a') + N'(2/)8)6(x — 2)d¢
V;(x, ) = 525(x —1'),
VIt = 66 —a).

A equacgao béasica que relaciona os parametros de calibre da teoria é, entao,

Pi
0= dedix) -y /dgx'epf(a:’)vpii(x,x') , (5.51)

jzi—1

com j > 2. Resolvendo essa equagao obtemos

0 = ¢ —e+ ™ ON — N'Oe* | (5.52)
0 = ¢ 4 tT9,N' — Nt — NR" 0, + €*h™0, N . (5.53)

Logo, das eqgs. (5.46), (5.47), (5.52) e (5.53), temos que as transformagoes de calibre para

os campos lapso temporal e deslocamento espacial sao

SN = e+ ON — N0t | (5.54)
SeaN' = & 4 A9 N' — N'Oye* — Nh™0,¢* + ¢*h"™ 0, N (5.55)

que juntamente com para a transformagao de calibre da métrica induzida,
55‘1hij (ZE) = —2€4Kij(l') + €4+d(l’>8dhij(l’) + hjc(l')ai€4+c(l’) + hic(x)ﬁje“c(x) s (545’)

compdem o conjunto completo das transformagoes de calibre da métrica em termos das

variaveis ADM.

5.3 Teoria Canonica da Gravitacao de Brans-Dicke

Através da teoria da relatividade geral de Einstein obtemos uma representacao
elegante e concisa da gravitagdo. O espago e o tempo perdem seus status de entidades
absolutas e se tornam quantidades dinamicas que fluem e tém comportamento afetado

pela distribuicao de matéria na regiao.

A teoria de Einstein prova seu sucesso por medidas que nao podiam ser obtidas
pela gravitacao newtoniana [95]. Mas, além disso, a relatividade geral abriu caminho para
se estudar o universo como um sistema dinamico, acabando por criar uma ciéncia crucial

no esquema fundamental da descricao fisica da natureza.
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[ronicamente, ou talvez como era de se esperar, a propria cosmologia passou a
sugerir que a relatividade geral poderia nao ser a descri¢ao definitiva do espago-tempo.
Problemas como a singularidade do Big-Bang e o problema do horizonte e da planura
trouxeram a atengao para teorias alternativas da gravitacao. Dentre as alternativas surgidas
estao as teorias escalares-tensoriais que estendem a teoria de Einstein ao introduzir campos

adicionais e/ou dependéncias de tensores métricos de ordem maior que o escalar de Ricci.

Trataremos aqui a teoria de Brans-Dicke, protétipo das teorias escalares-tensoriais (9],
que admite mais solugdes que RG e é tendencialmente equivalente a primeira para campos
fracos[117,118]. Partimos da Lagrangiana da Brans-Dicke, fazemos a foliacao 3 4+ 1 da
teoria, aplicamos o algoritmo BW e finalizamos apresentando as transformacoes de calibre

da teoria e fazendo a contagem dos graus de liberdade.

A foliacao da teoria de Brans-Dicke que se segue foi obtida em Refs. [119-121] e
agora é apresentada em seus detalhes. A andlise simplética foi considerada primeiramente

em nosso trabalho.

5.3.1 Forma simplética

Da a acdo de Brans-Dicke [9,122,123]

o = [ d'sv=g [ (¢> <4R—¢aa¢aa¢> <¢>] , (5.56)

com w sendo uma constante e P(¢) o campo escalar potencial. Essa a¢do nao corresponde a
teoria gravitacional escalar-tensorial mais geral, mas é suficientemente simples e interessante.
Ela inclui a proposta original de Brans-Dicke (P(¢) = 0) [122], é dual a gravitagao f(R), se
w =0 e é dual a gravitagao de Palatini f(R), se w = —3/2 [9,124]. Essa agdo é conhecida
por ter trés graus de liberdade, se w # —3/2, e dois graus de liberdade, se w = —3/2 [125].
No vacuo a teoria com w = —3/2 tem simetria conforme e é possivel mapear suas solugoes
nas solugoes de RG[126]. A agao correspondente é uma reformulagao de RG no véicuo e
¢ um bom exemplo de como aplicar o formalismo, pois algumas sutilezas relevantes sao

desenvolvidas com mais detalhes no final dessa se¢ao e no Apéndice E.
Por foliacdo 3 + 1, o escalar de Ricci R é dado por
WR = KK — K? + ®R — 2V, (n°V,n® — nV,n°) , (5.57)
sendo Ko, = hy ¢ hy @ Veng, K = Kgh™ e BG)R o escalar de curvatura tridimensional,
conforme definido no capitulo 4.

E podemos reescrever a acao de Brans-Dicke na forma foliada 3 + 1 como
1
/ e JWE{Qqs [OR + Ky K™ — K2 = 2 (n°Von® — n"Von®) V.| -
K

200 [y 60 (- 3D - P9} 558
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onde
90,0030 = 0%2 - 2g°“<éaa¢+gabaa¢ab¢
ub NaNb
= ¢ +2 ¢6a¢+ h* — N2 aa¢ab¢
= 3 [NhDapDyd — (9° — 2N*6Dud + N*N* Do Dyt |
_ ]\1[2 {N%abz}aqmbqs (gb—N“Da¢)2] , (5.59)
e usando

t¢ — N¢
N (ncvana - navanc) VC¢ - Nva (nbgab) ( N

= ¢®V,n (t°— N 0.0 — N n*V*@V, (nbgbc)

) 0 — NV, ¢V anc

= (h™ = n"n") Vany (t° — N°Do) — N (B = nn®) n°Vam, V.o

= W, (¢ - N“Dagzﬁ) — "V ny N n°V.¢
—NnhV Voo + Nnn’nV,ny V.o

= %R Vg (g& - N“Vagb) — N R*n® V,ny Voo

= WK, (¢'s - N“Da¢) — Nh*n®V,ny Ve

= K (¢ N°Dagp) = h*he ;Voph' ;V,N

= —h"DyNDyp + K (6 — N*Dug)

onde usamos as relagoes Ky, = hy € Veng, qzﬁ = t%0,¢ e h®n; = 0. Portanto, a densidade

de Lagrangiana é

L — \z/ﬁ{]\w (R + K, K% — K2) + 2h" Dy N Dygp —
o5 [NPDL6DY — (6= N*Dus)| -

—2K (¢ — N*Dag) — NP(¢)} . (5.61)

Os campos originais da teoria sao (gab, gz5> = (N N ha qﬁ). Os momentos canoni-

cos conjugados a fungao lapso temporal e ao vetor deslocamento espacial sao, respectiva-

mente,
oL
Iy = —=0, 5.62
v = o (5.62)
oL
I, = — = 0. (5.63)
ON@
O momento canonicamente conjugado a métrica induzida é
oL
Hab - 8hab

éﬁ ¢ (Ko — Khay) — ];V“" (6 NCchﬁ)] : (5.64)

(5.60)
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onde utilizamos

0 ab __ 0 1 ab (a nTd) ] . 1
Gl = [2]\7 (h — 2Dt N") o, (5.65)
e
) ) oK™  h,
~ K= —hy, K% = hyp—— = —= | 5.66
dhab dhab" b ohat 2N (5.66)

Finalmente, o momento conjugado ao campo ¢ é dado por

oL Vh L
I, = % = l 2K+N—¢(¢ ND@)]. (5.67)

Tal como em relatividade geral, o momento conjugado para N e N sao equagoes de vinculos
triviais, ou seja, II ~ II, ~ 0. Por outro lado, a partir da combinacdo de II;, = hg 1% e

I14, encontramos que

I, — ¢ll; = f [ (K~ 3K> -~ (¢ NCD@)]
{ 2K+ 2 (¢ - NCDCQS)]
(3 i 2“) \/E (6 N°D.g) (5.68)
2K
também desaparece quando w = —5» que é o caso associado a f(R) Palatini [120]. Para

3
w # —5 obtemos o caso geral. Na exposicao que se segue trataremos do caso geral.
Tomando

ab

I, = — |¢ (K“b - Kh“b) - f;\f (¢ - NCDccﬁ)] X
=

>< -

2K

5

¢ (Kuy, — Khay) — ’;V" e NCD@)]
= 4h{¢2 (K™ = KW (Kup — Khar) -

[fb (K™ — Kh™) ’f,\;’ + 6 (Kap — Khap) m (6 — N°Deg) +
habhab

(6~ N°Do)" |

N2
= 422 [gbz (KK — 2K + 3K?) —
hav (1 e
—2¢ (K™ — Kh") Wb (6 — N°Degp) +
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e

12 = hylI% hylled =

_ 4h2 [¢(K 3K)—f(¢ NDM {¢(K—3K) s (¢> NDd))]
_ 422[¢> (4K2)+12§¢(¢ ND¢)+*(¢ ND(b)] (5.70)
Temos
g (9= ND)" = [2(2K?) + °12 (9~ ND.g) +
+29N2 (6~ NDo)’ ]}
o [ (R L R ) R R
_[¢2(2K2) 6K ¢(¢ Nng)JrW(gb ND¢)H
. L[&(K“”KGZ)—KQ) 208 (6 — N°D.o) — 3 s (0 ND¢)]
— VIOV (g, - k) + ﬁ;@—wm@—
:;]\\/[; (6 — ND.) } (5.71)
entao
S W —

—2K (4 NCchﬁ” L (5.72)

De modo que a Lagrangiana pode ser reescrita da seguinte forma

i \/E{ [¢R+4K(H“bﬂab—HZ)]+<3+2w)(¢_NcDC¢) _

2K ho 2 2N¢
]\;“ D $D, 6D DN — NV(QS)} + D6D,N . (5.73)
Mas, notemos que
: 2 N ?
(- N°Dwo)’ = [—ﬂ (2 Y- ¢H¢>] | (5.7
Logo
. 2
Vi (6= N°Dd)”  VR(3+2w) 42 ; N \? )
EPRCRIE sy o ~ 9% 2N¢ h <3—|—2w) (I, = ¢ly)
2
_ Vb L RN (5.75)

2k (34 2w) h 2¢
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E a Lagrangiana pode finalmente ser escrita como

B \/E 4k ab 1_[2
£ = gl fem g5 (- 3)) -
N
—;D@D% NP(¢) +
2N 1

+h7¢m (1T, — ¢H¢>)2 } +
LR

= DoDN . (5.76)

Agora vamos encontrar a Hamiltoniana da teoria

H = [ (pilg,p) — L) (5.77)
Primeiro, calculamos hg. Tomando o traco de seu momento conjugado
a h 3 ] c
= oo [200K = 3K) — 5 (6 - N°D.o)
Vh3 /o
= 5 L (0= NDs)] (5.78)
resultando
me, 3(¢—NDo
—-K = + f( ) , (5.79)
ovh 2 No
também
2Hab ab ab hab ] c
W:qﬁ(K — Kh )—W@—NDCQS), (5.80)
obtendo
2T1eb hab .
—  +—(¢—N°D,p) = K® — Kh* . 5.81
it ow ) 680
Usando (5.79), temos
2Hab hab G hab 3hab .
K = ¢ — N°D.p) — —F—— — ¢ — N°Deo
¢>f N (¢ ) ovh  2N¢ ( )
2 1 ab .
= e — ~1°, ab) - — N°D.¢) . 82
<z>f< S ) = 5o (6 0) (5.82)
Da relacao hab =2NKup + 2D Ny,
. 2N 2 1 hab /-
hay = —— (g — =11 . hepy ) — — (¢ — N°D,. 2D Ny , 5.83
b <Z5\/E( by b) ¢(¢ ¢)+ (alVb) ( )
. N 2
e usando ¢ — N°D.¢ = — (3—1—200) ﬁ (habH“b — ¢H¢), temos
. 2N 2 1 2 N Pab
ha:<Ha—HCcha)+< )hCHCd— I1,2D(,Nyy) (5.84
Y A i b \/E3+2w¢(d ¢¢(b))()
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. 1
habHab — e <HabHab . 5 (HC C)2> _

2 / N il
- ( n 2w> (heal1* = 611, ?h + 201 D, Ny - (5.85)

Também

b= ( al ><habHab—¢H¢)+NaDa¢ (5.86)

/_\

HI1, = 7 ) (hapT1? = @11,) Ty + TN Dy (5.87)
obtemos

. . ON 2 1

habHab + ¢H¢ = ¢ \/_ (HabHab — 3 (HC 0)2) + QD(aNb)Hab +

2 N II
+N‘1DCL¢H¢ — ﬁ (3+ 2w> (thHCd _ ¢H¢) <¢h _ H¢>>
2 2N 1

- i (=g

+NCD,IL, + ¢\2/E (3+N2w) (heall* — 611,)" . (5.88)

Logo, a densidade Hamiltoniana é

(11° 0)2) + 2D, NyT® +

H = hall? 4 ¢lly — L
2
_ (ﬁ) [ ¢R+i¢ (H“be—g>+¢D¢DC¢+

2 1 Vh .
+P(¢)+M(Hh—¢ﬂ¢) }—2X2DC¢DN+

+NUyDe¢ + 2D, Ny 11 . (5.89)

5.3.2 Brans-Dicke com w # —3/2

A densidade Lagrangiana linearizada nas velocidades é[127],

\/E 2k

LO = jy 17 4 @1, + 5 <¢ @R — e (2HUHU - 1'[2) - gD 0D'o—  (5.90)
i 25> 9 4 ;
—2D; D¢y — WG (I — ¢I1,)* — 2P(¢)) + N7 (2D'Tl; — Ty D;6)

Para o vetor simplético escolhemos a seguinte forma em que campos que nao

aparecem no setor cinético sao ignorados,
€” = (N N hy T 1), (5.91)

a® — (0 0, TI* 0y TI, 0). (5.92)
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Para esses vetores calculamos

fap = 6405 IE + 6565 6®) (x — a') — 6304 I — 0565 6 (x — ') . (5.93)

Os modos-zero de f sao vetores v tais que todos seus componentes sao nulos,

1

exceto por ! e U?, que assumem valores arbitrarios. Encontramos quatro modos-zero

independentes que levam aos seguintes vinculos,

Vh 2r? ij W i i
w = 5 <—¢(3)R * %8 (2111, — I1%) + gDigzﬁD ¢+ 2D; D'+
21’{2 2
TG T ) (1 — ¢T1,)* + 2P(¢)> : (5.94)
w; = —2D'TL; +1yD;é. (5.95)

A Lagrangiana da primeira iteracao, tendo removido os vinculos do potencial

simplético, fica
LY = by 4 Gl + Nowg + N, . (5.96)

O potencial da primeira iteracao é zero, portanto wg e w; sao todos os vinculos da teoria.

O vetor simplético e a 1-forma simplética da primeira iteracdao sdo tomadas como

sendo
£f(l) _ (hw K b H¢> 20 )\z)

&(1) = (Hkl Okl H¢ 0 wo wk) . (597)

A estrutura pré-simplética é, entao,

owy o'
0 I 0 0 5h oh
owy 0w’
T 0
0 0 0 OoIT  OI1
ow) 0w’
_50) 0
i 0 0 0 0 56 00
f= 0 0 50 0 dwy oW |, (5.98)
oI, oIl
_% B dwy B dwy B dwy 0 0
ok’ oIT Y04 1A
ow ow ow ow 0 0

oW e sy o,

com 0®) = §G)(z — 2’). A matriz acima f pode ser prontamente ista como uma extensao

da eq. (5.33), contendo apenas modos-zero na superficie de vinculos. Seguindo os passos
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analogamente, os modos-zero fracos devem ser dados por

_ 0% 60 00 60
vo = <5H o om, o6 0)’ (5.99)
_ 50, 60, 69, 60,

= - - -1,] . .
Y < ST oh o, o o (5.100)

De modo a verificar que os vetores acima satisfazem [ o - f_' d®x =~ 0, precisamos
usar a algebra de vinculos de Brans-Dicke. E suficiente dizer que a matriz de Dirac para
Brans-Dicke, tal como em RG, é {€,,w,} ~ 0 (ver, por exemplo, Ref. [127]). Por outro
lado, mesmo sem conhecer a dlgebra de Brans-Dicke, mas sabendo que sua ag¢ao é um
escalar, a ultima condigao teria que ser verdadeira, caso contrario nao existiria simetria de

calibre na superficie de vinculos e, portanto, ndo haveria invaridncia por difeomorfismos.

A teoria de Brans-Dicke com w # —3/2 tem trés graus de liberdade. De fato, da
eq. (2.103): (18 - 2 x 4 - 4)/2 = 3 graus de liberdade.

As transformacoes de calibre sdo encontradas a partir do do modo-zero generalizado,

nada mais que uma extensao da eq. (5.42), sendo

SII ~ 0h Ol 69

v

_ 00 6. Q. 00, 0
e = - —€]. (5.101)

A transformacao de calibre para os campos h e ¢ sao encontradas, respectivamente,

a partir da primeira e da terceira componentes de ., a saber,

0.
ochi; = ST
= 2k"K,; + 2“—EO(H — ¢ITy)hy; + 2D e ;s
] \/E¢(3 + 20)) ¢ )big (i<5)
0 .
= 2H€0Kij + ;V(NlDl(b — (b)hw + 2D(z<€g) y (5102)
082
0 = d
ao 51,
0
9 . .
= —(N'Dyp — 'Di¢p. 1
o NV Dig = 9)¢ + ' Dig (5.103)

As transformagoes de calibre para II;; e II, podem ser obtidas da mesma maneira.
Expressoes para a transformacao de calibre na teoria de Brans-Dicke com um conjunto
diferente de varidveis, apresentando uma simetria tipo SU(2), sdo encontradas em Ref. [127].
Similarmente ao caso de RG, a invariancia por difeomorfismos na superficie 3; pode ser

imediatamente verificada pelos ultimos termos das eqs. (5.102, 5.103), ambas derivadas de
Lie.
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Procedendo a contagem dos campos independentes da teoria temos (22 (campos iniciais)—
8 (11, vap, V3, Vap) —4 (v5, Vsp) — 4 (1 vinculo hamiltoniano mais 3 vinculos de difeo-

morfismo) )/2 = 3 graus de liberdade.

5.3.3 Brans-Dicke com w = —3/2

O caso com w = —3/2 deve ter um grau de liberdade a menos que o caso anterior
com w # 3/2, veja Refs. [9,126]). De fato, da eq. (5.90) podemos verificar a presenca de

um novo vinculo,
m =11 —Ilz¢p = 0. (5.104)

Na linguagem de Dirac esse é um vinculo primério, pois vem diretamente da definicdo dos
momentos, assim, ou resolvemos o vinculos e eliminamos um dos campos, ou o vinculo
deve ser inserido na Lagrangiana. Para adicionarmos a Lagrangiana, precisamos seguir as
mesmas regras que vimos usando no formalismo até agora, isto é, precisamos adicionar o
vinculos proporcionalmente a um multiplicado de Lagrange derivado no tempo. Chamamos
a atencao para o fato de que usar um multiplicador de Lagrange sem a derivada temporal
é incompativel com o formalismo simplético da forma como o estamos adotando, como

indicamos nas conclusoes e demonstramos no Apéndice E.

A Lagrangiana linearizada nas velocidades é[125,127]),
LO = hy1Y + §lly + Gy + NV (2D — T14D;9) (5.105)

\/E (3) 2/4,2 i 9 3 ; ;

O vetor simplético e a 1-forma canonica sdao escritos como

gV = (N Ny TV o6 T, Q). (5.106)
a® = (0 0, I" Oy I, 0 ). (5.107)

Donde obtemos
?Zﬁ = 04031 + 05030 (x — o) + (03T + 63k — 8311, — 65¢) 650 (x — 2') . (5.108)

Assim, para satisfazer a relacao (¥ - f)z = 0, encontramos as seguintes equagoes (uma

para cada valor diferente de f3),

0 = v—1'1II, (5.109)
0 = v+ h, (5.110)
0 = S+ 710, (5.111)
0 = 1"+ 9, (5.112)
0 = vV IM+v' - h—1 T, —1°¢. (5.113)
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As quatro primeiras equacoes fixam quatro componentes de & como funcoes de v7. A quinta
equagao nao ¢ independente e pode ser encontrada a partir das quatro equagoes anteriores.
Assim, existem quatro modos-zero linearmente independentes para serem encontrados,

denotados por v$, com o = 1,2, 3, a lista completa é

pp= (10 000 0 0)), (5.114)
01, 0 0 0 0 0, (5.115)
00 —h II ¢ I, 1). (5.116)

o=
(

Os modos-zero v, e Vs, da equacao de consisténcia, fornecem respectivamente os

seguintes vinculos,

Vh 22 y 3 . ,
= — [¢®R - = (21I91L;; — I1?) + — D;¢D'¢) — 2D;D'¢) — 2P
Wo e <¢ R h¢ ( 1] )+2¢ 2¢ ¢ ) (b (¢) )
(5.117)
w; = —2D"; + Do . (5.118)
O modo-zero v3 fornece o vinculo
) ) ) )
0 — / hy— e p e, va?
< R TR ¢5H¢> v

~ /N\/E(—2P+ 69, P)d*z . (5.119)

Mais detalhes das contas acima podem ser encontrados no Apéndice F. Da equacgao acima,

identificamos um novo vinculo®
Ny = —2P + @04 P . (5.120)

Cuja solucao é simplesmente

P = \¢?, (5.121)

onde A\ é uma constante adimensional. Note que A ndo é um escalar de massa. De fato,
fazendo a redefinicio ¢ = ¢? de modo a colocar o termo cinético do campo escalar
no formato canénico na Lagrangiana (5.56), obtemos o conhecido potencial invariante
por transformacoes conformes A¢*, sendo o tinico com uma constante de acoplamento
adimensional. Nenhum outro campo escalar potencial pode ser feito compativel com
invariancia conforme, uma vez que isso introduziria uma constante dimensional levando a
existéncia de uma escala fundamental na teoria. Essa é uma importante observacao para

um resultado encontrado mais abaixo.

Nao ha porqué manter o vinculo 7, em sua forma explicita, uma vez que nao hé o
que se encontrar além da solugao acima. Logo, simplismente eliminaremos o vinculo. O

potencial escalar P é, de agora em diante, dado pela eq. (5.121).

8 Esse vinculos pode ser encontrado diretamente pela variagio da acio (e.g., [9]).
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A Lagrangiana da primeira iteracdo, com os vinculos removidos do potencial

simplético, é
£0) — iy I19 4 9l + Ay + Ve + (5122

Como o potencial desapareceu nessa iteracao, nenhum vinculo novo pode ser encontrado.

O vetor simplético e a 1-forma simplética sdo escritos como
€Y = (hy M o 1, G A N, (5.123)

A estrutura simplética é

owp ow'

0 —I 0 0 IT 5h oh

owp ow'

I 0 0 0 h SO ST
owy ow'

—0®) 11 0

0 0 0 J i 7l
dwy ow'
F_| o 0 56 0 - =2 —
f 0T, oll,

e T A U ¢ 0 0 0

5(,00 6W0 (5&)0 6010
oh’ oIl S¢' oIl ! 0 0
w dw o w ow 0 0 0

T s T

Como esse modelo vem de uma agao invariante sob transformacgoes de coordenadas,
ja é sabido que deve existir um modo-zero, parametrizado por e, que estende a eq. (5.42)
(ver também a eq. (5.101)). De fato, usando que {Q,,w,} ~ 0, é imediato verificar que o

seguinte vetor é um modo-zero na superficie de vinculos,

=5 % M 20 - —e). (5.125)
Uma vez que a superficie de vinculos é formada por cinco vinculos independentes,
podem existir até cinco modos-zero linearmente independentes. Considerando as primeiras
cinco colunas de f, podemos encontrar um candidato a modo-zero adicional [ver também

a eq. (5.116)],
py=n(-h I ¢ -1, 1 0 0), (5.126)

onde 7 ¢ um campo infinitesimal arbitrario. Para verificar que v,, é de fato um modo-zero

fraco de f, usamos as mesmas contas derivadas no Apéndice F.

Contando o nimero de graus de liberdade para a teoria de Brans-Dicke com
w = —3/2, usamos a eq. (2.103): (19 -2 x 5-5)/2 = 2 graus de liberdade.
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As transformacoes de calibre para h e ¢ agora dependem de cinco parametros
(e* and n) e s@o respectivamente encontradas pelas primeira e terceira componentes do
modo-zero generalizado, U, + ,), portanto,
08,
6Ghij = STIi - ’I]h”
= 2]{380Kij + 2D(Z€j) — nhij . (5127)

082,

5 p—
et 51, +ne

= &'Dip+ng. (5.128)

Mostrando que no presente caso particular de Brans-Dicke, além da simetria de calibre
relacionada a transformacoes de coordenadas, parametrizadas por £”, também aparece

uma transformacao de calibre conforme parametrizada por 7.
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6 Acao de Holst-Dirac

6.1 Introducao

A introducao do formalismo de tétrades utilizando-se variaveis de Ashtekar tem
sido fundamental na pesquisa de teorias de gravitagao quantica nos ultimos anos. Essa
abordagem reescreve o espago de fase em termos duma teoria de calibre SU(2) tipo Yang-
Mills, atil no desenvolvimento de uma formulacao independente de fundo, através da

introdugao de conexdes de Ashtekar.

Um dos méritos em relagao a formulacdo de Ashtekar é a obtencdao de uma
equagao simples para o vinculo Hamiltoniano, em contraste com a complicada equacao
de Wheeler-Dewit na formulagdo ADM tradicional, entretanto complicadas “condigoes
de realidade"devem ser resolvidas para obter uma teoria real em termos das variaveis de
Ashtekar com espagos-tempo de assinaturas Lorentzianas [128,129]. Essas questoes foram
tratadas por Barbero através da introducao de conexoes SU(2), eliminando equagoes de
condigao de realidade, embora para isso seja necessaria uma escolha apropriada do vinculo
Hamiltoniano resultando numa expressao mais complicada. Ambas abordagens foram
generalizados e unificados pelo tratamento dado por Immirzi pela introducao do parametro
B através da transformagao canodnica (P*, K!) — (P*, AL — T + BK!) [130,131]. Em sua
formulagdo [ imaginario equivale a formulagdo de Ashtekar, enquanto § = +1 equivale a

formulagao de Barbero.

Holst generaliza os resultados anteriores ao introduzir sua formulagdo Lagrangiana
da teoria Ashtekar-Barbeo-Immirzi, realizada a partir da generalizacao da acao de Hilbert-
Palatini, conhecida como agao de Holst [132]. A modificacao de Holst é “topolédgica” no
vacuo, mas nao na presenca de acoplamento minimo a campos fermidnicos. Nesse caso
ocorre o surgimento de termos de tor¢ao na II Equacado de Estrutura de Cartan, com a
equacdo de Bianchi assumindo a forma geral R¢ A ¢ = dT° + w@ AT®, o que implica no
aparecimento de termos proporcionais ao parametro de Immirzi nas equagoes de campo

de Einstein, de modo que nao mais teriamos Relatividade Geral como descrigao classica.

De fato espera-se que seja possivel encontrar uma acao do tipo Holst-Dirac que
leve & uma teoria efetiva compativel com a ac¢ao de Einstein-Cartan quando acoplada
com férmions. Motivado por esse problema, Mercuri propos uma acao de Holst nao
minimamente acoplada a campos fermionicos em que os termos adicionais em relagao
a acao de Einstei-Cartan resultam em um divergéncia total, equivalente ao invariante

topolégico de Nieh-Yan. A andlise canonica da a¢ao proposta ¢ realizada em [105,133,134].

A analise simplética nos termos de Faddeev-Jackiw foi realizada para teorias de
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gravitacdo com parametros de Immirzi como foco na obtengao dos parénteses generalizados
[135,136], com andlises simplética e & la Dirac sempre coincidentes, além de andlises
canonicas pelo método de Dirac [137], embora possam aparecer diferengas quanto ao
conjunto de vinculos da teoria [136]. Também existem andlises simpléticas de teorias com
campos de spin semi-inteiro ndo acopladas a gravidade [50]. Entretanto, a nosso entender,
nao existem analises canonicas sistematizadas de teorias de gravitacao acopladas a férmions
utilizando-se métodos simpléticos. A principio nao esta claro se o formalismo simplético
nao apresenta particularidades em relacdo ao de Dirac para o problema em questao. A
teoria de Holst-Dirac é marcada pela presenca de termos de tor¢ao, o que levanta a
questao de como torgoes no espaco-tempo invariante por difeomorfismos podem afetar a
geometria do espaco simplético descrito a partir da estrutura simplética no algoritmo BW.
Outra questao de possivel divergéncia entre diferentes analises canonicas dessa teoria é
acerca do célculo das simetrias de calibre geradas pelo vinculo Hamiltoniano, que no caso
da andlise de Dirac é resolvido somente a partir da Teoria Quantica de Lacetes. Nossa
proposta ¢é apresentar um tratamento simplético, a saber o formalismo de Faddeev-Jackiw
no algoritmo Barcelos Neto-Wotzasek, de maneira sistematica da teoria gravitacional de
Holst-Dirac e estabelecer o procedimento correto para o conjunto de teorias tecnicamente

proximas a esta.

Nesse capitulo introduzimos o formalismo de tétrades usado na descrigdo de teorias
de gravitacao e conduzimos a analise simplética da ac¢ao de Holst-Dirac. O formalismo é
apresentado de forma geral junto com seus principais resultados geométricos. Demonstramos
como o formalismo de tétrades é usado em Relatividade Geral comum e na descri¢ao de
Palatini, nesse contexto conhecida como acao de Holst. Em seguida esse formalismo é
estendido para o caso em que temos acoplamento minimo de férmions na acao de Holst. E
apresentado o desenvolvimento do formato candnico, isto é, com foliacao tipo ADM, da
acao de Holst-Dirac aplicando-se o formalismo simplético, onde tratamos os vinculos da
teoria, encontramos a estrutura pré-simplética, obtemos a expressao de transformagao de

calibre para os principais campos da teoria e fazemos a contagem de graus de liberdade.

6.2 Gravitacao com Tétrades

6.2.1 Tétrades e Conexdes

Tétrades. Em uma base coordenada, T,M é formada por {e,} = {0/0z"} e
Ty M por {dz"}. Se a variedade M é dotada de uma métrica, podemos escolher

uma base alternativa. Considere a combinacgao linear

0

_
T~ gpa

A~

é (6.1)
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onde det ¢ > 0. Definimos os campos tétrades €¢ de modo que é; seja ortonormal

com respeito a g,

9(e1,65) = gapetes =1y (6.2)
onde ej ¢ um vetor tipo-tempo e e sao vetores tipo-espaco, com i = 1,...,3.
Podemos interpretar as tétrades como campos vetoriais duplos, ou melhor, um
campo vetorial no fibrado tangente do espago-tempo assumindo valores em um

espaco Minkowskiano interno.

Como corolério de (6.2) temos também
n'etess = 65 (6.3)
com egy = gg,ey. Chamamos de co-tétrade o campo el dado por

et =" ¢1gas. (6.4)

Formalmente, seja V), o espago tangente V,, = T,M em cada ponto e seja M, o

espaco de Minkowski interno em cada ponto p. A tétrade é uma isometria

ef(p) - M, — Vp

T o
com mapa inverso
)V, = M,. (6.6)
Para cada campo tensorial Tj' 5™
o =ell ... eé’;e% . eﬁg : (6.7)

Conexdes Para um campo vetorial v/ no espaco interno definimos a derivada

covariante
Dy = V' +wl vl (6.8)

onde a 1-forma de conexdo-spin w/ ; é andloga a I'} 5- Dada uma transformagao de

Lorentz geral AL, a derivada covariante D deve satisfazer
D' = AD! (6.9)
se vl = Al'v! e D' = Vo'l + wgﬂl,vjl. Logo,
DAY = AYV + (WAL + VoA )oK
= AV + [ EAR + AT, VaAY] |
= AiDw’ | (6.10)
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desde que a 1-forma de conexao-spin transforma como

w!E = (MY W 2 AM L (AL V AN (6.11)

«

Logo, 1-forma de conexao-spin nao é um tensor, assim com os coeficientes de

Christoffel nao sao tensores.

Exemplo (Métrica de Minkowski) Exigimos que
0="Danrs = Vanrs — Wk mrs — wE ik = —Wasr — Wary - (6.12)

1-forma de conexoes que deixam a métrica de Minkowski invariante devem ser
anti-simétricas em seus indices internos. Portanto, transporte paralelo ao longo de uma

curva ¢ uma transformagao de Lorentz: v*w! ; € SO(3,1).

A co-tétrade também deve ser covariantemente constante. O que ocorre se
wl = eV ey (6.13)

e, portanto, temos uma definicao da 1-forma de conexao-spin.
Tomando a derivada covariante da tétrade
Daeé = Vaeé + wfweg = Vaeé + e”lva(ew)eg
= Vaeé - e”’lewvaeé
= Vaeh— Vaep=0. (6.14)
Logo, Daeé = 0 e a derivada covariante com respeito a tétrade também é derivada

covariante com respeito a co-tétrade, assim como também o é com respeito a métrica de

Minkowski ;7 e & sua inversa n!’.

Obtemos o tensor de Riemann interno fazendo
R]JKL = Ramge?‘ege}{e% = 6?6?6%(Vav§ — VQVQ)&/L . (615)
Podemos escrever o tensor de Riemann como

Rikr = eXei(ekVaVaey, —a & )

= % (Vawsrr — MV e} e Vaeok — Ve Ve, — a < f3)
(Vowskr — nMNwaNKw,BML —a < )

= e?Vaw + JKL — e?‘wﬂKLVaeg — UMNWINKWJML — ﬁ R (616)
mas

o s _ o o« MN ~ B
efwprrLVae; = elw,gKLg'YﬁVaew—elwngLn errenValtqg

= gMNeR wakreSwanrs = "M N wnkLwin (6.17)



6.2. Gravitagio com Tétrades 113

entao,

o a MN
Rijkr = €r Vawiskr — €r Vawrkr — n (WINKWJML — WJNKWIML T WNKLWIMT — wMKLwINJ) s
(6.18)

onde usamos os coeficientes e rotagao de Ricci
a a B
WijKk = €1WaJK 2616Jva65]( . (619)
E podemos, entao, escrever o tensor de Ricci interno como

R[J = HKLR]KLJ . (620)

Em termos de notagao diferencial algumas equagoes surgem de forma recorrente

no contexto de gravitacao. Primeiro escrevamos
0" erawgs = Viaegx = (dex)as (6.21)
then we have the so called Primeira Equacao de Estrutura
de; = ey Awj . (6.22)
Introduzindo R,gr; podemos enxergar a 2-forma
R} = dw] + wif Aw: | (6.23)

conhecida como a Segunda Equacao de Estrutura, como equacao de curvatura focada no

espaco interno. Definimos a 2-forma de curvatura da 1-forma de conexao-spin w; como

«Q

6.2.2 Relatividade Geral no formalismo de tétrades

A acao de Relatividade Geral no formalismo das tétrades é
Sle, w] / da* \e]elef}F”( ), (6.25)
sendo e = det(hy), Kk = 1/87G e
Fil(w) = 20pw,]” + 2w,/ 5w, [k (6.26)

¢ a 1-forma de curvatura da conexao-so(1,3), w, ! . Os campos independentes sao et e

Beg
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6.2.3 Equacoes de Einstein na formulacao de tétradas
Primeiramente, usemos da 1til relagao

v v] Vo K _L
2eeje; =" erkre, €, (6.27)

sendo que e"?? e €1, sao os simbolos de Levi-Civita em quatro dimensoes definidos por
+1 se (u,v,0,p) é uma permutacao par de (0,1,2,3) ,
g7 =4 -1 se (u,v,o,p) é uma permutagao impar de (0,1,2,3) , (6.28)

0 caso contrario .

Para encontrar a Equagao (6.27) fazemos

8“”Up€]JKL€£€i€§€£ =e
= (—:UKL(efLeﬂ)(eie”N)efeg = eehy €€ op
EMNKLefeﬁ = eehel = eeh€Xcuop
= z—:WEMNKLefef = 266%6}’\],50,)
= eMoPeINKL = 2665{26]’/\]{
eMoPes icr, = 2eele’] O (6.29)
Assim, a acao pode ser escrita como
1
Sle, :—/ Ined AFRE(w) . 6.30
[6 w] Ak s €EIJKLE NE N L (&) ( )
A variacao da curvatura é
SF) =2Vibwy .  or  SEY =Déw'" . (6.31)
Onde usamos
Filw) = 20wl + 2wl winge (6.32)
= 0FM (W) = 200wl + 20wlFwhngp + 20wlK swh ngc,
= 2 (V[uéw,f]‘] + 5W§LKW,€]JUKL + 5w[jﬂK(5wlﬁ‘]nKL)
= 2Dy, 0wy’ (6.33)

Variando a acao em termos de w,”, e integrando por parte, temos
€’WJJPEIJKLDG(€£€£) =0 s (634)
que é equivalente a condicao de compatibilidade
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Variando a equacao anterior com respeito a eﬁ, temos

€MVUPEIJKL€£FJUK =0. (636)

Fazendo uso da condigao de compatibilidade (6.35), isto é, sabendo que nesse caso a
derivada covariante D é compativel com a tétrade, temos que F’ ij = Rl{i — veremos adiante
que certos termos de matérias podem quebrar a condicao de compatibilidade ao surgirem

termos de tor¢ao. Nesse caso a Eq. (6.36) fica
1
Ry, — SRey =0. (6.37)
Onde fizemos
5"””%UKL6£R£< = Ge (eje%el + el egeh + ehele — ehegeh — el ere + ereSel) RIE =0
Rep, + (—R7) + (—=RL) — R, — Ry — (—Ref) = 0
2Ref —4R7 =0 O
(6.38)
Usando €/, F jiL ao invés de somente F’ /f;] na agao obtemos, no lugar da Eq. (6.34),
a equacao
e*Dy(ehel) =0, (6.39)

que também é compativel com a condicao de compatibilidade. Prosseguindo da forma

anterior, a Eq. (6.36) fornece
0= €I“V06[JKLEJKMNR%N = —2€IHVUR”V[L (640)

que é identicamente satisfeita por conta das propriedade de simetria do tensor de Riemann.
Ora

Tuvo Tpvo
et R;U/IL = —c'¥ RL;U/I

= - (RL/WI + RLVIu + RLI/J,I/) =0 s (641)

pois (6.41) se trata da identidade de Bianchi. O espago das solugbes é dramaticamente
aumentado e contém todas as combinagoes possiveis de tétrades e conexdes compativeis
entre si (compativeis no sentido que se satisfaga a Eq. (6.13)). Esse fato motiva a formulagao

da acao generalizada de Palatini, chamada de acao de Holst, dada por
1
Slesw] = 5 [ dw felefes P o, FiSH(w) (6.42)
com

1
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Variando a agao com respeito a conexao temos
vo 1J M N
58 pE[JKLP MNDM(eU 6p ) =0 s (644)

ainda resultando na condi¢ao de compatibilidade, ou seja, a derivada covariante da teoria é
compativel com a tétrade. O stmbolo P!7 ., pode ser interpretado como uma aplicacao de
um produto tensorial de dois espagos de Minkowski neles mesmos. P/, possui inversa

dada por

2
- g K. 1
(P, = 21 (55 5J} - %EIJKL> : (6.45)

Variando a agdo com respeito a tétrade, temos

R} — —Ref = —€"™ R, =0. (6.46)

DN | —

6.3 Acao de Holst

Agora nos ocuparemos de escrever a acao de Holst em variaveis 3+ 1. Analogamente

a métrica espacial candnica, consideramos o campo tensorial espaco-temporal
E =ef +nfng, (6.47)

com ny = effn,, satisfazendo £f'n, = Efn’ = 0.

Outra condigdo é necessaria para separar as direcoes internas do espaco de Min-
kowski, alcangamos esse objetivo usando uma fixacao de calibre parcial, fixando as trans-

formagoes so(3,1) internas. Escolhendo um vetor interno tipo-tempo

n! = ol (6.48)

ey =n'ef =n (6.49)

seja a unidade normal da foliagdo. Em termos dos componentes da unidade normal,

1
B = _—(t'— N¥ 6.50
decompomos a agao de Holst como
1
Sle,w] = T /M d*x \/EPUKLF:iL (NEY —2nt*" +2NFn;) EY | (6.51)

onde Nvh = |e|.
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Para chegar até a acgdo foliada de Holst fizemos

Ry (e v_ v
eie, = (& —n'np)(E —n"ny)
= EIEY —E&'n'ny — Enf'nr +nFntnmy
= EYEY —&n'ny — ElnF'ny + Entng — Entng + nFnniny

= &y — 26 ny — 285 ny + nnngn,,y . (6.52)

Usando a anti-simetria de Fiy* nos indices KL e puv, temos que

Firlelel = ELEY — 28 ntn, (6.53)
ou
FEEeley = (5“ — Zn—#nft” + 2“n1> gy O (6.54)
py “I%J 1 N N J

Continuando com a foliagdo da acao de Holst, a partir de agora vamos usar as
variaveis ADM em coordenadas adaptadas, ou seja, u — a, além disso, analisaremos termo
a termo da agdo (6.51), a comegar pelo termo multiplicado por ¢*, também chamado de

termo simplético. Isto é, seja
Sle,w] = Ssymp + Sgiff + Sham - (6.55)
onde
Ssymp = ;ﬁ /M d'z VhPY FEE (—2nt") €Y (6.56)
¢é chamado de termo simplético,
Sdiff;/{ /M d'z VRPY o FEY (2N#n)) €Y (6.57)
¢é chamado de termo de difeomorfismos espaciais e
St = ;ﬁ [ e VAP FEF (NE €S (6.58)

é chamado de termo Hamiltoniano, faremos a foliacdo de cada um em separado.

6.3.1 Termo Simplético

A comegar pelo termo simplético, primeiro introduzimos o termo puramente espacial

po=Vheo (6.59)
Ky

7
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convenientemente escolhido como momento associado & conexao de Ashtekar AY. Usando

(6.48), temos que
Ssymp = —7 /M dont® PyP"Y o FRT =
= [ dtar (ng - 5 KLF;gL)
= /M d*t® PJ@ [aawb — O 4 Qkawi] + flyeil (8[aw{f]l + w[]Zszl;]K)]
= 7 /M d4t“P;’ [8awb awaJ + Qkawb 2w2kw3
+’1yeil (3awb — Oy’ + wilwiy — whwho + Wi Wy, — Wl]fmw(lzm>] (6.60)

Note que, desconsiderando a contribuicao de termos de superficie,

/ d'20,(twY P?) = / A (t PO + WY, (1" PY)) (6.61)
logo,
—/d%t“P;’@bng = /d4x (P;’cugjﬁbt“ + t“ngﬁbp;’) , (6.62)
analogamente,
a L L a a
—/d4xt P]b%ejklﬁbwsl = /d4I27€]kl (P;’wflﬁbt +t wffl@bp;’> ) (6.63)
Portanto,

— [y drant® PP FEL = o [die (Pbtaaang + PP ot + w? 0, P! + Pww,
wab wtk + Pb eklt“@awb + P]b Qgeklwkl(‘?bta —e‘,ilwflﬁbe + P]b 5 eklwfowbo
Pb Eklwt " Wh — Pb 6leb Owio — Pb Eklwb Wim)
= [d*x [P@’Et (fywb + eklwb) + ywi? Oy PY + v Plwdkw], — yPlwikwl,
+3 eklwtlabe leeklwt why + 1Pb6klwt wh, — Pbeklwb why — 1Pbeklwb wim} .

(6.64)

Nos concentrando nos termos de (6.64) que nio envolvem a derivada temporal, temos
1
/d4 [wwﬂ@be + yPlwdw], + 2Pbejkl (wfowéo w{fowio)

1 m m
S PYely (ke — ke, ) = APl (6.65)

L

2
; 1

= /d4:c lfwaj (8;)]3;’ + w4+ b P — e?lwéop,f>
v

1 1
iefdwfl <85P;7 26 " Engpwit Ph + em: S”Pf;)] . (6.66)
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Para se chegar da Eq. (6.65) até a Eq. (6.66) usamos
1
ipbek;z(“ffowzl;o wpwio) = le?]waPk (6.67)
e
leej (wkmwl — Wi, ) = }e:j wkl(—le EngpwiT PP . (6.68)
2jkl t bm b tm_let 2] ngp='b + m :
Para chegar na Eq. (6.67) note que
Wgowllzo leowzlto = (Ve )why — (€ Vieg)wig
= Vi(eqe )Wzl;() - wz(f)jwbo Vi(eq a])wio +w2jwi0 ) (6.69)
mas
th(e e )y, — zvb(e ewpe = zvt( ] aj)”()b‘FE 5 Vb(en al)wét
= (W) + wl")wpy + € (@ + wp )ty
= < L 2whowl” + 2w wl)
= dehwidw)’ =0. (6.70)
Entao
6?1( wlwhy + wy why) = fzwi)]wllao sz?]Wllao
= —2ww, O (6.71)
J& para se encontrar (6.68) fazemos
}Pbe] ( kmt  — whm! )— 1Pb1 <4ejw wh  — delwkmt ) (6.72)
27 kl bm b tm _2 j4 kl bm KI*b tm ) :
Todavia note que
6Icl(’ufmwll)m = _Ggﬂjwtrzwll)m (673)
e
ehwimul = —eijwbkmwim : (6.74)

Usando as Egs. (G.21) e G.23), /7 ™ ¢, ppwapmwi’ P? = 3le]" 5[n5k5£}”‘wakmwgpr A€ w Wi PY

J J

temos que (6.73) é igual a

1 .

ng _lkm ap
—161 € EnquUtkmwb
E 4 vezes (6.74) pode ser escrito como

nj lkm ap nj 1 _km qp
—EZ € Enqu.)bk-th — 6[ Eqp€n Wtkmwb

— - lkm qp
= €€ EngpWitkmWy

(6.75)

(6.76)
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de modo que a Eq. (6.72) pode ser escrita como

1 1
§6klwfl (—Zeymenqugp) O (6.77)

Em seguida escrevemos a Eq. (6.66) como

: 1
/d4x lww?y (&Pf + w,’ij,f - VeﬁlwéOP,g)

1 1,
—i—ieilwfjl (&P;’ 5 " engpil P, 4 e wS”Pb)]
; 1
- /d4x (”ngJabP;’ + Y wbij fy’yeflw?]wéop,f
—i—lewl@Pb—l kl mn pr+ 1 klm OnPb
o kWt b 4%1% €5 EngpWyp 72%% €n m
= /d4x (’yw?jﬁbP;’ + Yy waPk flw?]wéopb

1 1
kla pb kl_mn b b
+26klwt 8bP — zeklwt €] €ngpwit Py, — VWme Pj>

_ / d4 (’th(]jabpb + 76[] 5k]wt Jwbmnpk k lwtojwb(]lplg

—l—;eklwtl@be — ieklwfleymenqugppﬁl 175[] oMw wajPé’)
= /d4 K € gw, ™+ yw, > <6be ; -kezmnwbm"P,f—l—veijkwaiP,f)
— (14~ )ejm"wtOmepg] , (6.78)
ou simplesmente
/ d'x [NDYVP! — (1 + 426, "K' P (6.79)

onde fica definida a conexao de Ashtekar-Barbero como

Al = ieﬁdwsl + W (6.80)

A) . . . N .
e Dl(, ) ¢ definida como a derivada covariante em relacdo a conexao de Ashtekar-Barbero,

ou seja,
DNy, = Vou; + eiijgvk + 'yeiijgvk . (6.81)
Em contraste com a derivada covariante espacial
D' = V' + hlwi V=V — eiijivk . (6.82)
Adicionalmente introduzimos as quantidades

. 1 . )
Al = §e§dwfl + qwy? (6.83)
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Também é 1til definir a conexao espinorial como

I = ;e}ilwfl : (6.84)
E, notando que
Kae = BRIV yng = —h2 &€V el = —Ew™ (6.85)
definimos
K =W, (6.86)

note a ordem dos indices internos da 1-forma de conexao-spin. De maneira que a conexao

de Ashtekar-Barbero (6.80) pode ser escrita também como

Al =T! +~vK! . (6.87)

Agora vamos expandir os outros dois termos da a¢ao de Holst (6.51), a comegar

pelo termo que fornece o vinculo de difeomorfismos espaciais.

6.3.2 Termo de difeomorfismos espaciais

Primeiramente definimos, a partir da Eq. (6.26),

Fébz e 9 = 28[arél+elijeikmekjnf‘mfa

ij* ab la

= 20,1 — €, Ty (6.88)

DO | —

usando a conexao espinorial. Uma vez que a conexao candnica é a conexao de Ashtekar-

Barbero, e ndo a conexao espinorial, é 1til reescrever a curvatura usando A’ assim

Fly = 20 (Th +vKy) — € (D], + K7 (Th +vK3)

la

= 20Ty — € LTy + T + 290 Ky — v 3 T3 Ky — e o KL Ty — 7€ 5 KT K

[a la a

= Fi,+ 29D Ky — 7€ ) K] K (6.89)

A contribuicao na acgao de Holst do termo multiplicado pelo vetor deslocamento
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NH# é, entao,

Sdiff

NP/ P Fh"

1
Yy NP} (5 57 " e! KL) FEL
_ LEIJ KL
27 KL ab

a nM

NP} (6%6“5
1
YN* Pb (770[1451] ,YTIOZE kl) Fflf
. 1
N Pyb (ng - QVEOJMF:(Q

1

+ ¢ klw[a Wb]L )]

1
—2yN"Py [9@ b+ Kawyy” + o (25’[(1 )+ € Wiy + € wpwy, 1)1

—2N°P? [a[ (Fg]

. 1 1 .
+ 'ng}) + ’VKfZWb]kJ + iejlefZKf)] + §ejklw[flwb]l l]

el

= —N"P!|[Fh+ (1497 KLKG| (6.90)
Sendo que para chegar da sexta para a oitava utilizamos
. : 1 . .
K[’flwb]k] = _w[ak]Kb]k = 5 (w[a]k B w[ak]> Kb}k
1, , :
I PO R
1. 1
= §€ljk61quU[aqub}k — §€l kE W[ap Kb]k
= -, 'K} (6.91)
e também
m 1 m m
WM Wy, = Z(W[f — wi™) (Wi = W™V
= Za&agﬂw[;’qagnaﬁww S
1. )
— —Zelkmeipqejmlejrsw[qubfsdmn
1 . )
— ZEzkmeipqejnl Ejrsw[qub]rsémn
1 IKM rs
= 46k € ]lqpqe]rsw[ Wy
1, . , .
= _Z<5;5lk _5?6ll)eipq€]rsw[:qwb}m
1 1 s
- ielpqw[tfqﬁekrswb}
= —ILTy, (6.92)
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onde usamos 0F¢’,; = 0 da antepentiltima para a pentltima linha.

Por tultimo, escrevemos o termo Hamiltoniano.

6.3.3 Termo Hamiltoniano

A contribuigdo para o termo multiplicado pela funcao lapso IV é

_ N;v? Pi?b :Qa[awaf 2t + 20 (G + o)
— ]\;R'VQ P\;;g) :28[awb]i ! — 2wy’ + 2w wy” + ’2y (8[“% g NO)]
_ 12,1721?‘}1;} :Féi + 2K}, K} — 33]’ k,D[aKll;j]

NKQPZ’CL b]'zn 2bzn 2bi' k
= g [Pt il e M KUY = D E e Dk
Nk 2P%apjb z] k k 2 k q 1P
= 9 -7 \/E {Fab (27D[aKb} — 7€ quaKb
2
—29D, Ky + 7€ qugKg’) +e, KLK)y — D[aKgﬂ
Nk _ BB 4 . 1447
= FE+ 1+~ KIKP —2 D KE| | 6.93
27 \/E k ab_'_( +7)€qp a’*b ~ [af3p] ( )
onde da primeira para a segunda linha usamos
_ieinLFszL = _geijko (a[awbko + widtwy zo) - 262‘jol (3[a%0l + Wi "Wy l)
2,}/ a 2,}/ ] la ] y ] [a Jm
= —56 o (8[awb]k0 + W[flwb]zo> - 56 10 (8[awb]l0 + W lwb]mo)
2 .
= ;Gmk ((9[awb]k0 =+ W[aklwb}lo) (694)
e da quinta para a sexta linha usamos
1 . . ; -
PYELY = PLolist E = PR e il = Pl F, = PYe” F (6.95)

Note ainda que

DoKF = DIV K + ve,KI K] = DVK} — ye¥, KPK] (6.96)
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logo

g 1 2 - . 1 2
¢, (ea KIKP —2 (JFV) p[aK,ﬂj> =€, <—eﬂqugK§ —2 ( Y ) Df;‘”K,ﬁ) .

g o
(6.97)

Finalmente, coletando os termos (6.79), (6.90) e (6.93), temos a agao de Holst no
formalismo ADM,

Swaw = [ dt d'e {AP+ NDIVP) o' (14976, K P

K prb , 1492
+N272 \/ﬁ k [ffb + (1 + 72)6](]1)[(3[(5 —2 ( v D[“Klf]
—~N°P} [‘ng +(1+7%)€ le[aKzl)]]} (6.98)

Ou, levando a Eq. (6.97) em consideragao,

J

SHolst = /dt dsl' {AZP,L-G —+ A]DéA)Pb (1 + v ) annPb
k PP . ‘ |+ 2 |
N2 PR B ko 1 2\ _j KIgP o277 D( )Kk
+ 57 NG €7k [fab (1+~7)€,,KIK} ( . WK
—NGP;’ []:gb + 1+ VQ)EJMK[IZKé]H , (6.99)

com uma diferenga de sinal no termo N4~ :ﬂ €’ (1 4+ 7)€, KIK} em relagio a Ref.
[105].

6.3.4 Acao de Dirac

Fermions de Dirac sdo representados por bi-espinores ¥ = (¢,1)T, onde ¢ e n
sao 2-espinores, isto é, se transformam segundo a representagao fundamental da algebra
sl(2,C), a complexificagao da dlgebra su(2). Usamos matrizes  definidas pela propriedade

de satisfacao da algebra de Clifford

Vv + v = 20,1, (6.100)

sendo 17y a métrica de Minkowski. Segundo a métrica utilizada nesse trabalho, isso implica

em
% = -1, (6.101)
i o= 1, (6.102)
Yive = VI para [ # J . (6.103)

Explicitamente, podemos representa-las por

P = (? S) , (6.104)

Vo= (,O. _W), (6.105)
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com o7 igual as matrizes de Pauli.

Transformagoes de Lorentz infinitesimais A¥, atuando em vetores no espaco interno

vk, satisfazem as relagoes
A ks + Ay =0, (6.106)

tal que A7y é anti-simétrico. Usando as matrizes gama, encontramos as seguintes combina-

¢Oes anti-simétricas

1
orjy = 1[717 ’YJ] (6-107)

e a identidade de Jacobi, mais as relagoes de anti-comutagao para matrizes gama, temos

[y, MR ouk] = A - (6.108)

Portanto, as matrizes de pauli fornecem uma representagao matricial para transformagoes

de Lorentz infinitesimais. Além do mais,

Usz =% ¢ U(T)j = 00; - (6.109)

Sob um espinor ¥ podemos definir a acao do grupo de Lorentz por
U'(z) = S(AN)V(A '), (6.110)

onde S(A) = exp(AM7o;;) para A7 = exp()\)7. As matrizes S(A) satisfazem as seguintes

relagoes tuteis

0G0 = g1 (6.111)
SIS = ALy (6.112)
Outra relagao 1util é
U =i Wig? = (u)70 (6.113)
para espinores e
A= —~0A1,0 (6.114)

para matrizes. Isso garante que AB = BA e que AU = WA. Para as matrizes encontradas

até o momento v/ = —~! e 577 = 0.
Note que a densidade de corrente iU~/ se transforma como um vetor de Lorentz,
enquanto 1UW¥ como um escalar,
WA = TS0 5p
= U5 5w
= iN Uy (6.115)
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Outra construgao util é

7 = iyPyly2y3 (6.116)
Nessa representacgao, temos
-1 0
5
= ) 6.117
g ( 0 1) (6.117)
Essa matriz ¢ Hermitiana, satisfaz 7° = —° e anticomuta com todas as matrizes gama

iniciais.
Também temos o pseudo-escalar
LR, (6.118)
e o pseudo-vetor
iUy (6.119)

chamado de densidade de corrente axial.

Em um espago-tempo curvo obtemos campos tensoriais a partir de espinores usando
a tétrade e} para mapear internamente quantidade do espago de Minkowski para objetos

no espago tangente. A corrente vetorial fermidnica, por exemplo, é

U (6.120)

A definigao para uma derivada covariante SO(3,1) em um campo espinorial é dada

por
1 IJ
VM\I/ = 8,)1/ + 5(.0# O'[J\I/ (6121)
1
= 9,V + Zw[ﬂymﬂqf . (6.122)

O que nos permite definir uma acao fermidnica genericamente covariante, cujo termo
cinético ¢é
1 _ -
Soiac = 5 /M d'z le| (T' 4V — V04 ¢4V, 0) . (6.123)
Entretanto essa agao acoplada a agdo de Einstein-Cartan fornece a Il equagio de estrutura
de Cartan com termo de torcao diferente diferente de zero, resultando em contribuigoes do
parametro [ nas equagoes de campo classicas. De modo a cancelar esse efeito Mercuri[133]

introduz a acao de Holst-Dirac, onde a contribuicao fermionica aparece como um termo

topologico de Nieh-Yan, deixando as equacgOes classicas inalteradas. O termo proposto é

a 1 = i - l
SDirac = 5 /M d*z |e| [\117]6? (1 — a75) v,v-V,¥ (1 — 0475> ’716?\11] (6.124)
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e considera um acoplamento ndo minimo para campo de férmions. Nossa intencao é
desenvolver a Lagrangiana generalizada considerando um valor « constante arbitrario, mas
concluiremos nossa analise fazendo a = 7, ou seja, igual ao parametro de Immirzi. Agora,

tomando a equacao com acoplamento nao minimo mais os termos de gravitacao temos
Sle,w, V] = Sgle,w] + SPiacle, w, V]
1
= E/M d*z |e]e‘;ef}P”KLF£L(w)
1 [— 1 [ 1
—1—5 /M d*z |e| _\I/'yle‘} (1 — a’f’) v,V —-V,¥ (1 — 0475> fyle’;\lf}
1
= 5 /M d*z lelefes, P17, (28#]wV]KL + QM[JKCU,,}L‘I??KO
1 4 R L5 T AN
+§/Md x le| _\va el (1 - )8M‘If — 0,V (1 — 27 )7 e’]‘\I/]

1 _ i o i
+§/ d'z Jelefe,’™ {‘1’71 (1 - 75) vV = K v <1 ! 'f’) 71\11] .
M o a

(6.125)
Usando 775 = —oyy,
Yok + O'JK'VI =y vV = iGIJKLWBVL (6.126)
e
—iv'y’ox — i’y =iV’ (Vosk — osr") = 2i°708(,0%, (6.127)
temos
1= ; i 5 - i =\ g
3 |¥ (1 - = > YWvK1Y — Vv ¥ (1 - — ) gl ‘1/}
I a a
1r_ : B .
= - |2970sk (1 — 275) U — 2Usy5r <1 — Zf’) WI\IJ}
8L « «
1 [— — i — _
= Uy o U + Vo iy U — - (\I/fyIaJK’y5\I/ + \I’UJK’YS’YI‘I’)]
1/, — % . —
_ 1 i€l e JE+ %51 oLJ (6.128)
- 1 JKL o A0KL ) .
De modo que
i 2
SDirac = 1 /M d*z |elefw,’™ <€IJKLJL + a(s[{,éf(]JL) + 5, (6.129)

onde S, representa os termos da segunda integral na ultima igualdade da eq. (6.125).

Tomemos agora a variagao da acao em relagdo a 1-forma de conexao-spin, temos

0.5, e
S ?J = EMVGAEIL]KLPKA%NDV(Gg/IGiV)u . (6130)
I
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Entao, 565} > = 0, implica em
NZePN K 21
CECIL it D (M)~ O (i e T+ D) =0 (6131)
Logo,
N KL KL M e L
———=P*vD.(e)ey) = 2 (ze JrLd -+ (5 ok JL> ; (6.132)
K
assim
4

EDV@(];W‘?Q[) = (P " (26 srpd”+ 5 10k JL)
’YQ K L] I xr i L 1

v M N, 2cMeN L cmsn L uw
7\4@ <€ [JNJ +a(5[[ 5J]JN+54(5[1 (SL]JN‘I—@EIJ JN

I
3

g 1 2y
(6.133)
onde usamos €, KLeM N = —erjppefEMN = _21(4 — 2)!51\145 = 45M5J], logo
v K 0 1
D, (e} ef}]) 1M ehs o [(’y+a>61JNJN—2< >5M5 JN} . (6.134)
Multiplicando por e,r,, temos
Dy(ef e = nuDulel) = naeVulel) — niww, ek
= T]J[L?l,(e?) — UJ[LOJVKIG;(] + C’,,JLe? . (6135)
Entao
i =y (v &) ™ =2 (1= Jono )]
Cojyp = ——5— — JU=2(1—==nrd , 6.136
erCur 1210 v+ o €ELIJN aUI[J I ( )
Podemos entao escrever a Lagrangiana de Holst como
el v lel | 1o L
%676JPI‘%LFWKL = v slLs)] 2761“] (2V Wy I+ [w“,wl,]”) . (6.137)
6.3.5 Variacdo da acdao com respeito a conexao
Para a = v obtemos
Dy(eel®e) = 4| elebe Ly . (6.138)

Da Eq. (6.135), temos que a conexao nao ¢ compativel com a tétrade, porém ha

uma contribuicao de termo de tor¢ao a conexao de Lorentz que pode ser escrita como

wS = ol + . (6.139)

a

De modo que a Eq. (6.138) pode ser resolvida fornecendo

Cosr = Zeé‘fIJKLJ (6.140)
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6.3.6 Decomposicdo candnica da acao de Holst com fermions
Utilizando as Egs. (6.48), (6.49) e (6.50), podemos reescrever a a¢ao de Holst-Dirac

CcOo1mo

1 [ 1 — 1 S 1
i/Rdt/zd% NVh _5}‘ - N(t“ — NMng| x | Uylel (1 — af‘) vV, UV —-V,¥ (1 - a75> vl

1 [ . y —_— . ) - . o . )

N

1 Sy . P 1
— 5/Rdzf/zd?’x NVh _5{‘(\117 <8u\1f+ 8%][7]’7"]\1]) _ E\M . (8#\11+ 8%6"[%:%@)

| - . - .
+—(t" — N") (\IJVOVM\II - @70275%\11 — V, 00 — Vu\I/;va\I’)}

B R 27 E
- ((%‘If + swi b, w]\lf) Y- — (@ﬁl’ + 5w’ [ vJ]‘If) 757’\If>

8 o
1 — 1 — o1 1
+N(t“ - N*) (‘I’”YO (8,}1/ + g%ﬂ‘][’ﬂ, ’YJ]‘I’) - ‘II’YOa”YS (@\IJ + gwij[’w, 'YJ]\P)
S 1 N |
—(0,¥ + gwi‘][w, ’}/(]]\I/) W — (0#\11 + ngLJ[%’ ’}/J]\Ij) av‘r’yo‘llﬂ : (6.14°

Como na Sec¢ao (6.3), iremos tratar separadamente o termos simplético, de difeo-

morfismos espaciais e Hamiltoniano, a comecgar pelo termo simplético.

6.3.7 Termo simplético

Assumindo que estamos lidando com o problema em coordenadas adaptadas,
podemos substituir o indice u do espago tangente pelo indice a, indicando que tais vetores
se encontram completamente na variedade imersa ;. Nesse caso o termo simplético pode

ser escrito como
S, = 1/ dt/ PBrNVh ta[\lwo (8 U+ 1w”[w 7y }\Il> — 1@7075 (8 U+ }wl‘][w v ]\If>
Symp 2 R > N a 8 a s 1T o a 8 a 9 J
1 _ 1 — 1 —_
— (aa\lf + gwi‘][w, VJ]\I/> U + - ((%\I/ + gwﬁ"[% w]\lf> 7570\4
1 — 1 — ) 1 — _
= 3 /R dt/zd:sx\/ﬁ te [\vaoaa\ﬂ + gwi‘]\lﬁyo[’yl, vV — é\II”yO'yS@a\I/ — égwé‘]\lﬁyo’yf’[fﬂ, v
— 1 SN — 71 SE—
—0u 07"V — 2w W [, " 00y —cwy " o, wh%o‘l’}
1 _ 1 2
— 5/ dt/ Brvh [\Iwoaa\ll + gwywyo[%%]\y + éwgk‘lwo[yo,%]\lf
R Jx
7 — A 7 2 —
—— U420, 0 — ——w Uy [y, 5] ¥ — —Zw TP [y, 7] U
o a8 a8

_ 1 9
—0, 07" + Wi v (i, 17" — gwgk\lf [0, 1]7°®

- 1 o
+é8a\117570\11 — égnglﬂ Vi, 117" + égwgklll [Y0, Ve V°7° ¥ | (6.142
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onde usamos [ 3] = [ ] © Fior 4] = Dos el além de
we [v0, ) + W Ivk, 0] = wot o, W) + (—w2) (=0, 1))
= QWSk[%ﬁk] . (6‘143)

De modo que a Eq. (6.142) pode ser escrita como

! , _ _ _ o
: / di / Bavh [qwoaaqf — L0050, W — 0,500 + 0, T 1T
« (6%

7

i ;
+8wa”\1' ( O[vi, 7] — avoﬂ%w] + i, 147" — [%,wh‘gvo) 1\

2 1
+8w2k\11 < O[v0, ) — a7075[%>%] (Yo, VelY° + — [70 Y]y y > \II] (6.144)

Agora, usando os resultados do Apéndice (H), podemos escrever

Ssymp = ; /R dt /Z d*zvh t“((z‘w*aaw +in'dan) — i(—w* Dat) + in'0un) — (10191 + in' Ban)
+ L@t — infoun)
+ ;wzf(zze 4 [0 oww + infown) — L (=il oys + infawn) + (o + inlow)
~ (o — infon)|

+1W0k(2) {—(—WUW +in'oyn) — é(z’w%w +intorn) — (=1) (=i op + infoxn)

4 a
—é(iwdw + iUTUkU)] )
= 5 Lar [ (14 D) ot —inti) - (1= L) Gty — i)
2 952
+Zzw§j€zjk [Q(WUW + UTUM)} + ;W?k l iz (Yo + UTUW)]

_ 1 3 L 'T'_'T-_<_> by ety Lok
= Q/Rdt/zdm\/ﬁ(l—i- )(21&1/1 in'n) 1 (¢?/f in'n) 2Wt€iij
1
+aw?ka +(1- 1)7wthk

— / dt / Exvhi [eL(W —ntn) — Or(Ty —fﬂn)} fA’J + = p W T (6.145)
R by 2

onde 0,/r = 3 ( ) A= fwt ij +ywi*, tal como definido na Eq. (6.83), ¢ 8=y + <.

Em seguida prosseguimos para o calculo do termo de difeomorfismos espaciais.

6.3.8 Termo de difeomorfismos

O termo seguinte da Eq. (6.141) a ser analisado é a parte proporcional ao vetor

deslocamento N*. Novamente, utilizando coordenadas adaptadas, temos que esse termo é
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igual a
1 N¢ 1 7 — 1
Saiff = _i/Rdt/zd%N\/E [ (5 v+ 8w [717%]‘1’) - a‘IWOV <6 U+ —w;

8 a
| . i 1
(8 U+ 8% [%,w]\l’) P+~ (3 U+ 8w [%w]‘lf) 757"‘1’]

_ —;/Rdt/zd%\/ﬁ N“[ (1 + ;) (" Dyb — Doryy) — (1 - ;) (iDatt) — in'Dan) + ;Kc’f(

onde usamos o resultado essencialmente idéntico ao da Eq. (6.145), exceto pela substituigao
t* — — N notando, particularmente, que t*w% — —N% % = —N*K*. Além disso, como
na ultima linha estamos lidando com derivadas covariantes espaciais, definimos a expressao

para derivadas covariantes de espinores, dada pela Eq. (6.121), como
1 ..
D,V =0,V + Zw}f Vi, 74| (6.147)

no caso espacial. De modo que podemos definir a derivada covariante em relacao a conexao

de Ashtekar-Barbero, assim como seu complexo conjugado, respectivamente, como

1 )
Dt(zA)\IJ = Daq] + ZZP)/K;[’YOa’Yz]\I] ) (6148)
1 E—
DY = Dy —i Ko, ]V
1 —
= D,V — zZval\I/[%,%] : (6.149)

de modo que
IDAYY = TD,T +z‘i7Kqu[% YU = UD, T + 7[(1 (Vo —nom)
_ D+ QVKW(W + i Dy — %K’n o | (6.150)
DY = DUV + ii’YKé‘I’[’Yo, Yi]¥ = UD, W — %Kz;w*am +ntoim)
2

= Dyiprh — 7KW<W + Do + TKZU o, (6.151)

Utilizando as definigoes acima podemos reescrever a expressao (6. 146) como
1 . ]
= [ ar / Bavh N {z (1 + Z) (W)aw + VK%TUW Dum + - K’%ﬁakn)
R Jx Q@
=i (1= 2) (Padw - T KEwtons — i Dan — T Kknfoun)
5 (1 2 bWl + ) = 5 (1= 2 ) i @low + i) + ~ K
2 o 2 « «
1 S — J—
- -3 / dt / Bevh N [QQL(WDC(L% — DD yy) — 205D — intDA)
R Jx
1
+ (7 + ) K{ij}
a

- /}R dt /E d*zvh N° {eL(wTDg%—méA’nn) 0r (D — it D) + b

2K§Jk} :
(6.152)

orny

6
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E por ultimo temos a tarefa de explicitar o termo Hamiltoniano escrito nas variaveis

de Ashtekar.

6.3.9 Termo Hamiltoniano

Ja o termo Hamiltoniano em (6.141) pode ser escrito como
1 ' —
- —/ dt/ 4>z NVhES {z ( > (Vo' Dyp + D(ma ') —i (1 — > (0T 0"Dyn + Darpo'y))

+2wa [W(U O — OO W +n (U O — 00 )77 + - (W(U o + oo W - UT(UiUk + UkUi)U)H

- - / dt / &z NVhE? {z (1 + a) (410" Dt + Dano'n) — i (1 - ;) (n'0"Dan) + Datpr's))

+2w2k (¢'[o", ol + nflo, %Jn)}

= /Rdt /2 dx N\/ﬁgf [z@L(@/JTa Doth + Dano'n) — i0r(n' oDy + Dabo'th) — € ijng}
= / dt/ dx N\/ﬁé'ia [i@L(wTaiDaw — %ngﬂaiakw + Dono'n + %Kj?ﬂakoin)
R Jx

2
LKL (610 + wlago'y

~ibr(n'o"Dany — L Kinloro'n + Do + 5 Kivlo'on) +

2
—|—a(z/ﬁalakz/1 — Ylopay) —nlotorn — nlowoin — a(nTalakn - nTakaln)) 5 JkKJ Jk]
— / dt/ &>z NVhE? [ié’L(wTaiDgA)qﬁ + Dt(lA)nain) — i0r(n " DWWy + Dt(lA)wa’L@/))
R Jx

VY . , 1, .
T 2ie ) KT — e ijgJﬂ

= /dt/d?’x Nk P!
R Ju

TR 7 a ]
—5 0P KiJk (6.153)

i0, (VT DNy + DS po'n) — ibp(nf o' DAy + Dy Vo %p)}

onde utilizamos § = 1 — I e a defini¢do de P/ dada pela Eq. (6.59).

6.3.10 Contribuicao Fermionica

Coletando os termos (6.145), (6.152) e (6.153), temos a contribuigao fermionica da

acao de Holst com férmions nas variaveis de Ashtekar

Stirae = i dt o {[(iVROL0) & — (iVhOLy') iy = 41 (iVROre) + it (iVROan)] — SA',

— 808 J 4 NyrPe |0, (e DAy + Do) — iyt DA + DY goiy) — Loe ijng}

VA Na[eL(wTDg%—iDgA)nn) Or(iD i — nTDgA>n)+§K§Jk]}. (6.154)

6.3.11 Acao Canobnica de Holst-Dirac

Somando os resultados para a a¢ao canoénica de Holst, Eq. (6.99), e para a ac¢ao

candnica de Dirac minimamente acoplada, Eq. (6.154), temos a a¢do canonica de Holst-
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Dirac dada por

Sup = [dt d' ( (iVhort) = (iVhoen') i = 7 (iVhore) +9" (iVhorn) | + PrL. (+4;)

vy <D,§A)P;’ _ 2Ji) o ((1 + e KNP — §Jk>

e {3 e [ - (el ey -2 (1
0, (610" D + Do) — i0g(n o Dy + Doty — eajkxgjk]}

~N{P[Fiy+ (1+ ) KK

A
DK

+yK P

+[6L(¢¢TDgA>¢—¢D<> 1) — Or(iDS e — )+§K’Uk”> (6.155)

Agora, note que

ja D Sj = Ej " ja b(]_ + ’}/2)D Kb ———P*D (\/EJJ) -+ (1 + ’72)6j nlimij D Pb .
\/ﬁ a m \/ﬁ a 2\/5 j a m-rb ﬁ at m

Donde o uso de S* é motivado pelo surgimento do vinculo de segunda classe S = 0,
encontrado logo abaixo (eq. (6.196)), associado ao multiplicador de Lagrange w, Y cujo
valor pode ser encontrado como uma funcao das demais variaveis da teoria, como ficara

explicito mais adiante.

Porém, partindo do fato que a derivada covariante de uma co-tetrada é igual a

zero, ou seja, D,el = 0, temos que

P 1 1
Dy—= = —D,&' = —D,(e! + nn;) = —Dgyef = 0. (6.157)
Vh ok VK VK
Assim, de
pPap? P\ Po pe
D,|—=| = P!D,|—&|+—LtD.P}=—LD,P, 6.158
() = ne () o= ot e
(S
PepP? pt P! P
D,(-1=") = “AD,P!+P'D,|-%|=-~D,P", 6.159
(%) = Gprmn () = oo 00
temos
pe P
LD,P! = —~D,P!, (6.160)

vho " Vh
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de modo que podemos escrever a Eq. (6.156) como

B D, = n (1L 4 ) DKy — S5 PEDL(VAT) + (14 42)é, 2 Ky B D, P
= R (19 DuKy — 2 PEDU(VRI) + (1497l Ky B D P
7“\*} )ej ”Kg”Pf;eJqugP;

_ ol i P14y )D Ky — 552 PAD(VRIT) + (1+42)e 2K e (DWW P — 2 )
1+ ) KR w ngP“ (W6 kP — 8.09) — y5e, PRAPLT
- af;ﬁb(l +7 )D Ky — Da(VhI) + (1422 Ky 0 (753 ) S
+H(1+7%)e nKl:n\Pf\QfJJ Ve KLY S; = e KiP, T

= (1+~2)é n \'/LD Ky — 2 JD(A (VhJI) = 2l KEPET™ . (6.161)

~ . . . P ;
onde, a partir de agora, usamos o = 7y por uma questao de simplicidade. Usando ﬁDaSJ =

pagi ~ pegi ~ pPeGy . P n .P};
D, (i/ﬁ) =D, (%) = (1?2) D, (%) €€ nff 5 D Ky =¢" NG D[aKb], temos

W« PAPp . (P!GI Py
—vk(1+ )t D KL = (1 +~2)kD, |~ 1+ R(1+ VhJi
vE(1+77) g Pl (14+~%) NG ( 7)2\/3 D(VhJ)
1 2
K 27 el Kkpegm . (6.162)

Portanto, a acao de Holst-Dirac pode ser finalmente escrita como

J

Sup = [dtd's (AZPE‘ + Py + 0y + Pl + ntog + A (DZSA)P’? - 2Ji>

vl (14 ek - )

’fQPz‘an 2\ _j P 2\ . [ quGj
+N{27 e k[Tl — (1497, KIKT] + (1 +7%)kD, NG

P 1+9% &
1 hJ’ KIptJ™
Tk ( +7)2ﬂ (\/_ )+’W€ 2 € mhal]

kP [ZQL(WL DAY+ DD poin) — ifp(y e DAy + Do) — kKJJ’“]}

Ne ] pbri DA DA A D) Y41,

_ 2 Fap + 01" Dy — Dy mn) — (ﬂ?a Prp — n)| — > KiG, )
(6.163)

6.4 Analise Simplética da Acdo de Holst-Dirac

Nessa secao fazemos a andlise canonica da agao de Holst-Dirac no formalismo
simplético utilizando o algoritmo de Barcelos-Neto e Wotzasek. Na analise a seguir obtemos

os vinculos da teoria, eliminamos graus de liberdade espurios através da resolucao de
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alguns dos vinculos e explicitamos os vinculos restantes como geradores de transformagoes
de calibre, fazemos também a contagem de graus de liberdade do sistema e, finalmente,
obtemos as transformacoes de calibre associadas aos campos que descrevem completamente

a teoria.

Primeiro definimos a Lagrangiana de ordem zero por
; ©
Sup = / dt &z L (6.164)
ou

7 ALP + D (VROLYT) + T (—iVhOrY) + 0(—iVhOnT) + i (iVhORn) — v,

(6.165)
com
o N
YV =ANG+w 'S+ NC+ N°C, . (6.166)
Seguindo a andlise simplética a partir de (6.164), temos
(0) . . . .
(€% = (A, B ¢ ot U A K, w” NONY

=2
=
S~—
I
—~
"
o

Y0 ivhO Wt —ivhOry —ivVROt iVhOgyp 0 0 0 0 0 )

(6.167)

Para escrever o vetor simplético escolhemos os campos 1, ¥', n e n' como varidveis
da teoria, assim como as expressoes indicadas como 1-forma simpléticas correspondentes.

Tal escolha nao é livre de problemas, discutiremos o caso mais adiante.

Donde obtemos a 2-forma simplética através de

=l (5t) + o (Ate) + 5268 (~iVi0L)

0005 (i) + 05535 (v/Rtn)
ovh

+02 (65 (i000") + 85 (=) + 05 (~ibun) + 85 ()] S5t

= 020} (0508 + 6405 (iVhor) + 0365 (—ivhoy) + 0505 (—ivVhoy) + 6205 (ivhor)
ov/h

+82 |0 (i0001) + 65 (=i0rt) + 6] (—ifun") + 05 (i0rn))] =pa > (6.168)
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resultando na estrutura pré-simplética dada por

(0) _ dag cacs 00
faﬁ - @ - (_ ) 557
= 0203(3508) — 0483(0707) + 6405 (iVhor) + 0365 (iVhOR) + 0504 (—ivhoy)
+048% (=i, ) + 0587 (=iv/hby) + 6308 (—ivhoy) + 6305 (iVhor) + 8505 (ivhoR)
(52 [55 (qu/ﬂ) + 85 (—i0gy) + ( wmf) + 65 (an)} i\f +a < @)
= 3203(350%) — 0463(0705) + 6403 (iVh (0 — O1)) + 6304 (iVh (0 — 01))
+350% (iVh (0 — 01)) + 0205 (iVh (0 — 01))
T (53 105 (10091 + 05 (—ibrep) + 65 (—ibun') + 65 (i0n)] i\f —a 5)
= 3203(350%) — 0483(06705) + 6403 (V) + 0304 (V) + 8507 (Vh) + 6365 (V)

spe A ﬁ) . (6.169)

+ (53 108 (10001 + 0% (—ibre) + 85 (—ibun') + 65 (i0n)] OVh

cuja matriz pré-simplética associada possui 5 modos-zero triviais no espaco simplético, a

saber,

(v) = (0, 1" 0 0 0 0), (6.170)
()i = (0, 0 1, 0 0 0), (6.171)
(vs)' = (0, 0 0 1" 0 0), (6.172)
(i) = (0, 100 1 0), (6.173)
() = (0, 00 00 19 . (6.174)

Através da condicao de consisténcia aplicadas em cada um dos modos-zero obtemos
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os seguinte vinculos triviais,

, 1
G = DISA)P})—§JZ- =0, (6.175)
Wia = 57 = 0 (6.176)
1
S; = DyVP! - 5= (L7 e, "I F) + gji =0, (6.177)
- Pb . . (PAGY
_ L+93)e, KIKP| + (14 9%)kD, | 2
¢ 27 \/ﬁ {‘F — jL’y)'sqp a b}+( +9°)k a(\/ﬁ)
P 1+ 2
+r(1+~2 VhI) +ye—¢l KEpeg™ 6.178
( Y >2\/E ( )+ k 1 ( )
+yk P! [i@L(zp‘LaiDgA)w + D,SA)nain) — i0r(n o' DWWy + Da wa }
2
) 1 .
¢t = PJZ'?]:gb + [QL(WTDC(LAW @D( m) — QR(ZDa Wﬁ D) | - - KGj .
(6.179)

Calculamos o resultado da Equagao (6.176) por partes, primeiro temos

o(N® ) A — T Al — T h
( 5FlC’a) — 5Fl l (’)/ 4 1)( . ) (ka( a . a)Pyl;L o \é_Jz> N(L‘|
241 . . 241
_ 0 ; e, " Pb Ne(AT Ty WﬁJZNC . (6.180)
Também temos
5(("} OZSZ) 7 5 m 1 (1 + 72) 7 m pc
(;T - (1+72)wtoﬁ [% 5(,4’;—1“’5) Pfﬁ} = w, ey " P,

(6.181)

Da parte relativa ao termo Hamiltoniano primeiro reescrevamos a Eq. (6.178) como

K a [ ] 14+92) j m m
TN PapY [, (20 Al + €, ATAY) — 2(y + 1)K} K} — 285 et (9K + en KIKY )]
+iyk N P? {QL (WJ O + aanTJin> — 0 (n*aiﬁan + QLWJWJ”
+yRPrST, [Q/JT (oo + o) — 't (o) + opo’) n + £ (W (00, — 00") ¢+ nf (07 0), — 03,07) 77)}
+yr AR KE [t (070 + 040®) ¥ + 11T (0'0k + ox0) n + £ (¢ (o7or — ovo®) ¥ — i (00x — o0) )
(6.1
Antes de prosseguirmos vamos estabelecer duas relagoes tteis. Usando P*T% 0,03 =
PN g 04, temos

o
6Tt

1

1
(P‘“l"ka(aab)) = P‘“ék 0(a0%) (Pfakak + PCkU(lak)) §Pl oFop = iPlC]l ,

N)\»—t

(6.183)
5

: 1 1
(SFZ (Pa Pk [aO'b]) = P“[Zéﬂa[aab] = 5 (PCkO'[lO'k] + PZCO'[kO'k}) 2P [l k] . (6184)
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Tomando a variacao do termo Hamiltoniano considerando somente a parte de matéria,

temos
1) (NC) N d aik T
TC\P = ko lzm (P I*Wlogony —n U(iffk)”))
2i 0 itk T
4_*5? (P IF@lo O[oKY — 1) U[iak]m)
) (45— T%)
. ai T f
iy [2 oL (P f(w TGINY = T TN
21 ¢ ; ( 5~ FZ)
pai\e " Ta) ot —nloy
g S Wlowomy = n'ouok)

7
= kN [é(wl/) - 77“7) + gPCk(T/JTU[zakW + UTU[IUWI)]

C

, P,
—1ykIN [ny(lﬂg[lm{]w + nTU[lakm) + TPyZPZ (W@/) n 77)]

= AkNP? ( )(W n'n) = /@N<1J;72> Pty . (6.185)

Enquanto a variagao da parte gravitacional do termo Hamiltoniano é dada por

5(NC) . " ; ¢l
M$”—gﬂ<+nPW$P<% o (Oukh + ¢, 1K7)|

__ 4%N apb s | ATl (4 F]) ko kg AP-T?)
- sz(fy +1)P PJ&FZ[ 7[ Lok ’y 6[ Kb]‘i‘eqprg%

K A F
— -+ 1) 2R Py mw{

e k a pb
>Wwﬂaa}

—LaE O+ ) R A +2P[%P*a< 2]
+eijk5{izc {P LN (8[0,(14 Fl’f})) vr(v? + 1)} — %F;%
= 5N (92 + DO PEPS + €7y 50, (T) . (6.186)
Da Eq. (6.27) obtemos a relagao
ebe™®eijn = 2V heljef | (6.187)

ao fazer uso dessa relagdo temos

2.4 q g N pape 2.4 q g 249
Mewlﬁ[a ( i J ) = (" + )Wewka[a (Ne?ej]\/ﬁ) = (’Y4+)€acdaa (Nefl)

2 Vh 22 K2 VK
(6.188)
e
kN 2 7 pDa pc KN(’VQ_'_l) i ,a,c % (72+1> i ,a,c
ﬁ(’y + DI Py = ﬁwx/ﬁne[ie” = Nsgn det(e}) pos \/ﬁFae[iel]

(6.189)
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De modo que reescrevemos a Eq. (6.186) como

2

S(NC (1 :
ONC)grav = Nsgn det(eé)L i )\/51“}16%6?] + (V4+

1
5T - e o, (vef)

(6.190)

Finalmente, coletando os termos (6.180), (6.181), (6.185) e (6.190), temos o vinculo

©)
i 0V (1+1%) 0i . m pc (VP HD) b nrey gi i (v*+1) ¢
Ca:arlc = el P - 2 e PN (Aa—rm)—i27 VhJN
1 2 (41 , 241
+kxN ( i ) PfJy + Nsgn det(eé)w\/ﬁl“fle%ef] + Mgacdaa (Nef)
Ky 4vK

(6.191)

Em seguida vamos resolver a equacao anterior de modo a obter uma expressao para
w,” e, com isso, eliminar essa varidvel do espaco de fase da teria. Contraindo a Equacio

(6.191) com e, obtemos

1 | 1 1
0= —vELE) vie keeem _ o0/ we”je[bemNC}K’“ VELEEY) g e
K2 Ky 2y

1 2 1 .
+I€\/E7< +Z )efeg‘JO - 7( :7 )5“6‘162”8@(]\[6&) +I'" Nsgn det(e’, )( Lt} )\/_eﬁelc m
Ky YK

1+9%) 1442 1+
= —\/ﬁwwtozeﬂm - 27\/5( va ) (elk elel N° — e mNb) K — \/E(ZJ)JZNC(BZL

1 1 2 . - (1 2
VA g g0 BT cwctma, (Ney) + T Vs detel) L) Ve
2 dvk K

1 - 1 1 2
= —\/E7< +Z )wto%ilm — 27\/E( +7 >elk ebemNch + 2y \/_7< it} )Elk] eje Z”Nbe
Ky Ky

1 1 2
_\/E< _2{—77 )JNC m+\/_( 7 )5mJO ( ;Z )&faCdegLaa(N@dl)

, (142
+T" Nsgn det(eé)w\/ﬁ[ 1=0. (6.192)
Ky

O que implica em

w, %, ™ — 2ve,” e MNCKF + 2’quje§e?Nbe — %Jl]\fce;” + k6" JY — Le‘wde?@a(i\fedl)

4vh
+sgn det(eZ)N’ye[J ]FJ =0.

(6.193)
Usando a identidade €;;4¢7% = 6, podemos escrever o resultado acima como

i c m KY i c_m g acd zl em
6w, % — 2ye | ¢ MNCKE 4 2yelt e, " NPKF — Lt INCe™ — ¢ "0y (Ne
t v '€ b v Ik b 5 ! NG (Nea)

+sgn det (e}, ) Nye' el 650 = 0
(6.194)
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Usando agora €l ¢, 7 = —¢'', ¢,’ = —26/03] temos finalmente a expressdo do multiplica-

dor de Lagrange w,” em fungao das triades.

) 2 )
w, % = 75 (5Z,]L e; eMNCK] + gnyng + T; o JINe™ + 1726”[[16“”8 (Nea)
+stgn det(e’)e etT™ . (6.195)

Em relagao ao vinculo (6.177), temos, da Eq. (6.175), que ele pode ser simplesmente

escrito como

A (6.196)

Si= (1+7))es, "K' P =

e incorporado nas equacoes dos demais vinculos.

Agora passemos a examinar os problemas relativos a escolha das variaveis fermio6-
nicas na composi¢ao do espacgo de fase. Podemos encontrar os parénteses de Poisson das
varidveis originais da teoria fazendo uso do bloco inversivel da matriz dada por (6.169),
sendo[58]

ap
(0) (0) 0E oG
oce inv 9¢sb
Explicitamente, o setor invertivel da matriz simplética é
0 6708 0 0 0 0
5t 0 0,0 0k —i0r) St~ S 00 ShE
((0) 0 —ieLwT% 0 Vh 0 0
fa ) = (6.198)
*)inv 0 ibrpShE 5Pb vh 0 0 0
0 Oppidh g 0 0 0 Vh
0 —ang;ﬁ; 0 0 Vh 0
Invertendo a matriz acima, temos
i 0 10 10 5vVh i ovh
0 (5j52 Rw 5pb LW 5pb —TZU 5p]l_) TZUT@
—5]og 0 0 0 0 0
ap
Q) —CEYSEE 0 0 -+ 0 0
(f—l) = :L%P ) vh .(6.199)
w | HUEE 0 H 0 oo
zgangg; 0 0 0 0 L
6 Jf 1
\anT 5Po 0 0 0 7 0

Esse resultado é problematico do ponto de vista da mecanica quantica, pois os campos que
formam o espaco de fase devem ser promovidos a operadores em um espaco de Hilbert, no
entanto os parénteses de Poisson entre os campos fermionicos e a conexao de Ashtekar-

Barbero sdo todos nao nulos, e.g. {1, A%} = lf;’i ‘;‘If,:. Logo, tal escolha de varidveis nao ¢é

adequada.
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Alternativamente, a fim a linearizar a teoria, podemos tomar os campos ¥ e n como

variaveis independentes e usar os momentos canonicos, assim

Ty = ;gzi\/ﬁ%w*, (6.200)
Ty = (f;g:_“/ﬁg”ﬁ' (6.201)

Note que m; = Ty e m7 = 7. Entretanto essas variaveis candnicas também nao podem
ser promovidas a operadores num espaco de Hilbert por conta da presenta de vh [138].
Outro problema com essa escolha é a mudanga que ela induz no termo de conexao de

Ashtekar-Barbero. Note que o setor cinético da ac¢ao (6.163) fica escrito como
O = i| d' Vh(0u0" — 05t — Oun' + O’
= d*z Vh [m,zﬁ + 70 — ;’yfﬁHReiJOPf} : (6.202)
3t

descartando termos de derivada total. Ocorre que do segundo termo da integral fornece ao
termo de conexdo A’ uma corre¢io imagindria igual a 5yK0 relJ?, deixando a teoria com

uma conexao complexa, o que gera mais uma série de complicagoes.

A solucao para o problema de encontrar uma conexao de Ashtekar-Barbero real
numa acao com contribuicoes fermionicas foi redefinir os campos dos férmions em variaveis

de Grassmann de densidade igual a 1/2. Entao temos que

¢ = Vo e (6.203)

x = Vhy (6.204)
Sa0 as novas variaveis canonicas e

e = —i&l e (6.205)

T, = —ix' (6.206)

sao seus momentos canonicos conjugados. Dessa forma o termo simplético da acao 6.163,

pode ser escrito como

ODirac = /d?)ff\/_ [(1 + ) (¢T¢ ) (1 - ) (@/}WJ U] 77)]
- L s [ davi [(w% =+ =) + L (i + o+t + n'*n)]
= [ @] (€4 xIN) + SPrcaes)

Obiae = [ do|red +mi + Za%t(e;ﬂ)} . (6.207)
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Para chegar até o tultimo resultados seguimos os passos seguintes. Temos

Vit = Vhy'o, (w\/ﬁ> = VhptVho, <‘NE>

Vh Vh
- com(4)
= VRo(hT) + ctoe = ¢f¢ ( . f> dyh + €1€ (6.208)
mas O;h = hh®0;hy, = heldied, entdo
—4\1/E§T£8th = - \/_fTﬁe Byel = ——5*5 Vho, (@;)
= —EéTéeiDt (”j;) = —Lrelee, v, (PY) . (6.209)
logo
[ & Viwti = [ [g*g‘ + P, (Wweiﬂ . (6.210)
Analogamente,
= [ Viite = [ @x |- - Tpre, (vivey)| = [ dn |6é - TP (vivel)|
(6.211)
de modo que
/ dx VI (1) — i) = / &P 26té (6.212)
e
/ dx VR (1) + §Ty) = / &z l;Pfﬁt (wheel) (6.213)
Da mesma maneira, temos
[ @ VR (01 =it uti —itn) = [ dz 2 (g€ +x1%) (6.214)
e
/d3 h (01 + Gt — gty — i) /d3x l;P;mt (ci°) . (6.215)

Substituindo os resultados das equagoes (6.214) e (6.215)) na equacao (6.207) obtemos o

resultado encontrado acima.

Entao que podemos reescrever o setor cinético da Ac¢ao de Holst-Dirac como

glin /dt/ P {7?5£+7rxx—l—P ct( ¢i J0 +AZ>} (6.216)
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Portanto, dadas as transformacoes do campos fermidnicos em meia-densidades, a conexao

de Ashtekar-Barbero corrigida pode ser escrita como

A=Al + n Bel o (6.217)

Tomando o vinculo Gaussiano (6.175) mais o vinculo (6.196), temos

a \/ﬁ a | Da ﬁ a
DY P — — i =Dal + ve,; FKIPY — 5 i =DaP=0. (6.218)

Mesmo na presenca de férmions, de modo que
el hpPh = &9, IFP (6.219)
o que implica em dizer que
ij ik pb
e Cy Py =0 (6.220)
na superficie de vinculo circunscrita por S* = 0. O que estd de acordo com a descricao
da teoria dotada de uma conexao de Lorentz mais um termo de conexao. Projetando

espacialmente a contribuicao espago-temporal da torcao C’[LJ dada pela Eq. (6.140), temos

a contribuicao em termos das triadas como

1
Cg:§hge”KLnIC,f<L_ Zefljo (6.221)

Donde obtemos, analogamente a Eq. (6.139), que

. %’;JO . (6.222)

Podemos, entao, escrever a conexao de Ashtekar-Barbero como
A = T 4K — 4eaJ0 e (6.223)
DPs = DWPH:=DP!+¢, " AIP; . (6.224)

A partir desse resultado definimos a conexao corrigida de Ashtekar-Barbero como

Al =T K (6.225)

Abaixo vamos reescrever os vinculos de primeira classe usando as varidaveis fermi-
Onicas de meia densidade e a conexao corrigida de Ashtekar-Barbero. Comecando pelo

vinculo Gaussiano, temos

h
{p - - Dé*”Pf—

@ (@DTUW + 77T0i77>

= DVP ;(\/_@Z)TUZ\/_@/)‘I—\/_??U,\/_?])

- oot o () ()

G, = DIEA)Pib + (mem€ + xTix) (6.226)
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com T; == 2%

Agora vamos reescrever o vinculo Hamiltoniano (6.178), a comegar do primeiro

termo, temos

2 ..
/ &y ;ﬁpapf & Fh = / & ;fz (PP, [200Al) + €, (AL + C2) (AL + CF)
+20,,C] )

2
- / &z P“Pbe”k 20, Al + €, ALAP
te qp(Agcgf + CIAD + CICT) + 20uCF))

2
TR papb ij Ak
- /d% T (Pepre, [FUOF + &k (24107 + Cacp) +20,C8] )

(6.227)
Usando o resultado (6.220) e a relagao
/ Bz 1, PIPOLCE = — / d*x ¢,y (PEPY) O
— 9 / B 9 CEPeo, P!
- / &z TeijkefJOPfaan
= [ B (it~ mp) PP, (6228)

temos

/d3a: —72’1 papbed F /d3 7 P“Pb g f Ak +z’72/€26” Peek (7T §—m XW P}
2\/E LY F ab ab 4\/E BT ¢ X ¢ .
(6.229)

O segundo termo da Eq. (6.178) permanece inalterado, analisemos entéo o terceiro

temo,
K147 >2P D)
= ( (VhJ) + €y AL b + €, ClLIh — € ,CIT*Vh)
- ( (VhIT) + € ALT VR — €, C1T*V D)

- (1+7)2]\3/E A(Vh)

2
1
= PO pop (e 4y (6.230)

Vb
onde usamos o resultado (6.220). Daqui em diante usaremos esse resultado para justi-

ficar operacdes do tipo P#DA) = P*DMA) . Seguindo para o quarto termo do vinculo
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Hamiltoniano temos

3 ~ PaSl . 3 R PaSl 3 ap) S*
[ein () = [oeio. () = fe S (G5)

3 2 a bi \/ﬁz 1
= /dx/i(l—l—”y)PZ-DaKDéA)P _2J>\/§]

Dbpbi>
Vi
5. K(1+7%) a i _

- -/ d'n == (DaPDPY =0, (6.231)

— /d?’x k(1 +~*)P*D, (

onde usamos o resultado (6.218). Para o quinto termo de (6.178) temos
/ d*z K P} {ieL(%bTaiDéA)@/} +Dna'n) — ibp(n'a" Dy + DY WW]
2i o' 2i o'
= | &z iyePt | =06 —DW¢ — DNy — c.c.
/ xl’yﬁz|\\/—L§2ia§ \/ERXQiaX c.c

_ / P Z—Pa (0,67 DNE — Opx T DY — e | (6.232)

onde usamos (6.220) entre a primeira e a segunda linhas.

O ultimo termo de (6.178), usando S* = 0, pode ser reescrito como
Ky n mpa 7Jj K j
5 (P + Ve KPP = (7 + DV
-2 K 2 4 TO-J 4 4 TUJ 4 )
— 1 hp'—=vh hn'—=vh
VAL ) (Vi 53 Vi
J J
9 (%w;’%w n m*‘;m)
i i

= D e+ ) (rere+ ma)
(6.233)

Coletando os resultados (6.229), (6.230), (6.231) e (6.232), reescrevemos o vinculo
Hamiltoniano com conexao de Ashtekar-Barbero corrigida e meia-densidades fermidnicas
como
c = I T PPt (9, FUF — 202 + 1)KLKY) ~ K0P +1)

eV ] vh

_12\;’5 P (07T DAE — Opm, 7Dy — cc) + ZZ%

+4\,;E(72 + 1) (mem€ + Ty TiX) (7r§7'j£ + WXzj) : (6.234)

Pia,DgA) (meT:€ + Ty TiX)

Gijkpiaellj (755 - WxX) aaPJb

Finalmente reescrevemos o vinculo de difeomorfismos espaciais com as novas
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variaveis. Primeiro notemos que

/ v PP = / d*x (2P Al + CEO,PY + PLOCYE + &, ALALFY)
= [d (2PLowAl — (AL~ C)OPL+ ALO,PE + PLOLCE + &, AL ALPY)
_ / dx (2P0 Al — ALO,PY) + / d*x (AL0,PL+ PLOCY + ¢, ALALPY)
_ / dx (2P0 Al — ALO,PY) + / d*c (ASDYVFL + PLO.CE) . (6.235)

J& com o segundo termo, temos

iVROL (W DDy — D) — ivhOr(DE Iy — ntDAn)

= z@ (1 + 7) (1 0y1p + gAﬁw*am/J Qan'n — *Aan k1)

—i\gﬁ (1 - ;) (BT + A’Wam/f n'0.n — *A’“n o)
= z\/j (1 + Z) {w*a v — 8a77T77 + 3.A <¢ oy —n UM?)]
ol
- ‘ .
—ié_ (1 - s> { ¥l — 1o + S AL (Vo —n axm)}

h h
Z£ (Q/)Taa%b - aa¢Tw - 8@”“7 + nTaaT/) - \2/; (%DTaa@D + 8a¢T¢ - 8@”“7 - 77T8a77)

hi
é_ZAk (Q/JTUIW +n azm)
_ ! (wfa & — (0ame)€ — m0aX + (Dummy)X) — \/_Kpba (e]J%) — \/ZEA’;Jk . (6.236)

Combinando as expressoes (6.235) e (6.236) temos que a expressao para o vinculo

de difeomorfismos espaciais nas novas coordenadas é

h
C, = (2P,§a[aAb Akabe) + A* <D 'ph— \é_Jk>
1 .
(71'58 § ( aﬂ-ﬁ)g - WxaaX + (aaﬂx> ) + Pk8 Cvb - \/_Kpl?aa(jg

1
— (zpk Oa Ay — A’;&bp,i’) +3 (me0a& — (0ame)€ — T OaX + (Damy)X)  (6.237)

Tendo fatorado os vinculos e reescrito as variaveis segundo novas referéncias

podemos escrever a Lagrangiana de ordem um como
1) . . . . .
L =P'A, +7m&+mx+ NG+ AC+ XC, , (6.238)

com vetor simplético de ordem um e 1-forma simplética de ordem um dados, respectiva-

mente, por
(£ = (AZ P* & m x m AU A )\a), (6.239)

(@) = (PP 0w 0m 0G CG). (6.240)

J
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Donde obtemos a estrutura pré-simplética de ordem um

@ dag cpes 00q
For = G =V 55
= 02040467 — GL03808T + 5405 + +0565 + 0565 + 6565
V) 5 5 5 § 5
5 —— +6 + 62— 5 — 4D 8% — (—1)7rs
" (%Aﬁaam age T Oge gy Hoagy )g] (=1) O‘HB]

0 ) ) 5 0 0
1 2 3 9 4 O 5 0 6 €Res
+ (5 TRy R L sl e >caﬁ (-1) a(—)ﬁ]

+ (515; +5‘2’5i"+6§“;£+5§555+62;+5255 )caﬁ (— )ERssaeﬂl
(6.241)
Os modos-zero da estrutura de nivel um devem ser
(o) = (3% 2% & % & % 900, @21
()" = (8 —dg & % & K0 -10), (6:243)
(vma)” = (gg; S —53). (6.244)

Apos a obtencao dos modos-zero na superficie de vinculo podemos fazer o calculo
para as expressoes de transformacao de calibre, desse modo teremos para um parametro
infinitesimal p’, as transformacdes de calibre da conexao de Ashtekar-Barbero corrigida e

para o seu momento conjugado sao, respectivamente,

oy = <o /2 Prp'Gy = — (D)2 (6.245)
a 0 3, 0 k_jpa
0P = _m/zd rp'Gi = €;"p Py, (6.246)
3
058 = 57r§ / Prp'Gy = piri€ (6.247)

A eq. (6.247) tem o efeito de rotagoes locais[131].

Dado outro parametro infinitesimal distinto, £, temos que a transformagao de
calibre por difeomorfismos espaciais da conexao de Ashtekar-Barbero corrigida e para o

seu momento conjugado sao, respectivamente,

. 5 . .
bk = s [ A eCy= P D (4

= L=A, (6.248)
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0Pr = — 5; [ dweci=—[ d%[ 51 (" PLa, )—gaaCP;]
_ /d3 ~20y. (e°PY) 8 + P,
_ / x|~ (£°PY) — 0y (°PY) + Poe"]
_ /E d’x [0, Py —szabeupfabgb}
_ pe (6.249)

~ — 3 a — 377
0€ 57T£/d:vsc /dxz(sﬂgsﬁgaf (Oume)e)

= 9,8+ 5&%“ — L€, (6.250)

conforme encontrado em Ref. [139].

As transformacoes de calibre geradas pelo vinculo Hamiltoniano sao bem mais
complexas do ponto de vista técnico, além disso, sua forma depende de outro conjunto de
transformacoes de modo a tratar o problema no contexto da teoria de Gravitacdo Quantica
de Lacetes. Tal desenvolvimento esta além do escopo do nosso trabalho e seu resultado

esta descrito no trabalho em que nos baseamos[134].

Para contarmos o nimero de graus de liberdade seguimos a eq. (2.103). Na tltima
iteracdo temos 33 componentes de campo (eq. 6.239), considerando que 1 e 1 sdo bi-
espinores, entao &, x e seus momentos contabilizam dois componentes cada; das egs. (6.226),
(6.234) e (6.237) temos 7 vinculos nao eliminados; e, na ultima iteragdo, 7 modos-zero
geradores de calibre foram encontrados (eqs. (6.242), (6.243), (6.244)), entdo o nimero de

graus de liberdade da teoria é
1 1
NGin(N(l)—QM—G):§(33—2><7—7):6. (6.251)

Essencialmente dois graus de liberdade relativos a teoria gravitacional equivalente a
Relatividade Geral[51] no nivel das equagdes de campo e mais quatro graus de liberdade

relativos ao termo de matéria fermionica de massa nula[140].
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7 Consideracoes Finais

Nessa tese apresentamos uma revisao do formalismo Hamiltoniano para sistemas
vinculados, incluindo teorias de calibre. As fungoes basicas do formalismo foram funda-
mentadas e inseridas, foi mostrado como as quantidades definidas se relacionam entre si na
obtencao da andlise canonica de Dirac para uma teoria, ou seja, a obtencao das equacoes
de vinculos, o tratamento desses vinculos, a derivagao das equagoes de transformagao de
calibre, contagem de graus de liberdade e dedugao das equagdes de movimento, tanto
em teorias de particulas como em teorias de campo. Tal tratamento possibilitou que
introduzissemos de maneira clara a descricao geométrica do formalismo Hamiltoniano no

que conhecemos como formalismo simplético.

Aqui deduzimos minuciosamente a descricdo geométrica da teoria mecanica cano-
nica. Expusemos todos os pressupostos matematicos basicos para o formalismo simplético
que essencialmente generaliza o formalismo para formas canonicas equivalentes por uma
transformagao de Darboux. Apds construirmos os principais resultados da teoria simplé-
tica apresentamos o método de Faddeev-Jackiw no tratamento de sistemas de calibre,
alcancando a representacao equivalente aquela de Dirac, com a vantagem da generalizacao
do espaco de fase que o acompanha. Apresentamos ainda de forma completa o algoritmo
de Barcelos Neto-Wotzasek para o método de FJ que sistematiza sua aplicagao, com
resultados comparaveis e equivalentes ao do algoritmo de Dirac-Bergmann. O algoritmo

de BW foi apresentado tanto para variaveis bosonicas quanto fermidnicas.

Mostramos no capitulo 3 como a teoria da relatividade geral e, por conseguinte,
demais teorias baseadas no comportamento dinamico da métrica do espago-tempo, pode
ser matematicamente transformada em uma teoria Hamiltoniana com evolucao dada por
um tipo especial de espaco de fase construido a partir de métodos de foliacao de variedades
Riemannianas. Fizemos uma descri¢ao detalhada do formalismo de Arnowitt-Deser-Misner

onde sao deduzidas todas as quantidades fundamentais do espago-tempo foliado.

Abaixo listamos separadamente as conclusoes de cada um dos trabalhos originais

desenvolvidos e expostos nessa tese.

Em Ref. [51], mostramos como aplicar o formalismo simplético iterativo[23,25-27]
para teorias de gravitacao no formato tensorial, a saber, relatividade geral e dois casos da
teoria de Brans-Dicke. No processo esclarecemos questoes do formalismo geral e abrimos o
caminho para aplicagoes de outras formulacoes de gravidade estendida. Abaixo frisamos e

comentamos alguns dos resultados desse trabalho:

(1) Contagem de graus de liberdade. Como consequéncia da pesquisa do método simplé-

tico em teorias de gravitacao, introduzimos um método completamente circunscrito ao
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formalismo simplético para a contagem dos graus de liberdade, aqui exposto na Secao 2.4.

(2) Modo-zero generalizado e transformacoes de calibre. Introduzimos o modo-zero mais
geral possivel parametrizado por um campo arbitrario. Para sistemas de particulas a
simples multiplicacdo do modo-zero por um parametro de calibre £(¢) é suficiente para
se obter a expressao para sua transformacao, entretanto mostramos que esse processo
depende, em geral, de integragoes dos pardmetros arbitrarios (5.42), o que leva a introducao

da fungao especial €2..

(3) Modos-zero fracos e invariancia pro difeomorfismos. No formalismo simplético, au-
tovetores e autovalores escritos como uma combinagao linear dos vinculos precisam ser
considerados como modos-zero da matriz simplética[33]. Esses modos-zero foram nome-
ados de modos-zero fracos, em referéncia a igualdade fraca introduzida por Dirac. Pelo
que sabemos, nosso trabalho foi o primeiro a apontar sua relagao com a invariancia por
difeomorfismos e derivar explicitamente os modos-zero que geram as simetrias de calibre

de RG, por sua vez parametrizadas por " [see eq. (5.42)].

(4) Da abordagem de Escalante e colaboradores. Nas Refs. [39,141,142] outra abordagem
do algoritmo iterativo simplético pode ser encontrada. Nesta, algumas colunas da matriz
pré-simplética foram ignoradas no processo de se encontrar modos-zero. A razao pela qual
¢ dificil encontrar modos-zero da matriz completa (5.33) foi esclarecida em nosso trabalho
e explicado logo acima: a matriz ndo possui modos-zero, apenas modos-zero fracos. Em
alguns casos, esta abordagem pode levar a resultados corretos, mas nao existe prova de
que podemos simplesmente ignorar algumas colunas e sempre encontrar respostas corretas.
Do ponto de vista do algoritmo de Dirac-Bergmann, isso seria analogo a dizer que alguns
vinculos sdao de primeira classe sem verificar os parénteses de Poisson entre eles. Pode até
funcionar, mas para cada sistema considerado deve haver uma oa explicacao do porqué
nao ser necessario verificar os parénteses de Poisson. De qualquer forma, aqui fornecemos
prova detalhada de que o formalismo simplético pode ser aplicado para RG e teorias de
gravitacao estendida, sem que seja necessario negligenciar partes da matriz pré-simplética.
Também, como demonstrado na Sec. 5.2.4, as ultimas colunas da matriz pré-simplética sao
lteis na obtenc¢ao dos modos-zero (fracos). Assim, mesmo nos casos em que seja possivel
ignorar as tltimas colunas, esse procedimento nao implica necessariamente num caminho

mais rapido.

(5) Da importéncia da ordem em que se adicionam os vinculos e dos multiplicadores de
Lagrange derivados no tempo. Em Ref. [143], quando comentando sobre o formalismo
simplético, afirma que derivadas temporais nos multiplicadores de Lagrange podem ser
usadas, mas nao inécuas, uma vez que multiplicadores de Lagrange sao sempre arbitrarios.
Grosso modo a observacao é verdadeira, mas frisamos que dentro do formalismo simplético
(e provavelmente qualquer formalismo Hamiltoniano), essa afirmacao deve ser entendida

com bastante cuidado. Como mostrado explicitamente no Apéndice E, mudar um multi-
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plicador de Lagrange para sua versao derivada no tempo de fato altera a fisica deduzida
do formalismo simplético: pode causar mudangas no nimero de vinculos encontrados,
levando a resultados fisicamente nao equivalentes. Essa questao aparece, em particular, na

aplicagao apresentada na Sec. 5.3.3.

(6) Notagao e tensores de ordem arbitraria. A notagao introduzida em nosso trabalho, que
associa cada indice simplético a um campo, e nao a componentes de um campo, pode ser

imediatamente empregada em teorias com tensores de ordem arbitrarias.

(7) Vinculos primarios em calculos de transformagao de calibre. Nosso trabalho mostrou a
importancia de se considerar explicitamente o método de linearizacdo da Lagrangiana para
a obtencao das expressoes de transformacao de calibre. Da linearizacao obtemos os vinculos
primérios, cujas variaveis sao instrumentais no calculo dos parénteses generalizados de
Poisson e, por sua vez, nas constantes de estrutura da teoria, indispensaveis na obtencao

das expressoes de calibre.

(8) Solugao das equagoes de calibre no espago simplético fora da superficie de vinculos.
Derivamos inteiramente dentro do formalismo simplético as expressoes iterativas para a
solucao das equagoes de calibre no espaco simplético completo. Nosso resultado generaliza
e confirma as expressoes do formalismo de Dirac, devido ao carater geral da 1-forma

simplética inerente a formulagcao geométrica.

O trabalho sobre a acao de Holst-Dirac traz uma revisao da formulagao canonica
da gravitagao utilizada em uma teoria de gravitacao quantica nao perturbativas quando
acoplada a matéria fermionica. Apos obtermos a forma Lagrangiana linearizada, encontra-
mos os vinculos da teoria e a estrutura pré-simplética. Nesse processo elucidamos como
campos de spin semi-inteiros sao incorporados na analise através de técnicas que lidam com
variaveis de Grassmann, em especial investigamos a transformacao candnica que altera a
representagao dos campos fermionicos em varidveis de Grassmann com meia densidades,
desenvolvida por Thiemann[138,144). E demonstrado mais um ponto de vista do problema
de representagao dos campos fermionicos com destaque a solugao de Thiemann. Resolvemos
os vinculos de segunda classe reduzindo o espaco de fase da teoria, chegando a Lagrangiana
pré-simplética formada unicamente por vinculos geradores de transformacoes de calibre.
Obtemos entao as expressoes para as transformacoes de calibre para os principais campos
da teoria e fazemos a contagem de graus de liberdade. Nessa abordagem a obtencao dos
vinculos e a reducao do espaco de fase é realizada de maneira sistematica pelo uso do

algoritmo BW do método Faddeev-Jackiw.

Finalmente, esperamos que esse método, e as extensoes baseadas nele, se mostre
frutifero na analise de sistemas especificos nos contextos de RG e teorias de gravitacao
estendidas. O formalismo aqui apresentado também fornece um esquema que pode ser

usado como prova para resultados derivados utilizando-se outras abordagens.
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APENDICE A - Sistemas Hamiltonianos

Vinculados

A.1 Introducao

Um sistema fisico é idealmente descrito completamente a partir de sua acao, um
funcional das coordenadas do sistema que, quando extremizado, fornece relagoes de dois
tipos diferentes: cinematicas e dinamicas. Relac¢oes de tipo dindmica sao chamadas de
equacoes de movimento e dizem respeito a acoes e reagoes no interior do sistema,
isto é, a interacoes entre seus elementos constitutivos. Relagoes cinéticas, por outro lado,
dizem respeito a maneira como coordenadas de um sistema podem ser expressas por uma
combinagao de outras coordenadas, demonstrando uma situagdo de dependéncia entre as
variaveis escolhidas na formulacao tedrica do problema, nesse caso essas expressoes Sa0

chamadas de equacoes de vinculos.

Podemos brevemente definir uma teoria de calibre como aquela em que as
variaveis dinamicas possuem uma arbitrariedade continua no espago-tempo. As variaveis
fisicamente relevantes sao independentes da escolha de um referencial local, desse modo, as
grandezas fisicas sdo as invariante de calibre. Isto é, sdo grandezas que tém uma realidade

independente da escolha do calibre.

O método comumente usado para o tratamento de teorias de calibre recorre a
formulagao Hamiltoniana. Partindo do formalismo Lagrangriano, vamos exibir a construcgao
do formalismo Hamiltoniano e em seguida mostraremos como sao tratados os sistemas que

exibem caracteristicas de invariancia sob determinados aspectos.

Uma propriedade das teorias de calibre é que solugoes gerais das equagoes de
movimento contém funcoes arbitrarias. A presenca de grandezas arbitrarias, como sera
apresentado, leva a relagoes de dependéncia entre as grandezas que descrevem a teoria, se
tratando, portanto, de equacoes de vinculos. Uma teoria de calibre é sempre um sistema

hamiltoniano vinculado. Entretanto o contrério é falso®.

A seguir apresentaremos uma revisao de sistemas Hamiltonianos de calibre baseada

especialmente nas Refs. [145] e [48].

L E possivel se considerar qualquer conjunto de vinculos como surgidos de condicdes de calibre fixadas,

porém tal descricdo ndo é univoca. A diferenga entre equagoes de vinculos simples e de calibre é
perfeitamente expressa no formalismo Hamiltoniano.
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A.2 Formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano

A.2.1 Lagrangiana de um sistema

Assumimos logo de inicio que um sistema fisico é completamente descrito por sua
funcao Lagrangiana definida abaixo. Considere um sistema com n graus de liberdade — as
coordenadas generalizadas ¢° — com um parametro t fornecendo a evolucao da trajetéria
no espaco de configuragao. As equacoes que descrevem a evolucao dindmica desse sistema
sao aquelas que fazem o funcional

Sla()] = /tQ L(g,q,t)dt (A.1)

t1

chamado agdo, estacionario sob variacoes dq'(t) das coordenadas generalizadas ¢'(i =
1, ..., N), tomadas a zero no contorno ti, ts. A fungdo L(q,q,t) é a Lagrangiana do

sistema.

A agao é estacionaria se satisfaz as equacgoes de Euler-Lagrange

d (OL\ 0L
— - | — - = =1, ..., N. A2
dt (&f) o~ =he (A4:2)

As equagoes (A.2) podem ser escritas como

2 2
PL oL &L A3)

..j
1 0l o¢t

Topoi ~ og

Imediatamente vemos de (A.3) que as aceleragdes ' sdo determinadas unicamente
em funcao das velocidades e posigoes em um dado tempo se, e somente se, a matriz

0?L/0¢7 04" pode ser invertida, ou seja, se o determinante

0?L
det (8(]]86]1) = |VVW| (A4)

¢ nao nulo. A matriz W;; é chamada de matriz Hessiana. Se o determinante da matriz

Hessiana é zero, ela é dita singular, caso contrario a matriz Hessiana é dita nao singular.

A.3 Vinculos Primarios

Para tratar o problema sob o formalismo Hamiltoniano primeiro definimos o

momento candnico p;(¢7, ¢*) por

)
- 5

Utilizando essa relagao na equagao (A.4) temos W;; = dp;/0¢’. Consequentemente, se a

Di (A.5)

matriz Hessiana for singular, as equagoes das velocidades nao podem ser resolvidas em

termos das coordenadas e dos momentos canonicos porque nao constituem um conjunto
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de equacgoes independentes. Por exemplo, se tivermos uma Lagrangiana L = L[q, ¢| tal

que p = f(q), temos que W = 0 e nao existe ¢(p).

Em geral temos relagoes entre as coordenadas e os momentos do tipo
dm(q,p) =0, m=1, ..., M. (A.6)

Supondo que as M relagoes acima sejam independentes entre si, temos que N — M ¢
o posto da matriz Hessiana de ordem N. As relagdes (A.6) sdo chamados de vinculos

primarios.

Considere a Hamiltoniana candnica, definida a partir da transformagao de Legendre,

H = pi(q.9)q" — L(q, q)- (A7)

Quando existem vinculos priméarios se faz necessario incorpora-los a a¢ao de modo
a descrever o sistema vinculado, o que é obtido através da inserc¢ao dos vinculos por meio
da técnica dos multiplicadores de Lagrange, de modo que o formalismo deve permanecer

inalterado pela substituicaco H — H + \"¢,,, ou ainda
t2 .
S —>/t (pid' (¢, p) — H(g,p) — \" b )dt . (A.8)
1

Utilizando o principio variacional, para uma variagao infinitesimal arbitraria da
acao S temos
t2 .
O (pig' — H—N"¢p)dt =0, (A.9)

t1
dado que a variagdo da agdo nos pontos de contorno seja igual a zero, isto é, dq(t;) =

dq(te) = 0 e dp(t1) = op(ta) = 0, obtemos as equagoes de Hamilton

. OH O

= AT Al

K Op; * opi ( 0a)
. OH O,

= —— = \"'— A.10b
pZ (Sql an b ( O )

com as condigoes (A.6).

A.3.1 Equacoes Fortes e Fracas

Os vinculos (A.6) determinam uma superficie de dimensao 2N — M no espaco de

fase (de dimensao 2NNV), esta é a superficie de vinculos primarios (T').

E 1til e comum introduzir o simbolo de igualdade fraca “~” para designar quanti-
dades que se anulam em I'. Em particular, todos os vinculos priméarios se anulam em I'.

Logo, podemos reescrever (A.6) como

Pm =0 (A.11)
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para enfatizar que a quantidade ¢,, é numericamente restrita a valer zero, mas nao

identicamente nula em todo o espaco de fase.

De modo geral, duas func¢oes F' e G coincidentes na subvariedade definida pelos
vinculos ¢, ~ 0 sao ditas fracamente iguais. Por outro lado, se a igualdade existe em todo
o espaco de fase, dizemos que as duas fungoes sao fortemente iguais e utilizamos o simbolo

de igualdade usual. Logo

F~G&F—-G=\"(q,p)om. (A.12)

A.3.2 Parénteses de Poisson

Os parénteses de Poisson tém um papel importante no formalismo Hamiltoniano,
por exemplo, sdo utilizados nas equagoes de movimento de Hamilton e na classificacao dos

vinculos, como veremos adiante.

Definigao 23. Seja um espaco de fase definido pelos eivos coordenados (q',p;), dadas
duas fungoes f(q,p) e g(q,p), o Paréntese de Poisson entre f e g é definido por

o (0f g Of o
(o) =y ( 0o Y aqi) (A13)

para um sistema com um numero finito de graus de liberdade.

Os parénteses de Poisson tém as seguintes propriedades:

1. Antissimetria: {f, g} = —{g, [}
2. Linearidade: {f +g,h} = {f, h} +{g, h}.
3. Regra de Leibniz: {fg,h} = f{g,h} +{f, h}g.

4. Identidade de Jacobi: {f,{g,h}} + {g,{h, f}} +{h,{f,9}} =0.

Para uma fungao arbitraria das variaveis canénicas F'(q,p), as equagoes de movi-

mento sao dadas por

F={F,H}+\"{F,én}. (A.14)

A.3.3 Restricao aos multiplicadores de Lagrange

Dos vinculos priméarios se requer que sejam preservados com a passagem do tempo.

Assim, temos que

{6m, HY + A" {bm, s} = 0, (A.15)
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Da eq. (A.15) podemos encontrar equagoes independentes de \’s, mas também podemos
encontrar equagoes que efetivamente resolvem multiplicadores de Lagrange, de modo que
podemos escrevé-los em termos das variaveis candnicas. No primeiro caso essas equagoes
sao chamadas de vinculos secunddrios. Desses vinculos também é requerido que sejam
preservados no tempo, o que por sua vez pode levar a obtencao de novos vinculos secundarios
em um processo iterativo. Apods realizar esse procedimento um nimero finito de vezes,
teremos obtido J vinculos ¢; = 0, j = 1,--- ,(M + K = J), em um sistema com K

vinculos secundarios.

Com um conjunto completo de vinculos podemos escrever a eq. (A.15) como
{p;, H} + \"{¢j, o} = 0. (A.16)

A solugao geral da eq. (A.16) tem a forma
AN =A"+ L7 (A.17)

onde A™ é uma solugao particular da equagao nao-homogénea (A.16) e L™ é a solugao
mais geral possivel de
L™{¢j, ¢m} =~ 0. (A.18)

m

O L™ mais geral ¢ uma combinagio linear de solugoes linearmente independentes L7,

para a; = 1,..., A’, do sistema (A.18). Logo, a solugao mais geral possivel de (A.17) pode

ser escrita como

N R AT 1L

ay

(A.19)

mas os [* sao fungoes completamente arbitrarias. Tendo separado \™ em uma parte
fixa dada completamente pelas condigoes de consisténcia e noutra parte essencialmente

arbitraria, podemos escrever a fungao
H =H+A"¢,, , (A.20)

livre de quaisquer ambiguidades.

Antes de continuar, em relacao aos vinculos da teoria é 1til fazer a seguinte defini¢ao.
Definicao 24. Uma fung¢io F(§) das varidveis candnicas é dita ser de primeira classe se
{F,¢;} =0, g=1,--,J. (A.21)

Ou equivalentemente,
{Fa ¢J} = djj/¢j’ ) (A22)

denotando uma combinacao linear de vinculos.
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Da definicao trazida na eq. (A.20), temos que H' é uma func¢ao de primeira classe,
deste modo a chamaremos de Hamiltonina de primeira classe. Esse fato pode ser visto

pela eq. (A.16) com
{¢;, H'} ={¢;, H} + N"{¢;, ¢} = 0. (A.23)
Agora recuperamos a expressao (A.19) para escrever as equagoes de movimento
com a forma alternativa
Fa{FH +1"¢,}, (A.24)
com @q, = Ly, ¢, onde usamos
{F A" ¢} = A™{F, ¢} + {F, A" Ywn, = A™{F, ¢, } (A.25)
e similarmente para {F, L' ¢, }.

Vinculos de primeira classe sao preservados sob operagoes de parénteses de Poisson.

Particularmente, note que os vinculos primarios w,, sd@o de primeira classe por construgao,
{¢ar, 0} = Loy {dm, 65} + dm{Ly], 053 = 0. (A.26)

Adicionalmente, definimos como a Hamiltoninana total a funcao
Hr = H + 1" ¢q, (A.27)
e podemos escrever as equagoes de movimento simplesmente como

F~{F Hr}. (A.28)

A.4 Condicoes de Consisténcia e Algoritmo de Dirac-Bergman

Podemos condensar os resultados obtidos nas se¢oes anteriores no chamado algo-
ritmo de Dirac-Bergman|[20]. Esse método consiste em, dada uma Hamiltoniana, obter todos
os vinculos da teoria, caracteriza-los completamente e construir equagoes de movimento

através da obtencao de parénteses generalizados.

Os vinculos primarios ¢,, devem ser preservados com a passagem do tempo, isto é,
é necesario exigir que ¢, ~ 0 por questao de consisténcia. Utilizando a equacao (A.28)

podemos expressar essa exigéncia por

{6, HY + X" { S, e } = 0, (A.29)

chamada de condi¢io de consisténcia. Devemos resolver a equagao (A.29) e obter um
conjunto correto de equagoes de movimento para qualquer sistema vinculado. Vamos agora

apresentar o algoritmo.

Na solugao das equagoes de condig¢ao de consisténcia podem ocorrer trés casos

distintos:
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Caso (i). As condigoes de consisténcia sao identicamente satisfeitas. Nesse caso os ¢y, sdo
os tnicos vinculos da teoria e os multiplicadores sao arbitrarios, ou seja, as equagoes
de movimento tém fungoes arbitrarias dependentes do tempo. Esses vinculos geram

transformacoes de calibre.

Caso (ii). As condigoes de consisténcia determinam univocamente os multiplicadores de
Lagrange. Nesse caso os vinculos podem todos ser escritos como uma combinacao
linear um dos outros. Isso ocorre se os parénteses de Poisson entre os vinculos sao

todos fracamente diferentes de zero, ou ainda, se

det H{Qsma ¢m’}‘| % 0. (Ago)

Seja ||C™™|| a inversa de ||{¢m, dm}||, nesse caso
C™™ { Gyt b} = 070 (A.31)
Entao, das condigoes de consisténcia (A.29), temos
AT O i HY, (A.32)
portanto, para uma fungao qualquer F(q,p),

Fa{F H} —{F ¢p}C™ {¢py, H}. (A.33)

Oportunamente, definimos os parénteses de Dirac.

Definigao 25. Seja um espaco de fase definido pelos eizos coordenados (¢, p;), dadas
duas fungoes F(q,p) e G(q,p), o Paréntese de Dirac entre F e G é definido por

{F,GY = {F,G} — {F, ¢, }C™™ {ps, G}. (A.34)
Os parénteses de Dirac tem as mesmas propriedades dos parénteses de Poisson.
A equacao de movimento para uma funcao F qualquer pode ser escrita como
F={F H. (A.35)

Com o sinal de igualdade forte, ja que os parénteses de Dirac entre os vinculos e uma
funcao qualquer sao nulos,
’ "

{F, ¢} = {F, dn} — {F, ¢ O™ { b, o} = {F, b} — {F, b} = 0. (A.36)

E por ultimo temos o
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Caso (iii). As condi¢bes de consisténcia geram novos vinculos

xs(q,p) =0, s=1,..., 8. (A.37)

Os vinculos gerados dessa maneira sao chamados de vinculos secundarios. Nesse
caso, a partir de entao, os vinculos secundarios devem ser tratados da mesma forma como
foi feito com os vinculos primérios, podendo recair nos casos (i), (ii), ou (iii), sendo que,
caso ocorra o terceiro caso, o procedimento deve ser repetido, de forma que apds um

numero finito de iteragoes ficamos com o conjunto de todos os vinculos secundarios
dr(a,p) ~ 0, k=M+1, ..., M+K, (A.38)

onde K é o ntmero total de vinculos secundarios. A distingao entre vinculos primarios
e secundarios é meramente formal, sem qualquer implicagao fisica, portanto podemos

simplesmente escrever
¢(q,p) = 0, j=1, ..., M+ K=J. (A.39)
Finalmente, temos que as condi¢oes de consisténcia finais sao
{5, H} + N"{¢j, ¢m} = 0 . (A.40)

A solugao geral do sistema de J equacoes para as M < J incognitas \™ é da forma

A= U™ 4 oV, (A41)

onde os coeficientes v sao inteiramente arbitrarios, U™ é uma solucao particular das

equagoes nao-homogéneas (A.40)

{¢j7 ¢m}Um ~ _{(bja H} (A42)
e V(zn), coma=1,...,A, sdo as solugdes das equacoes homogéneas
{0, dm}Via) = 0. (A.43)

A Hamiltoniana total deve ser escrita com todos os vinculos, ou seja,
Hr = H+U"¢m + 0"V 5 om (A.44)
e as equacoes de movimento podem ser escritas como
F~ {F Hr}. (A.45)

Essas funcgoes contém A fungoes arbitrarias v® e sdo equivalentes as equagoes de movimento
de Euler-Lagrange (A.2).



A.4. Condigoes de Consisténcia e Algoritmo de Dirac-Bergman 175

A.4.1 Exemplos

Agora vamos ilustrar os resultados acima através de dois exemplos.

Exemplo 1. Dada a Lagrangiana abaizo, encontrar os vinculos e classificd-los, encontrar
as equagoes de movimento e mostrar que sao idénticas as obtidas pelas equagoes de Fuler-

Lagrange.

L=l 40— & - V() (A.46)

Solucgao.

Os momentos conjugados as coordenadas sao

oL oL oL

= —— =7 pp=— =120 —€); pe = — =0. A.47
p or T De o0 r( §); pe BY: ( )
De onde lemos o vinculo primario
Da equacao (A.7) temos que a Hamiltoniana ¢é
P, i
H==—"+— V(r). A.49
5 T2 TPEFTVI(r) (A.49)
Da condicao de consisténcia (A.29) temos
. 0¢p1 OH
e R e T e (A.50)
E obtemos entao o vinculo secundério
¢y = —pg ~ 0. (A.51)

Novos vinculos ndo mais podem ser gerados, ja que ¢y = {pa, H} + Xo{ b1, 2} =0,

identicamente.

A partir dai, utilizando (A.45) obtemos as equagoes de movimento

Pr = A{pr, Hr} = {pr, H + Mipe — Xopo}, (A.52)

ov

—-—; A.

= pr=—
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Procedendo do mesmo modo obtemos
F=py Pe=0; 0=&— Xy pE=0; &=\ (A.54)

Através das equagoes de Euler-Lagrange (A.2) obtemos as equagbes de movimento

sem recorrer & Hamiltoniana

d (0L oL
E também obtemos oV
=i —rH—&>+ 5 =0 (A.56)
O —&)=0; 2(0—&)+2r(0—€)=0. (A.57)

Resolvendo as equacgoes diferenciais obtemos que as equagdes de movimento dos

dois diferentes métodos fornecem resultados idénticos.

Exemplo 2. Dada a Lagrangiana abaizo, encontrar os vinculos e classificd-los, encontrar

as equagoes de movimento e resolvé-las.

1, . o1
L =56 + o +ad+ 50 - @)’ (A.58)

Solucao.

Os momentos conjugados as coordenadas sao

p1=q+ g2, D2 = q1, (A.59)

donde obtemos os vinculo primario

o1 =p2—q1 ~ 0. (A.60)
O hamiltoniano do sistema é
1 5 1 5
5(171 — )" — 5(91 —q2)". (A.61)

Da condigao de consisténcia (A.29) temos o vinculo secundério
{pr,H} =q1 — 2= 0 (A.62)
Utilizando a condicao de consisténcia no iltimo vinculo, temos que
by ={¢2, H} + Mo, 1} =p1 — g2 — A~ 0. (A.63)

Segue que a Hamiltoniana total é

1 1
Hr = H+ Mg = 5(291 —q)? — 5(611 — )+ (p1 — @) (@1 — ¢2). (A.64)
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Com o emprego dos parénteses de Dirac os vinculos podem ser postos iguais a zero,

assim )
Hp = §(p1 - Q2>2~ (A-65)
Podemos, entdo, obter as equagoes de movimento através de (A.45)
G ~={q, Hr} = p1 — ¢ (A.66)
e
P2 = {p2, Hr} = p1 — ¢ (A.67)

ou, utilizando as equagoes fracas (A.59) e (A.62), temos as equagdes de movimento
Gt =p1— ¢, P2 =p1— 1, (A.68)
cujas solugoes sao
@ (t) = @(t) =p2(t) =at +b—a, pi(t) =at+0b, (A.69)

onde a e b sdo constantes arbitrarias. Como os vinculos sdo de segunda classe, nao
existem funcoes arbitrarias do tempo e conseguimos encontrar diretamente as equacoes de

movimento do sistema.

A5 Formalismo de Hamilton para teorias de campo classicas

A.5.1 Espacos de dimensdo infinita

Nos referimos como espago de Hilbert o espago de fungoes, com dimensao infinita,
no corpo dos reais ou complexos. As defini¢Oes a seguir sao tteis ao nos ocuparmos com
a analise de teorias de campos, mas principalmente ao se tratar de campos definidos
no espac¢o complexo, como é o caso da teoria desenvolvida no capitulo 6, de gravitacao

acoplada a bi-spinores de Dirac.

Definicao 26. Um espaco de Hilbert é um espaco wvetorial com produto interno que
também € um espago de Banach (espago métrico completo, ou seja, se toda sequéncia de

Cauchy em E € convergente em E.) com a norma candnica definida pelo produto interno:
|z = /{2, z).

O espacgo de Hilbert é uma generalizacao do espago Euclidiano de modo a possuir
a estrutura de um produto interno que permite o calculo de distancias e angulos. Além
do mais, espacos de Hilbert sdo completos, em outras palavras, as ferramentas do calculo

diferencial e integral sao aplicaveis em espacos de Hilbert.

Em anélise funcional, cada operador linear em um espaco de Hilbert complexo tem
um operador Hermitiano adjunto associado. Operadores adjuntos generalizam o conceito

de transposto conjugado de matrizes quadradas para (possivelmente) dimensoes infinitas.
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Os operadores lineares continuos A : H1 — H2 de um espacgo de Hilbert H; para
um segundo espaco de Hilbert Hy sao limitados no sentido de que eles mapeiam conjuntos
fechados em conjuntos fechados. Por outro lado, se um operador é limitado, entao ele é
continuo. O espaco de tais operadores lineares limitados sao dotados de uma norma, cujo

operador norma é dado por
||A]] = sup{[|Az|| - [J«]| <1} . (A.70)

Para um y em Hs,, 0 mapa que envia z € H; para (Ax,y) é linear e continuo e, de acordo

com o teorema da represetacao de Riesz, pode ser representado na forma
(z, A%) = (Az,y) (A.71)

para qualquer vetor A*y € H;.

Em &lgebra linear, uma matriz quadrada U é dita unitdaria se sua matriz transposta

conjugada U* também ¢é sua inversa, i.e., se
Uu=0U0"=1, (A.72)

onde I é matriz identidade. Um operador no espaco de Hilbert, U, é dito unitario, ou se

seu operador adjunto, UT, satisfizer

UlU=00"=1. (A.73)

Matrizes unitarias preservam norma e, portanto, amplitudes de probabilidade.

A.5.2 Teorias com variaveis continuas

Nessa secao, baseada em Ref. [146], consideraremos teorias cujas coordenadas ¢(z, t)
sao variaveis que assumem valores para cada ponto x no espago ao invés de um conjunto
discreto de variaveis ¢*(t). Nesse caso a coordenada espacial funciona como um indice

continuo, dado que x € R3, um espaco topoldgico cuja topologia tem uma base enumerdvel.

Em teorias de campo dizemos que a Lagrangiana é um funcional de um campo
se ela mapeia um espago de Hilbert aos niimeros reais (ou complexos). Denotamos a

dependéncia funcional como

L(t) = : B Ll(x,1), (. 1)] (A.74)

onde L é chamada de densidade Lagrangiana. Definimos a variacao funcional de

um funcional F[¢(z)] como

OFp(x)] = Flo+0¢] — Flg]

e [ 0T
- / P 99 (A.75)
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Tomando a variagdo da acao S = [ dtL, temos

. to 3 oL oL oL .
6S[o, 9] = \ dtd’x (aqb(x’t)&ﬁ(%t)ﬂL(Wfs(aiﬁb(%t))JrW5(¢($7t))>
Coa (0L 0L 0 L\,
=, (&b(a:,t) O 50 D) ata¢<x,t>>5¢( AN

com dp(z,t1) = dp(x,ta) =0 e 66 = 8/0td¢. Usando o principio de Hamilton, S = 0,

obtemos as equacoes de FEuler-Lagrange para campos

oL 9 oL
dp(x)  dzt 0(9up(2))

que é a generalizacao da Eq. (A.2). Aqui usamos 0¢/0z* = 0,¢ = (0, 0;)¢, onde z* =
(x%,t).

=0, (A.77)

Para uma dada fungao f = f(¢) no espago de fungoes, temos

_ [ 0f(x)

of(z) = 5¢(x/)5¢(a:')d3x’ , (A.78)
o o 5f(:L‘) W /
f(z) = 5¢(£/)¢(1) Y&z, (A.79)
onde as variagoes funcionais satisfazem
6p(z) _ :
Sol) & (z,2") (A.80)
5al¢(w) _ T n _ oz ’
o) 0803 (z,2") = =07 6°(z, ') . (A.81)

A.5.3 Formalismo de Hamilton

Definimos o momento canonicamente conjugado a ¢(z) como

oL oL

R P

(A.82)

A funcdo Hamiltoniana, definida através de uma transformacao de Legendre, é

dada por
H= /d3x H= /d?’x (W(x,t)gzg(a:,t) - L ) (A.83)
Os parénteses de Poisson entre dois funcionais F[¢, 7] e G[¢, 7] sdo definidos como

(A.84)

; 0F 0G  6F G
(F.G} = [ da <6¢<x> on(x)  om(x) 6¢<fv>> |
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Os parénteses de Poisson entre os campos que formam o espaco de fase sdo

, B y 00(x,t) om(x',t)
{¢($,t>,ﬂ'(l‘ ’t>} - /d3 5(25 QZ” 571.(1,// t)

— /d‘gx" 83 (z, 203 (2, ")
_ e (A.85)

{p(x, 1), p(a', 1)} = {nm(z,t),7(2', )} = 0. (A.86)

A.5.4 Exemplo - Campo de Schrodinger

Considere a densidade Lagrangiana que descreve o campo de Schrodinger livre

h2
= ih)* ) — —Vw Vp* . (A.87)
Tomando v e 1) como campos independentes, temos que seus campos conjugados sao,
respectivamente,
oL
(x) = . =" (x) (A.88)
()
oL
m(z) = - =0. (A.89)
O+ (x)
De modo que a Hamiltoniana ¢ igual a
. B2
H=m)+ma)* — L= —V@b Vy* . (A.90)

Como as velocidades nao aparecem nas Eqs. (A.88) e (A.89), temos que se tratam

de equagoes do tipo (A.6), ou seja, se tratam de um vinculos primadrios,

¢1(x)
P2(7)

m(x) —ithy*(x) = 0, (A.91)
m(z) = 0. (A.92)

A Hamiltoniana total é
Hr = H+ [dz (@)1 (@) + dalr)oo(a)
/d3 l V- Vi + Ay (2) (w(x) — ih*(z)) + Ao(2)m(2)| . (A.93)

O parénteses de Poisson entre os vinculos (A.91) e (A.92) é

{p1(2,1), po(2', 1)} = —in{Y*(z, 1), mo(2/, 1)} = —ihd®(x,2) , (A.94)
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o que implica que os vinculos sao de segunda classe. Dessa forma podemos calcular os

parénteses generalizados entre dois campos F, G das varidveis do espaco de fase como

1
[F.GY ={F.G) - [ da [F.éi}62, G} —{Fou}{er.GY]  (A.99)
e os parénteses generalizados entre as variaveis do espaco de fase sao
{(z, 1), (", )} = {¢"(x,1),9"(«/, 1)} =0, (A.96)
1
{W(w,6), 47 (@, )} = 20%(z,2') | (A.97)

A.6 Transformacoes de calibre no formalismo Hamiltoniano

A.6.1 Transformacdes de calibre

A presenca de fungdes arbitrarias na Hamiltoniana total (eq. (A.44)) indicam
ambiguidades nas equagoes de movimento, em outras palavras, existe mais de um conjunto
de variaveis canodnicas representando o mesmo estado fisico, de modo que nem todas
essas variaveis sao observaveis propriamente ditos. Podemos afirmar que quantidades que

dependam de tais func¢oes arbitrarias nao tém significado fisico e, portanto, sao irrelevantes.

Vamos investigar qual efeito de escolhas arbitrarias dos coeficientes v® feitas em
dois instantes diferentes tém nas equagdes de movimento. Suponhamos alguma funcao v*(t)
num instante t; e calculemos o valor de um observavel fisico F' num instante to = t1 4 0t,
entao escolhamos alguma outra func¢ao ©* num instante t; e calculemos o mesmo observavel

F em ts, a diferencga entre os dois valores é

5.F = {F (" — 38t ¢}
= 50 {F, ¢} . (A.98)

com ¢ := Jv* = (v* — 0*)dt. Vemos que a diferenca do observavel entre os dois instantes
é proporcional a uma funcgao arbitraria, ou seja, sem significado fisico. Portanto, temos
que a transformacao (A.98) nao altera o estado fisico no instante t,. Dizemos, entao,
que vinculos de primeira classe geram transformacoes de calibre. Adicionalmente, foi
conjecturado por Dirac que cada um dos vinculos de primeira classe geram transformacoes
de calibre. Conjectura que tem se demonstrado adequada para a maioria dos casos fisicos

de interesse?.

A.6.2 Simetrias de calibre

Como vimos, simetrias de calibre estao associadas a vinculos de primeira classe,
porém nao precisamos até agora se a classificacdo entre vinculos primarios e secundarios

2 Por outro lado, ver Ref. [147]
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desempenha algum papel na obtencao de tais simetrias. De modo a considerar a funcao
Hamiltoniana mais geral possivel, onde todas as transformagoes de calibre estejam presen-
tes, fazemos uma extensao das Hamiltonianas definidas até entdao. Como a Hamiltoniana
total contém somente vinculos de primeira classe primarios, também precisamos adicio-
nar vinculos secundarios, que aparecem multiplicados por multiplicadores de Lagrange

arbitrarios adicionais, definindo, assim, a Hamiltoniana estendida,
Hg = H' + X, , (A.99)

onde 08 v, a =1,..., A, s@o todos os vinculos de primeira classe, primarios e secundarios.

As equacoes de movimento para o formalismo estendido podem ser obtidas pela

acao estendida,
Suld', i u(0)] = [ (pid' = H' = Nyt (A.100)
onde os ¢’s sao todos os vinculos do sistema, priméarios e secundarios, de primeira e
segunda classes. As equagoes de movimento encontradas a partir da agao estendida (A.100)
implicam em N = A\*AJ | tal que os vinculos de primeira classe sejam dados por v, = Al ¢;
e os \* sejam arbitrarios (para verificar essa afirmacado, basta refazer os passos da eq.

(A.16) até a Eq. (A.24) e suas conclusdes), entao
F ~ {F Hg}, (A.101)
6 ~ 0. (A.102)

Agora considere um sistema contendo somente vinculos de primeira classe

Suld' i X)) = [(pd’ — H = X*)dt (A.103)
Queremos encontrar o conjuntos de simetrias de calibre da acao estendida simplificada Sg.

Porqué os 7, sao de primeira classe, temos

{7(17’71)} - Ogb/YCv <A104)
{H, v} = Vi (A.105)

Tomando a transformacao de calibre da agao, termo a termo, temos

dM 0,
6.(d"pn) = s + %y, , com M = &* (a;np” _ %> , (A.106)
§cH = &{H, v} =e"Viy, (A.107)
5&7{1 = gb{')/aa 76} = Engb’YC . (A108)

Logo, a acdo como um todo se transforma sob um pardmetro de calibre arbitrario como

dM
0.5 = /dt (dt + &%y — Vi, — X%PCC . — 55)\“7a> : (A.109)
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O termo %1 ¢ um termos de contorno e nulo por integracdo se e(t;) = &%(t2) = 0.
Extremizando a agdo podemos inferir como os multiplicadores de Lagrange se transformam

sob transformacoes de calibre. Temos que
€0 — Vi — X" Coyye — 0 A", = 0, (A.110)

ou
S A =% — PV NP (A.111)

Note que as egs. (A.110) e (A.111) s@o transformacoes de calibre off-shell, uma vez
que a transformagao (A.109) ndo é uma minimizacdo da agdo, mas somente uma variagao

com respeito a um parametro de calibre infinitesimal.

A.6.3 Transformacdes de calibre triviais

Agora introduzimos o conceito de transformagcoes de calibre triviais, pois sao tteis
na analise de teorias de calibre covariantes, como ¢ o caso da teoria da relatividade geral e

extensoes.

Uma transformacao de calibre trivial é definida como

, 08
0y = pu’—, A.112
W= ( )
onde p¥ é arbitrario e antissimétrico, u” = —p’t, e pode, inclusive, depender de outros

campos. Uma transformacao de calibre trivial deixa a acao S invariante, nao importando

o formato que p¥ assuma,

_ 508
oyl 8y73u

5,8 h=0. (A.113)

A.6.4 Sistemas parametrizados

Um sistema é descrito de maneira geral por evolugoes de acordo com um parametro
tomado como sendo o tempo, mas existem casos onde precisamos lidar com o tempo como
uma coordenada dindmica em si mesma. Nesses casos podemos definir um pardmetro
arbitrario de cujo valor outras variaveis dependem, mas que em si mesmo nao tenha
significado fisico, que é o mesmo que escrever o sistema duma forma que seja invariante
sobre reparametrizac¢oes, ou, em outras palavras, que seja invariante por trasnformacoes de
Lorentz. No caso de teorias de campo nao apenas no tempo, mas também nos parametros
de espaco da teoria, de modo que o sistema seja invariante sob certas transformagoes no

espaco-tempo.

Podemos sempre tomar um sistema dependente do tempo fisico e parametriza-lo
para incluir o tempo como uma variavel candnica e definir uma outra variavel extra,

vinculada de tal forma para que possa servir como um parametro para a evolucao das
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equacoes de movimento. Tais sistemas podem ser usados para se obter algum discernimento
sobre teorias “naturalmente” geralmente invariantes, como em RG. Abaixo ilustramos tal

procedimento.
Considere um sistema sem vinculos e acao

Sg"(t), pa(t)] = /: (pncgb — H0> dt . (A.114)

Promovemos o pardmetro tempo & condicdo de varidvel canodnica, t = ¢° e tomamos seu

momento conjugado py. Com essas alteracoes a agao acima fica

SI¢°(7), ' (1), po(7), pi(7), \o(7)] = /

T1

T2

[Pod® + pug™ = N(po + Ho)| dr,  (A.115)

onde ¢ = j—z. E imediato verificar que ambas ac¢oes fornecem as mesmas equagoes de

movimento. Extremizando com respeito \° e py, temos

Yo = Po + HO = 0 e (A116)
Go—A = 0, (A.117)

onde 7o é um vinculo de primeira classe e A\° é um multiplicador de Lagrange. Substituindo

(A.117) de volta na agao modificada, temos

1

T2 to d n
/ (Pnd" — Hog")dr = /t ( n% - Ho) dt . (A.118)

O vinculo 79 &~ 0 é o tnico existente e, portanto, é de primeira classe. Note ainda que nao
existe uma Hamiltoniana de primera classe H' (H = H'), logo, a Hamiltoniana estendida

é somente
Hp = -\, (A.119)

e as equagoes de movimento sdo nada mais que o desenrolar de uma transformagao de

calibre.

Se a teoria orignial tem outros geradores de calibre, digamos, A vinculos 7,, podemos

escrever a a(;fio CcOomo
S = / (pud” — Hpg)dr , (A.120)
T1

onde a Hamiltonana estendida é agora

Hp=X9, a=0,--,A. (A.121)

A agao (A.120) é invariante sob a transformacao

0 = g,
op = pe, (A.122)
N = (Ne),
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com g(7y) = &(72) = 0, como podemos ver ao realizar a variagao

5.8 = [(Opud + pubd# — 6Ny, — NGy )dr
= [lebud® + pudi — (\e) 7 — N0 dr

e O
_ / [pudq“ 4 P0Gt — (M%) Y — A ( 87 5q + 87 (5p>] dr

— [y - oo e (Gt Pe e oy

- /[(pu&]“)' - ()‘ag).fya - ()‘ag);ya] dr

= [(pudg") — (Neva) ] dr = [(pudg”) — (Xl%b)g]:?

[Pud” — X0l (e(r2) — (1)) = 0. (A.123)

Agora note que, usando (A.113), a transformacio (A.122) pode ser reescrita como

0" = e =q'e - Aaggz +>\“§;Z

= (j;;fs—{—s)\a{q“,%}, (A.124)
pu = Pue = 50 (Pud") = Dug ]€+Aagza —ngz

= —(jssue + e {p", 7.}, (A.125)
SN = (A7) (A.126)

Fazendo a identificacao €* = e\* as transformagdes de calibre sdo, entao,

5 = LB b er gt ) (A127a)
opy
iSy .
6pu = _(57“6 +€ {pﬂ’ ’Ya} ) (A127b>
SN = & (A.127¢)

Logo, as transformagoes (A.127) sdo iguais as simetrias geradas pelos gerado-
res de calibre mais uma simetria de calibre trivial e uma “simetria de equagao de
movimento”(0A* = £%). Portanto, vemos imediatamente que a eq. (A.127) ¢é igual a
eq. (A.110) e (A.111) on-shell. Donde consideramos a transformagao acima como on-shell

porque os parénteses (A.104) e (A.105) sdo nulos na superficie de vinculos.
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A.7 Resolvendo as transformacées de calibre: a equacao mestre

para simetrias de calibre no formalismo Lagrangiano

Conhecer as relagoes dadas pelas eqgs. (A.110) e (A.111) nao ¢é suficiente para
escrever as transformagoes de calibre da teoria, porque nem todos os parametros de calibre
sao independentes uns dos outros. Devemos encontrar uma maneira de resolver essas
equagdes de modo a encontrar um conjunto {e°} de pardmetros independentes e poder
expressar o gerador de calibre G como G = €%7,. Nessa se¢ao faremos uma revisao de um
procedimento|[17] para essa tarefa, uma abordagem d la Dirac para se obter transformagoes

de calibre das varidveis candnicas de uma dada teoria.

Considere um sistema sem vinculos de segunda classe descrito pela Hamiltoniana
total (A.27)

Hr = H +1%¢,, ,

onde H' = H é a Hamiltoniana canonica de primeira classe, {¢,, ~ 0} sdo os vinculos
primarios de primeira classe e [** os multiplicadores de Lagrange a eles associados cujos
valores sao completamente arbitrarios. O conjunto completo de vinculos é denotado por
{Va} ={ar, Pap }, coma =1,..., Ay, A;+1,..., A;+Ay. A dlgebra de Poisson dos vinculos
com a Hamiltoniana canénica e eles mesmos é dada pelas egs. (A.104), respectivamente e
(A.105),

{H7 ’Ya} = ‘/ébﬁyb ’
{7a7 Vb} = CgbVC )

onde V! e C¢, podem inclusive ser fungdes do espago de fase.

Considere agora uma transformacao infinitesimal das coordenadas do tipo da eq.
(A.98) gerada por G,
& = {¢%, G}, (A.128)

com

G - 5(1’)/11 ’ <A129)

onde a conjectura de Dirac foi usada e todos os vinculos de primeira classe estao incluidos
na transformacgao dada. Aos parametros de calibre é permitido depender em geral do

tempo e das variaveis do espaco de fase.

Temos, da eq. (A.28), que

dq’ ,
~{q". Hp} . A.130
dt {q ) T} ( )
Donde obtemos g 5
—5¢' =~ {{¢’,G}, H LG A.131
24 ~ {{¢', G, Hr} + {4 .G} (A.131)
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e
dq

dt

Agora chamamos atencao para o fato de que o principio da agdo requer que

~{{¢', Hr},G} . (A.132)

um variacao geral 6 comute com derivadas temporais, dai introduzimos o “requisito de

comutatividade”[67]
d dq’

dt5 =9 o (A.133)
Substituindo para os resultados acima e usando a identidade de Jacob, segue que
{q , —|— {G,Hr}} =0 (A.134)
ou
{q, ‘il(; ~0. (A.135)

De (A.129), (A.104) e (A.105), podemos escrever a derivada temporal do gerador de calibre

em termo dos vinculos como

dG oG
— = H} +1" a —
7 {G,H} +1"{G, da, } + BT
= Vv, + 1 CL Yo + €% (A.136)

assim a derivada temporal do gerador de calibre G pode ser escrita como uma combinagao

linear dos vinculos de primeira classe,

dG oG

G,Hr} = g"v, - A.137
o5 = g TG Hr}=g" ( )
Substituindo (A.137) na eq. (A.135), temos que g“a% ~ 0, ou simplesmente
8%
~0. A.138
o e (A.13)
Para vinculos irredutiveis de primeira classe, ggg pode ser construido, via transfor-

magoes canonicas, de modo a se tornar um momento conjugado a alguma outra coordenada
candnica num novo conjunto de variaveis canonicas equivalentes as coordenadas origi-
nais[21]. Como a eq. (A.138) ¢ satisfeita para todo a, g ~ 0, ou similarmente g¢ = g%,
o que implica em dizer que o lado direito da eq. (A.137) é proporcional ao quadrado dos

vinculos, o que nos permite, dentro do formalismo Hamiltoniano, reescrever a eq. (A.137)

como
oG +{G,Hr} =0. (A.139)
ot
Essa ¢ a chamada “equacao mestre” e gera as relagoes de invariancia off-shell da
agao|66].

Das relagoes (A.104) e (A.105) podemos reescrever a equagao mestre (A.139) como

oG de®
dt “aa

o GVt =~ WV imc? }) Yy — 1%, = 0. (A.140)
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Separando os indices b entre os vinculos primarios e secundarios temos

det

by __ _.a b a1 b
6 = — e (Vi +imch,) (A.141)
dgbz a ba a1 ,1bo
0= ¢ (V2 +1mcl,) . (A.142)
onde a derivada temporal é definida por
de*  De®
— = @ [“{e® A.14
VI ) (A143)
o D 8 0 9
=M (A.144)

Dt ot gl gim
para multiplicadores de calibre arbitrarios dependentes, possivelmente, das variaveis
canonicas. E necessério resolver as eqs. (A.142) para se obter o conjunto e de pardmetros
invariantes a partir do conjunto €. As condigoes (A.141) nao sao independentes, uma vez
que podem ser derivadas diretamente das eqs. (A.142)[66,67]. Na se¢do 2.2 derivamos as

equacoes para a solucao das equagoes de calibre a partir do formalismo simplético.

A.8 Contagem dos Graus de Liberdade

Em uma teoria que os vinculos sao apenas equagoes que relacionam as variaveis
canodnicas originais nao ha a presenca de fungoes arbitrarias. Apos a fixacao de calibre,
mesmo os vinculos que geram transformagoes de calibre sao reduzidos a relagdes numéricas
entre as variaveis canonicas originais. Dessa forma chegamos a seguinte férmula para a

contagem de graus de liberdade:

(A.145)
de liberdade

B ( Numero total de ) (Nﬁmero de equacoes

(Nﬁmero de graus) ( Numero de varidveis
X =

canonicas independentes

variaveis canonicas de vinculos

de calibre fixadas

Numero de vinculos Numero de variaveis
que geram transf. de calibre
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APENDICE B - Derivada de Lie

Um vetor é a derivada direcional de uma funcdo no espago tangente a um ponto.
Sempre é possivel calcular a projecdo de um vetor num ponto sobre outro vetor definido
nesse mesmo ponto. Dado um campo vetorial X definido em uma variedade M, podemos
calcular derivadas de fungoes em M ao longo da direcao do campo vetorial. A derivada de
Lie para um escalar realiza, por defini¢do, a operagao descrita: Lx f = X[f] = X*0,f. A
generalizagdo dessa mesma operagao de projecao de campos tensoriais definidos em M em
campos vetoriais é a derivada de Lie para tensores. Abaixo desenvolveremos o conceito
de derivada de Lie de campos vetoriais e apresentaremos a generalizagao para vetores

evocando a propriedade de linearidade. A explicagao abaixo foi extraida de [47].

Sejam o (s, x) e 7(t,z) dois fluxos gerados por vetores X e Y (ver Secao 2.2.5),

da“;::,x) = X"o(s,7)), (B.1)
dr*(t, x) "
— XH(7(t,x)) . (B.2)

Queremos calcular a mudanga do campo vetorial Y ao longo do fluxo o(s, x), isto
é, comparar Y |, com Y |,_(z), onde € denota um deslocamento infinitesimal ao longo de
o. Primeiro mapeamos Y |,_(;) a partir de T, ()M de volta em T, M, ou seja, fazemos
(0-c)s : To.(yM — T, M, em seguida tomamos a diferenca entre os vetores (0_.).Y |5 (2)
e Y |, ambos vetores pertencentes a T,M. A derivada de Lie de um campo vetorial Y

ao longo de um fluxo o de X ¢é definida por
LxY = lim - ! (@)Y Jouw) =Y I2] - (B.3)

e=0 ¢

Seja (U, 1) uma carta com coordenadas = e sejam X = X*9/0x* e Y = Y00zt

campos vetoriais definidos em U. Entdo o.(z) tem coordenadas z# + ¢ X*(z) e

Y |GE($) = Y“(SL’V —1-8)(”(.13))6‘u |x+5X
V(@) + XN @)WY ()] € ot aa (B.4)

12

onde {e, } = {9/0z"}. Mapeando o vetor (B.4) definido em o.(x) em x através do pullback

(0_¢)s, temos
{Y“(m) + eXMx)0nYH( x)} Oy [x" —eXV(2)] ey |a

[ M) 4+ eXMa)oYH( ;E)} {(5 — 0, X"( )} ey |u
= YH(@)ey |o +e [XM(2)0)uY " (x) = Y'(2)0, X" (x)] e, o +O(€?) (B.5)



190 APENDICE B. Derivada de Lie

T(t,x")

o(5,7)

=)
I }
Q
in
.-'H'\.
ot —_

Figura 1 — Apés sofrer uma variacao ao se deslocar ao longo de o, transportamos Y
paralelamente de volta a coordenada x, onde podemos, enfim, compara-lo ao
valor original.

Combinando as Egs. (B.3) e (B.5), encontramos
LxY = (X"0,Y" -Y"9,X")e, . (B.6)
Também ¢ possivel definir a derivada de Lie para uma 1-forma w € Q!(M) ao longo
de X € X(M) por
— 12 1 *
Lxw = lim — (00) W loutw) —w ] (B.7)
onde w [,€ T M é w em z. Fazendo w = whdz" e repetindo a andlise anterior, temos
(06 Lo (o= wul)da + 2 [ XY (2)0,0,(x) + 0, X" (@), ()] da” (B.8)
o que implica em
Lxw= (X"0w,+ 0,X"w,)dz" . (B.9)
Propomos sem apresentar provas que a derivada de Lie satisfaz
ﬁx<t1—|—t2) :Ex(t1)+£x(t2) (BlO)

para t; e to dois tensores do mesmo tipo. E

£X(t1®t2) == (ﬁXt1)®t2+t1®(ﬁxt2) . (Bll)
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De forma geral, a derivada de Lie de um tensor 7" de tipo (p, q) é, em coordenadas,

(LxT)"y o, = X0 )
—(0X )T — o = (DX )T
+(Oh, Xc)Talc-I;ﬁqu o+ (0, XOT (B.12)

Lbg—1c
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APENDICE C — Redefinicio da expressio do

vinculo e%1py e seus efeitos no calculo das

invariancias de calibre

Para o sistema dado pela acao

S = / (G2 — ™) + (43 — q2) } dt (C.1)
é possivel, alternativamente, redefinir o vinculo (3.66), w = €% ps, como
Wi = py (C.2)
e fazer n; = —e?. Com essa modificacao temos que a Lagrangiana de primeira ordem fica
2
LY = Gops + G3ps + M — (23 + Q2p3> ; (C.3)
a partir da qual temos
g0 = (CIQ P2 43 P3 771) ; (C.4)
Y= 0 ps 0 C.5
ag” = \Pp2 p3 wi) s (C.5)
levando a matriz pré-simplética
0 0 0 0 0 po
0O 0 —10 0 O
m_ | 0 1.0 0 0 1 06
o 0 0 0 0 —1 0 (C6)
0 0 0 1 0
—py 0 =1 0 0
com modo-zero
v = (-1 00 0 1) (C.7)
levando ao vinculo
wh = —ps3 (C.8)
Em seguida temos, para 1, = go,
LW = Gops + 4aps + w] + nawh (C.9)
gV = (CJ2 P2 G3 Ps M 772) ) (C.10)

a/(ﬁl) = (p2 O pg O (U/l CUQ) (C]‘]‘)
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com uma matriz pré-simplética

0 -1 0 0
1 0 1
@ |0 0 —1 0 .
= 12
fas = 1 0 —1 (C12)
0 -1 0 0
0 0 0 0
com dois modos-zero,
v = (<1000 10), (C.13)
v = (00100 1), (C.14)

0s quais nao geram novos vinculos, mas sao eles mesmos geradores de transformacoes de

calibre dadas pelas equacoes

Ouqe = —p, (C.15)

oum = b, (C.16)

03 = €, (C.17)

0y = €. (C.18)

Porém 1), = ¢ e 1 = —e?', de modo o conjunto completo de transformacoes de calibre fica
den = e e, (C.19)

0ctz = €, (C.20)

(56Q3 = £. (021)

Que sao nada mais que o conjunto (3.89) com a redefinicdo ¢ — ge?. Mais explicitamente,

) d (d
0y — e Teenn = e"“% (dt(aeql)>

d
= e_qla (e® + egre™)

= e (2" +égie" + égue™ + edie” + egre”)

= &4 284 +eGie™ + edie™ (C.22)

d
dqa — %(Eeql) = et (e+eq) , (C.23)
dqs — ee? | (C.24)

como esperado.
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APENDICE D - O determinante da estrutura
pré-simplética de RG

Para calcular o determinante de (5.33), usamos a mesma técnica de [143,148].
Partimos de que, dada uma matriz quadrada M possivelmente dividida em blocos, podemos

escrever

A B
det M = det (C D) =det(D — CA'B) det A. (D.1)

Na equagao acima assumimos que A e D s@o matrizes quadradas e que det A # 0. As

matrizes B e C' nao precisam ser matrizes quadradas.

Primeiro fazemos

dwy  ow'
A:0—17B: oh  oh |
I 0 owy  dw
oIT  oI1
(5(,1)0 5&]0
_ | on oIr _ (00
o[ w0 o
Sh' OIT

ou seja, a matriz M é a matriz pré-simplética f da eq. (5.33). Usando as definicoes acima

para os blocos A, B,C, D e a agelbra (5.36), encontramos,

(CA_IB)ab(ZL‘, JZ”/) — /Cac<$,:13,)(14_1)0d($/, £L‘”)Bdb(l‘//, x///) d3x’d3x”

0wy dwp dwy 0w

51—111 _5hll 5h// (Sh” 3
- / dw ow dwy' S 'z

SII”  oh"/ \os11” 11"/ e

_ ({Wg/a wop {w"”, wo}> (D.3)

{wy,wh {w"” w}
~ 0.

No espaco simplético inteiro det f # 0, enquanto que na superficie de vinculos, det f = 0.
Isso implica que f ndo tem modos-zero no espaco simplético inteiro, mas os tem pelo

menos na superficie de vinculos.
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APENDICE E - Do uso correto da derivada

temporal dos vinculos

Na Lagrangiana da eq. (5.105) o vinculo 7; aparece no termo mél, onde (1 é o
multiplicador de Lagrange. O vinculo 7, foi encontrado diretamente da definicdo dos
momentos, quer dizer, na nomenclatura de Dirac é um vinculo primario. Contrario a outros
vinculos priméarios que aparecem no capitulo (4), esse é o inico que nao implica numa
eliminacao obvia de campos do algoritmo simplético. Por exemplo, o vinculo primario
IIy = 0 encontrado na Sec. 5.2.1 simplesmente leva a eliminacao de Ily. Poderiamos
inclusive resolver 7;, digamos eliminado II, em favor de outras varidveis, mas nesse caso
existe mais de uma maneira que essa eliminacao pode ser feita, no entanto quebrar essa
simetria levanta outras questoes, tanto técnicas quanto teoricas, além de ser inconveniente
no tipo de andlise sendo feita. Assim, esse é um vinculo primario cuja permanéncia no
algoritmo acaba sendo ttil. Os principios simpléticos nos dizem que vinculos, uma vez
encontrados, devem ser adicionado a Lagrangiana com multiplicadores de calibre derivados
no tempo. Esse é o procedimento seguido na Sec. 5.3.3. Por outro lado, é possivel conjecturar
que nao faria mal algum inseri-lo na Lagrangiana com um multiplicador de Lagrange nao
derivado no tempo, como por exemplo sugerido num comentério na Ref. [143]. Exploramos

essa possibilidade aqui.
Usando 7,(; na Lagrangiana (5.105), € e @ se tornam

€Y = (N N by o6 1, ), (E.1)

a® = (0 0, O™ 0y Iy, 0 0), (E2)

ou seja, n; nao aparece em a. Consequentemente,

/
]

See = 5205 T + 05650 (2, 2) . (E.3)

A matriz pré-simplética tem agora os seguintes modos-zero,

po= (10000 0 0) (E.4)
By, = (001, 0 0 0 0 0), (E5
s = (00000 0 1) (E.6)

Os dois primeiros modos-zero levam ao mesmo vinculo (5.117, 5.118), enquanto 7, ¢é
encontrado como um vinculo a partir do ultimo modo-zero. Isso parece indicar a equi-

valéncia entre as duas abordagens, uma vez que mesmo colocando 7; na parte potencial



198 APENDICE E. Do uso correto da derivada temporal dos vinculos

inicialmente, no final acaba aparecendo como um vinculo da mesma maneira. Entretanto,
no procedimento de inseri-lo acompanhado de um multiplicador de Lagrange derivado no
tempo desde o inicio, um novo vinculo, 7y, surge da iteragao zero. O principal problema é
que agora 12 nao é nem encontrado na iteracao zero, nem em iteracdo alguma: na primeira
iteragdo o setor potencial se torna nulo (é nada mais que uma combinagao linear dos

vinculos) e, portanto, se torna impossivel a obtencao de novos vinculos.

Em conclusao, se n;(; ¢ inserido ao invés de ¢1, ndo se pode dizer que o formalismo
simplético estd sendo seguido (uma vez que todos os vinculos devem ser inseridos na
Lagrangiana derivados no tempo) e esses procedimentos diferentes nao sao fisicamente
equivalentes. Nesse caso, o vinculo 7, nao é obtido e uma informacao fundamental do ponto
de vista fisico acaba se perdendo, pois desse vinculo encontramos que o tinico potencial

nao trivial compativel com a invaridncia conforme é do tipo Ag*.

Similarmente ao caso anterior, como N e N podem ser prontamente vistos como
multiplicadores de Lagrange nas teorias da RG e de Brans-Dicke, podemos considerar
substituir N e N por A0 e A\ antes da iteracao inicial. Esse procedimento pode funcionar
em alguns casos, levando a resultados corretos mais rapidamente, mas nao necessariamente.
De fato, para o caso de Brans-Dicke com w = —3/2 esse procedimento falha em se obter

72, que ¢ um vinculo fundamental para a auto-consisténcia da teoria.
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APENDICE F - Determinacio do vinculo 7y

para Brans-Dicke com w = —3/2

O vinculo 7y é derivado da Seguinte relagdo [veja eq. (5.119)],

4 )
—hij—— + 11 — —Iy— | Vd’z=0. F.1
/( IShy © Hw ¢6q§ ¢5H¢> v (1)
O potencial V' vem da Lagrangiana(5.105) e 1é-se
Vh 2K
= — [{N-— — — (200VIL; — 117 D;¢D'¢ + 2D;D'¢ — 2P
v /{%MW( )+¢Z¢¢+ 6 —2P(9)| +

+N7 (2D'TL; — 11, D;0) } Pr = / (—Nwp + N'w;)d*z (F.2)

Os vinculos wy e w; sdo definidos nas eqs. (5.117, 5.118).

De modo a facilitar os calculos da eq. (F.1), subdividimos V em sete termos

(V =X7_, Vi). Esses termos sdo explicitamente indicados abaixo,
/iw R AP V, = n/%qb (211911, — 112) P
V, = —;ﬁ 3]\2[;/EDZ¢D,¢ & Vv, = —i / VAD;ND'¢ d*z
Vi — / N ;/Ep(d)) P, Vi — / NI, D¢d%z (F.3)

V=2 / 1% Dy N by P2
Calculando primeiro a variacao de cada um dos termos com resultado nao nulo,

comecando pela variacao em h¥, temos

Vi Vh hij Vh " -y
o5 = —No ¢ (Rz.. _ R) — 5 (hiyDkD*N — D'D'N)
Vvh hi; Vh o
= N0 (Rij - ;3) + 5 No (hijDkD*¢ — D' D7) (F.4)
5‘/2 o 5 2N km 1 lm 1 klimn
Shii hzj [\/_qb (Hlemnh ™ — §Hlemnh h )
2N 1 2N h 1
= “—(2) | I 1T, R — H,H) (H“H — 1'[2) F.
H[\/Eqb()( kjlh 9 U \/Egbz Kl 9 ) ( 5)
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oVs 1vVh, 3 Vh3N §

= = ~—h;;—N DD ¥ DD
Shii 2% 2 24 Do+ o0 26 5hw< w6 Dig)
vh
= ~“N— (—=h;D.éD* DiDi> F.
o Nos (~3hoDioD"o + DisDio) (F.6)
5V, 1vh Vh
5 = 53 th( 2D D*¢) + ~5-(=2N) [~ (DiDi6) 6} — (D) Didf+
)
(D16) D Vi)
vh |- k k
_ 2{_2Nhﬂ (—2DiD¥¢) — [~2ND;D;¢ + 2D (N Djy¢) — 2hi; D (NDkd))]} :
(F.7)
6Vs Vh hi;
5o VNt op F.
6hl‘7 2’{ 2 ( ) Y ( 8)
6‘/7 o 5 kl m m n
S5 = 2o 1% iy, (O6N™ + G N
: )
= 2167 DN™ + 211% Iy, ;’“"N", (F.9)
ij
Usando
1
oG = 5hmd (Dy6han + Dpdhyg — Dabhin) (F.10)
oVz k(i ) kd ntn ij ij ij
s = ATCDND ontN (Dx67, + Dby — Dady,)
. . . [Tk N7 - [1kd N7
= 2MI*D,N) — /B [5” D () + 67D, <>
k dn™k \/ﬁ kd \/ﬁ
y T1kd N
(" )|
, , 1% N ) 1 N™) 146 N 9)
2Hk<lDNJ>—\/E[D ( >+Dn< )—D( )]
k k \/ﬁ \/E d \/E
= 2" DLNY — VD, (T7N*Vh) . (F.11)
Para os termos com variagao em II;;, temos
5‘/2 0 N kl kl
= MM,y — I ARL,,, A
6Hij 51_[1] [f(b< kil — 11kl mn )
ON y
= (2117 — n11) (F.12)

"Vho
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oVz

= 2DUND) (F.13)

Para os termos com variacdo em ¢, temos

oV; Vh
1 = XZN F.14

Vs Vh [ 3N . 3N 6 .
e = [—WD@D ¢+ 35 5 (DioD ¢)]
vVh (3N .3 N .
oV, Vh § .
— = —— (20D;D'N
op 2k 0¢ ( oD )
N
= —D.D'N F.1
2k ’ (F.16)
§Vs vh
o o 20P(9) (F.17)
Vs i i
% IH,N'D"¢ , (F.18)
oVa 2Nk ( &l 1 2)
—_— = = IM*1Il, — <117 ) . F.19
5¢ \/E¢2 kl 9 ( )
E para o tinico termo cuja variacao em Il4 é diferente de zero, temos
oV :
— = N'D;j¢o. F.2
it 6 (F.20)

Agora, multiplicando os resultados pelos coeficientes que aparecem na eq. F.2,

temos
OV, Vh 3 vh
WL = YN (0R = S0R) + SN ((3)2DuD" — 2D.D9)
1 vh
= 5N [0R — (2)(—2DD"¢)]
Vi

= —— — F.21
Vi, (F.21)
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iOVa _ 2Nk K L) _ 286 (3N (e, — Lype
U shii ﬁ¢(2)<ﬂ Ha =3 > Vho <2> (H i H)
. Vh 2 1 kl 2
= —TNI{% (-2) (20411, — 117)
B 1vVh 2 kil 2
= 55 N <_h¢> (21T, — 117)
R
- -2, (F.22)
Vi Vh
d)% = 5 NoR
= W, (F.23)
Vo | _2Nw 1 fup Lo
36 = \/E¢2¢<H I, 2H>
_ _\/EQNH <h2¢> (QHMHM_HQ)
= -V, (F.24)
Vs VhN (3 k
¢£ = 5 (M)DWSD (b)
=V, (F.25)
Hij;l_[‘? = (2)\/52]% <_h2¢> (201 — 1)
= 2V, (F.26)
OV h _3h¥ 1
—hljﬁfj = —\2/;]\7 2¢ (—thjDk¢Dk¢+Di¢Dj¢>
_ 1vVh 3 "
= 5%N%Dkngqb
_ % (F.27)

2
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_pY

oVy
Ohii

_pi

Vh

2K 12

2
577

W
Ohi

()5

[1N(3) (—2DyD*) + (—2NDkagb)}

(—2DyD*¢)

Vs Vh
5 2k

oVs

v
ohw

_ Rl

oVz
dhii

]

= NFI4Dyo
= Vs,

= —NFII,Dy¢

= —2M,DFN
= -V

= 21, DFN!

(F.28)

(F.29)

(F.30)

(F.31)

(F.32)

(F.33)

(F.34)

(F.35)
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A aplicagao de cada variagao que aparece em eq. (F.1) para cada um dos termos

de V' é mostrada na Tabela 1. Colocando os resultados individuais juntos, obtemos,

5
0 = 1X:VZ —2V5+/M¢8¢P(¢)d3:c
2 K

[—2P(¢) + 60, P(¢)d’z, (F.36)

Q

5

K

onde foi usado que 37, V; o wp. Assim, encontramos o vinculos 7, como dado pela
eq. (5.120).

Tabela 1 — Resultados da aplica¢do dos operadores na eq. (F.1) para os sete termos de V.

5 G 0 5 5

/ i Sh; / S / 5o / H¢5H¢
Vi | -Wi2-V 0 Vi 0
Vs —Va/2 2V; —V2 0
Vs —V3/2 0 Vs 0
Vi 5Vi/2 0 ~V 0
Vs —3V5/2 0 [ NVhedsP(¢)dPz/ 0
Ve 0 0 Vs —Vs
Vz —Vz Vz 0 0
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APENDICE G - Simbolo de Levi-Civita

O simbolo de Levi-Civita é um pseudo-tensor completamente anti-simétrico que
expressa o sinal de uma permutacdo entre nimeros naturais 1,2, ..., n, para algum inteiro

n. Denotamos o simbolo de Levi-Civita por

6i1i2...in ) (G]‘)

onde cada indice ¢; assume valores 1,2,...,n. A propriedade fundamental do simbolo é a
anti-simetria completa, ou seja, a troca entre de posicao entre dois indices quaisquer leva

a troca de sinal do simbolo, isto é

€ ipig.. — TC€igip.. s (G-Q)
além disso, se quaisquer dois indices forem iguais, simbolo assume o valor zero.
O simbolo de Levi-Civita em n dimensoes ¢ definido por
+1 se (a1, aq...,a,) ¢ uma permutagao par de (1,2,...,n)
€aras..an = § —1  se (a1, as...,a,) é uma permutacio impar de (1,2,...,n) (G.3)

0 caso contrario
Em particular, em trés dimensoes, temos
+1 se (i,j5,k)¢é(1,2,3),(2,3,1), ou (3,1,2)
e =11 se(i,j,k) é(3,2,1),(1,3,2), ou (2,1,3) (G.4)
0 sei=j,ouj=k ouk=1
E em quatro dimensoes
+1 se (I,J, K, L) é uma permutacao par de (0, 1,2, 3)
ek =\ —1  se (I, J, K, L) é uma permutacao impar de (0, 1,2, 3) (G.5)

0 caso contrario

Propriedades

Em duas dimensoes,

eape’’ = 0565 — 6565, (G.6)

eape’® = 0%, (G.7)

eage’® = 2. (G.8)
Em trés dimensoes,

ere™ = Oop — 0o (G.9)

Ejmne ™" = 2(5; : (G.10)

Gijkéijk = 6. (Gll)
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Em n dimensoes,

iy = g g = e

i1 J1edn
L PSRN 7 YRS R [ ] APV 2N Jn 7. §ik+1oin
Ezl..,zkszrl...an k! (n k>6[1k+1 Ce 5171] k'5]k+1--~]n ,
€y i€ = nl.

Aplicagoes e Exemplos

Seja E uma matriz quadrada de ordem n composta pelos elementos e 1, ...

O simbolo de Levi-Civita pode ser usado para expressar determinantes com
det(E) = €""eq14y ... €ny,

ou equivalentemente,
1

det(E) =l e = EE 1etn el J"eiml & T

Em particular, para n = 3,

k

i _ i
det(ey,)€eape = €ijneseleL

Outras relagoes tteis sao

I _abed o b ¢ d
e, kL = 3!€€[J€K€L] ,
Prova
I _abed Ibed
€. €IJKL = &€  €IJKL
mas
_ i bed J K _L
e = 3'8 €EJKLELE. €4
= 3!661[’Je§<e‘£] = e"erkr

inserindo a Eq. (G.20) em (G.19), temos a Eq. (G.18).

Para um tensor w, % antissimétrico em ¢ e p,

1 n_j b J pb
§e,€j ejquaqun = —w, Pj )
Prova
1 n_j qp pb 1 q5p q §P bn
_§€jk € gpYa Pn = _§<5k5n - 5n5k)waqpp
1

= _§<waknpbn - wankpbn)

_ J pb
- _wakf)j :

E, finalmente,

nj lkm @ pb __ ng sl sk sm @ pb __ kj m, 1 pb
€ € Engpakmwy " P} = 3l€;" 0,040 Wakmwy, " P} = A€, wy " wy,, Py

(G.12)
(G.13)
(G.14)

(G.17)

(G.18)

(G.19)

(G.20)

(G.21)

(G.22)

(G.23)
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APENDICE H - Algebra de Spinores

Fermions de Dirac sao construgoes covariantes em que objetos ¥ = (w) se
Ui

transformam segundo a representagao do grupo SL(2,C), correspondente ao grupo de
Lorentz — analogamente como SU(2) corresponde ao grupo das rotagoes O(3). As varidveis

1 e 1 sao cada um spinores de 2 componentes e W é um spinor de 4 componentes.

Nesse trabalho usamos as matrizes gama de Dirac v; que satisfazem a dlgebra de
Clifford

Yrvs + v =201 (H.1)
De acordo com a assinatura utilizada aqui, temos

Com

A 0 —iol
i— Y , H.4
¥ (Z.O_J 0 ) (H.4)

onde os ¢7 sdo as matrizes de Pauli.

Definindo o7 = § [vr,74], temos

UiTj = —0ij, (H.5)
Ugj = 0opj - (HG)
Sejam
v - (w) )
n
T o= i(0) = (0" o) (H8)

para spinores e A = —vY A0 para matrizes. Dai temos AB = BA e AV = VA. E

V = _71 ) (HQ)
01y = —01J . (H.10)
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Outra matriz util construida a partir das 7; é a matriz Hermitiana
7 _ @70717273 : (H.11)
que satisfaz 75 = —° e comuta com as demais matrizes gama. Aqui v° é dada por
-1 0
5
= . H.12
g ( 0 1) (H.12)
As seguintes relagoes sao tteis para os calculos desenvolvidos nesse trabalho.
_ 0 —io?
Tyl = (ot o) ( . ) ( ) ( ) = —iplo'y —inlo'y, (H.13)
10 0
[0 ot 0
Ty = (1 ¢) ) oy +in'o'n,  (H.14)
Ty = (ot yh) ( ) (¢) = iwla'y —info'n (H.15)
n
e
_ 0 1
U = (gt ) ( Z) (w) = ity +inn (H.16)
1 0) \n
Outras relagoes importantes sao
0 — —io! -0t 0
= ' - ], H.17
o7 (z o)(i 0) (0 cﬂ) (H.17)
assim, temos
[0, V] = —20'° (H.18)
Similarmente,
i) = 2ie; ox (H.19)
Dos resultados acima podemos listar os seguintes resultados tteis:
Ty slv0. W T = —2(w'y +in'n) (H.20)
Uy s[5, 1] @ 2ie;, (—ivTopp + infon) (H.21)
Uy [0, e W —2(—ip o +inTown) (H.22)
Uy, e W 2ie;, (ipTor + intom) | (H.23)
Uy [0, ¥ = =200 —infatoun) (H.24)
U sl w8 = 2iey! (—ila'o —inta'om) (H.25)
Uy [0, 7] ¥ —2(—ivlolop + infotown) | (H.26)
Uy [y, Y] ¥ 2i€jkl(inUiUli/} —intatom) . (H.27)
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