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Resumo

Teorias que propõem a unificação da Relatividade Geral e da Mecânica Quântica, por
exemplo a Teoria de Cordas, apontam para a existência de um valor mínimo de comprimento
observável. A existência desse implica em uma generalização do Princípio da Incerteza de
Heisenberg, de modo a não admitir mais uma incerteza nula na posição, modificando assim
a álgebra da Mecânica Quântica. De acordo com o modelo cosmológico do Big Bang, o
Universo está em expansão, o que significa que ele foi muito pequeno no passado, de
forma que sua natureza era fundamentalmente quântica. Sendo assim, se faz necessário a
construção de uma descrição quântica da evolução do Universo, sob o contexto da álgebra
modificada devido à suposta existência de um comprimento mínimo.

Neste trabalho foram considerados os efeitos em um modelo cosmológico de vácuo
dinâmico devido à presença de um comprimento mínimo, introduzido por um GUP (prin-
cípio de incerteza generalizado) correspondente à relação de comutação

[
x̂, p̂

]
= i~

1−βP̂2 e
obteve-se a função de onda do Universo, que é a solução da equação de Wheeler-DeWitti
na representação do espaço de quaseposição, no limite para pequenos valores do fator de
escala.

Palavras-chave: Cosmologia Quântica, Gravitação Quântica, Vácuo Dinâmico, Compri-
mento Mínimo, Princípio da Incerteza Generalizado (GUP).

viii



Abstract

Theories that propose the unification of general relativity and quantum mechanics, for
example the String Theory, point to the existence of a minimum value of observable length.
The existence of this implies a generalization of the Heisenberg’s uncertainty principle, so
as to no more admit a null uncertainty in position, thus modifying the algebra of quantum
mechanics. According to the cosmological model of the Big Bang, the Universe is expanding,
which it means that it was very small in the past, so its nature was fundamentally quantum.
Thus, it is necessary to build a quantum description of the evolution of the Universe, under
the context of modified algebra due to the existence of a minimum length.

In this work, was considered the effects in a dynamic vacuum cosmological model,
due to the presence of a minimum length introduced by a GUP (generalized uncertainty
principle) related to the modified commutation relation

[
x̂, p̂

]
= i~

1−βP̂2 . The wave function of
the Universe, which is the solution of the Wheeler-DeWitti equation in the representation of
the quasiposition space, was found at the limit for small values of the scale factor.

Keywords: Quantum Cosmology, Quantum Gravity, Dynamic Vacuum, Minimal Length,
Generalized Uncertainty Principle (GUP).
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Capítulo 1

Introdução

Na primeira metade do século XX a Física foi marcada por duas grandes revoluções
que romperam com os pressupostos até então inquestionáveis da mecânica clássica, a qual
descrevia satisfatoriamente a maioria das situações físicas consideradas até aquele momento.
A aplicação do eletromagnetismo de Maxwell para explicar a radiação de corpo negro levou
à catástrofe do ultravioleta, resultado considerado absurdo, induzindo uma reinterpretação
das propriedades da matéria e das ondas eletromagnéticas e da forma como elas interagem.
Nesta reinterpretação foi reformulado o conceito de medida o que viria a originar a mecânica
quântica1. Com a comprovação empírica da finitude e invariância da velocidade da luz em
referenciais inerciais houve um quebra de paradigma com as noções de espaço e tempo
absoluto, unificando-os em uma única entidade, o espaço-tempo [1]. Posteriormente, com
o advento da teoria da relatividade geral, o espaço-tempo veio a ser interpretado como o
campo gravitacional que interage com a matéria nele contido, contrariando a ideia clássica
de que o espaço e o tempo eram apenas um pano de fundo para os fenômenos físicos que
ali ocorriam [2–5]. Isso tornou a mecânica clássica obsoleta no seu conceito de tempo e de
espaço assim como no papel desempenhado pela matéria nele contido.

Ambas as teorias, a relatividade geral e a mecânica quântica, foram estudadas e de-
senvolvidas independentemente. Na década de 1920. surgiu a teoria quântica de campos,
sendo considerada uma unificação da mecânica quântica e da relatividade restrita, esta teoria
descreve o comportamento quântico da matéria tendo em vista a invariância da velocidade
da luz. Portanto, até o momento a compreensão humana quanto às interações que ocorrem
no Universo está ramificada em duas áreas, a princípio incompatíveis, uma que unifica as
forças eletrofraca e forte e uma que explica a interação gravitacional. Essa incompatibilidade
é evidenciada analisando-se as diferenças entre a relatividade geral e a mecânica quântica,
ambas são teorias testadas experimentalmente, porém em escalas diferentes, a atuação da
primeira é o Universo macroscópico enquanto a segunda atua em sistemas microscópicos.
Essa dicotomia fez com que ambas se tornassem teorias muito bem consagradas em seus
respectivos domínios de atuação. Porém, a abstração que surge nos estudos teóricos sugere

1A teoria quântica que surgiu na primeira metade do século XX será referida neste texto como mecânica
quântica ordinária.
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1. Introdução 2

a existência de fenômenos em que se deve considerar uma descrição quântica das intera-
ções gravitacionais envolvidas, por exemplo, buracos negros [6, 7] e o próprio Universo
primordial [8–13].

Nesse contexto, surge o desafio de conciliar os princípios da mecânica quântica com
a natureza geométrica da relatividade geral, elaborando uma teoria que descreva o espaço-
tempo, e consequentemente o campo gravitacional, de forma quântica. Há várias propostas
a fornecerem essa tão desejada unificação, como a Teoria de Cordas e a Gravitação Quântica
de Laços.

Uma das propostas mais promissora nesse sentido é a Cosmologia Quântica, o seu
pressuposto é que o Universo deve ser estudado de acordo com as leis da Mecânica Quântica,
principalmente em sua fase primordial, onde os efeitos quânticos são mais expressivos,
nesse estudo é possível obter informações importantes sobre a origem do Universo, ou
seja, fazer predições sobre a singularidade inicial, a evolução pós singularidade e a fase
inflacionária. Além disso, outros problemas em Cosmologia continuam em aberto. Por
exemplo, o problema do Horizonte: fato de haver uma homogeneidade na medição da
radiação cósmica de fundo que o modelo padrão não consegue explicar ou o problema da
planeza: fato do Universo observado atualmente ser plano, com a densidade crítica próxima
da unidade, esses são problemas devido às condições iniciais. A fase inflacionária foi
sugerida para explicar essas observações, mas ainda sem fornecer uma justificativa plausível
sobre o porquê de ela própria ocorrer.

Um fato interessante a respeito das teorias que se propõem a quantizar a gravidade
é que algumas delas apontam para a existência de um comprimento mínimo, isto é, uma
escala mínima de comprimento possível de se observar e consequentemente uma máxima
resolução possível das medidas espaciais. O argumento das teorias de quantização da
gravitação em favor da existência de um comprimento mínimo é de que as altas energias

utilizadas na tentativa de se sondar as pequenas distâncias da escala de Planck, lp =
√

G~
c3 ,

perturbam significativamente a estrutura do espaço-tempo através de efeitos gravitacionais,
sendo assim, existiria um limite máximo de localizabilidade possível de ser observada.

Este comprimento mínimo, que surge em algumas teorias de quantização da gravi-
dade, tem como consequência uma modificação da álgebra da Mecânica Quântica. Essa
modificação é feita associando-se ao comprimento mínimo uma incerteza mínima não nula
∆x0, nas medidas de posição, de forma que agora não é mais possível ter nenhuma partícula
pontualmente localizada. A existência da incerteza não nula, associada ao comprimento
mínimo, por sua vez, exige uma modificação na relação de incerteza de Heisenberg.

Algumas consequências surgem ao se modificar a relação de incerteza, uma delas é que
apesar de os autoestados do operador posição poderem ser representados matematicamente,
eles não fornecem mais informação física, uma vez que estes forneceriam uma incerteza nula
na posição, outra é a modificação da relação de comutação entre os operadores posição x̂
e momento p̂. É importante notar que na álgebra modificada sempre que o parâmetro
do comprimento mínimo tender a zero, ou seja, desprezar-se os efeitos de uma incerteza
mínima não nula, os resultados ordinários são reobtidos, o que era de se esperar, visto que a
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MQO é uma teoria já consagrada. Sendo assim, pode-se comparar os resultados desta nova
formulação com os da mecânica quântica ordinária, basta considerar tal parâmetro nulo, o
que corresponde a supor a existência de um comprimento mínimo igual a zero ∆x0 = 0.
Esta ideia seria análogo ao que ocorre na MQO ao se considerar o limite clássico, ou seja, os
resultados da mecânica clássica são reobtidos.

A natureza desse comprimento não nulo se manifestaria justamente em eventos de in-
teração gravitacional no nível quântico, sendo assim, é necessário que tais fenômenos sejam
reavaliados sob um formalismo da mecânica quântica generalizada, considerando a exis-
tência do comprimento mínimo, e sejam verificadas as implicações e consequências dessa
generalização sob a teoria. O objetivo principal deste trabalho é determinar as correções à
função de onda do Universo devidas ao uso de um GUP (princípio de incerteza generali-
zado) específico na cosmologia quântica. Desta forma, primeiramente, deve-se determinar a
equação de Wheeler-DeWitt modificada. Será considerada uma correção até segunda ordem
no parâmetro do comprimento mínimo β e então analisado um modelo cosmológico quân-
tico de vácuo dinâmico em um cenário de comprimento mínimo introduzido pela relação
de comutação proposta por P. Pedram [14, 15]

[
X̂, P̂

]
:=

i~
1 − βP̂2

. (1.1)

Para isso, este trabalho foi organizado da seguinte forma:

• No capítulo 2, o comprimento mínimo é inserido na teoria quântica. Isto é feito através
de uma breve motivação qualitativa para a existência do comprimento mínimo, em
seguida é abordado como que ele modifica a relação de incerteza e de comutação da
mecânica quântica ordinária. São apresentados algumas propostas de GUP’s, respec-
tivamente, as defendidas por Kempf [16], Nouicer [17], Vagenas [18] e Pedram [14].
Discute-se também a modificação da álgebra de Heisenberg e a construção do espaço
de quaseposição, para se resgatar informações da posição, diante da impossibilidade
de se obter informações físicas na representação da posição.

• No capítulo 3, são apresentadas as ideias principais da cosmologia quântica. Em um
primeiro momento, discute-se a equação de Einstein, a qual fornece o comportamento
do espaço-tempo em função da distribuição da matéria-energia. Depois, chega-se às
equações de Friedmann, as quais descrevem a evolução de um Universo homogêneo
e isotrópico. Através de um processo de quantização canônica ordinário, obtém-se a
equação de Wheeler-DeWitt, que tem como solução a função de onda do Universo.
Por último, a dependência temporal é introduzida através do formalismo de Schutz.

• No capítulo 4 é que de fato se concretiza o objetivo deste trabalho: determinar as
correções na função de onda do Universo devido ao uso do GUP. Neste capítulo, são
utilizados os resultados obtidos com a inserção do comprimento mínimo na álgebra
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da mecânica quântica ordinária, a super-hamiltoniana, advinda do método de Schutz,
é quantizada, obtendo-se assim a função de onda do Universo em um cenário de
comprimento mínimo.

• No capítulo 5, são feitos comentários e apresentada a conclusão. Além disso, é proposto
um trabalho futuro em que a discretização seria uma propriedade não só do espaço
mas também do tempo.



Capítulo 2

Mecânica Quântica em um Cenário de
Comprimento Mínimo

2.1 Introdução à Mecânica Quântica em um Cenário de
Comprimento Mínimo

A ideia de que uma incerteza mínima na posição seria um fenômeno intrínseco da
interação gravitacional foi proposto inicialmente por Mead [8]. Desde então, houvera outras
propostas de teorias de natureza gravitacional que levassem à existência de um comprimento
mínimo observável, tais como, teoria de cordas [9–12], gravitação quântica de laços [13],
espaço tempo não comutativo [19, 20] e buracos negros [6, 7].

Tais teorias indicam que o princípio de incerteza de Heisenberg deve ser generalizado
para incorporar as condições impostas pelo campo gravitacional. Esta generalização é feita
modificando-se as relações de comutação entre os operadores momento e posição [16],
chegando-se assim a um princípio de incerteza generalizado GUP (generalized uncertainty
principle).

A mecânica quântica tem seu formalismo construído com base na álgebra de Heisen-
berg, ou seja, na não comutatividade dos operadores posição x̂ e momento p̂, [x̂, p̂] , 0.
Consequentemente, esta não comutatividade impossibilita a determinação simultânea dos
valores associados a esses operadores, o que é traduzido na relação de incerteza de Hei-
senberg. Apesar dessa relação limitar a precisão da medida simultânea da posição e do
momento, ela não limita o quão precisa pode ser a medida de um destes dois, desde que
para isso, se perca completamente a informação a respeito do outro.

Embora não trivial, associa-se que um comprimento mínimo deve estar relacionado, do
ponto de vista quântico, a uma incerteza mínima não nula na posição ∆x0 , 0. Desta forma,
um comprimento mínimo, motivado por teorias de quantização da gravidade, deve alterar
a relação de incerteza de Heisenberg de modo a não permitir mais uma incerteza na posição
arbitrariamente pequena. A generalização do princípio de incerteza de Heisenberg tem
como consequência a modificação da relação de comutação, o qual fundamenta o formalismo

5
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teórico da Mecânica Quântica.
A proposta de GUP mais difundida na literatura foi feita por Kempf, Mangano e

Mann [21], onde a ideia do comprimento mínimo é introduzida através de uma modificação
na relação de incerteza, os autores acrescentaram dois termos na inequação, de forma que
não é mais possível ter valores arbitrariamente pequenos de ∆x

∆x∆p ≥
~

2

(
1 + β(∆p)2 + ζ

)
. (2.1)

Há outras propostas de generalização do princípio de incerteza, como a feita por
Dorsch [22] e por Nouicer [17], em que se corrige a relação de incerteza com um fator
exponencial, sendo (2.1) um caso de primeira ordem em relação a esta proposta,

∆x∆p ≥
~

2

〈
eβp̂2〉

, (2.2)

e também a feita por Vagenas [18],

∆x∆p ≥
~

2

1 +

 α√〈
p2〉 + 4α2

∆p2 + 4α2 〈
p
〉2
− 2α

√〈
p2〉 , (2.3)

ou a sugerida por Pedram [14], em que a limitação no valor da incerteza do comprimento é
proposta na forma de uma razão,

∆x∆p ≥
~

2
1

(1 − βP2)
, (2.4)

sendo que há correções de todas as ordens, assim como (2.2), além de limitar o momento a
um valor máximo.

Neste capítulo são apresentadas as principais modificações que ocorrem na estrutura
da mecânica quântica ordinária quando se admite a hipótese da existência do comprimento
mínimo. O ponto de partida, como discutido acima, é uma relação de incerteza generali-
zada, a qual impossibilita a tomada da incerteza da posição arbitrariamente pequena, por
consequência a modificação da relação de comutação.



2. Mecânica Quântica em um Cenário de ComprimentoMínimo 7

2.2 Princípio da Incerteza Generalizado

A argumentação em favor do comprimento mínimo, e em consequência da generaliza-
ção do princípio da incerteza, pode ser pensado da seguinte forma: o princípio da incerteza
diz que para se medir a incerteza associada ao operador posição com precisão cada vez
menor deve-se ter uma incerteza associada ao operador momento, cada vez maior. Para se
sondar pequenas regiões de escala de comprimento são necessárias altas energias, levando
em consideração os efeitos relativísticos desses níveis de energia, como deve ser uma teoria
que forneça uma descrição quântica de gravitação, estas irão curvar o próprio espaço tempo
significativamente. Portanto, incertezas associadas ao momento linear da partícula pro-
duzem flutuações quânticas da geometria espaço-temporal, consequentemente no campo
gravitacional, o que implica uma imprecisão na posição da partícula. Em síntese, ao se
tentar determinar a posição de uma partícula com precisão cada vez maior é produzida uma
perturbação no campo gravitacional gerando um desconhecimento também cada vez maior
sobre a posição desta partícula, causando um efeito contrário ao desejado.

Sendo assim, a relação de incerteza de Heisenberg

∆x∆p > ~2 , (2.5)

deve ser modificada de forma a não permitir mais uma incerteza de ∆x arbitrariamente
pequena em detrimento da incerteza de ∆p.

Figura 2.1. Esboço gráfico da relação de incerteza Heisenberg ∆x∆p > ~2 em unidades de ~.

É possível observar no gráfico acima o comportamento assintótico, tanto da incerteza
associada ao operador posição x̂ quanto a incerteza associada ao operador momento p̂. O
princípio da incerteza ordinário não limita a posição exata da partícula e nem o seu momento,
ou seja, é possível se ter uma incerteza arbitrariamente próxima de zero na posição, (∆x −→ 0)
desde que para isso, a informação a respeito do momento seja perdida (∆p −→ ∞). Assim
como ter uma incerteza arbitrariamente próxima de zero no momento, perdendo toda a
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informação a respeito da posição. Portanto, o conhecimento de uma dessas duas grandezas
pode ser tão preciso quanto se queira, desde que se abdique de conhecer completamente a
outra.

Esse comportamento não é condizente com a hipótese da existência de um compri-
mento mínimo pois, como dito anteriormente, associa-se a este uma incerteza mínima na
posição, não sendo mais possível se ter um ∆x arbitrariamente próximo de zero. Uma
solução deste problema foi proposto por Kempf, Mangano e Mann (KMM) [21], onde se
reformulou a relação de incerteza, em uma única dimensão, da seguinte forma

∆x∆p ≥
~

2

(
1 + β(∆p)2 + ζ

)
. (2.6)

Os parâmetros β e ζ são positivos e independentes de ∆p mas ζ depende do valor
médio de p̂, i.e., ζ = β

〈
p̂
〉2. Nota-se que o primeiro termo do segundo membro corresponde

ao princípio da incerteza ordinário, válido em escalas de energias baixas o suficientes para
se desprezar a curvatura do espaço-tempo. Os termos restantes estão associados aos efeitos
das distorções do campo gravitacional que surgem ao se tentar medir de forma cada vez
mais precisa a posição da partícula, ou seja, quando se tem elevados níveis de energia.

Figura 2.2. Esboço do gráfico da relação de incerteza generalizado ∆x∆p ≥ ~2
[
1 + β(∆p)2 + ζ

]
em

unidades de ~.

No gráfico acima, da relação (2.6), é possível observar o limite inferior para o valor de
∆x0 que surge ao se tentar obter uma precisão cada vez maior na posição da partícula.

Comparando a figura 2.1 com a figura 2.2 observa-se que não há mais o comporta-
mento assintótico, ∆x → 0, da relação ∆x∆p ≥ ~2 da mecânica quântica ordinária. O termo
β(∆p)2 da relação (2.6) é o responsável pela vértice que se observa na figura 2.2. Diferente
do caso ordinário, em que se podia ter a incerteza ∆x tendendo a zero com a incerteza em
∆p divergindo (∆p → ∞), neste caso, o membro direito da desigualdade depende quadra-
ticamente de ∆p, sendo que ao se ter uma incerteza em x diminuindo e a incerteza em p
crescendo quadraticamente em certo momento o membro direito da equação (2.6) se torna
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maior do que o esquerdo, neste momento as incertezas do momento e da posição deixam de
satisfazerem esta inequação. A relação de incerteza proposta restringe os valores de ∆x e ∆p
às regiões acima da curva do gráfico, promovendo um limite inferior na incerteza associada
ao operador x̂. Portanto, a generalização impõe um valor mínimo possível para a incerteza
∆x do operador posição. Associa-se a este valor mínimo da incerteza um comprimento ∆x0,
não sendo possível medir nada menor do que ele. Este valor de ∆x0 é o comprimento mínimo.

A relação (2.5) possui uma simetria quanto às incertezas ∆x e ∆p. Desta forma, a
incerteza de um desses operadores pode ser arbitrariamente pequena desde de que a incer-
teza no outro seja indefinidamente grande, isto é válido para ambos os operadores. Sendo
assim, seria plausível supor que, assim como no caso ordinário, o GUP deveria apresentar
uma simetria entre os operadores posição e momento, ou seja, da mesma forma que há uma
limitação no valor mínimo possível da incerteza do operador posição, deveria haver um
valor mínimo associado ao operador momento. A forma completa da relação de incerteza
generalizada teria a seguinte forma

∆x∆p ≥
~

2

[
1 + α(∆x)2 + β(∆p)2

]
. (2.7)

O parâmetro α, assim como β, é positivo e independe de ∆x e ∆p. A relação acima
conduz tanto a uma incerteza mínima na posição ∆x0 quanto a uma incerteza mínima no
momento ∆p0.

A incerteza mínima no momento impossibilitaria a construção de uma representação
física formada pelos autoestados do operador p̂, assim como ∆x0 impossibilita uma represen-
tação da posição. Além disso, não há teorias que indiquem a hipótese um momento mínimo
como há para a hipótese da existência de um comprimento mínimo, e nem tão pouco, ele
surgi em teorias de quantização da gravidade, como é o caso para o comprimento mínimo.
Desta forma, a modificação da álgebra de Heisenberg que será abordada leva em considera-
ção a existência de um comprimento mínimo, ou seja, será utilizado o GUP da equação (2.6),
além das propostas defendidas por outros autores.

É um fato da mecânica quântica que a não comutatividade dos operadores posição
x̂ e momento p̂ implica a impossibilidade de se medir, de formar arbitrariamente precisa e
simultaneamente, ambos os operadores, pois ao se medir um desses observáveis a função
de onda colapsa em um dos autoestados associado ao operador que se mediu, perdendo
automaticamente a informação a respeito do outro. Esta impossibilidade é traduzida na
relação de incerteza ∆x∆p ≥ ~

2 . Portanto, ao se modificar a relação de incerteza para que
esta seja consistente com a existência do comprimento mínimo, deve-se modificar também
a relação de comutação para que ela forneça esta nova relação de incerteza generalizada.
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2.3 Relação de Comutação Generalizada

Na Mecânica Quântica Ordinária a relação entre o princípio de incerteza e o comutador
dos operadores x̂ e p̂ é expresso matematicamente por

∆x∆p ≥
|〈
[
x̂, p̂

]
〉|

2
. (2.8)

Com base na desigualdade acima é possível verificar que para que se tenha a relação
de incerteza generalizada expressa na equação (2.6), a relação de comutação deve ser da
forma [21]

[
x̂, p̂

]
= i~

(
1 + βp̂2

)
. (2.9)

Fazendo o comutador agir em estados de uma base comum a dois observáveis, Â
e B̂ por exemplo, eles fornecerão autovalores, pois a base é representada por autovetores
simultâneos, os autovalores são associativos e a diferença deles será nula. A mesma análise
não é válida para dois observáveis incompatíveis, pois se a base é exclusiva de uma operador
a atuação do outro sobre os autoestados do primeiro não fornecerá um autovalor. Sendo
assim, dois observáveis que comutam ou são compatíveis, fornecem

〈a, b|[Â, B̂]|a, b〉 = (ab − ba)〈a, b|a, b〉 = 0, (2.10)

portanto eles possuem autovetores em comum, ou seja,

Â|a, b〉 = a|a, b〉 e B̂|a, b〉 = b|a, b〉. (2.11)

Isto é, |a, b〉 é autovetor simultâneo do observável Â e do observável B̂. Se dois obser-
váveis possuem autovetores em comum e esses autovetores formam uma base, logo, essa
base é uma base comum aos dois observáveis.

Em termos conceituais, a incompatibilidade dos operadores x̂ e p̂ pode ser visto da
seguinte forma. Considere o operador posição x̂ e o operador momento p̂ atuando em um
estado. Como tais operadores não comutam, eles não possuem autoestados simultâneos.
Suponha que seja medido o valor do operador x̂, o valor obtido será um dos autovalores de
x̂, tal que se saberá com absoluta certeza o valor x da medida, o processo de medida faz com
que a função de onda colapse em um dos autoestados associados a x̂. E se simultaneamente
tentar-se medir o valor do operador p̂? Como ao medir x a função de onda colapsou em
um dos autoestados associado a x̂, e esse autoestado não é uma autoestado simultâneo a p̂,
isso implica que p̂ deixou de ter seu valor bem definido. Porém, se logo após a medida de
x̂ medir-se p̂, essa nova medida fará com que a função de onda colapse novamente, só que
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desta vez em um dos autoestados associados a p̂, tendo um valor bem definido para p̂ e toda a
informação a respeito de x̂ sendo perdida no exato momento da medida, como anteriormente
para p̂. Conclui-se portanto que é impossível saber simultaneamente os valores das medidas
associadas aos operadores x̂ e p̂. A perda da informação da medida de um operador em
detrimento do outro só ocorre devido à não comutatividade de x̂ e p̂, pois como discutido
acima, dois operadores não compatíveis não possuem uma base comum de autovetores,
ou seja, a função de onda não pode fornecer informação simultaneamente sobre os dois
operadores.

Essa discussão conceitual é válida tanto para o caso ordinário quanto para o caso com
comprimento mínimo. A diferença é que para o caso com comprimento mínimo a relação de
comutação modificada apresenta o termo βp̂2, que não está presente para o caso ordinário.
Sendo assim, as representações dos operadores x̂ e p̂ também devem ser modificadas de
forma a serem condizentes com (2.9). Na próxima seção, será discutido como a inserção
do comprimento mínimo modificada a Álgebra de Heisenberg e também como se dá a
representação dos operadores x̂ e p̂. Antes disso deve ficar claro que se busca vetores de
estado que representem estados físicos, ou seja, que sejam normalizáveis e tenham valores
médios bem definidos da posição e do momento, assim como as incertezas associadas a essas
grandezas estejam bem definidas.

2.4 Espaço de Hilbert

2.4.1 Espaço de Hilbert na MQO

Na mecânica quântica ordinária, as grandezas físicas são descritas por operadores
atuando em um espaço vetorial complexo, o espaço de Hilbert [23–25]. O espaço de Hilbert
é um espaço munido de um produto interno tal que, a norma dos vetores pertencentes a esse
espaço é finita. Sendo assim, este espaço é composto por funções de quadrado integrável:

〈 f | f 〉 =

∫ +∞

−∞

f ∗(x) f (x)dx < ∞. (2.12)

As funções que compõem o espaço de Hilbert se comportam como vetores (na verdade
são ditos vetores de estado) pois, são fechados em relação a soma e em relação a multiplicação
por um escalar, sendo tais operações associativas e comutativas, havendo uma equivalência
entre o vetor nulo |0〉 e a função nula f (x) ≡ 0 [26]. Os vetores que formam a base desse espaço
são ortogonais, 〈 fm| fn〉 = δmn, e formam um conjunto completo. Isso significa que qualquer
vetor de estado pode ser escrito como uma combinação linear dos demais autovetores,

| f 〉 =

∞∑
n=0

cn| fn〉. (2.13)
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Os operadores atuam nos vetores pertencentes ao espaço de HilbertH , transformando-
os em outras funções de onda, também pertencente ao espaço de Hilbert. Quanticamente,
esses operadores são restritos à classe dos observáveis, que são auto-adjuntos. Os operadores
auto-adjuntos são operadores tais que o seu adjunto resulta nele mesmo, Ĥ† = Ĥ. Os
autovalores de um operador hermitiano são números reais, como seria de se esperar, pois
como representam observáveis devem fornecer resultados físicos.

No contexto da mecânica quântica ordinária, as grandezas x e p são representadas por
operadores atuando em funções de onda de quadrado integrável da posição ψ(x) = 〈x|ψ〉
ou do momento ψ̃(p) = 〈p|ψ〉 onde |〈x|ψ〉|2dx e |〈p|ψ〉|2dp representam a probabilidade de se
encontrar uma partícula no estado |ψ〉 entre x e x + dx ou entre p e p + dp, respectivamente.
Os kets |x〉 e |p〉 representam autoestados dos operadores posição e momento, tais que

x̂|x〉 = x|x〉, (2.14)

p̂|p〉 = p|p〉. (2.15)

Ao fazer o operador posição x̂ agir no seu autoestado |x〉 ele fornece a exata posição x
da partícula de forma que sua incerteza seja nula (∆x = 0), analogamente para o operador p̂.

No entanto, ocorre que |x〉 não pertence ao espaço de hilbert, pois não é normalizável.
Pois, por um lado, 〈x|x′〉 = 0 se x , x′, já que 〈x|x′〉 é a amplitude de probabilidade de uma
partícula localizada exatamente em x ser encontrada em x , x′, enquanto por outro lado,
devido à essa mesma interpretação, tem-se

∫ +∞

−∞
|〈x|x′〉|2dx = 1. Logo, 〈x|x〉 < R, ou seja, a

norma de |x〉 não está bem definida.1

Para solucionar esse problema, observa-se que os autovetores dos operadores x̂ e p̂
podem ser aproximados por sequências de estados físicos com incertezas da posição e do
momento extremamente próximas de zero (isto só pode ser feito no contexto ordinário
pois pode-se tomar ∆x arbitrariamente pequeno, diferente do contexto com comprimento
mínimo). Para o operador x̂ os autovetores |x〉 podem ser considerados uma sequência de
estados |ξ∆x

x 〉 para os quais o valor esperado do operador x̂ é x de forma que sua incerteza
∆x −→ 0. Portanto, pode-se definir a função de onda no espaço da posição de uma partícula
como

ψ(x) ≡ lim
∆x−→0

〈ξ∆x
x |ψ〉, (2.16)

sendo que, primeiro se projeta a função de onda |ψ〉 sobre os autoestados, e depois toma-se
o limite. Dessa forma, o problema é contornado definindo-se uma sequência de estados
aproximadamente localizados em x e fazendo o limite em que essa aproximação é cada vez
mais precisa. Como 〈ξ∆x

x |ψ〉 representa a amplitude de probabilidade do sistema descrito
1SendoH um espaço de Hilbert, o produto interno entre os seus vetores deve estar bem definido, o que não

é o caso pois, |〈x|x′〉|2 = δ(x − x′) para que o integrando seja normalizável.
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pela função de onda |ψ〉 estar localizado em torno do ponto x, com uma incerteza ∆x, ao se
tomar o valor de ∆x −→ 0, |〈ξ∆x

x |ψ〉|
2 passa então a representar a probabilidade de se achar a

partícula em um intervalo dx. Portanto, 〈ξ∆x
x |ψ〉 é equivalente a função de onda que descreve

o comportamento da partícula.
Para ∆x −→ 0 tem-se 〈ξ∆x

x |ξ
∆x
x′ 〉 ≈ 0 , com x , x′, o que implica que eles são ortogonais

e

∫
dx|ξ∆x

x 〉〈ξ
∆x
x | ≈ 1, (2.17)

que os tornam normalizáveis. Sendo assim, os autoestados |ξ∆x
x 〉 são ortonormais e conse-

quentemente formam uma base. A relação de completeza acima, para os estados aproxima-
dos, pode ser usada para definir o produto interno de funções no espaço de Hilbert

lim
∆x−→0

∫
〈φ|ξ∆x

x 〉〈ξ
∆x
x |φ〉dx =

∫
φ∗(x)ψ(x)dx = 〈φ|ψ〉, (2.18)

que é o mesmo resultado que seria obtido se não houvesse o problema da não normalização
dos estados |x〉. Portanto, para fins de simplicidade será adotada a seguinte notação

lim
∆x−→0

〈ξ∆x
x |ψ〉 = 〈x|ψ〉, (2.19)

ou seja, embora saiba-se que os estados |x〉 não são normalizáveis, toma-se a aproximação
discutida acima, de forma que as propriedades que os estados aproximados |ξ∆x

x 〉 possuem
são equivalente àquelas que os estados |x〉 teriam se fossem normalizáveis. Toda a discussão
feita acima, para a aproximação dos autoestados não normalizáveis do operador x̂, também
é válida para o operador p̂.

Levando-se em conta a base formada pelos autoestados dos operadores posição e
momento, pode-se escrever os operadores atuando em funções de onda em ambas as repre-
sentações, a do espaço das posições e dos momentos. No caso da representação do espaço
das posições se escreve

〈x|x̂|ψ〉 := x̂.ψ(x) = xψ(x) (2.20)

para o operador posição e

〈x|p̂|ψ〉 := p̂.ψ(x) = −i~
∂
∂x
ψ(x) (2.21)

para o operador momento. Quanto à representação no espaço dos momentos
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〈p|x̂|ψ〉 := x̂.ψ(p) = i~
∂
∂p
ψ(p) (2.22)

para o operador posição e

〈p|p̂|ψ〉 := p̂.ψ(p) = pψ(p) (2.23)

para o operador momento.
As equações (2.20) e (2.21) são consistentes com a relação de comutação ordinária,

assim como (2.22) e (2.23). Em um cenário que envolva a existência de um comprimento
mínimo, a representação no espaço das posições se torna inviável por não se poder tomar a
sequência de aproximações descrita anteriormente.

2.4.2 Espaço de Hilbert em um cenário de comprimento mínimo

Em um contexto ordinário, foi discutido que no Espaço de Hilbert os operadores x̂ e
p̂ atuam em funções de onda de quadrado integrável no espaço das posições ψ(x) = 〈x|ψ〉 e
do momento ψ(p) = 〈p|ψ〉, onde |x〉 e |p〉 são autoestados do operador posição e momento,
respectivamente. Foi visto que o estado |x〉 representa uma partícula exatamente localizada
no ponto x e consequentemente com incerteza nula. Analogamente, para os estados |p〉.
Tais estados não são estados físicos, pois não são normalizáveis, não pertencendo assim
ao espaço de Hilbert. Para contornar este problema foi feito uma série de aproximações de
autoestados que possuem incertezas arbitrariamente próximas de zero. Essa abordagem não
é válida em um cenário de comprimento mínimo! Pelo menos para o operador posição. Em
um cenário de comprimento mínimo para um vetor de estado |ψ〉, descrevendo um sistema
físico, deve-se ter

∆x|ψ〉 =

√
〈ψ|(x̂ − 〈ψ|x̂|ψ〉)2|ψ〉 ≥ ∆x0, (2.24)

o que impossibilita a tomada do limite com estados de posição arbitrariamente decrescente.
Logo, não é mais possível uma representação da posição, já que não pode haver

autoestados físicos do operador posição, pois isto implicaria uma incerteza nula. Como não
existem mais autoestados físicos |x〉 do operador posição x̂, não será possível se obter uma
função de ondaψ(x) = 〈x|ψ〉, a qual descreve a amplitude de probabilidade de uma partícula
descrita pelo estado |ψ〉 estar exatamente localizada no ponto x, pois a própria noção de
uma partícula pontualmente localizada não é mais válida. Mais adiante, será visto como se
recuperar a informação a respeito da posição de uma partícula, como se deve ter em uma
teoria quântica satisfatória.

Como não está sendo considerada a incerteza mínima no momento esse problema da
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representação não ocorre para o espaço dos momentos, ou seja, os autoestados do opera-
dor momento não apresentam qualquer problema ao fornecerem uma incerteza nula ao se
trabalhar nesta representação. Portanto, diante da impossibilidade de se trabalhar na repre-
sentação da posição, em um cenário de comprimento mínimo, a alternativa mais viável é a
construção do espaço de Hilbert utilizando a representação dos momentos.

2.5 Álgebra Modificada

A atuação dos operadores posição e momento em funções de onda têm que ser con-
sistentes com a relação de comutação, independente da representação. Portanto, ao se
modificar a maneira como estes operadores comutam, deve-se também modificar a atuação
deles nas funções de onda para torná-los consistentes com a nova relação de comutação.
No início do capítulo, foram apresentadas algumas propostas de GUP’s, sugeridas por di-
ferentes autores. Cada uma dessas propostas tem uma construção própria do espaço de
Hilbert e consequentemente da representação dos operadores. Serão apresentados agora as
representações relacionadas com os GUP’s discutidos no início deste capítulo, começando
pelo mais comum na literatura, e posteriormente será aprofundado a álgebra da proposta
que será utilizada neste trabalho.

2.5.1 Propostav de Kempf, Mangano e Mann (KMM)

Como dito anteriormente, dentre as várias propostas diferentes de GUP’s, provavel-
mente a mais difundida seja a apresentada por Achim Kempf, Gianpiero Mangano e Robert
B. Mann em 1994, que basicamente é a equação (2.6) [20, 27–29]. Por ser a mais comum na
literatura ela foi utilizada nas discussões conceituais iniciais. Sendo assim, a representação
dos operadores p̂ e x̂ no espaço dos momentos, em um cenário de comprimento mínimo,
para que resultem na relação de comutação (2.9), devem ser da forma

〈p|p̂|ψ〉 = pψ(p), (2.25)

para o operador momento, como era de se esperar. Porém, para o operador posição

〈p|x̂|ψ〉 = i~(1 + βp2)∂pψ(p). (2.26)

sendo fácil verificar que as representações (2.25) e (2.26) satisfazem na relação de comutação
(2.9).

O produto escalar generalizado deve ser dado agora pela seguinte relação

〈ψ|ϕ〉 =

∫ +∞

−∞

dp
1 + βp2ψ

∗(p)ϕ(p), (2.27)
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pois, os operadores x̂ e p̂, assim como na mecânica quântica ordinária, devem ser simétricos
quando aplicados sucessivamente em dois estados |ψ〉 e |ϕ〉 quaisquer, ou seja,

(〈ψ|p̂)|ϕ〉 = 〈ψ|(p̂|ϕ〉) (2.28)

e

(〈ψ|x̂)|ϕ〉 = 〈ψ|(x̂|ϕ〉). (2.29)

Para se verificar as simetrias acima, basta aplicar as relações (2.25) e (2.26) na redefinição
de produto escalar. O caso para o operador p̂ é trivial, para o operador x̂ tem-se

∫ +∞

−∞

dp
1 + βp2ψ

∗(p)i~(1 + βp2)∂pϕ(p) = (2.30)∫ +∞

−∞

dp
(1 + βp2)

[
i~(1 + βp2)∂pψ(p)

]∗
ϕ(p), (2.31)

no lado primeiro membro da equação foi realizado uma integração por partes; também foi
considerado que a função de onda se anula no infinito.

Uma vez que os autoestados |p〉 formam uma base do espaço, a relação de completeza
toma a forma

I =

∫ +∞

−∞

dp
1 + βp2 |p〉〈p|. (2.32)

Consequentemente, o produto interno de dois autoestados do operador momento fica

〈p|p′〉 = (1 + βp2)δ(p − p′). (2.33)

Para se obter o valor mínimo da incerteza, e portanto o comprimento mínimo, basta
considerar o caso limite da equação (2.6), ou seja, a igualdade. Isolando ∆p da igualdade

∆p =
∆x
~β
±

√(
∆x
~β

)2

− β
(
1 + β〈p̂〉2

)
. (2.34)

Ao se observar o comportamento da figura (2.2) pode-se ver que o valor de ∆x0 (vértice
da figura) ocorre quando o argumento da raiz é zero, consequentemente
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(
∆x
~β

)2

= β
(
1 + β〈p̂〉2

)
=⇒ ∆x0(〈p̂〉) = ~

√
β
√

1 + β〈p̂〉2. (2.35)

De forma que o mínimo absoluto para ∆x0(〈p̂〉) ocorre para 〈p̂〉 = 0. Esta álgebra
conduz a um comprimento mínimo observável de

(∆x)KMM
min = ~

√
β. (2.36)

2.5.2 Proposta do Nouicer

Já em 2007, Khireddine Nouicer pesquisando a termodinâmica dos buracos negros
propôs um GUP na forma de exponencial [17]

∆x∆p =
~

2

〈
exp (βp̂2)

〉
. (2.37)

O GUP proposto por Nouicer é uma generalização para todas as ordens do parâmetro
do comprimento mínimo em relação à proposta do Kempf, pois ao se expandir (2.37), obtém-
se (2.6), considerando somente termos em primeira ordem de β. Da mesma forma que feito
para a proposta KMM, será discutido, brevemente, como se dá a construção do espaço de
Hilbert para este GUP. Como dito anteriormente, a relação entre o princípio de incerteza e o
comutador é dado, ordinariamente, por (2.8) a relação de comutação modificada consistente
com (2.37) é dado por [30–32]

[
x̂, p̂

]
= i
~

2
exp (βp2). (2.38)

A representação dos operadores que fornecem a relação de comutação acima é

〈p|p̂|ψ〉 = pψ(p), (2.39)

para o operador momento e

〈p|x̂|ψ〉 = i~ exp (βp2)∂pψ(p) (2.40)

para o operador posição. Consequentemente, a simetria dos operadores é assegurada pelo
produto escalar
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〈ψ|ϕ〉 =

∫ +∞

−∞

dp exp (βp2)ψ∗(p)ϕ(p). (2.41)

Já quanto à relação de completeza:

I =

∫ +∞

−∞

exp (βp2)|p〉〈p|. (2.42)

A partir da equação (2.37) e usando-se a técnica da função W de Lambert [33], chega-se
ao seguinte valor de comprimento mínimo para o GUP proposto por Nouicer

(∆x)Nouicer
min =

√ e
2~

√
β. (2.43)

2.5.3 Proposta do Vagenas

Elias C. Vagenas, Ahmed Farag Ali e Saurya Das propuseram em 2009 outro GUP [18],
em que está presente uma incerteza máxima no momento. A relação de comutação proposta
por Vagenas, válida para mais de uma dimensão, assegura [xi, x j] = [pi, p j] = 0 (via identidade
de Jacobi) tem a seguinte forma [34, 35]

[
X̂i, P̂ j

]
= i~

[
δi j − α

(
p̂δi j +

p̂ip̂ j

p

)
+ α2

(
p̂2δi j + 3p̂ip̂ j

)]
, (2.44)

onde p̂2 =
∑3

j=1 p̂ip̂ j, α = α0/Mplc = α0lPl/~ é o parâmetro do comprimento mínimo, sendo
lPl = 10−35m o comprimento de Planck, MPl a massa de Planck e MPlc2

' 1029GeV a energia
de Planck. Esta relação de comutação, em uma única dimensão e considerando somente
termos até segunda ordem do parâmetro do comprimento mínimo α, fornece o seguinte
GUP

∆x∆p ≥
~

2

1 +

 α√〈
p2〉 + 4α2

∆p2 + 4α2 〈
p
〉2
− 2α

√〈
p2〉 . (2.45)

A relação de incerteza (2.44) implica não somente uma incerteza mínima na posição,
como também uma incerteza máxima no momento, [18]

(∆x)Vagenas
min ' α0lPl = ~α (2.46)

e
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(∆P)Vagenas
max '

MPlc
α0

. (2.47)

A relação de comutação (2.44) é aproximadamente satisfeita pela seguinte representa-
ções do operadores

〈x|P̂i|ψ〉 = p0i

(
1 − αp0 + 2α2p2

0

)
ψ(x) (2.48)

e

〈x|X̂i|ψ〉 = x0iψ(x), (2.49)

onde p0i e x0i satisfazem a relação de comutação ordinária, [p̂0i, x̂0i] = i~δi j. Sendo assim, p0i

pode ser interpretado como o momento em baixas energias, com sua representação padrão
ordinária no espaço das posições p0i = −i~∂/∂x. Portanto, Pi é o momento para altas energia
(em que a natureza do comprimento mínimo se manifesta). O parâmetro adimensional
α0 é tomado como da ordem da unidade. Neste caso, os termos com dependência de α
somente se tornam consideráveis quando o momento é comparável à energia de Planck e os
comprimentos comparáveis ao comprimento de Planck.

2.5.4 Proposta de Pedram

As propostas acima apresentam alguns problemas:

• As equações (2.6) e (2.45) são perturbativas, isto é, somente são válidas para pequenos
valores do parâmetro do comprimento mínimo.

• Elas não implicam um valor máximo de momento observado. Apesar de a proposta de
Vagenas ter como consequência uma valor máximo na incerteza do momento, equação
(2.47), este difere da ideia de momento máximo proposta em teorias DSR (Doubly
Special Relativity), pois a equação (2.44) impõe um limite superior na incerteza do
momento medido, mas não no valor do momento observado.

O GUP que será utilizada nesse trabalho é o proposto por Pouria Pedram em 2012
[14, 15], apresentado inicialmente na equação (2.4), tem a seguinte relação de comutação

[
X̂, P̂

]
=

i~
1 − βP̂2

, (2.50)
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que implica não somente uma incerteza mínima na posição, mas também um momento
máximo observável: devido ao ponto de singularidade p2 = 1/β, o momento não pode
exceder 1/

√
β, sendo consistente com teorias DSR.

2.5.4.1 Representação dos Operadores

As representações dos operadores posição e momento que satisfazem a relação de
comutação (2.50) são

P̂ψ(p) = pψ(p), (2.51)

e

X̂ψ(p) =
i~

1 − βp2∂pψ(p), (2.52)

Considerando que o operador de posição deva ser simétrico o produto escalar modi-
ficado, assim como, a relação de ortogonalidade modificada podem ser escritos, respectiva-
mente, como

〈ψ|φ〉 =

∫ + 1√
β

−
1√
β

dp(1 − βp2)ψ∗(p)φ(p), (2.53)

〈p|p′〉 =
δ(p − p′)
1 − βp2 . (2.54)

Uma vez que a relação entre as incertezas e o comutador é dado por

(∆X)(∆P) ≥
1
2

∣∣∣∣〈[X̂, P̂]〉∣∣∣∣ , (2.55)

a relação de incerteza consistente com (2.50) é

(∆X)(∆P) ≥
〈
~/2

1 − β〈P2〉

〉
. (2.56)

Usando a propriedade 〈P2n
〉 ≥ 〈P2

〉
n, pode-se reescrever a inequação acima como

(∆X)(∆P) ≥
~/2

1 − β[(∆P)2 + 〈P̂〉
2
]
. (2.57)
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Para se determinar a incerteza mínima do comprimento relacionada com esta álgebra
modificada, consideram-se estados físicos que tenham o valor esperado do momento nulo
〈P〉 = 0:

(∆X)(∆P) =
~/2

1 − β(∆P)2 . (2.58)

A equação acima é uma equação quadrática em ∆P, sendo que o valor mínimo de ∆X
é dado pelo seu vértice ∆P = 1/

√
3β. Portanto, o valor mínimo da incerteza na posição é

dada por

(∆X)Pedram
min = 3

√
3

4 ~
√
β, (2.59)

Comparando as equações (2.36), (2.43) e (2.59) pode-se observar que (∆X)Pedram
min >

(∆x)Nouicer
min > (∆x)KMM

min .

2.5.4.2 Análise do Operador Posição

Diante da equação (2.52), o problema do operador posição, ou seja, a determinação
dos autovalores e autovetores do operador posição no espaço dos momentos, é dado por

i~
1 − βp2∂pψλ(p) = λψλ(p), (2.60)

cuja solução para as autofunções é

ψλ(p) = c exp
[
−iλp
~

(
1 −

β

3
p2

)]
, (2.61)

que representam os autoestados do operador posição. Como as autofunções devem ser
normalizadas, deve-se ter

1 = cc∗
∫ + 1√

β

−
1√
β

dp(1 − βp2) =
4cc∗

3
√
β
. (2.62)

Portanto, as autofunções normalizadas são

ψλ(p) =

√
3
√
β

2
exp

[
−iλp
~

(
1 −

β

3
p2

)]
. (2.63)
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Calculando o produtor escalar dos autoestados, obtém-se

〈ψλ|ψλ′〉 =
3
√
β

2

∫ + 1√
β

−
1√
β

dp(1 − βp2) exp
[
i(λ − λ′)p
~

(
1 −

β

3
p2

)]
(2.64)

=
3~

√
β

2(λ − λ′)
sin

2(λ − λ′)

3~
√
β

 (2.65)

mostrando que, diferentemente da mecânica quântica ordinária, os autoestados do operador
posição não são mais ortogonais, sendo que agora o produto interno possui um formato
oscilatório.

2.5.4.3 Estados de Máxima Localização

Na seção 2.4.1 foi discutido que para se obter a representação ordinária da posição
os autoestados são aproximados por uma sequência de estados com incertezas cada vez
menores, tornando-as arbitrariamente próximas de zero. Em um cenário com comprimento
mínimo esta aproximação não é mais possível, logo, os autoestados do operador posição não
são mais estados físicos, pois fornecem incerteza nula. Sendo assim, os autoestados |x〉 não
formam mais uma base do espaço de Hilbert e consequentemente, o operador x̂ deixa de ser
um observável. Porém, matematicamente, pode-se escrever os operadores na representação
da posição como

〈x|X̂|ψ〉 = x̂.ψ(x) (2.66)

e

〈x|P̂|ψ〉 =

(
p̂ +

β

3
p̂3 +

β2

3
p̂5 +

4β3

9
p̂7 + ...

)
.ψ(x), (2.67)

onde x̂ e p̂ são os operadores ordinários de posição e momento que satisfazem as relações de
comutação canônica [x̂, p̂] = i~. Embora (2.50) não seja uma representação exata da álgebra,
ela preserva a forma ordinária do operador posição (2.66). Então, nesta representação da
"posição"tem-se que

〈x|X̂|ψ〉 = x.ψ(x) (2.68)

e
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〈x|P̂|ψ〉 =

(
−i~

∂
∂x

+
β

3
i~3 ∂

3

∂x3 −
β2

3
i~5 ∂

5

∂x5 + ...

)
.ψ(x) (2.69)

onde |x〉 são autoestados do operador posição.
Essa representação de posição é apenas formal, visto que os autoestados do operador

posição x̂ e momento p̂ não são estados físicos e, portanto, não pertencem ao espaço de
Hilbert. Isso porque a incerteza do operador posição calculado em qualquer um dos seus
autoestados é nulo, o que fisicamente é impossível, pois ∆x > ∆x0 = 3

√
3

4 ~
√
β, para qualquer

estado fisicamente aceitável.
Para se recuperar as informações a respeito da posição, em um cenário de comprimento

mínimo, é necessário introduzir uma nova representação. Essa representação é baseada
no conceito de estados de máxima localização. Os estados de máxima localização |ψML

ξ
〉,

são definidos de forma que a incerteza na posição destes estados ∆X
|ψML
ξ
〉
, seja o próprio

comprimento mínimo

∆X
|ψML
ξ
〉

= (∆X)min = ∆x0 (2.70)

e

〈ψML
ξ |X̂|ψ

ML
ξ 〉 = ξ (2.71)

ou seja, um estado de máxima localização representa uma partícula localizada em torno de
um ponto ξ com incerteza mínima possível, o próprio comprimento mínimo. Desta forma, a
localização dela é a máxima possível, justificando assim o nome destes estados. A condição
de positividade da norma implica que estes estados devem satisfazer

(
X̂ − 〈X̂〉 +

〈[X̂, P̂]〉
2(∆P)2 (P̂ − 〈P̂〉)

)
|ψ〉 = 0. (2.72)

Para se obter a função de onda é necessário expressar 〈[X̂, P̂]〉 em termos de ∆P e 〈P̂〉. De
qualquer forma, uma vez que 〈[X̂, P̂]〉 também depende de 〈P̂4

〉, 〈P̂6
〉, etc., e essas quantidades

não podem ser calculadas antes de especificar |ψ〉, para uma primeira ordem do GUP pode-
se aproximar a relação 〈[X̂, P̂]〉 ' i~(1 + β(∆P)2 + β〈P〉2), que, como dito anteriormente, é o
caso de (2.1) quando se considera (2.4) apenas na primeira ordem. Usando este fato e as
representações (2.51) e (2.52), a equação (2.72) no espaço dos momentos assume a forma

(
i~

1 − βp2
∂
∂p
− 〈X〉 + i~

1 + β(∆P)2 + β〈P〉2

2(∆P)2 (p − 〈P〉)
)
ψ(p) ' 0, (2.73)
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cuja solução é

ψ(p) ' N ×

exp
[(
−

i
~
〈X〉 +

1 + β(∆P)2 + β〈P〉2

2(∆P)2 〈P〉
) (

p −
β

3
p3

)
1 + β(∆P)2 + β〈P〉2

4(∆P)2

(
p2
−
β

2
p4

)]
. (2.74)

Para se obter o estado de máxima localização é preciso tomar o valor da incerteza do
momento ∆P = 1/

√
3β, que é o valor que minimiza (2.58), e também tomar o valor esperado

do P̂ como nulo, 〈P̂〉 = 0, resultando no estado de máxima localização

ψML
ξ (p) ' N exp

[
−

i
~
ξ

(
p −

β

3
p3

)
− β

(
p2
−
β

2
p4

)]
. (2.75)

A principal característica dos estados de máxima localização |ψML
ξ
〉 é que eles são os

que mais se aproximam, em um cenário de comprimento mínimo, dos autoestados |x〉 da
mecânica quântica ordinária. O fator de normalização é dado por

1 = NN ∗
∫ + 1√

β

−
1√
β

dp(1 − βp2) exp (2βp2
− β2p4) = 1, 0123

N
2√
β
. (2.76)

Os estados de máxima localização |ψML
ξ
〉 satisfazem a equação do valor esperado do

operador posição, equação (2.71), como seria de se esperar. Porém, a equação da incerteza
mínima, equação (2.70), não é exatamente satisfeita, devido à aproximação que foi feita para
se chegar a (2.75). De qualquer forma, a diferença do valor da incerteza é menor do que dez
porcento:

∆X
|ψML
ξ
〉

= 1, 0998(∆X)min. (2.77)

A representação no espaço de quase posição é obtida por projetando-se os vetores de
estado sobre os estados de máxima localização,

〈ψML
ξ |ψ〉 = ψqp(ξ). (2.78)

A ação dos operadores posição e momento no espaço de quaseposição são dados por:

〈ψML
ξ |X̂|ψ〉 =

[
ξ + ib

√
βtg

(
−ib

√
β
∂
∂ξ

)]
ψqp(ξ) (2.79)

e
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〈ψML
ξ |P̂|ψ〉 = 〈ψML

ξ |

(
p̂ +

β

3
p̂3 +

β2

3
p̂5 + ...

)
|ψ〉, (2.80)

com

〈ψML
ξ |p̂|ψ〉 = −i~

∂ψqp(ξ)
∂ξ

(2.81)

e

b :=
3π
4
~. (2.82)

Então, até O(β2) tem-se

〈ψML
ξ |X̂|ψ〉 =

(
ξ + βb2 ∂

∂ξ
− β2 b4

3
∂3

∂ξ3

)
ψqp(ξ) (2.83)

e

〈ψML
ξ |P̂|ψ〉 =

(
−i~

∂
∂ξ

+ i~3 β

3
∂3

∂ξ3 − i~5 β
2

3
∂5

∂ξ5

)
ψqp(ξ) (2.84)

Pode-se mostrar que a função de onda no espaço de quase posição é uma superposição
das funções de onda no espaço de "posição", dada por:

ψqp(ξ) =
1
√

2

[
ψ

(
ξ + b

√
β
)

+ ψ
(
ξ − b

√
β
)]
. (2.85)

Quanto à generalização da transformada de Fourier, que leva à função de onda na
representação dos momentos em sua equivalente na representação da máxima localização,
é dada por [14]

ψqp(ξ) = N

∫ + 1√
β

−
1√
β

dp(1 − βp2) exp
[

i
~
ξ

(
p −

β

3
p3

)
− β

(
p2
−
β

2
p4

)]
ψ(p). (2.86)

Isto mostra que, assim como na mecânica quântica ordinária, um autoestado do mo-
mento na representação da máxima localização ψp̃(p̃) = δ(p − p̃) e com energia E = p̃2/2m,
seria equivalente à representação da posição no contexto ordinário, continua sendo uma onda
plana. Porém, o comprimento de onda agora fornece uma relação de dispersão modificada
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λ(E) =
2π~

√
2mE

(
1 − 2

3βmE
) =

λord(E)
1 − 2

3βmE
, (2.87)

onde λord = 2π~/
√

2mE é o comprimento de onda ordinário. Para valores de mE→ 0, (2.87)
se aproxima da relação de dispersão ordinária. Para valores de mE → 3/2β, (2.87) diverge,
implicando assim um valor máximo de energia permitido para os autoestados do momento
Emax = 3/2mβ. O caso de limite inferior para (2.87), ou seja, o menor comprimento de onda
admitido, será λ0 = 3π~

√
β, que é não nulo.

A transformação (2.86) mapeia uma função de onda no espaço dos momentos ψ(p)
em sua função de onda equivalente no espaço de máxima localização ψqp(ξ). Ela é uma
generalização da transformada de Fourier da mecânica quântica ordinária, sendo assim, ela
admite uma inversa. A transformação da função de onda de máxima localização para o
espaço dos momentos é dada por

ψ(p) =
N
−1

2π~

∫ +∞

−∞

dξ exp
[
β

(
p2
−
β

2
p4

)
−

i
~
ξ

(
p −

β

3
p3

)]
ψqp(ξ). (2.88)

Por fim, o produto escalar em termos da função de onda da máxima localização é dado
por

〈φ|ψ〉 =

∫ + 1√
β

−
1√
β

dp(1 − βp2)φ∗(p)ψ(ξ)

=

(
N
−1

2π~

)2 ∫ + 1√
β

−
1√
β

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

dpdξdξ′(1 − βp2)

× exp
[
2β

(
p2
−
β

2
p4

)
−

i
~

(ξ − ξ′)
(
p −

β

3
p3

)]
φ∗(p)ψ(ξ). (2.89)
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2.6 Comprimento Mínimo: Considerações Finais

Um fato interessante a respeito de algumas teorias que se propõem a quantizar a gra-
vidade é que elas apontam para a possibilidade de existência de um comprimento mínimo,
isto é, uma escala mínima de comprimento possível de se observar e consequentemente uma
máxima resolução possível das medidas espaciais. O argumento das teorias de quantização
da gravitação em favor da existência de um comprimento mínimo é de que as altas energias
utilizadas na tentativa de se sondar as pequenas regiões próximas à escala do comprimento

de Planck, lp =
√

G~
c3 , perturbam significativamente a estrutura do espaço-tempo através de

efeitos gravitacionais. Sendo assim, existiria um limite máximo de localizabilidade possível
de ser observado. Sob o ponto de vista da QED (eletrodinâmica quântica), ao se emitir fótons
em direção a um objeto para medir sua posição com uma resolução cada vez maior, deve-se
ter fótons com comprimentos de onda cada vez menores. Porém, abaixo de um certo com-
primento de onda o fóton passa a ter energia suficiente para criar um par elétron-pósitron,
ao invés de ser espalhado e fornecer alguma informação sobre o objeto a ser observado [36].
Portanto, ao se tentar medir com um fóton um comprimento indefinidamente pequeno, tem-
se como resultado não fazer medição alguma. Em síntese, ao se tentar determinar a posição
de uma partícula com precisão cada vez maior é produzida uma perturbação cada vez maior
no campo gravitacional gerando um desconhecimento, também cada vez maior, sobre a
posição desta partícula, resultando em um efeito contrário ao desejado. Esse comprimento
mínimo, aparentemente inerente a teorias de gravitação quântica, tem como consequência
uma modificação da álgebra da mecânica quântica.

A modificação da álgebra foi feita associando-se ao comprimento mínimo uma incer-
teza mínima não nula nas medidas de posição, sendo que agora não é mais possível se ter
uma partícula com incerteza na posição arbitrariamente próxima de zero. A inexistência da
incerteza nula associada ao comprimento mínimo por sua vez, exigiu uma modificação na
relação de incerteza de Heisenberg. Como a relação de incerteza é baseada na não comuta-
tividade dos operadores posição e momento, ao se generalizar a relação de incerteza teve-se
que generalizar a relação de comutação e consequentemente a atuação do operadores e suas
representações. Essas representações, consistentes com o comprimento mínimo, serão utili-
zadas posteriormente na construção de uma descrição quântica do Universo, em um cenário
de comprimento mínimo.

O fato de o Universo primordial ser fundamentalmente quântico, pois, o modelo
cosmológico do Big Bang propõe um Universo em expansão, o que implica que ele foi
muito pequeno no passado. Na época de Planck, cerca de 10−44s após a explosão inicial,
o Universo observável, cujo tamanho hoje é da ordem de 1028cm, não era maior do que
cerca de 10−53cm. Portanto, existiu um breve, mas extraordinariamente importante, período
na evolução do Universo, no qual os efeitos quânticos dominavam. Sendo assim, se faz
necessária a construção de uma descrição quântica da evolução do Universo. Esta construção
será feita no capítulo seguinte.



Capítulo 3

Cosmologia Quântica

3.1 Introdução à Cosmologia Quântica

No capítulo anterior, viu-se como a existência de um comprimento mínimo, moti-
vado por teorias de quantização da gravidade, modifica a álgebra da mecânica quântica.
Sendo assim, é válida a análise do inverso, como um formalismo com comprimento mínimo
modifica a Cosmologia Quântica. Antes disso, serão apresentados os principais conceitos
cosmológicos em um contexto quântico ordinário, ou seja, sem o comprimento mínimo.

A cosmologia quântica é uma formulação quântica na descrição do Universo como um
todo. Tal formulação se faz necessária tendo em vista o modelo do Big Bang, pois houve
um período, breve porém importante, na formação do Universo no qual os efeitos quânticos
dominavam, o que restringe a aplicação dos modelos clássicos.

Além disso, a cosmologia quântica pode ser tomada como laboratório teórico para
a análise da gravitação quântica, pois modelos cosmológicos quânticos que descrevem o
Universo primordial, ou seja, logo após o Big Bang, são exemplos de aplicação das ideias da
gravitação quântica.

Ao se adotar um modelo de Universo em expansão e retroceder-se no tempo, chega-se
à singularidade inicial, um estado de dimensões iguais a zero e densidade de energia infinita,
estado em que as leis da Física não podem ser utilizadas. Porém, um modelo cosmológico que
implicaria uma cosmogênese quântica do Universo via tunelamento evitaria esse problema.

O objetivo da cosmologia quântica é determinar a função de onda do Universo, da
qual pode-se obter algumas informações acerca do Universo observado. Para a obtenção da
função de onda é necessária uma teoria quântica que descreva a dinâmica do Universo, assim
como a relatividade geral o descreve classicamente. Desta teoria, deduz-se uma equação
análoga à equação de Schrödinger, denominada equação de Wheeler-DeWitt, cuja solução é a
função de onda do Universo buscada. A equação de Wheeler-DeWitt admite várias soluções.
Sendo assim, é necessário impor determinadas condições de contorno para se obter a função
de onda esperada. E, por último, deve-se adotar um esquema de interpretação para a função
de onda do Universo, e assim obter previsões bem definidas da teoria. Diante disto, a

28
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cosmologia quântica é baseada em três elementos: a dinâmica, as condições iniciais ou de
contorno e a interpretação quântica.

A cosmologia quântica será introduzida neste capítulo a partir das equações de Eins-
tein, que quando se considera um Universo homogêneo e isotrópico tem sua dinâmica
descrita pelas equações de Friedmann. Finalmente, através de um processo de quantização
canônica se é conduzido à equação de Wheeler-DeWitt, cuja solução é a função de onda
que descreve a evolução do Universo. E, por último, a dependência temporal é introduzida
através do formalismo de Schutz.

3.2 Relatividade Geral

Em 1905, Albert Einstein publicou seu primeiro trabalho sobre relatividade especial [1].
Baseando-se nas ideias de Maxwell de que os campos elétricos e magnéticos são uma só
entidade: o campo eletromagnético e postulando a constância da velocidade da luz, Einstein
concluiu que o tempo e o espaço não são absolutos, e sim relativos, dependendo portanto
do referencial adotado. Na construção da R.E., Einstein postulou a invariância da leis físicas
para os referenciais inerciais, quando se considera a interação gravitacional este conceito se
torna um pouco mais sutil.

Posteriormente, em 1915, baseando-se nas ideias de espaço e tempo relativos da teoria
da relatividade especial e na gravitação universal newtoniana, Einstein descreveu geome-
tricamente como a presença de massa e de energia alteram o espaço e o tempo [2], esta
descrição é conhecida como teoria da relatividade geral. Tanto a mecânica clássica quanto a
relatividade especial são construídas com base no conceito de referenciais inerciais, apesar
de se poder trabalhar classicamente em referenciais não inerciais utilizando o conceito de
forças fictícias. Porém, diferentemente das outras interações, todos os objetos experimentam
a atuação da força gravitacional. Einstein então notou que a atuação da gravidade poderia
ser equivalente ao comportamento dos objetos quando sujeitos a referenciais não inerciais.
As interações que os corpos estão sujeitos não seria mais devido ao fato de haver outro objeto
próximo, mas sim uma propriedade da própria geometria do espaço-tempo.

A relatividade geral foi considerada uma proposta inovadora pois foi uma interpreta-
ção geométrica dada para a atração entre corpos, em oposição ao conceito de "força", uma
entidade de natureza desconhecida, introduzida por Newton. O Universo é descrito por
um espaço quadrimensional, chamado de espaço-tempo, que se deforma de acordo com a
presença de matéria e energia. Esta deformação, representada na geometria diferencial pela
curvatura, é o que se chama tradicionalmente de gravidade. Sendo assim, toda a matéria e
energia presente no Universo interage de forma gravitacional. A relatividade geral é a teoria
que descreve essa interação, sendo um modelo que fornece a dinâmica do espaço-tempo.



3. Cosmologia Quântica 30

A curvatura do espaço-tempo está relacionada com a energia e o momento de qualquer
matéria e radiação presente. A relação é especificada pelas equações de campo de Einstein
[3–5]

Rµν −
1
2

gµνR = κTµν, (3.1)

com κ = 8πG/c4, onde Rµν é o tensor de curvatura de Ricci, gµν é o tensor métrico, R é o
escalar de Ricci e Tµν é o tensor de energia-momento. Essencialmente, esta equação diz como
a geometria, primeiro membro, irá se comportar de acordo com a distribuição de matéria e
energia, segundo membro.

É possível obter as equações de campo de Einstein do princípio variacional a partir da
ação de Einstein–Hilbert, acrescida de um termo de matéria

S =

∫ [ 1
2κ

R +LM

]
d4x
√
−g (3.2)

onde g é o determinante do tensor métrico e LM é a lagrangiana que descreve qualquer
campo de matéria que apareça. Portanto, as equações de campo de Einstein são as equações
de campo decorrentes da ação de Einstein–Hilbert com a lagrangiana de matéria. Mais à
frente, quando se introduzir um parâmetro temporal através do método de Schutz, além do
termo gravitacional da ação acima será considerado também um termo devido à presença
de um fluido perfeito.

3.3 Universo de FRW

A cosmologia é construída com base em um pressuposto básico, o princípio cosmoló-
gico [37,38], segundo o qual o Universo é homogêneo e isotrópico, ou seja, qualquer seção de
Universo possui as mesmas propriedades físicas e todas as direções são equivalentes. Por-
tanto, as leis físicas são invariantes sob translações e rotações, de modo que, não há direção
nem lugar especial no Universo [39]. Essas propriedades de homogeneidade e isotropia só
se manifestam em uma escala relativamente grande, a escala cosmológica, que vale aproxi-
madamente 100 Mpc. Nesta escala o tensor energia momento, que representa o conteúdo
material do Universo, pode ser visto como o de um fluido perfeito

Tµν = (ρ + p)uµuν + pgµν, (3.3)

onde uµ é a quadri-velocidade para um observador comóvel ao fluido, ρ e p são, respecti-
vamente, a densidade de energia e a pressão do fluido. Nesse referencial o tensor energia
momento é dado na forma diagonal T = (ρ, p, p, p),1 sendo seu traço

1A métrica adotada é (-,+,+,+).
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T = gµνTµν = −ρ − 3p, (3.4)

Em 1922, Alexander Friedman, a partir das equações de campo de Einstein, chegou
a um conjunto de equações que governam a expansão métrica do espaço [40]. Partindo do
princípio cosmológico, Friedman percebeu que para uma métrica satisfazer um Universo
homogêneo e isotrópico deve ser do tipo

ds2 = −N(t)2dt2 + a2(t)
(

dr2

1 − kr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2)
)
, (3.5)

onde a(t) é o fator de escala associado ao tamanho do Universo em um determinado instante
de tempo t, o qual será justamente a variável a ser determinada nas equações que descrevem a
expansão do espaço. Quanto a N(t), é um outro parâmetro de escala, associado à coordenada
tempo, chamado de função lapso. O parâmetro de curvatura k determina a curvatura do
espaço e assume os valores -1, 0 ou 1, respectivamente, para um espaço hiperbólico, plano
ou esférico.

A relação entre a métrica e o os símbolos de Christoffel é

Γλαβ =
1
2

gλσ(gασ,β + gβσ,α − gαβ,σ), (3.6)

de forma que seus termos não nulos são

Γ0
11 =

aȧ
1 − kr2 ; Γ0

22 = aȧr2; Γ0
33 = aȧr2 sin2 θ; (3.7)

Γ1
11 =

kr
1 − kr2 ; Γ1

22 = −r2(1 − kr2); Γ1
33 = −r2 sin2 θ(1 − kr2); (3.8)

Γ2
12 = Γ3

13 =
1
r

; Γ2
33 = − sinθ cosθ; Γ3

23 =
cosθ
sinθ

; (3.9)

Γ1
01 = Γ2

02 = Γ3
03 =

ȧ
a
. (3.10)

Utilizando esses termos para calcular as componentes do tensor de Ricci

Rµν = ∂λΓλµν − ∂νΓ
λ
µλ + ΓλµνΓ

ρ
λρ
− ΓλµρΓ

ρ
νλ
, (3.11)

tem-se

R00 = −3
ä
a

; (3.12)
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R11 =
aä + 2a2 + 2k

1 − kr2 ; (3.13)

R22 = r2(aä + 2a2 + 2k); (3.14)

R33 = r2 sin2 θ(aä + 2a2 + 2k), (3.15)

e o escalar de Ricci fica

R = −6
(

ä
a

+
ȧ2

a2 +
k
a2

)
. (3.16)

Para se obter as equações de Friedman devem-se usar estes resultados nas equações
(3.1). Devido à diagonalidade da métrica surgem quatro equações, porém somente duas
são independentes: as três equações que surgem das componentes espaciais µν = ii são
equivalentes, o que era de se esperar devido à isotropia da métrica. Para a componente
temporal, µν = 00, tem-se

R00 = −κ
(
T00 −

1
2

g00T
)
, (3.17)

ä
a

= −
κ
6

(ρ + 3p). (3.18)

Já para a parte espacial, pode-se tomar µν = 11, por exemplo, obtendo

R11 = κ
(
T11 −

1
2

g11T
)
, (3.19)

ä
a

+ 2
ȧ2

a2 + 2
k
a2 =

κ
2

(ρ − p). (3.20)

Substituindo (3.18) em (3.20) obtém-se

ȧ2

a2 + k
a2 = κ

3ρ . (3.21)

As equações (3.18) e (3.21) são as equações de Friedmann. Elas descrevem a expansão
métrica do espaço, ou seja, são elas que fornecem a dinâmica de um universo homogêneo e
isotrópico [41]. Além destas equações, há também a expressão da conservação da energia,
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obtida da divergência do tensor energia-momento Tµν ;ν = 0,

ρ̇ + 3
ȧ
a

(ρ + p) = 0. (3.22)

A relação entre a pressão p e a densidade de energia ρ é dada pela equação de estado
p = p(ρ). Duas configurações particularmente importantes são: a matéria não-relativística,
dita poeira, e o gás de fótons, chamado radiação. Evidências observacionais dizem que o
Universo está em expansão acelerada, isto é, ä > 0. Para que isso ocorra, de acordo com
(3.18), deve-se ter ρ+3p < 0. Porém, os tipos de matéria que se conhece satisfazem ρ+3p > 0
(condição de energia forte). Desta forma, o modelo precisa de uma modificação, o que é feito
com adição de um conteúdo exótico, a constante cosmológica, para estar de acordo com as
observações astronômicas.

As equações de estado para radiação, poeira e constante cosmológica são

p(ρ) =
γ

3
ρ, γ =


1 radiação,

0 poeira,

−3 constante cosmológica.

(3.23)

Aplicando a equação de estado na equação de continuidade (3.22), obtém-se o com-
portamento da densidade de energia em função do fator de escala

ρ(a) = ρ(ai)
(ai

a

)γ+3
, (3.24)

onde ai é o fator de escala em algum momento de referência. Considerando um Universo
contendo radiação, poeira e constante cosmológica a equação (3.21) se torna

ȧ2

a2 +
k
a2 =

κ
3

(ρm + ρr + ρΛ), (3.25)

que descreve o comportamento do fator de escala de acordo com a composição do Universo.
Em termos do parâmetro de Hubble e das densidades relativas, a equação (3.25) pode ser
escrita como

H2 = H2
0

[
ΩΛ +

Ωm

a3 +
Ωr

a4
+

Ωk

a2

]
, (3.26)

sendo
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H2 =
κ
3
ρ→ ρcr =

3H2
0

κ
(3.27)

onde ρcr é a densidade de energia crítica para um universo plano (k = 0), e Ω =
ρ
ρcr

é o
parâmetro de densidade relativa.

3.4 Equação de Wheeler-DeWitt

A título de exemplificação, será abordado um processo de quantização canônico or-
dinário da equação de Friedmann, (3.25). A ideia é transformar o fator de escala e o seu
momento canônico conjugado em operadores e utilizar as suas respectivas representações.

Objetivando analisar o modelo mais simples de cosmogênese quântica, o surgimento
do nada de um Universo vazio e fechado, como discutido por Atkatz e Pagels [42], somente
um Universo fechado pode surgir via tunelamento quântico. Portanto, toma-se k = 1 e como
única contribuição para a densidade de energia do Universo, tem-se a densidade de energia
de vácuo, que está associada à constante cosmológica por Λ = κρvac. Dessa forma, (3.25) se
torna

ȧ2 +
(
1 −

Λ

3
a2

)
= 0, (3.28)

considerando que ρ(a) é praticamente constante ou que varia muito pouco enquanto o
Universo se expande exponencialmente. A equação (3.28) possui solução

a(t) = a0 cosh
(
a−1

0 t
)
, (3.29)

com a0 ≡
√

3/Λ, que descreve a fase inflacionária de Guth [43], um período relativamente
breve de evolução do Universo, porém com uma expansão extremamente rápida.

O processo de quantização deste modelo é feito analogamente ao processo de quanti-
zação canônica - onde se associa ao momento conjugado e à coordenada os seus correspon-
dentes operadores2 p → p̂ = −i ∂∂x e x → x̂ = x, respectivamente - no caso em questão, como
o único grau de liberdade é o fator de escala:

pa → p̂a = −i
∂
∂a

(3.30)

e
2Considerando o sistema de unidades tal que ~ = 1
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a→ â = a. (3.31)

Como dito na seção 3.2, as equações de campo de Einstein (3.1) são as equações de
movimento da ação de Einstein-Hilbert (3.2). No caso de um Universo fechado e composto
exclusivamente com densidade de energia de vácuo, a equação de movimento correspon-
dente à equação de campo de Einstein é (3.28), com a seguinte ação de Einstein-Hilbert

Sg =

∫
dtLg =

3π
4G

∫
dt

−ȧ2a + a

1 −
a2

a2
0

 . (3.32)

Portanto,

d
dt
∂Lg

∂ȧ
=

3π
4G

[
−2(ȧ2 + äa)

]
(3.33)

e

∂Lg

∂a
=

3π
4G

1 − 3
a2

a2
0

− a2

 . (3.34)

Então a equação de movimento proveniente de (3.32) fica

3π
4G

−2ȧ2
− 2äa + a2

− 1 + 3
a2

a2
0

 = 0. (3.35)

Aplicando a equação de estado p = −ρvac e Λ = κρvac em (3.18) se obtém que

ä =
Λ

3
a, (3.36)

o que permite reescrever as equações de movimento como

ȧ +
(
1 −

Λ

3
a2

)
= 0, (3.37)

mostrando assim que

Lg =
3π
4G

−ȧ2a + a

1 −
a2

a2
0

 , (3.38)
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é a lagrangiana de um Universo fechado, homogêneo, isotrópico e exclusivamente com
densidade de energia de vácuo. Portanto, o momento canônico pa é

pa ≡
∂Lg

∂ȧ
= −

3π
2G

ȧa, (3.39)

o que permite reescrever a equação de movimento (3.28) como

p2
a +

(3π
2G

)2
a2

1 −
a2

a2
0

 = 0, (3.40)

sob quantização,

〈ψ|

p̂2
a +

(3π
2G

)2
â2

1 −
â2

a2
0

 |a〉 = 0. (3.41)

Utilizando as representações (3.30) e (3.31) obtém-se

 ∂2

∂a2 −

(3π
2G

)2
a2

1 −
a2

a2
0

ψ(a) = 0. (3.42)

Esta é a equação de Wheeler-DeWitt [44], cuja solução ψ(a) representa a "função de
onda do Universo" [45]. Na dedução da equação de Wheeler-DeWitt restringiu-se ao caso
do Universo fechado de FRW, ou seja, k = 1 que representa uma geometria esférica. Neste
caso especificamente, o único grau de liberdade é o fator de escala a que é exatamente o
raio do Universo. A função ψ(a) está definida sobre um minisuperespaço unidimensional, o
semi-eixo 0 < a < ∞. No processo de quantização canônica do Universo de FRW utilizaram-
se as representações (3.30) e (3.31), que satisfazem [p̂a, â] = −i, o que leva a uma relação de
incerteza

∆pa∆a >
1
2
, (3.43)

desta forma, é impossível se determinar simultaneamente, com absoluta certeza, o fator de
escala a e sua taxa de aumento, uma vez que pa ∝ ȧa, por (3.39).

3.4.1 Condições de Contorno

A equação de Wheeler-DeWitt (3.42) possui o mesmo formato que a equação de Schrö-
dinger unidimensional, independente do tempo, para uma partícula de meia unidade de
massa, energia zero e sujeita ao potencial
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V(a) ≡
(3π
2G

)2
a2

1 −
a2

a2
0

 (3.44)

Figura 3.1. Potencial de Wheeler-DeWitti V (a/a0), tomando-se a2
0 = G.

Desta forma, o Universo fechado de FRW quantizado possui uma descrição matemá-
tica equivalente a um problema da mecânica quântica não relativística, uma partícula que
atravessa uma barreira de potencial unidimensional. A partícula na posição a representa
um Universo com este valor do fator de escala. A região 0 < a < a0 é classicamente proibida
para uma partícula de energia zero, porém acessível na teoria quântica através de um efeito
de tunelamento. A região a > a0 é acessível tanto classicamente quanto quanticamente.

Para se determinar uma solução particular da equação de Wheeler-DeWitt, deve-se
especificar as condições de contorno. Deseja-se considerar o nascimento de um Universo em
expansão via tunelamento quântico, desta forma, deve-se impor que na região classicamente
permitida a solução descreva uma onda emergente [46]. As funções de onda aproximadas,
pelo método WKB, para a região classicamente proibida e para a região permitida respecti-
vamente, são

ψT(0 < a < a0) ∝
1√

V′(a)

1
2

exp

− π2G
a2

0

1 −
a2

a2
0


3
2
 + i exp

 π2G
a2

0

1 −
a2

a2
0


3
2

 (3.45)

e
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ψT(a > a0) ∝
1√

V′′(a)
exp

−i
π

2G
a2

0

a2

a2
0

− 1


3
2
, (3.46)

com

V′(a) =
3π
2G

a

1 −
a2

a2
0


1
2

(3.47)

e

V′′(a) =
3π
2G

a

a2

a2
0

− 1


1
2

. (3.48)

Esta é a chamada função de onda de tunelamentoψT. Como era de se esperar, a função
de onda na região classicamente permitida é oscilatória, já a parte real da solução na região
classicamente proibida, sob a barreira, é exponencial.

Impondo a condição de contorno de que a função de onda saindo da região classica-
mente proibida deve ser igual à função de onda entrando na região classicamente permitida
ψT(a > a0) = ψT(a < a0) para a = a0 obtém-se a função de onda de Hartle e HawkingψHH [45].

ψHH(0 < a < a0) ∝
1√

V′(a)
exp

− π2G
a2

0

1 −
a2

a2
0


3
2
 (3.49)

e

ψHH(a > a0) ∝
1√

V′′(a)
cos

 π2G
a2

0

a2

a2
0

− 1


3
2
. (3.50)
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3.4.2 Cosmogênese Quântica

Usando a função de onda de tunelamento, ψT, pode-se calcular a probabilidade da
cosmogênese quântica de um Universo de FRW vazio surgir do nada via tunelamento
quântico. O universo quântico de FRW de tamanho zero, o chamado nada cosmológico,
representado pela partícula em a = 0, pode tunelar, segundo a mecânica quântica, através da
barreira de potencial e surgir em a = a0. Este evento de tunelamento descreve um Universo
que saltou quanticamente para sua existência, com fator de escala a0, ou seja, um Universo
que foi criado espontaneamente e de modo não singular, pois a0 > 0.

Na situação ordinária de uma partícula atravessando uma barreira de potencial uni-
dimensional, pode-se calcular a probabilidade de a partícula atravessar utilizando os coe-
ficientes de transmissão e reflexão. No caso de um potencial V > E, a probabilidade de
tunelamento é aproximadamente

P ' exp
−2

∫ b

a
dx

√
2m[V(x) − E

, (3.51)

onde (b − a) é a largura da barreira.
Chamando de 〈FRW(a0)|nada〉 a amplitude de probabilidade do surgimento de um

Universo de FRW do nada, então a probabilidade de um Universo tunelar através de um
potencial do tipo (3.44) e surgir com tamanho inicial a0 é

|〈FRW(a0)|nada〉|2 ≡ P ' exp

−3π
G

∫ a0

0
da a

1 −
a2

a2
0


1
2

 = exp
(
−

3
8G2ρvac

)
, (3.52)

lembrando que a0 ≡
√

3/Λ =
√

3
8πGρvac

.

3.5 Formalismo de Schutz

A incompatibilidade entre a interpretação do tempo na mecânica quântica e na relati-
vidade geral é um dos grandes motivos pelo qual ainda não se tem uma teoria de unificação
definitiva. Uma forma de se introduzir o tempo na teoria é utilizar o conteúdo material
do Universo para gerar a evolução temporal. Baseando-se na termodinâmica, considera-se
que a entropia dá sentido à seta do tempo. Outra proposta é a introdução do tempo como
parâmetro externo via campo escalar [47]. Neste trabalho será considerado o primeiro caso.

Para se introduzir um parâmetro temporal com interpretação quântica em cosmologia
será considerada a densidade de energia de vácuo como um fator dinâmico no modelo de
de Sitter [48, 49]. O modelo cosmológico de de Sitter descreve a fase de expansão rápida do
Universo, durante a qual a energia de vácuo domina a densidade de energia, sendo assim de
fundamental importância para a cosmologia inflacionária. A densidade de energia do vácuo
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é a responsável por criar o termo correspondente à constante cosmológica no tensor energia
momento. Desta forma, o estudo dos aspectos quânticos do modelo cosmológico de de Sitter
mediante o tratamento do vácuo como uma entidade dinâmica torna-se de interesse. Neste
tratamento, a constante cosmológica surge devido aos graus de liberdade do vácuo. Isto é
feito tratando o vácuo como um fluido perfeito com equação de estado p = −ρ que através
de uma abordagem termodinâmica permite a introdução de uma variável do tipo tempo.

Este método de tratar o vácuo como entidade dinâmica, dotado de graus de liberdade,
pode ser implementado através do formalismo canônico de Schutz [50–52], o qual descreve
um fluido relativístico interagindo com o campo gravitacional.

3.5.1 Ação Gravitacional

Será considerado o modelo cosmológico de De Sitter, o qual descreve a fase de expansão
rápida do Universo, durante a qual a energia de vácuo domina a densidade de energia e
origina o termo correspondente à constante cosmológica.

A ação gravitacional mais geral é dada por3

Sg =

∫
M

d4x
√
−g(R −Λ) + 2

∫
∂M

d3x
√

hK, (3.53)

onde R é o escalar de curvatura de Ricci, K é o traço da curvatura extrínseca Ki j, g é o determi-
nante da métrica gµν, h é o determinante da métrica induzida sobre a hipersuperfície espacial
tridimensional e ∂M é o contorno da variedade quadridimensional M. Em comparação com
(3.2), acrescentou-se a constante cosmológica Λ devido à densidade de energia do vácuo,
além do termo dado pela integral da superfície ∂M.

Como discutido anteriormente, de acordo com o princípio cosmológico, para um
Universo homogêneo e isotrópico a métrica é do tipo FLRW:

ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t)
(

dr2

1 − kr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2)
)
. (3.54)

Usando a métrica (3.54) na ação (3.53), obtém-se a ação gravitacional na forma

Sg =

∫
dt

(
−

6ȧ2a
N

+ kNa − 2Na3Λ

)
. (3.55)

Uma vez que Sg =
∫

dtLg, temos que a lagrangiana gravitacional é dada por

Lg = −
6ȧ2a
N

+ kNa − 2Na3Λ. (3.56)

3Em unidades tais que 16πG
c4 = 1
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Passando para o formalismo hamiltoniano [53], onde

pa =
∂Lg

∂ȧ
= −

12ȧa
N

, (3.57)

a hamiltoniana gravitacional NHg = ȧpa − Lg fica dada por

Hg = −
p2

a

24a
− ka + 2Λa3. (3.58)

3.5.2 Ação de um Fluido

Em 1970, Bernard Schutz desenvolveu um formalismo para descrever a quadrivelo-
cidade de um fluido bariônico perfeito através de seis potenciais µ, φ, ε, η, θ e S [54], neste
formalismo a quadrivelocidade é definida por

Uν =
1
µ

(
φ,ν + εη,ν + θS,ν

)
, (3.59)

onde µ é a entalpia específica. Os potenciais ε e η estão associados à rotação do fluido,
portanto, em modelos de FRW eles são nulos devido à isotropia do espaço. O potencial S
é a entropia específica. Quanto aos potenciais θ e φ eles não possuem uma interpretação
física óbvia. Neste modelo, o Universo é totalmente preenchido por um fluido perfeito. O
formalismo de Schutz pode ser usado para descrever a dinâmica do fluido em interação com
o campo gravitacional.

A quadrivelocidade deve obedecer à condição de normalização

UνUν = −1, (3.60)

que fornece

µ =
1
N

(
φ̇ + θṠ

)
. (3.61)

A ação de um fluido perfeito é dada por

S f =

∫
M

d4x
√
−gp, (3.62)

onde p é a pressão do fluido.
Para um fluido cuja equação de estado é dada por
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p = αρ, (3.63)

onde ρ é a densidade de energia e α depende do tipo de fluido, a pressão é

p = α
( µ

α + 1

)1+ 1
α

e
−S
α . (3.64)

Usando (3.61) em (3.64) e sendo o modelo homogêneo e isotrópico, tem-se que

S f =

∫
M

d4x
√
−gp =

∫
dtNa3α

[
φ̇ + θṠ

N(α + 1)

]1+ 1
α

e−
S
α . (3.65)

Assim, a Lagrangiana do fluido é

L f =
αa3

N1/α(1 + α)1+1/α
(φ̇ + θṠ)1+1/αe−

S
α . (3.66)

Os momentos canonicamente conjugados a φ e θ são

pφ =
∂L f

∂φ̇
=

a3(φ̇ + θṠ)1/α

N1/α(1 + α)1/α
e−

S
α (3.67)

e

pS =
∂L f

∂Ṡ
= θpφ. (3.68)

Passando para o formalismo hamiltoniano [53],

NH f = φ̇pφ + ṠpS − L f , (3.69)

fica dada por

H f =
pα+1eS

a3α . (3.70)
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3.5.3 Ação Total

A hamiltoniana que descreve o Universo preenchido exclusivamente com um vácuo
dinâmico é dada pela soma da hamiltoniana associada ao campo gravitacional livre com a
hamiltoniana devido ao fluido perfeito. Das equações (3.58) e (3.70), a hamiltoniana total
H = Hg + H f fica

Htotal = −
p2

a

24a
− ka + 2Λa3 +

pα+1eS

a3α . (3.71)

Realizando a transformação canônica (reparametrização)

T := pSe−Sp−(α+1)
φ

(3.72)

e

pT := pα+1
φ eS, (3.73)

a hamiltoniana total se torna

Htotal = −
p2

a
24a − ka + 2Λa3 +

pT

a3α . (3.74)

Note que pT ocorre linearmente em (3.74). Quando da quantização, este fato nos
permitirá tratar a variável t = −T como exercendo o papel de tempo e obter uma equação
do tipo Schroendiger. A hamiltoniana acima será quantizada usando as representações dos
operadores modificadas para se obter uma descrição quântica do Universo em um cenário
de comprimento mínimo.
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3.6 Cosmologia Quântica: Considerações Finais

A relatividade geral é uma teoria gravitacional consagrada. Várias observações cor-
roboram as suas previsões, desde o desvio dos raios de luz medidos durante o eclipse de
Sobral - CE em 1919, até mais recentemente a detecção das ondas gravitacionais pelo LIGO
em 2016 [55]. Quando aplicadas à métrica de FRW, as equações da relatividade geral for-
necem as equações de Friedmann que descrevem a dinâmica de um Universo homogêneo e
isotrópico. Dependendo da composição, o Universo apresenta diferentes formas de evolu-
ção, mas sempre partindo de uma fase primordial em que as dimensões são extremamente
pequenas e a energia altíssima, obrigando assim a análise da cosmologia sob uma perspectiva
quântica [56].

O processo de quantização apresentado aqui, a título de ilustração, foi o de quantização
canônico, em que associou-se aos operadores suas respectivas representações ordinárias
p → p̂ = −i ∂∂x e x → x̂ = x, ou seja, sem levar em consideração o comprimento mínimo,
obtendo-se assim a equação de WDW, cuja solução é a função de onda do Universo. A
proposta deste trabalho é fazer algo análogo, porém sob a perspectiva da álgebra da mecânica
quântica modificada, considerando, assim, os efeitos que a existência de um comprimento
mínimo causam em um Universo primordial. No entanto, o processo de quantização, que
será feito no capítulo seguinte, parte da super hamiltoniana (3.74) que surgiu ao tratar o
vácuo como um fluido dinâmico e que originou uma variável que pode ser interpretada
como o tempo. Há outras formas de se introduzir um cenário de compriento mínimo na
cosmologia quântica, por exemplo, na ação inflacionária [57–60].



Capítulo 4

O Modelo Cosmológico Quântico em
um Cenário de Comprimento Mínimo

4.1 Considerações Iniciais

Como discutido anteriormente, de acordo com o modelo cosmológico do Big Bang o
Universo possuía dimensões desprezíveis no momento do seu surgimento, ou seja, era uma
singularidade, então sofreu uma expansão extremamente rápida, a fase inflacionária. Isto
implica que o Universo possui uma natureza essencialmente quântica, ao menos nas suas
fases iniciais. Portanto, faz-se necessário um tratamento quântico do Universo primordial
para descrever os efeitos gravitacionais.

Dentre as várias propostas de quantização da gravitação um fenômeno surge natural-
mente: uma precisão mínima em que se pode obter as medidas espaciais. Sendo assim, uma
teoria quântica do Universo deve levar em consideração essa máxima resolução espacial
para que seja realmente satisfatória [61]. Além disso, a introdução de um comprimento
mínimo na teoria permite resolver o problema da singularidade inicial.

O modelo cosmológico de De Sitter descreve a fase de expansão rápida do Universo,
durante a qual a energia do vácuo domina. Seu tratamento tradicional considera um sistema
sem conteúdo físico, uma vez que existe apenas um único grau de liberdade [62]. O forma-
lismo de Schutz, que descreve uma teoria relativística para um fluido interagindo com um
campo gravitacional, pode ser usado para considerar o vácuo como uma entidade dinâmica
com diferentes graus de liberdade. Isto permite introduzir uma variável que desempe-
nha o papel do tempo. Portanto, o modelo de vácuo dinâmico é um modelo de Universo
homogêneo e isotrópico preenchido com um fluido de vácuo.

Sendo assim, neste capítulo serão discutidos os efeitos do vácuo dinâmico na cosmolo-
gia quântica devidos à presença do comprimento mínimo. Considerando pequenos valores
do fator de escala, obtém-se a solução da equação de WDW modificada na representação da
quase posição.

45
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4.2 A Equação de WDW Modificada

Como dito anteriormente, o ponto de partida será a super-hamiltoniana (3.74), pro-
veniente do método de Schutz ao tratar o vácuo como um fluido perfeito interagindo com
o campo gravitacional. O processo de quantização que será utilizado é o mesmo que o da
obtenção da equação de WDW, ou seja, o processo de quantização canônico, porém com a
diferença de que a representação dos operadores será (2.68) e (2.69), obtidas em um cenário
de comprimento mínimo. A quantização será realizada na abordagem do minisuperespaço,
o que implica que as variáveis a serem quantizadas são somente o fator de escala e a variável
"tempo", assim como os momentos canônicos associados a elas. Portanto,

pa → P̂a (4.1)

e

pT → p̂T ≡ −i
∂
∂T
, (4.2)

de forma que H→ Ĥ e, assim, a equação de WDW se escreve:

Ĥ|Ψ〉 = 0. (4.3)

Para se ter um cenário de comprimento mínimo, se impõe que

[
â, P̂a

]
=

i~
(1 − βP̂2

a)
, (4.4)

com as seguintes representações para os operadores:

â ≡ x̂ (4.5)

e

P̂a ≡ p̂ +
1
3
βp̂3 +

β2

3
p̂5 + O(β3), (4.6)

onde os operadores x̂ e p̂ satisfazem a relação de comutação ordinária

[
x̂, p̂

]
= i. (4.7)
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Usando as representações (4.5) e (4.6) a hamiltoniana (3.74) fornece

[
−

x̂(3α−1)

24

[
p̂2 +

2
3
βp̂4 +

7
9
β2p̂6 + O(β3)

]
− kx̂(1+3α) + 2x̂3(1+α)Λ

]
|Ψ〉 = −i

∂
∂t
|Ψ〉, (4.8)

onde foi feita a mudança de variável T = −t. Agora, projetando a equação (4.8) sobre a
representação formal do espaço de "posição", |x〉, tem-se que

〈x|Ĥ|Ψ〉 = 0, (4.9)

[
−

x̂(3α−1)

24

[
−
∂2

∂x2 +
2
3
β
∂4

∂x4
−

7
9
β2 ∂

6

∂x6 + O(β3)
]
− kx̂(1+3α) + 2x̂3(1+α)Λ

]
|Ψ〉 = −i

∂
∂t
|Ψ(x, t)〉 (4.10)

onde foram usados as representações ordinárias dos operadores

〈x|Ψ(t)〉 = Ψ(x, t), (4.11)

〈x|x̂|Ψ(t)〉 = xΨ(x, t) (4.12)

e

〈x|p̂|Ψ(t)〉 = −i
∂Ψ(x, t)
∂x

. (4.13)

Supondo que as soluções podem ser escritas como Ψ(x, t) = φ(x)τ(t), encontra-se as
soluções estacionárias,

Ψω(x, t) = e−iωtφω(x), (4.14)

onde ω desempenha um papel análogo à constante cosmológica [48, 63]. A equação inde-
pendente do "tempo" fica

[
d2

dx2 −
2
3
β

d4

dx4
+

7
9
β2 d6

dx6 + O(β3)
]
φω(x) +

[
24x(1−3α)ω − 24kx2(1−3α) + 48Λx4(1−α)

]
φω = 0.(4.15)

Por fim, considerando um Universo plano (k = 0), sem conteúdo de matéria e preen-
chido completamente por um vácuo dinâmico com equação de estado
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p = −ρ, (4.16)

e com Λ = 0, a equação (4.15), até a ordem β2, se torna 1

d2φ

dx2 −
2
3
β

d4φ

dx4
+

7
9
β2 d6φ

dx6 + 24ωx4φ = 0, (4.17)

que é a equação de WDW modificada.

4.3 Solução da Equação de WDW Modificada

Não é possível resolver a equação (4.17) analiticamente, pois não se conhecem todas
as condições iniciais ou de contorno necessárias, φ(N)

x0
para N = 0, 1, 2, 3, 4 e 5, sendo N a

ordem de derivação da função de onda que é solução da Equação de WDW modificada.
Em [64] o autor resolve a Equação de WDW de quarta ordem usando o método polinomial
de Sommerfeld, no entanto, a solução depende de quatro parâmetros que devem ser deter-
minados pelas condições iniciais, as quais não são conhecidas. Como o objetivo é descrever
o Universo somente nos momentos iniciais não há a necessidade de se obter uma solução
analítica para uma valor qualquer do fator de escala, sendo assim, a solução proposta nesse
trabalho será válida somente para pequenos valores das dimensões do Universo.

Portanto, uma forma de se contornar esse problema é considerar x pequeno, o que é
bem razoável, visto que se está interessado nas soluções que descrevem o Universo em seu
regime quântico e sabe-se que os efeitos quânticos se manifestam para pequenos valores do
fator de escala e nas fases iniciais do Universo o fator de escala é muito pequeno.

Inicialmente, considera-se a equação (4.17) no limite β = 0, a qual é chamada de
equação ordinária,

d2φ0

dx2 + 24ωx4φ0 = 0. (4.18)

Fazendo φ0 =
√

xy(x) e a mudança de variável ρ :=
√

8ω
3 x3, a equação (4.18) se torna a

equação de Bessel,

d2y
dρ2 +

1
ρ

dy
dρ

+

1 −
(

1
6

)2

ρ2

 y = 0. (4.19)

Sendo assim, a solução da equação (4.18) é dada por
1Por uma questão de conveniênica o ω será omitido na notação φω
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φ0(x) = A
√

x J 1
6

(
K0x3

)
+ B
√

x N 1
6

(
K0x3

)
(4.20)

onde J 1
6

e N 1
6

são as funções de Bessel e Neumann, respectivamente, de ordem 1/6, K0 :=
√

8ω
3

e A e B são constantes. Lembrando que

Jν (x) =

∞∑
N=0

(−1)N

N!Γ(N + ν + 1)!

(x
2

)2N+ν

, (4.21)

é fácil ver que no limite de pequenos valores de x

J 1
6

(
K0x3

)
∼
√

x (4.22)

e

N 1
6

(
K0x3

)
∼

1
√

x
. (4.23)

Além disso, impondo a condição que φ0(0) = 0, tem-se que B = 0, e a solução fica

φ0 = A
√

x J 1
6

(
K0x3

)
, (4.24)

considerando somente os três primeiros termos significativos de φ0(x) tem-se que

φ0 = C1x + C2x7 + C3x13. (4.25)

É conveniente reescrever a equação acima absorvendo C1 em uma constante de nor-
malização, a qual será omitida pois não afeta os resultados,

φ0 = x −
4
7
ωx7 +

8
91
ω2x13. (4.26)

Pode-se obter uma solução aproximada para (4.17), na região de x pequeno, usando
φ0(x) nos termos de O(β) e O(β2) [65]. Assim,

d4φ0

dx4
= −480ωx3 +

10560
7

ω2x9, (4.27)
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d6φ0

dx6 = −2880ωx +
760320

7
ω2x7. (4.28)

Fazendo a seguinte aproximação φ ≈ x nas equações (4.27) e (4.28) a equação (4.17) se
torna [66]

d2φ

dx2 + 24ωx4φ + β
(
320ωx2φ −

7040
7
ω2x8φ

)
+ β2

(
−2240ωφ + 591360ω2x6φ

)
= 0 (4.29)

Esta é uma equação perturbativa que descreve o Universo primordial em um cenário
de comprimento mínimo, ou seja, válida somente para pequenos valores do fator de escala.
A seguir são discutidos dois métodos de solução em que o fato de x → 0 é novamente
explorado.

4.3.1 1o Método de Solução

O primeiro método é baseado na série de potências. Uma vez que x0 = 0 é um ponto
ordinário da equação (4.29) é possível encontrar uma solução em séries de potências de x do
tipo

φ(x) =

∞∑
N=0

aNxN. (4.30)

Substituindo (4.30) na equação (4.29) e mantendo somente os termos significativos
obtém-se

φ(x) =
(
x −

4
7
ωx7 +

8
91
ω2x13

)
+ β

(
−16Aωx5 +

5504
385

Bω2x11
)

+ β2 1120
3

Cωx3 (4.31)

Os parâmetros A,B e C são determinados por obrigando-se (4.31) a satisfazer a equação
(4.29) até a ordem desejada. Então, substtuindo (4.31) em (4.29), tem-se que A = 1,B = 38

43 e
C = 3

7 . Assim,

φ(x) =
(
x −

4
7
ωx7 +

8
91
ω2x13

)
+ β

(
−16ωx5 +

4864
385

ω2x11
)

+ β2160ωx3 (4.32)
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4.3.2 2o Método de Solução

O segundo método de solução, que fornece o mesmo resultado anterior, é obtido por
integração. Considerando a seguinte aproximação para a equação (4.29)

d2φ

dx2 = −24ωx4φ0 +
2
3
β

d4φ0

dx4
−

7
9
β2 d6φ0

dx6 , (4.33)

que nada mais é do que a equação (4.17). Integrando duas vezes a equação (4.33), tem-se
que

φ(x) = −24ω
∫

dx
∫

dxx4φ0 +
2
3
β

d2φ0

dx2 −
7
9
β2 d4φ0

dx4
+ α1x + α2. (4.34)

substituindo (4.26) em (4.34) obtém-se

φ(x) = α2 + α1x −
4
7
ωx7 +

8
91
ω2x13 + β

(
−16A′ωx5 +

64
7

B′ω2x11
)

+ β2 1120
3

C′ωx3 (4.35)

As constantes α1 e α2 podem ser determinadas supondo que φ(x) → φ0(x) quando
β → 0. Da mesma forma que anteriormente, os parâmetros A′,B′ e C′ são determinados
impondo que (4.35) satisfaça a equação (4.29). Assim, novamente se obtém

φ(x) =
(
x −

4
7
ωx7 +

8
91
ω2x13

)
+ β

(
−16ωx5 +

4864
385

ω2x11
)

+ β2160ωx3. (4.36)

O primeiro termo entre parênteses é a solução ordinária, este termo nada mais é que
a expansão da função de Bessel como pode-se constatar de (4.25). Já o segundo termo entre
parênteses é a correção de primeira ordem do parâmetro do comprimento mínimo, assim
como o termo restante é a correção de segunda ordem.

4.3.3 Regime de Validade

Para que a solução (4.36) seja válida, o primeiro termo desprezado de φ0(x) deve
ser bem menor que os últimos termos considerados de O(β) e O(β2). De acordo com a
equação (4.21) o próximo termo da equação (4.25) seria ω3x19, sendo assim, o menor termo
da correção da primeira ordem do parâmetro do comprimento mínimo βω2x11 deve ser
muito mais significativo do que ele, ou seja,

ω3x19 << βω2x11
→ x <<

(
β

ω

) 1
8

. (4.37)
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Analogamente para os termos de segunda ordem do parâmetro do comprimento mí-
nimo β2ωx3:

ω3x19 << β2ωx3
→ x <<

(
β

ω

) 1
8

. (4.38)

Uma vez que β é muito pequeno, isso reduz a região de validade da solução. Isso
pode ser melhorado se termos de potência maiores em x forem considerados na solução em
O(β0). Note que a adição de mais termos na parte em O(β0) não modifica a validade da
solução. Então, pode-se considerar

√
x J 1

6

(
k0x3

)
como a parte de O(β0) da solução. É claro

que os termos de ordem

βω2x11
→ x6N−10 < βω2−N, (4.39)

ωNx6N+1 < β2ωx3
→ x6N−2 < β2ω1−N (4.40)

estão fora da região de validade e suas correções devem ser desprezadas. O mesmo raciocínio
é válido para os termos de O(β) e O(β2). Então, a fim de aumentar-se a região de validade da
solução, consideram-se os dois primeiros termos significativos de O(β). Assim, a região de
validade fica

ω3x19 << βω3x17 << β2ωx3
→ x <<

(
β

ω2

) 1
14

, (4.41)

que é menos restritiva que (4.38) para β muito pequeno.
Por fim, diante do exposto anteriormente, a solução de maior região de validade para

x é dada por 2

φ(x) =
√

xJ 1
6

(
k0x3

)
+ β

(
−160ωx5 +

4864
385

ω2x11
)

+ β216ωx3. (4.42)

Note que φω(x) são autofunções cujos autovalores associados são valores de constante
cosmológica.

2A solução não está normalizada.
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4.4 Soluções Fisicamente Aceitáveis

Não se pode obter diretamente de φ(x) resultados físicos, pois os autoestados do
operador posição x̂ não pertencem ao espaço de Hilbert, em um cenário de comprimento
mínimo. No entanto, as projeções do vetor de estado |φ〉 sobre os vetores de estado de
máxima localização, isto é, as funções de onda na representação do espaço de quase posição
o são. As funções de onda na representação de quase posição podem ser facilmente obtidas
de (4.42) lembrando que

φqp(ξ) =
1
√

2

[
φ

(
ξ +

3π
4

√
β
)

+ φ
(
ξ −

3π
4

√
β
)]
. (4.43)

Assim, substituindo (4.42) em (4.43) ou usando que

φqp(ξ) = φ0(ξ) + β

(
φ1 +

φ′′0
2

b2
)

+ β2
(
φ2 +

b2

2
φ′′1 +

b4

4!
φ′′′′0

)
, (4.44)

onde

φ1 = −16ωx5 +
4864
385

ω2x11, (4.45)

φ2 = 16ωx3 (4.46)

e

b =
3π
4
, (4.47)

obtém-se

φqp(ξ) =
√
ξ J 1

6

(
K0ξ

3
)

+ β
[
−(16 + 12b2)ωξ5 +

(4864
385

+
48
7

b2
)
ω2ξ11

]
+

+β2
(
160 − 160b2

− 20b4
)
ωξ3. (4.48)

Pode-se questionar se o correto não seria determinar a solução da equação de WDW
modificada no espaço de quaseposição,

〈ΨML
ξ |

(
−p̂2

a + 24ωâ4
)
|φ〉 = 0. (4.49)
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Usando (2.83) e (2.84) na equação acima, se obtém:

d2φqp

dξ2 + 24ωξ4φqp + βb2

− 2
3b2

d4φqp

dξ4
+ 144ωξ2φqp + 96ωξ3 dφqp

dξ

 +

+β2b4

 7
9b4

d6φqp

dξ6 + 24ωφqp + 96ωξ
dφqp

dξ
− 24ωξ2 d2φqp

dξ2 − 40ωξ3 d3φqp

dξ3

 = 0. (4.50)

Como pode ser facilmente verificado, a solução (4.48) realmente satisfaz a equação
(4.50) até a ordem de validade considerada. A função de onda (4.48) descreve um modelo
cosmológico de De Sitter preenchido por um fluído perfeito que desempenha o papel do
vácuo. Esta função de onda que fornecerá informações físicas como a probabilidade de se ter
o Universo em determinado estado. Além disso, pode-se questionar qual seria o significado
físico de uma incerteza ∆x calculada nestes estados.



Capítulo 5

Conclusão

O objetivo principal deste trabalho foi determinar as correções na função de onda do
Universo devido à presença de um comprimento mínimo não nulo ∆x0 > 0 usando um GUP
específico no modelo cosmológico de vácuo dinâmico. Para isso, foi necessário reformular
alguns conceitos da mecânica quântica ordinária, para que ela fosse consistente com essa
proposta.

A reformulação da mecânica quântica em um contexto de comprimento mínimo é
feito a partir da relação de incerteza. No Capítulo 2, foram introduzidos os principais
conceitos e resultados da já consagrada mecânica quântica ordinária, como por exemplo,
o limite na precisão dos valores medidos associados a dois operadores não compatíveis.
Esta impossibilidade foi traduzida no princípio de Heisenberg, o qual, apesar de limitar
o conhecimento simultâneo de dois operadores não limita o quão preciso se pode ter a
medida de um em detrimento do outro. Foram apresentadas diferentes propostas de GUPs,
que modificam o princípio de incerteza, de forma a tornar a mecânica quântica ordinária
consistente com o comprimento mínimo. Dentre essas, a utilizada neste trabalho foi do
seguinte tipo: [x̂, p̂] = i~

1+βP̂2 , defendida por Pedram, pois diferentemente de outras propostas
ela não é perturbativa, além de implicar um valor máximo do momento observado. A
partir daí, desenvolveu-se a álgebra modificada, de acordo com esta proposta, chegando-se
à representação dos operadores, assim como à função de onda que descreve os estados de
máxima localização.

Alguns trabalhos têm utilizado a álgebra modificada da mecânica quântica para rever
resultados ordinários e analisado quais as consequências deles em um contexto de compri-
mento mínimo, por exemplo [67] e [68], que antecederam este trabalho. Nessas referências
estudam-se as consequências da existência de um comprimento mínimo em um potencial
delta de Dirac e um potencial infinito, respectivamente.

No entanto, o objetivo aqui sendo a descrição quântica de um Universo primordial,
no Capítulo 3 foi feita uma breve revisão dos conceitos de cosmologia quântica ordinária.
Partindo da relatividade geral mostrou-se que, quando se considera um universo homogêneo
e isotrópico, ela fornece as equações de Friedmann que descrevem a evolução desse modelo

55
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de universo. Ao aplicar o processo de quantização canônico às equações de Friedmann,
em que associou-se o único grau de liberdade - o fator de escala - aos seus operadores
pa → p̂a ≡ −i ∂∂a e a → â ≡ a obteve-se a equação de WDW, cuja solução é a função de
onda do Universo. O modelo cosmológico de De Sitter descreve a fase de expansão rápida
do Universo, durante a qual a energia de vácuo domina. Em seu tratamento tradicional
considera-se um sistema sem conteúdo físico, uma vez que há um único grau de liberdade
e uma restrição. O formalismo de Schutz, que descreve um fluido relativístico interagindo
com um campo gravitacional, foi usado para tratar o vácuo como uma entidade dinâmica,
dotada de diferentes graus de liberdade. Além disso, este processo permitiu a introdução
de uma variável que desempenha o papel do tempo.

O modelo de vácuo dinâmico é um modelo de Universo homogêneo e isotrópico,
preenchido com fluido de vácuo cuja equação de estado é p = −ρ, classicamente tratado
de acordo com o formalismo canônico de Schutz. Este processo produz uma Hamiltoniana
linear em relação ao momento conjugado de uma variável que desempenhou o papel do
tempo. Em geral, evitando os problemas causados pela equação de WDW, que é definida em
todo o superespaço, o processo de quantização ocorreu no mini-superespaço, onde infinitos
graus de liberdade do campo gravitacional são congelados e os graus de liberdade restantes
aos quais são associados operadores. Como o GUP corresponde a uma relação de comutação
modificada, a equação de WDW em um cenário de comprimento mínimo pôde ser obtida
impondo que alguns ou todos esses operadores (que surgem da quantização dos graus de
liberdade restantes na abordagem do mini-superespaço) e os seus operadores dos momentos
conjugados satisfaçam a relação de comutação.

E finalmente, no Capítulo 4, aplicou-se o método de quantização canônica modificado
na hamiltoniana do método de Schutz para se obter uma equação cuja solução descreve um
Universo em um cenário de comprimento mínimo. Chegou-se a uma equação diferencial de
sexta ordem. Como não se conheciam todas as condições de contorno, não foi possível obter
uma solução analítica. No entanto, como o interesse na solução é somente para o Universo
primordial, ou seja, para pequenos valores do fator de escala, pois supõe-se que seja nessa
escala que o comprimento mínimo se manifestaria, foi utilizado um método aproximativo
para se obter a função de onda a partir da solução da equação de WDW ordinária.

Achou-se então a função de onda do Universo para pequenos valores do fator de escala,
na representação formal da posição, ou melhor, do "fator de escala". Não é possível obter
qualquer informação física da função de onda uma vez que os auto estados do operador
posição não são estados físicos. Esse problema foi solucionado obtendo-se a função de
onda na representação da quase posição como uma superposição das funções de onda na
representação da posição. Ciente de que esta abordagem poderia gerar questionamento,
achou-se a equação de WDW na representação da quase posição e mostrou-se que a função
de onda no espaço de quase posição obtida anteriormente é solução da equação, como era de
se esperar. Deve-se mencionar que o processo de quantização ocorre no mini-superespaço
no qual o fator de escala é o único grau de liberdade

Como proposta de trabalho futuro, pretende-se realizar a aplicação da função de
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onda em um cenário de comprimento mínimo encontrada e compará-la com os resultados
ordinários, observando se os termos de correção se manifestam de forma significativa e até
mesmo se é possível verificar essa manifestação em dados observacionais. Outra proposta,
seria fazer um processo de quantização ainda mais geral: se o GUP é um aspecto fundamental
da natureza, não somente os operadores posição e momento devem satisfazê-lo mas qualquer
outra variável que seja quantizada. Sendo assim, outra proposta de trabalho seria considerar
uma discretização não só do espaço, mas também do tempo, como defendido por alguns
autores [69, 70].
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