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Resumo

Teorias que propdem a unificagdo da Relatividade Geral e da Mecénica Quantica, por
exemplo a Teoria de Cordas, apontam para a existéncia de um valor minimo de comprimento
observavel. A existéncia desse implica em uma generalizagdo do Principio da Incerteza de
Heisenberg, de modo a ndo admitir mais uma incerteza nula na posi¢do, modificando assim
a algebra da Mecanica Quantica. De acordo com o modelo cosmolégico do Big Bang, o
Universo estd em expansdo, o que significa que ele foi muito pequeno no passado, de
forma que sua natureza era fundamentalmente quéntica. Sendo assim, se faz necessério a
construcdo de uma descri¢cdo quantica da evolugdo do Universo, sob o contexto da algebra
modificada devido a suposta existéncia de um comprimento minimo.

Neste trabalho foram considerados os efeitos em um modelo cosmolégico de vacuo

dindmico devido a presenga de um comprimento minimo, introduzido por um GUP (prin-
il

1-pP2 €

obteve-se a fungdo de onda do Universo, que é a solucdo da equagdo de Wheeler-DeWitti

cipio de incerteza generalizado) correspondente & relagdo de comutacdo [%,p] =

na representagdo do espaco de quaseposicdo, no limite para pequenos valores do fator de
escala.

Palavras-chave: Cosmologia Quantica, Gravitagdo Quantica, Vacuo Dindmico, Compri-

mento Minimo, Principio da Incerteza Generalizado (GUP).
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Abstract

Theories that propose the unification of general relativity and quantum mechanics, for
example the String Theory, point to the existence of a minimum value of observable length.
The existence of this implies a generalization of the Heisenberg’s uncertainty principle, so
as to no more admit a null uncertainty in position, thus modifying the algebra of quantum
mechanics. According to the cosmological model of the Big Bang, the Universe is expanding,
which it means that it was very small in the past, so its nature was fundamentally quantum.
Thus, it is necessary to build a quantum description of the evolution of the Universe, under
the context of modified algebra due to the existence of a minimum length.

In this work, was considered the effects in a dynamic vacuum cosmological model,
due to the presence of a minimum length introduced by a GUP (generalized uncertainty
1—12[32'
the Universe, which is the solution of the Wheeler-DeWitti equation in the representation of

The wave function of

principle) related to the modified commutation relation [%, p] =

the quasiposition space, was found at the limit for small values of the scale factor.

Keywords: Quantum Cosmology, Quantum Gravity, Dynamic Vacuum, Minimal Length,
Generalized Uncertainty Principle (GUP).
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Capitulo 1

Introducao

Na primeira metade do século XX a Fisica foi marcada por duas grandes revolugdes
que romperam com 0s pressupostos até entdo inquestiondveis da mecanica cldssica, a qual
descrevia satisfatoriamente a maioria das situagdes fisicas consideradas até aquele momento.
A aplicacdo do eletromagnetismo de Maxwell para explicar a radia¢do de corpo negro levou
a catdstrofe do ultravioleta, resultado considerado absurdo, induzindo uma reinterpretacao
das propriedades da matéria e das ondas eletromagnéticas e da forma como elas interagem.
Nesta reinterpretacao foi reformulado o conceito de medida o que viria a originar a mecéanica
quantica®. Com a comprovagdo empirica da finitude e invariancia da velocidade da luz em
referenciais inerciais houve um quebra de paradigma com as nogdes de espaco e tempo
absoluto, unificando-os em uma tnica entidade, o espago-tempo [1]. Posteriormente, com
o advento da teoria da relatividade geral, o espaco-tempo veio a ser interpretado como o
campo gravitacional que interage com a matéria nele contido, contrariando a ideia classica
de que o espago e o tempo eram apenas um pano de fundo para os fendmenos fisicos que
ali ocorriam [2-5]. Isso tornou a mecanica cldssica obsoleta no seu conceito de tempo e de
espago assim como no papel desempenhado pela matéria nele contido.

Ambeas as teorias, a relatividade geral e a mecanica quantica, foram estudadas e de-
senvolvidas independentemente. Na década de 1920. surgiu a teoria quéntica de campos,
sendo considerada uma unificacdo da mecanica quantica e da relatividade restrita, esta teoria
descreve o comportamento quantico da matéria tendo em vista a invariancia da velocidade
da luz. Portanto, até o momento a compreensao humana quanto as intera¢des que ocorrem
no Universo estd ramificada em duas areas, a principio incompativeis, uma que unifica as
forcas eletrofraca e forte e uma que explica a intera¢do gravitacional. Essa incompatibilidade
é evidenciada analisando-se as diferengas entre a relatividade geral e a mecanica quantica,
ambas sdo teorias testadas experimentalmente, porém em escalas diferentes, a atuagdo da
primeira é o Universo macroscépico enquanto a segunda atua em sistemas microscépicos.
Essa dicotomia fez com que ambas se tornassem teorias muito bem consagradas em seus

respectivos dominios de atuagdo. Porém, a abstragdo que surge nos estudos tedricos sugere

1A teoria quantica que surgiu na primeira metade do século XX serd referida neste texto como mecanica
quantica ordindria.
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a existéncia de fendmenos em que se deve considerar uma descricdo quéntica das intera-
¢des gravitacionais envolvidas, por exemplo, buracos negros [6,7] e o préprio Universo
primordial [8-13].

Nesse contexto, surge o desafio de conciliar os principios da mecanica quantica com
a natureza geométrica da relatividade geral, elaborando uma teoria que descreva o espago-
tempo, e consequentemente o campo gravitacional, de forma quantica. Ha vérias propostas
a fornecerem essa tdo desejada unificagdo, como a Teoria de Cordas e a Gravitagdo Quantica
de Lagos.

Uma das propostas mais promissora nesse sentido é a Cosmologia Quantica, o seu
pressuposto é que o Universo deve ser estudado de acordo com as leis da Mecanica Quantica,
principalmente em sua fase primordial, onde os efeitos quanticos sdo mais expressivos,
nesse estudo é possivel obter informag¢des importantes sobre a origem do Universo, ou
seja, fazer predi¢Oes sobre a singularidade inicial, a evolugdo pés singularidade e a fase
inflaciondria. Além disso, outros problemas em Cosmologia continuam em aberto. Por
exemplo, o problema do Horizonte: fato de haver uma homogeneidade na medicdo da
radiagdo césmica de fundo que o modelo padrao ndo consegue explicar ou o problema da
planeza: fato do Universo observado atualmente ser plano, com a densidade critica préxima
da unidade, esses sdo problemas devido as condic¢Oes iniciais. A fase inflaciondria foi
sugerida para explicar essas observagdes, mas ainda sem fornecer uma justificativa plausivel
sobre o porqué de ela prépria ocorrer.

Um fato interessante a respeito das teorias que se propdem a quantizar a gravidade
é que algumas delas apontam para a existéncia de um comprimento minimo, isto é, uma
escala minima de comprimento possivel de se observar e consequentemente uma maxima
resolucdo possivel das medidas espaciais. O argumento das teorias de quantizagdo da
gravitacdo em favor da existéncia de um comprimento minimo é de que as altas energias

utilizadas na tentativa de se sondar as pequenas distancias da escala de Planck, lp = \/g,
perturbam significativamente a estrutura do espago-tempo através de efeitos gravitacionais,
sendo assim, existiria um limite maximo de localizabilidade possivel de ser observada.
Este comprimento minimo, que surge em algumas teorias de quantiza¢do da gravi-
dade, tem como consequéncia uma modificagdo da dlgebra da Mecanica Quantica. Essa
modificacao é feita associando-se ao comprimento minimo uma incerteza minima nao nula
Axp, nas medidas de posigdo, de forma que agora ndo é mais possivel ter nenhuma particula
pontualmente localizada. A existéncia da incerteza ndo nula, associada ao comprimento
minimo, por sua vez, exige uma modificacdo na relagdo de incerteza de Heisenberg.
Algumas consequéncias surgem ao se modificar a relagdo de incerteza, uma delas é que
apesar de os autoestados do operador posi¢do poderem ser representados matematicamente,
eles ndo fornecem mais informacao fisica, uma vez que estes forneceriam uma incerteza nula
na posigdo, outra é a modificacdo da relagdo de comutagdo entre os operadores posicdo £
e momento p. E importante notar que na dlgebra modificada sempre que o parametro
do comprimento minimo tender a zero, ou seja, desprezar-se os efeitos de uma incerteza

minima ndo nula, os resultados ordindrios sdo reobtidos, o que era de se esperar, visto que a
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MQO ¢é uma teoria ja consagrada. Sendo assim, pode-se comparar os resultados desta nova
formula¢do com os da mecanica quantica ordindria, basta considerar tal parametro nulo, o
que corresponde a supor a existéncia de um comprimento minimo igual a zero Axy = 0.
Esta ideia seria analogo ao que ocorre na MQO ao se considerar o limite cldssico, ou seja, os
resultados da mecanica cldssica sdo reobtidos.

A natureza desse comprimento ndo nulo se manifestaria justamente em eventos de in-
teragdo gravitacional no nivel quantico, sendo assim, é necessario que tais fendmenos sejam
reavaliados sob um formalismo da mecanica quéntica generalizada, considerando a exis-
téncia do comprimento minimo, e sejam verificadas as implicagdes e consequéncias dessa
generalizagdo sob a teoria. O objetivo principal deste trabalho é determinar as corre¢des a
funcdo de onda do Universo devidas ao uso de um GUP (principio de incerteza generali-
zado) especifico na cosmologia quantica. Desta forma, primeiramente, deve-se determinar a
equacdo de Wheeler-DeWitt modificada. Sera considerada uma corregdo até segunda ordem
no parametro do comprimento minimo f e entdo analisado um modelo cosmolégico quan-
tico de vacuo dindmico em um cendrio de comprimento minimo introduzido pela relacdo
de comutagdo proposta por P. Pedram [14,15]

il

[X,p] = m

(1.1)

Para isso, este trabalho foi organizado da seguinte forma:

e No capitulo 2, 0 comprimento minimo é inserido na teoria quantica. Isto é feito através
de uma breve motivacdo qualitativa para a existéncia do comprimento minimo, em
seguida é abordado como que ele modifica a relagdo de incerteza e de comutagdo da
mecdnica quantica ordindria. Sdo apresentados algumas propostas de GUP’s, respec-
tivamente, as defendidas por Kempf [16], Nouicer [17], Vagenas [18] e Pedram [14].
Discute-se também a modificagdo da dlgebra de Heisenberg e a construgdo do espaco
de quaseposicdo, para se resgatar informagdes da posigdo, diante da impossibilidade
de se obter informagdes fisicas na representagdo da posigao.

e No capitulo 3, sdo apresentadas as ideias principais da cosmologia quantica. Em um
primeiro momento, discute-se a equagdo de Einstein, a qual fornece o comportamento
do espago-tempo em fungdo da distribuicdo da matéria-energia. Depois, chega-se as
equagdes de Friedmann, as quais descrevem a evolugdo de um Universo homogéneo
e isotrépico. Através de um processo de quantiza¢do candnica ordindrio, obtém-se a
equacdo de Wheeler-DeWitt, que tem como solugdo a fungdo de onda do Universo.
Por ultimo, a dependéncia temporal é introduzida através do formalismo de Schutz.

e No capitulo 4 é que de fato se concretiza o objetivo deste trabalho: determinar as
corre¢des na fun¢do de onda do Universo devido ao uso do GUP. Neste capitulo, sdo

utilizados os resultados obtidos com a inser¢do do comprimento minimo na dlgebra
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da mecanica quéntica ordindria, a super-hamiltoniana, advinda do método de Schutz,
é quantizada, obtendo-se assim a fun¢do de onda do Universo em um cendrio de

comprimento minimo.

e No capitulo 5, sdo feitos comentérios e apresentada a conclusdo. Além disso, é proposto
um trabalho futuro em que a discretiza¢do seria uma propriedade ndo s6 do espaco

mas também do tempo.



Capitulo 2

Mecanica Quantica em um Cenario de
Comprimento Minimo

2.1 Introducdao a Mecanica Quantica em um Cenadrio de

Comprimento Minimo

A ideia de que uma incerteza minima na posicao seria um fendmeno intrinseco da
interacdo gravitacional foi proposto inicialmente por Mead [8]. Desde entdo, houvera outras
propostas de teorias de natureza gravitacional que levassem a existéncia de um comprimento
minimo observavel, tais como, teoria de cordas [9-12], gravitacdo quéntica de lagos [13],
espago tempo nao comutativo [19,20] e buracos negros [6,7].

Tais teorias indicam que o principio de incerteza de Heisenberg deve ser generalizado
para incorporar as condi¢des impostas pelo campo gravitacional. Esta generalizacao é feita
modificando-se as relagdes de comutacdo entre os operadores momento e posi¢do [16],
chegando-se assim a um principio de incerteza generalizado GUP (generalized uncertainty
principle).

A mecanica quantica tem seu formalismo construido com base na 4lgebra de Heisen-
berg, ou seja, na ndo comutatividade dos operadores posicdo £ e momento p, [£,p] # 0.
Consequentemente, esta ndo comutatividade impossibilita a determinagao simultanea dos
valores associados a esses operadores, o que é traduzido na relagdo de incerteza de Hei-
senberg. Apesar dessa relacdo limitar a precisio da medida simultdnea da posicdo e do
momento, ela ndo limita o quao precisa pode ser a medida de um destes dois, desde que
para isso, se perca completamente a informagcéao a respeito do outro.

Embora ndo trivial, associa-se que um comprimento minimo deve estar relacionado, do
ponto de vista quantico, a uma incerteza minima ndo nula na posigdo Axg # 0. Desta forma,
um comprimento minimo, motivado por teorias de quantizacdo da gravidade, deve alterar
arelacdo de incerteza de Heisenberg de modo a ndo permitir mais uma incerteza na posigao
arbitrariamente pequena. A generalizagdo do principio de incerteza de Heisenberg tem

como consequéncia a modificagdo da relagdo de comutagdo, o qual fundamenta o formalismo



2. MecANIcA QuANTICA EM UM CENARIO DE COMPRIMENTO MINIMO 6

tedrico da Mecanica Quantica.

A proposta de GUP mais difundida na literatura foi feita por Kempf, Mangano e
Mann [21], onde a ideia do comprimento minimo é introduzida através de uma modificagdo
na relacdo de incerteza, os autores acrescentaram dois termos na inequagdo, de forma que

ndo é mais possivel ter valores arbitrariamente pequenos de Ax

AxAp > 7% (1+BAp)?+0). 2.1)

H4 outras propostas de generalizagdo do principio de incerteza, como a feita por
Dorsch [22] e por Nouicer [17], em que se corrige a relagdo de incerteza com um fator

exponencial, sendo (2.1) um caso de primeira ordem em relagdo a esta proposta,

AxAp > ;22 (), 2.2)

e também a feita por Vagenas [18],

7 o
AxAp > = |1+ ( + 4a2] Ap? + 402 (p)* - 2a /(;ﬂ)l , (2.3)
2 Vr?)

ou a sugerida por Pedram [14], em que a limita¢do no valor da incerteza do comprimento é

proposta na forma de uma razao,

1

h

sendo que ha corre¢des de todas as ordens, assim como (2.2), além de limitar o momento a
um valor méximo.

Neste capitulo sdo apresentadas as principais modificagdes que ocorrem na estrutura
da mecanica quantica ordindria quando se admite a hip6tese da existéncia do comprimento
minimo. O ponto de partida, como discutido acima, é uma relagdo de incerteza generali-
zada, a qual impossibilita a tomada da incerteza da posigdo arbitrariamente pequena, por
consequéncia a modificagdo da relagdo de comutacao.



2. MecANIcA QuANTICA EM UM CENARIO DE COMPRIMENTO MINIMO 7

2.2 Principio da Incerteza Generalizado

A argumentacdo em favor do comprimento minimo, e em consequéncia da generaliza-
¢do do principio da incerteza, pode ser pensado da seguinte forma: o principio da incerteza
diz que para se medir a incerteza associada ao operador posi¢do com precisdo cada vez
menor deve-se ter uma incerteza associada ao operador momento, cada vez maior. Para se
sondar pequenas regides de escala de comprimento sdo necessdrias altas energias, levando
em consideragdo os efeitos relativisticos desses niveis de energia, como deve ser uma teoria
que fornega uma descrigdo quantica de gravitagdo, estas irdo curvar o proprio espaco tempo
significativamente. Portanto, incertezas associadas ao momento linear da particula pro-
duzem flutuagdes quanticas da geometria espago-temporal, consequentemente no campo
gravitacional, o que implica uma imprecisdao na posicdo da particula. Em sintese, ao se
tentar determinar a posi¢do de uma particula com precisdo cada vez maior é produzida uma
perturbagdo no campo gravitacional gerando um desconhecimento também cada vez maior
sobre a posicdo desta particula, causando um efeito contrario ao desejado.

Sendo assim, a relagdo de incerteza de Heisenberg

AxAp > 1, (2.5)

deve ser modificada de forma a ndo permitir mais uma incerteza de Ax arbitrariamente
pequena em detrimento da incerteza de Ap.

[=]

[=]

Figura 2.1. Esbogo grafico da relagdo de incerteza Heisenberg AxAp > % em unidades de 7.

E possivel observar no grafico acima o comportamento assintético, tanto da incerteza
associada ao operador posi¢do £ quanto a incerteza associada ao operador momento p. O
principio da incerteza ordindrio ndo limita a posi¢do exata da particula e nem o seu momento,
ouseja, é possivel se ter uma incerteza arbitrariamente préxima de zero na posigao, (Ax — 0)
desde que para isso, a informacgdo a respeito do momento seja perdida (Ap — ©0). Assim

como ter uma incerteza arbitrariamente préxima de zero no momento, perdendo toda a



2. MecANIcA QuANTICA EM UM CENARIO DE COMPRIMENTO MINIMO 8

informacao a respeito da posi¢do. Portanto, o conhecimento de uma dessas duas grandezas
pode ser tdo preciso quanto se queira, desde que se abdique de conhecer completamente a
outra.

Esse comportamento ndo é condizente com a hipétese da existéncia de um compri-
mento minimo pois, como dito anteriormente, associa-se a este uma incerteza minima na
posicdo, ndo sendo mais possivel se ter um Ax arbitrariamente préximo de zero. Uma
solucdo deste problema foi proposto por Kempf, Mangano e Mann (KMM) [21], onde se

reformulou a relacdo de incerteza, em uma tnica dimensao, da seguinte forma

AxAp > g (1+Bap)? +0). (2.6)

Os parametros 5 e C sdo positivos e independentes de Ap mas C depende do valor
médio de p,ie,C=p (p)*. Nota-se que o primeiro termo do segundo membro corresponde
ao principio da incerteza ordindrio, vdlido em escalas de energias baixas o suficientes para
se desprezar a curvatura do espago-tempo. Os termos restantes estdo associados aos efeitos
das distor¢des do campo gravitacional que surgem ao se tentar medir de forma cada vez

mais precisa a posigdo da particula, ou seja, quando se tem elevados niveis de energia.

n

]
1

Figura 2.2. Esbogo do gréfico da relacdo de incerteza generalizado AxAp > 1 [1 + B(Ap)* + (] em
unidades de 7.

No gréfico acima, da relagdo (2.6), é possivel observar o limite inferior para o valor de
Axp que surge ao se tentar obter uma precisao cada vez maior na posicao da particula.

Comparando a figura 2.1 com a figura 2.2 observa-se que ndo hd mais o comporta-
mento assintético, Ax — 0, da relagdo AxAp > % da mecénica quéntica ordindria. O termo
B(Ap)? da relagdo (2.6) é o responséavel pela vértice que se observa na figura 2.2. Diferente
do caso ordindrio, em que se podia ter a incerteza Ax tendendo a zero com a incerteza em
Ap divergindo (Ap — ©0), neste caso, 0 membro direito da desigualdade depende quadra-
ticamente de Ap, sendo que ao se ter uma incerteza em x diminuindo e a incerteza em p

crescendo quadraticamente em certo momento o membro direito da equagao (2.6) se torna
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maior do que o esquerdo, neste momento as incertezas do momento e da posigdo deixam de
satisfazerem esta inequagdo. A relagdo de incerteza proposta restringe os valores de Ax e Ap
as regides acima da curva do grafico, promovendo um limite inferior na incerteza associada
ao operador £. Portanto, a generalizacdo impde um valor minimo possivel para a incerteza
Ax do operador posi¢do. Associa-se a este valor minimo da incerteza um comprimento Axy,
nao sendo possivel medir nada menor do que ele. Este valor de Axq é o comprimento minimo.

A relagdo (2.5) possui uma simetria quanto as incertezas Ax e Ap. Desta forma, a
incerteza de um desses operadores pode ser arbitrariamente pequena desde de que a incer-
teza no outro seja indefinidamente grande, isto é valido para ambos os operadores. Sendo
assim, seria plausivel supor que, assim como no caso ordindrio, o GUP deveria apresentar
uma simetria entre os operadores posicao e momento, ou seja, da mesma forma que ha uma
limitagdo no valor minimo possivel da incerteza do operador posi¢do, deveria haver um
valor minimo associado ao operador momento. A forma completa da relagdo de incerteza

generalizada teria a seguinte forma

AxAp > g |1+ a(ax)® + pap)?]. 2.7)

O parametro a, assim como B, é positivo e independe de Ax e Ap. A relagdo acima
conduz tanto a uma incerteza minima na posi¢do Axp quanto a uma incerteza minima no
momento Apy.

A incerteza minima no momento impossibilitaria a constru¢do de uma representagao
fisica formada pelos autoestados do operador p, assim como Axy impossibilita uma represen-
tagdo da posicdo. Além disso, ndo hé teorias que indiquem a hipétese um momento minimo
como hd para a hipdtese da existéncia de um comprimento minimo, e nem tdo pouco, ele
surgi em teorias de quantizagdo da gravidade, como é o caso para o comprimento minimo.
Desta forma, a modificagdo da dlgebra de Heisenberg que serd abordada leva em considera-
¢do a existéncia de um comprimento minimo, ou seja, serd utilizado o GUP da equagéo (2.6),
além das propostas defendidas por outros autores.

E um fato da mecanica quantica que a ndo comutatividade dos operadores posigdo
% e momento p implica a impossibilidade de se medir, de formar arbitrariamente precisa e
simultaneamente, ambos os operadores, pois ao se medir um desses observéveis a fungao
de onda colapsa em um dos autoestados associado ao operador que se mediu, perdendo
automaticamente a informacdo a respeito do outro. Esta impossibilidade é traduzida na
relacdo de incerteza AxAp > % Portanto, ao se modificar a relagdo de incerteza para que
esta seja consistente com a existéncia do comprimento minimo, deve-se modificar também

a relagdo de comutacdo para que ela forneca esta nova relagdo de incerteza generalizada.



2. MecANIcA QuANTICA EM UM CENARIO DE COMPRIMENTO MINIMO 10

2.3 Relac¢ao de Comutacao Generalizada

Na Mecanica Quantica Ordindria a relagdo entre o principio de incerteza e o comutador

dos operadores £ e p é expresso matematicamente por

(2.8)

Com base na desigualdade acima é possivel verificar que para que se tenha a relagado
de incerteza generalizada expressa na equacdo (2.6), a relacdo de comutacdo deve ser da
forma [21]

[#,p] = i (1 + Bp?). (2.9)

Fazendo o comutador agir em estados de uma base comum a dois observaveis, A
e B por exemplo, eles fornecerdo autovalores, pois a base é representada por autovetores
simultaneos, os autovalores sdo associativos e a diferenca deles sera nula. A mesma analise
nao é valida para dois observaveis incompativeis, pois se a base é exclusiva de uma operador
a atuagdo do outro sobre os autoestados do primeiro ndo fornecerd um autovalor. Sendo

assim, dois observaveis que comutam ou sdo compativeis, fornecem

(a,bl[A, B]la, by = (ab — ba){a, bla,b) = 0, (2.10)

portanto eles possuem autovetores em comum, ou seja,

Ala, by = ala,b) e Bla,b) = bla, b). (2.11)

Isto é, |a, b) é autovetor simultaneo do observavel A e do observavel B. Se dois obser-
véveis possuem autovetores em comum e esses autovetores formam uma base, logo, essa
base é uma base comum aos dois observaveis.

Em termos conceituais, a incompatibilidade dos operadores £ e p pode ser visto da
seguinte forma. Considere o operador posi¢do £ e o operador momento p atuando em um
estado. Como tais operadores ndo comutam, eles ndo possuem autoestados simultaneos.
Suponha que seja medido o valor do operador %, o valor obtido serd um dos autovalores de
%, tal que se sabera com absoluta certeza o valor x da medida, o processo de medida faz com
que a fungdo de onda colapse em um dos autoestados associados a £. E se simultaneamente
tentar-se medir o valor do operador $? Como ao medir x a fun¢do de onda colapsou em
um dos autoestados associado a £, e esse autoestado ndo é uma autoestado simultdneo a 7,
isso implica que p deixou de ter seu valor bem definido. Porém, se logo apds a medida de

% medir-se p, essa nova medida fard com que a fun¢do de onda colapse novamente, s6 que
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desta vez em um dos autoestados associados a p, tendo um valor bem definido parap e toda a
informacao a respeito de £ sendo perdida no exato momento da medida, como anteriormente
para p. Conclui-se portanto que é impossivel saber simultaneamente os valores das medidas
associadas aos operadores £ e p. A perda da informacdo da medida de um operador em
detrimento do outro s6 ocorre devido a ndo comutatividade de £ e p, pois como discutido
acima, dois operadores ndo compativeis ndo possuem uma base comum de autovetores,
ou seja, a fungdo de onda ndo pode fornecer informagdo simultaneamente sobre os dois
operadores.

Essa discussao conceitual é vélida tanto para o caso ordinario quanto para o caso com
comprimento minimo. A diferenca é que para o caso com comprimento minimo a relacdo de
comutagdo modificada apresenta o termo %, que ndo estd presente para o caso ordinario.
Sendo assim, as representagdes dos operadores £ e p também devem ser modificadas de
forma a serem condizentes com (2.9). Na proxima secdo, serd discutido como a inser¢do
do comprimento minimo modificada a Algebra de Heisenberg e também como se da a
representacdo dos operadores £ e p. Antes disso deve ficar claro que se busca vetores de
estado que representem estados fisicos, ou seja, que sejam normalizdveis e tenham valores
médios bem definidos da posi¢do e do momento, assim como as incertezas associadas a essas

grandezas estejam bem definidas.

2.4 Espaco de Hilbert

2.4.1 Espaco de Hilbert na MQO

Na mecanica quantica ordindria, as grandezas fisicas sdo descritas por operadores
atuando em um espaco vetorial complexo, o espaco de Hilbert [23-25]. O espago de Hilbert
é um espago munido de um produto interno tal que, a norma dos vetores pertencentes a esse
espago € finita. Sendo assim, este espago é composto por fungdes de quadrado integravel:

Mﬁi[fwmme. 2.12)

As fungdes que compdem o espago de Hilbert se comportam como vetores (na verdade
sdo ditos vetores de estado) pois, sdo fechados em relagdo a soma e em relacdo a multiplicagdo
por um escalar, sendo tais operagdes associativas e comutativas, havendo uma equivaléncia
entre o vetor nulo |0) e a fungdonula f(x) = 0[26]. Os vetores que formam a base desse espaco
sao ortogonais, {fiul|fu) = 0mun, € formam um conjunto completo. Isso significa que qualquer

vetor de estado pode ser escrito como uma combinacéo linear dos demais autovetores,

(o]

£ =) el (213)

n=0
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Os operadores atuam nos vetores pertencentes ao espago de Hilbert H, transformando-
os em outras fun¢des de onda, também pertencente ao espago de Hilbert. Quanticamente,
esses operadores sdo restritos a classe dos observaveis, que sdo auto-adjuntos. Os operadores
auto-adjuntos sdo operadores tais que o seu adjunto resulta nele mesmo, H' = H. Os
autovalores de um operador hermitiano sdo nimeros reais, como seria de se esperar, pois
como representam observaveis devem fornecer resultados fisicos.

No contexto da mecéanica quantica ordindria, as grandezas x e p sdo representadas por
operadores atuando em fung¢des de onda de quadrado integravel da posicao (x) = (x|¢)
ou do momento Y (p) = (p|’) onde |(x|1,b)|2dx e |(p|17b>|2dp representam a probabilidade de se
encontrar uma particula no estado [i) entre x e x + dx ou entre p e p + dp, respectivamente.
Os kets [x) e |p) representam autoestados dos operadores posi¢do e momento, tais que

x|x), (2.14)
plp). (2.15)

Xlx)

plp)

Ao fazer o operador posicdo £ agir no seu autoestado [x) ele fornece a exata posigdo x
da particula de forma que sua incerteza seja nula (Ax = 0), analogamente para o operador p.

No entanto, ocorre que |x) ndo pertence ao espago de hilbert, pois ndo é normalizavel.
Pois, por um lado, (x|x’) = 0 se x # x/, ja que (x|x") é a amplitude de probabilidade de uma
particula localizada exatamente em x ser encontrada em x # x’, enquanto por outro lado,
devido a essa mesma interpretacdo, tem-se f_ J;:o [(x|xYPdx = 1. Logo, (xlx) ¢ R, ou seja, a
norma de |x) ndo estd bem definida.!

Para solucionar esse problema, observa-se que os autovetores dos operadores £ e p
podem ser aproximados por sequéncias de estados fisicos com incertezas da posigdo e do
momento extremamente préximas de zero (isto s6 pode ser feito no contexto ordindrio
pois pode-se tomar Ax arbitrariamente pequeno, diferente do contexto com comprimento
minimo). Para o operador £ os autovetores |x) podem ser considerados uma sequéncia de
estados |£2) para os quais o valor esperado do operador £ é x de forma que sua incerteza
Ax — 0. Portanto, pode-se definir a fun¢do de onda no espago da posi¢do de uma particula

como

P = lim O<£ﬁ"|¢>, (2.16)

sendo que, primeiro se projeta a fungao de onda |)) sobre os autoestados, e depois toma-se
o limite. Dessa forma, o problema é contornado definindo-se uma sequéncia de estados
aproximadamente localizados em x e fazendo o limite em que essa aproximacao é cada vez

mais precisa. Como (E4¥[i)) representa a amplitude de probabilidade do sistema descrito

1Sendo H um espaco de Hilbert, o produto interno entre os seus vetores deve estar bem definido, o que ndo
é 0 caso pois, [{(x|x")]* = 6(x — x’) para que o integrando seja normalizével.
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pela funcao de onda [i)) estar localizado em torno do ponto x, com uma incerteza Ax, ao se
tomar o valor de Ax — 0, I(éﬁx |¢)|2 passa entdo a representar a probabilidade de se achar a
particula em um intervalo dx. Portanto, <£§x|¢> é equivalente a fun¢do de onda que descreve
o comportamento da particula.

Para Ax — 0 tem-se (££¥|€5Y) ~ 0, com x # X/, 0 que implica que eles sdo ortogonais

f AxIENY (D) ~ 1, 2.17)

que os tornam normalizdveis. Sendo assim, os autoestados |£§x> sdo ortonormais e conse-
quentemente formam uma base. A relagdo de completeza acima, para os estados aproxima-

dos, pode ser usada para definir o produto interno de fung¢des no espaco de Hilbert

Jim [ledeiont = [ owpw = o, .18)

que é o mesmo resultado que seria obtido se ndo houvesse o problema da ndo normalizagado
dos estados |x). Portanto, para fins de simplicidade serd adotada a seguinte notagao

Jim (1) = (xlp), (2.19)

ou seja, embora saiba-se que os estados |x) ndo sdo normalizdveis, toma-se a aproximagao
discutida acima, de forma que as propriedades que os estados aproximados |££¥) possuem
sdo equivalente aquelas que os estados |x) teriam se fossem normalizdveis. Toda a discussdo
feita acima, para a aproximacdo dos autoestados ndo normalizaveis do operador £, também
é vélida para o operador p.

Levando-se em conta a base formada pelos autoestados dos operadores posigdo e
momento, pode-se escrever os operadores atuando em fun¢des de onda em ambas as repre-
sentagdes, a do espago das posi¢des e dos momentos. No caso da representagdo do espago
das posicoes se escreve

(x|®[Y) == 2.P(x) = xP(x) (2.20)

para o operador posicdo e

Wiy = Py = iy @21

para o operador momento. Quanto a representagdo no espaco dos momentos



2. MecANIcA QuANTICA EM UM CENARIO DE COMPRIMENTO MINIMO 14

(PIEIY) = 2.9(p) = ih()%w(p) (2.22)

para o operador posigao e

pIplY) == p.v(p) = pyY(p) (2.23)

para o operador momento.

As equagdes (2.20) e (2.21) sdo consistentes com a relacdo de comuta¢do ordindria,
assim como (2.22) e (2.23). Em um cendrio que envolva a existéncia de um comprimento
minimo, a representacdo no espago das posi¢des se torna invidvel por ndo se poder tomar a

sequéncia de aproximagOes descrita anteriormente.

2.4.2 Espaco de Hilbert em um cendrio de comprimento minimo

Em um contexto ordindrio, foi discutido que no Espaco de Hilbert os operadores % e
p atuam em fungdes de onda de quadrado integravel no espago das posi¢des Y(x) = (x|¢) e
do momento (p) = {pli), onde |x) e |p) sdo autoestados do operador posigdo e momento,
respectivamente. Foi visto que o estado |x) representa uma particula exatamente localizada
no ponto x e consequentemente com incerteza nula. Analogamente, para os estados |p).
Tais estados ndo sdo estados fisicos, pois ndo sdo normalizaveis, ndo pertencendo assim
ao espaco de Hilbert. Para contornar este problema foi feito uma série de aproximagdes de
autoestados que possuem incertezas arbitrariamente proximas de zero. Essa abordagem nao
é valida em um cenario de comprimento minimo! Pelo menos para o operador posicdo. Em
um cendrio de comprimento minimo para um vetor de estado [), descrevendo um sistema

fisico, deve-se ter

Axiy) = \/ WIE = PIEIP))Rp) = Axo, (2.24)

o que impossibilita a tomada do limite com estados de posi¢do arbitrariamente decrescente.

Logo, ndo é mais possivel uma representacdo da posicdo, j& que ndo pode haver
autoestados fisicos do operador posigdo, pois isto implicaria uma incerteza nula. Como ndo
existem mais autoestados fisicos [x) do operador posi¢do £, ndo serd possivel se obter uma
fungdo de onda 1(x) = (x|i), a qual descreve a amplitude de probabilidade de uma particula
descrita pelo estado [) estar exatamente localizada no ponto x, pois a propria nogdo de
uma particula pontualmente localizada ndo é mais vélida. Mais adiante, serd visto como se
recuperar a informacao a respeito da posi¢do de uma particula, como se deve ter em uma
teoria quantica satisfatoria.

Como ndo estd sendo considerada a incerteza minima no momento esse problema da
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representacdo ndo ocorre para o espaco dos momentos, ou seja, os autoestados do opera-
dor momento ndo apresentam qualquer problema ao fornecerem uma incerteza nula ao se
trabalhar nesta representa¢do. Portanto, diante da impossibilidade de se trabalhar na repre-
sentacdo da posi¢do, em um cendrio de comprimento minimo, a alternativa mais vidvel é a

construgdo do espago de Hilbert utilizando a representagdo dos momentos.

2.5 Algebra Modificada

A atuagdo dos operadores posicdo e momento em fungdes de onda tém que ser con-
sistentes com a relacdo de comutacdo, independente da representagdo. Portanto, ao se
modificar a maneira como estes operadores comutam, deve-se também modificar a atuagao
deles nas fung¢des de onda para torna-los consistentes com a nova relacdo de comutagéo.
No inicio do capitulo, foram apresentadas algumas propostas de GUP’s, sugeridas por di-
ferentes autores. Cada uma dessas propostas tem uma construgdo prépria do espago de
Hilbert e consequentemente da representacdo dos operadores. Serdo apresentados agora as
representacdes relacionadas com os GUP’s discutidos no inicio deste capitulo, comecando
pelo mais comum na literatura, e posteriormente serd aprofundado a algebra da proposta

que serd utilizada neste trabalho.

2,51 Propostav de Kempf, Mangano e Mann (KMM)

Como dito anteriormente, dentre as vérias propostas diferentes de GUP’s, provavel-
mente a mais difundida seja a apresentada por Achim Kempf, Gianpiero Mangano e Robert
B. Mann em 1994, que basicamente é a equacao (2.6) [20,27-29]. Por ser a mais comum na
literatura ela foi utilizada nas discussdes conceituais iniciais. Sendo assim, a representacdo
dos operadores p e £ no espaco dos momentos, em um cendrio de comprimento minimo,

para que resultem na relacdo de comutagédo (2.9), devem ser da forma

pliply) = py(p), (2.25)

para o operador momento, como era de se esperar. Porém, para o operador posicdo

PIRlY) = in(1 + Bp*)IpP(p). (2.26)

sendo fécil verificar que as representagdes (2.25) e (2.26) satisfazem na relagdo de comutagdo
(2.9).
O produto escalar generalizado deve ser dado agora pela seguinte relagdo

teo g
W= [ e @27)
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pois, os operadores % e p, assim como na mecanica quantica ordindria, devem ser simétricos

quando aplicados sucessivamente em dois estados |i)) e |p) quaisquer, ou seja,

(Wp)le) = YI@lp)) (2.28)

((PIR)Ip) = (YIRlp)). (2.29)

Para se verificar as simetrias acima, basta aplicar as relagdes (2.25) e (2.26) na redefini¢do

de produto escalar. O caso para o operador p é trivial, para o operador £ tem-se

o g
I 1 +I;p2 P (p)in(1 + pp*)app(p) = (2.30)
—+00 d .
j: ﬁ |in(L + BP0, ()| @ (p), (2.31)

no lado primeiro membro da equagéo foi realizado uma integragdo por partes; também foi
considerado que a fun¢do de onda se anula no infinito.
Uma vez que os autoestados |p) formam uma base do espago, a relacdo de completeza

toma a forma

= [ 2.32

Consequentemente, o produto interno de dois autoestados do operador momento fica

Plp’y = L+ ppHop - p)). (2.33)

Para se obter o valor minimo da incerteza, e portanto o comprimento minimo, basta

considerar o caso limite da equagdo (2.6), ou seja, a igualdade. Isolando Ap da igualdade

A Ax\?
Ap = h—; + \/(h—;) —B(1+BPR). (2.34)

Ao se observar o comportamento da figura (2.2) pode-se ver que o valor de Axg (vértice

da figura) ocorre quando o argumento da raiz é zero, consequentemente



2. MecANIcA QuANTICA EM UM CENARIO DE COMPRIMENTO MINIMO 17

A 2
(h—;) = B(1+p(PY2) = Axo((p)) = TiyJB |1 + B(P2. (2.35)

De forma que o minimo absoluto para Axo({f)) ocorre para (p) = 0. Esta dlgebra

conduz a um comprimento minimo observéavel de

(Ax)KMM = 13 \JB. (2.36)

min

2.5.2 Proposta do Nouicer

Ja em 2007, Khireddine Nouicer pesquisando a termodindmica dos buracos negros

propds um GUP na forma de exponencial [17]

h
Axdp = 5 (exp (B9))) . (2.37)

O GUP proposto por Nouicer é uma generalizagdo para todas as ordens do parametro
do comprimento minimo em relagdo a proposta do Kempf, pois ao se expandir (2.37), obtém-
se (2.6), considerando somente termos em primeira ordem de . Da mesma forma que feito
para a proposta KMM, sera discutido, brevemente, como se da a constru¢do do espago de
Hilbert para este GUP. Como dito anteriormente, a relacdo entre o principio de incerteza e o
comutador é dado, ordinariamente, por (2.8) a relagdo de comutagdo modificada consistente
com (2.37) é dado por [30-32]

h
[£,7] = i5 exp (Bp°). (2:38)

A representagdo dos operadores que fornecem a relagdo de comutacado acima é

piply) = pi(p), (2.39)

para o operador momento e

(pIRIp) = ifexp (Bp*)d, Y (p) (2.40)

para o operador posi¢do. Consequentemente, a simetria dos operadores é assegurada pelo
produto escalar
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W) = f dp exp BRI (P(p). (2.41)

(o]

Ja quanto a relacdo de completeza:

I= f exp (BP?)Ip)pl- (2.42)

[o¢]

A partir da equagdo (2.37) e usando-se a técnica da fungdo W de Lambert [33], chega-se
ao seguinte valor de comprimento minimo para o GUP proposto por Nouicer

(Aot = 5\ | (2.43)

2.5.3 Proposta do Vagenas

Elias C. Vagenas, Ahmed Farag Ali e Saurya Das propuseram em 2009 outro GUP [18],
em que estd presente uma incerteza maxima no momento. A relagdo de comutagao proposta
por Vagenas, valida para mais de uma dimenséo, assegura [x;, x;] = [p;, p;] = 0(viaidentidade

de Jacobi) tem a seguinte forma [34,35]

A A

|%i,P;] = in [51-]- ~a (ﬁéij + ’%) + a2 (R0 + 3,;,1.,51.)] , (2.44)

onde ﬁz = Z?:l pipj, a = ag/Myc = aolp;/fi é o parametro do comprimento minimo, sendo
Ip; = 107**m o comprimento de Planck, Mp; a massa de Planck e Mp,c? ~ 10°°GeV a energia
de Planck. Esta relagdo de comutagdo, em uma tinica dimensdo e considerando somente
termos até segunda ordem do paradmetro do comprimento minimo «a, fornece o seguinte
GUP

AxAp > =

j o
S+ ( N + 4a2) Ap? + 402 (p)* - 2a \/@l : (2.45)

A relacdo de incerteza (2.44) implica ndo somente uma incerteza minima na posicdo,

como também uma incerteza maxima no momento, [18]

(Ax) V58 o ol = Hiar (2.46)

min




2. MecANIcA QuANTICA EM UM CENARIO DE COMPRIMENTO MINIMO 19

M
(AP) agems ~ ZPIC (2.47)
ao
A relagdo de comutagdo (2.44) é aproximadamente satisfeita pela seguinte representa-

¢oes do operadores

Py = poi (1 - apo + 2a2p3) Y(x) (2.48)

xXily = xoip(x), (2.49)

onde py; e xo; satisfazem a relagdo de comutagao ordinaria, [Po;, £o;] = i7id;;. Sendo assim, py;
pode ser interpretado como o momento em baixas energias, com sua representacdo padrao
ordindria no espago das posicdes po; = —ifid/dx. Portanto, P; é o momento para altas energia
(em que a natureza do comprimento minimo se manifesta). O pardmetro adimensional
ap é tomado como da ordem da unidade. Neste caso, os termos com dependéncia de «
somente se tornam considerdveis quando o momento é compardvel a energia de Planck e os

comprimentos compardveis ao comprimento de Planck.

2.5.4 Proposta de Pedram

As propostas acima apresentam alguns problemas:

e Asequagdes (2.6) e (2.45) sdo perturbativas, isto é, somente sdo validas para pequenos

valores do parametro do comprimento minimo.

e Elasndo implicam um valor méximo de momento observado. Apesar de a proposta de
Vagenas ter como consequéncia uma valor maximo na incerteza do momento, equagdo
(2.47), este difere da ideia de momento maximo proposta em teorias DSR (Doubly
Special Relativity), pois a equagdo (2.44) impde um limite superior na incerteza do

momento medido, mas nao no valor do momento observado.

O GUP que seré utilizada nesse trabalho é o proposto por Pouria Pedram em 2012

[14,15], apresentado inicialmente na equagdo (2.4), tem a seguinte relagdo de comutagéo

oo in
[%.P[=— it (2.50)
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que implica ndo somente uma incerteza minima na posi¢do, mas também um momento
maximo observével: devido ao ponto de singularidade p> = 1/B, o0 momento nao pode

exceder 1/ \/E, sendo consistente com teorias DSR.

2.5.4.1 Representacdo dos Operadores

As representagdes dos operadores posicdo e momento que satisfazem a relagdo de

comutacdo (2.50) sdao

Py(p) = p(p), 2.51)
e
N ifi
X(p) = Waﬂb(mr (2.52)

Considerando que o operador de posi¢do deva ser simétrico o produto escalar modi-
ficado, assim como, a relagdo de ortogonalidade modificada podem ser escritos, respectiva-

mente, como

wior= [ ap1 - g o), 2.53)
-
6 _ ’
{plp") = 1(p_ ﬁZ 2). (2.54)

Uma vez que a relagdo entre as incertezas e o comutador é dado por

11re A
Ax)P) = S |([%.P])], (2.55)
a relacdo de incerteza consistente com (2.50) é
fi/2
(AX)(AP) > <m> . (2.56)

Usando a propriedade (P*") > (P?)", pode-se reescrever a inequagao acima como

h/2
1- BI(APY + (P)Y]

(AX)(AP) > (2.57)
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Para se determinar a incerteza minima do comprimento relacionada com esta dlgebra

modificada, consideram-se estados fisicos que tenham o valor esperado do momento nulo

(P) =

n/2

(2.58)
A equagdo acima é uma equagdo quadratica em AP, sendo que o valor minimo de AX
é dado pelo seu vértice AP = 1/ 4/3p. Portanto, o valor minimo da incerteza na posicdo é

dada por

(AX) Pedmm — 3\/—71\/_ (2.59)

min

Pedram >
min

Comparando as equagdes (2.36), (2.43) e (2.59) pode-se observar que (AX)

(Ax)Noulcer > (AX)KMM.
min min

2.5.4.2 Anilise do Operador Posic¢ao

Diante da equacdo (2.52), o problema do operador posi¢do, ou seja, a determinagéo

dos autovalores e autovetores do operador posi¢do no espago dos momentos, é dado por

1— 5 ———0pYap) = AYa(p), (2.60)

cuja solugdo para as autofungdes é

Pa(p) = cexp [_?” (1 Ly )] 261)

que representam os autoestados do operador posicdo. Como as autofun¢des devem ser

normalizadas, deve-se ter

s

1= cc*f dp(l ﬁp )= 7% (2.62)
- W

Portanto, as autofun¢des normalizadas sdo

3B _
Yalp) = — eXp[ ZHAP (1—§p2)]. (2.63)
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Calculando o produtor escalar dos autoestados, obtém-se

Walgar) = \/_f W dp(1 — pp*) exp [% (1 - gpz)] (2.64)

(2.65)

B (21-2)
"= Tan B

mostrando que, diferentemente da mecanica quéntica ordindria, os autoestados do operador
posi¢do ndo sdo mais ortogonais, sendo que agora o produto interno possui um formato

oscilatorio.

2.5.4.3 Estados de Maxima Localizagdo

Na segdo 2.4.1 foi discutido que para se obter a representagdo ordindria da posicao
os autoestados sdo aproximados por uma sequéncia de estados com incertezas cada vez
menores, tornando-as arbitrariamente préximas de zero. Em um cenario com comprimento
minimo esta aproximagdo ndo é mais possivel, logo, os autoestados do operador posigdo ndo
sdo mais estados fisicos, pois fornecem incerteza nula. Sendo assim, os autoestados |x) ndo
formam mais uma base do espago de Hilbert e consequentemente, o operador £ deixa de ser
um observédvel. Porém, matematicamente, pode-se escrever os operadores na representacao

da posi¢do como

(XY = £.(x) (2.66)
e
2
(x|Ply)y = [p + ip + i P+ 5 ) (), (2.67)

onde £ e p sdo os operadores ordindrios de posi¢do e momento que satisfazem as relagdes de
comutagdo candnica [£, p] = ii. Embora (2.50) ndo seja uma representacdo exata da algebra,
ela preserva a forma ordindria do operador posigdo (2.66). Entdo, nesta representagdo da

"posicdo"tem-se que

(IRl = x9(x) (2.68)
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3 2 5
(x|Plyy = (—ihi i B0 B 0

ox 3 o 3 o + ) P(x) (2.69)

onde |x) sdo autoestados do operador posicao.

Essa representagdo de posigdo é apenas formal, visto que os autoestados do operador
posicdo £ e momento p ndo sdo estados fisicos e, portanto, ndo pertencem ao espago de
Hilbert. Isso porque a incerteza do operador posicao calculado em qualquer um dos seus
autoestados é nulo, o que fisicamente é impossivel, pois Ax > Axg = %gh /B, para qualquer
estado fisicamente aceitdvel.

Para se recuperar as informagdes a respeito da posi¢do, em um cendrio de comprimento
minimo, é necessdrio introduzir uma nova representagdo. Essa representagdo é baseada
no conceito de estados de méxima localizacdo. Os estados de méaxima localiza¢do |¢§AL),
sdo definidos de forma que a incerteza na posi¢do destes estados AXWJ};ALV seja 0 proprio

comprimento minimo

AXW}}:/IL> = (AX)ml‘n = Axo (2.70)

WYHRIY) = € 2.71)

ou seja, um estado de méxima localizagdo representa uma particula localizada em torno de
um ponto & com incerteza minima possivel, o préprio comprimento minimo. Desta forma, a
localizagao dela é a maxima possivel, justificando assim o nome destes estados. A condicao

de positividade da norma implica que estes estados devem satisfazer

(X, PD)

2(AP)? (P~ (P)|ly) =0. (2.72)

(x_<>z>+

Para se obter a fun¢do de onda é necessario expressar ([X, P]) em termos de AP e (P). De
qualquer forma, uma vez que ([X, P]) também dependede (P*), (P°), etc., e essas quantidades
ndo podem ser calculadas antes de especificar |{’), para uma primeira ordem do GUP pode-
se aproximar a relacdo (X, P])y ~ ih(1 + ﬁ(AP)2 + ﬁ(P)Z), que, como dito anteriormente, é o
caso de (2.1) quando se considera (2.4) apenas na primeira ordem. Usando este fato e as
representagoes (2.51) e (2.52), a equagdo (2.72) no espago dos momentos assume a forma

in 9 1+ B(AP)? + B(P)*
i A TN .

(- <P>)) Y(p) =0, (2.73)
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cuja solugdo é

P(p) = N X

3

i 1+ B(AP)* + B(P)> B 3\ 1+B(APY + B(PY B
exp[(—%(XH TN <P>)(p— p3) HAD? (p2—§p4)]- (2.74)

Para se obter o estado de maxima localizagdo é preciso tomar o valor da incerteza do
momento AP = 1/ 4/3B, que é o valor que minimiza (2.58), e também tomar o valor esperado

do P como nulo, (P) = 0, resultando no estado de méxima localizacio

P (p) = N exp [—%E (p - g;ﬁ) - (pz - gﬁ)} 2.75)

A principal caracteristica dos estados de maxima localizagdo |¢2/H“> é que eles sdo os
que mais se aproximam, em um cendrio de comprimento minimo, dos autoestados |x) da

mecanica quantica ordindria. O fator de normalizacdo é dado por

+-1 2
1= NN f v dp(1 - Bp*) exp 2Bp* - B*p*) = 1, 01232 (2.76)

. VB

Os estados de méxima localizagdo |¢2/H“> satisfazem a equagdo do valor esperado do
operador posi¢do, equagdo (2.71), como seria de se esperar. Porém, a equacdo da incerteza
minima, equagdo (2.70), ndo é exatamente satisfeita, devido a aproximacado que foi feita para
se chegar a (2.75). De qualquer forma, a diferenca do valor da incerteza é menor do que dez

porcento:

AXjypity = 1,0998(AX)in- (2.77)

A representagdo no espago de quase posigdo é obtida por projetando-se os vetores de

estado sobre os estados de maxima localizagéo,

WYY = Pgp(£). (2.78)

A agdo dos operadores posi¢cdo e momento no espago de quaseposigdo sao dados por:

WM R1y) = [5 +ib/Btg (—ib \/B%)] V(&) (2.79)
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2
WPy = (Wt (p + gzﬂ + ﬁ—ﬁS +. )|w>, (2.80)
com

Wtiply) = - %2( ) (2.81)

e
b:= ?’f?"l- (2.82)

Entdo, até O(?) tem-se
3

WY IXIy) = (cf +ﬁbZi —ﬁzl; ;53)%,7(5) (2.83)

e

o ” 9 2 95

WPy = (—z %t h3§ 55~ 5@ %5)%(5) (2.84)

Pode-se mostrar que a fun¢do de onda no espago de quase posicdo é uma superposigao
das funcdes de onda no espago de "posigdo", dada por:

Pgp(&) = E+byB)+y(s-byp)]. (2.85)

Lo

Quanto a generalizagdo da transformada de Fourier, que leva a fun¢do de onda na
representacdo dos momentos em sua equivalente na representagdo da méaxima localizagdo,
é dada por [14]

Ygp(&) = N f {dp(l ﬁp)eXP[h (P iv) ﬁ(P2—§P4)]lP(P)~ (2.86)

Isto mostra que, assim como na mecdnica quantica ordindria, um autoestado do mo-
mento na representagdo da maxima localizagdo 15(F) = 6(p — P) e com energia E = p*/2m,
seria equivalente a representagdo da posi¢do no contexto ordindrio, continua sendo uma onda

plana. Porém, o comprimento de onda agora fornece uma relacdo de dispersao modificada
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27th _ /\ord(E)
V2mE (1 - 2pmE) 1= 3pmE’

AME) = (2.87)

onde A, = 27thi/ \2mE é o comprimento de onda ordindrio. Para valores de mE — 0, (2.87)
se aproxima da relagdo de dispersdo ordindria. Para valores de mE — 3/2f, (2.87) diverge,
implicando assim um valor méximo de energia permitido para os autoestados do momento
Epax = 3/2mpB. O caso de limite inferior para (2.87), ou seja, 0 menor comprimento de onda
admitido, serd Ay = 37th \/E, que é ndo nulo.

A transformacdo (2.86) mapeia uma fun¢do de onda no espaco dos momentos ¢ (p)
em sua fungdo de onda equivalente no espago de maxima localizagdo yzy(¢). Ela é uma
generalizagdo da transformada de Fourier da mecénica quantica ordindria, sendo assim, ela
admite uma inversa. A transformacdo da fun¢do de onda de maxima localiza¢do para o

espaco dos momentos é dada por

1 +00 .
o= [ acenls(2-50') - ge(o - 5wt 2:9)

—00

Por fim, o produto escalar em termos da fun¢do de onda da méxima localizacdo é dado

por

(Olp) = f V(1 - B ()

Vi
— N—12 +¢ e e ’ 2
—(ﬁ) IL LO LO dpdsde’ (1 - pp?)
VB

X exp [zﬁ( ’- gp”‘) - %(é —¢&) (p - gPS)]¢*(p)¢(5). (2.89)
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2.6 Comprimento Minimo: Considera¢des Finais

Um fato interessante a respeito de algumas teorias que se propdem a quantizar a gra-
vidade é que elas apontam para a possibilidade de existéncia de um comprimento minimo,
isto é, uma escala minima de comprimento possivel de se observar e consequentemente uma
maxima resolugdo possivel das medidas espaciais. O argumento das teorias de quantizagao
da gravitagdo em favor da existéncia de um comprimento minimo é de que as altas energias

utilizadas na tentativa de se sondar as pequenas regides proximas a escala do comprimento

de Planck, [, = %, perturbam significativamente a estrutura do espaco-tempo através de
efeitos gravitacionais. Sendo assim, existiria um limite maximo de localizabilidade possivel
de ser observado. Sob o ponto de vista da QED (eletrodindmica quéntica), ao se emitir fétons
em dire¢do a um objeto para medir sua posi¢do com uma resolugdo cada vez maior, deve-se
ter f6tons com comprimentos de onda cada vez menores. Porém, abaixo de um certo com-
primento de onda o féton passa a ter energia suficiente para criar um par elétron-pdsitron,
ao invés de ser espalhado e fornecer alguma informagéao sobre o objeto a ser observado [36].
Portanto, ao se tentar medir com um f6ton um comprimento indefinidamente pequeno, tem-
se como resultado nao fazer medicdo alguma. Em sintese, ao se tentar determinar a posicao
de uma particula com precisdo cada vez maior é produzida uma perturbacdo cada vez maior
no campo gravitacional gerando um desconhecimento, também cada vez maior, sobre a
posicdo desta particula, resultando em um efeito contrario ao desejado. Esse comprimento
minimo, aparentemente inerente a teorias de gravitacdo quantica, tem como consequéncia
uma modificagdo da dlgebra da mecanica quantica.

A modifica¢do da dlgebra foi feita associando-se ao comprimento minimo uma incer-
teza minima ndo nula nas medidas de posi¢do, sendo que agora ndo é mais possivel se ter
uma particula com incerteza na posicdo arbitrariamente proxima de zero. A inexisténcia da
incerteza nula associada ao comprimento minimo por sua vez, exigiu uma modifica¢do na
relacdo de incerteza de Heisenberg. Como a relacdo de incerteza é baseada na ndo comuta-
tividade dos operadores posicdo e momento, ao se generalizar a relacdo de incerteza teve-se
que generalizar a relacdo de comutagdo e consequentemente a atuacdo do operadores e suas
representa¢des. Essas representagdes, consistentes com o comprimento minimo, serdo utili-
zadas posteriormente na construcdo de uma descri¢do quantica do Universo, em um cendrio
de comprimento minimo.

O fato de o Universo primordial ser fundamentalmente quantico, pois, o modelo
cosmolégico do Big Bang propde um Universo em expansdo, o que implica que ele foi
muito pequeno no passado. Na época de Planck, cerca de 107#4s ap6s a explosao inicial,

o Universo observavel, cujo tamanho hoje é da ordem de 10%®

cm, ndo era maior do que
cerca de 107>3cm. Portanto, existiu um breve, mas extraordinariamente importante, periodo
na evolugdo do Universo, no qual os efeitos quanticos dominavam. Sendo assim, se faz
necessdria a constru¢do de uma descri¢do quantica da evolugdo do Universo. Esta construgao

sera feita no capitulo seguinte.



Capitulo 3

Cosmologia Quantica

3.1 Introducdo a Cosmologia Quantica

No capitulo anterior, viu-se como a existéncia de um comprimento minimo, moti-
vado por teorias de quantizacdo da gravidade, modifica a dlgebra da mecanica quantica.
Sendo assim, é vélida a analise do inverso, como um formalismo com comprimento minimo
modifica a Cosmologia Quantica. Antes disso, serdo apresentados os principais conceitos
cosmolégicos em um contexto quantico ordindrio, ou seja, sem o comprimento minimo.

A cosmologia quantica é uma formulagdo quantica na descrigdo do Universo como um
todo. Tal formulacdo se faz necessaria tendo em vista o modelo do Big Bang, pois houve
um periodo, breve porém importante, na formagdo do Universo no qual os efeitos quanticos
dominavam, o que restringe a aplicagdo dos modelos cldssicos.

Além disso, a cosmologia quantica pode ser tomada como laboratério tedérico para
a andlise da gravitacdo quantica, pois modelos cosmolégicos quanticos que descrevem o
Universo primordial, ou seja, logo apds o Big Bang, sdo exemplos de aplicagdo das ideias da
gravitagdo quantica.

Ao se adotar um modelo de Universo em expansdo e retroceder-se no tempo, chega-se
a singularidade inicial, um estado de dimensoes iguais a zero e densidade de energia infinita,
estado em que as leis da Fisica ndo podem ser utilizadas. Porém, um modelo cosmolégico que
implicaria uma cosmogénese quantica do Universo via tunelamento evitaria esse problema.

O objetivo da cosmologia quantica é determinar a funcdo de onda do Universo, da
qual pode-se obter algumas informagdes acerca do Universo observado. Para a obtencdo da
fungdo de onda é necessaria uma teoria quantica que descreva a dindmica do Universo, assim
como a relatividade geral o descreve classicamente. Desta teoria, deduz-se uma equagdo
analoga a equagdo de Schrodinger, denominada equagao de Wheeler-DeWitt, cuja solugdo é a
funcdo de onda do Universo buscada. A equacdo de Wheeler-DeWitt admite varias solugdes.
Sendo assim, é necessario impor determinadas condi¢des de contorno para se obter a fun¢ao
de onda esperada. E, por tltimo, deve-se adotar um esquema de interpretacdo para a fungao

de onda do Universo, e assim obter previsdes bem definidas da teoria. Diante disto, a

28
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cosmologia quantica é baseada em trés elementos: a dindmica, as condigdes iniciais ou de
contorno e a interpretacdo quantica.

A cosmologia quantica serd introduzida neste capitulo a partir das equagdes de Eins-
tein, que quando se considera um Universo homogéneo e isotrépico tem sua dinamica
descrita pelas equagdes de Friedmann. Finalmente, através de um processo de quantizagao
candnica se é conduzido a equagdo de Wheeler-DeWitt, cuja solugdo é a funcdo de onda
que descreve a evolugdo do Universo. E, por tltimo, a dependéncia temporal é introduzida

através do formalismo de Schutz.

3.2 Relatividade Geral

Em 1905, Albert Einstein publicou seu primeiro trabalho sobre relatividade especial [1].
Baseando-se nas ideias de Maxwell de que os campos elétricos e magnéticos sdo uma sé
entidade: o campo eletromagnético e postulando a constancia da velocidade da luz, Einstein
concluiu que o tempo e o espaco ndo sdo absolutos, e sim relativos, dependendo portanto
do referencial adotado. Na construcdo da R.E., Einstein postulou a invariancia da leis fisicas
para os referenciais inerciais, quando se considera a interacdo gravitacional este conceito se
torna um pouco mais sutil.

Posteriormente, em 1915, baseando-se nas ideias de espaco e tempo relativos da teoria
da relatividade especial e na gravitacdo universal newtoniana, Einstein descreveu geome-
tricamente como a presenca de massa e de energia alteram o espago e o tempo [2], esta
descri¢do é conhecida como teoria da relatividade geral. Tanto a mecanica cldssica quanto a
relatividade especial sdo construidas com base no conceito de referenciais inerciais, apesar
de se poder trabalhar classicamente em referenciais ndo inerciais utilizando o conceito de
forgas ficticias. Porém, diferentemente das outras interagdes, todos os objetos experimentam
a atuacdo da forca gravitacional. Einstein entdo notou que a atuacdo da gravidade poderia
ser equivalente ao comportamento dos objetos quando sujeitos a referenciais ndo inerciais.
As interac¢Oes que 0s corpos estdo sujeitos ndo seria mais devido ao fato de haver outro objeto
proximo, mas sim uma propriedade da prépria geometria do espago-tempo.

A relatividade geral foi considerada uma proposta inovadora pois foi uma interpreta-
¢do geométrica dada para a atragdo entre corpos, em oposicdo ao conceito de "for¢a", uma
entidade de natureza desconhecida, introduzida por Newton. O Universo é descrito por
um espago quadrimensional, chamado de espago-tempo, que se deforma de acordo com a
presenca de matéria e energia. Esta deformagdo, representada na geometria diferencial pela
curvatura, é o que se chama tradicionalmente de gravidade. Sendo assim, toda a matéria e
energia presente no Universo interage de forma gravitacional. A relatividade geral é a teoria

que descreve essa interacdo, sendo um modelo que fornece a dinamica do espago-tempo.
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A curvatura do espago-tempo estd relacionada com a energia e o momento de qualquer
matéria e radiacdo presente. A relacdo é especificada pelas equagdes de campo de Einstein
[3-5]

1
Ruv — Eng =KkTyw, (3.1)

com k = 8nG/c*, onde Ryv € o tensor de curvatura de Ricdi, Suv € o tensor métrico, R € o
escalar de Ricci e T,y € o tensor de energia-momento. Essencialmente, esta equagdo diz como
a geometria, primeiro membro, ird se comportar de acordo com a distribuicdo de matéria e
energia, segundo membro.

E possivel obter as equagdes de campo de Einstein do principio variacional a partir da
acao de Einstein—Hilbert, acrescida de um termo de matéria

5= f [;—KR ; LM] dx =3 (3.2)

onde g é o determinante do tensor métrico e Ly é a lagrangiana que descreve qualquer
campo de matéria que apareca. Portanto, as equagdes de campo de Einstein sdo as equagdes
de campo decorrentes da acdo de Einstein—Hilbert com a lagrangiana de matéria. Mais a
frente, quando se introduzir um parametro temporal através do método de Schutz, além do
termo gravitacional da a¢do acima serd considerado também um termo devido a presenca

de um fluido perfeito.

3.3 Universo de FRW

A cosmologia é construida com base em um pressuposto bésico, o principio cosmolé-
gico [37,38], segundo o qual o Universo é homogéneo e isotrdpico, ou seja, qualquer se¢do de
Universo possui as mesmas propriedades fisicas e todas as dire¢des sdo equivalentes. Por-
tanto, as leis fisicas sdo invariantes sob translagdes e rota¢des, de modo que, ndo hé dire¢do
nem lugar especial no Universo [39]. Essas propriedades de homogeneidade e isotropia s6
se manifestam em uma escala relativamente grande, a escala cosmoldgica, que vale aproxi-
madamente 100 Mpc. Nesta escala o tensor energia momento, que representa o contetido

material do Universo, pode ser visto como o de um fluido perfeito

Ty = (p + pluythy + pguv, (3.3)

onde u, é a quadri-velocidade para um observador comével ao fluido, p e p sdo, respecti-
vamente, a densidade de energia e a pressao do fluido. Nesse referencial o tensor energia

momento ¢ dado na forma diagonal T = (p, p, p, p),' sendo seu trago

1A métrica adotada é (-, +,+,+).
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T=g"Tw=-p-3p, (3.4)

Em 1922, Alexander Friedman, a partir das equacdes de campo de Einstein, chegou
a um conjunto de equagdes que governam a expansao métrica do espacgo [40]. Partindo do
principio cosmolégico, Friedman percebeu que para uma métrica satisfazer um Universo
homogeéneo e isotrépico deve ser do tipo

ds? = =N(H)*dt* + a*(t)

dr 20192 2 2
T 12 + 1°(dO” + sen“0dd?) |, (3.5)

onde a(t) é o fator de escala associado ao tamanho do Universo em um determinado instante
de tempo t, 0 qual serd justamente a variavel a ser determinada nas equagdes que descrevem a
expansdo do espaco. Quanto a N(f), é um outro pardmetro de escala, associado a coordenada
tempo, chamado de funcédo lapso. O parametro de curvatura k determina a curvatura do
espago e assume os valores -1, 0 ou 1, respectivamente, para um espago hiperbdlico, plano
ou esférico.

A relacdo entre a métrica e o os simbolos de Christoffel é

1
rgﬁ = Eg/\o(gao,ﬁ + 8poa — gaﬁ,o)/ (36)

de forma que seus termos ndo nulos sdo

F(l)l =112 ng = aar’; Fg3 = aar® sin® 0; 3.7)
Iy = 5 _krkrz, rh,=—P(1-k?);  Th=-Psin201-k2; (38
15, =19, = %; I3, = —sin0cos 0; 3= ;%Sg; (3.9)
T =T =Tg5 = g' (3.10)

Utilizando esses termos para calcular as componentes do tensor de Ricci

— A A A TP A 1P
Ry = T}y, = ATy + T Th = ThoT0,, (3.11)

tem-se

Roo = —32; (3.12)
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R _aéz’+2a2+2k_

Ry = rz(aii +2a% + 2k);

Ras = 1 sin? O(aii + 2a* + 2k),

e o escalar de Ricci fica

i a> k
R=-6|-+=+—=].
(a+a2+a2)

32

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Para se obter as equagdes de Friedman devem-se usar estes resultados nas equagdes

(3.1). Devido a diagonalidade da métrica surgem quatro equagdes, porém somente duas

sdo independentes: as trés equagdes que surgem das componentes espaciais pv = ii sa0

equivalentes, o que era de se esperar devido a isotropia da métrica. Para a componente

temporal, uv = 00, tem-se

1

Roo = —x (Too - EgooT),

i K
P —g(P +3p).

Ja para a parte espacial, pode-se tomar uv = 11, por exemplo, obtendo

1
Ry1 = K(Tn - igllT)/

Substituindo (3.18) em (3.20) obtém-se

a2 k _ x
212 =3P

a2

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

As equagdes (3.18) e (3.21) sdo as equagdes de Friedmann. Elas descrevem a expansao

métrica do espago, ou seja, sdo elas que fornecem a dindmica de um universo homogéneo e

isotrépico [41]. Além destas equagdes, hd também a expressdo da conservagdo da energia,
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obtida da divergéncia do tensor energia-momento T#" ,, = 0,

p+ 3g(p +p) =0. (3.22)

A relagdo entre a pressdo p e a densidade de energia p é dada pela equagdo de estado
p = p(p). Duas configuragdes particularmente importantes sdo: a matéria ndo-relativistica,
dita poeira, e o gas de fotons, chamado radiacdo. Evidéncias observacionais dizem que o
Universo estd em expansdo acelerada, isto é, 4 > 0. Para que isso ocorra, de acordo com
(3.18), deve-se ter p+3p < 0. Porém, os tipos de matéria que se conhece satisfazem p+3p > 0
(condigdo de energia forte). Desta forma, o modelo precisa de uma modificagdo, o que é feito
com adi¢do de um contetido exético, a constante cosmoldgica, para estar de acordo com as
observagdes astrondmicas.

As equagdes de estado para radiagdo, poeira e constante cosmoldgica sdo

1 radiacéo,
p(p) = %P, Yy =49 0 poeira, (3.23)

-3 constante cosmoldgica.

Aplicando a equacdo de estado na equagdo de continuidade (3.22), obtém-se o com-

portamento da densidade de energia em fungado do fator de escala

p(a) = p(ay) (%)M, (3.24)

onde 4; é o fator de escala em algum momento de referéncia. Considerando um Universo

contendo radiagdo, poeira e constante cosmolégica a equagdo (3.21) se torna

a2k ox
Gt = g(Pm + pr + pA), (3.25)

que descreve o comportamento do fator de escala de acordo com a composigdo do Universo.
Em termos do pardmetro de Hubble e das densidades relativas, a equagdo (3.25) pode ser

escrita como

H? = Hj QA+Q—;”+%+%’<, (3.26)
a a a

sendo
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3H?

K

H? = 3P > Por = TO (3.27)
onde p. é a densidade de energia critica para um universo plano (k = 0), e Q = % éo

parametro de densidade relativa.

3.4 Equacao de Wheeler-DeWitt

A titulo de exemplificagdo, serd abordado um processo de quantiza¢do candnico or-
dindrio da equagdo de Friedmann, (3.25). A ideia é transformar o fator de escala e o seu
momento candnico conjugado em operadores e utilizar as suas respectivas representagdes.

Objetivando analisar o0 modelo mais simples de cosmogénese quantica, o surgimento
do nada de um Universo vazio e fechado, como discutido por Atkatz e Pagels [42], somente
um Universo fechado pode surgir via tunelamento quantico. Portanto, toma-se k = 1 e como
Unica contribuicdo para a densidade de energia do Universo, tem-se a densidade de energia
de vécuo, que estd associada a constante cosmoldgica por A = kpye. Dessa forma, (3.25) se

torna

P2+ (1 - %az) 0, (3.28)

considerando que p(a) é praticamente constante ou que varia muito pouco enquanto o

Universo se expande exponencialmente. A equagdo (3.28) possui solugao

a(t) = ap cosh (”6 1t), (3.29)

com ayp = V3/A, que descreve a fase inflacionaria de Guth [43], um periodo relativamente
breve de evolugao do Universo, porém com uma expansao extremamente rapida.

O processo de quantizacdo deste modelo é feito analogamente ao processo de quanti-
zagado canodnica - onde se associa a0 momento conjugado e a coordenada os seus correspon-
dentes operadores2 p—op= —i% ex — % = x, respectivamente - no caso em questdo, como

0 tnico grau de liberdade é o fator de escala:

Y
Pa = Po = —is (3.30)

e

2Considerando o sistema de unidades tal que i = 1
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a—ad=a. (3.31)

Como dito na se¢do 3.2, as equagdes de campo de Einstein (3.1) sdo as equacdes de
movimento da agdo de Einstein-Hilbert (3.2). No caso de um Universo fechado e composto
exclusivamente com densidade de energia de vacuo, a equacdo de movimento correspon-

dente & equacdo de campo de Einstein é (3.28), com a seguinte acdo de Einstein-Hilbert

2
S = f dtL, = i’—g f dt [—dza + a(l - z—zﬂ (3.32)
0

Portanto,
T Te [—2(a + aa)] (3.33)
e
8Lg 371 a2 2
$—4—G 1—3%—ﬂ . (334)

Entdo a equagdo de movimento proveniente de (3.32) fica

2

ST 0 — a4+ a2 —1+3% | = 0. (3.35)
4G a%

Aplicando a equagdo de estado p = —pyac € A = Kpysc €em (3.18) se obtém que

A
i=3a, (3.36)

0 que permite reescrever as equagdes de movimento como

a2) —0, (3.37)

mostrando assim que

3| . a?
Ly = c [—aza + a(l - a—z]] (3.38)
0
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é a lagrangiana de um Universo fechado, homogéneo, isotrépico e exclusivamente com

densidade de energia de vacuo. Portanto, o momento canodnico p, é

aLg 3m .
Pa = ST —Eaa, (3.39)

0 que permite reescrever a equagdo de movimento (3.28) como

37\? a?

2 2

— 1-=1|=0, 3.40
Pa (ZG) 4 [ a(z)] ( )
sob quantizagéo,

A2

Wl [ﬁi + (;—g)z a* (1 - Z—zﬂ la) = 0. (3.41)
0

Utilizando as representagdes (3.30) e (3.31) obtém-se

2 2 2

[% - (;—g) 2 [1 - Z—%)l (@) = 0. (3.42)

Esta é a equacdo de Wheeler-DeWitt [44], cuja solugdo 1(a) representa a "fung¢do de
onda do Universo" [45]. Na deducdo da equacdo de Wheeler-DeWitt restringiu-se ao caso
do Universo fechado de FRW, ou seja, k = 1 que representa uma geometria esférica. Neste
caso especificamente, o tnico grau de liberdade é o fator de escala a que é exatamente o
raio do Universo. A fungao y(a) estd definida sobre um minisuperespago unidimensional, o
semi-eixo 0 < a < co. No processo de quantiza¢do candnica do Universo de FRW utilizaram-

se as representacdes (3.30) e (3.31), que satisfazem [p,, 4] = —i, 0 que leva a uma rela¢do de

incerteza

1
Apaha > 7, (3.43)

desta forma, é impossivel se determinar simultaneamente, com absoluta certeza, o fator de

escala a e sua taxa de aumento, uma vez que p, o da, por (3.39).

3.4.1 Condicoes de Contorno

A equacdo de Wheeler-DeWitt (3.42) possui 0 mesmo formato que a equagdo de Schro-
dinger unidimensional, independente do tempo, para uma particula de meia unidade de

massa, energia zero e sujeita ao potencial
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2
Via) = (3—”) 2 [1 - Z—Z) (3.44)

0.2}

0.1

=0.1

-0.2

-03

Figura 3.1. Potencial de Wheeler-DeWitti V (a/ao), tomando-se aé =G.

Desta forma, o Universo fechado de FRW quantizado possui uma descri¢do matema-
tica equivalente a um problema da mecanica quéntica nao relativistica, uma particula que
atravessa uma barreira de potencial unidimensional. A particula na posicdo a representa
um Universo com este valor do fator de escala. A regido 0 < a < ag é classicamente proibida
para uma particula de energia zero, porém acessivel na teoria quantica através de um efeito
de tunelamento. A regido a > ag é acessivel tanto classicamente quanto quanticamente.

Para se determinar uma solucgdo particular da equacdo de Wheeler-DeWitt, deve-se
especificar as condi¢des de contorno. Deseja-se considerar o nascimento de um Universo em
expansdo via tunelamento quantico, desta forma, deve-se impor que na regiao classicamente
permitida a solu¢do descreva uma onda emergente [46]. As fun¢des de onda aproximadas,
pelo método WKB, para a regiao classicamente proibida e para a regido permitida respecti-

vamente, sao

1
Yr(0 <a <ag) exp —laé (1 -
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3
1 n o, (a? 8
Ur(a > ag) o exp —i—a? [— - ) , (3.46)
W@ | 260 a
com
3n ( az)%
V@)= —=a|l-— (3.47)
2G aé
e
3n (a? 2
V@) = —al—=-1] . 3.48
@ ZGa[a% ] (3.49)

Esta é a chamada fung¢do de onda de tunelamento 7. Como era de se esperar, a fungdo
de onda na regido classicamente permitida é oscilatdria, j4 a parte real da solugdo na regido
classicamente proibida, sob a barreira, é exponencial.

Impondo a condigdo de contorno de que a fun¢do de onda saindo da regido classica-
mente proibida deve ser igual a fungdo de onda entrando na regido classicamente permitida

Yr(a > ag) = Yr(a < ap) paraa = ap obtém-se a fungdo de onda de Hartle e Hawking 1 [45].

Prr(0 < a < ag) o

2] (3.49)

1
VV'(@)

YHH (@ > ag) o

e _ 1)1. (3.50)
a
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3.4.2 Cosmogénese Quantica

Usando a fungdo de onda de tunelamento, {7, pode-se calcular a probabilidade da
cosmogeénese quantica de um Universo de FRW vazio surgir do nada via tunelamento
quantico. O universo quantico de FRW de tamanho zero, o chamado nada cosmolégico,
representado pela particula em a = 0, pode tunelar, segundo a mecénica quantica, através da
barreira de potencial e surgir em a = ay. Este evento de tunelamento descreve um Universo
que saltou quanticamente para sua existéncia, com fator de escala ag, ou seja, um Universo
que foi criado espontaneamente e de modo néo singular, pois ag > 0.

Na situacdo ordindria de uma particula atravessando uma barreira de potencial uni-
dimensional, pode-se calcular a probabilidade de a particula atravessar utilizando os coe-
ficientes de transmissdo e reflexdo. No caso de um potencial V' > E, a probabilidade de

tunelamento é aproximadamente

b
P ~exp {—2 f dx 2m[V (x) - E}, (3.51)

onde (b — a) é a largura da barreira.
Chamando de (FRW(ap)lnada) a amplitude de probabilidade do surgimento de um
Universo de FRW do nada, entdo a probabilidade de um Universo tunelar através de um

potencial do tipo (3.44) e surgir com tamanho inicial ag é

1

22 3
) = exp (—m), (352)

mlh
[=}}

0
[(FRW(ag)Inada)*> = P ~ exp —%” f da a(l -
0

lembrando que a9 = V3/A = '/ﬁpm‘

3.5 Formalismo de Schutz

A incompatibilidade entre a interpretacdo do tempo na mecanica quantica e na relati-
vidade geral é um dos grandes motivos pelo qual ainda ndo se tem uma teoria de unificacdo
definitiva. Uma forma de se introduzir o tempo na teoria é utilizar o conteido material
do Universo para gerar a evolugdo temporal. Baseando-se na termodindmica, considera-se
que a entropia da sentido a seta do tempo. Outra proposta é a introdugdo do tempo como
parametro externo via campo escalar [47]. Neste trabalho sera considerado o primeiro caso.

Para se introduzir um parametro temporal com interpretacdo quantica em cosmologia
sera considerada a densidade de energia de vacuo como um fator dindmico no modelo de
de Sitter [48,49]. O modelo cosmolégico de de Sitter descreve a fase de expansao rapida do
Universo, durante a qual a energia de vdcuo domina a densidade de energia, sendo assim de

fundamental importancia para a cosmologia inflaciondria. A densidade de energia do vacuo
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é a responsdvel por criar o termo correspondente a constante cosmolégica no tensor energia
momento. Desta forma, o estudo dos aspectos quanticos do modelo cosmolégico de de Sitter
mediante o tratamento do vdcuo como uma entidade dindmica torna-se de interesse. Neste
tratamento, a constante cosmolégica surge devido aos graus de liberdade do vacuo. Isto é
feito tratando o vacuo como um fluido perfeito com equacdo de estado p = —p que através
de uma abordagem termodindmica permite a introdugdo de uma varidvel do tipo tempo.
Este método de tratar o vadcuo como entidade dinadmica, dotado de graus de liberdade,
pode ser implementado através do formalismo candnico de Schutz [50-52], o qual descreve

um fluido relativistico interagindo com o campo gravitacional.

3.5.1 Acao Gravitacional

Seré considerado o modelo cosmolégico de De Sitter, o qual descreve a fase de expansao
rapida do Universo, durante a qual a energia de vacuo domina a densidade de energia e
origina o termo correspondente a constante cosmolégica.

A agdo gravitacional mais geral ¢ dada por®

Sy = fM d*x V=g(R — A) +2 fg . x VK, (3.53)

onde R € o escalar de curvatura de Ricci, K € o traco da curvatura extrinseca K;;, g € o determi-
nante da métrica g;,,, 1 é o determinante da métrica induzida sobre a hipersuperficie espacial
tridimensional e dy é o contorno da variedade quadridimensional M. Em comparagdo com
(3.2), acrescentou-se a constante cosmolégica A devido a densidade de energia do vacuo,
além do termo dado pela integral da superficie d;.

Como discutido anteriormente, de acordo com o principio cosmolégico, para um

Universo homogéneo e isotrépico a métrica é do tipo FLRW:

ds? = =N2(H)dt* + a*() ( +12(d6? + sen*0d > )) (3.54)

— kr?

Usando a métrica (3.54) na agdo (3.53), obtém-se a agdo gravitacional na forma
64°a
Sg= | adt N +kNa - 2Na’A|. (3.55)
Uma vez que S¢ = f dtLe, temos que a lagrangiana gravitacional é dada por

6d%a
Ly = N +kNa — 2Na®A (3.56)

’Em unidades tais que %< =1
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Passando para o formalismo hamiltoniano [53], onde

JLg 124a
Pa= 2 =N (3.57)
a hamiltoniana gravitacional NH, = dp, — L¢ fica dada por
Pz 3
a
=— = Aa”. .
Hg P ka +2Aa (3.58)

3.5.2 Acao de um Fluido

Em 1970, Bernard Schutz desenvolveu um formalismo para descrever a quadrivelo-
cidade de um fluido baridnico perfeito através de seis potenciais 1, p,€,1, 0 e S [54], neste

formalismo a quadrivelocidade é definida por

u, = % (¢ +enu+6S,), (3.59)

onde u é a entalpia especifica. Os potenciais € e 1 estdo associados a rotagdo do fluido,
portanto, em modelos de FRW eles sdo nulos devido a isotropia do espago. O potencial S
é a entropia especifica. Quanto aos potenciais 0 e ¢ eles ndo possuem uma interpretacao
fisica 6bvia. Neste modelo, o Universo é totalmente preenchido por um fluido perfeito. O
formalismo de Schutz pode ser usado para descrever a dinamica do fluido em interacdo com
0 campo gravitacional.

A quadrivelocidade deve obedecer a condigdo de normalizagao

u'u, = -1, (3.60)

que fornece

= %((ﬁ) +05). (3.61)

A agdo de um fluido perfeito é dada por

szfd4x —-gp, (3.62)
M

onde p é a pressdo do fluido.
Para um fluido cuja equagado de estado é dada por
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p=ap,

onde p é a densidade de energia e a depende do tipo de fluido, a pressao é

1
p—a(a+1 e

Usando (3.61) em (3.64) e sendo o modelo homogéneo e isotrépico, tem-se que

Sf:fd4x\/—_gp:fdtNa3cx
M

Assim, a Lagrangiana do fluido é

aa®

Ly= NVa(1 + a)l+1/a

Os momentos canonicamente conjugados a ¢ e 0 sdo

p({b - 8(]5 - Nl/a(l + a)l/ae
e
JL¢ p
PS - as - p¢
Passando para o formalismo hamiltoniano [53],
NHf = (Pp¢ + SPS - Lf/
tica dada por

¢ +0S

N(a+1)

(¢ + 6%+ s

Ly d($+ oS

42

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)
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3.5.3 Acao Total

A hamiltoniana que descreve o Universo preenchido exclusivamente com um vacuo
dindmico é dada pela soma da hamiltoniana associada ao campo gravitacional livre com a
hamiltoniana devido ao fluido perfeito. Das equagdes (3.58) e (3.70), a hamiltoniana total
H = Hg + Hy fica

2 a+1 eS
Hyup = —2% —ka+2A8 + paT. 3.71)
Realizando a transformacao canodnica (reparametrizagao)
T:= pge_sp(;(aﬂ) (3.72)
e
pr=pite’, (3.73)
a hamiltoniana total se torna
2
Hiotar = — 3= — ka + 2Aa® + 52| (3.74)

Note que pr ocorre linearmente em (3.74). Quando da quantizagdo, este fato nos
permitird tratar a varidvel t = —T como exercendo o papel de tempo e obter uma equagdo
do tipo Schroendiger. A hamiltoniana acima serd quantizada usando as representa¢des dos
operadores modificadas para se obter uma descri¢do quéantica do Universo em um cendrio
de comprimento minimo.
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3.6 Cosmologia Quantica: Considera¢des Finais

A relatividade geral é uma teoria gravitacional consagrada. Vdrias observagdes cor-
roboram as suas previsdes, desde o desvio dos raios de luz medidos durante o eclipse de
Sobral - CE em 1919, até mais recentemente a deteccdo das ondas gravitacionais pelo LIGO
em 2016 [55]. Quando aplicadas a métrica de FRW, as equagdes da relatividade geral for-
necem as equagdes de Friedmann que descrevem a dindmica de um Universo homogéneo e
isotrépico. Dependendo da composi¢do, o Universo apresenta diferentes formas de evolu-
¢do, mas sempre partindo de uma fase primordial em que as dimensdes sdo extremamente
pequenas e a energia altissima, obrigando assim a andlise da cosmologia sob uma perspectiva
quantica [56].

O processo de quantizagdo apresentado aqui, a titulo de ilustragao, foi o de quantizagao
candnico, em que associou-se aos operadores suas respectivas representa¢des ordindrias
p—p= —i% ex — % = x, ou seja, sem levar em consideragdo o comprimento minimo,
obtendo-se assim a equacdo de WDW, cuja solugdo é a funcdo de onda do Universo. A
proposta deste trabalho é fazer algo analogo, porém sob a perspectiva da adlgebra da mecanica
quantica modificada, considerando, assim, os efeitos que a existéncia de um comprimento
minimo causam em um Universo primordial. No entanto, o processo de quantizacdo, que
serd feito no capitulo seguinte, parte da super hamiltoniana (3.74) que surgiu ao tratar o
véacuo como um fluido dindmico e que originou uma varidvel que pode ser interpretada
como o tempo. Ha outras formas de se introduzir um cendrio de compriento minimo na

cosmologia quantica, por exemplo, na acao inflaciondria [57-60].



Capitulo 4

O Modelo Cosmoldgico Quantico em
um Cenario de Comprimento Minimo

4.1 Consideragdes Iniciais

Como discutido anteriormente, de acordo com o modelo cosmolégico do Big Bang o
Universo possuia dimensdes despreziveis no momento do seu surgimento, ou seja, era uma
singularidade, entdo sofreu uma expansdo extremamente rdpida, a fase inflaciondria. Isto
implica que o Universo possui uma natureza essencialmente quantica, ao menos nas suas
fases iniciais. Portanto, faz-se necessdrio um tratamento quantico do Universo primordial
para descrever os efeitos gravitacionais.

Dentre as vdrias propostas de quantizagdo da gravitacdo um fendmeno surge natural-
mente: uma precisdo minima em que se pode obter as medidas espaciais. Sendo assim, uma
teoria quantica do Universo deve levar em consideracdo essa maxima resolucdo espacial
para que seja realmente satisfatéria [61]. Além disso, a introdugdo de um comprimento
minimo na teoria permite resolver o problema da singularidade inicial.

O modelo cosmoldgico de De Sitter descreve a fase de expansao rdpida do Universo,
durante a qual a energia do vdcuo domina. Seu tratamento tradicional considera um sistema
sem contetido fisico, uma vez que existe apenas um tnico grau de liberdade [62]. O forma-
lismo de Schutz, que descreve uma teoria relativistica para um fluido interagindo com um
campo gravitacional, pode ser usado para considerar o vdcuo como uma entidade dindmica
com diferentes graus de liberdade. Isto permite introduzir uma varidvel que desempe-
nha o papel do tempo. Portanto, o modelo de vacuo dindmico é um modelo de Universo
homogeéneo e isotrépico preenchido com um fluido de vécuo.

Sendo assim, neste capitulo serdo discutidos os efeitos do vacuo dindmico na cosmolo-
gia quantica devidos a presenga do comprimento minimo. Considerando pequenos valores
do fator de escala, obtém-se a solug¢do da equagio de WDW modificada na representacdo da

quase posigao.

45
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4.2 A Equacao de WDW Modificada

Como dito anteriormente, o ponto de partida serd a super-hamiltoniana (3.74), pro-
veniente do método de Schutz ao tratar o vacuo como um fluido perfeito interagindo com
o campo gravitacional. O processo de quantizacdo que serd utilizado é o mesmo que o da
obtengdo da equagdo de WDW, ou seja, o processo de quantizagdo candnico, porém com a
diferenca de que a representacdo dos operadores sera (2.68) e (2.69), obtidas em um cendrio
de comprimento minimo. A quantizagao sera realizada na abordagem do minisuperespaco,
o que implica que as varidveis a serem quantizadas sdo somente o fator de escala e a varidvel
"tempo", assim como 0s momentos candnicos associados a elas. Portanto,

pa — P, (4.1)

. d
PT e fj\T = _lﬁ’ (4:2)

de forma que H — H e, assim, a equagio de WDW se escreve:

HW) = 0. 4.3)

Para se ter um cendrio de comprimento minimo, se impde que

) i
) [ — (4.4)
[ ] (1-pP2)
com as seguintes representagdes para os operadores:
i=2% (4.5)
e
1 . B
Pu=p+3pp7+ 5P+ 0B, (4.6)

onde os operadores £ e p satisfazem a relagdo de comutagdo ordindria

[£,p] = i. (4.7)
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Usando as representagdes (4.5) e (4.6) a hamiltoniana (3.74) fornece

_#7D [,52 + gﬁ;}l + 252;56 + 0(53)] — k(1430 4 30+ A | () = —i§|\y> (4.8)
24 3 9 ot
onde foi feita a mudanca de varidvel T = —t. Agora, projetando a equagao (4.8) sobre a

representacdo formal do espago de "posi¢do", |x), tem-se que

(x[HIW) =0, (4.9)

e 2 2t 7, 3 +(1430) | no3(1+a) .0
[— 21 [_ﬁ + gﬁ@ — 5 ﬁ + O(ﬁ ) — k& + 2% A||W) = _lal\y(x/ t)) (410)

onde foram usados as representa¢des ordindrias dos operadores

(1) = W(x, 1), (4.11)
GRIW () = xW(x, ) (4.12)
e
OW(x, t)

P (D) = —i (4.13)

ox
Supondo que as solugdes podem ser escritas como W(x, t) = ¢(x)t(t), encontra-se as
solugdes estaciondrias,

W, (x, ) = e (x), (4.14)

onde w desempenha um papel andlogo a constante cosmolégica [48,63]. A equagdo inde-

pendente do "tempo" fica

& 2,d" 7 ,d°

—gr— 3 (1-3a), ) _ 2(1-3a) 4(1-a) _
i2 3 dx4+9ﬁ dx6+0([3 )]qbw(x)+[24x w — 24kx + 48Ax ]¢w 0(4.15)

Por fim, considerando um Universo plano (k = 0), sem contetido de matéria e preen-

chido completamente por um vécuo dindmico com equagao de estado
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p=-p, (4.16)

e com A = 0, a equacéo (4.15), até a ordem f82, se torna !

a2 2 d*
d—j—gd—j ,8 ¢+24a)xqb 0, (4.17)

que é a equacdo de WDW modificada.

4.3 Solucao da Equacao de WDW Modificada

Nao é possivel resolver a equagdo (4.17) analiticamente, pois ndo se conhecem todas
as condi¢des iniciais ou de contorno necessarias, qbg(:]) para N = 0,1,2,3,4e 5, sendo N a
ordem de derivagdo da fungdo de onda que é solugdo da Equagdo de WDW modificada.
Em [64] o autor resolve a Equacdo de WDW de quarta ordem usando o método polinomial
de Sommerfeld, no entanto, a solucdo depende de quatro parametros que devem ser deter-
minados pelas condig¢des iniciais, as quais ndo sdo conhecidas. Como o objetivo é descrever
o Universo somente nos momentos iniciais ndo ha a necessidade de se obter uma solugao
analitica para uma valor qualquer do fator de escala, sendo assim, a solugdo proposta nesse
trabalho sera valida somente para pequenos valores das dimensdes do Universo.

Portanto, uma forma de se contornar esse problema é considerar x pequeno, o que é
bem razoével, visto que se estd interessado nas solugdes que descrevem o Universo em seu
regime quantico e sabe-se que os efeitos quanticos se manifestam para pequenos valores do
fator de escala e nas fases iniciais do Universo o fator de escala é muito pequeno.

Inicialmente, considera-se a equagdo (4.17) no limite § = 0, a qual é chamada de

equacdo ordindria,

dqu

ki 24wxtpo = (4.18)
X

Fazendo ¢o = Vxy(x) e a mudanca de variavel p := , /% 8uyd a equagao (4.18) se torna a
equagdo de Bessel,

2
dz_y_;,_ld_y_i_ 1_@

2 odp 2 |v= 0. (4.19)

Sendo assim, a solugdo da equagéo (4.18) é dada por

Por uma questdo de conveniénica o w serd omitido na notagao ¢,,
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$o(x) = AVxT, (Kox®) + B N, (Kox®) (4.20)
onde] e N 1 sdo as func¢des de Bessel e Neumann, respectivamente, de ordem 1/6, Ko := 8?“)

e A e B sdo constantes. Lembrando que

[ee]

(_1)N (x)2N+v

Jy () = £ NT(N +v+ D12

, 4.21)

é facil ver que no limite de pequenos valores de x

1 (Kox®) ~ v 4.22)

1
6

N, (K0x3) - % (4.23)

Além disso, impondo a condi¢do que ¢(0) = 0, tem-se que B = 0, e a solugdo fica

o = AVXT (Kox®), (4.24)

considerando somente os trés primeiros termos significativos de ¢o(x) tem-se que

$o = C1x + Cox” + Cax™3. (4.25)

E conveniente reescrever a equagdo acima absorvendo C; em uma constante de nor-

malizacdo, a qual serd omitida pois ndo afeta os resultados,

4 7 8 »13
=x—-= — . 4.2
Po = x 7a)x +91a)x (4.26)
Pode-se obter uma solugdo aproximada para (4.17), na regido de x pequeno, usando

¢o(x) nos termos de O(B) e O(B?) [65]. Assim,

d*o

10560
__ 3 2.9
vl 480wx” + 7w X, (4.27)
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d6
ﬂ = —2880wx + @w2x7.

% = (4.28)

Fazendo a seguinte aproximagdo ¢ ~ x nas equagoes (4.27) e (4.28) a equacgao (4.17) se
torna [66]

d2
% + 2ax' g + B (320070 - U000 + 7 (<2400 + 5913600%4°0) =0 (429

Esta é uma equagdo perturbativa que descreve o Universo primordial em um cendrio
de comprimento minimo, ou seja, vdlida somente para pequenos valores do fator de escala.
A seguir sdo discutidos dois métodos de solucdo em que o fato de x — 0 é novamente

explorado.

4.3.1 1° Método de Solucao

O primeiro método é baseado na série de poténcias. Uma vez que xp = 0 é um ponto

ordindrio da equagdo (4.29) é possivel encontrar uma solucdo em séries de poténcias de x do

tipo
B(x) = Z anxN. (4.30)
N=0
Substituindo (4.30) na equagdo (4.29) e mantendo somente os termos significativos
obtém-se

4 8 5504
Px) = (X - ;a)x7 + i(uzxw) +B (—16wa5 + %szx“) +

,1120

3 Cwx® (4.31)

Os parametros A, B e C sdo determinados por obrigando-se (4.31) a satisfazer a equagao
(4.29) até a ordem desejada. Entdo, substtuindo (4.31) em (4.29), tem-se que A = 1,B = % e
C= % Assim,

() = (x - i;a)x7 = %aﬂxB) +B (—16wx5 + 438%@%“) + B2160wx> (4.32)
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4.3.2 2° Método de Solucao

O segundo método de solugdo, que fornece o0 mesmo resultado anterior, é obtido por

integracdo. Considerando a seguinte aproximagdo para a equacao (4.29)

d?¢ 2 d*¢o 7 dqbo
—7 = ~2dwx 4o + Hiule 9/3 g (4.33)

que nada mais é do que a equagdo (4.17). Integrando duas vezes a equagao (4.33), tem-se
que

d? d*
:—24a)fdxfdxx ¢Po + 2 ﬂ—zﬁ ﬂ+011x+012 (4.34)

dx2

substituindo (4.26) em (4.34) obtém-se

,1120

3 C'wx®  (4.35)

4 8 64
O(x) = ar + arx — —a)x + 91a) X+ ﬁ( 16A wx® + 7B’a)2x11) +p
As constantes a; e ax podem ser determinadas supondo que ¢(x) — ¢o(x) quando
p — 0. Da mesma forma que anteriormente, os pardmetros A’, B’ e C’ sdo determinados

impondo que (4.35) satisfaca a equagdo (4.29). Assim, novamente se obtém

4 8 - 13) ( 5 4864 11) 2 3
x x— zwx’ + —a’xB )+ | -160x° + ——=aw?xM ) + f2160wx°>. 4.36
0) = (¥ -z + o p = p (4.36)

O primeiro termo entre parénteses é a solugdo ordindria, este termo nada mais é que
a expansdo da fungdo de Bessel como pode-se constatar de (4.25). J4 o segundo termo entre
parénteses é a corregdo de primeira ordem do parametro do comprimento minimo, assim

como o termo restante é a correcdo de segunda ordem.

4.3.3 Regime de Validade

Para que a solugao (4.36) seja valida, o primeiro termo desprezado de ¢o(x) deve
ser bem menor que os tltimos termos considerados de O(8) e O(f%). De acordo com a

3x19 sendo assim, o menor termo

equagdo (4.21) o préximo termo da equacao (4.25) seria w
da corregdo da primeira ordem do pardmetro do comprimento minimo faw?x! deve ser

muito mais significativo do que ele, ou seja,

1
8
wxt << ﬁwlel - x << ('B) . (4.37)
W
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Analogamente para os termos de segunda ordem do parametro do comprimento mi-

nimo BZwx>:

8
> x? << ﬁza)x3 - x << (g) . (4.38)

Uma vez que p é muito pequeno, isso reduz a regido de validade da solugdo. Isso
pode ser melhorado se termos de poténcia maiores em x forem considerados na solu¢do em
O("). Note que a adigdo de mais termos na parte em O(°) ndo modifica a validade da
solugdo. Entdo, pode-se considerar vx J 1 (kox3) como a parte de O(8°) da solucao. E claro
que os termos de ordem

ﬁa)zx11 — xON-10 o ﬁwZ_N , (4.39)

NNt < B2ax® — xON72 < g2oIN (4.40)
estdo fora da regido de validade e suas corre¢oes devem ser desprezadas. O mesmo raciocinio
é vélido para os termos de O(8) e O(?). Entdo, a fim de aumentar-se a regido de validade da
solugdo, consideram-se os dois primeiros termos significativos de O(f). Assim, a regido de

validade fica

wl=

w3xl << ﬁa)3x17 << ﬁzwx3 —x << (ﬁz) , (4.41)
w
que é menos restritiva que (4.38) para f muito pequeno.
Por fim, diante do exposto anteriormente, a solugdo de maior regido de validade para
x é dada por 2

o0 = VA1 o) + {600+ 225

2,11 2 3
385 wx )+ﬁ l6wx”. (4.42)

Note que ¢, (x) sdo autofungdes cujos autovalores associados sdo valores de constante

cosmologica.

2A solucdo néo esta normalizada.
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4.4 Solugoes Fisicamente Aceitaveis

Nao se pode obter diretamente de ¢(x) resultados fisicos, pois os autoestados do
operador posigdo £ ndo pertencem ao espago de Hilbert, em um cendrio de comprimento
minimo. No entanto, as proje¢des do vetor de estado |¢) sobre os vetores de estado de
maxima localizagdo, isto é, as fung¢des de onda na representagdo do espago de quase posi¢ao
0 sdo. As fungdes de onda na representagdo de quase posicao podem ser facilmente obtidas
de (4.42) lembrando que

Pgp(&) = % [qﬁ (5 + %ﬂ \/ﬁ) +¢ (cf - %ﬂ \/B)] (4.43)

Assim, substituindo (4.42) em (4.43) ou usando que

¢y v, b,
Pap(&) = Po(&) + ﬁ(¢1 + 70112 + B2 + SO+ 907 | (4.44)
onde
1 = —16wx° + %aﬂxn, (4.45)
$2 = 16wx> (4.46)
e
b= %n, (4.47)
obtém-se

Gep(&) = VET1 (Ko&®) + B [—(16 +127)wéS + (% + gbz)wz 511] .

+67 (160 — 1606% — 20b*) wé>. (4.48)

Pode-se questionar se o correto ndo seria determinar a solucdo da equacdo de WDW
modificada no espago de quaseposigéo,

(WML (=p2 + 24wi*) |§) = 0. (4.49)
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Usando (2.83) e (2.84) na equagdo acima, se obtém:

d? d
d(é)gp + 24w g + BV 32 dﬁfp + 144w &% hgp + 960> ;ng
46 72 P
&b Ay 24 gy 3@ ap | _
+62b* %4 e 20y +96wE i — U0t — 40085t =0 (450)

Como pode ser facilmente verificado, a solugdo (4.48) realmente satisfaz a equacdo
(4.50) até a ordem de validade considerada. A func¢édo de onda (4.48) descreve um modelo
cosmolégico de De Sitter preenchido por um fluido perfeito que desempenha o papel do
vacuo. Esta funcdo de onda que fornecerd informagdes fisicas como a probabilidade de se ter
o Universo em determinado estado. Além disso, pode-se questionar qual seria o significado

fisico de uma incerteza Ax calculada nestes estados.



Capitulo 5

Conclusao

O objetivo principal deste trabalho foi determinar as corre¢des na funcdo de onda do
Universo devido a presenga de um comprimento minimo ndo nulo Axg > 0 usando um GUP
especifico no modelo cosmoldgico de vacuo dindmico. Para isso, foi necessario reformular
alguns conceitos da mecanica quantica ordindria, para que ela fosse consistente com essa
proposta.

A reformulagdo da mecanica quantica em um contexto de comprimento minimo é
feito a partir da relagdo de incerteza. No Capitulo 2, foram introduzidos os principais
conceitos e resultados da ja consagrada mecénica quantica ordindria, como por exemplo,
o limite na precisdo dos valores medidos associados a dois operadores ndo compativeis.
Esta impossibilidade foi traduzida no principio de Heisenberg, o qual, apesar de limitar
o conhecimento simultaneo de dois operadores ndo limita o qudo preciso se pode ter a
medida de um em detrimento do outro. Foram apresentadas diferentes propostas de GUPs,
que modificam o principio de incerteza, de forma a tornar a mecéanica quantica ordindria
consistente com o comprimento minimo. Dentre essas, a utilizada neste trabalho foi do
seguinte tipo: [£,p] = #,
ela ndo é perturbativa, além de implicar um valor méximo do momento observado. A

defendida por Pedram, pois diferentemente de outras propostas

partir dai, desenvolveu-se a dlgebra modificada, de acordo com esta proposta, chegando-se
a representagdo dos operadores, assim como a fungdo de onda que descreve os estados de
maxima localizacao.

Alguns trabalhos tém utilizado a dlgebra modificada da mecénica quantica para rever
resultados ordindrios e analisado quais as consequéncias deles em um contexto de compri-
mento minimo, por exemplo [67] e [68], que antecederam este trabalho. Nessas referéncias
estudam-se as consequéncias da existéncia de um comprimento minimo em um potencial
delta de Dirac e um potencial infinito, respectivamente.

No entanto, o objetivo aqui sendo a descri¢do quantica de um Universo primordial,
no Capitulo 3 foi feita uma breve revisdo dos conceitos de cosmologia quéntica ordindria.
Partindo da relatividade geral mostrou-se que, quando se considera um universo homogéneo
e isotropico, ela fornece as equagdes de Friedmann que descrevem a evolucdo desse modelo

55
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de universo. Ao aplicar o processo de quantizagdo candnico as equagdes de Friedmann,
em que associou-se o Unico grau de liberdade - o fator de escala - aos seus operadores
Pa = Pu = —i% ea — 4 = a obteve-se a equagdo de WDW, cuja solugdo ¢é a fungdo de
onda do Universo. O modelo cosmolégico de De Sitter descreve a fase de expansado rapida
do Universo, durante a qual a energia de vdcuo domina. Em seu tratamento tradicional
considera-se um sistema sem contetido fisico, uma vez que ha um tnico grau de liberdade
e uma restri¢do. O formalismo de Schutz, que descreve um fluido relativistico interagindo
com um campo gravitacional, foi usado para tratar o vdcuo como uma entidade dinamica,
dotada de diferentes graus de liberdade. Além disso, este processo permitiu a introdugéo
de uma varidvel que desempenha o papel do tempo.

O modelo de vacuo dindmico é um modelo de Universo homogéneo e isotrépico,
preenchido com fluido de vacuo cuja equagdo de estado é p = —p, classicamente tratado
de acordo com o formalismo candnico de Schutz. Este processo produz uma Hamiltoniana
linear em relagdo a0 momento conjugado de uma varidvel que desempenhou o papel do
tempo. Em geral, evitando os problemas causados pela equacao de WDW, que é definida em
todo o superespaco, o processo de quantizagdo ocorreu no mini-superespago, onde infinitos
graus de liberdade do campo gravitacional sdo congelados e os graus de liberdade restantes
aos quais sdo associados operadores. Como o GUP corresponde a uma relagdo de comutagdo
modificada, a equagdo de WDW em um cenario de comprimento minimo pode ser obtida
impondo que alguns ou todos esses operadores (que surgem da quantizacdo dos graus de
liberdade restantes na abordagem do mini-superespago) e os seus operadores dos momentos
conjugados satisfagam a relagdo de comutagao.

E finalmente, no Capitulo 4, aplicou-se o método de quantiza¢dao candnica modificado
na hamiltoniana do método de Schutz para se obter uma equagdo cuja solugdo descreve um
Universo em um cendrio de comprimento minimo. Chegou-se a uma equagao diferencial de
sexta ordem. Como ndo se conheciam todas as condi¢des de contorno, ndo foi possivel obter
uma solugdo analitica. No entanto, como o interesse na solugdo é somente para o Universo
primordial, ou seja, para pequenos valores do fator de escala, pois supde-se que seja nessa
escala que o comprimento minimo se manifestaria, foi utilizado um método aproximativo
para se obter a fungdo de onda a partir da solu¢do da equacdo de WDW ordindria.

Achou-se entdo a fungdo de onda do Universo para pequenos valores do fator de escala,
na representagdo formal da posi¢do, ou melhor, do "fator de escala". N&o é possivel obter
qualquer informagdo fisica da func¢do de onda uma vez que os auto estados do operador
posicdo ndo sao estados fisicos. Esse problema foi solucionado obtendo-se a funcdo de
onda na representagdo da quase posi¢cdo como uma superposicdo das fungdes de onda na
representacdo da posicdo. Ciente de que esta abordagem poderia gerar questionamento,
achou-se a equagdo de WDW na representacdo da quase posigdo e mostrou-se que a funcao
de onda no espaco de quase posigdo obtida anteriormente é solucao da equagao, como era de
se esperar. Deve-se mencionar que o processo de quantizagdo ocorre no mini-superespaco
no qual o fator de escala é o tinico grau de liberdade

Como proposta de trabalho futuro, pretende-se realizar a aplicagdo da funcdo de
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onda em um cendrio de comprimento minimo encontrada e comparé-la com os resultados
ordindrios, observando se os termos de corre¢do se manifestam de forma significativa e até
mesmo se é possivel verificar essa manifestacdo em dados observacionais. Outra proposta,
seria fazer um processo de quantizac¢do ainda mais geral: se 0o GUP é um aspecto fundamental
da natureza, ndo somente os operadores posigdo e momento devem satisfazé-lo mas qualquer
outra varidvel que seja quantizada. Sendo assim, outra proposta de trabalho seria considerar
uma discretizagdo ndo s6 do espago, mas também do tempo, como defendido por alguns
autores [69,70].
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