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Resumo
Extensões de relatividade geral com acoplamentos G e Λ dependentes de escala têm sido
propostas a partir de diferentes motivações, em particular inspiradas em efeitos não triviais
da aplicação de grupo de renormalização à gravitação. Tratamos aqui de desenvolvimentos
cosmológicos desse quadro, tanto sob a perspectiva de desenvolvimento de uma ação
efetiva completa e consistente (ou seja, com toda a informação necessária para a dinâmica),
quanto sob o ponto de vista numérico e observacional, considerando a viabilidade da
proposta a partir de diversos dados cosmológicos. Com respeito aos aspectos teóricos dos
princípios dinâmicos, o quadro desenvolvido é tal que toda a evolução de fundo está sujeita
às mesmas equações que regem o fundo cosmológico do modelo padrão (ΛCDM), mas as
perturbações possuem correções que dependem de duas escalas: uma principal dada por
um escalar construído a partir de certa perturbação da métrica (escalar esse já usado em
trabalhos anteriores fora do contexto cosmológico), e uma secundária que é deduzida por
condição de consistência e depende do traço do tensor momento-energia. Com respeito
à fenomenologia desse quadro, avaliamos via MCMC os dados de fσ8, Supernovas Tipo
Ia, oscilações acústicas bariônicas, distorção no espaço de redshift e dados da radiação
cósmica de fundo. Nossa primeira analise para um caso particular nesse quadro, sugere
pequenos desvios com respeito aos parâmetros de ΛCDM, quando todos os dados são
analisados juntos.

Palavras-chave: Gravitação Estendida, Grupo de Renormalização, Cosmologia.





Abstract
The extensions of general relativity with scale-dependent G and Λ couplings have been
proposed for different motivations, but inspired, in particular, by non-trivial effects of the
application of a renormalization group to the gravitation. We will consider the cosmological
scenario of this framework from two perspectives: developing a self-consistent action, with
the necessary information to describe the dynamic of the model; and from a numerical
and observational point of view, considering the viability of the proposal from several
cosmological data. Regarding the theoretical aspects of dynamical principles, the framework
is such that the background evolution is subject to the same equations that govern the
cosmological background of the standard model (ΛCDM), but the perturbations have
corrections that depend on the scalar factor coming from the perturbation of the metric,
present in other non-cosmological scenarios, and on a secondary scalar originated from
consistency conditions and dependent on the trace of the energy-moment tensor. For the
phenomenology of this picture, we evaluated via MCMC the data from fσ8, Supernovas
type Ia, baryonic acoustic oscillations, distortion in redshift space, and data from the
cosmic background radiation. Our first analysis with a complete data set for a particular
case in this frame suggests small deviations in the parameters of ΛCDM.

Keywords: Extended Theories of Gravity, Renormalization Group, Cosmology.
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1 Introdução

Atualmente, as observações de fenômenos astrofísicos e cosmológicos revelam
um cenário bastante enigmático do nosso universo. Conjuntos de dados provenientes
de diferentes fontes, tais como Supernova Tipo Ia [5] e de estrutura em grande escala
(oscilações acústicas bariônicas [6, 7], distorção no espaço de redshift [8, 9, 10] e Radiação
Cósmica de Fundo1 [1]), indicam que a maior parte do universo não é constituído da
matéria usual (chamada comumente de matéria bariônica), mas a maior parte do conteúdo
energético é composto por algo ainda não compreendido. De acordo com esses dados, a
matéria bariônica corresponde a apenas ∼ 5% da energia total do universo, enquanto que
a radiação, corresponde a uma porção ínfima atualmente (cerca de ∼ 10−5), embora já
tenha sido dominante no universo primordial, antes do desacoplamento matéria-radiação.
Os outros 95% correspondem ao que chamamos hoje de matéria escura e energia escura.

A matéria escura, que corresponde a ∼ 25% do conteúdo total do universo hoje,
representa uma forma desconhecida de matéria que, embora não possa ser detectada
diretamente, possui propriedades de aglomerações da matéria comum. É uma componente
exótica com pressão quase nula que não é capaz de interagir com ondas eletromagnéticas,
impossibilitando sua detecção através de observações diretas. Esta forma de matéria foi
proposta na década de 1930 com objetivo de explicar observações de aglomerados de
galáxias [11], e anos depois veio a ser utilizada novamente para estudar curvas de rotação
de galáxias e para explicar o excesso de massa em galáxias que não era observada através
de luminosidade [12, 13]. Sua existência foi reforçada por dados de emissão em raio-X de
aglomerados de galáxias e de lentes gravitacionais. Além disso, teoricamente, a matéria
escura desempenha um papel de destaque ao potencializar o crescimento de estruturas
bariônicas após o desacoplamento, de modo que tais estruturas atinjam o regime não linear
que é observado atualmente.

A energia escura, correspondente a ∼ 70% da energia total hoje, indica uma forma
desconhecida de energia que não é detectada diretamente e não se agrupa como a matéria
ordinária. A energia escura, ao contrário da matéria escura, viola a condição de energia
forte. Dada equação de estado p = p(ε), com p a pressão e ε a densidade de energia do
fluido que compõem o universo, temos que a matéria ordinária e matéria escura satisfazem
a condição de energia forte (ε+ 3p ≥ 0), enquanto que a energia escura não satisfaz tal
condição (as pressões no fluido se tornam negativas ao ponto de superar a contribuição de
energia). Além disso, dentro da atual descrição do universo, esta energia escura parece
se assemelhar a uma constante cosmológica que a priori, no contexto de Relatividade
Geral (GR), corresponde a um termo de natureza geométrica. No entanto, tal identificação
1 Em inglês Cosmic Microwave Background, ou CMB.
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é análoga a um fluido com equação de estado do tipo vácuo e densidade de energia
constante. A descrição desse tipo de energia parece satisfazer com sucesso os atuais dados
observacionais, entretanto se encontra muito em desacordo com a previsão teórica da
energia do vácuo vinda da teoria quântica de campos. Devido seu atual domínio sobre a
matéria escura e matéria comum, a energia escura confere atualmente ao universo uma
fase de expansão acelerada, comprovada por Adam Riess, Brian Schmidt e Saul Perlmutter
(1998), através de observações da luminosidade de super novas tipo Ia [14, 15].

O modelo mais simples que se encaixa adequadamente aos dados é denominado de
modelo ΛCDM (Λ Cold Dark Matter), que é atualmente o Modelo Padrão da Cosmologia.
Este modelo é complementado por um cenário inflacionário, geralmente baseado em algum
campo escalar, inflaton. Além de não explicar a origem do inflaton ou da natureza da
matéria escura por si só, o modelo ΛCDM carrega consigo alguns problemas (ver, por
exemplo, [16, 17, 18, 19, 20]). Por exemplo, o problema do ajuste fino, no qual, como
citado anteriormente, o valor observador da energia escura (representada neste modelo
por Λ) é muito pequeno comparado a estimativa teórica da energia do vácuo; o problema
da coincidência, no qual a razão da densidade de energia da matéria e da constante
cosmológica, medidas hoje, é de ordem 1; tensões entre medidas locais e de grandes escalas
cosmológicas, envolvendo a constante de Hubble H0 e o parâmetro referente a dispersão
do campo de densidade da matéria σ8.

Estes problemas questionam a validade do modelo ΛCDM levando a estudos de
modelos alternativos que possam descrever o universo. Alguns destes modelos têm como
perspectiva um tratamento dinâmico na componente de energia escura [21], ou seja, ela
deixaria de ser representada por uma constante cosmológica. Outra alternativa seria mudar
a teoria gravitacional, estendendo a forma da ação da RG. Estas teorias que estendem
são exemplos da inclusão de invariantes de ordem superior na ação, bem como campos
escalares não minimamente acoplados à geometria [22]. Duas classes deste tipo de teoria
são bastante estudadas na literatura [22, 23, 24, 25], são elas a teoria f(R) e a teoria
escalar-tensorial.

Aqui, tratamos uma abordagem na qual a constante gravitacional G e a constante
cosmológica Λ dependem de escala, inspirada em efeitos do grupo de renormalização (GR),
em um cenário cosmológico [2]. Abordagens nas quais os acoplamentos G e Λ dependem
de certa escala podem ser encontradas, por exemplo, em [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34,
35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43]).

De forma geral, determinamos a relação entre os acoplamentos G e Λ com a escala,
denotada por µ, bem como a relação de µ com as quantidades físicas do sistema em análise.
Esta última relação recebe o nome de configuração de escala. No modelo que vamos analisar
consideramos que em grandes escalas cosmológicas deve existir uma ação clássica completa
capaz de descrever efetivamente os efeitos decorrentes da dependência de escala de G e Λ,
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isto é, todas as informações físicas relevantes estão contidas em uma ação clássica, incluindo
o significado da escala. Além disso, consideramos em nossa análise uma escala covariante,
apresentada em [39], que depende das perturbações do espaço-tempo. Destacamos que
nosso artigo [2] é o primeiro à aplicar essa escala covariante em cosmologia. Neste contexto,
escalas (inspiradas em GR) que são funções do número de onda das perturbações podem
ter um papel relevante em tempos tardios. Para selecionar esta escala consideramos que
ela é explicitamente covariante no espaço-tempo, ou seja, é um escalar. Por conseguinte,
precisamos que esta escala nos leve a uma dinâmica diferente da RG e das teorias de
gravitação estendida (como f(R) e Brans-Dicke), e nos diga que, fenomenologicamente,
é razoável que os possíveis desvios estejam presentes apenas no nível perturbativo. Com
este cenário, mostramos que para obter um quadro dinâmico cosmológico consistente
precisamos de uma segunda escala, fixada a partir da consistência dinâmica do modelo. Tal
que, considerando uma métrica espacialmente plana de Friedmann-Lemaître-Robertson-
Walker (FLRW) com perturbações escalares, no calibre Newtoniano, mostramos que esta
segunda escala é uma função do traço do tensor momento-energia do fundo cosmológico.

Nossos resultados atribuídos a partir dos vínculos cosmológicos são apresentados
em duas etapas. A primeira, feita em [2], mostra os resultados obtidos por uma análise
simplificada, nos focando na aproximação de um único fluido dominando a evolução do
universo. Em especial, utilizamos parâmetros comumente aplicados para restringir modelos
de gravitação estendida usando dados de distorção no espaço de redshift [10] afim de
averiguar se esta abordagem pode aliviar as tensões nas medidas do parâmetro σ8. A
segunda etapa, presente no artigo [3], apresenta os resultados obtidos por análise de
MCMC e leva em conta uma modelagem mais realista do universo, considerando todas as
componentes, assim como as interações durante o universo primordial. Neste caso, levamos
em conta a componente de tensão anisotrópica no fluido, além disso, mostramos que as
condições iniciais na era dominada pela radiação são modificadas. Esta análise estatística
é feita através da análise conjunta dos dados de distorção no espaço de redshift com dados
de supernova Tipo Ia [5], dados de oscilações acústicas bariônicas [6, 7] e dados de CMB
do satélite Planck (modos de temperatura, de polarização, modos cruzados de temperatura
e polarização e lenteamento da CMB) [1]. Introduzimos este modelo no código numérico
CLASS [4] e, por fim, utilizamos o código numérico MontePython [44] que utiliza o método
de Markov Chain Monte Carlo para a realizar a análise estatística, afim de explorar todo
o espaço de parâmetros e encontrar o melhor ajuste para os parâmetros cosmológicos do
modelo. Com esses testes numéricos, comparamos mais detalhadamente esta estrutura
com o modelo ΛCDM e verificamos de forma mais precisa se esta proposta pode, de fato,
aliviar os problemas presentes no modelo padrão, como por exemplo, as tensões envolvendo
medidas de H0 e σ8.

No segundo capítulo faremos uma revisão do modelo cosmológico padrão, o modelo
ΛCDM. Antes de falar de fato deste modelo, mostraremos brevemente aspectos relacionados
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à história da expansão do universo. Depois, vamos analisar a dinâmica de fundo e linear de
ΛCDM, através do seu conteúdo material e de sua expansão. Consideraremos perturbações
escalares no espaço-tempo de FLRW, a fim de estudar o processo de formação de estruturas
em cada modelo que veremos. Em seguida, são apresentados alguns dos problemas em
aberto do modelo cosmológico padrão. Na última seção deste capítulo apresentamos
os dados observacionais que são usados para validar essas teorias. No terceiro capítulo,
falamos brevemente de alguns tópicos de gravitação estendida, em especial da teoria
f(R) e da teoria escalar-tensorial (especificamente o modelo de Brans-Dicke). No quarto
capítulo, analisamos o cenário cosmológico do modelo gravitacional dependente de escala,
apresentado em [2], no qual os acoplamentos G e Λ são dependentes de escala, inspirada
em efeitos de GR. No quinto capítulo averiguamos o status observacional, apresentado
em [3] do modelo com dependência de escala. As considerações finais e as perspectivas de
trabalhos futuros são apresentadas na conclusão.
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2 O Modelo Cosmológico Padrão Atual

2.1 Uma Breve História da Expansão do Universo
Durante a maior parte do século 20, as características mais importantes do nosso

universo tiveram que ser consideradas como uma hipótese, conhecida como o Princípio
Cosmológico. Especificamente, este princípio diz que

Em escalas suficientemente grandes o universo é estatisticamente homogêneo e
isotrópico

O Princípio Cosmológico é uma hipótese bem sustentada por dados empíricos confiáveis.
Observações como os fótons da radiação cósmica de fundo (CMB) [45, 1] vindos de
diferentes partes do céu com quase a mesma temperatura, apoiam a homogeneidade e
isotropia1. Claro que observamos inomogeneidades e irregularidades na região local do
universo, como estrelas e galáxias. Essas inomogeneidades cresceram com o tempo por meio
da instabilidade gravitacional de uma distribuição de matéria que era mais homogênea no
passado. Então, podemos considerar essas inomogeneidades como pequenas perturbações
que evoluem no universo. Mais detalhes sobre homogeneidade e isotropia de nosso universo
ver [46, 47, 48, 49, 50].

Outra importante comprovação observacional de nosso universo é sua expansão.
Sua primeira evidência surgiu na década de 1920, quando Slipher e Hubble descobriram
que o comprimento de onda das linhas de absorção observadas da radiação emitida por
galáxias distantes eram maiores do que o comprimento de onda λ medidas na terra[51, 52,
53, 54, 25, 55]. Isto ocorre devido ao comprimento de onda ser esticado em proporção ao
fator de escala de um universo em expansão. Para quantificar esse impacto, introduzimos
a medida de distância, chamada desvio para o vermelho (ou redshift) [25]

z ≡ λ0

λ
− 1 = a0

a
− 1 , (2.1)

sendo z = 0 para épocas atuais, de forma que, conforme voltemos ao passado, z aumenta. O
fator de escala do universo é representado por a. O λ0 indica o valor observado atualmente
para o comprimento de onda. Vamos considerar que o seu valor no tempo presente, a0,
é normalizado a 1, isto é, consideramos no decorrer do trabalho a0 = 1 (isto é pelo fato
de que a dinâmica é invariante se multiplicarmos o fator de escala por uma constante
[52, 53, 54, 25, 55]).
1 A rigor a CMB nos diz que o universo jovem (z 1100) era altamente isotrópico. A CMB é compatível

com a hipótese de homogeneidade, mas não a confirma.
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Consideremos uma radiação observada no tempo presente t0, emitida, por exemplo,
por uma galáxia em um instante t. Tal objeto está próximo o suficiente do observador, nos
permitindo assumir uma expansão em série de Taylor até a primeira ordem de aproximação
do fator de escala

1
a
≈ 1− (t− t0)H0 → z = (t0 − t)H0 . (2.2)

Nestas equações temos definido o parâmetro de Hubble

H ≡ ȧ

a
, (2.3)

o ponto denota derivação em relação ao tempo t. A constante H0 é o valor atual de H(t)
e recebe o nome de constante de Hubble. Para um intervalo de tempo pequeno o termo
(t0 − t) coincide com a distância D = c(t0 − t) percorrida pela onda eletromagnética, e
então obtemos uma relação de proporcionalidade entre o parâmetro de desvio para o
vermelho e a distância entre o observador e a fonte de ondas eletromagnéticas

cz ' DH0 (2.4)

conhecida Lei de Hubble-Lemaître [51] (ver também em [52, 53, 54, 25, 55]).

Em 1929, com dados escassos, superficiais e ruidosos, Hubble relatou (2.4) traçando
a velocidade de recessão v versus a distância r, e confirmou que o universo está em expansão,
de tal maneira que H0 representa a taxa com a qual o universo está se expandindo. A
constante de Hubble H0 é geralmente escrita como

H0 = 100h km s−1Mpc−1 = 2.1332h× 10−42GeV , (2.5)

sendo

1Mpc = 3.08568× 1024cm = 3.26156× 1026anos luz , (2.6)

h descreve a incerteza sobre o valor H0. Os últimos resultados cosmológicos, usando dados
de radiação cósmica de fundo [1], indicam que

h = 0.6766± 0.0042 , (2.7)

isto é,

H0 = 67.66± 0.42km s−1Mpc−1 . (2.8)

Medidas locais [56] indicam que seu valor atual é da ordem de 73kms−1Mpc−1.

Definimos o tempo de Hubble

tH ≡ 1/H0 = 9.78× 109h−1anos. (2.9)
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que é uma medida aproximada da idade do Universo[25]. O atual raio de Hubble é definido
por

DH ≡
c

H0
= 9.27 h−1 × 1025m = 3.00 h−1Gpc , (2.10)

Com essa medidas podemos também introduzir[25]

ρcr,0 ≡
3H2

0
8πG = 1.878h2 × 10−29g cm−3 , (2.11)

que representa a densidade de massa média no universo hoje, e também pode ser chamada
de densidade de energia crítica do universo hoje. Esta forma matemática será determinada
na próxima seção, já o resultado numérico usamos (2.6) e (2.8) e o valor de G = 6.67×
10−8cm3g−1seg−2 [1]. Esta densidade crítica é muito pequena se comparada com a densidade
da estrutura local do universo (cerca de ρ ' 5g/cm3 na terra e ρ ' 10−24g/cm3 para a
densidade homogênea de bárions/matéria escura em nossa galáxia). Uma fração ainda
menor é responsável pela atual expansão acelerada do Universo[25].

Outro observável que pode ser usado para medir a expansão do universo é a CMB.
Ela é uma das fontes mais ricas de informação sobre o universo primordial, dentre outras
coisas. O valor de H0 em (2.8) calculada por [1] foi obtido analisando a combinação de
diversos dados, nos quais a CMB está inclusa (além de se assumir o modelo ΛCDM, o
qual veremos a seguir). Este observável nos dá uma "fotografia"do universo primitivo,
que mostra que após a recombinação, até o nível atual, o universo era extremamente
homogêneo e isotrópico em grande aproximação, com desvios de isotropia de ∼ 10−5. Hoje
o universo tem uma estrutura não linear bem desenvolvida. Essa estrutura assume a forma
de galáxias, aglomerados e superaglomerados de galáxias e, em escalas maiores, de regiões
vazias e filamentos de galáxias.

Na próxima seção apresentaremos o atual modelo padrão da cosmologia. Ele será
nosso ponto de partida sobre modelos viáveis para compreender a dinâmica do nosso
universo.

2.2 Modelo ΛCDM
O modelo ΛCDM é o modelo cosmológico de maior sucesso atualmente, pois é aquele

que melhor se ajusta com os dados disponíveis hoje. Ele é composto por uma constante
cosmológica positiva Λ, matéria escura fria (Cold Dark Matter), matéria bariônica (matéria
ordinária) sem pressão e radiação (fótons e neutrinos sem massa). Ele representa um
aprimoramento da teoria do big bang ao postular que a dinâmica do universo é regida
em sua maioria por uma componente chamada energia escura, simbolizada por Λ, e pela
componente CDM. Como dito anteriormente, a CDM não interage eletromagneticamente e,
por isso, não podem ser detectada de maneira direta. Este tipo de matéria foi inicialmente
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proposta para explicar fenômenos locais, como as curvas de rotações de galáxias, no entanto,
como veremos adiante, ela desempenha um papel muito importante nas perturbações da
matéria bariônica afim de que as estruturas se formem, tal como se observa hoje. Em
adição, a componente de energia escura é uma forma de energia que tem como principal
característica uma forte pressão negativa responsável pela expansão acelerada tardia do
nosso universo. [52, 53, 54, 25, 55].

O foco desta seção é mostrar a dinâmica, os resultados e os problemas deste modelo.
Ele será nosso ponto de partida de teorias que tentam entender a evolução do nosso
universo. Além disso, dentro dessa seção apresentaremos a geometria e o conteúdo material
usados no escopo deste trabalho.

2.2.1 Cosmologia de Fundo

Quase todas as teorias cosmológicas partem da simples suposição do princípio
cosmológico.Observações atuais fornecem motivações fortes de que, ao menos o universo
visível obedece o princípio cosmológico. Podemos descrever esta homogeneidade e isotropia
do universo do ponto de vista matemático, considerando um espaço-tempo espacialmente
folheado com simetria máxima. No cenário de geometria diferencial as simetrias são
descritas por vetores de Killing, tais vetores anulam a derivada de Lie do tensor métrico.
Matematicamente, podemos argumentar que existem um número máximo de vetores de
Killing para estas seções espaciais, de tal forma a obtermos um tensor métrico compatível
com o princípio cosmológico (para mais detalhes ver [57] e complementar com [53, 25, 55]). O
resultado é a métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) [52, 53, 54, 25, 55]

ds2 = −c2dt2 + a2(t)
(

dr2

1−Kr2 + r2dΩ2
)
. (2.12)

sendo dΩ2 ≡ dθ2 + sen2(θ)dφ2. A coordenada de tempo usada aqui é chamada de tempo
cósmico, enquanto as coordenadas espaciais são chamadas de coordenadas comóveis. A
máxima simetria das fatias espaciais estão relacionadas com a coordenada t de cada fatia.
A função a(t) é o fator de escala definido anteriormente. O termo K descreve a curvatura
das seções espaciais, e deve ser constante, uma vez que a condição de simetria máxima
deve ser satisfeita. Destacamos que a geometria de fundo (aquela que obedece o princípio
cosmológico) de todos os modelos apresentados neste trabalho será descrita por (2.12).

Estendendo um pouco mais a discussão feita aqui sobre (2.12), uma forma muito
útil de escrevê-la é via o tempo conforme η, tal que

adη = dt→ η − ηi =
∫ t

ti

dt′
a(t′) . (2.13)

A linha indica dependência de t′, ao invés de t. Pela integração acima, o termo c(η − ηi)
representa a distância percorrida por um fóton entre os tempos ηi e η, ou ti e t. Logo, em
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termos de η, (2.12) fica

ds2 = a2(η)
(
−c2dη2 + dr2

1−Kr2 + r2dΩ2
)
. (2.14)

Note que o fator de escala torna-se um fator conforme, daí o nome atribuído a η. Perceba
também que se a(η) tem dimensão, então o termo cη é adimensional. Por outro lado, se
a(η) for adimensional, η possui dimensão de tempo [55].

A dinâmica do modelo ΛCDM é bem sustentada pelas equações da RG. Não iremos
entrar em detalhes de cálculos, mas caso o leitor esteja interessado veja, por exemplo,
[25, 52, 53, 54, 55]. As equações deste modelo são derivadas a partir das equações de
Einstein com constante cosmológica, que por sua vez são derivadas do princípio variacional
da ação de Einstein-Hilbert acoplada com a ação da constante cosmológica e da ação de
matéria

S = 1
2κ2

∫
(R− 2Λ)

√
−g d4x+ Sm[g,Υ] , (2.15)

sendo κ2 = 8πG
c4

, Sm representa a ação de matéria com campos Υ. Temos também
R = gµνR

µν o escalar de Ricci,2 Λ a constante cosmológica e Sm a ação de matéria total
do universo. A variação desta ação com relação ao tensor métrico fornece as equações de
Einstein com constante cosmológica

Gµν + Λgµν = κ2Tµν (2.16)

sendo Gµν = Rµν − 1
2gµνR o tensor de Einstein. A forma do tensor que representa o

conteúdo material do universo, o tensor momento-energia,

Tµν ≡ −
2√
−g

δSm
δgµν

. (2.17)

Agora, a partir da invariância de difeomorfismo da ação de matéria Sm [59], podemos
determinar

0 = δζSm[g,Υ] =
∫ (
−Tµν

√
−g∇µζν + δSm

δΥ δζΥ
)
d4x

=
∫ (
∇µTµν

√
−gζν + δSm

δΥ δζΥ
)
d4x , (2.18)

o termo δζ representa uma mudança infinitesimal de coordenadas, dada por uma derivada
de Lie ao longo do vetor ζν [59], tal que em relação a métrica temos δζgµν = ∇µζν +∇νζµ.
Para o sistema representado pela ação (2.15), a variação da ação de matéria em relação
aos campos de matéria é igual a zero, δSm

δΥ = 0. Portanto, o quadridivergente do tensor
momento-energia satisfaz

∇νT
µν = 0 . (2.19)

2 A definições relacionadas a transporte paralelo (simbolo de Christoffel), tensor e escalar de curvatura
estão fora do escopo desse texto, mas deixo ao leitor o que considero ótimas referências para compreender
esse contexto geométrico de RG, [57, 58, 59, 60, 61].
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Esta equação representa a conservação de Tµν da matéria. Tal equação também pode ser
determinada a partir das identidades Bianchi [57, 58, 59, 60, 61].

Em nosso trabalho consideramos que a ação de matéria está associada à ação de
um fluido relativístico. Na dinâmica de fundo do universo, é natural considerar que o fluido
cósmico é representado por um fluido perfeito [52, 53, 54, 25, 55]. Portanto, consideramos
a seguinte ação que modela um fluido perfeito relativístico arbitrário [62]

SFP [gµν , Uα, ρ, s, ηm, X] =
∫ [
− ε(ρ, s) + η1(c2 + UαUα) + η2∇α(ρUα)+

+η3U
α∇αX + η4U

α∇αs
]√
−g d4x (2.20)

A variáveis fundamentais desta ação são a métrica gµν , a quadrivelocidade do fluido Uα,
densidade de massa do fluido ρ, a entropia específica de repouso s, os multiplicadores
de Lagrange associados as equações de vínculos do fluido e a variável X, denominada
identidade da partícula, introduzida por [62], sendo relevante para a descrição de fluidos
com fluxo rotacional. Podemos verificar diretamente que a variação desta ação com
respeito a cada multiplicador de Lagrange fornece as equações de vínculo do fluido que são,
respectivamente, a normalização da quadrivelocidade, equação de conservação de massa,
a conservação de identidade da partícula e equação do movimento adiabático. A função
ε(ρ, s) representa a densidade de energia do fluido. Existem outras formulações de ação
equivalente capazes de descrever um fluido perfeito arbitrário [63], mas a ação acima é
adequada para aplicação apresentada na seção 4. Portanto, usando a equação (2.17) temos

Tαβ = 2η1
UαUβ
c2 + gαβ(−ρUα∂αη2 − ε) (2.21)

Em (2.21) consideramos alguns dos vínculos inferidos a partir da variação de (2.20) com
relação aos seus respectivos multiplicadores de Lagrange, ηm. Agora, a variação da ação
do fluido em relação aos campos de matéria ρ e Uα nos leva, respectivamente, as seguintes
equações

∂ε

∂ρ
+ Uα∂αη2 = 0 , (2.22)

2η1Uα − ρ∂αη2 = 0 . (2.23)

Agora, usando o vínculo UαUα = −c2, podemos usar (2.22) e (2.23) em (2.21) e assim
encontrar a forma do tensor momento-energia de um fluido perfeito (mais detalhes ver
[62])

Tαβ = (ε+ p) UαUβ
c2 + gαβp , (2.24)

sendo p ≡ ρ ∂ε
∂ρ
− ε [62]. Considerando o sistema de referencia comóvel ao fluido, que define

a parte espacial da quadrivelocidade seja U i = 0, as componentes deste tensor são dadas
por

T00 = ε(t), T0i = 0, Tij = gijp(t) . (2.25)

Assumimos que no fundo cosmológico ε depende somente de ρ.
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2.2.1.1 Equações de Friedmann

Ao aplicar a métrica (2.12) nas equações (2.16), encontramos

H2 + Kc2

a2 = −8πG
3c2 T00 + Λc2

3 (2.26)

gij

(
H2 + 2 ä

a
+ Kc2

a2 − Λc2
)

= −8πG
c2 Tij (2.27)

conhecidas como equações de Friedmann[52, 53, 54, 55].

Dada as componentes do tensor momento-energia de fluido perfeito (2.25), a equação
de Friedmann torna-se

H2 = 8πG
3c2 ε+ Λc2

3 −
Kc2

a2 , (2.28)

enquanto que a equação da aceleração ficam

ä

a
= −4πG

3c2 (ε+ 3p) + Λc2

3 . (2.29)

Devemos notar que estas equações foram obtidas a partir da métrica (2.12) escrita no
tempo cósmico t. Considerando a métrica de FLRW no tempo conforme (2.14), a equação
de Friedmann fica

H2 = 8πG
3c2 a

2ε+ Λc2a2

3 −Kc2 (2.30)

e a equação de aceleração fica

a′′

a
= 4πG

3c2 a
2 (ε− 3p) + 2Λc2a2

3 −Kc2, (2.31)

a linha “′” representa a derivação com relação ao tempo conforme η. Além disso, temos

H ≡ a′

a
(2.32)

que é o parâmetro de Hubble conforme.

Devemos notar que as equações de Friedmann e da aceleração são escritas em
termos da densidade de energia total e pressão total do fluido perfeito. Portanto, embora
nosso universo em sua totalidade possa ser descrito unicamente pelo fluido perfeito, este
conteúdo energético pode ser representado pela soma de diferente componentes do universo.
Estes componentes são a radiação (que denotaremos pelo índice r), matéria bariônica sem
pressão (que denotaremos pelo índice b), CDM (que denotaremos pelo índice c) e energia
escura (que denotaremos pelo índice Λ). Mas, de forma geral, a densidade de energia total
e a pressão total são escritas como

ε ≡
∑
y

εy, p ≡
∑
y

py. (2.33)
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Em relação a constante cosmológica, podemos considerar sua contribuição como
sendo na parte geométrica ou como sendo um componente de matéria que possui densidade
de energia e pressão definidas como

εΛ ≡
Λc4

8πG, pΛ ≡ −εΛ . (2.34)

Devemos notar que, por definição, o fator de escala é positivo, mas sua derivada
pode ser positiva ou negativa. A partir da equação de Friedmann (2.28) podemos verificar
que nosso universo irá se expandir indefinidamente quando K ≤ 0 e se houver um instante
para o qual ȧ > 0. Nos casos em que ȧ < 0 temos um universo em contração.

Constante de Hubble

Na seção 2.1 já introduzimos o valor observacional da constante de Hubble, dada
por

H0 = 67.66± 0.42km s−1Mpc−1 .

Essa constante aparece quando o parâmetro de Hubble H é avaliado no tempo presente (t0).
Vimos que esta constante nos auxilia a determinar a idade aproximada de nosso universo,
bem como a ordem de magnitude do tamanho do universo visível (Raio de Hubble). Mas o
que significa este “tempo presente” que usamos para medir estas constantes? Referenciando
a explicação de [55]: o tempo flui, portanto, t0 não pode ser uma constante! Isso é verdade,
mas se compararmos um período de tempo de 100 anos (o período de algumas vidas
humanas) com a idade do universo (cerca de 14 bilhões de anos), vemos que a proporção é
de cerca de 10−8; como isso é muito pequeno, podemos considerar t0 como uma constante,
também referida como a idade do universo. Portanto, podemos calcular este t0 da seguinte
forma[55]

t0 =
∫ t0

0
dt =

∫ 1

0

da
ȧ

=
∫ 1

0

da
H(a)a =

∫ ∞
0

dz
H(z)(1 + z) . (2.35)

lembrando que z é a medida de distância cosmológica definida em (2.1), o redshift. Para
esta integração presumimos que a(t = 0) = 0, ou seja, o Big Bang. Essa condição nem
sempre é verdadeira, uma vez que existem modelos como o universo de Sitter, no qual
o fator de escala desaparece somente quando t → −∞. O outro limite de integração,
a(t0) = 1, trata-se da normalização definida na seção 2.1. Em resumo, na cosmologia,
quando uma quantidade tem subscrito 0, geralmente significa que ela é avaliada em t = t0

[55].

Parâmetro de Desaceleração

A equação da aceleração (2.29), que contém o termo ä, descreve como a expansão
do universo está acelerando. Devemos notar que se o lado direito desta equação é positivo,
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ou seja, ε + 3p < 0, portanto, ä > 0. Na literatura defini-se um parâmetro, chamado
parâmetro de desaceleração, com o qual medimos a entidade da aceleração. Ela é dada por
[52, 53, 54, 55]

q ≡ − äa
ȧ2 . (2.36)

A análise baseada em observações de supernovas tipo Ia em [14] e [15] mostraram que
o valor do atual do parâmetro de desacelaração é negativo, ou seja, q0 < 0, portanto, o
universo está em um estado de expansão acelerada.

Densidade Crítica

Na seção 2.1 introduzimos o valor da densidade de massa média no universo hoje.
A definição desta densidade crítica de massa pode ser determinada a partir da equação de
Friedmann (2.28) tal que

ρcr ≡
3H2

8πG , (2.37)

que ao avaliar no tempo presente t0 encontramos o valor (2.11). Acontece que o valor
presente da densidade total ρ0 possui um valor muito próximo da densidade crítica avaliada
hoje, indicando que nosso universo é espacialmente quase plano. Este surpreendente ajuste
fino extremo do valor de K é conhecido como problema de planura. Uma possível solução
é fornecida pela teoria inflacionária.

Parâmetros de Densidade

É muito comum e útil utilizar o chamado parâmetro de densidade Ω no lugar das
densidades. Este parâmetro é definido pela equação

Ω ≡ 8πGε
3H2

0c
2 =

∑
y

Ωy , (2.38)

ou seja, este parâmetro nada mais é do que a normalização da densidade total em relação
a densidade crítica no tempo hoje. Logo, a equação de Friedmann (2.28) pode ser escrita
como

1 =
∑
y

Ωy + ΩK , (2.39)

sendo

ΩK ≡ −
Kc2

H2
0a

2 , (2.40)

ou seja, associamos a curvatura espacial uma densidade de energia.Notamos que a soma
de todos os parâmetros de densidade, incluindo a curvatura, é sempre igual à unidade.
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A partir da equação (2.39) podemos ilustrar como a geometria do espaço-tempo está
relacionada com a distribuição de matéria no universo. Reunindo todo o conteúdo material
em um único parâmetro de densidade Ω, é possível relacionar a distribuição da matéria
com a curvatura do espaço,

Ω− 1 = Kc2

H2
0a

2 , (2.41)

desta forma a geometria do espaço-tempo pode assumir três formas: Ω > 1 que indica
espaço-tempo fechado (esférico); Ω < 1 que indica espaço-tempo aberto (hiperbólico), Ω = 1
que indica espaço-tempo plano. Em particular, se descobrir que Ω ' 1, isso implica que
ΩK ' 0, ou seja, nosso universo de fato é espacialmente plano.

A partir dos resultados de [1], sabemos que

ΩK0 = 0.0007± 0.0037 , (2.42)

ou seja, os dados atuais ainda indicam que o universo é espacialmente aplanado.

Portanto, com a definição do parâmetro de densidade Ω, podemos escrever a
equação de Friedmann (2.28) como

H2

H2
0

=
∑
y

Ωy0fy(a) + ΩK0

a2 , (2.43)

a função fy(a) fornece a dependência de cada componente material y com o fator de escala
a, de maneira que e fy(a0 = 1) = 1. Logo,

∑
y

Ωy0 + ΩK0 = 1 . (2.44)

Esta equação é conhecida como relação de fechamento [52, 53, 54, 55].

A Equação de Conservação de Tµν

Agora, vamos ver como fica a conservação do tensor momento-energia (2.19), dado
conteúdo material como fluido perfeito e considerando a métrica (2.12). Para µ = 0 em
(2.19), obtemos

ε̇+ 3H (ε+ p) = 0 , (2.45)

que chamamos de equação de continuidade relativística do fluido [57, 58, 59, 60, 61]. Se
assumirmos uma equação de estado de fluido barotrópico (P = P (ε)) especificamente da
forma P = wε, sendo w o parâmetro de equação de estado, e possui valor constante, a
equação de continuidade tem como solução analítica geral

ε = ε0a
−3(1+w) , (2.46)
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sendo ε0 ≡ ε(a0 = 1).

Em relação as componentes do fluido, cada uma terá sua própria equação (2.45)

ε̇y + 3H (εy + py) = 0 , (2.47)

e seu parâmetro de equação de estado correspondente. Vejamos os seguintes casos

Matéria Relativística: Neste caso temos w = 1/3, tal que p = ε
3 . Na literatura

este caso também é conhecido como matéria quente. A solução correspondente de
(2.46) para este caso fica ε = ε0a

−4. O adjetivo “quente” refere-se ao fato de que
as partículas que compõem esse tipo de matéria são relativísticas. Por esse fato,
elas também são conhecidas como radiação e abrangem não apenas as partículas
elementares relativísticas conhecidas, mas possivelmente as desconhecidas (ou seja,
matéria escura quente).

Matéria Não Relativística: Neste caso temos w = 0, tal que p = 0. Na literatura
este caso também é conhecido como matéria fria ou também como poeira. A solução
correspondente de (2.46) para este caso fica ε = ε0a

−3. O adjetivo “fria” refere-se ao
fato de que as partículas que compõem este tipo de matéria possuem uma energia
cinética muito menor do que a energia de massa, ou seja, não são relativísticas. Este
tipo de matéria abrange todas as partículas elementares não relativísticas. Aquelas
que interagem eletromagneticamente, ou seja, particulas que compõem sistemas físicos
conhecidos, a matéria bariônica (bárions). Caso existam partículas não relativísticas
desconhecidas, que não interagem eletromagneticamente com a matéria ordinária,
elas compõem a CDM. Do ponto de vista matemático, as equação da dinâmica de
fundo dos bárions e da CDM são equivalentes, isto significa que na dinâmica de fundo
cosmológico é impossível distinguir essas duas componentes. Neste sentido, na análise
observacional com dados de fundo cosmológico (por exemplo, dados de supernovas
do tipo Ia), convenientemente combina-se essas duas componentes a fim de forma
uma única componente de matéria total (denotada pelo índice m). A distinção entre
bárions e material escura fria se dá no nível perturbativo. No universo primordial
a matéria bariônica está acoplada na primeira ordem com a radiação enquanto as
perturbações da CDM crescem livremente. Após o desacoplamento, os bárions caem
nos poços de potenciais de matéria escura e por este fato seu crescimento se dá de
maneira mais rápida.

Energia Com Pressão Negativa: Neste caso temos w = −1, tal que p = −ε. Ela
se comporta como uma constante cosmológica (como contribuição de fluido) e fornece
a melhor (e a mais simples) descrição que temos para a energia escura. Este valor de
w corresponde a equação de estado constante do tipo vácuo. A densidade de energia
é dada por εΛ = const. Essa associação com o vácuo é uma tentativa de associar
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a energia escura à energia quântica do vácuo. No entanto, no caso da constante
cosmológica, a densidade de energia observada destoa muito das previsões da teoria
quântica de campos. Há ainda um caso mais geral no qual a constante cosmológica é
negligenciada e a energia escura é descrita por um fluido cujo parâmetro de estado é
constante, mas não necessariamente igual ao do vácuo. Para tal, é necessário que
w < −1

3 para que o fluido origine uma expansão acelerada. Neste caso, a densidade
de energia é dado puramente por (2.46).

Para mais detalhes o leitor pode consultar [52, 53, 54, 55] e suas referências.

O modelo ΛCDM

No início desta seção descrevemos resumidamente o que seria o modelo ΛCDM,
também conhecido como modelo padrão da cosmologia. Lembremos que a composição
desse modelo é dada pela constante Λ, CDM, bárions, fótons e neutrinos sem massa. Desta
maneira, a equação de Friedmann para este modelo é dada por [52, 53, 54, 55]

H2

H2
0

= ΩΛ + Ωc0

a3 + Ωb0

a3 + Ωr0

a4 + ΩK0

a2 . (2.48)

Baseado nos resultados de [1] já identificamos a contribuição da curvatura espacial ΩK0,
indicando que nosso universo é espacialmente quase plano (a partir daqui assumimos
apenas o caso em que K = 0). Na mesma referência, encontramos o valor da contribuição
da constante cosmológica, CDM e bárions, que são dadas por

ΩΛ = 0.6897± 0.0057 , (2.49)
Ωb0h

2 = 0.02234± 0.00014 , (2.50)
Ωc0h

2 = 0.11907± 0.00094 . (2.51)

No fundo cosmológico a dinâmica de bárions e CDM é a mesma para este modelo, portanto
podemos escrever Ωm0 = Ωc0 + Ωb0, tal que [1]

Ωm0 = 0.3103± 0.0057 . (2.52)

com 68% de nível de confiança. O conteúdo de radiação representado por fótons e neutrinos
pode ser calculado via temperatura da CMB [52, 53, 54, 55], seus valores giram em torno
de

Ωγ0h
2 ≈ 2.47× 10−5 , (2.53)

Ωn0h
2 ≈ 1.71× 10−5 , (2.54)

o índice γ representa os fótons, enquanto que o índice n representa os neutrinos.

Portanto, dado (2.44) e h = 0.68, vemos, de acordo com os resultados deste modelo,
que a quantidade de energia escura corresponde a 69% do conteúdo material do nosso



2.2. Modelo ΛCDM 33

universo, seguido por 26% de CDM, 5% de bárions. O conteúdo de fotóns e neutrinos
é desprezível hoje. Notamos que a maior parte do conteúdo energético do universo é
composto por algo ainda não completamente compreendido.

Baseado nesses resultados podemos calcular a idade do universo para o modelo
ΛCDM. A partir da equação (2.35) temos

t0 = 1
H0

∫ 1

0
da

a√
ΩΛa4 + Ωm0a+ Ωr0 + ΩK0a2 = 0.95

H0
= 13.73Giga anos . (2.55)

O valor encontrado por [1] é dado por 13.787± 0.020Giga anos.

2.2.1.2 Soluções das Equações de Friedmann

De acordo com o modelo ΛCDM, após o período inflacionário, o universo teve uma
fase dominada pela radiação (fótons e neutrinos), seguida por uma fase de dominação pela
matéria (bárions e CDM) até atingir uma fase atual na qual a energia escura (Λ) predomina.
A partir da equação de Friedmann (2.28), com ΩK ' 0, e da equação de continuidade
relativística (2.45) podemos determinar analiticamente como o fator de escala e a densidade
de energia, para cada umas dessas fases, evoluem com o tempo [52, 53, 54, 55].

Universo Dominado Pela Radiação

Nesta fase temos εr = εr0a
−4 e Λ = 0, logo, o fator de escala no tempo cósmico

evolui como

a ∝
√
t . (2.56)

Neste cenário o parâmetro de desaceleração é positivo, q0 = 1, ou seja, o universo estaria
numa fase de expansão desacelerada.

Universo Dominado Pela Matéria

Neste caso o universo é composto apenas de matéria e isto inclui matéria bariônica e
CDM uma vez que ambas possuem a mesma dinâmica de fundo. Esta fase também conhecida
na literatura como como universo de Einstein-de Sitter.Nesta fase temos εr = εr0a

−3 e
Λ = 0, logo, o fator de escala no tempo cósmico evolui como

a ∝ t2/3 . (2.57)

Novamente, o parâmetro de desaceleração é positivo, q0 = 1/2, ou seja, o universo estaria
numa fase de expansão desacelerada.

Universo Dominado Pela Energia Escura

Neste sistema lidamos com um universo preenchido apenas por energia escura
do tipo vácuo representada pela constante cosmológica Λ. Este modelo é chamado na
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literatura de modelo de de-Sitter. Aqui, o fluido possui uma densidade de energia constante,
εΛ = const. Logo, o fator de escala evolui exponencialmente com o tempo

a(t) ∝ eΛt . (2.58)

Para o sistema em questão o parâmetro de desaceleração tem o valor q0 = −1, ou seja, o
universo estaria em expansão acelerada.

2.2.1.3 Medidas de Distância

Agora, iremos apresentar medidas de distância que são empregadas na cosmologia.
Essas medidas são importantes quando queremos compreender como a luz, da radiação
que chega até nós, se propaga e como medir distâncias num universo em expansão (veja
[64] e também [52, 53, 54, 55]).

Distância Própria

Em um universo homogêneo e isotrópico, a trajetória da luz ao longo da coordenada
radial r satisfaz a equação da geodésica ds2 = −c2dt2 + a2(t)dr2 = 0, ou seja, a não deve
possuir variação angular. Neste sentido, definimos a distância própria como o comprimento
espacial da geodésica percorrida. A equação que descreve a distância própria é dada pela
integração

dp(t0) ≡ r =
∫ r

0
dr′ =

∫ t0

ti

c

a(t′)dt
′ . (2.59)

A partir da (2.1) temos dt = −dz/[H(1 + z)], portanto, podemos escrever a distância
própria em termos do parâmetro de Hubble e do redshift como

dp =
∫ z

0

c

H(z′)dz
′ . (2.60)

Distância de Diâmetro Angular

Podemos definir a distância de diâmetro angular para objetos com comprimento
transversal já conhecido. Estes objetos recebem o nome de réguas padrão. Essa distância é
definida pela seguinte equação

dA ≡
∆x
∆θ , (2.61)

sendo ∆x o tamanho transversal de um objeto conhecido e ∆θ o ângulo definido em
relação ao observador. Estas distâncias transversais referem-se à distância própria entre as
extremidades da régua padrão no tempo t, medida por um observador em t0, e também
são muito menores que a distância percorrida pela luz até o observador.
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Dada métrica (2.12) para um Universo espacialmente plano, a razão entre um
deslocamento transversal infinitesimal e o respectivo deslocamento angular, em um tempo
fixo t, é dada por

dA = ds
dθ = a(t)r , (2.62)

devemos nota que mudanças na variável radial r e na variável angular φ são nulas. A
variável radial r indica a distância percorrida pela luz até o observador. Em um universo
espacialmente plano, essa distância r coincide com a distância própria (2.59), desta maneira

dA = dp
1 + z

. (2.63)

Distância de Luminosidade

A distância de luminosidade é uma forma indireta de medir distâncias através de
fontes de luz cuja luminosidade é conhecida. Tais objetos, como supernovas tipo Ia, são
denominados de velas padrão. A equação que define a distância de luminosidade é dada
por

dL =
√

L

4πf , (2.64)

sendo L a luminosidade intrínseca do objeto ao qual desejamos medir a distância, e f o
fluxo de luz emitida por esse objeto que atinge o observador.

De forma geral, as fontes luminosas possuem dimensões desprezíveis em comparação
à distância percorrida pela luz até o observador. Isto significa que podemos considerar tais
fontes de luz como um ponto. Desta maneira, em um universo espacialmente plano, a luz
deve se propagar com simetria esférica, de modo que

f = E0

∆t0A0
, (2.65)

sendo A0 = 4πr2 a área da superfície em que a radiação é espalhada, E0 a energia do fóton
que chega ao observador e ∆t0 é o intervalo de tempo entre o recebimento de dois fótons.

A energia dos fótons observada não é mesma da emitida, devido o redshift, ou seja,

E0

E
= 1

1 + z
, (2.66)

Finalmente, o intervalo de tempo calculado na fonte, ∆t, também é diferente daquele
calculado no local do observador, ou seja,

∆t
∆t0

= 1
1 + z

. (2.67)

Esta ultima relação pode ser facilmente obtida pela métrica (2.12) com ds2 = 0, isto é,
cdt = a(t)dr (em um universo homogêneo e isotrópico) e, claro, considerando que ∆t e ∆t0
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são variações infinitesimais de tempo. Considerando o mesmo dr na fonte e no observador,
temos, cdt = a(t)dr e cdt0 = dr, dividindo essas duas equações chegamos em (2.67).

Portanto, dado (2.67) o fluxo que chega ao observador pode ser escrito como

f = L

4πr2(1 + z)2 , (2.68)

tal que L = E
∆t . Novamente, em um universo homogêneo e isotrópico, a variável r é

identificada como a distância própria percorrida pela luz emitida por uma fonte até o
observador. Logo, a distância de luminosidade é escrita como

dL = (1 + z)dp , (2.69)

ou, em termos da distância de diâmetro angular

dL = (1 + z)2dA . (2.70)

2.2.2 Cosmologia Linear

Como já vimos no início neste capítulo, o princípio cosmológico estabelece que nosso
universo é homogêneo e isotrópico em grandes distâncias. As inomogeneidades começam
a ficar evidentes ao investigarmos como as estruturas (galáxias e seus aglomerados) se
formam. Acredita-se que a origem de tais estruturas advêm da evolução de flutuações
quânticas no universo inflacionário.

No contexto do modelo ΛCDM conseguimos explicar, de certa forma, a origem
dessas inomogeneidades considerando perturbações no campo escalar inflaton que decai em
matéria no momento do reaquecimento. A partir da recombinação tais inomogeneidades
são descritas por pequenos desvios na métrica do fundo cosmológico da ordem de 10−5.
Desta forma, percebemos que as quantidades dinamicamente relevantes devem ser escritas
como a soma da contribuição do fundo homogêneo e isotrópico e da contribuição dessas
inomogeneidades. Os dados da CMB (seção 2.3.4) para essa época reforçam a atribuição
de uma teoria perturbativa na primeira ordem para essas inomogeneidades.

Neste seção, faremos uma breve descrição do processo de formação de estruturas no
cenário de ΛCDM, considerando perturbações na métrica espacialmente plano de FLRW.
O texto dessa seção segue a referência [55], mas outras referências importantes sobre o
assunto são [65, 66, 52, 53, 67, 68, 54].3 Também, a partir daqui, adotamos unidades
naturais ~ = c = 1.

3 Não entraremos em detalhes com a álgebra, mas o leitor pode consultar as referências mencionadas
para visualizar a forma linear do símbolo de Christoffel, do tensor e do escalar de curvatura.
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2.2.2.1 Perturbações na Métrica de FLRW e o Tensor de Einstein Linearizado

A métrica que descreve a soma da contribuição do fundo homogêneo e isotrópico e
da contribuição das inomogeneidades geralmente é chamada de métrica perturbada. O
termo “perturbada” está relacionado a esses pequenos desvios do fundo cosmológico.

A métrica de FLRW, escrita no tempo conforme, que descreve o espaço-tempo de
fundo (ou a variedade), espacialmente plano, é dada por

ds2 = ḡµνdx
µdxν = a2

(
−dη2 + δijdx

idxj
)
. (2.71)

Entretanto, agora nosso espaço-tempo físico real será uma variedade diferente, descrita
pela métrica gµν , que soma as contribuições de fundo cosmológico (representado agora por
ḡµν) com as perturbações. Portanto, definimos

δgµν(x) = ḡµν(x)− gµν(x) . (2.72)

Escrever essa diferença em um certa coordenada x do espaço-tempo é uma afirmação mal
formulada, pois as métricas gµν e ḡµν são definidas em variedades diferentes, enquanto que
a coordenada x é uma definida por referenciais diferentes. Esta diferença continuaria sendo
uma operação mal definida mesmo se uníssemos essas duas variedades para forma somente
uma. Neste sentindo, para que (2.72) tenha significado, precisamos definir um mapa que
identifique os pontos da variedade do fundo com os pontos da variedade física. Este mapa
é arbitrário e nos permite usar um sistema de coordenadas fixo (um referencial específico)
na variedade de fundo e também para pontos na variedade física. Chamamos este mapa de
calibre. Portanto, isto nos permite usar ainda o tempo conforme (ou cósmico) junto com as
coordenadas espaciais comóveis, ao descrever quantidades perturbativas. Essa propriedade
nos leva ao que denominamos problema de calibre, que veremos na seção 2.2.2.3 [69, 70].

Em geral, a métrica da variedade física possui 10 componente independentes. Em
um calibre genérico, a métrica gµν pode ser escrita da seguinte forma

gµν = a2(η)
 −[1 + 2Ψ(η,x)] ωi(η,x)

ωi(η,x) δij[1− 2Φ(η,x)] + χij(η,x)

 , δijχij = 0 (2.73)

sendo Ψ = Ψ(η,x), Φ = Φ(η,x), wi = wi(η,x) e χij = χij(η,x) (com i, j = 1, 2, 3), ou
seja, funções das coordenadas do espaço-tempo de fundo xµ, que aqui consideramos como
sendo tempo conforme η e as coordenadas espaciais comóveis.

A liberdade de usar um calibre nos permite escolher um sistema de coordenadas
na variedade de fundo homogêneo e isotrópico. Portanto, poderíamos usar qualquer
parametrização de tempo (que aqui escolhemos com o tempo conforme, 4) enquanto que,
para as coordenadas espaciais, devemos sempre escolher o sistema comóvel, para as quais,
4 O tempo conforme tem importante significado físico para horizonte de partícula comóvel (ver [67, 52,

53, 68, 54, 55])
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em qualquer tempo (determinado e fixo), a métrica espacial de fundo é euclidiana, ou
seja, δijdxidxj. Por esse motivo, podemos considerar as perturbações em (2.73) como
vetores espaciais usuais, definidos a partir do grupo de rotação SO(3). De maneira formal,
considere a seguinte transformação de coordenadas

∂xµ

∂xν′
=
 1 0

0 Ri
j

 , (2.74)

sendo Ri
j uma matriz de rotação. Por definição, a transposta da matriz de rotação é

igual a sua inversa, ou seja, a matriz de rotação é caracterizada pela relação RTR = I.
Consequentemente temos δklRk

iR
l
j = δij. Portanto, podemos aplicar essa transformação

nas componentes da métrica (2.73) de forma a obter5

Ψ′ = Ψ, ω′i = Rk
i ωk, Φ′ = Φ, χ′ij = Rk

iR
l
jχkj (2.75)

Logo, esta transformação indica que Ψ e Φ são escalares, wi (com i = 1, 2, 3) é um vetor
espacial, χij é um tensor espacial (com i, j = 1, 2, 3).Note que a partir da igualdade
δijχij = 0 em (2.73), 6 componentes de χij não são independentes, ou seja, χij não tem
traço. Também, já colocamos em evidência o traço espacial da métrica através de Φ.
Também, fazemos isto pelo fato da curvatura espacial intrínseca depender apenas de Φ e
não de χij.

Agora, se o calibre escolhido na métrica (2.73) é tal que |ḡµν | >> |δgµν |, isto indica
que δgµν representa as perturbações (os desvios da homogeneidade e isotropia). Como já
afirmamos anteriormente, essas perturbações são pequenas, ou lineares, ou de primeira
ordem, se desprezarmos potências da perturbação com expoente maior do que um em suas
quantidades e em suas derivadas. Além disso, as combinações entre diferentes perturbações
também são negligenciadas. Combinações como, Ψ2, Φwi, wiχij, Φ ∂

∂η
Φ e assim por diante

são todas perturbações de segunda ordem, logo, são desprezíveis.

Em um cenário de perturbações cosmológicas escrevemos a métrica total, no tempo
conforme, como

gµν = a2(ηµν + hµν) (2.76)

o fundo cosmológico é dado por

ḡµν = a2ηµν (2.77)

sendo ηµν a métrica do espaço-tempo de Minkowski. As perturbações cosmológicas são
representadas pelo tensor hµν .

Portanto, a métrica contravariante perturbada é

δg00 = − 1
a2h00 δg0i = − 1

a2 δ
ilh0l = 1

a2h0i, δgij = − 1
a2 δ

ilhlmδ
mj = − 1

a2hij . (2.78)

Aqui usamos a propriedade hij = hij. Sendo δgµν = −ḡµρδgρσḡνσ.
5 Nestas equações a linha “′” indica que o campo é medido em outro referencial, não confunda com a

derivada no tempo conforme.
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Tensor de Einstein Linearizado

Agora, vamos decompor o tensor de Einstein da mesma forma que decompomos a
métrica (2.72). Para isto, vamos trabalhar com índices mistos, logo,

Gµ
ν = gµρRρν −

1
2δ

µ
νR = gµρRρν −

1
2δ

µ
νR + gµρδRρν + δgµρRρν −

1
2δ

µ
ν δR , (2.79)

sendo Ḡµ
ν = R̄µ

ν− 1
2δ
µ
ν R̄ o tensor de Einstein de fundo, que depende somente da métrica de

fundo (homogênea e isotrópica, no tempo conforme) ḡµν . O tensor de Einstein linearmente
perturbado, que depende de ḡµν e hµν , é dado por

δGµ
ν = ḡµρδRρν + δgµρR̄ρν −

1
2δ

µ
ν δR . (2.80)

Desta maneira, os componentes mistos do tensor de Einstein perturbado são dados por
(lembrando que os detalhes de álgebra podem ser encontrados em [67, 52, 53, 68, 54, 55])

2a2δG0
0 = −6H2h00 + 4Hhk0,k − 2Hh′kk +∇2hkk − hkl,kl , (2.81)

2a2δG0
i = 2Hh00,i +∇2h0i − hk0,ki + h′kk,i − h′ki,k , (2.82)

2a2δGi
j = [−4a

′′

a
h00 − 2Hh′00 −∇ 2h00 + 2H2h00 − 2Hh′kk +∇2hkk

−hkl,kl + 2h′k0,k + 4Hhk0,k − h′′kk]δij + h00,ij −∇2hij + hki,kj

+hkj,ki − hkk,ij + h′′ij + 2Hh′ij − (h′0i,j + h′0j,i)− 2H(h0i,j + h0j,i) . (2.83)

sendo ∇2 ≡ δij∂i∂j.

Agora, vamos analisar o tensor momento-energia.

2.2.2.2 Perturbação do Tensor de Momento-Energia

Vamos começar essa subseção escrevendo o tensor momento-energia do fundo
cosmológico

T̄αβ = (ε̄+ p̄) ŪαŪβ + ḡαβ p̄ . (2.84)

Ele é o tensor que descreve um fluido sem dissipação (entropia constante ao longo do fluxo).
A densidade de energia do fluido corresponde a projeção do tensor de momento-energia ao
longo da quadrivelocidade do fluido e a pressão é a projeção de Tαβ a uma hipersuperfície
tridimensional ortogonal à Uα, isto é,

ε̄ = T̄αβŪ
αŪβ , 3p̄ = T̄αβ θ̄

αβ , T̄ ≡ ḡαβT̄αβ = −ε̄+ 3p̄ , (2.85)

sendo θ̄αβ ≡ ḡαβ+ŪαŪβ. Este tensor atua como um projetor sobre hipersuperfície ortogonal
à quadrivelocidade.
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Agora, considerando perturbações no fluido, em nosso trabalho vamos usar a
seguinte forma para o tensor de momento-energia com perturbações

Tαβ = (ε+ p)UαUβ + p gαβ + παβ . (2.86)

A nova componente παβ é a tensão anisotrópica do fluido. Ela é uma quantidade que
contribui somente no nível linear. Não possui traço e satisfaz παβUα = 0, logo, fornece 5
componentes independentes. Outras formas de dissipação podem ser incluídas em (2.86),
mas consideremos em nosso trabalho somente a contribuição da tensão anisotrópica do
fluido (na referência [71] encontramos mais detalhes sobre os processos dissipativos). A
tensão anisotrópica não está necessariamente relacionada à viscosidade, mas ela pode
existir para espécies relativísticas tais como fótons e neutrinos devido aos seus momentos
de quadrupolo relacionadas com suas distribuições (veja para mais [67, 52, 53, 68, 54, 55]).
Portanto, nosso tensor momento-energia é composto pela soma

Tαβ = T̄αβ(η) + δTαβ(η,x) . (2.87)

Suas componentes são escritas da mesma forma

ε = ε̄+ δε(η,x) , p = p̄+ δp(η,x) , Uα = Ūα + δUα(η,x) , (2.88)

Lembre que a quantidade de fundo do tensor momento-energia (representada pela barra)
é um fluido perfeito. Assim, podemos escrever nosso tensor momento-energia como

Tαβ = T̄αβ + δεŪαŪβ + ε̄δUαŪβ + ε̄ŪαδUβ

+(ḡαβ + ŪαŪβ)δp+ p̄(δgαβ + δUαŪβ + ŪαδUβ) + παβ, (2.89)

Agora, sabendo que a quadrivelocidade de fundo satisfaz a normalização

ḡαβŪ
αŪβ = −1 . (2.90)

em um referencial comóvel (Ū i = 0) temos Ū0 = 1/a e Ū0 = −a. Quando escolhemos esse
referencial, a relação παβUα = 0 implica em πα0 = 0, ou seja, a tensão anisotrópica possui
apenas componentes espaciais.

Portanto, as componentes do tensor momento-energia (2.89) são dadas por

T00 = ε̄(1 + δ)a2 − 2a(ε̄+ p̄)δU0 + p̄δg00 , (2.91)
T0i = −a(ε̄+ p̄)δUi + p̄δg0i , (2.92)

Tij = (p̄+ δp)a2δij + p̄δgij + πij , (2.93)

na equação (2.91) introduzimos a quantidade denominada contraste de densidade, definida
como

δ ≡ δε

ε̄
. (2.94)
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Esta quantidade é muito importante pois quantifica o processo de formação de estruturas.
Devemos notar também como as componentes de perturbações nas quadrivelocidades dão
origem a misturas de componentes do espaço-tempo no tensor momento-energia, ou seja,
a quebra de homogeneidade e isotropia permite fluxos extras além do fluxo de Hubble.

A quadrivelocidade total também satisfaz uma relação de normalização, em relação
à métrica total,

gαβU
αUβ = −1 . (2.95)

Se usarmos a expansão até a primeira ordem, a equação (2.90) e Ū i = 0, podemos relacionar
a perturbação da métrica h00 com δU0 da seguinte maneira

δU0 = h00

2a . (2.96)

Devemos tomar cuidado ao calcular as componentes covariantes das perturbações da
quadrivelocidade δUα, pois determiná-las não é simplesmente fazer δUα = ḡαβδU

β. Para
isto, definimos

δUi = avi (2.97)

sendo vi as componentes de um vetor tridimensional, tal que, seu índice é levantado
por δij de modo que vi = vi. Portanto, a partir destas equações e usando também
Ūα + δUα = gαβU

β, temos

δUα = ḡαβδU
β + δgαβŪ

β e δUα = ḡαβδUβ − gανδgνβŪβ (2.98)

Portanto, note que existe um termo extra, δgαβŪβ, quando queremos encontrar δUα de δUβ
e vice-versa. Isso vem do fato de que ḡαβ levanta e baixa os índices apenas da quantidades
de fundo, enquanto gαβ atua nos índices apenas das quantidades totais, e δUα não é
nenhum dos dois. Logo, de (2.98) temos

δU0 = h00a

2 , aδU i = vi − 1hi0 (2.99)

Assim, podemos reescrever as componentes do tensor momento-energia da seguinte forma

T00 = ε̄(1 + δ)a2 − ε̄a2h00 , (2.100)
T0i = −a2(ε̄+ p̄)vi + p̄a2h0i , (2.101)

Tij = (p̄+ δp)a2δij + p̄a2hij + πij , (2.102)

Podemos usar a relação padrão

Tαβ = gανTνβ = ḡανTνβ + ḡανδTνβ + δgανT̄νβ . (2.103)
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e encontrar as componentes mistas do tensor momento-energia

T 0
0 = −ε̄(1 + δ) , (2.104)
T 0
i = (ε̄+ p̄)vi , (2.105)

T i0 = −(ε̄+ p̄)(vi − h0i), (2.106)
T ij = δij(p̄+ δp) + πij . (2.107)

Assim, podemos determinar as perturbações das componentes de Tαβ (para mais detalhes
ver [55]) como sendo

δT 0
0 = −δε , (2.108)

δT 0
i = (ε̄+ p̄)vi e δT i 0 = −(ε̄+ p̄)vi (2.109)

δT i j = δi jδp+ πi j , (2.110)

note que assumimos h0i = 0 [55]. Podemos definir a perturbação da pressão como a parte
do traço

δp = 1
3δ

ijδTij (2.111)

e a tensão anisotrópica como a parte sem traço

πij = δT ij −
1
3δ

i
jδ
lmδTlm (2.112)

Determinamos as equações de evolução das perturbações a partir das equações de Einstein
linearizadas

δGα
β = 8πGδTαβ . (2.113)

Esta equação junto com equação linearizada do divergente do tensor momento-energia
(que veremos mais a frente) descrevem o comportamento da matéria e das quantidades
métricas se os componentes do fluido forem mais de um.6 O comportamento da matéria
pode também ser entendido por meio do uso das equações de Boltzmann linearizadas (ver
[55]).

2.2.2.3 O Problema do Calibre e as Transformações de Calibre

Um calibre nada mais é do que um mapa entre os pontos da variedade física e os
pontos do fundo que nos permite definir a diferença entre os tensores definidos nas duas
variedades. Supomos mudança de calibre G para Ĝ. Portanto, de (2.73)

gµν = a2(η)
 −[1 + 2Ψ̂(η,x)] ω̂i(η,x)

ω̂i(η,x) δij[1− 2Φ̂(η,x)] + χ̂ij(η,x)

 , δijχij = 0 (2.114)

6 De fato, isto é verdade somente em tempos recentes quando a interação entre radiação e bárions é
desprezível, senão as equações de Boltzmann precisam ser utilizadas [52, 53, 55].
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Lembre que η e x são as coordenadas do espaço-tempo de fundo. Como dito em [55]: O
problema ao considerar flutuações em RG é que não podemos ter certeza, apenas olhando
para uma métrica, que existem flutuações reais sobre uma fundo conhecido ou se é a métrica
que está escrita em um sistema de coordenadas não muito apropriado. Por exemplo, se
consideramos a transformação de tempo dη = g(t,x)dt na métrica FLRW temos

ds2 = −a(t,x)2g(t,x)2dt2 + a(t,x)2δijdx
idxj, (2.115)

e, recuperando η pela troca t→ η obtemos

ds2 = −a(η,x)2g(η,x)2dη2 + a(η,x)2δijdx
idxj. (2.116)

Perceba que agora os coeficientes da métrica dependem da posição, isto nos leva a pensar
que a homogeneidade e a isotropia foram perdidas, no entanto, o que fizemos foi apenas uma
transformação de coordenadas. No entanto, isto é apenas a covariância geral típica de RG,
não um problema do calibre. Este problema do calibre é a dependência das perturbações
no calibre. Na próxima subseção veremos como uma transformação de calibre se manifesta
por meio de uma transformação de coordenadas e como podemos lidar com o problema de
calibre introduzindo os chamados invariantes de calibre. Mas, de forma geral, o calibre
é a dependência funcional das grandezas perturbativas nas coordenadas, enquanto que
quantidades de fundo mantêm sua forma funcional (mais detalhes ver [69, 67, 70, 55]).

2.2.2.3.1 Transformações de Coordenadas e Transformações de Calibre

Para que possamos entender como a transformação de calibre pode afetar a depen-
dência funcional das grandezas perturbativas, expressamos a mudança do calibre G para Ĝ
a partir da seguinte transformação de coordenadas infinitesimal

xα → x̂α = xα + ζα(x) , (2.117)

sendo xµ as coordenadas de fundo e ζµ é um campo vetorial genérico. Este campo vetorial
genérico é o gerador de calibre, tal que |ζµ| � 1 para que possamos preservar a pequenez
da perturbação. De forma geral, fixamos um ponto na variedade de fundo e, pela mudança
de calibre, mudamos o ponto correspondente na variedade física, que possui coordenadas
diferentes do ponto da variedade de fundo. Tais coordenadas são determinadas pela
equação (2.117). Portanto, este gerador de calibre pode ser visto como um campo vetorial
na variedade física e a derivada de Lie da métrica ao longo de ζ nos diz como muda a
forma funcional das quantidades físicas perturbativas.

Agora, a partir da transformação de coordenadas do tensor métrico gµν

gαβ(x) = ∂x̂ε

∂xα
∂x̂σ

∂xα
ĝεσ(x̂) , (2.118)
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obtemos, depois de certa álgebra, e até a primeira ordem perturbativa, a seguinte equação
(para mais detalhes ver [55])

gαβ(x) = ĝαβ(x) +∇βζα +∇αζβ . (2.119)

Tal equação nos mostra como a forma funcional dos componentes métricos muda sob uma
transformação de coordenadas, ou seja, como o calibre muda sob uma transformação de
coordenadas.7

Aplicando a transformação nas quantidades da métrica de fundo observamos que o
fator de escala mantém sua forma funcional, confirmando a propriedade do calibre

â(η) = a(η) (2.120)

Na primeira ordem temos as seguintes relações de transformação

Ψ̂ = Ψ−Hξ0 − (ξ0)′ , ω̂i = ωi − ς ′i + ∂iξ
0 (2.121)

Φ̂ = Φ +Hξ0 + 1
3∂lξ

l χ̂ij = χij − ∂jςi − ∂iςj + 2
3δij∂lξ

l , (2.122)

sendo ς ≡ δilξ
l.

Em relação ao tensor momento-energia, a regra de transformação para suas compo-
nentes é dada pela equação

T̂αβ(x) = Tαβ(x)− ∂µTαβ(x)ζµ − ∂αζνTνβ(x)− ∂βζνTνα(x) . (2.123)

Usando a regra de transformação acima, encontramos na ordem zero

ˆ̄ε(η) = ε̄(η) ˆ̄p(η) = p̄(η) . (2.124)

Percebemos que as quantidade de fundo da densidade e a pressão mantêm suas formas
funcionais. Agora, na primeira ordem temos

δ̂ε = δε− ε̄′ζ0 v̂i = vi + ∂iζ
0 (2.125)

δ̂p = δp− p̄′ζ0 π̂ij = πij . (2.126)

De forma geral, podemos notar que perturbações de quantidades desaparecem ou são
constantes no fundo são automaticamente invariantes de calibre, tal característica pode
ser vista explicitamente acima na tensão anisotrópica. Esta propriedade é formalizada no
lema de Stewart-Walker [72].

7 Observe que se a equação (2.117) é uma isometria (gµν = ĝµν) obtemos a equação de Killing ∇νζµ +
∇µζν = 0.
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2.2.2.3.2 A decomposição Escalar-Vetor-Tensor (EVT)

Introduzida por Lifshitz [73] (ver também [74, 68]), a decomposição EVT consiste
no seguinte procedimento. Sabemos que a métrica perturbada pode ser escrita em termos
de dois escalares Ψ e Φ, de um vetor tridimensional ωi e de um tensor χij. No entanto,
podemos ter neste conjunto mais dois escalares a partir ωi e χij e mais um vetor a partir
de χij.

A partir do teorema de Helmholtz (ver [55]) podemos afirmar que, sob certas
condições de regularidade, qualquer vetor espacial pode ser decomposto, a princípio, em
sua parte longitudinal mais sua contribuição ortogonal, isto é, ωi = ω

||
i + ω⊥i . A parte

longitudinal é irrotacional, enquanto a parte ortogonal é solenoidal (sem divergência), ou
seja,

εijk∂jw
||
k = 0, ∂kw⊥k = 0 , (2.127)

εijk é o símbolo Levi-Civita. A partir do teorema de Stokes podemos escrever a parte
irrotacional como o gradiente de um escalar, para ter finalmente

wi = ∂iw + Si , (2.128)

sendo Si ≡ ω⊥i . Desta equação notamos que ω é a parte escalar de ωi, enquanto Si é a
parte vetorial de ωi. Normalmente em cosmologia quando falamos sobre uma perturbação
vetorial nos referimos a Si, isto é, a um vetor que não pode ser escrito como um gradiente
de um escalar.

Da mesma forma como fizemos para o vetor, qualquer tensor espacial de ordem 2
pode ser decomposto em sua parte longitudinal mais sua parte ortogonal mais a contribuição
transversal, isto é, χij = χ

||
ij + χ⊥ij + χTij, definido por

εijk∂l∂jχ
||
lk = 0 , ∂i∂jχ⊥ij = 0 , ∂jχTij = 0 . (2.129)

Basicamente construímos um vetor tomando a divergência de χij e, em seguida, aplicamos
nele o teorema de Helmholtz [55]. Isso implica que as partes longitudinais e ortogonais
podem ser decompostas como

χ
||
ij =

(
∂i∂j −

1
3δij∇

2
)

2µ χ⊥ij = ∂jAi + ∂iAj, ∂iAi = 0 , (2.130)

sendo µ um escalar, Ai um vetor sem divergência e ∇2 ≡ δlm∂l∂m. Podemos, portanto,
escrever

χij =
(
∂i∂j −

1
3δij∇

2
)

2µ+ ∂jAi + ∂iAj + χTij . (2.131)

Portanto, percebemos que a componente χTij não pode ser decomposta em qualquer escalar
ou vetor sem divergência. Logo, constitui uma perturbação tensorial.
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Esta decomposição EVT é uma ferramenta fundamental para a investigação de
perturbações de primeira ordem porque as três classes (escalar, vetor e tensor) não se
misturam e, portanto, podem ser analisadas de forma independente [55].

Podemos aplicar o teorema de Helmholtz no vetor ζµ de forma a obter

ζ0 ≡ α , ςi ≡= ∂iβ + εi , (∂lεl = 0) , (2.132)

sendo α e β escalares e εi um vetor sem divergência.

Agora, usamos a decomposição EVT nas transformações encontradas em (2.121) e
(2.122)

Ψ̂ = Ψ−Hα− α′ , (2.133)
∂iŵ + Ŝi = ∂iw + Si − ∂iβ′ − ε′i + ∂iα , (2.134)

Φ̂ = Φ +Hα + 1
3∇

2β , (2.135)(
∂i∂j −

1
3δij∇

2
)

2µ̂+ ∂jÂi + ∂iÂj + χ̂Tij =
(
∂i∂j −

1
3δij∇ij∇2

)
2µ

+∂jAi + ∂iAj + χTij − 2∂j∂jβ − ∂jεi − ∂iεj + 2
3δij∇

2β . (2.136)

Desta maneira, vamos escrever explicitamente as regras de transformação para cada classe
das perturbações (mais detalhes sobre essas classes veja [67, 52, 53, 68, 54, 55]).

Perturbações Escalares

As equações de transformação apenas para as perturbações escalares são represen-
tadas pelo sistema

Ψ̂ = Ψ−Hα− α′ (2.137)
ŵ = w − β′ + α (2.138)

Φ̂ = Φ +Hα + 1
3∇

2β (2.139)
µ̂ = µ− β . (2.140)

As seguintes combinações das perturbações escalares são invariantes de calibre

ψ = Ψ + 1
a

[(w − µ′)a]′ φ = Φ−H(w − µ′) + 1
3∇

2µ (2.141)

denominadas Potenciais de Bardeen[65].

Aplicando a decomposição EVT na velocidade vi, temos

vi = ∂iv + ui , (∂lul = 0) , (2.142)
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portanto, podemos obter as perturbações escalares para as quantidades de matéria

δ̂ε = δε− ε̄′α ⇒ δ̂ = δ + 3H(1 + p̄/ε̄)α (2.143)
v̂ = v + α (2.144)

δ̂p = δp− p̄′α . (2.145)

Assim como para as grandezas geométricas, as quantidades de matéria também
possuem perturbação invariante de calibre, representada pela equação

Γ ≡ δp− p̄′

ε̄′
δε . (2.146)

Este invariante de calibre é denominado Perturbação da Entropia. Denominamos a razão
δp
δε

como velocidade efetiva do som, enquanto p′

ε′
é a velocidade adiabática do som. Quando

as duas razões são iguais (Γ = 0) temos adiabaticidade (dS = 0). Em nosso trabalho
adotamos que as perturbações são adiabáticas.

Podemos obter também invariantes de calibre para densidade de energia e para a
pressão. Esses invariantes são dados por

δε(gi)
m ≡ ε̄∆ ≡ δε+ ε̄′v δp(gi)

m ≡ δp+ p̄′v . (2.147)

Usamos a notação de [65] escrevendo o subscrito m (matéria) uma vez que também
é possível construir perturbações invariantes de calibre da densidade e pressão usando
quantidades métricas, como veremos mais a frente.

Combinando as transformações geométricas e de matéria (total de 7 relações)
podemos criar novas variáveis invariantes de calibre. Uma delas é a chamada Perturbação
da Curvatura Comóvel (também chamada de Variável Lukash [75]) dada por

R ≡ −Φ +Hv − 1
3∇

2µ . (2.148)

A outra quantidade, introduzida por [76], é dada por

ς ≡ −Φ + δε

3(ε̄+ p̄) −
1
3∇

2µ . (2.149)

Esses dois invariantes de calibre são especialmente importantes quando tratamos de inflação
8 porque são conservados em grandes escalas cosmológicas [67, 52, 53, 68, 54, 55] e para
perturbações adiabáticas (pelo menos para R [65]).

Podemos escrever novamente perturbações invariantes de calibre para densidade,
velocidade e pressão

δε(gi)
g ≡ δε+ ε̄′(w − µ′) , v(gi) ≡ v − (w − µ′) , δp(gi)

g ≡ δp+ p̄′(w − µ′) ,(2.150)
8 Neste trabalho não entraremos em detalhes sobre modelos inflacionários mas o leitor pode consultar os

artigos [52, 53, 54, 55].
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o subscrito g indica que estas perturbações invariantes de calibre são escritas usando
quantidade geométricas.

Portanto, podemos concluir que, em geral, tendo em mãos duas variáveis de
calibre, α e β, e sete transformações para estas perturbações, teremos um total de cinco
perturbações escalares invariantes de calibre independentes.

São as perturbações escalares que dão origem às estruturas no universo. O objetivo
do nosso trabalho é estudar somente essas modos de perturbação.

Perturbações Vetoriais

As transformações para perturbações vetoriais são dadas pelas seguintes equações

S̄i = Si − ε′i e Âi = Ai − εi . (2.151)

Definimos o invariante de calibre relacionado a essas perturbações vetoriais da seguinte
forma

Wi ≡ Si − A′i . (2.152)

Podemos usar (2.142) e verificar que no setor de matéria a contribuição vetorial de vi é
um invariante de calibre

ûl = ul , (2.153)

Estas perturbações são as que produzem, por exemplo, os campos magnéticos, e costumam
decair rapidamente.

Perturbações Tensoriais

Em relação as perturbação tensoriais verificamos que a parte transversal de χij já
é invariante de calibre

χ̂Tij = χTij . (2.154)

As perturbações tensoriais são responsáveis pela produção de ondas gravitacionais.

Portanto, devemos notar que as perturbações escalares, vetoriais e tensoriais nos
fornecem o total de 10 componentes independentes, que são quebradas em 4 escalares, 2
vetores espaciais sem divergência(cada um com duas componentes independentes) e um
tensor espacial transversal sem traço de ordem 2, χTij, com 2 componentes independentes.
Como deveria ser.
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2.2.2.3.3 Calibres

Pela liberdade de calibre podemos igualar a zero quaisquer 4 componente da métrica.
Agora, vamos mostrar duas particulares e conhecidas opções de calibre.

Calibre Síncrono

O calibre síncrono consiste em considerar δgµ0 = 0 o que implica em

Ψ̂ = 0 e ω̂i = 0 . (2.155)

Escolher ω̂i = 0 indica que tanto a parte escalar quanto a parte vetorial do vetor ωi são
definidas a zero. Usando as transformações encontradas anteriormente, temos

Ψ−Hα− α′ = 0 ,
w − β′ + α = 0 , (2.156)

Si − ε′i = 0 .

Devemos interpretar isto como um sistema de equações para as variáveis α, β e εi, ou seja,
a partir de um calibre genérico, queremos saber quais transformações realizamos para ir
ao calibre síncrono. Este sistema de equações implica em

α = 1
a

∫
dηaΨ + f(x) ,

β =
∫
dη(w + α) + g(x) , (2.157)

εi =
∫
dηSi + hi(x) .

As integrações deram origem a funções puramente dependentes do espaço (f , g e h).Tais
funções são modos espúrios deste calibre [67, 52, 53, 68, 54, 55].

Calibre Newtoniano

O calibre Newtoniano, também conhecido como calibre longitudinal, é caracterizado
pela seguinte escolha

ŵ = 0 , µ̂ = 0 , χ̂⊥ij = 0 . (2.158)

Pelas transformações encontradas anteriormente, chegamos no seguinte conjunto de equa-
ções

w − β′ + α = 0 ,
µ− β = 0 , (2.159)
Ai − εi = 0 .
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Podemos perceber que a partir da segunda e terceira equação determinamos β e εi.
Substituindo o valor encontrado de β na primeira equação encontramos α. Este sistema
não possui nenhum modo espúrio.

Uma característica importante no calibre Newtoniano é que as perturbações da
métricas tornam-se idênticas aos potenciais de Bardeen, Ψ̂ = ψ e Φ̂ = φ. A partir daqui
consideraremos somente o calibre Newtoniano, uma vez que a modificação do código
numérico CLASS foi realizada utilizando tal calibre. Também, como dito anteriormente,
somente os graus de liberdade escalares serão considerados neste texto, logo, a métrica
que consideraremos a partir daqui é dada por

ds2 = −a2(η)(1 + 2ψ)dη2 + a2(η)(1− 2φ)δijdxidxj . (2.160)

Nesta métrica ψ desempenha o papel do potencial Newtoniano e φ é a perturbação da
curvatura espacial. Podemos determinar a relação entre o calibre síncrono e o calibre
Newtoniano, para isto recomendamos ao leitor a referência [55] para maiores detalhes.

2.2.2.4 Equações de Einstein para Perturbações Escalares

Agora, podemos determinar as equações de Einteins para as perturbações dada
métrica (2.160). Desta forma, das equações (2.81), (2.82) e (2.83) temos

a2δG0
0 = 6Hφ′ + 6H2ψ − 2∇2φ , (2.161)
a2δG0

i = −2∂i (φ′ +Hψ) , (2.162)
a2δGi

j =
[
2φ′′ + 4Hφ′ + 2Hψ′ + 4H′ψ +H2ψ +∇2 (ψ − φ)

]
δij

−∂i∂j (ψ − φ) , (2.163)

2.2.2.4.1 Equação de Poisson Relativística

A partir da componente 0− 0 das equações de Einstein e usando o componente
δT 0

0 do tensor momento-energia (2.108), temos

−3Hφ− 3H2ψ +∇2φ = 4πGa2δεtot . (2.164)

Esta equação é denominada Equação de Poisson Relativística. Nesta equação temos
a densidade de energia total que é a soma das densidades perturbadas de todos as
componentes do fluido (como no fundo cosmológico)

δεtot =
∑
y

δεy =
∑
y

ε̄yδy , (2.165)

lembrando que o índice y representa cada componente que compõe o fluido que, no caso,
consideramos 4 contribuições: fótons, neutrinos, CDM e bárions. E, como sabemos, cada
componente possui seu próprio tensor de momento-energia, de maneira que o Tαβ total é a
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soma de cada contribuição. No modelo ΛCDM, a constante cosmológica contribui apenas
no nível de fundo.

Podemos escrever a equação de Poisson relativística em termos de contraste de
densidade,

−3Hφ′ − 3H2ψ +∇2φ = 4πGa2(ε̄cδc + ε̄bδb + ε̄γδγ + ε̄νδν) . (2.166)

Aplicando a transformada de Fourier (veja [55] para mais detalhes) nesta ultima equação
obtemos assim uma equação diferencial ordinária linear

−3Hφ′ − 3H2ψ − k2φ = 4πGa2(ε̄cδc + ε̄bδb + ε̄γδγ + ε̄νδν) . (2.167)

2.2.2.4.2 Equação para a Tensão Anisotrópica

Agora, vamos determinar a equação correspondente a parte sem traço de δGi
j,

relacionada a tensão anisotrópica πij. Portanto, do traço e a parte sem traço de δGi
j

obtemos

a2δGi
j −

1
3δ

i
ja

2δGl
l = −

(
∂i∂j −

1
3δ

i
j∇2

)
(−φ+ ψ) , (2.168)

sendo

a2δGl
l = 6φ′′ + 12Hφ′ + 6Hψ′ + 12a

′′

a
ψ − 6H2ψ + 2∇2(−φ+ ψ) . (2.169)

Podemos aplicar a transformada de Fourier em (2.168), de tal maneira que possamos
escrever a equação de Einstein espacial sem traço, denominada Equação para a Tensão
Anisotrópica

k2
(
k̂2k̂j −

1
3δ

i
j

)
(−φ+ ψ) = 8πGa2πij , (2.170)

uma vez que πi j é a parte espacial sem traço do tensor momento-energia. Nesta última
equação usamos ki = kk̂i e k̂i é o vetor unitário que denota a direção de k. Contraindo a
última equação com k̂ik̂

j, obtemos

k2(ψ − φ) = 12πGa2k̂ik̂
jπij . (2.171)

O termo k̂ik̂jπi k corresponde ao termo (ε̄+ p̄)σ usado em [68]. Este termo é originado pelos
momentos quadrupolares das distribuições de fótons e neutrinos, mas sua contribuição é
subdominante a partir da recombinação (z ∼ 1100) [67, 52, 53, 68, 54, 55].

Na ausência do termo de momento quadrupolo da distribuição do conteúdo de
energia, a equação (2.171) nos diz que φ = ψ. Isto pode ser identificado na época dominada
pela matéria. No entanto, este não é o caso no início do universo, devido a contribuição da
radiação. Mesmo quando o CDM ou energia escura domina, mas a teoria da gravidade
subjacente não é RG, pode-se ter φ 6= ψ, como veremos mais a frente.



52 Capítulo 2. O Modelo Cosmológico Padrão Atual

2.2.2.4.3 Equação para a Velocidade

A partir da componente 0 − i das equações de Einstein e usando a componente
δT 0

i do tensor momento-energia, obtemos a Equação para a Velocidade das Perturbações

k(φ′ +Hψ) = 4πGa2(ε̄+ p̄)V , (2.172)

sendo V = ik̂ivi. Comparando com a notação de [68], temos θ = kV , correspondente
ao divergente da velocidade das perturbações. Além disso, devemos notar que (ε̄+ p̄)V
corresponde a contribuição total do fluido. Logo, podemos escrever a ultima equação da
forma

k(φ′ +Hψ) = 4πGa2
(
εcVc + εbVb + 4

3εγVγ + 4
3ενVν

)
, (2.173)

na qual p̄c = p̄b = 0, p̄γ = ε̄γ
3 e p̄n = ε̄n

3 .

2.2.2.4.4 Equação para a Perturbação da Pressão

Usando a equação (2.169), podemos escrever imediatamente a Equação para a
Perturbação da Pressão

−φ′′ − 2Hφ′ −Hψ′ − (2H′ +H2)ψ + k2

3 (ψ − φ) = −4πGa2δp . (2.174)

2.2.2.5 Soluções das Perturbações Escalares para Casos Particulares

Podemos determinar de forma analítica soluções das perturbações escalares para
o caso do universo dominado por poeira ou radiação, sem constante cosmológica. Como
dito anteriormente, estamos assumindo perturbações adiabáticas, ou seja, Γ = 0, logo de
(2.146)

δp = c2
sδε , (2.175)

sendo c2
s ≡

(
p̄′

ε̄′

)
S
o quadrado da velocidade do som nas perturbações. Usando (2.175) junto

com a equação de Poisson relativística e a equação para a perturbação da pressão, temos
a seguinte equação diferencial

ψ′′ + 3H(1 + c2
s)ψ′ +

[
c2
sk

2 + (1 + 3c2
s)H2 + 2H′

]
ψ = 0 , (2.176)

aqui assumimos também a relação φ = ψ. Vamos agora as soluções particulares (mais
detalhes [53]). Também, se a pressão depende apenas da densidade de energia, tal que
p = wε, com w constante, então temos c2

s = w, que é válido tanto para a matéria quanto
para a radiação.
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Matéria Não Relativística

Em um universo plano dominado por matéria com p = 0 temos a ∝ η2, H = 2/η e
c2
s ≈ 0. Portanto, a partir da equação (2.176) temos

ψ′′ + 6
η
ψ′ = 0 , (2.177)

resultado na seguinte solução

ψ = C1 + C2η
−5 , (2.178)

sendo C1 e C2 constantes de integração com respeito a η. Estas constantes dependem
somente do número de onda k. Podemos determinar a solução do contraste de densidade a
partir desta solução do potencial Newtoniano. Para isto, usamos a equação de Poisson
relativística (2.167) para o caso de um fluido

δ = 1
6 −

{
C1
[
12 + k2η2

]
+ C2

[
18− k2η2

]
η−5

}
. (2.179)

Em relação ao potencial ψ notamos que o modo de não-decaimento, C1, permanece
constante independentemente da escala, enquanto que o comportamento das perturbações
da densidade depende crucialmente da escala k. Em escala de super-horizonte k � H = aH

(kη � 1), que corresponde ao comprimento de onda físico das perturbações λf ∼ a/k ser
muito maior do que o raio de Hubble H−1 (embora esta aproximação corresponda apenas
aos casos particulares apresentados aqui) temos

δ ' −2C1 + 3C2η
−5 . (2.180)

Negligenciando o modo decrescente, esta relação em escalas de super-horizonte torna-se
δ ' −2ψ.

Agora, considerando escalas de sub-horizonte, kη � 1, temos

δε ' −
k2

6 (C1η
2 + C2η

−3) = C̃1t
2/3 + C̃2t

−1 , (2.181)

o que está de acordo com o resultado Newtoniano [53].

Matéria Relativística

Considerando o universo dominado por matéria relativista com equação de estado
p = wε. Neste caso, temos a ∝ η2/(1+3w) e c2

s = w, então, a partir de (2.176)

ψ′′ + 6(1 + w)
1 + 3w

1
η
ψ′ + wk2ψ = 0 . (2.182)

que tem como solução

ψ = η−b
[
C1Jb(

√
wkη) + C2Yb(

√
wkη)

]
, b ≡ 1

2

(5 + 3w
1 + 3w

)
, (2.183)
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sendo Jb e Yb funções de Bessel de ordem b. Considerando escalas de super-horizonte, nas
quais temos

√
wkη � 1, e usando a expansão de pequenos argumentos das funções de

Bessel, vemos que o não-decaimento de ψ é dado por uma constante. Novamente, a partir
de (2.167) temos

δ ' −2ψ . (2.184)

As perturbações em escalas de sub-horizonte, para as quais
√
wkη � 1, comportam-se

como ondas com amplitude decrescente

ψ ∝ η−b−
1
2 e±i

√
wkη . (2.185)

A componente de radiação (w = 1/3) é um exemplo de matéria relativística,
portanto, neste caso a ordem das funções de Bessel é b = 3/2, logo

ψ = 1
x2

[
C1

(sin x
x
− cosx

)
+ C2

(cosx
x

+ sin x
)]

. (2.186)

As perturbações de densidade de energia são dadas por

δε = 2C1

[(
2− x2

x2

)(sin x
x
− cosx

)
− sin x

x

]

+4C2

[(
1− x2

x2

)(cosx
x

+ sin x
)

+ sin x
2

]
. (2.187)

sendo x ≡ kη/
√

3.

2.2.2.6 A Equação Linear de Conservação de Tµν

Agora, vamos derivar as equações de perturbação escalar vindas da divergência do
tensor momento-energia. Esta equação, para cada componente, junto com as equações de
Einstein formam um sistema de equações a ser resolvido tendo como objetivo analisar a
formação de estruturas no nível linear. Em modelos em que ∇αT

α
β = 0, como o caso de

ΛCDM, com tensor momento-energia dado por (2.86) e equação de estado p = wε, temos
o seguinte sistema de equações

δ′y + 3H
(
c2
s(y) − wy

)
δy = (1 + wy)(3φ′ − (∂ivi)y) , (2.188)

(∂ivi)′y +H(1− 3wy)(∂ivi)y + c2
s(y)
∇2δy

1 + wy
−∇2(σy − ψ) = 0 , (2.189)

com c2
s = δp

δε
(2.175). Aplicando a transformada de Fourier, temos

δ′y + 3H
(
c2
s(y) − wy

)
δy = (1 + wy)(3φ′ − kVy) , (2.190)

V ′y +H(1− 3wy)Vy − c2
s(y)

k

1 + wy
δy + k(σy − ψ) = 0 , (2.191)
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Obtemos a equação (2.188) quando tomamos β = 0 em ∇αT
α
β = 0. Esta equação é

denominada Equação de Continuidade Perturbada. Enquanto que para (2.189) obtemos
quando β = i no divergente do tensor momento-energia. Ela corresponde a Equação de Euler
no contexto Newtoniano. A equação (2.189) nos diz que a velocidade das perturbações
de cada componente depende do gradiente da soma dos potenciais da métrica e das
perturbações do fluido. Em um contexto de perturbação de fluido perfeito o termo
correspondente a tensão anisotrópica é zero. Mais detalhes consultar [67, 52, 53, 68, 54, 55].
Modelos com ∇αT

α
β 6= 0 dão origem a termos extras nas equações da dinâmica do fluido.

Na seção 4 estudaremos um modelo no qual Tαβ não se conserva. Essa não conservação
também pode ser verificada em modelos de interação no setor escuro (ver, por exemplo,
[21] e sua referências).

Agora, vamos considerar o caso de escalas menores que o Raio de Hubble (sub-
horizonte), k � H e um fluido tipo poeira (w = 0). As flutuações deste fluido podem
crescer indefinidamente devido ausência de força contrária(em geral, a pressão de um fluido
genérico resiste à gravidade e impede o colapso) Vamos então derivar as equações no caso
do universo dominado por poeira, na ausência de perturbações, considerando um pequena
velocidade do som c2

s � 1. Então de (2.173) temos φ′ +Hψ ' 0. Assim, com o auxílio
adicional da equação de Friedmann, podemos escrever equação (2.167) da seguinte forma

−k2φ = 3
2H

2δ . (2.192)

sendo φ = ψ. Tomando a derivada de (2.192) e substituindo o resultado desta derivada
em (2.190), obtemos no limite de sub-horizonte

δ′ ' −θ . (2.193)

Aqui, usamos o divergente da velocidades das perturbações θ = kV . Perceba que esta
equação se reduz à equação de conservação no limite Newtoniano [25]. Portanto, temos os
seguinte conjunto de equações no limite do sub-horizonte

δ′ = −θ, (2.194)
θ′ = −Hθ + c2

sk
2δ + k2φ , (2.195)

juntamente com (2.192). Deste sistema de equações obtemos a seguinte equação diferencial
de segunda ordem

δ′′ +Hδ′ +
(
c2
sk

2 − 3
2H

2
)
δ = 0 . (2.196)

Esta equação nos mostra as perturbações não crescem se c2
sk

2 − 3
2H

2 > 0, ou seja, se o
comprimento de onda físico for menor do que o comprimento de Jeans (comprimento no
qual ocorre o colapso gravitacional),

λJ ≡
2πa
kJ

= cs

√
π

Gε̄
. (2.197)
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Para escalas menores que o comprimento de Jeans λJ , as perturbações sofrem oscilações
amortecidas. Neste regime linear a dispersão de velocidade das partículas de matéria escura
é sempre desprezível. Em relação aos fótons, temos cs = c/

√
3, de modo que λJ ≈ H−1.

Logo, notamos que o crescimento de perturbações é evitado em todas as escalas menores
que o raio de Hubble. Antes da época do desacoplamento, as perturbações dos bárions
são amortecidas devido a pressão do fluido fóton-bárion, cuja maior contribuição vem
dos fótons. Além disso, nesta época a velocidade dos bárions é semelhante à velocidade
dos fótons. Após o desacoplamento os bárions estão livres para cair dentro dos poços de
potencial de matéria escura (mais detalhes ver, por exemplo, [25]).

Agora, quando temos csk � H, as perturbações crescem livremente devido a
gravidade superar a pressão (regime ligado a instabilidade gravitacional). Portanto, em
escalas de sub-horizonte, considerando o caso de um fluido simples sem pressão, a equação
(2.196)

δ′′ +Hδ′ − 3
2H

2δ = 0 . (2.198)

Lembrando que neste caso temos H = η−1, esta equação diferencial tem como solução a
mesma que encontramos anteriormente, dada por (2.181).

2.2.3 Condições Iniciais

Até o presente momento derivamos equações de evolução relacionadas as pequenas
perturbações escalares na métrica de FLRW. Para que possamos ter um problema de
Cauchy bem estabelecido para estas equações diferenciais, precisamos saber quais condições
iniciais devemos usar. Para isto, consideremos a influência de cada componente do fluido em
nosso sistema. Tais condições são estabelecidas logo após o período inflacionário. Portanto,
aqui faremos uma análise resumida para o modelo ΛCDM seguindo a referência [55]. O
resultados apresentados nessa seção podem ser vistos também [68].

O conjunto de equações que mostraremos a seguir, relacionado com as flutuações
de temperatura e polarização dos fótons, bem como as equações relacionadas aos neutrinos,
bárions e matéria escura, são equações determinadas a partir da equação de Boltzmann
[77] (ver também [52, 53, 54, 55, 67, 68])

df
dλ = C[f ] , (2.199)

sendo f a função de distribuição, C[f ] um funcional de f que descreve um termo de colisão
e λ um parâmetro afim. Não vamos nos preocupar em como determinar esses conjunto de
equações aqui, então recomendamos ao leitor que veja a referências citadas anteriormente
para maior esclarecimento. Portanto,
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• Para a flutuação da temperatura dos fótons (Θ = δT
T
)

(2l + 1)Θ′l + k [(l + 1)Θl+1 − lΘl−1] = τ ′(2l + 1)Θl , (l > 2) , (2.200)

10Θ′2 + 2k
(

3Θ3 −
2
3Vγ

)
= 10τ ′Θ2 − τ ′Π , (2.201)

V ′γ + k

[
2Θ2 −

δγ
4

]
= kψ + τ ′(Vγ − Vb) , (2.202)

δ′γ + 4
3 kVγ − 4φ′ = 0 , (2.203)

sendo τ denominado profundidade ótica (sua derivada no tempo representa a taxa de
interação fóton-elétron) e o índice l é a ordem do polinômio de Legendre associado
a essas funções. O lado direito de (2.202) surge devido a interação Compton com
os bárions. Nesta equação, a velocidade é equivalente ao dipolo e ao contraste do
monopolo dos fótons. Além disso, note que a última equação pode ser determinada
também a partir de (2.190).

• Para o campo de polarização dos fótons

(2l + 1)Θ′Pl + k
[
(l + 1)ΘP (l+1) − lΘP (l−1)

]
= τ ′(2l + 1)ΘPl , (l > 2) , (2.204)

10Θ′P2 + 2k (3Θ3P − 2ΘP1) = 10τ ′ΘP2 − τ ′Π , (2.205)
3Θ′P1 + k [2ΘP2 −ΘP0] = 3τ ′ΘP , (2.206)

2Θ′P0 + 2kΘP1 = 2τ ′ΘP0 − τ ′Π , (2.207)

sendo Π = Θ2 + ΘP2 + ΘP0.

• Para neutrinos

(2l + 1)N ′l + k [(l + 1)Nl+1 − lNl−1] = 0 , (l > 1) , (2.208)

V ′n + 2kN2 − k
δn
4 = kψ , (2.209)

δ′n + 4
3 kVn − 4φ′ = 0 . (2.210)

As duas últimas equações podem ser determinadas também a partir de (2.190) e
(2.191).

• Para bárions

V ′b +HVb − kψ = 4τ ′ργ
3ρb

(Vb − Vγ) , (2.211)

δ′b + kVb − 3φ′ = 0 , (2.212)

• Para matéria escura

V ′c +HVc − kψ = 0 , (2.213)
δ′c + kVc − 3φ′ = 0 , (2.214)
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As equações referentes a matéria escura também podem ser determinadas via (2.190)
e (2.191).

Finalmente, fazemos uso da equação de Poisson relativística

3H(φ′ +Hψ) + k2φ = −4πG0a
2(εcδc + εbδb + εγδγ + εnδn) , (2.215)

bem como da equação para tensão anisotrópica

k2 [−φ+ ψ] = −32πG0a
2(εγΘ2 + εnN2) . (2.216)

Nesta última equação escrevemos as tensões anisotrópicas dos fótons e dos neutrinos em
termos dos seus momentos quadripolares, isto é, σγ = 2Θ2 e σn = 2N2.

As condições iniciais que devemos determinar, referentes às quantidades Θl, Nl,
δc, δb, Vc, Vb, φ e ψ, são determinadas em um momento inicial ηi > 0. Estas quantidades
iniciais são definidas no regime de super-horizonte. Eles também são chamados de modos
primordiais para as escalas de interesse observacional hoje devido ao fato de estarem
profundamente inseridas na época em que o universo é dominado pela radiação. Por esse
motivo, usamos a aproximação a ∝ η.

2.2.3.1 Equações de Evolução no Limite de kη � 1

Consideramos a época em que nosso universo é dominado pela radiação e escalas
de distancias muito grandes, ou seja, kη � 1. Portanto, vamos realizar uma expansão das
variáveis perturbativas em relação a quantidade kη. Nessas variáveis perturbativas usamos
a expansão Y = Σ∞n=0Y

(n)(kη)n, n é a ordem da expansão. Vejamos isto na equação de
monopolo de fóton (2.203)

δ(1)
γ (kη) + 4

3V
(0)
γ (kη) + 4

3V
(1)
γ (kη)2 = 4φ(1)(kη) , (2.217)

considerando a soma até n = 1. Vemos que V (0)
γ está acoplado a δ(1)

γ e φ(1) nesta expansão,
ou seja, Vγ é da ordem de (kη)δγ e (kη)φ, por isso é subdominante em relação a δγ e φ.
Então, na ordem mais baixa, temos

δ′γ = 4φ′ . (2.218)

O mesmo processo é válido para as outras componentes

δ′γ = 4φ′ , (2.219)
δ′n = 4φ′ , (2.220)
δ′b = 3φ′ , (2.221)
δ′c = 3φ′ . (2.222)
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Integrando estas equações obtemos

δγ = 4φ+ 4Cγ , (2.223)
δn = δγ + Sn , (2.224)

δb = 3
4δγ + Sb , (2.225)

δc = 3
4δγ + Sc , (2.226)

Nas soluções acima definimos os modos de entropia ou modos de densidade de isocurvatura
[55], dados por

Sn ≡ Cn − 4Cγ , Sc ≡ Cc − 3Cγ e Sb ≡ Cb − 3Cγ , (2.227)

Devemos notar também que as quantidades C’s, e consequentemente S’s, são funções do
numero de ondas das perturbações k, mas são constantes em relação ao tempo η.

2.2.3.2 Multipolos no Limite kη � 1

Das equações relacionadas aos fótons, mais especificamente ao multipolo Θl, pode-
mos notar que Θl+1 ≈ (kη)Θl, isto indica que cada multipolar é subdominante em relação
ao anterior. Tal característica também é vista nas equações para ΘPl e Nl. Portanto,
podemos aplicar o limite kη � 1 e obter, para a ordem dominante,

• Para o flutuação de temperatura dos fótons

(2l + 1)Θ′l − klΘl−1 = τ ′(2l + 1)Θl , l > 2 , (2.228)

10Θ′2 −
4
3kVγ = τ ′(9Θ2 −ΘP0 −ΘP2) , (2.229)

V ′γ − k
δγ
4 = kΨ + τ ′(Vγ − Vb) . (2.230)

• Para o campo de polarização dos fótons

(2l + 1)Θ′Pl − klΘP (l−1) = τ ′(2l + 1)ΘPl , l > 2 , (2.231)
10Θ′P2 − 4kΘP1 = τ ′(9ΘP2 −ΘP0 −Θ2) , (2.232)

3Θ′P1 − kΘP0 = 3τ ′ΘP1 , (2.233)
2Θ′P0 = τ ′(ΘP0 −ΘP2 −Θ2) . (2.234)

Podemos considerar a seguinte aproximação −τ ′ ∝ a−2 ∝ η−2 [55]. Esta aproximação
indica que a taxa de interação fóton-elétron diverge quando η → 0. Tal conclusão é
plausível dado que o universo torna-se mais denso a medida que recuamos no tempo, logo
mais interações ocorrem. No entanto, para que as perturbações não divirjam, as funções
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que aparecem multiplicando a derivada da profundidade óptica devem desaparecer quando
η → 0, ou seja:

Θl = ΘPl = 0 , l > 2 , (2.235)
Θ2 = ΘP2 = ΘP0 = ΘP1 = 0 , (2.236)
Vγ = Vb . (2.237)

Este resultados nos dizem que o acoplamento entre elétrons e fótons é tão eficiente que
elimina o quadrupolo e os momentos (de mais alta ordem) das flutuações de temperatura
e todos os momentos de polarização. Além disso, vemos também que os fótons e bárions
estão firmemente acoplados num único fluido com velocidade Vγ = Vb.

Agora, aplicando o limite kη � 1 nas equações dos neutrinos temos

(2l + 1)N ′l − klNl−1 = 0 , l ≥ 2 , (2.238)

V ′n − k
δn
4 = kψ . (2.239)

A partir destas equações podemos ver que Vn ∼ (kη)δn,N2 ∼ (kη)2δn e assim por diante. No
entanto, os multipolos da temperatura de neutrinos não são nulos e, portanto, precisamos
determinar condições iniciais para todos eles. Em acréscimo, podemos determinar uma
relação entre esses multipolos de neutrinos, para isso, supomos, na ordem mais baixa, a
seguinte solução Nl = cl(kη)l [55], sendo cl uma constante arbitrária. Substituindo essa
solução em (2.238) obtemos cl = 1

2l+1cl−1. Isto nos leva ao seguinte resultado

Nl = kη

2l + 1Nl−1 l ≥ 2 . (2.240)

Isto nos indica que basta conhecer a condição inicial sobreN1 que assim podemos determinar
as condições iniciais para todos os multipolos subsequentes dos neutrinos.

Em relação a velocidade dos neutrinos Vν podemos usar (2.219), (2.220), (2.230) e
(2.239), e encontrar V ′′γ = V ′′n , que tem como solução9

Vγ = Vn . (2.241)

2.2.3.3 Equações das Velocidades de Bárions e CDM

Tomando a mais baixa ordem em kη nas equações (2.212) e (2.213) obtemos

ηV ′b + Vb − (kη)ψ = 4ητ ′ργ
3ρb

(Vb − Vγ) , (2.242)

ηV ′c + Vc − (kη)ψ = 0 . (2.243)
9 A forma geral desta solução seria Vγ = Vn + qn, sendo qn uma função de η. Esta quantidade qn é

denominada fluxo de calor relativo dos neutrino, que para nosso fluido assumimos como sendo zero.
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Consideramos a aproximação ητ ′ργ/ρb ∝ 1/a2 ∝ 1/η2 [55], verificamos que a velocidade
dos bárions não sofrerá divergência, quando η → 0, se assumimos que Vγ = Vb. Esta
condição nos leva ao seguinte resultado

ηV ′c + Vc = (kη)ψ, (2.244)
ηV ′b + Vb = (kη)ψ. (2.245)

Portanto, notamos a partir destas equações a velocidade da matéria escura e dos bárions
são subdominantes com relação ao potencial ψ.

2.2.3.4 Equações de Campo no Limite kη � 1

Agora, vamos determinar a forma das equações de campo de ordem linear no regime
kη � 1. Para isto, consideremos a equação de Friedmann

4πGa2 = 3H2

2ε̄total
= 3

2ε̄totalη2 . (2.246)

Definimos a fração de densidade Ri ≡ ε̄y
ε̄total

para cada componente do fluido, tal que
Rγ + Rn + Rc + Rb = 1. Mas, uma vez que aqui estamos no universo dominado pela
radiação, os fótons e os neutrinos dominam, portanto a seguinte aproximação é válida

Rγ +Rn ≈ 1 . (2.247)

Desta maneira, podemos escrever a equação de Poisson relativística da seguinte forma

−2ηφ′ − 4φ− 2ψ = 4Cγ +RnSn +RbSb +RcSc , (2.248)

aqui negligenciamos termos de (kη)2. Nesta época a fração de densidade de neutrinos vale
Rn = 0.4089 [55].

Agora, sendo Θ2 = 0, a equação para tensão anisotrópica fica

(kη)2(−φ+ ψ) = −12RnN2 , (2.249)

derivando duas vezes esta equação

2k2 [−φ+ ψ] + 4k2η [−φ′ + ψ′] + k2η2 [−φ′′ + ψ′′] = −8
5RnkV

′
n

= −8
5Rnk

2
(
ψ + δn

4

)
, (2.250)

simplificando k2 e derivando novamente temos

6 [−φ′ + ψ′] + 6η [−φ′′ + ψ′′] + η2 [−φ′′′ + ψ′′′] = −8
5Rn (ψ′ + φ′) , (2.251)

sendo usado δ′n = 4φ′ e notando que Rn é constante quando a radiação domina.

Portanto, obtivemos uma equação diferencial que relaciona unicamente os campos
φ e ψ. Mais a frente veremos como resolvê-la.
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2.2.3.5 Modo Primordiais Adiabáticos

Como dito anteriormente, vamos considerar somente sistemas adiabáticos em nosso
trabalho. Os modos adiabáticos são definidos quando Sν = Sc = Sb = 0. Neste sistema,
somente Cγ 6= 0. Portanto, os contrastes de densidade ficam

1
3δc = 1

3δb = 1
4δγ = 1

4δn = φ+ Cγ . (2.252)

A partir de (2.248)

−2φ− ηφ′ − ψ = 2Cγ . (2.253)

Combinando este resultado com (2.251) e obter

η3φ′′′′ + 12η2φ′′′ + 4
(

9 + 2
5Rν

)
ηφ′′ + 8

(
3 + 2

5Rn

)
φ′ = 0. (2.254)

Esta equação pode ser resolvida de forma exata uma vez que Rn é constante. Suas soluções
são

φ = constante φ ∝ η−
5
2±

1
2

√
1− 32Rn

5 , φ ∝ 1
η
. (2.255)

O único modo não decrescente é a solução φ = constante. Esta é a solução a ser considerada.
As demais soluções são modos decrescentes, tal que, os modos φ ∝ η−

5
2±

1
2

√
1− 32Rn

5 são
complexos se Rn > 5/32.

Desta forma, dado Cγ e φ, encontramos a partir de (2.253) que ψ também é
constante. Usando estes resultados nas equações (2.250) e (2.253) podemos determinar os
φ e ψ em termos de Cγ, e a relação entre esses campos,

φ = −2Cγ(5 + 2Rn)
15 + 4Rn

, ψ = − 10Cγ
15 + 4Rn

, φ = ψ
(

1 + 2
5Rn

)
(2.256)

Devemos notar que a presença de neutrinos por Rn impede φ = ψ. Comparando com os
resultados de [68], Cγ corresponde a −2C desta referencia.

Portanto, podemos agora determinar as outras condições iniciais. Para o contraste
de densidade dos fótons

δγ = 20Cγ
15 + 4Rn

= −2ψ . (2.257)

O modo primordial do momento quadrupolar dos neutrinos é

N2 = k2η2

30 ψ . (2.258)

Vejamos agora os modos das velocidades. Acabamos de determinar que as condições
iniciais nos dizem que ψ ∼ (kη)0, então se Vc ∼ Vb ∼ (kη)0 também, as equações (2.244) e
(2.245) tornam-se, na ordem mais baixa,

ηV ′c + Vc = 0 , (2.259)
ηV ′b + Vb = 0 . (2.260)
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As soluções são Vc ∝ Vb ∝ 1
η
. Essas soluções não são admissíveis porque divergem para

η → 0. Isso significa que realmente precisamos de Vc ∼ Vb ∼ (kη), na ordem mais baixa.
Substituindo este ansatz novamente nas equações (2.244) e (2.245), encontramos

Vc = Vb = kηψ

2 .

Logo,

Vn = Vγ = Vb = Vc = kηψ

2 . (2.261)

Devemos notar que todos os modos dependem da mesma constante Cγ, que são
as perturbações, geradas em uma época inflacionária e que influirá nas perturbações da
métrica e nas inomogeneidades presentes no universo.

Podemos estabelecer uma valor para Cγ via mecanismo de inflação. Recomendamos
o leitor a referencia [55] onde encontramos tais resultados. Podemos também relacionar
esta constante com R (2.148) e ς (2.149). Do calibre Newtoniano temos

R = −φ+Hvtotal e ς = −φ+ Rγδγ +Rnδn +Rcδc +Rbδb
3 +Rγ +Rn

. (2.262)

A velocidade indicada por vtotal não é a soma dos v’s dos componentes individuais, uma
vez que a decomposição do EVT não é feita diretamente em vi, mas sim no tensor
momento-energia perturbado δT 0

i tal que

δT 0
i(total) = (ε̄+ p̄)vi(total) . (2.263)

Logo, vtotal é definido por meio de uma média ponderada com peso ε̄ + p̄. Portanto, no
modelo com quatro componentes, temos

vtotal = 4Rγvγ + 4Rnvn + 3Rcvc + 3Rbvb
3 +Rγ +Rn

. (2.264)

Agora, usando v = −V
k
e (2.261), obtemos a relação

R = −φ− 4RγVγ + 4RnVn + 3RcVc + 3RbVb
kη(3 +Rγ +Rn) = −φ− ψ

2 . (2.265)

Encontramos o mesmo resultado para ς. Logo, temos a seguinte relação

R = ς = −φ− ψ

2 = Cγ . (2.266)

Com isso mostramos como a constante Cγ está relacionada com as perturbações de
curvatura. Além disso, provamos que esta perturbações de curvatura são iguais e constantes
em grandes escalas cosmológicas para perturbações adiabáticas.
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2.2.4 Problemas em Aberto no Modelo ΛCDM

O modelo padrão da cosmologia reproduz satisfatoriamente alguns fenômenos
observacionais como a expansão acelerada do universo, a CMB, oscilações acústicas
bariônicas, distorção no espaço de redshift, dentre outros. Além disso, sabe-se que o modelo
ΛCDM possui relativo sucesso observacional, denominado em vários momentos como
modelo de concordância, uma vez que prevê resultados que estão de acordo com os testes
feitos no fundo homogêneo e isotrópico e testes feitos no nível perturbativo. Entretanto,
apesar das inúmeras previsões e explicações, ela descreve incorretamente alguns fenômenos,
tendo assim a necessidade de introduzir conceitos como matéria e energia escuras. Como
dito anteriormente, a hipótese da matéria escura surgiu da tentativa de consertar falhas da
RG para descrever curvas de rotação de galáxias, bem como efeitos de lentes gravitacionais
produzidos por aglomerados de galáxias. E a energia escura como sendo a responsável pela
expansão acelerada do nosso universo.

Na verdade, se o modelo ΛCDM estiver correto, cerca de 95% da matéria total
do nosso universo deveria estar na forma de densidades de energia que não interagem
eletromagneticamente. Uma composição tão estranha levou alguns a especular sobre a
possibilidade de que a RG (o pilar do modelo ΛCDM) pode não ser, de fato, a teoria da
gravidade correta para descrever o universo em grande escalas de distancia. O universo
escuro pode ser apenas mais um sinal de que precisamos ir além da teoria proposta por
Einstein.

Vamos falar brevemente de alguns problemas que estão presentes no modelo padrão
da cosmologia [55] (ver também [52, 53, 54, 55, 67, 68])

• Problema da Constante Cosmológica: A RG prevê o mesmo comportamento
dinâmico entre a constante cosmológica Λ, vista como uma componente geométrica
pura, e a energia do vácuo. No entanto, existe uma inconsistência entre a previsão
teórica da energia do vácuo (através de teoria quântica de campos) e o resultado
observacional. Este é denominado de problema de ajuste fino da constante cosmológica.

• Problema da Coincidência Cósmica: Sabemos que a densidade de energia da
matéria diminui com a−3, enquanto que a densidade de energia associada a constante
cosmológica é constante. No entanto, o problema vem do fato de que atualmente
essas duas densidades são da mesma ordem de grandeza. Dos resultados que tivemos
até aqui, a razão entre essas duas densidades nos leva a εm

εΛ
= Ωm

ΩΛ
a−3. Logo, com os

dados observacionais [1], encontramos que esta razão é da ordem 1 para o universo
atual. No entanto, dada a dependência do fator de escala, notamos que este fato
só foi alcançado "recentemente". No entanto, não exite nenhuma razão para que
essa equivalência entre matéria e energia escura se dê somente agora, pois, como
mostrado anteriormente, o modelo ΛCDM não prevê uma interação entre os fluidos
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cósmicos, desta forma a dinâmica de cada fluido é completamente independente. Isto
é extremante intrigante, pois se a constante cosmológica tivesse dominado o universo
antes do que sabemos, as estruturas não teriam tido tempo para se formar, por outro
lado, se a constante cosmológica tivesse dominado depois, o universo seria mais jovem
do que algumas de suas estruturas mais antigas (como os aglomerados globulares).
Algumas abordagens entendem que esta coincidência cósmica não é exatamente um
problema [78]. Entretanto, a física não gosta de coincidências, desta forma, investigar
este problema nos de alguma luz sobre a natureza da energia escura.

• Tensões Cosmológicas: Essa tensões são problemas técnicos que envolvem o
modelo padrão. Isso acontece quando as observações de diferentes fontes de dados
fornecem restrições diferentes até um nível de confiança de 68% ou 95%. Existe
tensão entre a determinação de H0 em baixo redshift e de alto redshift (CMB) (veja
um resumo em [18]). Além disso, existe uma tensão na determinação de σ8 (veja um
resumo em [19]).

2.3 Dados Observacionais
Agora, apresentamos algum dos conjuntos de dados observacionais usados para

validar dada teoria cosmológica. Damos foco a este conjunto de dados, pois o mesmo foi
utilizado para a análise do modelo cosmológico apresentado na seção 4.

2.3.1 Supernova Tipo Ia

As supernovas tipo Ia (SNe Ia) são as ferramentas mais diretas para estudar a
aceleração cósmica. Elas são as ferramentas usadas para descobrir diretamente a aceleração
do nosso universo [14, 15]. Tais objetos possuem um brilho intenso e característico,
permitindo assim que sejam usadas como velas padrão.

Em geral, se defini para objetos luminosos, com fluxo de luminosidade f conhecido,
a magnitude relativa a soma da contribuição de todo o espectro eletromagnético, chamada
de magnitude bolométrica aparente,

m = −2.5 log(f) + C , (2.267)

sendo C uma constante que determina a escala de medida da magnitude aparente. Podemos
reescrever esta relação em termos da distância de luminosidade, definida em (2.64), como

m = −2.5 log
(

L

4πd2
L

)
+ C . (2.268)

Agora, podemos definir a chamada magnitude bolométrica absoluta que representa o valor
da magnitude aparente na qual a distância do objeto até o observador seja de 10pc, ou
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seja,

m = −2.5 log
(

L

4π(10pc)2

)
+ C . (2.269)

Através da diferença desta duas magnitudes, podemos escrever o módulo de distancia,

µ = 5 log
[
(z + 1)

∫ z

0

dz′
H(z′)

]
− 5 log(h) + 42.384 . (2.270)

Esta é a quantidade crucial para a análise de dados de SNe Ia. Note que nesta equação
incluímos a distância de luminosidade (2.69). Neste trabalho será usado o conjunto completo
de dados do PANTHEON [5], que conta com 1048 dados.

2.3.2 Oscilações Acústicas Bariônicas

Antes do desacoplamento a taxa de espalhamento Thomson era muito alta. Desta
forma, os fótons estavam fortemente acoplados aos bárions, formando o que chamamos
de fluido fóton-bárion. Essa interação exerce uma pressão dos fótons nos bárions. Em
contrapartida, dado que a matéria escura não interage eletromagneticamente, não há
pressão de radiação sobre ela, ocorrendo somente a aglomeração gravitacional da matéria
escura, que interage gravitacionalmente com a matéria bariônica, atraindo-a. Entretanto,
neste período de forte acoplamento entre os bárions e fóton, o colapso gravitacional dos
bárions é impedido. Num palco no qual a gravidade e a força de pressão da radiação
medem “forças” há o surgimento de oscilações neste fluido fóton-bárion.

Com a recombinação e o universo se expandindo, a escala de energia dos fótons
se torna menor que 0.25eV. A partir disto, a taxa de espalhamento Thomson é reduzida
drasticamente, levando ao desacoplamento entre os bárions e a radiação,10 parando assim,
as oscilações acústicas. No entanto, tais ondas deixam marcas que podem ser medidas
hoje. Em relação aos bárions existe tal característica em distâncias cosmológicas. Podemos
quantificar isto através da combinação de parâmetros [79]

DV (z) =
[
(1 + z)2d2

A

z

H(z)

]1/3

, (2.271)

tal quantidade é denominada média geométrica. Esta quantidade é medida em relação à
escala do horizonte do som dada por

rs(z) = c
∫ a

0

csda
a2H(a) . (2.272)

Para nossa análise usamos os dados a partir de 6dF Galaxy Survey [6] e BOSSDR12
[7].
10 Quando usamos o termo desacoplamento, estamos nos referindo ao instante em que o livre caminho

médio dos fótons supera o raio de Hubble.
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2.3.3 Distorção no Espaço de Redshift

Distorção no Espaço de Redshift é uma importante sonda quando queremos analisar
estruturas em grandes escalas cosmológicas. De forma geral, essas medidas quantificam
o campo de velocidade das galáxias [8, 9] (distorções da distribuição das galáxias no
espaço redshift gerado por seus movimentos peculiares caindo em direção a regiões densas).
Esta importante sonda é sensível à taxa de crescimento das perturbações de densidade
da matéria, que depende da teoria gravitacional e fornece medidas de σ8 que dependem
do potencial gravitacional, através da quantidade fσ8(a) ≡ f(a)σ(a), sendo f a taxa de
crescimento, dada por

f(a) = d ln δε(a)
d ln a , (2.273)

e σ(a) definida como a dispersão do campo de densidade em uma determinada escala
comóvel R [80]

σ2(R, a) =
∫ ∞

0
W 2(kR)∆2(k, a)dk

k
(2.274)

sendo W (kR) denominada função janela e

∆2(k, a) = 4πk3Pδ(k, a) . (2.275)

com Pδ(k) sendo o espectro de potencia relacionado aos campos de matéria. A função
σ8(a) é a função σ(a) quando assumimos a escala comóvel R = 8h−1Mpc, enquanto que
σ8 e o valor avaliado hoje[80]. Comumente pode-se escrever

σ(a) = σ8
δ(a)

δ(a = 1) . . (2.276)

O dados de distorção no espaço de redshift podem ser obtidos medindo a proporção dos
monopolos e quadrupolos do espectro de potência do espaço redshift que depende de
β = f/b [81], sendo b o bias, definido pela teoria linear (veja [82, 83, 84]). A combinação
fσ8(a) é independente do bias, uma vez que toda a dependência nesta combinação é
cancelada [10]. Podemos ver em [82] que esta combinação é uma ferramenta muito usada
quando queremos estudar formação de estrutura em modelos alternativos a ΛCDM. Se,
por exemplo, usamos (2.276) e (2.273), teremos a seguinte combinação

fσ8(a) = σ8

δ(a = 1)a∂aδ(a) . (2.277)

Utilizamos em nossa análise o conjunto de dados apresentados na tabela VI de [10].
Estes dados dependem do modelo fiducial usado pelas colaborações para converter ângulos
e redshift em distâncias para avaliar a função de correlação. A correção fiducial, em termos
do redshift, é implementada como [10]

q(zi) = H(zi)dA(zi)
Hfid(zi)dfidA (zi)

, (2.278)
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sendo i = 1, ..., N , com N representado o número total de pontos e fid indica a cosmologia
fiducial usada para medir esses pontos. Desta maneira, usamos essa correção para construir
a função de distribuição de probabilidade dos parâmetros do modelo no contexto dos
conjuntos de dados fσ8. Para a construção de χ2

fσ8 usamos [10]

V i(zi, pj) = fσ8,i −
fσ8(zi, pj)
q(zi)

(2.279)

sendo fσ8,i é o valor i−ésimo ponto, enquanto fσ8 (zi, pj) é a previsão teórica e pj é o
número de parâmetros a serem restringidos. Então,

χ2
fσ8 = V iC−1

ij V
j (2.280)

sendo C−1
ij o inverso da matriz de covariância dos dados, dada por

Ctotal
ij =


σ2

1 0 0 · · ·
0 C

WiggleZ
ij 0 · · ·

0 0 · · · σ2
N

 ,

com σi os erros associados aos dados e CWiggleZ
ij

C
WiggleZ
ij = 10−3


6.400 2.570 0.000
2.570 3.969 2.540
0.000 2.540 5.184

 .

a matriz de covariância associada aos dados de WiggleZ [85].

2.3.4 Radiação Cósmica de Fundo

A análise dos dados da radiação cósmica de fundo (CMB) será feita utilizando os
dados obtidos pelo satélite Planck [1]. A análise desses dados é de extrema relevância no
cenário cosmológico atual, uma vez que eles conseguem restringir certos parâmetros com
uma grande precisão. A seguir, mostramos um breve resumo teórico relacionado a esses
dados [52, 86, 87, 53, 88, 55, 1].

2.3.4.1 Espectro da CMB

Até a recombinação a evolução da matéria escura e da matéria bariônica são
diferentes, uma vez que os bárions estão fortemente acoplados com os fótons. A partir da
recombinação os fótons se desacoplam dos bárions e viajam livremente em nossa direção
de todas as direções. Esses fótons mantém a memória dos processos que sofreram antes e
depois da superfície de ultimo espalhamento.

Podemos calcular os anisotropias de temperatura (Θ) na última superfície de
espalhamento (ver, por exemplo, [52, 53, 55]). Observando as anisotropias na CMB podemos



2.3. Dados Observacionais 69

compreender várias características do universo. Para isto, escrevemos as flutuações de
temperatura como uma função sobre uma esfera, portanto, é mais fácil descrever estas
flutuações através de harmônicos esféricos Ylm(p̂), tal que

Θ(x, η, p̂) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

alm(x, η)Ylm(p̂) (2.281)

p̂ define a direção no céu (θcéu, φcéu) e os coeficientes alm(x, η) contém todas as informações
sobre as flutuações de temperatura. As informações cosmológicas são determinadas nos
multipolos com ` > 1 (ver, por exemplo, [52, 53, 55]). Graças à ortogonalidade dos
harmônicos esféricos, temos∫

dΩY ∗l′m′(p̂)Ylm(p̂) = δll′δmm′ , (2.282)

sendo Y ∗ o complexo conjugado de Y e dΩ = d cos θcéudφcéu. Logo, obtemos

alm(x, η) =
∫ d3k

(2π)3 e
ik·x

∫
Ω=4π

dΩY ∗lm(p̂)Θ(k, η, p̂) . (2.283)

Supondo isotropia estatística, o valor esperado de alm é zero, enquanto que sua a
variância é dada por

〈almal′m′〉 = δll′δmm′Cl . (2.284)

O valor esperado de alm é calculado sobre infinitas realizações do universo. Contudo,
como só podemos observar um universo, a média do conjunto pode ser substituída, graças
ao princípio ergódico [55], por uma média sobre as direções do céu, supondo que as
propriedades estatísticas do universo sejam todas iguais em todas as direções. Isto é
equivalente, no espaço multipolar, a uma média sobre m, pois espera-se que todos os
alm tenham a mesma variância para cada valor de l, com −l < m < +l. Logo, podemos
construir Ĉl, um estimador do Cl real, como

Ĉl = 1
2l + 1

+l∑
m=−l

a∗lmalm . (2.285)

Este estimador tem uma variância, chamada variância cósmica, intrínseca à definição do
próprio estimador e muda com l, uma vez que l pequenos tem menos m do que l altos
(N(m) = 2l + 1)

∆Cl
Cl

= Ĉl − Cl
Cl

=
√

2
2l + 1 . (2.286)

Agora, vamos relacionar alm com os momentos multipolares das anisotropias de
temperatura observados hoje Θl(k, η0). Considerando que as flutuações de temperatura de
uma única onda plana possa ser decomposta como

Θ(k, p̂, η) =
∑
l

(−i)l(2l + 1)Θl(k, η)Pl(p̂ · k̂) . (2.287)
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O polinômio de Legendre, Pl, está ligado aos harmônicos esféricos pela relação

Pl(k̂ · p̂) = 4π
2l + 1

l∑
m=−l

Ylm(p̂)Y ∗lm(k̂) . (2.288)

Podemos reescrever (2.283) como

alm = 4π
∫ d3k

(2π)3 (−i)lΘl(k, η)Y ∗lm(k̂) . (2.289)

Portanto, pode-se mostrar que a variância Cl = 〈almal′m′〉 pode ser relacionada com os
momentos multipolares das anisotropias observadas hoje como [52, 53, 55]

Cl = 2
π

∫ ∞
0

dkk2Pφ(k, 0)
∣∣∣∣∣Θl(k, η0)
φp(k)

∣∣∣∣∣
2

(2.290)

o campo φp está ligado com as perturbações primordiais e Pφ é o espectro de potência
primordial. Portanto, medindo o espectro de potência de temperatura CMB é possível
obter informações tais como do universo primordial e, por exemplo, sobre como este evoluiu
antes da recombinação.

Além disso, sabemos que os fótons da CMB são linearmente polarizados e, obser-
vando a sua polarização, é possível extrair informações complementares sobre a evolução
do universo. De fato, os fótons da CMB são polarizados via componente quadrupolares
de temperatura que podem ser originados tanto por perturbações escalares quanto por
perturbações tensoriais de ondas gravitacionais produzidas por uma inflação primordial
[52, 53, 55]. É possível descrever a polarização da CMB através dos modos E e modos B,
distinguidos pelo padrão de polarização em torno de um ponto considerado no céu. Para o
caso de um modo E, a polarização é paralela ou perpendicular a direção de propagação da
onda. Para o modo B, a polarização é girada em 45°. Quanto à temperatura, as informa-
ções cosmológicas podem ser obtidas a partir dos espectros de potência de polarização e
também de suas correlações cruzadas com temperatura. Logo, podemos definir os seguintes
espectros de potência angular

CTT
l = 〈a∗TlmaTlm〉 , (2.291)

CEE
l = 〈a∗ElmaElm〉 , (2.292)

CBB
l = 〈a∗BlmaBlm〉 , (2.293)
CTE
l = 〈a∗TlmaElm〉 , (2.294)

CTB
l = 〈a∗TlmaBlm〉 , (2.295)
CEB
l = 〈a∗ElmaBlm〉 . (2.296)

Espera-se que as correlações cruzadas TB e EB desapareçam devido ao fato de B ter
paridade oposta a T e E. O modos disponíveis na pesquisa Planck [1] são TT , EE e TE.
Na figura 1 (plotes retirado diretamente de [1]) podemos ver os espectros de temperatura
e de polarização.
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Figura 1 – Gráficos do espectro de potência de temperatura e polarização da radiação
cósmica de fundo, retirados de [1].

Lenteamento da CMB

A direção de propagação dos fótons da CMB é desviada por regiões nas quais se têm
variação espacial de gravidade. Essas regiões de variação de gravidade são, basicamente,
as estruturas que existem no caminho dos fótons da superfície de último espalhamento
até nós. Desta maneira, estudar lenteamento nos daria uma ideia da distribuição dessas
estruturas.

O lenteamento gravitacional que afetam a CMB, podem ajudar a melhorar signifi-
cativamente as restrições sobre vários parâmetros cosmológicos (como podemos ver, por
exemplo, em [1]), podendo quebrar importantes degenerescências nos parâmetros cosmoló-
gicos. Portanto, estudos com dados de lenteamento da CMB possibilitam reconstruir a
distribuição da matéria após a última superfície de espalhamento.

Podemos relacionar o campo de deflexão de lenteamento, d, com o potencial de
lenteamento, ϕ, através da equação como d = ∇ϕ. No espaço harmônico, a deflexão e o
potencial de lenteamentos dos multipolos estão relacionados pela seguinte equação

dml = −i
√
l(l + 1)ϕml , (2.297)

e, portanto, os espectros de potência, Cdd
l ≡ 〈dml dm∗l 〉 e C

ϕϕ
l ≡ 〈ϕml ϕm∗l 〉, são dados por

Cdd
l = l(l + 1)Cϕϕ

l . (2.298)
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3 Tópicos de Gravitação Estendida

Com os problemas relacionados ao modelo ΛCDM, modelos alternativos vêm sendo
estudados e testados como forma de explicar e descrever a dinâmica do nosso universo. No
entanto, o teorema de Lovelock [89, 90] garante que as únicas equações derivadas a partir
de uma ação local e contendo no máximo derivadas segundas na métrica, em um espaço
de quatro dimensões com densidade de Lagrangiana da forma L = L(gµν), são as equações
de Einstein. Logo, se queremos descrever uma teoria da gravitação que possua equações
diferentes de RG, devemos adicionar mais graus de liberdade em nossa densidade de
Lagrangiana, ou seja, escalares, vetores ou tensores. As bem conhecidas teorias estendidas
da gravitação (ETGs) [22] são exemplos de abordagens baseadas na adição de invariantes
de curvatura de ordem superior (por exemplo, R2, RµνR

µν , RµναβR
µναβ) e campos escalares

não minimamente acoplados à geometria (como φ2R). Os últimos termos podem ser vistos
como correções ou ampliações de RG.

Este capítulo tem como objetivo analisar brevemente o formalismo e as implicações
cosmológicas de algumas classes particulares de ETGs, em particular duas dessas classes,
a teoria f(R) e a teoria escalar-tensorial (mais detalhes ver [22, 23, 24, 25]).

3.1 Parametrizações Generalizadas

Antes de começar a discutir teorias que vão além do modelo padrão, vamos introduzir
alguns parâmetros que são relacionados diretamente a estes modelos (indicamos ao leitor
a referencia [91] para mais detalhes).

Qualquer modificação genérica, porém linear, da dinâmica das perturbações es-
calares em relação ao cenário de ΛCDM pode ser representada pela introdução de dois
novos graus de liberdade nas equações de campo lineares. Estes graus de liberdade são
obtidos da seguinte maneira. Em ΛCDM, após a igualdade radiação-matéria não exite
mais tensão anisotrópica presente e as equações de Poisson relativística e a equação para
a tensão anisotrópica tornam-se,

−k2φ = 4πGa2ε̄∆ , φ = ψ . (3.1)

aqui usamos o contraste de densidade invariante de calibre

∆ ≡ δ + 3
(

1 + p̄

ε̄

) HV
k

. (3.2)
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Os dois graus de liberdade são introduzido quando reescrevemos o sistema (3.1) como

−k2φ = 4πGQ(a, k)a2ε̄∆ , (3.3)
φ

ψ
= η(a, k) . (3.4)

O comportamento não trivial de Q e η pode ocorrer devido a algum agrupamento associ-
ado a componente de energia escura ou alguma teoria que estenda a RG. Nos modelos
alternativos a RG, a função Q(a, k) representa um efeito de blindagem (screening) devido
a modificações locais da gravidade e modifica efetivamente a constante de Newton. Nos
modelos dinâmicos de energia escura, Q representa o agrupamento adicional devido às
perturbações na componente de energia escura. Por outro lado, a função η(a, k), que deno-
minamos de slip gravitacional parametriza a tensão anisotrópica efetiva que é introduzida
ou por modelos de energia escura ou modelos de gravitação estendida. Devemos notar que
seu valor em ΛCDM é η(a, k) = 1.

Dada teoria alternativa ao modelo padrão, a dependência no fator de escala e no
tempo das funções Q e η(a, k) podem ser derivadas e suas previsões são projetadas no
plano (Q, η) (veja, por exemplo, [92] para uma visão geral das previsões para diferentes
modelos alternativos ao modelo padrão).

Agora, é interessante notar que usando as equações (3.3) e (3.4), as equações de
dinâmica de fluido, (2.188) e (2.189), podem ser expressas da seguinte forma [93]

∆′ = −1/η − 1 + (lnQ)′
x2
Q + 9

2Ω
9
2Ω∆−

x2
Q − 3(lnH)′/Q
x2
Q + 9

2Ω
θ

aH
, (3.5)

θ′ = −θ − 3
2aHΩQ

η
∆ , (3.6)

aqui a linha “′” representa a derivada com relação a ln a. Também temos θ = kV ,
xQ ≡ k/(aH

√
Q) e Ω = Ω(a) (lembre que este é o parâmetro de densidade do fluido).

Note que é Q/η que modifica o termo fonte da equação θ e também o crescimento de
∆. Junto com as equações (3.3) e (3.4), estas equações de evolução formam um sistema
fechado para (∆, θ, φ, ψ) que pode ser resolvido para determinado (Q, η).

A influência do fator de escala é modificada por Q, de maneira que, agora, o
comprimento de xQ determina o comportamento de ∆. Em escalas de sub-horizonte, sendo
xQ � 1, encontramos

∆′′ + [2 + (lnH)′] ∆′ = 3
2Ω(a)Q

η
∆ (3.7)

e θ = −aH∆′. A equação de crescimento é modificada apenas pelo fator Q/η. Na escala
super-horizonte, tal que xQ � 1, temos

∆′ = − [1/η − 1 + (lnQ′)] ∆ + 2
3Ω

(lnH ′)
aH

1
Q
θ , (3.8)

θ′ = −θ − 3
2ΩaHQ

η
∆. (3.9)
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Q e η agora criam um termo adicional de arrasto na equação de ∆, exceto se η(a, k) > 1.
Em [93] podemos ver também que os potenciais da métrica evoluem de forma independente
e são invariantes de escalas sob escalas de super-horizonte, desde que xQ → 0 para k → 0.
Isto é necessário para que a perturbação da curvatura comóvel, ς , seja constante em escalas
de super-horizonte [91].

Como observado acima, a combinação Q/η modifica o termo fonte na equação de
crescimento. Além disso, as velocidades das perturbações seguem gradientes do potencial
Newtoniano, ψ, e portanto, a comparação destas velocidades com o campo de densidade
também é sensível à Q/η. Logo, definimos

Y ≡ Q/η ⇒ −k2ψ = 4πGa2Y (a, k)ε̄∆. (3.10)

Por outro lado, lentes fracas, por exemplo, medem (φ+ ψ)/2 tal que

Σ ≡ 1
2Q(1 + 1/η) = 1

2Y (η + 1) ⇒ −k2(φ+ ψ) = 8πGa2Σ(a, k)ε̄∆. (3.11)

Um resumo de diferentes outras variáveis utilizadas pode ser visto em [94].

Qualquer combinação de duas variáveis do conjunto (η,Q, Y,Σ) é uma alternativa
válida para o par (Q, η). Acontece que o par (Y,Σ) é particularmente bem adaptado
quando os dados de CMB, lentes fracas e estrutura em larga escala são combinados por
serem menos correlacionados que outros [95, 96]. Em [97] os autores encontram resultados
independentes de escala para o slip gravitacional.

3.2 Teoria f (R)

3.2.1 Considerações Iniciais

As chamadas teorias f(R) generalizam a ação de Einstein-Hilbert tornando esta
ação uma função mais geral do escalar de Ricci. Elas foram intensamente estudadas e
possuem várias revisões [98, 99, 100, 101, 102, 24, 22, 25]. O interesse por tais teorias
foi estimulado nas décadas de 60, 70 e 80 observando que a quantização dos campos de
matéria em um espaço-tempo não quantizado pode levar a tais teorias [103], que podem
ter melhores propriedades de renormalização [104] e que podem levar a um período de
expansão acelerada no início da história do nosso universo [105]. Mais recentemente, estes
modelos têm sido de considerável interesse como uma possível explicação para a expansão
acelerada tardia observada no Universo.

Como dito anteriormente, as teorias f(R) são caracterizadas por uma simples
generalização da ação de Einstein-Hilbert, logo,

S = 1
2κ2

∫
f(R)

√
−g d4x+ Sm[g,Υ] , (3.12)
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sendo κ2 = 8πG. Devemos notar que esta ação preserva a covariância geral e a invariância
de local que estão dentro de RG. Além disso, os campos de matéria em Sm obedecem a
equações de conservação padrão e, portanto, a métrica gµν corresponde ao referencial físico
( também chamado de referencial de Jordan[24, 22, 25]).

Existem algumas abordagens para derivar as equações de campo da ação (3.12). A
primeira abordagem é denominada de formalismo métrico no qual a conexão Γαβγ é definida
em termos da métrica gµν (conexão de Levi-Civita). A outra abordagem é denominada de
formalismo de Palatini o qual trata a métrica e a conexão como campos independentes
na teoria, sendo a ação um funcional desses dois campos. Existe também a chamada
abordagem métrica-afim na qual considera-se novamente a métrica e a conexão como
campos independentes, como no formalismo de Palatini, mas agora a ação da matéria é
uma função tanto da métrica quanto da conexão (ao invés da apenas da métrica, como é o
caso em Palatini e no formalismo métrico). Aqui, estamos interessados em nos concentrar
na dinâmica descrita pelo formalismo métrico, portanto, variando a ação (3.12) em relação
à métrica gµν encontramos

F (R)Rµν −
1
2f(R)gµν −∇µ∇νF (R) + gµν�F (R) = κ2Tµν , (3.13)

com F (R) ≡ ∂f/∂R e � ≡ gµν∇µ∇ν . O traço da equação (3.13) nos fornece

3�F (R) + F (R)R− 2f(R) = κ2T , (3.14)

sendo T = gµνTµν o traço do tensor momento-energia. Note que recuperamos RG quando
f(R) = R e F (R) = 1, de forma que o termo �F (R) em (3.14) desaparece.

As teorias f(R) derivadas da abordagem variacional métrica podem ser transforma-
das conformalmente em um referencial no qual as equações de campo da teoria assumem a
forma de equações de Einstein mais um campo escalar minimamente acoplado (referencial
de Einstein)[23, 24, 22, 25]. Desta forma, aplicamos a transformação conforme sobre a
métrica, g̃µν = Ω2gµν (o til representa a quantidade no referencial de Einstein), tal que
[24, 25]

Ω2 = F (R) . (3.15)

Assim, definindo a variável

κΦ̂ ≡
√

3
2lnF , (3.16)

a ação (3.12) no referencial de Einstein é [25]

SE =
∫

d4x
√
−g̃

[ 1
2κ2 R̃−

1
2 g̃

µν∇̃µΦ̂∇̃νΦ̂− V (Φ̂)
]

+ Sm[F−1g̃µν ,Υ] , (3.17)

sendo

V (Φ̂) = RF − f
2κ2F 2 . (3.18)
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Desta maneira, devemos notar que teorias derivadas de uma ação da forma (3.12) podem
sempre ser levadas à RG com um campo escalar minimamente acoplado e com um
acoplamento não métrico aos campos de matéria, desde que F 6= 0.

Nas próximas subseções apresentamos alguns resultados interessantes encontrados
na literatura sobre a dinâmica cosmológica de fundo e linear para as teorias f(R) [25].

3.2.2 Cosmologia

Como mencionado, a motivação inicial para o estudo da gravidade f(R) veio de
considerações cosmológicas a respeito das fases iniciais do Universo, incluindo a presença
de uma singularidade primordial e a expansão inflacionária. Um importante trabalho
neste contexto pode ser visto em [106]. No presente, grande parte da motivação vem da
necessidade de explicar a aparente expansão acelerada do Universo que é observada nos
tempos atuais. Dadas as várias contribuições e revisões a cerca da exploração de modelos
f(R) presentes na literatura, o escopo desta seção é apresentar as principais previsões
e resultados a cerca da cosmologia neste modelo. A viabilidade de modelos dentro da
proposta f(R) no espaço-tempo de FLRW é estudado em [107] e [108].

Utilizando a métrica (2.160) escrita em termos do tempo conforme, juntamente
com o tensor energia momento para um fluido perfeito dado em (2.21) na equação de
campo (3.13), as equações de Friedmann modificadas são

H2 = 1
3F

[
8πGa2ε̄− a2

2 (f −RF )− 3HF ′
]
, (3.19)

H−H2 = − 1
2F (8πGε̄+ 8πGp̄+ F ′′ − 2HF ′), (3.20)

para o fundo cosmológico. Aqui é válida a conservação do tensor momento-energia (2.45).

Para ordem linear, as componentes (0-0) e (0-i) de (3.13) fornecem, respectivamente,

∇2φ− 3H(φ′ +Hψ) = 1
2F

[
8πGa2δε+∇2δF

+3(H′δF −HδF ′) + 3F ′(2Hψ + φ′)
]
, (3.21)[

φ′ +Hψ + F ′

2F ψ −
1

2F (δF ′ −HδF )
]
,i

= 4πGa2

F
(ε̄+ �)vi . (3.22)

Além disso, o traço da equação (3.13) gera

δF ′′ + 2HδF ′ − 2(H2 +H′)δF −∇2δF + 2Fφ′′ + 3(2HF − F ′)(φ′ + ψ′)

+2
(
2F (H2 +H′)− 2HF ′ − F ′′

)
ψ = 8πGa2

3 (δε− 3δp)− 2a2F

3 δR, (3.23)

em que

δR = − 2
a2

(
∇2ψ − 2∇2φ+ 6(H2 +H′)ψ + 3H(3φ′ + ψ′) + 3φ′′

)
. (3.24)
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Além disso, o traço e a parte sem traço da componente (i, j) das equações de campo deste
modelo são dadas, respectivamente, por

2Fφ′′ + (2FH + F ′)(2φ′ + ψ′) + 2
(
F (H2 + 2H′) +HF ′ + F ′′

)
ψ

−∇2(F (φ− ψ)− δF )− δF ′′ −HδF ′ + (2H2 +H′)δF = 8πGδp , (3.25)

φ− ψ = δF

F
. (3.26)

De modo geral, as equações de campo acima podem ser escritas em termos dos
parâmetros apresentados na seção 3.1, e como pode ser visto em [109] e [110]

Y = 1
fR

(
1 + 4(fRR/fR)(k/a)2

1 + 3(fRR/fR)(k/a)2

)
e η = 1 + 2(fRR/fR)(k/a)2

1 + 4(fRR/fR)(k/a)2 , (3.27)

com a quais podemos tirar algumas conclusões qualitativas a respeito do comportamento
geral de modelos f(R). Propostas viáveis para modelar energia escura a partir de modelos
f(R) foram construídas para ter massa, M = 1/(2fRR), grande bem no meio do período
da evolução do Universo dominado pela matéria, ou seja, fRR � 1 e fR ' 1 para R� H0.
No Regime (fRR/fR)(k/a)2 � 1, ou ainda M2fR � k2/a2, se obtém Y ' 1 e η ' 1. Com
isso a evolução da perturbação da densidade é similar ao obtido em RG. Em tempos
tardios, no qual temos (fRR/fR)(k/a)2 � 1 [25] os parâmetros Y ' 4/(3fR) e η ' 1/2, e
a taxa de crescimento das perturbações da matéria é maior do que no modelo ΛCDM.

Independentemente da proposta, qualquer modelo candidato à gravitação modifi-
cada deve ser confrontado com as observações. Para sondar a expansão de fundo de um
universo de FLRW, por exemplo, pode-se investigar as posições do pico do espectro das
flutuações da temperatura da CMB e das Oscilações Acústicas de Bárions. Portanto, as
observações dessas quantidades permitem que a forma da a(t) seja restringida. Entretanto,
devido a liberdade na escolha de f(R), tais observações não são capazes de falsear a forma
mais geral dessa teoria diretamente. Portanto, para ir mais longe usando as observações
cosmológicas, deve-se considerar modelos específicos. Para ilustrar, podemos considerar o
modelo de Hu & Sawicki [111], por exemplo, que é descrito por

f(R) = R−m2 c1
(
R
m2

)n
1 + c2

(
R
m2

)n , (3.28)

em que m2 = κ2ρ0/3, sendo ρ0 a atual densidade média de massa-energia e c1 e c2 são
parâmetros livres a serem determinados pelas observações e, para o espaço-tempo plano,
dados por

c2 = −1− Ωm

Ωm

n

fR0

( 12
Ωm

− 9
)−n−1

, (3.29)

c1 = 61− Ωm

Ωm

c2 , (3.30)
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em que fR0 é fR avaliada hoje. Ou seja, o modelo possui dois parâmetros livres, fR0 e
n. No trabalho [112] os autores fizeram uma análise dos conjuntos de dados da CMB e
Oscilações Acústicas Bariônicas mais recentes, bem como restrições independentes na
relação entre a amplitude de agrupamento de matéria σ8 e a densidade de matéria Ωm

das contagens de números de aglomerados de galáxias de Planck Sunyaev Zeldovich (PSZ)
[113], obtendo a principal restrição

|fR0| < 3, 7× 10−6 , (3.31)

com intervalo de confiança de 95%, para Ωm = 0, 291+0,006
−0,002 e σ8 = 0, 798+0,003

−0,002. Em [112]
não é fornecida a restrição sobre o parâmetro n, pois, de acordo com os autores o efeito de
n nos observáveis cosmológicos é muito mais suave do que o efeito induzido por fR0.

3.3 Teoria Escalar-Tensorial

3.3.1 Considerações Iniciais

As teorias escalares-tensoriais são provavelmente os exemplos mais simples de
modelos alternativos de gravitação, além de serem uma das alternativas mais intensamente
estudadas na literatura [23, 24, 22, 25]. A implementação de campos escalares como
mediadores da gravitação, junto com a métrica, tiveram seu início na teoria de Brans-Dicke
[114], que tentou reviver o princípio de Mach, segundo o qual a inércia de um corpo é
o resultado de sua interação com relação à distribuição de massa global no universo, e
também incorporou a ideia de Dirac de que a constante gravitacional Newtoniana varia
no tempo. A teoria de Brans-Dicke é um caso particular das teorias escalares-tensoriais.
Com a descoberta da aceleração cósmica estas teorias foram e são intensamente estudadas
como uma forma de generalizar a constante cosmológica assim como explicar o problema
da constante cosmológica e o problema da coincidência cósmica [115, 116, 117, 118, 119,
120, 121, 122, 25]. Desta maneira, a ação que representa as teorias escalares-tensoriais é
dada por

S =
∫

d4x
√
−g

[1
2f(ϕ,R)− 1

2Q(ϕ)gµν∇µϕ∇νϕ
]

+ Sm[g,Υ] , (3.32)

aqui assumimos unidades tais que κ = 1. Esta ação inclui uma ampla variedade de teorias,
dentre elas estão teoria de Brans-Dicke e a teoria f(R). A correspondência com a teoria
f(R) esta na escolha de f(ϕ,R) = f(R) e Q = 0, enquanto que a teoria de Brans-Dicke está
na escolha de f = ϕR e Q = ωBD/ϕ, sendo ωBD chamado de parâmetro Brans-Dicke[114].
Além disso, podemos generalizar a teoria de Brans-Dicke adicionando o potencial U(ϕ) à
ação original, ou seja, f = ϕR− 2U(ϕ) e Q = ωBD/ϕ.

A ação (3.32) está escrita no referencial de Jordan, no entanto, podemos realizar
uma transformação conforme sobre a métrica de tal forma que esta ação possa ser escrita
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no referencial de Einstein[23, 24, 22, 25]. Logo, a ação (3.32) pode ser transformada para
o referencial de Einstein através da seguinte escolha

Ω2 = F (ϕ,R) ≡ ∂

∂R
f(ϕ,R) . (3.33)

Para que o fator conforme seja uma função apenas de ϕ consideramos teorias tais que a
função f(ϕ,R) tenha a forma

f(ϕ,R) = F (ϕ)R− 2U(ϕ) . (3.34)

Desta forma, no referencial de Einstein a ação (3.32) toma a forma [25]

SE =
∫

d4x
√
−g̃

[1
2R̃−

1
2 g̃

µν∇̃µΨ∇̃νΨ− V (Ψ)
]

+ Sm(F−1g̃µν ,Υ) , (3.35)

Novamente, levando em consideração a ação (3.35) o tensor momento-energia não é
conservado [24, 22]. Para escrever esta ação com termo cinético canônico usamos

Ψ =
∫

dϕ
√

3
2

(
F,ϕ
F

)2
+ Q
F
. (3.36)

O potencial é escrito como

V (Ψ) = U

F 2 . (3.37)

O termo F,ϕ representa a derivada de F com relação ao campo ϕ. Neste referencial o
campo escalar se acopla à matéria dando origem a uma interação de quinta força. Desta
maneira, a fim de descrever a força do acoplamento introduzimos a seguinte quantidade
(ver [25])

Γ ≡ −F,Ψ2F = −F,ϕ2F

[
3
2

(
F,ϕ
F

)2
+ Q
F

]−1/2

. (3.38)

Aqui, vamos considerar teorias escalares-tensoriais nas quais Γ é constante (teorias f(R)
são um exemplo em que este acoplamento é constante). Desta forma, a partir de (3.36) e
(3.38) encontramos

F = e−2ΓΨ e Q = (1− 6Γ2)F
(
dΨ
dϕ

)2

. (3.39)

Portanto, a ação (3.32) no referencial de Jordan fica [25, 123]

S =
∫

d4x
√
−g

[1
2F (Ψ)R− 1

2(1− 6Γ2)F (Ψ)gµν∇µΨ∇νΨ− U(Ψ)
]

+ Sm[g,Υ] .

(3.40)

Lembrando que estamos considerando aqui teorias do tipo (3.34). Devemos notar que no
limite em que Γ→ 0 a ação (3.40) se reduz à ação de um campo escalar Ψ minimamente



3.3. Teoria Escalar-Tensorial 81

acoplado a gravidade, com o potencial U(Ψ). Entretanto, se consideramos a transformação
conforme g̃µν = F (Ψ)gµν na ação no referencial de Jordan (3.40), obtemos a ação no
referencial de Einstein (3.35) com um acoplamento constante Γ [25].

Agora, através da definição Φ = F = e−2ΓΨ é fácil ver que a ação (3.40) é equivalente
a ação de Brans-Dicke mais um potencial U

S =
∫

d4x
√
−g

[1
2ΦR− ωBD

2Φ gµν∇µΦ∇νΦ− U(Φ)
]

+ Sm[gµν ,Υ] , (3.41)

de maneira que, o acoplamento constante Γ e o parâmetro de Brans-Dicke se relacionam
pela seguinte equação [123, 25]

3 + 2ωBD = 1
2Γ2 . (3.42)

Devemos notar que no limite em que Γ → 0 (RG) temos ωBD → ∞, como esperado
[25, 114].

Agora, considerando que a ação (3.41) seja um funcional de gµν e Φ, a variação
desta ação com relação a estes campos nos fornece

Rµν −
1
2gµνR = 1

Φ Tµν −
1
Φ gµνU + 1

Φ (∇µ∇νΦ− gµν�Φ)

+ωBDΦ2

[
∂µΦ∂νΦ−

1
2gµνg

αβ∇αΦ∇βΦ
]
, (3.43)

(3 + 2ωBD)�Φ + 4U(Φ)− 2ΦdU
dΦ = T . (3.44)

Podemos determinar a relação entre a teoria de Brans-Dicke com as teorias f(R)
considerando a seguinte correspondência

Φ = F (R) e U(Φ) = 1
2 [R(Φ)F − f(R(Φ))] . (3.45)

Portanto, é fácil ver que a teoria f(R) corresponde à uma teoria de Brans-Dicke, com
ωBD = 0, mais um potencial U . Além disso, podemos substituir este valor de ωBD em
(3.42) e determinar o acoplamento Γ para teorias f(R), no formalismo métrico, que vale
Γ = −1/

√
6 [25].

A seguir apresentamos alguns resultados interessantes encontrados na literatura
sobre a dinâmica cosmológica de fundo e linear para as teorias escalares-tensoriais, em
particular para a teoria de Brans-Dicke.

3.3.2 Cosmologia

O modelo de Brans-Dicke, como foi originalmente proposto em [114], tem a ação
na forma (3.41) com U = 0. Com esta restrição, com a métrica de FLRW (2.14) e o tensor



82 Capítulo 3. Tópicos de Gravitação Estendida

energia momento (2.21), a componente (0-0) de (3.43) leva a

H2 +HΦ′
Φ = 8πGa2

3Φ ε̄+ ωBD
6

(
Φ′
Φ

)2

, (3.46)

e a equação (3.44) fornece

Φ′′ + 2HΦ′ = 8πGa2

(2ωBD + 3)(ε̄− 3p̄) . (3.47)

Nas expressões acima, as dimensões foram retomadas para que Φ seja adimensional. Além
disso, a relação entre ε e p é dada pela equação de continuidade na forma usual. Para as
perturbações escalares, utilizando a métrica no calibre Newtoniano (2.160) e introduzindo
a perturbação Φ→ Φ + δΦ, se obtém, para a componente temporal de (3.43)

2
a2

(
∇2φ− 3Hφ′ − 3H2ψ

)
+ ωBD
a2Φ

δΦ(Φ′
Φ

)2

+ Φ′2
Φ ψ − Φ′

Φ δΦ′


− 1
a2Φ

[
∇2δΦ + 3HΦ′

Φ δΦ + 3Φ′(φ′ + 2Hψ)− 3HδΦ′
]

= 8πG
Φ δε− 8πG

Φ ε̄
δΦ
Φ , (3.48)

e para (3.44)

∇2δΦ− 2HδΦ′ − δΦ′′ + 2Φ′′ψ + Φ′(4HΨ + 3φ′ + ψ′) = 8πGa2

2ωBD + 3(δε− 3δp) . (3.49)

Além disso, se obtém as restrições

2
a2 (φ′ +Hψ),i + 1

a2Φ(Φ′ψ +HδΦ− δΦ′),i + ωBDΦ′
a2Φ2 δΦ,i = 8π

Φ (ε̄+ p̄)vi , (3.50)

e

φ− ψ = δΦ
Φ . (3.51)

Vários trabalhos foram feitos desde a publicação do modelo de Brans-Dicke. No contexto
cosmológico, por exemplo, os autores de [124] utilizaram dados das anisotropias da radiação
cósmica de fundo, incluindo os da Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) [125], e
obtiveram a restrição ωBD > 120. A restrição cosmológica atual é ωBD > 890 reportada em
[126]. É importante mencionar que o limite mais rigoroso é obtido a partir de observações
no Sistema Solar com medições utilizando a sonda Cassini [127], fornecendo um limite
inferior de ωBD > 4× 104.
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4 Modelo com G e Λ Dependentes de Escala

4.1 Considerações Iniciais

Neste capítulo vamos analisar em detalhes uma classe de modelo de gravitação
estendida inspirada em efeitos de Grupo de Renormalização (GR) em grandes escalas
cosmológicas. Nesta abordagem, a constante gravitacional G e a constante cosmológica Λ
variam de acordo com certa escala.

Efeitos do grupo de renormalização na gravitação em grandes distâncias (astrofísicas
ou cosmológicas) não são uma novidade e podem ser vistas a partir de diferentes abordagens
(por exemplo, [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42]). Eles
incluem abordagens dentro de gravitação quântica (como gravitação assintoticamente
segura,1) teoria quântica de campos em espaço-tempo curvo e fenomenologias que enfatizam
os vínculos dos dados observacionais e simetrias clássicas. Sendo mais específico, no
contexto de teoria quântica de campos em espaço-tempo curvo, precisamos complementar
a ação Einstein-Hilbert com termos de derivadas superior com o objetivo de quantizar
adequadamente o setor da matéria. Estes termos de derivada superior são dinamicamente
relevantes em pequenas distâncias, mas sua importância diminui à medida que estas
distâncias aumentam. Pode-se mostrar que seus acoplamentos possuem fluxos de GR triviais
no infravermelho (ou seja, tornam-se, de fato, constantes)[128, 129]. Este comportamento
é semelhante ao da eletrodinâmica quântica, em que, no limite do infravermelho, o
acoplamento torna-se constante [130, 131]. Entretanto, os dois acoplamentos da gravitação,
G e Λ, não precisam ter o mesmo comportamento e podem variar no infravermelho (ver,
por exemplo, [33]). Embora os acoplamentos para gravitação possam variar em contextos
diferentes de outros acoplamentos, não se sabe exatamente como variam. Os obstáculos por
trás desta questão estão em duas etapas, determinar a relação entre esses acoplamentos
e a escala, que chamamos de µ, e a relação desta escala com as quantidades físicas do
sistema em análise, tal relação denominamos configuração de escala (ver, por exemplo,
[28, 31, 132, 133]).

Desta forma, vamos analisar o cenário cosmológico desenvolvido em [2]. Conside-
rando que G e Λ não se comportam mais como constantes em distâncias astrofísicas ou
cosmológicas, consideramos duas hipóteses principais

i) Em grandes escalas cosmológicas, deve existir uma descrição efetiva que esteja
totalmente dentro da estrutura clássica. Em particular, deve haver uma ação clássica

1 Do inglês asymptotically safe gravity.
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completa capaz de descrever efetivamente os efeitos nos quais G e Λ dependem de
escala, em grandes escalas cosmológicas.

ii) Consideramos uma escala µ que é essencialmente uma medida das perturbações do
espaço-tempo. Esta escala foi apresentada de forma covariante em [39], que pode ser
vista como uma extensão covariante de uma escala baseada no potencial Newtoniano
[38, 134], que por sua vez estende outros casos de distribuições contínuas de matéria
[28, 31].

Vale destacar que nossa hipótese i) é uma extensão da abordagem de “ação aprimorada”
descrita em [28]. As informações relevantes são colocadas em uma ação clássica, incluindo
o significado da escala (ver também [135]). Além disso, outra possibilidade é implementar
esses efeitos à nível das equações de campo da RG[28, 37, 136, 137]. Neste caso, não
se considera uma ação completa, ou até mesmo não se parte de uma ação. Já em [138],
parte-se de uma ação e encontra-se equações de campo similares ao caso em que as funções
que representam G e Λ são implementadas no nível das equações de campo. Para tanto,
utiliza-se um campo externo que implementa uma simetria conforme.

Destacamos o fato de que nosso trabalho [2] é o primeiro à aplicar a escala covariante
em cosmologia.

Para a cosmologia, distinguimos duas classes de escalas: aquelas com base no tempo
cosmológico t e aquelas baseadas no número de onda das perturbações, k. Em particular, a
classe que depende do tempo cósmico inclui escalas que são funções do parâmetro Hubble
[139] (ver também [31, 29, 140]). De maneira que, para tratar de fenômenos próximos à
singularidade, parece natural considerar os efeitos das escalas baseados no tempo (assim,
havendo efeitos no fundo cosmológico). Entretanto, especialmente para tempos tardios,
as escalas baseadas no número de onda podem ter um papel relevante. Para selecioná-la,
consideramos também que esta escala

a) É explicitamente covariante no espaço-tempo (é um escalar), sendo uma propriedade
bem-vinda para que possamos inserir esta escala na ação efetiva e, assim, lidar com
perturbações cosmológicas;

b) Nos leva a uma dinâmica diferente da RG e das teorias de gravitação estendida que
apresentamos na seção anterior. Por exemplo, escolher µ = f(R) leva à f(R) padrão
[133, 141];

c) Nos diga que, fenomenologicamente, é razoável que os possíveis desvios estejam no
nível perturbativo, levando em consideração o sucesso geral do cenário cosmológico
padrão.
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Com o cenário descrito acima, vamos mostrar que um quadro dinâmico consistente
dentro da cosmologia requer o uso de uma segunda escala [2] (métodos com múltiplas
escalas já foram analisados e podem ser encontrados em [142, 143, 144]). Esta segunda
escala, entretanto, é fixada a partir da consistência dinâmica do modelo.

Portanto, como fizemos em [2], começamos por rever a ação apresentada em [39]
ampliando-a para um número arbitrário de escalas. Mostramos que, dada a métrica de
FLRW plana mais perturbações escalares no calibre Newtoniano, a forma mais natural
e consistente para segunda escala é uma função do traço do tensor momento-energia do
fundo cosmológico. Em seguida, mostramos os resultados que os vínculos cosmológicos
atribuem a nossa teoria, apresentando primeiro os resultados qualitativos obtidos em [2] e,
depois, os resultados obtidos por análise estatística de seleção de parâmetros. Esta análise
estatística é feita através do código cosmológico CLASS [4] (devidamente modificado para
esta abordagem) combinado com o código estatístico MCMC-MontePython[44]. Este teste
observacional é feito através da análise conjunta dos dados de supernova Tipo Ia 2.3.1 com
dados de dados de oscilações acústicas bariônicas 2.3.2, dados de distorção no espaço de
redshift 2.3.3 e dados de CMB 2.3.4.

4.2 Implementação de Dependência de Escala na Gravitação no
Nível de Ação

Dedicamos esta seção a uma breve revisão dos desenvolvimentos feitos em [39],
em que os autores apresentam uma abordagem na qual as informações importantes para
implementar a dependência de escala são totalmente codificadas na ação. Enfatizamos
também a importância de ter uma ação completa para descrever um determinado fenômeno.
Como mencionado, formas de incluir esse dependência de escala não é uma novidade, e
nas referências [28, 31, 30, 38, 145, 146] os autores argumentam a favor da seguinte ação2

S[g] = 1
16π

∫ R− 2Λ
G

√
−gd4x , (4.1)

que incluem a dependência de escala em grandes escalas cosmológicas. Em (4.1) G e
Λ não são constantes, são campos escalares externos (ou seja, não são consideradas a
variação em relação a G ou Λ). A forma das funções G e Λ são determinadas a partir
de argumentos de GR. Devemos notar que, embora esta simples ação tenha algumas
propriedades interessantes [28, 31, 38], nem todas informações físicas relevantes estão
incluídas nela. Perceba que em (4.1) as dependências de escala de G e Λ não são explícitas
e, além disso, esta ação não nos fornece o significado físico da escala (a configuração da
escala). Todas essas informações são anexadas nas equações de campo.

2 Aqui assumimos que c = 1.
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Colocar todas as informações relevantes na ação é importante para compreender a
dinâmica e simetrias do sistema, que são, independentemente da microfísica subjacente,
vistas como efetivamente clássicas em grandes escalas cosmológicas. Em geral, colocar as
informações no nível das equações de campo não é equivalente a colocar as informações na
ação e proceder com a variação completa da mesma (este é o caso, por exemplo, de sistemas
vinculados). Para sistemas clássicos fechados (mesmo que de forma efetiva) espera-se que
exista uma ação completa. Além disso, a utilização de uma ação incompleta limita nossa
análise. Por exemplo, as consequências dinâmicas da invariância por difeomorfismo da
ação tornam-se obscuras no caso de uma ação incompleta.

Para que se possa ter a configuração de escala no nível da ação, bem como a relação
entre µ e outras quantidades físicas do sistema, os autores em [39] argumentam a favor da
ação

S =
∫ [

R− 2Λ(µ)
16πG(µ) + λ [µ− f(g,Υ)]

]
√
−gd4x+ Sm , (4.2)

sendo S = S[g, µ, λ,Υ]. Lembrando que Υ representa os campos de matéria. Como está
explícito em (4.2), G e Λ dependem da escala µ, que deve ser vista como um campo
fundamental. Deve-se notar que µ pode ser visto na ação (4.2) como um campo auxiliar,
pois resolver a equação µ− f = 0 e proceder com a variação em todos os campos, leva
às mesmas equações de campo que manter µ e configurar a escala depois, no nível das
equações de campo (isto está demonstrado no apêndice de [39]). Observamos a escala não
deve ser um novo campo independente com sua própria dinâmica (tal argumento pode ser
encontrando também em [135]).

Em geral, a ação (4.2) impõe uma relação entre as funções G e Λ [39] (ver também
[28, 31]), tal relação está indiretamente relacionada à invariância por difeomorfismo e
à conservação do tensor momento-energia[39]. Se estabelecemos a forma de uma destas
funções considerando argumentos naturais inspirados em efeitos de GR, isto é suficiente
para fixar a outra, que podemos encontrar a partir das equações de campo (ou seja, a
partir da exigência de que tenhamos um quadro clássico consistente).

De forma geral, estes efeitos não dependem necessariamente de uma única escala.
Tais métodos com dependência em várias escalas podem ser encontrados em [142, 143, 144].
Como veremos na próxima seção, a aplicação da ação (4.2) à cosmologia pode exigir mais
de uma escala. Vamos rotular essas várias escalas por µp. Neste caso, a ação (4.2) pode
ser estendida de forma direta como

S[g, µ, λ,Υ] = Sm[g,Υ] + 1
16π

∫ [
R− 2Λ(µ)
G(µ) +

∑
p

λp[µp − fp(g,Υ)]
]
√
−gd4x . (4.3)

Omitimos os índices quando escrevemos as dependências de funções ou funcionais em (4.3),
portanto, o que temos na ação acima é Λ(µ) = Λ(µ1, µ2, ...). A variação desta ação com
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relação aos seus campos fundamentais resulta nas seguintes equações (ver apêndice A)

Gαβ + Λgαβ + fαβ = 8πGTαβ, (4.4)
1

16π
∑
p

∫
λ′p
δf ′p
δΥ

√
−g′d4x′ = δSm

δΥ , (4.5)

µp − fp = 0, (4.6)

2 ∂

∂µp

Λ
G
−R ∂

∂µp
G−1 = λp, (4.7)

a linha indica dependência na coordenada x′, ao invés de x. Do sistema acima, temos

Gαβ ≡ Gαβ +G�G−1gαβ −G∇α∇βG
−1, (4.8)

fαβ ≡ −
G√
−g

∑
p

∫
λ′p

δf ′p
δgαβ

√
−g′d4x′ . (4.9)

Lembrando que a definição do tensor momento-energia é dada pela equação (2.17). Para
este sistema, a variação da ação Sm em relação aos campos de matéria não é zero, devido
a dependência da função fp em relação a Υ. Logo, a invariância por difeomorfismo da ação
de matéria Sm fica

0 = δζSm[g,Υ]

=
∫ (
−Tαβ

√
−g∇αζβ + δSm

δΥ δζΥ
)
d4x

=
∫ (
∇αTαβ

√
−gζβ + 1

16π
∑
p

∫
λ′p
δf ′p
δΥ

√
−g′d4x′δζΥ

)
d4x . (4.10)

Notamos que a violação da conservação do tensor momento-energia requer que algum λp

não seja zero.

Em [39] foram considerados sistemas mais simples do que o sistema cosmológico
com perturbações que é tratado aqui. Para tanto, em [39], uma única escala µ foi suficiente
e o multiplicador de Lagrange correspondente λ = 0 no nível das equações de campo,
implicando assim na conservação do tensor momento-energia. Mas, como mostraremos, para
a cosmologia encontraremos uma modesta violação da conservação de momento-energia
devido um multiplicador de Lagrange do conjunto λp não ser nulo.

4.3 Abordagem em Escalas Cosmológicas
De forma semelhante aos modelos cosmológicos tratados anteriormente, assumimos

que o universo em grandes escalas cosmológicas pode ser descrito por uma métrica de fundo
espacialmente plana, homogênea e isotrópica, mais perturbações. Ou seja, consideraremos
para nossa análise a métrica, no calibre Newtoniano, dada por (2.160) com o objetivo de
estudar a formação de estruturas nesta abordagem.
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4.3.1 A Escala Principal

Como mencionado, consideramos uma escala µ que pode ser escrita como um
escalar, de tal forma que possamos inseri-la explicitamente na ação. Consideramos o caso
em que tal escala está diretamente ligada às perturbações cosmológicas (ou seja, ligada ao
número de onda k). Estas escolhas foram motivadas por três considerações

i) Existe uma candidata a escala que satisfaz estas condições, que é a escala proposta
em [39] e que será detalhada a seguir;

ii) Como já vimos, modelo ΛCDM enfrenta algumas problemas, mas alcançou sucesso
relevante em um grande classe de fenômenos cosmológicos e astrofísicos. Portanto,
modelos cosmológicos cujas equações de dinâmica de fundo são as mesmas da ΛCDM,
mas com diferenças no nível perturbativo, parecem promissores e merecem ser
investigados;

iii) É uma possibilidade, até então, não investigada em cosmologia.

Embora a proposta em [39] possa ser vista como uma extensão de várias outras
propostas, em particular da proposta para galáxias em [31, 38, 145], o modelo cosmológico
apresentado em [31], e em alguns outros trabalhos que possuem equações de campo
semelhantes (por exemplo, [137, 138]), é diferente do modelo cosmológico proposto aqui.
Os limites de outros modelos cosmológicos, independente da forma adotada para G, não
se aplicam em nosso caso. Como exemplo, os limites por BBN (Big Bang Nucleosynthesis,
ver, por exemplo, [52, 55]) foram avaliados para um modelo cosmológico com efeitos de
GR em [137], mas estes limites não se aplicam à abordagem que estamos tratando aqui,
pois as equações de fundo não possuem dependência de escala.

Consideramos que o conteúdo do nosso sistema é composto pelo fluido descrito
por (2.86). Devemos notar que este fluido, que possui quadrivelocidade dada por Uα, é
composto por tensor momento-energia de um fluido perfeito (que contribui na dinâmica
do fundo cosmológico), somado com as perturbações de cada componente do fluido.

A escala principal, que chamamos aqui como µ1, é definida como sendo uma
função de um certo escalar W . Este escalar foi introduzido em [39] e é uma função da
quadrivelocidade do fluido Uα, da métrica gαβ e de um certo tensor denotado por γαβ.
Desta maneira, temos

µ1 = f1(W ) , (4.11)
W ≡ UαUβ(gαβ − γαβ) . (4.12)

Como definido, W é uma medida escalar da diferença gαβ − γαβ, de maneira que o tensor
γαβ fornece a geometria de referência para essa diferença. Para completar esta interpretação,
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γαβ não deve possuir um termo cinético e deve aparecer apenas dentro de W . Todas estas
afirmações são assumidas a partir de agora. A principal motivação que nos leva a escolha
de W é que o fundo possa vir a ser preservado em nosso sistema.

As equações acima particularizam a dependência geral de f1 = f1(g,Υ), pois agora
temos f1 = f1(W (g, U, γ)). Como a definição de µ1 é feita no nível de ação, as equações
de campo dependem em geral da variação de f1 em relação aos campos Υ. Pode-se notar
isso a partir das equações (4.4), (4.5) e (4.9). Esta característica está ausente em outras
implementações do GR em que o ajuste da escala é feito no nível de equações de campo,
mas entendemos isso como uma necessidade quando se busca uma ação com todas as
informações dinâmicas (incluindo a configuração da escala).

O tensor γαβ entra na ação (4.3) como um campo fundamental, sendo um dos
campos que compõem o conjunto de campos Υ (note que Uα é outro campo que também
faz parte de Υ). Desta maneira, vamos verificar como está a estrutura atual de nossa ação.
A métrica de referência γαβ é um campo que só aparece dentro da f1. Definimos Υ̂ como
sendo o conjunto de campos que inclui todos os campos Υ exceto a métrica de referência
γαβ (ou seja, δΥ̂/δγαβ = 0). Portanto, podemos reescrever a ação (4.3) como

S[g, µ, λ, γ, Υ̂] = Smateria[g, Υ̂] +

+ 1
16π

∫ R− 2Λ(µ)
G(µ) + λ1[µ1 − f1(W )] +

∑
p≥2

λp
[
µp − fp(g, Υ̂)

]√−gd4x .(4.13)

Ressaltamos que W não é um campo fundamental nesta ação, ele é uma função de gαβ,
γαβ e Uα (ou seja, W = W (g, U, γ)), e a quadrivelocidade Uα é um dos campos que faz
parte do conjunto Υ̂.

Uma consequência relevante da utilização do γαβ como campo fundamental na ação
(ao invés de um campo externo), é que a variação da ação com respeito a γαβ implica que
λ1 = 0. Mostramos isso explicitamente na próxima subseção. Portanto, isto implica que o
ajuste da escala no nível da ação ou no nível das equações de campo nos leva as mesmas
equações de campo. Esta última afirmação é válida para a escala µ1.

No contexto das estruturas locais (por exemplo, sistema solar, galáxias,...), uma
escolha natural para a métrica de referência γαβ seria a métrica Minkowski (ηαβ), de
tal forma que, longe do sistema gαβ torna-se assintoticamente Minkowski e W torna-se
assintoticamente zero. Portanto, neste contexto e em um referencial comóvel, W pode ser
escrito como3

W
∗= U0U0(g00 − η00) ∝ g00 − η00 . (4.14)

Portanto, W é o potencial Newtoniano computado em referencial comóvel (além de
um fator 2 e correções de ordens superiores). Essa escolha do potencial Newtoniano foi
3 O símbolo ∗= indica que nossas quantidades estão sendo calculadas no referencial comóvel
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utilizada no contexto de galáxias e do sistema solar e pode ser vistas nas referências
[38, 134, 147, 148, 149] (além de um caso tipo-estrela analisada em [39]). Este escalar
também constitui uma extensão de algumas outras configurações de escala considerados
no contexto de uma partícula pontual (por exemplo, [28, 31, 145]).

Em um contexto cosmológico, e de acordo com a motivação de utilizar uma escala
baseada principalmente no número de onda das perturbações k, consideramos soluções
nas quais a métrica de referencia γαβ é o fundo cosmológico, ou seja

γαβ = ḡαβ . (4.15)

Portanto, utilizando o elemento de linha (2.160), obtemos

W
∗= 1
a2 (g00 − ḡ00) = −2ψ . (4.16)

Esta é a mesma escala utilizada nas outras referencias citadas acima, sendo em essência o
potencial Newtoniano.

Em nossa abordagem não será necessário especificar mais a função f1, o passo
importante é mostrar sua dependência, como na equação (4.11). Com este cenário, estes
efeitos serão sensíveis e mudarão as perturbações cosmológicas, mas as equações de fundo
não dependerão delas.

4.3.2 Cosmologia de Fundo

Se em determinada região do espaço-tempo temos W = 0, então G e Λ não
dependerão da escala, ou seja, devem ser constantes naquela região. Portanto, temos

G|W=0 = G0 e Λ|W=0 = Λ0 . (4.17)

sendo G0 e Λ0 constantes. Estas condições serão utilizadas como condições de contorno
que levam a soluções únicas no vácuo.

Uma vez que a dependência da ação em relação a γαβ é somente através de f1

(4.11), isto implica, a partir das equações de campo, que λ1 = 0 no nível das equações de
campo [39]. De fato, usando γαβ no lugar de Υ na equação (4.5), o lado direito é zero,
portanto,

0 =
∫
λ′1

δf ′1
δγαβ

√
−g′d4x′ = λ1

∂f1

∂W
UαUβ√−g. (4.18)

Uma vez que assumimos ∂f1
∂W
6= 0 e como as outras quantidades não podem ser zero, a

solução é

λ1 = 0. (4.19)
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Lembremos que as equações de fundo são determinadas negligenciando todas as
contribuições de primeira ordem ou ordens superiores na métrica. Neste regime, a equação
(4.7) junto com as equações (4.17) e (4.19) implicam que todos os multiplicadores de
Lagrange são zero no fundo, (λp ≈ 0). Consequentemente, as equações do campo de
matéria (4.5), tornam-se simplesmente δSm/δΥ ≈ 0. Além disso, uma vez que temos no
fundo fαβ ≈ 0 e Gαβ ≈ Gαβ, a equação (4.4) torna-se as equações de campo de Einstein.
Isto completa a verificação de que, no fundo cosmológico, não há dependência de escala
(no sentido de que a forma das equações são as mesmas de RG no fundo cosmológico).
Ressaltamos que este resultado não tem dependência de como G e Λ dependem das
escalas µp, nem sobre a forma precisa das funções fp (configuração de escala), com exceção
de µ1 = f1(W ). Uma segunda escala também será necessária, mas isso não muda este
resultado (nem pode).

Portanto, nossas equações de Friedmann são as mesmas equações do modelo ΛCDM.
Logo4

3H2 − Λ0a
2 = 8πG0a

2ε̄ , (4.20)
2H′ +H2 − Λ0a

2 = −8πG0a
2p̄ . (4.21)

4.3.3 A Relação entre G e Λ no Vácuo

A estrutura apresentada até este ponto é suficiente para derivar a relação de G e Λ
na ausência de fluido usual. A generalização para muitas escalas (inspiradas em efeitos de
GR) não altera a relação derivada em [39] (que assume uma única escala).

Como no fundo cosmológico a RG é válida, então, no vácuo (Tαβ = 0),

R̄ = 4Λ0 . (4.22)

Portanto, a partir da equação (4.7) e até a primeira ordem das perturbações
∂

∂µ1
Λ = Λ0G0

∂

∂µ1
G−1 . (4.23)

Dada condição de contorno (4.17), a solução geral da equação acima é

Λ = Λ0G0G
−1 . (4.24)

Inserindo a solução acima na equação (4.7), mas considerando outros valores para p,
podemos concluir que, no vácuo, λp = 0. Portanto, sem mudanças na solução acima.

4.3.4 A Relação entre G e Λ na Presença de Matéria

Diferente do caso anterior, aqui vamos considerar a presença de um tensor de
momento-energia Tαβ na dinâmica do sistema. Com o auxílio das equações de fundo
4 Lembrando para qualquer quantidade X, X̄ indica seu valor no fundo cosmológico.
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cosmológico, temos a partir equação (4.7)

∂Λ
∂µp

= ξG0
∂G−1

∂µp
+ 1

2G0λp , (4.25)

até a primeira ordem perturbativa. Desta última equação temos

ξ ≡ Λ0 − 4πG0T̄ . (4.26)

Como definido acima, ξ é uma quantidade de fundo. Como µ1 é uma função de W (que é
uma função do espaço-tempo), enquanto ξ depende apenas do tempo, esta duas funções
são independentes. Por outro lado, Λ não pode ser simplesmente escrito em função de µ1 e
do tempo η, ele deveria depender apenas de µp. Caso contrário, não seria compatível com
a ação (4.3). Para que possamos expressar Λ como uma função de µp, a equação (4.25)
mostra que p não pode assumir um único valor, isto é, serão necessárias escalas adicionais
além da primeira já definida. Para p = 1, lembrando que λ1 = 0, e da condição de contorno
(4.17), é possível integrar (4.25) e encontrar

Λ = Λ0 + ξδG , (4.27)

com

δG ≡ G0G
−1 − 1 . (4.28)

Inserindo o resultado acima novamente na (4.25), com p = 2, verifica-se que

ξ
∂δG
∂µ2

+ δG
∂ξ

∂µ2
= ξ

∂δG
∂µ2

+ 1
2G0λ2 . (4.29)

Portanto,

λ2 = 2G−1
0 δG

∂ξ

∂µ2
. (4.30)

Este resultados indicam que µ2 deve ser visto como uma função da quantidade do fundo ξ.
Assim, consideremos

µ2 = f2(ξ) . (4.31)

Da mesma forma, podemos afirmar que µ2 é uma função de T̄ . Mais a frente mostraremos
que a forma precisa da função f2 é irrelevante, o que é de fato importante é dizer que f2 é
uma função somente de ξ.

Uma vez que assumimos todas as escalas µp são independentes entre si (por exemplo,
∂µ2
∂µ3

= 0), das equações (4.25) e (4.30) concluímos que

λp = 0 ∀p 6= 2 . (4.32)
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Embora não seja impossível introduzir novas escalas independentes, a equação (4.32) é
uma afirmação clara de que duas escalas são suficientes neste contexto.

Portanto, a solução para a relação entre Λ e G é dada por (4.27), mostrando que
em geral Λ não é uma função somente de G, ou seja, ela também depende dos campos
de matéria por meio de T̄ . O conjunto de escalas µ1 e µ2, indicadas pelas equações
(4.11) e (4.31), é suficiente para uma derivação consistente das funções Λ e G. Note que
encontramos a solução geral para todos os multiplicadores de Lagrange λp.

4.3.5 Equações de Campo e Fluidos Perfeitos

As solução de Λ e λp podem ser inseridas nas equações de campo (4.4) e (4.5) para
que possamos ter

Gαβ + (Λ0 + ξδG)gαβ −
2√
−g

∫
δ′G
∂ξ′

∂µ′2

δf ′2
δgαβ

√
−g′d4x′ = 8πGTαβ , (4.33)

δSm
δΥ = 1

8πG0

∫
δ′G
∂ξ′

∂µ′2

δf ′2
δΥ

√
−g′d4x′ . (4.34)

Como f2 é uma função de T̄ , em geral, esta função pode depender tanto dos campos de
matéria quanto da métrica. Entretanto, nosso fundo cosmológico é permeado por um fluido
perfeito, ξ é simplesmente uma função da densidade da energia e da pressão, portanto
o termo δf ′2/δgαβ é zero. Além disso, f2(ξ) não depende de derivadas no espaço-tempo,
portanto δf ′2

δΥ = ∂f2
∂Υ δ(x− x

′). Desta maneira,

Gαβ + (Λ0 + ξδG)gαβ = 8πGTαβ , (4.35)
δSm
δΥ = 1

8πG0
δG
∂ξ

∂Υ
√
−g . (4.36)

Notemos que estas equações não dependem da forma explícita da função f2, apenas usamos
que f2 é uma função (diferenciável) de ξ.

Lembre que em nosso fundo cosmológico não há dependência de escala, portanto,
dado que este fundo é constituído por um fluido perfeito, temos T̄ = −ε̄+ 3p̄, lembrando
que ε̄ e p̄ são a densidade de energia e a pressão no fundo. Isto implica que, adotando uma
descrição termodinâmica, para este fluido perfeito, baseada na densidade de massa ρ e na
entropia específica s, então ξ é, no máximo, uma função de ρ e s:

ξ = ξ(ρ, s) . (4.37)

Em particular, para um fluido tipo poeria, ξ depende apenas de ρ, enquanto para um
fluido de radiação ξ não depende nem de ρ e nem de s, logo, é uma constante.

Como o ∂ξ/∂Υ pode ser diferente de zero, o tensor momento-energia da matéria
não é conservado. Esta é uma possibilidade bem conhecida no contexto em que G e Λ
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variam (por exemplo, [37, 150]). No entanto, como veremos mais a frente, este é um caso
suave de violação da conservação do tensor momento-energia.

Para que possamos compreender melhor as consequências de nossa abordagem na
presença de matéria, consideramos a ação de fluido perfeito que apresentamos em (2.20).
Esta ação é adequada para nossa aplicação pois Uα entra como um campo fundamental.

Portanto, usando a equação do tensor momento-energia, (2.17), obtemos ainda a
equação (2.21) para nosso sistema. Entretanto, as equações correspondentes de (2.22) e
(2.23) são

∂ε

∂ρ
+ Uα∂αη2 = − 1

8πG0
δG
∂ξ

∂ρ
= 1

2δG
∂T̄

∂ρ
, (4.38)

2η1Uα − ρ∂αη2 = 0 . (4.39)

note que usamos a definição de ξ dada por (4.26). Asim, usando o vínculo UαUα = −1
junto com as equações (4.38) e (4.39) em (2.21) temos

Tαβ =
(
ρ
∂ε

∂ρ
− 1

2δGρ
∂T̄

∂ρ

)
UαUβ + gαβ

(
ρ
∂ε

∂ρ
− 1

2δGρ
∂T̄

∂ρ
− ε

)
, (4.40)

assim, nosso tensor momento-energia de fluido perfeito é dado por

Tαβ = (εef + pef)UαUβ + gαβpef , (4.41)

sendo

pef = p+ 1
2δGρ

∂

∂ρ
(ε̄− 3p̄) , (4.42)

εef = ε , (4.43)

lembrando que p ≡ ρ ∂ε
∂ρ
− ε. Estas quantidades efetivas (“ef”) são dadas de tal maneira

que a posição que ocupam na forma de Tαβ são as mesmas como definidas em (2.21). Na
seção 5 consideraremos que o Tαβ do fluido possui a contribuição de tensão anisotrópica.
Na próxima subseção vamos mostrar o impacto dinâmico dessas quantidades.

4.3.6 Equações de Movimento na Presença de um Fluido Relativístico

Como vimos, no modelo padrão a invariância por difeomorfismo implica na conser-
vação do tensor momento-energia, ∇αTαβ = 0, e como sabemos, tal equação determina as
equações do movimento do fluido. No modelo proposto, a invariância por difeomorfismo da
ação de matéria implica na relação geral apresentada em (4.10) e a partir dela podemos
escrever o divergente do tensor momento-energia. Para isto, consideramos (4.32) em (4.10)
que nos fornece

0 =
∫ (
∇αTαβ

√
−gζβ + 1

16π

∫
λ′2
δf ′2
δΥ

√
−g′d4x′δζΥ

)
d4x .
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Para o fluido perfeito relativístico, usando (4.26), (4.30), (4.32) e (4.37) temos

∇αTαβ = − 1
8πG0

δG

(
∂ξ

∂ρ
∂βρ+ ∂ξ

∂s
∂βs

)
.

Na ultima equação utilizamos que δζΥ = ζα∂αΥ (para Υ igual a ρ ou s). Agora, usando
(4.26) e o fato de que T̄ não depende de s, temos

∇αTαβ = δG
2
∂T̄

∂ρ
∂βρ . (4.44)

Como exemplo, consideramos que o fundo cosmológico é dominado por um fluido tipo
poeira, p̄ = 0 (o que implica ε̄ ∝ ρ̄). Assim, a expressão acima se torna, até a primeira
ordem,

∇αTαβ = −δG2 ∂β ε̄ . (4.45)

Entretanto, assim como em (2.25), vamos considerar que a densidade de energia do fundo
cosmológico será somente uma função da densidade de massa. Isto implica que, no caso
geral, T̄ será somente uma função de ρ. Assim, podemos escrever, de forma geral,

∇αT
αβ = Qβ , (4.46)

sendo Qβ uma quantidade de primeira ordem, a única componente não nula ocorre quando
β = 0, uma vez que as quantidades de fundo só dependem do tempo.

Para tornar claro o quão modesta é a violação da conservação do tensor energia-
momento exibida na relação (4.46), dadas as restrições sobre Qβ vistas acima, vamos
analisá-la em mais detalhes. Um efeito que vale a pena mencionar neste momento é que,
para um referencial que se move com o fluido no fundo cosmológico, as equações para a
dinâmica do fluido até a primeira ordem nas perturbações podem ser escritas de forma
independente de Qβ. Para concluir isto, a equação (4.46), considerando um fluido perfeito
efetivo, pode ser escrita na forma

∇α

(
(εef + pef)UαUβ + gαβpef

)
= Qβ . (4.47)

Multiplicando por Uβ,

−∇α [(εef + pef)Uα] + Dpef
Dτ

= UβQ
β = U0Q

0 , (4.48)

sendo, para qualquer quantidade X, DX
Dτ
≡ Uα∇αX.5 Inserindo este resultado em (4.47),

UβDpef

Dτ
+ (εef + pef)

DUβ

Dτ
+∇βpef = Qβ + UβU0Q

0 . (4.49)

Está é a mesma equação que podemos encontrar em RG (ou, por exemplo, no modelo
ΛCDM) para um fluido com densidade de energia εef e pressão pef , com Qβ → 0. Entretanto,
5 Nesta subseção escrevemos τ como um parâmetro afim. Não confundir com a profundidade ótica.
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o limite anterior não é necessário, já que o lado direito já é zero até a primeira ordem
de perturbação. Podemos verificar isto diretamente considerando os casos β = 0 e β = i.
Portanto, até a primeira ordem de perturbação,

(εef + pef)
DUβ

Dτ
+∇βpef + UβDpef

Dτ
= 0 , (4.50)

assim como um fluido relativista padrão. Em particular, para pef = 0, encontra-se a
equação geodésica DUβ

Dτ
= 0. É importante ressaltar que estes são resultados para primeira

ordem de perturbação que se mantém em qualquer referencial que se mova com o fluido
no nível de fundo cosmológico.

Os resultados acima mostram que dinamicamente, em um referencial comóvel, εef

e pef têm o mesmo papel de ε e p em teorias com ∇αT
αβ = 0. Portanto, em sistemas em

que a equação de estado do fluido é fixada a partir da fenomenologia, apenas εef e pef são
relevantes, uma vez que a diferença entre p e pef não pode ser medido independentemente.
Considerando que, em situações físicas nas quais assumimos que a equação de estado seja
conhecida independentemente dos efeitos gravitacionais, a relação entre ε e p é conhecida
de antemão, portanto a pressão (4.42) deve ser considerada. Independentemente do caso,
para radiação, a pressão efetiva (pef) e a pressão fundamental (p) são sempre iguais.

Como fizemos em [2], levando em consideração clareza e simplicidade, vamos
desenvolver a cosmologia baseada na pressão efetiva (pef), não a fundamental (p). Isto
significa que para um fluido tipo poeira temos pef = 0. Assim, como vamos considerar
somente quantidades efetivas, para simplificar a notação o “ef” com ε e p não será mais
utilizado: εef → ε e pef → p. Adiantamos que nossa analise estatística em 5 é baseada
somente nos efeitos de fluido efetivo. Mas, de fato, seria interessante procurar também o
caso baseado na pressão fundamental p, mas deixamos este caso para um trabalho futuro.

4.4 Perturbações Cosmológicas

4.4.1 Equações para Perturbações Escalares

Antes de escrevermos as equações referentes as perturbações escalares é relevante
particularizar a dependência de escala de G, que afirma G como uma função do escalar
µ1, e a configuração de escala que expressa µ1 como uma função das quantidades físicas.
Ao invés de argumentar a favor de realizações particulares de cada etapa, consideramos
uma abordagem que inclui uma classe relevante de funções para explorar esta estrutura
para pequenos valores de W . Ou seja, consideramos que a combinação das duas etapas
anteriores leva a uma função analítica em torno de W = 0, o que implica

G0G
−1(W ) = 1 + νW +O(W 2) , (4.51)
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sendo ν uma constante sem dimensão que pode ser positiva ou negativa e que parametriza
a amplitude da variação de G. Ressaltamos que a expressão (4.51) é bastante geral para
pequenos valores de W no sentido de que exigimos somente que G(W ) fosse compatível
com uma expansão linear em torno de W = 0. No entanto, há um caso relevante que não
está explicitamente incluído na expansão acima, que será comentado mais adiante.

Portanto, utilizando (4.16) e (4.28) em um referencial comóvel, temos

G0G
−1(W ) ∗= G0G

−1(ψ) = 1− 2νψ +O(ψ2) , (4.52)
δG

∗≈ −2νψ . (4.53)

Existem vários trabalhos que consideram que G(µ1) varia logaritmicamente(por
exemplo, ver [31, 138, 151, 152, 153]). Algumas destas funções podem ser capturadas pela
expansão linear acima. Por exemplo, consideramos

Gln(µ1) ≡ G0

1 + 2ν lnµ1
, (4.54)

A partir desta função particular de G(µ1), a escolha µ1 = W não é viável, já que Gln não
seria finito no nível de fundo (W = 0), portanto a condição (4.17) não seria possível. As
equações (4.51) e (4.52) podem ser encontradas na configuração µ1 = 1 + 1

2W
∗= 1− ψ e

até a primeira ordem em ψ. Qualquer outra relação linear entre µ1 e W é viável(com termo
constante não nulo), e elas diferem por um simples redimensionamento no ν e G0. Podemos
assumir correções de ordem quadráticas ou superiores em W , mas são irrelevantes para as
perturbações cosmológicas lineares. Considerações sobre o uso de µ = 1−ψ junto com a Gln

também podem ser encontrados em [149, 154]. Ressaltamos que todos os resultados aqui
apresentados não dependem de (4.54), esta equação aparece aqui apenas como um caso
particular relevante. No entanto, existem casos interessantes não cobertos pela expressão
(4.54), que comentaremos mais tarde.

Agora, das equações (4.26), (4.27) e (4.53) encontramos

Λ = Λ0 + δΛ = Λ0 +
(
4πG0T̄ − Λ0

)
2νψ . (4.55)

Portanto, das expressões para G e lembrando que Tαβ = T̄αβ + δTαβ, dada métrica
(2.160) e as equações de campo (4.35), as equações diferenciais de primeira ordem para
perturbações cosmológica são

3H(φ′ + νψ′)−∇2(φ+ νψ) + 3H2ψ + δΛa2

2 = 4πG0a
2(δT 0

0 + 2νψT̄ 0
0 ) , (4.56)

∂i [ψ′ + νψ′ +Hψ(1− ν)] = −4πG0a
2δT 0

i , (4.57)

[
φ′′ + νψ′′ +H(ψ′ + 2φ′ + νψ′) + 1

2∇
2(ψ − φ− 2νψ) + ψ

(
2H′ +H2

)
+ δΛa2

2

]
δij

−1
2∂j∂

i(ψ − φ− 2νψ) = 4πG0a
2(δT ij + 2νψT̄ ij ) . (4.58)
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Notando que nestas equações a linha “′ ” denota derivadas em relação ao tempo de conforme.
Perceba também que não estamos mais usando “ ∗=” para enfatizar o uso de referencial
particular, e assumimos que todos os cálculos são para primeira ordem perturbativa. Todos
os cálculos serão exatos em ν, salvo indicação em contrário. Isto é importante para obter
os limites teóricos para ν e para completude do modelo. Observamos também que o limite
ν → 0 leva ao modelo padrão. Devemos lembrar que nesta seção estamos considerando para
nossa análise o tensor energia-momento de um fluido perfeito e que na seção 5 levaremos
em conta a contribuição de tensão anisotrópica em Tαβ. Portanto, podemos inferir o nosso
parâmetro de slip gravitacional (3.4) da parte não diagonal da equação (4.58),

φ

ψ
= 1− 2ν . (4.59)

As demais parametrizações generalizadas serão mostradas na subseção 4.4.4. A partir deste
resultado, as equações de campo podem ser escritas, no espaço de Fourier, como

3H(1− ν)ψ′ + 3H2ψ + 8πG0ε̄a
2νψ + k2(1− ν)ψ + δΛa2

2 = −4πG0a
2δε, (4.60)

k(ψ′ +Hψ)(1− ν) = 4πG0a
2 (ε̄+ p̄)V , (4.61)

(1− ν)ψ′′ + 3H(1− ν)ψ′ + (2H′ +H2)ψ − 8πG0a
2p̄νψ + δΛa2

2 =

= 4πG0a
2δp. (4.62)

A equação (4.60) é nossa equação de Poisson relativística e (4.62) é nossa equação para
perturbação da pressão e (4.61) é a nossa equação para velocidade das perturbações. Note
também que estas equações mostram ν = 1 como sendo um caso muito especial do modelo.
Detalhamos mais a frente este caso.

4.4.2 Soluções das Perturbações Escalares para Casos Particulares

Como feito na subseção 2.2.2.5, podemos determinar de forma analítica soluções das
perturbações escalares para um universo com Λ0 = 0 e dominado por poeira ou radiação.
A partir das equações (4.60) e (4.62), dada equação de estado p = wε (w constante) e
perturbações adiabáticas, encontramos

[ψ′′ + 3H(1 + ω)ψ′] (1− ν) +
+
[
ωk2(1− ν) + (1 + 3ω)H2 + 2H′ +

+(1 + ω)νΛ0a
2 − 3ν(1 + ω)(H′ +H2)

]
ψ = 0 . (4.63)

Podemos verificar diretamente que para ω = 1/3 e Λ0 = 0 não haverá efeitos do
GR em ψ, ou seja, para radiação a solução para ψ é a mesma que em RG. A solução para
φ também será a mesma que RG, além de um fator constante, que vem de (4.59).
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Para o caso de um universo dominado por poeira, com w = 0 e Λ0 = 0, a equação
(4.63) torna-se

(ψ′′ + 3Hψ′)(1− ν)− 3
2νH

2ψ = 0 , (4.64)

nesta equação usamos H′ = −1
2H

2, vinda das equações de Friedmann. A solução é dada
por

ψ = C1η
ν̃ + C2η

ν̃−5 , (4.65)

novamente, C1 e C2 são constantes de integração com respeito a η, elas dependem somente
do número de onda k. A constante ν̃ é dada por

ν̃ ≡ 1
2

√1 + 24
1− ν − 5

 . (4.66)

Esta constante é uma notação abreviada e é tal que ν = 0 implica ν̃ = 0. Ele também é
uma função crescente monótona no domínio −∞ < ν < 1, de modo que −2 < ν̃ <∞. O
termo ψ que depende do C2 necessariamente decai com o tempo. A solução de RG (ou
seja, ψ = C1 + C2η

−5) é reproduzida no limite ν → 0. A solução acima é exata em ν e
coloca um limite superior nele, a saber

ν < 1 . (4.67)

O caso ν > 25 também fornece resultados reais para ψ, mas não tem limite em RG e não
consideraremos aqui.

Considerando uma expansão em ν até sua primeira ordem de perturbação, a
equação (4.65) torna-se especialmente simples

ψ ≈ C1

(
1 + 6

5ν ln η
)

+ C2

η5

(
1− 6

5ν ln η
)
. (4.68)

Assim, além do modo decrescente (proporcional a constante de integração C2), para um
universo dominado por poeira, a primeira correção não trivial é a introdução de uma
dependência logarítmica no tempo no potencial Newtoniano, contrastando com o caso de
RG em que o potencial Newtoniano é constante em um universo dominado por poeira.

Em resumo, para Λ0 = 0 e num universo dominado por radiação (T = 0) não há
correções nas soluções em ψ. Para um universo dominado por poeira e para |ν| � 1, a única
mudança na solução ψ é a adição de um termo ln η (4.68), proporcionando assim uma lenta
variação de tempo para ψ em um universo dominado pela matéria. Para ambos os casos, a
solução de φ é derivada usando (4.59), que é uma constante. Este slip constante representa
uma diferença clara em relação aos modelos de f(R) e muitas teorias escalar-tensoriais,
incluindo o caso de Brans-Dicke (que não possui slip constante).
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4.4.3 Evolução do Contraste de Densidade

Agora, vamos explorar qualitativamente os efeitos das variações de G e Λ para a
formação de estruturas. Aqui, consideramos o caso do universo dominado por matéria com
pressão nula (poeira) e Λ0 = 0. Lembrando que neste caso particular, podemos determinar
a evolução do contraste de densidade da matéria (perturbações da matéria) simplesmente
a partir da componente 0-0 das equações de campo na ordem linear (4.60), com o auxílio
da solução ψ (4.65). Logo, temos

δε = C1

6 ην̃
[
−12

(
1 + ν

2

)
− k2η2(1− ν)− 6(1− ν)ν̃

]
+

+C2

6 η−ν̃−5
[
18(1− 2ν)− k2η2(1− ν) + 6(1− ν)ν̃

]
. (4.69)

Aqui, δε = δε
ε̄
. Para chegar neste resultado usamos também a solução de Λ dada por (4.55).

As constantes de integração C1 e C2 em (4.69) são as mesmas que aparecem na solução ψ
(4.65). A solução de RG é claramente recuperada no limite ν → 0. Se assumimos que ν é
pequeno, a solução de δε até a primeira ordem em ν é dada por

δε ≈ −C1

6

[
12
(

1 + ν
11
10 + ν

6
5 ln η

)
+ k2η2

(
1− ν + ν

6
5 ln η

)]
+

+ C2

6η5

[
18
(

1− 8
5ν −

6
5ν ln η

)
+ k2η2

(
−1 + ν + 6

5ν ln η
)]

. (4.70)

Em escalas de sub-horizonte, e até a primeira ordem em ν, usando (4.68), podemos escrever

δε ≈ −k
2η2

6

[
C1

(
1− ν + ν

6
5 ln η

)
+ C2

η5

(
1− ν − 6

5ν ln η
)]

≈ −1
6k

2η2(1− ν)ψ . (4.71)

A relação entre δε e ψ acima é a mesma que encontramos no capítulo anterior
(quando particularizamos os casos no modelo ΛCDM), com exceção da correção proporcional
a ν. Poderíamos encontrar esta relação em (4.69) sem a aproximação feita em ν. Em
pequenas escalas de distância, podemos encontrar também este fator 1− ν analisando o
comprimento de Jeans, como será mostrado. No final, podemos pontuar duas correções
em pequenas escalas e até primeira ordem em ν

i) A presença da correção do acoplamento gravitacional 1− ν;

ii) A dependência logarítmica em η no potencial Newtoniano ψ e no contraste de
densidade δε.

Para encontrar o comprimento do Jeans usamos as equações de dinâmica do fluido
advindas do divergente do tensor momento-energia deste fluido. Sabendo que ∇αT

αβ = Qβ

e dada equação de estado p = ωε (w constante), δp = c2
sδε (tratamos nesta tese somente
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de perturbações adiabáticas), e como Q0 é uma quantidade de primeiro ordem enquanto
Qi é zero, encontramos, até a primeira ordem, as seguintes equações de perturbações do
fluido

δ′ε + 3H(c2
s − ω)δε = (1 + ω)(3φ′ − kV )− Q0

ε̄
, (4.72)

V ′ +H(1− 3w)V − c2
s

k

1 + w
δε − kψ = 0 . (4.73)

Lembrando que para o universo dominado por poeira temos Qβ = − δG
2 ∂β ε̄ e, no fundo,

ε̄′ + 3Hε̄ = 0, portanto,

Q0 = −δG2 ε̄
′ = −3νψHε̄ . (4.74)

com δG dado por (4.53). Ao derivar (4.72) e combiná-la com as equações (4.21), (4.59),
(4.73) e (4.74), podemos encontrar a correspondente equação de segunda ordem do contraste
de densidade de um fluido tipo poeira (lembre que tal equação rege a dinâmica de δε),
dada por

δ′′ε +Hδ′ε +
(3

2H
2 + k2

)
c2
sδε = 3(1− 2ν)ψ′′ + 3(1− ν)Hψ′ −

(
k2 − 27

2 νH
2
)
ψ . (4.75)

Como feito no capítulo anterior, aqui consideramos também que c2
s � 1.

Desta maneira, para calcular o comprimento do jeans, estamos interessados no
limite de sub-horizonte e sem negligenciar cs. Lembrando que, no limite do sub-horizonte,
a equação (4.61) implica que ψ′ = −Hψ, então podemos escrever (4.75) como

δ′′ε +Hδ′ε +
(
k2c2

s −
4πG0

1− ν a
2ε̄
)
δε = 0. (4.76)

Portanto, o comprimento da jeans é

λJ ≡
2πa
kJ

= cs

√
(1− ν)π
G0ε̄

. (4.77)

Com estes resultados, podemos concluir que para escalas de sub-horizonte e para 0 < ν < 1,
os efeitos com dependência de escala reduzem o valor de λJ e aumentam, assim, o colapso
de estruturas, enquanto que para ν < 0 a formação de estruturas diminui. Assim, a “força”
que atua sobre as partículas teste aumentam para ν > 0, de forma semelhante ao que
encontramos nas referências [38, 149].

4.4.4 Parametrizações Generalizadas do Modelo

Na subseção 4.4.1 definimos o parâmetro slip gravitacional que é um dos parâmetros
generalizados de nossa teoria. Nesta subseção vamos definir os demais. Para calcular o
parâmetro Q(a, k) da equação (3.3), usamos nosso parâmetro de slip (4.59), a equação de
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Poisson do modelo (4.60) e a equação para a velocidade das perturbações (4.61). Portanto,
temos

Q(a, k) = 1− 2ν
1− ν + ν %(a)

k2

, (4.78)

sendo

%(a) = 12πG0(ε̄+ p̄)a2 . (4.79)

Enfatizamos que este resultado é independente do valor Λ0. Além disso, em (4.79), ε̄ e
p̄ são quantidades de fundo dos campos de matéria que não englobam Λ0. Portanto, se
consideramos p̄� ε̄, isto não impõe nenhum limite a Λ0. Além disso, observamos que as
expressões do slip gravitacional e Q(a, k) não são comuns pois, em particular, diferem das
expressões da teoria f(R) e da teoria escalar-tensorial (por exemplo, Brans-Dicke). Assim,
para um universo com Λ0, com matéria e radiação insignificante,

%(a)|p̄�ε̄ = 12πG0ε̄(η0)a−1 = 9
2aΩm0H

2
0

≈ 1
a

(4Gpc)−2 . (4.80)

Sendo ε̄(η0) o valor da densidade de energia do fundo medida no tempo presente. Baseamos
nossa estimativa para %(a) no valor do ΛCDM para Ωm0H

2
0 (considerando c = 1 e

a(η0) = a0 = 1). Escrevendo (4.78) em função do redshift, temos

Q(z, k) ≈ 1− 2ν
1− ν + ν(1 + z)/(4kGpc)2 . (4.81)

Para z ≈ 0, a dependência de k só se torna relevante para distâncias da ordem de Gpc ou
maiores (ou seja, distâncias da ordem do horizonte de Hubble ou maiores). Para ν > 0, e
z � 1, vê-se que Q diminui com z. Este comportamento indica desvios do ΛCDM para o
universo primordial, mas apenas no nível perturbativo. Devemos lembrar que a expressão
acima para Q não pode ser estendida para valores arbitrários de z, uma vez que antes
da igualdade matéria-radiação a pressão da radiação não é desprezível. E também, como
mostrado na seção 4.4.2, a solução ψ para um universo dominado pela radiação é a mesma
de RG. Embora o comportamento de Q(z, k) seja interessante e deva ser mais estudado,
aqui, em nossa análise qualitativa, vamos continuar nos concentrando no universo em
épocas mais presentes. Também enfatizamos que a suposição de análise de G(W ) pode
funcionar como uma boa aproximação dentro de um determinado intervalo para W , não
necessariamente para qualquer valor de W .

Como sabemos, dado slip gravitacional e Q, podemos determinar a expressão para
Y , ver seção 4.4.4 (a quantidade análoga com φ substituída por ψ no lado esquerdo de
(3.3)). Portanto,

Y = Q

φ/ψ
= 1

1− ν + ν%(a)/k2 . (4.82)
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O parâmetro de lente deste modelo é dado por

Σ = 1
2Q(1 + ψ/φ) = 1− ν

1− ν + ν%(a)/k2 . (4.83)

O que mostra que em distâncias menores que 1Gpc e para z . 1, Σ não depende de ν e
satisfaz Σ = 1, que é o mesmo valor de RG.

Como falamos na subseção 3.1, um conjunto com dois dos quatro parâmetros
(φ/ψ,Q, Y,Σ) é suficiente para descrever a dinâmica das perturbações de primeira ordem
para muitas teorias gravitacionais que vão além do modelo padrão. Entretanto, estamos
considerando aqui uma estrutura na qual o tensor momento-energia nem sempre é con-
servado, portanto as perturbações da matéria podem depender de dois dos parâmetros
anteriores e do vetor Qβ (4.46).

4.4.5 Restringindo ν Usando as Parametrizações Generalizadas

Agora, vamos utilizar os parâmetros generalizados para restringir ν. Para fazer isto
temos duas questões a serem consideradas:

i) Muitos vínculos encontrados na literatura assumem dependência particulares no
tempo e em k que não correspondem àquelas aqui encontradas;

ii) A conservação do tensor momento-energia é comumente assumida na literatura,
enquanto que nesta estrutura ela é em geral violada.

Considerando o item (ii), observamos as seguintes particularidades deste caso específico

a) O tensor momento-energia é sempre conservado no nível de fundo;

b) Qualquer tensor momento-energia com traço nulo no nível de fundo é conservado
mesmo na primeira ordem das perturbações;

c) em uma referencial comóvel com o fundo cosmológico, as partículas seguem a equação
da geodésia (como mostramos na seção 4.3.6). Em particular, isto implica que, para
um referencial comóvel, e até a primeira ordem perturbativa, a trajetória da luz e a
das partículas maciças isoladas são as mesmas que em RG, para uma determinada
métrica.

Em [2] são utilizados limites inferidos para o slip gravitacional propostos por
[155, 97]. Tais limites baseiam-se numa comparação entre o potencial ψ inferido a partir da
dinâmica interna de aglomerados de galáxias com efeitos de lente dos mesmos aglomerados.
Os limites de [155] não são particularmente fortes, mas são suficientes para dar |1−φ/ψ| ≤
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0.61 com intervalo de confiança de 2σ (e além de erros sistemáticos), o que implica, a
partir de (4.59), que

|ν| ≤ 0.30 (4.84)

com intervalo de confiança de 2σ. Em [97] é feita uma previsão considerando pesquisas
futuras, no qual encontramos um limite mais forte |1 − φ/ψ| ≤ 0.09, com intervalo de
confiança de 2σ. Consequentemente,

|ν| ≤ 0.04 , (4.85)

com intervalo de confiança de 2σ. Esta é uma restrição significativa para as perturbações.
Lembrando que este é um teste qualitativo (sem considerações estatísticas sofisticadas),
ou seja, assumindo que as observações atuais estão de acordo com o ΛCDM, ele afirma
qual poderia ser o maior desvio do slip gravitacional do valor fiducial de 1 (RG) que ainda
estaria de acordo com observações. Na seção 5 mostramos restrições mais refinadas para ν.

Podemos encontrar muitas outras restrições na literatura com diferentes hipóteses
(por exemplo, [1, 156]), cuja aplicação a esta estrutura requer o uso de algumas aproximações
que podem ou não ser razoáveis (por exemplo, sobre a dependência do redshift). No
entanto, elas implicam em restrições em ν, para z ≈ 0, em torno da mesma ordem do valor
encontrado em (4.84).

4.4.6 Interpretações Cosmológicas da Matéria Escura e da Energia Escura

Dada estrutura apresentada até aqui, esta mudança dinâmica proporcionada por
estas correções pode ter um impacto direto sobre a matéria escura em escalas cosmológicas?
Considerando mudanças da ordem de 10% em grandes estruturas (digamos um filamento
de matéria escura ou um grande aglomerado de galáxias) para o limite (4.84), podemos
concluir que há espaço para mudanças não negligenciáveis (∼ 10%). Estas mudanças, no
entanto, estariam presentes apenas como aprimoramentos globais constantes dos efeitos
dinâmicos, uma vez que o parâmetro Y pode ser aprimorado devido as alterações da
constante ν (4.82). Isto também está intimamente relacionado ao redimensionamento do
comprimento de Jeans devido as mudanças de ν, como mostramos em (4.77). Mesmo sem
considerar o limite de (4.84), haveria ainda uma grande necessidade de matéria escura em
escalas cosmológicas, visto que, além do redimensionamento constante de Y , o único efeito
dependente da escala acontece em escalas de Gpc (4.80), enquanto que a matéria escura
se aglomera em escalas menores.

Enquanto ν > 0 implica um aumento da atração gravitacional local, a distâncias de
Gpc o termo %(a) no parâmetro Y pode se tornar relevante, e o efeito do último é diminuir
Y , reduzindo assim a atração gravitacional em grandes escalas cosmológicas para ν positivo.
Da mesma forma que no caso da matéria escura, isso não eliminará a necessidade de
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admitir uma constante cosmológica Λ0, mas pode ter um impacto não desprezível. Como
as equações de fundo dessa estrutura são de ΛCDM, os melhores ajustes de Λ0 e H0 serão
os mesmos considerando apenas os observáveis de fundo. Para as perturbações, devido ao
parâmetro extra ν, esperamos possíveis barras de erro maiores. No fim, esta estrutura é
uma variação do modelo ΛCDM, e pode ter impacto em algumas tensões de ΛCDM, tais
como no valor de H0 e no valor de σ8 [18, 19].

4.4.7 Consequências para fσ8

Outro observável que usamos em nossa análise em [2] foram os dados de fσ8. Perceba
que, uma vez que as equações de fundo desta estrutura são as mesmas do ΛCDM, temos
que procurar observáveis sensíveis às perturbações. Fizemos isso com as parametrizações
de gravidade modificadas avaliadas nas subseções anteriores, que levam a limites para
ν, mas sem ligações explícitas para resolver algumas das anomalias atuais do ΛCDM.
Portanto, seguindo ainda nosso trabalho [2], consideramos para presente análise os dados
de fσ8 (dados de distorção no espaço de redshit, subseção 2.3.3).

Consideremos o universo composto por matéria tipo poeira e Λ0. Desta forma,
nossa equação de segunda ordem do contraste de densidade é dada por (3.7)

δ′′ε +Hδ′ε − 4πG0Y (a, k)a2ε̄δε = 0 . (4.86)

Nesta equação, Y é dado por (4.82). Para escalas de distância muito menores que 4Gpca−1/2,
o termo %(a)/k2 dentro de Y é insignificante, portanto Y ≈ 1/(1−ν). A expressão resultante
é exata em ν e é equivalente a (4.76) para c2

s = 0. Embora não haja uma dependência
explícita de Λ0, seu efeito está presente nas quantidades de fundo.

Podemos reescrever (4.86) da seguinte forma

∂2
aδε +

(
∂aH

H
+ 3
a

)
∂aδε −

3H2
0 Ωm0

2a5H2
1

1− ν δε = 0 . (4.87)

Em (4.87) o termo ∂a é a derivada com relação ao fator de escala a, H é o fator de Hubble
medido no tempo cósmico e usamos o fato de que Y ≈ (1− ν)−1. Destacamos aqui uma
característica particular desta estrutura em escalas de sub-horizonte: notamos que não
é a mudança de Y com z que permite uma possível redução da tensão entre as medidas
da CMB e medida “local” de σ8, mas a incompatibilidade entre a constante gravitacional
de fundo (G0) e a constante gravitacional efetiva (Y G0) que atua sobre as perturbações,
acrescentando, assim, um novo parâmetro relevante para a dinâmica.

Agora, a partir de (2.43), o parâmetro Hubble na atual configuração é

H2(a) =
(

Ωm0

a3 + 1− Ωm0

)
H2

0 . (4.88)
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Neste caso, que consideramos a influência do Λ0, não conhecemos uma solução analítica
explícita para δε, mas podemos determinar uma solução numérica usando (4.87). Desta
maneira, a quantidade principal para este teste é fσ8(a) (2.277).

Para resolver numericamente a equação (4.87) é importante conhecer quais as
condições iniciais devemos usar. Considerando o fundo cosmológico de ΛCDM, em z ∼ 103

o universo é dominado por poeira, portanto, o uso das condições iniciais neste z a partir
da solução de δε (4.69) (para universo dominado por poeira) deve funcionar como uma
boa aproximação no contexto de ΛCDM (ou seja, ν = 0, ver, por exemplo, [10]). A fim
de avaliar melhor o impacto de tal aproximação ao atual cenário (ν 6= 0), consideramos
também a imposição de condições iniciais e o uso de (4.69) em z = 100. Descobrimos que
não há alterações relevantes em nenhum dos nossos resultados usando qualquer um dos
casos, a diferença nos parâmetros inferidos é de cerca de ∼ 10−4.

Em escalas de sub-horizonte, somente os termos que se multiplicam k2η2 são
relevantes. O modo proporcional a C1 acabará dominando sobre o modo proporcional a
C2, portanto consideramos apenas o modo C1 (que, com exceção do caso ν � −1, é uma
modo crescente, enquanto C2 é o coeficiente de um modo decrescente). Como já sabemos,
negligenciar o modo decrescente é algo comumente feito, pois simplifica consideravelmente
a questão das condições iniciais, além de ser uma boa aproximação. De fato, em z ∼ 100
estamos profundamente na fase dominada pela matéria, proporcionando assim tempo
suficiente para que o modo decrescente seja insignificante.

Para um universo dominado pela poeira sabemos que a ∝ η2, portanto (4.69) nos
dá as seguintes condições iniciais

δε(a) ∝ a
ν̃
2 +1 e ∂aδε(a) ∝

(
ν̃

2 + 1
)
a
ν̃
2 , (4.89)

no limite do sub-horizonte e apenas com o modo crescente. Um vez que (4.87) é invariante
sob qualquer redimensionamento constante de δε, apenas o termo dependente de a é
mantido em δε(a), enquanto que, para derivar ∂aδε(a), não redimensionamos δε. Sabendo
que, dentro de RG, para z = 103, pode-se usar as condições de contorno δε(103) = 10−3 e
∂aδε(103) = 1.

Usando todo conjunto de dados apresentados na subseção 2.3.3, chegamos nos
resultados que podem ser vistos na tabela 1 e na figura 2 usando análise de χ2 mínimo. Os
resultados mostram que ν tem um impacto relevante em fσ8 mesmo dentro do limite (4.84),
e, portanto, esta estrutura pode aliviar possíveis incompatibilidades entre σ8 conforme
inferido do CMB com valores σ8 inferidos em baixo redshift. Em mais detalhes, na tabela
1 mostramos os resultados para ΛCDM e consideramos sua versão estendida na qual G e
Λ dependem de escala (inspirada em efeitos de GR), como aqui proposto e rotulado como
ΛCDM+GR. O caso mais simples que consideramos aqui é o de ΛCDM com parâmetros
Ωm0 e σ8 fixados a partir dos resultados de [1], enquanto ν varia para melhor acomodar
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o modelo dentro dos dados fσ8 (a terceira linha da tabela 1). Claramente, ν tem um
impacto neste ajuste e o resultado é tão bom quanto (considerando o valor de χ2

min ) o
caso em que tanto Ωm0 como σ8 variam dentro de ΛCDM. A mesma tabela mostra o
caso em que Ωm0, σ8 e ν variam livremente, o que reduz ainda mais o valor χ2

min, mas o
valor resultante ν está fora do limite (4.84). Quando obrigamos que ν fique dentro desse
limite, o resultado χ2

min muda em apenas 0.10 enquanto o Ωm0 e σ8 se aproximam dos
valores do ΛCDM/Planck (como mostrado na última linha da tabela 1). Como comentado
anteriormente, o impacto sobre a quantidade de matéria escura é pequeno, e ele está longe
de substituir a matéria escura em escalas cosmológicas; e na verdade esses dados sugerem
um ligeiro aumento no conteúdo de matéria escura, como esperado, uma vez que esses
dados favorecem valores negativos de ν.

Na figura 2 [2], mostramos as curvas correspondentes a quatro dos melhores resulta-
dos apresentados na tabela 1. Omitimos apenas o caso que viola a restrição (4.84). O gráfico
também mostra explicitamente que uma mudança de ν pode ter um efeito considerável
em fσ8, e isso especialmente para baixos z, mesmo considerando a restrição (4.84). Para
valores maiores de z (ou seja, z ≈ 1.5), valores diferentes de ν levam essencialmente às
mesmas previsões. Esta estrutura pode ser ainda mais testada, ampliando esta análise
para dados CMB completos (seção 5) ou pelos resultados de futuros limites para o slip
gravitacional. Este último pode apoiar ainda mais esta abordagem, ou pode tornar menores
os possíveis efeitos desta estrutura em fσ8, conforme implícito pelo limite previsto em
(4.85). A análise com dados de CMB é feita no próximo capítulo através de estatística
MCMC (esta análise pode ser encontrada também em [3]).

Em [157], os autores encontram soluções de gravidade Brans-Dicke particulares
que podem imitar certas correções do GR em gravitação [158, 159] e aliviar tanto as
tensões H0 como σ8 [18, 19]. Em seu caso, as equações de campo de fundo são diferentes
de ΛCDM, que é diferente do nosso caso, mas, por outro lado, em sub-horizonte o principal
efeito novo é um redimensionamento da constante gravitacional efetiva. Ambos os modelos
apresentam um afastamento da RG que favorece perturbações cosmológicas cuja constante
gravitacional efetiva é reduzida em relação à constante gravitacional da RG.

Tabela 1 – Resultados usando somente dados de fσ8.

Modelo Variação Parâmetros χ2
min Ωm0 σ8 ν

ΛCDM Parâmetros Planck-2018 Nenhum 51.34 0.315 0.811 0

ΛCDM Ajustes com dados de fσ8 Ωm0, σ8 32.40 0.283 0.769 0

ΛCDM+GR Somente ν é Ajustado ν 32.42 0.315 0.811 −0.167

ΛCDM+GR Melhor Ajuste, Sem Restrições Ωm0, σ8, ν 32.04 0.355 0.981 −0.769

ΛCDM+GR Melhor Ajuste com |ν| ≤ 0.3 Ωm0, σ8, ν 32.14 0.316 0.855 −0.300
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Figura 2 – Gráficos retirados de [2]. Gráfico Esquerdo: curvas fσ8 para quatro modelos
que aparecem na tabela 1, apenas o modelo de melhor ajuste sem restrições não
é mostrado (uma vez que viola o limite (4.84) e sua curva é semelhante à curva
preta pontilhada). ΛCDM/Planck indica que os parâmetros Ωm0 e σ8 são dados
pela colaboração Planck 2018 [1]. A região azulada mostra o efeito de alterar
o valor de ν, dentro dos limites permitidos (4.84), ao usar os valores de Ωm0
e σ8 dados por ΛCDM/Planck [1]. Gráfico Direito: Este gráfico mostra as
mesmas curvas exibidas no gráfico esquerdo e adiciona os dados observacionais
fσ8 (apresentados na seção 2.3.3).
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5 Status Observacional do Modelo com G e
Λ Dependentes de Escala

5.1 Considerações Iniciais
No capítulo anterior estudamos a estrutura cosmológica do modelo em que os

acoplamentos G e Λ dependem de escala inspirada em efeitos de grupo de renormalização,
assumindo certas aproximações. Esta estrutura foi apresentada no artigo [2]. Agora, vamos
estudar o caso mais realista para este modelo, que inclui todas as componentes do universo
assim como as interações entre elas e analisar suas consequências através de uma analise
estatística de MCMC [3]. Uma diferença importante é que, por exemplo, temos a presença
no fluido da tensão anisotrópica, decorrente do momento quadrupolar das componentes
relativísticas. Outro exemplo, é a inclusão da interação Compton entre elétrons e fótons
antes da recombinação.

Para resolver o sistema de equações que descrevem a evolução das perturbações
e flutuações neste caso, precisaremos da modificação de algum código que resolva essas
equações. Nesta tese vamos modificar o código cosmológico CLASS [4]. Após a integração
das equações usando o CLASS o seguinte passo é realizar a análise estatística, e para isso
usaremos o código estatístico MCMC-MontePython [44], usando a combinação dos dados
apresentados na seção 2.3.

Devemos lembrar que esta abordagem não altera a dinâmica do fundo cosmológico
e, agora, o fluido que compõem o sistema será a soma das contribuições de matéria (bárions
e CDM), radiação (fótons e neutrinos).

Na atual configuração, a equação de Poisson relativística no espaço de Fourier é
dada por

3H(φ′ +Hψ) + k2φ+ 3νHψ′ + νk2ψ − 3H′νψ =
= −4πG0a

2(ε̄cδc + ε̄bδb + ε̄γδγ + ε̄nδn) . (5.1)

Na presença da tensão anisotrópica, a parte sem traço das equações para as perturbações,
no espaço de Fourier, é dada por

k2 [−φ+ (1− 2ν)ψ] = −12πG0a
2(ε̄+ p̄)σ , (5.2)

lembrando que o termo (ε̄+ p̄)σ é originado pelos momentos quádruplos das distribuições
de fótons e neutrinos e perde sua importância a partir da recombinação (z ∼ 1100). Note
também que esta equação nos leva ao slip gravitacional (4.59) quando (ε̄+ p̄)σ é desprezível.
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A equação para velocidade das pertubações torna-se

k (φ′ +Hψ + νψ′ − νHψ) = 4πG0a
2
(
ε̄cVc + ε̄bVb + 4

3 ε̄γVγ + 4
3 ε̄nVn

)
, (5.3)

Finalmente, a equação para perturbação da pressão é dada por

φ′′ + 2Hφ′ +Hψ′ + (2H′ +H2)ψ + k2

3 (φ− ψ)+

+νψ′′ + νHψ′ + 2
3νk

2ψ − (H′ + 2H2)νψ = 4πG0a
2
(1

3 ε̄γδγ + 1
3 ε̄nδn

)
. (5.4)

Em geral, sabemos que para melhor descrever a formação de estruturas e as
características da CMB devemos resolver o conjunto de equações (4.72) e (4.73) para cada
componente do fluido. Aqui, o comportamento dos bárions e da radiação (especificamente
fótons) são os mesmos do modelo ΛCDM, interagindo entre si através do espalhamento
Thomson antes da recombinação, mas não interagindo diretamente com a matéria escura e
a energia escura. Portanto, as equações da dinâmica dessas componentes serão as mesmas
que as equações bem estabelecidas no modelo ΛCDM (veja, por exemplo, [68, 55]). As
consequências do modelo estudado aqui são vistas apenas na forma de como as diferentes
especies interagem gravitacionalmente.

Como sabemos, em nosso contexto o divergente do tensor momento-energia tem
um termo fonte (4.44), que depende do traço do tensor momento-energia. Em principio,
esse termo fonte poderia também ter influência nos bárions, mas isto deve se estudar com
muito cuidado pois teria fortes implicações na nucleossíntese primordial, na física do fluido
fóton-bárion e nas características acústicas dos bárions. Por isso, decidimos estudar o caso
mais simples no qual apenas a matéria escura sofre influência do termo fonte. Portanto,
dado tensor momento-energia (2.86), as equações de dinâmica linear de fluido ficam

δ′y + 3H
(
c2
s(y) − wy

)
δy = (1 + wy)(3φ′ − kVy)−

(
Q0

ε̄

)
y

(5.5)

V ′y +H(1− 3wy)Vy − c2
s(y)

k

1 + wy
δy + kσy − kψ = 0 , (5.6)

lembrando que o índice y indica cada componente do fluido. Então, dado que
(
Q0
ε̄

)
c

=
−δGε̄′c

2ε̄c = −3νψHε̄c, a equação (5.5) para componente de matéria escura é

δ′c + kVc − 3φ′ = 3Hνψ . (5.7)

Para a integração do nosso sistema de equações é necessário ter as condições iniciais.
Vamos mostrar que essas condições iniciais, em geral, são diferentes de ΛCDM.
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5.2 Condições Iniciais do Modelo
Como dito anteriormente, consideramos aqui que o comportamento dos fótons,

neutrinos e bárions são as mesmo que ΛCDM,1 logo, as equações advindas das equações
de Boltzmann para cada uma dessas componentes permanecem as mesmas, assim, as
equações escritas na subseção 2.2.3 terão o mesmo formato para estas componentes do
fluido cósmico. Entretanto, o comportamento dinâmico associado a matéria escura sofre
influencia maior que as outras componentes, que pode ser visto na equação (5.7).

Aqui, fazemos uso das equações (5.1), (5.2) e (5.4). Assim, podemos determinar
os modos primordiais das quantidades Θl, Nl, δc, δb, Vc, Vb, φ e ψ. Lembrando que para
determiná-los consideramos o regime de super-horizonte, kη � 1, em que a radiação
domina no fluido, a ∝ η.

As equações de evolução no limite kη � 1 para fótons, neutrinos e bárions
permanecem as mesma em nesta abordagem, ou seja,

δ′γ = 4φ′ , (5.8)
δ′n = 4φ′ (5.9)
δ′b = 3φ′ . (5.10)

Agora, tomando a expansão Y = Σ∞n=0Y
(n)(kη)n (n é a ordem da expansão) em (5.7)

obtemos

δ(1)
c (kη) + V (0)

c (kη) + V (1)
c (kη)2 − 3φ(1)(kη) = 6ν

(
ψ(0) + ψ(1)(kη)

)
,

considerando a soma até n = 1. Aqui, percebemos que as velocidades das partículas de
CDM são subdominantes em relação aos campos δc, φ e ψ, porém diferentes das equações
das demais componentes, temos a presença do termo relacionado a escala. Então, para
matéria escura, teremos

δ′c = 3φ′ + 3ν
η
ψ . (5.11)

Logo, o conjunto de soluções são

δγ = 4φ+ 4Cγ , (5.12)
δn = δγ , (5.13)

δb = 3
4δγ , (5.14)

δc = 3
4δγ + f(η) , (5.15)

sendo

f(η) =
∫ 3ν

η
ψdη . (5.16)

1 O qual segue o comportamento do modelo padrão de partículas.
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Perceba que já assumimos que os modos de entropia (Sn, Sb e Sc), definidos na subseção
2.2.3, são nulos, uma vez que estamos interessados aqui somente em modo adiabáticos.

A relação para os fótons permanece a mesma como em ΛCDM. Então, para fótons
temos

Θl = ΘPl = 0 , l > 2 , (5.17)
Θ2 = ΘP2 = ΘP0 = ΘP1 = 0 . (5.18)

E para neutrinos temos

Nl = kη

2l + 1Nl−1 , l ≥ 2 . (5.19)

A relação entre a velocidade dos fóton e neutrinos continua sendo

Vγ = Vn . (5.20)

Bem com a relação entre a velocidades de bárions e matéria escura

Vγ = Vb . (5.21)

Agora, vamos ver como nossas equações de campo de ordem linear ficam. Como a
dinâmica de fundo continua a mesma que ΛCDM, a equação de Friedmann é a mesma, ou
seja,

4πGa2 = 3H2

2ε̄total
= 3

2ε̄totalη2 . (5.22)

Vamos lembrar que para construir nosso sistema de equações usamos a fração de densidade
Ri ≡ ε̄y

ε̄total
, tal que, Rγ +Rn ≈ 1. Desta maneira, negligenciando termos de (kη)2, nossa

equação de Poisson relativística fica

−2ηφ′ − 4φ− 2ψ − 2νηψ′ − 2νψ = 4Cγ +Rcf(η) . (5.23)

Nossa equação para tensão anisotrópica fica

(kη)2(−φ+ (1− 2ν)ψ) = −12RnN2 , (5.24)

derivando duas vezes esta equação

2k2 [−φ+ (1− 2ν)ψ] + 4k2η [−φ′ + (1− 2ν)ψ′] + k2η2 [−φ′′ + (1− 2ν)ψ′′]

= −8
5RnkV

′
n = −8

5Rnk
2
(
ψ + δν

4

)
, (5.25)

simplificando k2 derivando novamente, temos

6 [−φ′ + (1− 2ν)ψ′] + 6η [−φ′′ + (1− 2ν)ψ′′] + η2 [−φ′′′ + (1− 2ν)ψ′′′] =

= −8
5Rn (ψ′ + φ′) , (5.26)
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aqui usamos δ′n = 4φ′. Lembrando que Rn é constante quando a radiação domina.

A equação para perturbação da pressão (5.4) fica

−4φ+ 4ηφ′ + 2η2φ′′ − 2(1 + ν)ψ + 2(1 + ν)ηψ′ + 2νη2ψ′′ = 4Cγ , (5.27)

aqui negligenciamos termos de (kη)2.

Agora, podemos determinar os modos primordiais adiabáticos de nosso sistema.
Para isto, de (5.12), (5.13), (5.14) e (5.15), temos

1
3δc −

f(η)
3 = 1

3δb = 1
4δγ = 1

4δn = φ+ Cγ (5.28)

Assim, as equações (5.23), (5.26) e 5.27 tornam-se

−2φ− ηφ′ − (1 + ν)ψ − νηψ′ = 2Cγ +Rcf(η) , (5.29)

6 [−φ′ + (1− 2ν)ψ′] + 6η [−φ′′ + (1− 2ν)ψ′′] + η2 [−φ′′′ + (1− 2ν)ψ′′′] =

= −8
5Rn (ψ′ + φ′) ,(5.30)

−2φ+ 2ηφ′ + η2φ′′ − (1 + ν)ψ + (1 + ν)ηψ′ + νη2ψ′′ − 2Cγ = 0 . (5.31)

Derivando a partir de (5.29) e usando (5.31), encontramos

3νRcψ = 0 (5.32)

sendo R′c = HRc. Como queremos ν 6= 0 e ψ 6= 0, temos Rc ≈ 0. É claro que isso
tem que ser verdade, uma vez que estamos na época dominada pela radiação. Portanto,
desconsideramos o termo Rcf(η) na equação (5.29), logo

−2φ− ηφ′ − (1 + ν)ψ − νηψ′ = 2Cγ , (5.33)

6 [−φ′ + (1− 2ν)ψ′] + 6η [−φ′′ + (1− 2ν)ψ′′] + η2 [−φ′′′ + (1− 2ν)ψ′′′] =

= −8
5Rn (ψ′ + φ′) , (5.34)

−2φ+ 2ηφ′ + η2φ′′ − (1 + ν)ψ + (1 + ν)ηψ′ + νη2ψ′′ − 2Cγ = 0 . (5.35)

A partir de 5.33 temos

ηψ′ = [−2φ− 2ηφ′ − (1 + ν)ψ − 2Cγ] ν−1 ,

substituindo em (5.35) e considerando termos até a ordem ν encontramos

ψ = νη2φ′′ − (1− 4ν)ηφ′ − 2(1− ν)φ− 2(1− ν)Cγ . (5.36)
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Usando (5.36) em (5.34), e considerando novamente termos até a ordem ν, encontramos

−νη4φ′′′′′ + (1− 18ν)η3φ′′′′ + 12
[
1− ν

(
8 + 2Rn

15

)]
η2φ′′′+

+4
[
9 + 2

5Rn −
(

42 + 12
5 Rn

)
ν
]
ηφ′′ + 8(1− 3ν)

(
3 + 2

5Rn

)
φ′ = 0 .

Esta equação pode ser resolvida de forma exata uma vez que Rn é constante. Suas soluções
são

φ = constante , φ ∝ η
− 5

2±
√

5−32Rn
2
√

5 , φ ∝ 1
η
, φ ∝ η

1
ν
−2

1
ν
− 2 . (5.37)

Perceba que as quatro primeira soluções são semelhantes as do modelo ΛCDM. O único
modo não decrescente é a solução φ = constante. Esta é a solução a ser considerada. As
demais soluções, semelhantes aos do modelo ΛCDM, são modos decrescentes. Descartamos
a última solução em nossa análise devido possuir um limite indeterminado quando ν = 0,
e nosso objetivo aqui é estudar soluções que possuem um limite de ΛCDM.

Como Cγ e φ são constantes, então de (5.36) deduzimos que ψ também é constante.
Portanto, a partir das equações (5.36) e (5.25) encontramos até a primeira ordem em ν

−2(1− ν)φ− ψ = 2(1− ν)Cγ

−φ+ (1− 2ν)Ψ = −4
5Rn (ψ + φ+ Cγ) .

Portanto, o modos correspondentes a φ e ψ são

φ = −2Cγ(5 + 2Rn)
15 + 4Rn

[
1− 5ν

5 + 2Rn

]
, (5.38)

ψ = − 10Cγ
15 + 4Rn

(1 + ν) , (5.39)

com

φ = ψ
(

1 + 2
5Rn

) [
1− 2 5 +Rn

5 + 2Rn

ν
]
. (5.40)

Agora, a partir da equação (5.12) temos

δγ = 20Cγ
(15 + 4Rn)(1 + 2ν) ≈ −2ψ(1 + ν) . (5.41)

Substituindo em (5.28), podemos determinar as condições iniciais do contraste de densidade
de cada componente. A função f(η) =

∫
3νψdη

η
torna-se

f(η) = 3νψ ln
(
η

η0

)
,

sendo η0 uma constante de integração, correspondente a um tempo inicial. Para nosso
código numérico consideramos que η ∼ η0, portanto,

f(η) ≈ 0 . (5.42)
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Até a primeira ordem em ν, podemos obter os modos primordiais dos momentos
de quadrupolo dos neutrinos (N2) a partir de (5.24)

N2 = k2η2

30 ψ(1− ν) . (5.43)

Como em ΛCDM, os modos primordiais das velocidades são dados por

Vn = Vγ = Vb = Vc = kηψ

2 . (5.44)

Assim como em ΛCDM, todos os modos dependem da mesma constante Cγ, que
é a perturbação primordial. Comparando com os resultados do modelo padrão, nossos
modos primordiais diferem de ΛCDM apenas por um fator que depende exclusivamente de
ν. Além disso, podemos determinar a relação de Cγ com R (2.148) e ς (2.149), no calibre
Newtoniano. Lembramos que

R = φ+Hvtotal e ς = φ+ Rγδγ +Rnδn +Rcδc +Rbδb
3 +Rγ +Rn

. (5.45)

O resultado para R permanece o mesmo que o encontrado em 2.2.3, isto é,

R = −φ− ψ

2 . (5.46)

Em relação a ς temos

ς = −φ− ψ

2 (1 + ν) . (5.47)

Então, temos a seguinte relação

ς = R+ 5Cγ
15 + 4Rn

ν , (5.48)

que difere do resultado de ΛCDM a partir de uma fator que depende de ν.

5.3 Resultados da Análise de MCMC
Todo conjunto de equações apresentadas até aqui é suficiente para modificar o

código CLASS de acordo com o modelo e, assim, obter os resultados estatísticos com
MCMC-MontePython que veremos a seguir. A figura 3 mostra o espectro de potencia
do modo de temperatura da CMB (considerando |ν| = 0.01) e a função de correlação
de dois pontos que identifica os picos de BAO (considerando |ν| = 0.005). Estes gráficos
foram obtidos com o código CLASS. Neles fixamos os demais parâmetros com ΛCDM.
Observamos como os efeitos de escala afetam a potencia da CMB e deslocam os picos
BAO em DTT

` e em r2ξ(r).
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Figura 3 – Espectros de potencia do modo TT (considerando |ν| = 0.01) e função de
correlação de dois pontos (considerando |ν| = 0.005). Plots feitos no código
CLASS [4] devidamente modificado e fixando os demais parâmetros com ΛCDM.
Em laranja temos o resultado para ΛCDM (ν = 0) e em preto temos os
resultados com ν 6= 0.

A análise feita com todos os dados apresentados na seção 2.3 são mostrados na
tabela 3 e na figura 5. Apresentamos também o resultado usando os dados de fσ8 como
consistência das conclusões na subseção 4.4.7. As figuras são apresentadas com um intervalo
de confiança de 2σ e a tabela de dados com intervalo de 68% de confiança. Os resultados
são identificados para ΛCDM (ν = 0) e consideramos sua versão dependem de escala
(inspirada em efeitos de GR), ΛCDM+GR (ν livre). Em todos os testes, o parâmetro de
convergência Gelman-Rubin satisfaz a condição R̂− 1 < 0.01 [160].

Na tabela 2 e na figura 4 mostramos os resultados de MCMC da análise em que
foram utilizados somente os dados de fσ8 de baixa correlação, do conjunto apresentado
na subseção 2.3.3). Esta análise estatística reforça os resultados da análise qualitativa
na subseção 4.4.7. Perceba que ν tem um impacto relevante em σ8, mostrado pela anti-
correlação entre esses parâmetros, favorecendo um valor de ν negativo. Além disso, o
resultado na figura 4 mostra também que o impacto sobre a quantidade de matéria escura



5.3. Resultados da Análise de MCMC 117

é sutil, estando longe de substituir a matéria escura em escalas cosmológicas.

Tabela 2 – Resultados estatísticos usando somente dados de fσ8 2.277, com intervalo de
68% de confiança.

Parâmetros ΛCDM ΛCDM+GR
σ8 0.7574+0.022

−0.022 0.8516+0.057
−0.098

ν 0 −0.168(Sem barras de erro)
χ2
min 28.81 28.81

0.22 0.26 0.30

c

0.4

0.3
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0.0
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8
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Figura 4 – Curvas de contorno usando os dados de baixa correlação de fσ8. Em vermelho
temos o resultado para ΛCDM (ν = 0) e em laranja temos os resultados para
ΛCDM+GR (ν livre).

A figura 5 apresenta os resultados da análise conjunta de todos os dados apresentados
na seção 2.3. Em geral, esta análise mostra que o modelo ΛCDM+GR é quase degenerado
com ΛCDM, mas vale destacar algumas observações em comparação à análise feita na seção
anterior. Ao contrário da análise feita considerando somente dados de fσ8, a figura 5 mostra
que, na verdade, existe uma correlação positiva entre ν e σ8, com uma preferência para
valores positivos de ν. Usando o resultado de KiDS-1000 (z . 1) [161] para S8 (σ8

√
Ωm
0.3 )

verificamos que a tensão em relação ao valor de S8 − ΛCDM é de ∼ 2.63σ, enquanto
que para S8 − ΛCDM+GR temos ∼ 2.66σ. Em relação H0 podemos perceber que existe
um alargamento dos resultados para este parâmetro em ΛCDM+GR, mas nada que seja
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significativo em comparação ao modelo ΛCDM. Comparando com os resultados de medidas
locais [56], verificamos que a tensão na medida de H0 − ΛCDM é de ∼ 3.92σ, enquanto
que para H0 − ΛCDM+GR temos ∼ 3.87σ. Logo, percebemos que ΛCDM e ΛCDM+GR
são indistinguíveis quando tratamos das tensões envolvendo dados de pequenas e grandes
escalas cosmológicas para σ8 e H0. Por último, notamos a partir da figura 5 um sutil
impacto na quantidade de matéria escura. Notamos que existe um aumento da força
quando ν > 0, no entanto, esta amplificação da força não induz um efeito significativo na
redução da quantidade de matéria escura.

Tabela 3 – Resultados da análise conjunta dos dados descritos na seção 2.3, com intervalo
de 68% de confiança.

Parameter ΛCDM ΛCDM+GR
100× h2Ωb0 2.244+0.013

−0.013 2.242+0.013
−0.015

h2Ωc 0.119+0.00089
−0.00086 0.1189+0.00098

−0.00085
ΩΛ0 0.6912+0.0053

−0.0054 0.6919+0.0056
−0.0059

H0 67.84+0.4
−0.41 67.9+0.43

−0.46
σ8 0.8069+0.0058

−0.0057 0.8092+0.0081
−0.0084

100× θs 1.042+0.00028
−0.00029 1.042+0.0005

−0.00051
ln 1010As 3.042+0.014

−0.015 3.04+0.015
−0.013

ns 0.9665+0.0036
−0.0037 0.9674+0.0042

−0.0041
τreio 0.05431+0.0068

−0.0077 0.0538+0.0071
−0.0067

ν 0 (6.698× 10−05)+0.00017
−0.00017

χ2
min 3841 3840
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Figura 5 – Curvas de contorno da análise conjunta dos dados descritos na seção 2.3. Em
vermelho o resultado para ΛCDM (ν = 0) e em laranja os resultados para
ΛCDM+GR (ν livre).
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6 Conclusão

Neste trabalho apresentamos o modelo gravitacional no qual os acoplamentos G
e Λ dependem de escala, inspirada por efeitos do Grupo de Renormalização (GR) em
Relatividade Geral (RG) a grandes escalas cosmológicas. Este modelo e sua estrutura
cosmológica foram apresentados no artigo [2]. As restrições cosmológicas mais precisas,
usando análise MCMC, são apresentadas no artigo [3]. Nossa primeira análise para o
quadro cosmológico dependente de escala, como aqui apresentada, indica apenas pequenos
desvios com respeito aos parâmetros de medidos usando o modelo ΛCDM, quando todos
os dados são analisados juntos. Ou seja, considerando os dados disponíveis atualmente, o
parâmetro adicional ν não é capaz de melhorar o ajuste aos dados, ou levar a consequências
qualitativamente diferentes.

Este modelo considera que todas as informações sobre a variação desses acopla-
mentos estão inclusas na ação, de maneira que deve haver uma ação clássica efetiva capaz
de descrever completamente a dinâmica a distâncias cosmológicas. Apresentamos a ação
completa do modelo, a qual estende a da referência [39], utilizando um número arbitrário
de possíveis escalas. Avaliamos as equações de campo e as consequências para a conservação
do tensor momento-energia. No contexto dos fluidos, utilizamos a mesma escala proposta
em [39], dada pelo escalar W (4.12), a qual estende uma série de propostas não covariantes
(por exemplo, [28, 31, 38, 145]). Tal escala sempre preserva o fundo, afetando somente as
perturbações. A novidade no caso cosmológico é que o fundo em si é dinâmico e, portanto,
como aqui encontrado, esta propriedade implica que uma segunda escala é necessária.
Entretanto, não há escolha a ser feita, pois as equações de campo fixam a segunda escala
como uma função do traço tensor momento-energia. Mostramos que não são necessárias
outras escalas além da segunda. Para o vácuo (Tαβ = 0), a relação entre G e Λ é a mesma
que em [39], ou seja, Λ ∝ G−1 (ver também [27, 162, 163]).

No geral, nossos resultados não são restritos por suposições sobre como G e Λ
variam. O que supomos aqui é que podemos aproximar G(µ1(W )) = G(W ) por uma
função linear em torno de W = 0 (correções de ordem superior são possíveis, mas
não alteram nossos resultados). Existem diferentes estruturas cosmológicas nas quais os
acoplamentos Λ e G dependem da escala. A maioria considera a implementação desses
efeitos no nível das equações de campo, ou parcialmente no nível de ação (por exemplo,
[28, 37, 136, 137, 164, 165]). No entanto, a abordagem que tratamos aqui visa uma estrutura
na qual todas as informações relevantes vêm da ação, incluindo os ajustes de escala e,
por conseguinte, a aplicamos à cosmologia. Assim, levando a um quadro que é diferente
tanto da RG, como de outras teorias de gravitação. Ao contrário de várias abordagens
dentro dos efeitos do GR no nível das equações de campo, no quadro proposto, não se pode



122 Capítulo 6. Conclusão

escolher se G irá variar, ou Λ irá, ou ambos (veja, por exemplo, [37, 137]) . Esta liberdade
aparece em tais teorias uma vez que uma ação completa não é usada nem conhecida,
logo ∇αT

αβ não é fixo e pode ser zero ou pode depender de como G ou Λ variam. Em
nossa estrutura, tal como em [39], não existe tal liberdade, uma vez que as escalas são
fixadas, logo ∇αT

αβ também é fixado, o que está de acordo com a equação (4.10), uma
consequência da invariância do difeomorfismo da ação.

Analisamos o modelo considerando primeiro o caso de um fluido perfeito, verifi-
camos as consequências dinâmicas considerando a métrica de FLRW com pertubações
escalares (2.160) do modelo. Obtivemos algumas soluções exatas, mostramos a evolução
das perturbações e mostramos as parametrizações generalizadas do nosso modelo (subseção
4.4.4). Realizamos um análise utilizando dados de fσ8 (apresentados na subseção 2.3.3)
Encontramos que novos efeitos podem reduzir sensivelmente os valores de fσ8 para baixos
redshifts (z < 1.5), preservando, ao mesmo tempo, o resultados de fσ8 para ΛCDM em
altos redshifts, assim, apresentando um potencial de aliviar as tensões nas medidas de H0

e σ8 que estão presentes em ΛCDM [18, 19]. Este resultado nos motivou a ir além de uma
análise exclusiva de fσ8.

Afim de avaliar esta estrutura com mais precisão, consideramos a análise conjunta
dos dados apresentados na seção 2.3. Neste caso, assumimos o tensor momento-energia
dado por (2.86), no qual temos presença da tensão anisotrópica. Reescrevemos as equações
e definimos as condições inicias. Assim, analisamos os resultados da análise estatística
feita pela combinação do código CLASS [4] com o código estatístico MCMC-MontePython
[44]. A análise MCMC feita somente com dados de fσ8 reforça os resultados obtidos na
subseção 4.4.7, mencionados anteriormente. Verificamos uma anti-correlação entre nosso
parâmetro ν e σ8, favorecendo um valor de ν negativo. No entanto, este resultado mostra
que esta estrutura não substitui significativamente a componente de matéria escura. Depois,
apresentamos os resultados da análise conjunta dos dados da seção 2.3, resumidos na
tabela 3 e na figura 5. Considerando a análise completa verificamos que na verdade existe
uma correlação positiva entre ν e σ8, com ν sendo positivo. Além disso, as tensões que
envolvem os parâmetros H0[18] e σ8[19], da estrutura cosmológica que analisamos e do
modelo ΛCDM são muito próximas. Notamos certo alargamento nas barras de erro de
H0, comparando com o modelo padrão, no entanto, este fato não representa um impacto
significativo em nossos resultados. Em relação matéria escura, notamos um aumento da
força quando ν > 0, no entanto, não é uma amplificação significativa que possibilite
uma redução na quantidade de matéria escura. Assim, de maneira geral, este resultados
mostram que a estrutura cosmológica que propomos aqui se assemelha ao atual modelo
padrão da cosmologia.

Ressaltamos porém que desenvolvemos aqui um quadro que pode abrir várias outras
possibilidades. Em particular, muitos dos trabalhos inspirados em efeitos de grupo de



123

renormalização não possuem uma ação clássica completa; e aqui mostramos que esse
quadro é plenamente consistente, e pode também ser avaliado via ferramentas de ponta
para análise de dados cosmológicos. Há ainda desenvolvimentos que podem levar a um
impacto cosmológico mais forte neste mesmo quadro, os quais estamos considerando.
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APÊNDICE A – Princípio Variacional Para
Modelo com G e Λ Dependentes de Escala

Mostramos aqui o princípio variacional da ação

S[g, µ, λ,Υ] = Sm[g,Υ] + 1
16π

∫ [
R− 2Λ(µ)
G(µ) +

∑
p

λp[µp − fp(g,Υ)]
]
√
−gd4x . (A.1)

Para determinar as equação de campo correspondentes desta ação, usamos derivadas
funcionais. Em particular, para algum campo ϕ e função f = f(ϕ, ∂ϕ) temos

δϕ′

δϕ
≡ δϕ(x′)
δϕ(x) = δ(4)(x− x′) , (A.2)

δf ′

δϕ
= ∂f ′

∂ϕ
(x)δ(4)(x− x′) + ∂f ′

∂(∂αϕ)(x)∂′αδ(4)(x− x′) . (A.3)

Assim, a derivada funcional de (A.1) com relação a métrica dá

δS

δgµν
= 1

16π

∫
d4x′

[ ( δR′
δgµν

)
G−1(x′)

√
−g′ +

(
δ
√
−g′

δgµν

)
(R′ − 2Λ′)G−1(x′)+

+
(
δ
√
−g′

δgµν

)∑
p

λp
(
µ′p − f ′p

)
−
√
−g′

∑
p

λ′p

(
δf ′p
δgµν

) ]
+ δSM
δgµν

. (A.4)

Para o primeiro termo temos

δR(x′)
δgµν(x) = (Rαβ + gαβ�−∇α∇β) δg

αβ(x′)
δgµν(x) . (A.5)

Para o segundo e terceiro termos em (A.1) temos

δ
√
−g(x′)

δgµν(x) = −1
2gαβ
√
−g δg

αβ(x′)
δgµν(x) . (A.6)

Levando (A.6) e (A.5) em (A.4), integrando por partes os termos com derivadas e descar-
tando as integrais de superfície, ficamos com

δS

δgµν
= 1

16π

∫ √
−g′d4x′

[(Gαβ + gαβΛ)G−1 + gαβ�G
−1 −∇α∇βG

−1
]

(x′)δg
αβ(x′)

δgµν(x)

+1
2gαβ

∑
p

λ′p(µ′p − f ′p)
δgαβ(x′)
δgµν(x) −

∑
p

λ′p
δfp(x′)
δgµν(x)

+ δSM
δgµν

.(A.7)

A derivada funcional de (A.1) com relação a µp dá

δS

δµp
= − 1

16π

∫ √
−g′d4x′

∑
q

[
2 ∂

∂µq

(
Λ
G

)
−R∂G

−1

∂µq
− λq

]
(x′)δµq(x

′)
δµp(x) . (A.8)
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A derivada funcional de (A.1) com relação aos multiplicadores de Lagrange λp dá

δS

δλp
= 1

16π

∫ √
−g′d4x′

∑
q

(µ′q − f ′q)
δλq(x′)
δλp(x) . (A.9)

A derivada funcional de (A.1) com relação aos campos de matéria Υ dá

δS

δΥ = − 1
16π

∑
p

∫ √
−g′d4x′λ′p

δfp(x′)
δΥ(x) + δSM

δΥ . (A.10)

Portanto, obtemos as equações de campo para o modelo com G e Λ dependentes
de escala

Gαβ + Λgαβ + fαβ = 8πGTαβ , (A.11)
1

16π
∑
p

∫
λ′p
δf ′p
δΥ

√
−g′d4x′ = δSm

δΥ , (A.12)

µp − fp = 0 , (A.13)

2 ∂

∂µp

Λ
G
−R ∂

∂µp
G−1 = λp , (A.14)

com

Gαβ ≡ Gαβ +G�G−1gαβ −G∇α∇βG
−1, (A.15)

fαβ ≡ −
G√
−g

∑
p

∫
λ′p

δf ′p
δgαβ

√
−g′d4x′ . (A.16)

As equações (A.11)-(A.14) constituem todas as equações relevantes para a dinâmica,
e todas, incluindo a fixação das escalas (A.13) são deduzidas a partir da ação (A.1).
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