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Resumo

Extensoes de relatividade geral com acoplamentos G e A dependentes de escala tém sido
propostas a partir de diferentes motivagoes, em particular inspiradas em efeitos nao triviais
da aplicacao de grupo de renormalizacao a gravitacao. Tratamos aqui de desenvolvimentos
cosmologicos desse quadro, tanto sob a perspectiva de desenvolvimento de uma acao
efetiva completa e consistente (ou seja, com toda a informagao necessaria para a dindmica),
quanto sob o ponto de vista numérico e observacional, considerando a viabilidade da
proposta a partir de diversos dados cosmolégicos. Com respeito aos aspectos tedricos dos
principios dindmicos, o quadro desenvolvido é tal que toda a evolucao de fundo esta sujeita
as mesmas equacoes que regem o fundo cosmolégico do modelo padrao (ACDM), mas as
perturbacoes possuem correcoes que dependem de duas escalas: uma principal dada por
um escalar construido a partir de certa perturbagao da métrica (escalar esse ja usado em
trabalhos anteriores fora do contexto cosmoldgico), e uma secundaria que é deduzida por
condicao de consisténcia e depende do traco do tensor momento-energia. Com respeito
a fenomenologia desse quadro, avaliamos via MCMC os dados de fog, Supernovas Tipo
Ia, oscilagoes acusticas barionicas, distor¢ao no espaco de redshift e dados da radiacao
cosmica de fundo. Nossa primeira analise para um caso particular nesse quadro, sugere
pequenos desvios com respeito aos parametros de ACDM, quando todos os dados sao

analisados juntos.

Palavras-chave: Gravitacao Estendida, Grupo de Renormalizacao, Cosmologia.






Abstract

The extensions of general relativity with scale-dependent G and A couplings have been
proposed for different motivations, but inspired, in particular, by non-trivial effects of the
application of a renormalization group to the gravitation. We will consider the cosmological
scenario of this framework from two perspectives: developing a self-consistent action, with
the necessary information to describe the dynamic of the model; and from a numerical
and observational point of view, considering the viability of the proposal from several
cosmological data. Regarding the theoretical aspects of dynamical principles, the framework
is such that the background evolution is subject to the same equations that govern the
cosmological background of the standard model (ACDM), but the perturbations have
corrections that depend on the scalar factor coming from the perturbation of the metric,
present in other non-cosmological scenarios, and on a secondary scalar originated from
consistency conditions and dependent on the trace of the energy-moment tensor. For the
phenomenology of this picture, we evaluated via MCMC the data from fog, Supernovas
type la, baryonic acoustic oscillations, distortion in redshift space, and data from the
cosmic background radiation. Our first analysis with a complete data set for a particular

case in this frame suggests small deviations in the parameters of ACDM.

Keywords: Extended Theories of Gravity, Renormalization Group, Cosmology.
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1 Introducao

Atualmente, as observacoes de fenomenos astrofisicos e cosmoldgicos revelam
um cenario bastante enigmatico do nosso universo. Conjuntos de dados provenientes
de diferentes fontes, tais como Supernova Tipo Ia [5] e de estrutura em grande escala
(oscilagbes actsticas barionicas [6, 7], distor¢ao no espago de redshift [8, 9, 10] e Radiagao
Césmica de Fundo' [1]), indicam que a maior parte do universo nao ¢ constituido da
matéria usual (chamada comumente de matéria baridnica), mas a maior parte do contetido
energético é composto por algo ainda nao compreendido. De acordo com esses dados, a
matéria baridnica corresponde a apenas ~ 5% da energia total do universo, enquanto que
a radiagdo, corresponde a uma porg¢ao infima atualmente (cerca de ~ 107°), embora ja
tenha sido dominante no universo primordial, antes do desacoplamento matéria-radiacao.

Os outros 95% correspondem ao que chamamos hoje de matéria escura e energia escura.

A matéria escura, que corresponde a ~ 25% do contetdo total do universo hoje,
representa uma forma desconhecida de matéria que, embora nao possa ser detectada
diretamente, possui propriedades de aglomeracoes da matéria comum. E uma componente
ex6tica com pressao quase nula que nao é capaz de interagir com ondas eletromagnéticas,
impossibilitando sua deteccao através de observacoes diretas. Esta forma de matéria foi
proposta na década de 1930 com objetivo de explicar observagoes de aglomerados de
galaxias [11], e anos depois veio a ser utilizada novamente para estudar curvas de rotagao
de galaxias e para explicar o excesso de massa em galaxias que nao era observada através
de luminosidade [12, 13]. Sua existéncia foi refor¢cada por dados de emissdo em raio-X de
aglomerados de galaxias e de lentes gravitacionais. Além disso, teoricamente, a matéria
escura desempenha um papel de destaque ao potencializar o crescimento de estruturas
baridnicas apds o desacoplamento, de modo que tais estruturas atinjam o regime nao linear

que é observado atualmente.

A energia escura, correspondente a ~ 70% da energia total hoje, indica uma forma
desconhecida de energia que nao é detectada diretamente e nao se agrupa como a matéria
ordinaria. A energia escura, ao contrario da matéria escura, viola a condi¢ao de energia
forte. Dada equagao de estado p = p(g), com p a pressao e ¢ a densidade de energia do
fluido que compoem o universo, temos que a matéria ordinaria e matéria escura satisfazem
a condicao de energia forte (¢ + 3p > 0), enquanto que a energia escura nao satisfaz tal
condigao (as pressoes no fluido se tornam negativas ao ponto de superar a contribuicao de
energia). Além disso, dentro da atual descrigdo do universo, esta energia escura parece
se assemelhar a uma constante cosmologica que a priori, no contexto de Relatividade

Geral (GR), corresponde a um termo de natureza geométrica. No entanto, tal identificagao

L' Em inglés Cosmic Microwave Background, ou CMB.
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¢ analoga a um fluido com equacao de estado do tipo vacuo e densidade de energia
constante. A descricao desse tipo de energia parece satisfazer com sucesso os atuais dados
observacionais, entretanto se encontra muito em desacordo com a previsao teodrica da
energia do vacuo vinda da teoria quantica de campos. Devido seu atual dominio sobre a
matéria escura e matéria comum, a energia escura confere atualmente ao universo uma
fase de expansao acelerada, comprovada por Adam Riess, Brian Schmidt e Saul Perlmutter

(1998), através de observagoes da luminosidade de super novas tipo la [14, 15].

O modelo mais simples que se encaixa adequadamente aos dados é denominado de
modelo ACDM (A Cold Dark Matter), que é atualmente o Modelo Padrao da Cosmologia.
Este modelo é complementado por um cenario inflacionario, geralmente baseado em algum
campo escalar, inflaton. Além de nao explicar a origem do inflaton ou da natureza da
matéria escura por si s6, o modelo ACDM carrega consigo alguns problemas (ver, por
exemplo, [16, 17, 18, 19, 20]). Por exemplo, o problema do ajuste fino, no qual, como
citado anteriormente, o valor observador da energia escura (representada neste modelo
por A) é muito pequeno comparado a estimativa teérica da energia do vacuo; o problema
da coincidéncia, no qual a razao da densidade de energia da matéria e da constante
cosmoldgica, medidas hoje, é de ordem 1; tensdes entre medidas locais e de grandes escalas
cosmologicas, envolvendo a constante de Hubble Hj e o parametro referente a dispersao

do campo de densidade da matéria og.

Estes problemas questionam a validade do modelo ACDM levando a estudos de
modelos alternativos que possam descrever o universo. Alguns destes modelos tém como
perspectiva um tratamento dindmico na componente de energia escura [21], ou seja, ela
deixaria de ser representada por uma constante cosmolédgica. Outra alternativa seria mudar
a teoria gravitacional, estendendo a forma da acao da RG. Estas teorias que estendem
sao exemplos da inclusao de invariantes de ordem superior na acao, bem como campos
escalares nao minimamente acoplados a geometria [22]. Duas classes deste tipo de teoria
sao bastante estudadas na literatura [22, 23, 24, 25], sdo elas a teoria f(R) e a teoria

escalar-tensorial.

Aqui, tratamos uma abordagem na qual a constante gravitacional G e a constante
cosmolégica A dependem de escala, inspirada em efeitos do grupo de renormalizagao (GR),
em um cenario cosmoldgico [2]. Abordagens nas quais os acoplamentos G e A dependem
de certa escala podem ser encontradas, por exemplo, em [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34,
35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43]).

De forma geral, determinamos a relacao entre os acoplamentos G e A com a escala,
denotada por u, bem como a relagao de 1 com as quantidades fisicas do sistema em analise.
Esta tltima relagao recebe o nome de configuracao de escala. No modelo que vamos analisar
consideramos que em grandes escalas cosmolégicas deve existir uma agao classica completa

capaz de descrever efetivamente os efeitos decorrentes da dependéncia de escala de G e A,
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isto é, todas as informagoes fisicas relevantes estao contidas em uma acao classica, incluindo
o significado da escala. Além disso, consideramos em nossa analise uma escala covariante,
apresentada em [39], que depende das perturbagoes do espago-tempo. Destacamos que
nosso artigo [2] é o primeiro a aplicar essa escala covariante em cosmologia. Neste contexto,
escalas (inspiradas em GR) que sdo fungoes do niimero de onda das perturbacoes podem
ter um papel relevante em tempos tardios. Para selecionar esta escala consideramos que
ela ¢ explicitamente covariante no espaco-tempo, ou seja, ¢ um escalar. Por conseguinte,
precisamos que esta escala nos leve a uma dinamica diferente da RG e das teorias de
gravitacao estendida (como f(R) e Brans-Dicke), e nos diga que, fenomenologicamente,
é razoavel que os possiveis desvios estejam presentes apenas no nivel perturbativo. Com
este cenario, mostramos que para obter um quadro dindmico cosmologico consistente
precisamos de uma segunda escala, fixada a partir da consisténcia dinamica do modelo. Tal
que, considerando uma métrica espacialmente plana de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) com perturbagoes escalares, no calibre Newtoniano, mostramos que esta

segunda escala é uma func¢ao do trago do tensor momento-energia do fundo cosmolégico.

Nossos resultados atribuidos a partir dos vinculos cosmologicos sao apresentados
em duas etapas. A primeira, feita em [2], mostra os resultados obtidos por uma anélise
simplificada, nos focando na aproximacgao de um tnico fluido dominando a evolugao do
universo. Em especial, utilizamos parametros comumente aplicados para restringir modelos
de gravitacao estendida usando dados de distor¢ao no espago de redshift [10] afim de
averiguar se esta abordagem pode aliviar as tensdes nas medidas do pardmetro og. A
segunda etapa, presente no artigo [3], apresenta os resultados obtidos por anélise de
MCMC e leva em conta uma modelagem mais realista do universo, considerando todas as
componentes, assim como as interagoes durante o universo primordial. Neste caso, levamos
em conta a componente de tensao anisotrépica no fluido, além disso, mostramos que as
condigoes iniciais na era dominada pela radiagdo sdo modificadas. Esta andlise estatistica
é feita através da andlise conjunta dos dados de distor¢ao no espago de redshift com dados
de supernova Tipo Ia [5], dados de oscilagoes acisticas baridnicas [6, 7] e dados de CMB
do satélite Planck (modos de temperatura, de polarizagao, modos cruzados de temperatura
e polarizagao e lenteamento da CMB) [1]. Introduzimos este modelo no cédigo numérico
CLASS [4] e, por fim, utilizamos o cédigo numérico MontePython [44] que utiliza o método
de Markov Chain Monte Carlo para a realizar a analise estatistica, afim de explorar todo
o espago de parametros e encontrar o melhor ajuste para os parametros cosmologicos do
modelo. Com esses testes numéricos, comparamos mais detalhadamente esta estrutura
com o modelo ACDM e verificamos de forma mais precisa se esta proposta pode, de fato,
aliviar os problemas presentes no modelo padrao, como por exemplo, as tensoes envolvendo

medidas de Hj e oxg.

No segundo capitulo faremos uma revisao do modelo cosmolégico padrao, o modelo

ACDM. Antes de falar de fato deste modelo, mostraremos brevemente aspectos relacionados
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a historia da expansao do universo. Depois, vamos analisar a dinamica de fundo e linear de
ACDM, através do seu conteiido material e de sua expansao. Consideraremos perturbagoes
escalares no espaco-tempo de FLRW, a fim de estudar o processo de formagao de estruturas
em cada modelo que veremos. Em seguida, sao apresentados alguns dos problemas em
aberto do modelo cosmolégico padrao. Na tltima secao deste capitulo apresentamos
os dados observacionais que sao usados para validar essas teorias. No terceiro capitulo,
falamos brevemente de alguns tépicos de gravitacao estendida, em especial da teoria
f(R) e da teoria escalar-tensorial (especificamente o modelo de Brans-Dicke). No quarto
capitulo, analisamos o cenéario cosmoldgico do modelo gravitacional dependente de escala,
apresentado em [2], no qual os acoplamentos G e A sdo dependentes de escala, inspirada
em efeitos de GR. No quinto capitulo averiguamos o status observacional, apresentado
em [3] do modelo com dependéncia de escala. As consideragoes finais e as perspectivas de

trabalhos futuros sdo apresentadas na concluséo.
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2 O Modelo Cosmoloégico Padrao Atual

2.1 Uma Breve Histéria da Expansao do Universo

Durante a maior parte do século 20, as caracteristicas mais importantes do nosso
universo tiveram que ser consideradas como uma hipdtese, conhecida como o Principio

Cosmoldgico. Especificamente, este principio diz que

Em escalas suficientemente grandes o universo € estatisticamente homogéneo e

isotropico

O Principio Cosmologico é uma hipdtese bem sustentada por dados empiricos confidveis.
Observagdes como os fétons da radiagao césmica de fundo (CMB) [45, 1] vindos de
diferentes partes do céu com quase a mesma temperatura, apoiam a homogeneidade e
isotropia!. Claro que observamos inomogeneidades e irregularidades na regiao local do
universo, como estrelas e galaxias. Essas inomogeneidades cresceram com o tempo por meio
da instabilidade gravitacional de uma distribuicao de matéria que era mais homogénea no
passado. Entao, podemos considerar essas inomogeneidades como pequenas perturbacoes
que evoluem no universo. Mais detalhes sobre homogeneidade e isotropia de nosso universo
ver [46, 47, 48, 49, 50].

Outra importante comprovacao observacional de nosso universo é sua expansao.
Sua primeira evidéncia surgiu na década de 1920, quando Slipher e Hubble descobriram
que o comprimento de onda das linhas de absorcao observadas da radiacao emitida por
galdxias distantes eram maiores do que o comprimento de onda A medidas na terra[51, 52,
53, 54, 25, 55]. Isto ocorre devido ao comprimento de onda ser esticado em propor¢ao ao
fator de escala de um universo em expansao. Para quantificar esse impacto, introduzimos

a medida de distancia, chamada desvio para o vermelho (ou redshift) [25]
2= ——1=——-1, (2.1)

sendo z = 0 para épocas atuais, de forma que, conforme voltemos ao passado, z aumenta. O
fator de escala do universo ¢ representado por a. O )\g indica o valor observado atualmente
para o comprimento de onda. Vamos considerar que o seu valor no tempo presente, ag,
é normalizado a 1, isto é, consideramos no decorrer do trabalho ag = 1 (isto é pelo fato
de que a dinamica ¢é invariante se multiplicarmos o fator de escala por uma constante
[52, 53, 54, 25, 55]).

1

A rigor a CMB nos diz que o universo jovem (z 1100) era altamente isotrépico. A CMB é compativel
com a hipotese de homogeneidade, mas nao a confirma.
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Consideremos uma radiagao observada no tempo presente ¢y, emitida, por exemplo,
por uma galaxia em um instante ¢. Tal objeto esta préximo o suficiente do observador, nos
permitindo assumir uma expansao em série de Taylor até a primeira ordem de aproximacao
do fator de escala

1
a

Nestas equacoes temos definido o parametro de Hubble

H ; (2.3)

i
Qe

o ponto denota derivacdo em relagao ao tempo t. A constante Hy é o valor atual de H (t)
e recebe o0 nome de constante de Hubble. Para um intervalo de tempo pequeno o termo
(to — t) coincide com a distdncia D = ¢(tg — t) percorrida pela onda eletromagnética, e
entao obtemos uma relagao de proporcionalidade entre o parametro de desvio para o

vermelho e a distancia entre o observador e a fonte de ondas eletromagnéticas
cz~ DH, (2.4)

conhecida Lei de Hubble-Lemaitre [51] (ver também em [52, 53, 54, 25, 55]).

Em 1929, com dados escassos, superficiais e ruidosos, Hubble relatou (2.4) tracando
a velocidade de recessao v versus a distancia r, e confirmou que o universo esta em expansao,
de tal maneira que Hj representa a taxa com a qual o universo esta se expandindo. A

constante de Hubble Hj é geralmente escrita como
Hy =100 hkms™'Mpc ™' = 2.1332h x 1072GeV, (2.5)
sendo
1Mpc = 3.08568 x 10%*cm = 3.26156 x 10*®anos luz, (2.6)

h descreve a incerteza sobre o valor Hy. Os tltimos resultados cosmolégicos, usando dados

de radiagao césmica de fundo [1], indicam que
h = 0.6766 = 0.0042, (2.7)
isto é,
Hy = 67.66 £ 0.42kms™*Mpc ™. (2.8)

Medidas locais [56] indicam que seu valor atual é da ordem de 73kms~'Mpc ™.

Definimos o tempo de Hubble

ty = 1/Hy = 9.78 x 10°h ™ 'anos. (2.9)
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que é uma medida aproximada da idade do Universo[25]. O atual raio de Hubble é definido

por

Dy = [;0 —9.97 b~ x 10%m = 3.00 h~'Cpc, (2.10)

Com essa medidas podemos também introduzir[25]

3H2

Perd = o5 = 1.878h% x 107 gem ™3, (2.11)

que representa a densidade de massa média no universo hoje, e também pode ser chamada
de densidade de energia critica do universo hoje. Esta forma matematica sera determinada
na préxima secao, ja o resultado numérico usamos (2.6) e (2.8) e o valor de G = 6.67 x
10~8cm?®g~tseg™? [1]. Esta densidade critica é muito pequena se comparada com a densidade
da estrutura local do universo (cerca de p ~ 5g/cm?® na terra e p ~ 10~*g/cm? para a
densidade homogénea de barions/matéria escura em nossa galaxia). Uma fracao ainda

menor é responsavel pela atual expansao acelerada do Universo[25].

Outro observavel que pode ser usado para medir a expansao do universo é a CMB.
Ela é uma das fontes mais ricas de informacao sobre o universo primordial, dentre outras
coisas. O valor de Hy em (2.8) calculada por [1] foi obtido analisando a combinagdo de
diversos dados, nos quais a CMB esta inclusa (além de se assumir o modelo ACDM, o
qual veremos a seguir). Este observavel nos d4 uma "fotografia'do universo primitivo,
que mostra que apds a recombinagao, até o nivel atual, o universo era extremamente
homogeéneo e isotrépico em grande aproximacio, com desvios de isotropia de ~ 1075, Hoje
o universo tem uma estrutura nao linear bem desenvolvida. Essa estrutura assume a forma
de galaxias, aglomerados e superaglomerados de galaxias e, em escalas maiores, de regides

vazias e filamentos de galaxias.

Na proéxima se¢ao apresentaremos o atual modelo padrao da cosmologia. Ele sera
nosso ponto de partida sobre modelos viaveis para compreender a dinamica do nosso

universo.

2.2 Modelo ACDM

O modelo ACDM é o modelo cosmoldgico de maior sucesso atualmente, pois é aquele
que melhor se ajusta com os dados disponiveis hoje. Ele é composto por uma constante
cosmolégica positiva A, matéria escura fria (Cold Dark Matter), matéria barionica (matéria
ordindria) sem pressao e radiacao (fétons e neutrinos sem massa). Ele representa um
aprimoramento da teoria do big bang ao postular que a dindmica do universo é regida
em sua maioria por uma componente chamada energia escura, simbolizada por A, e pela
componente CDM. Como dito anteriormente, a CDM nao interage eletromagneticamente e,

por isso, nao podem ser detectada de maneira direta. Este tipo de matéria foi inicialmente
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proposta para explicar fendmenos locais, como as curvas de rotagoes de galaxias, no entanto,
como veremos adiante, ela desempenha um papel muito importante nas perturbagoes da
matéria barionica afim de que as estruturas se formem, tal como se observa hoje. Em
adicdo, a componente de energia escura é uma forma de energia que tem como principal
caracteristica uma forte pressao negativa responsavel pela expansao acelerada tardia do
nosso universo. [52, 53, 54, 25, 55].

O foco desta se¢ao ¢ mostrar a dinamica, os resultados e os problemas deste modelo.
Ele serd nosso ponto de partida de teorias que tentam entender a evolucao do nosso
universo. Além disso, dentro dessa secao apresentaremos a geometria e o conteiido material

usados no escopo deste trabalho.

2.2.1 Cosmologia de Fundo

Quase todas as teorias cosmoldgicas partem da simples suposi¢ao do principio
cosmoldgico.Observagoes atuais fornecem motivagoes fortes de que, ao menos o universo
visivel obedece o principio cosmolégico. Podemos descrever esta homogeneidade e isotropia
do universo do ponto de vista matematico, considerando um espago-tempo espacialmente
folheado com simetria méaxima. No cenario de geometria diferencial as simetrias sao
descritas por vetores de Killing, tais vetores anulam a derivada de Lie do tensor métrico.
Matematicamente, podemos argumentar que existem um nimero maximo de vetores de
Killing para estas segOes espaciais, de tal forma a obtermos um tensor métrico compativel
com o principio cosmoldgico (para mais detalhes ver [57] e complementar com [53, 25, 55]). O
resultado ¢ a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) [52, 53, 54, 25, 55]

2

2 2 7,2 2
dS = —C dt +a (t) <1_[(T2

+ r2d§22> : (2.12)
sendo dQ? = df? + sen?(0)d¢?. A coordenada de tempo usada aqui é chamada de tempo
cOsmico, enquanto as coordenadas espaciais sdo chamadas de coordenadas comoveis. A
maxima simetria das fatias espaciais estao relacionadas com a coordenada t de cada fatia.
A funcao a(t) é o fator de escala definido anteriormente. O termo K descreve a curvatura
das secoes espaciais, e deve ser constante, uma vez que a condi¢ao de simetria maxima
deve ser satisfeita. Destacamos que a geometria de fundo (aquela que obedece o principio

cosmoldgico) de todos os modelos apresentados neste trabalho serd descrita por (2.12).

Estendendo um pouco mais a discussao feita aqui sobre (2.12), uma forma muito

util de escrevé-la é via o tempo conforme 7, tal que

t /
adn:dt—>n—m:/ dt

ol (2.13)

A linha indica dependéncia de t', ao invés de t. Pela integragao acima, o termo c(n — ;)

representa a distancia percorrida por um féton entre os tempos n; e n, ou ¢; e t. Logo, em
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termos de 7, (2.12) fica
ds* = a*(n) | —c2dn® + _a + r?dQ? (2.14)
1— Kr? ' '
Note que o fator de escala torna-se um fator conforme, dai o nome atribuido a 7. Perceba

também que se a(n) tem dimensao, entao o termo ¢n é adimensional. Por outro lado, se

a(n) for adimensional,  possui dimensao de tempo [55].

A dindmica do modelo ACDM ¢é bem sustentada pelas equacoes da RG. Nao iremos
entrar em detalhes de calculos, mas caso o leitor esteja interessado veja, por exemplo,
[25, 52, 53, 54, 55]. As equagoes deste modelo sdo derivadas a partir das equagoes de
Einstein com constante cosmoldgica, que por sua vez sao derivadas do principio variacional

da acao de Einstein-Hilbert acoplada com a ac¢ao da constante cosmolégica e da acao de

matéria
1
S = ﬁ/(R—ZA)\/—g d*z + S, [g, Y], (2.15)
K
sendo k% = 8:4G, S, representa a acao de matéria com campos Y. Temos também

R = g, R" o escalar de Ricci,® A a constante cosmoldgica e S, a agdo de matéria total
do universo. A variacdo desta acdo com relagdo ao tensor métrico fornece as equagoes de

Einstein com constante cosmologica
G+ Agu = KT, (2.16)

sendo G, = Ry — %g,wR o tensor de Einstein. A forma do tensor que representa o

conteido material do universo, o tensor momento-energia,

2 05,
Tw=—F— . 2.1

Agora, a partir da invaridncia de difeomorfismo da acdo de matéria S,, [59], podemos

determinar

0Sm
0 = 5<Sm[g, T] = / <_TMVV —QV’MCI + HéCT> d4x

0Sm
— / <VMTMVN/_9CV + magT) d4x, (218)
o termo J, representa uma mudanga infinitesimal de coordenadas, dada por uma derivada
de Lie ao longo do vetor ¢”[59], tal que em relagdo a métrica temos o.g"" = V(¥ + V¥ (M.

Para o sistema representado pela acdo (2.15), a variacdo da a¢do de matéria em relacao

aos campos de matéria é igual a zero, ‘?—T’" = 0. Portanto, o quadridivergente do tensor
momento-energia satisfaz
V., T =0. (2.19)

2 A definigoes relacionadas a transporte paralelo (simbolo de Christoffel), tensor e escalar de curvatura

estao fora do escopo desse texto, mas deixo ao leitor o que considero étimas referéncias para compreender
esse contexto geométrico de RG, [57, 58, 59, 60, 61].
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Esta equagao representa a conservagao de 7}, da matéria. Tal equacao também pode ser
determinada a partir das identidades Bianchi [57, 58, 59, 60, 61].

Em nosso trabalho consideramos que a agao de matéria esta associada a agao de
um fluido relativistico. Na dinamica de fundo do universo, é natural considerar que o fluido
c6smico é representado por um fluido perfeito [52, 53, 54, 25, 55]. Portanto, consideramos

a seguinte agdo que modela um fluido perfeito relativistico arbitrario [62]
Seplgu, U, py 8,1, X] = / | —elp,s) +m(E + U TVa) + 12V (pU*) +
13U Vo X +mUVas|y=g 'z (2.20)

A variaveis fundamentais desta acao sao a métrica g,,, a quadrivelocidade do fluido U¢,
densidade de massa do fluido p, a entropia especifica de repouso s, os multiplicadores
de Lagrange associados as equagoes de vinculos do fluido e a varidvel X, denominada
identidade da particula, introduzida por [62], sendo relevante para a descri¢ao de fluidos
com fluxo rotacional. Podemos verificar diretamente que a variacdo desta agdo com
respeito a cada multiplicador de Lagrange fornece as equacoes de vinculo do fluido que séo,
respectivamente, a normalizagao da quadrivelocidade, equacao de conservacao de massa,
a conservacao de identidade da particula e equacao do movimento adiabatico. A fungao
e(p, s) representa a densidade de energia do fluido. Existem outras formulagoes de agao
equivalente capazes de descrever um fluido perfeito arbitrario [63], mas a agdo acima é
adequada para aplicacdo apresentada na secao 4. Portanto, usando a equagao (2.17) temos

U.U, .
2 %+ Gap(—pU Doy — €) (2.21)

Em (2.21) consideramos alguns dos vinculos inferidos a partir da variagao de (2.20) com

Taﬁ = 27]1

relacdo aos seus respectivos multiplicadores de Lagrange, n,,. Agora, a variagdo da agao

do fluido em relagdo aos campos de matéria p e U* nos leva, respectivamente, as seguintes

equacgoes
Oe
LUy =0, 92.22
ap + M2 (2.22)
2mUqy — pOama = 0. (2.23)
Agora, usando o vinculo U*U, = —c?, podemos usar (2.22) e (2.23) em (2.21) e assim

encontrar a forma do tensor momento-energia de um fluido perfeito (mais detalhes ver
[62])

UaUs
C2

Top = (e +p) + GasP s (2.24)

sendo p = pg—; — ¢ [62]. Considerando o sistema de referencia comédvel ao fluido, que define

a parte espacial da quadrivelocidade seja U’ = 0, as componentes deste tensor sao dadas

por
TO[) = €(t), TOi = O, T‘ij = gmp(t) . (225)

Assumimos que no fundo cosmolégico € depende somente de p.
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2.2.1.1 Equacdes de Friedmann

Ao aplicar a métrica (2.12) nas equagoes (2.16), encontramos

Kc? 1 Ac?

H? + — = 32 Toho + IER (2.26)
a Kc? 871G

conhecidas como equagoes de Friedmann[52, 53, 54, 55].

Dada as componentes do tensor momento-energia de fluido perfeito (2.25), a equacao

de Friedmann torna-se

871G A2 K2

H? = 2.28
3c? et 3 a? ’ ( )
enquanto que a equacgao da aceleracao ficam
a A Ac?
-—= —— 3 —_ 2.29

Devemos notar que estas equagoes foram obtidas a partir da métrica (2.12) escrita no
tempo césmico t. Considerando a métrica de FLRW no tempo conforme (2.14), a equacao

de Friedmann fica

_ 8rG , | Actd?

H? sz e+ — Kc? (2.30)
e a equacgao de aceleracao fica
a  AnG 2Ac*a? 9
=32 (e —3p)+ 5~ K, (2.31)
a linha “’” representa a derivacido com relagdo ao tempo conforme 7. Além disso, temos
a/
H=— 2.32
- (232

que é o parametro de Hubble conforme.

Devemos notar que as equagoes de Friedmann e da aceleragao sao escritas em
termos da densidade de energia total e pressao total do fluido perfeito. Portanto, embora
nosso universo em sua totalidade possa ser descrito unicamente pelo fluido perfeito, este
conteudo energético pode ser representado pela soma de diferente componentes do universo.
Estes componentes sdo a radiagdo (que denotaremos pelo indice r), matéria barionica sem
pressao (que denotaremos pelo indice b), CDM (que denotaremos pelo indice ¢) e energia
escura (que denotaremos pelo indice A). Mas, de forma geral, a densidade de energia total

e a pressao total sao escritas como

E=D gy,  DP=D_Dy (2.33)
Y Y
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Em relacdo a constante cosmologica, podemos considerar sua contribuicao como
sendo na parte geométrica ou como sendo um componente de matéria que possui densidade
de energia e pressao definidas como

Act

= —— = —¢€4. 2.34

€A

Devemos notar que, por definicdo, o fator de escala é positivo, mas sua derivada
pode ser positiva ou negativa. A partir da equagao de Friedmann (2.28) podemos verificar
que nosso universo ira se expandir indefinidamente quando K < 0 e se houver um instante

para o qual @ > 0. Nos casos em que a < 0 temos um universo em contracao.

Constante de Hubble

Na secao 2.1 ja introduzimos o valor observacional da constante de Hubble, dada

por
Hy = 67.66 + 0.42km s 'Mpc ™.

Essa constante aparece quando o pardmetro de Hubble H é avaliado no tempo presente (¢).
Vimos que esta constante nos auxilia a determinar a idade aproximada de nosso universo,
bem como a ordem de magnitude do tamanho do universo visivel (Raio de Hubble). Mas o
que significa este “tempo presente” que usamos para medir estas constantes? Referenciando
a explicagao de [55]: o tempo flui, portanto, to ndo pode ser uma constante! Isso € verdade,
mas se compararmos um periodo de tempo de 100 anos (o periodo de algumas vidas
humanas) com a idade do universo (cerca de 14 bilhdes de anos), vemos que a propor¢io é
de cerca de 1078; como isso é muito pequeno, podemos considerar ty como uma constante,
também referida como a idade do universo. Portanto, podemos calcular este ¢ty da seguinte

formal[55]

T R (2.35)

0 0 a o H(a)a Jo H(z)(1+ z)
lembrando que z é a medida de distancia cosmoldgica definida em (2.1), o redshift. Para
esta integracao presumimos que a(t = 0) = 0, ou seja, o Big Bang. Essa condi¢ao nem
sempre ¢ verdadeira, uma vez que existem modelos como o universo de Sitter, no qual
o fator de escala desaparece somente quando t — —oo. O outro limite de integracao,
a(ty) = 1, trata-se da normalizagao definida na se¢ao 2.1. Em resumo, na cosmologia,

quando uma quantidade tem subscrito 0, geralmente significa que ela é avaliada em t =
[55].

Parametro de Desaceleracao

A equagao da aceleragao (2.29), que contém o termo d, descreve como a expansao

do universo esta acelerando. Devemos notar que se o lado direito desta equacao é positivo,
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ou seja, € + 3p < 0, portanto, @ > 0. Na literatura defini-se um parametro, chamado
parametro de desaceleragdo, com o qual medimos a entidade da aceleracao. Ela é dada por
[52, 53, 54, 55]

_ (2.:36)

A andlise baseada em observagoes de supernovas tipo la em [14] e [15] mostraram que
o valor do atual do pardmetro de desacelaragao é negativo, ou seja, ¢y < 0, portanto, o

universo esta em um estado de expansao acelerada.

Densidade Critica

Na secao 2.1 introduzimos o valor da densidade de massa média no universo hoje.
A definicao desta densidade critica de massa pode ser determinada a partir da equacao de
Friedmann (2.28) tal que

3H?

_ 2.
ek (2.37)

Per

que ao avaliar no tempo presente t, encontramos o valor (2.11). Acontece que o valor
presente da densidade total py possui um valor muito préximo da densidade critica avaliada
hoje, indicando que nosso universo é espacialmente quase plano. Este surpreendente ajuste
fino extremo do valor de K é conhecido como problema de planura. Uma possivel solucao

¢é fornecida pela teoria inflacionaria.

Parametros de Densidade

E muito comum e til utilizar o chamado pardmetro de densidade Q no lugar das

densidades. Este parametro é definido pela equacao

S1Ge
N= —— = Q 2.3
3H3c? Z v (2.38)

Y

ou seja, este parametro nada mais é do que a normalizacao da densidade total em relagao

a densidade critica no tempo hoje. Logo, a equacao de Friedmann (2.28) pode ser escrita

€cOmo
1=> 0, +Q, (2.39)
Y
sendo
Kc?
Oy = ——— 2.40
K Hg&2 ) ( )

ou seja, associamos a curvatura espacial uma densidade de energia.Notamos que a soma

de todos os parametros de densidade, incluindo a curvatura, é sempre igual a unidade.
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A partir da equagao (2.39) podemos ilustrar como a geometria do espago-tempo esta
relacionada com a distribuicao de matéria no universo. Reunindo todo o conteiido material
em um uUnico pardmetro de densidade €2, é possivel relacionar a distribuicao da matéria

com a curvatura do espaco,

Kc?

desta forma a geometria do espaco-tempo pode assumir trés formas: 2 > 1 que indica
espago-tempo fechado (esférico); 2 < 1 que indica espago-tempo aberto (hiperbolico), Q = 1
que indica espaco-tempo plano. Em particular, se descobrir que 2 ~ 1, isso implica que

Q =~ 0, ou seja, nosso universo de fato é espacialmente plano.

A partir dos resultados de [1], sabemos que
Qo = 0.0007 =+ 0.0037, (2.42)

ou seja, os dados atuais ainda indicam que o universo é espacialmente aplanado.

Portanto, com a definicaio do parametro de densidade 2, podemos escrever a

equagao de Friedmann (2.28) como
H? QKO
e = 2 ofy(a) + 57 (2.43)
Yy

a fungdo f,(a) fornece a dependéncia de cada componente material y com o fator de escala

a, de maneira que e f,(ap = 1) = 1. Logo,
y
Esta equagao é conhecida como relagdo de fechamento [52, 53, 54, 55].

A Equacdo de Conservacdo de 7},

Agora, vamos ver como fica a conservacao do tensor momento-energia (2.19), dado
contetdo material como fluido perfeito e considerando a métrica (2.12). Para = 0 em
(2.19), obtemos

E+3H(e+p) =0, (2.45)

que chamamos de equagao de continuidade relativistica do fluido [57, 58, 59, 60, 61]. Se
assumirmos uma equagao de estado de fluido barotrépico (P = P(g)) especificamente da
forma P = we, sendo w o parametro de equacgao de estado, e possui valor constante, a

equacao de continuidade tem como solucao analitica geral

£ = goa30FY) (2.46)
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sendo g9 = e(ag = 1).

Em rela¢do as componentes do fluido, cada uma terd sua prépria equacao (2.45)
&y +3H (ey +py) =0, (2.47)

e seu parametro de equacgao de estado correspondente. Vejamos os seguintes casos

Matéria Relativistica: Neste caso temos w = 1/3, tal que p = 5. Na literatura
este caso também é conhecido como matéria quente. A solucao correspondente de
(2.46) para este caso fica € = gga™*. O adjetivo “quente” refere-se ao fato de que
as particulas que compoem esse tipo de matéria sao relativisticas. Por esse fato,
elas também sao conhecidas como radiacao e abrangem nao apenas as particulas
elementares relativisticas conhecidas, mas possivelmente as desconhecidas (ou seja,

matéria escura quente).

Matéria Nao Relativistica: Neste caso temos w = 0, tal que p = 0. Na literatura
este caso também é conhecido como matéria fria ou também como poeira. A solucao
correspondente de (2.46) para este caso fica € = gga™3. O adjetivo “fria” refere-se ao
fato de que as particulas que compoem este tipo de matéria possuem uma energia
cinética muito menor do que a energia de massa, ou seja, nao sao relativisticas. Este
tipo de matéria abrange todas as particulas elementares nao relativisticas. Aquelas
que interagem eletromagneticamente, ou seja, particulas que compoem sistemas fisicos
conhecidos, a matéria barionica (barions). Caso existam particulas nao relativisticas
desconhecidas, que nao interagem eletromagneticamente com a matéria ordindria,
elas compoem a CDM. Do ponto de vista matematico, as equagao da dinamica de
fundo dos barions e da CDM sao equivalentes, isto significa que na dinamica de fundo
cosmolégico é impossivel distinguir essas duas componentes. Neste sentido, na anélise
observacional com dados de fundo cosmoldgico (por exemplo, dados de supernovas
do tipo Ia), convenientemente combina-se essas duas componentes a fim de forma
uma tnica componente de matéria total (denotada pelo indice m). A distingao entre
barions e material escura fria se d4 no nivel perturbativo. No universo primordial
a matéria baridnica esta acoplada na primeira ordem com a radiacao enquanto as
perturbacoes da CDM crescem livremente. Apds o desacoplamento, os barions caem
nos pocos de potenciais de matéria escura e por este fato seu crescimento se da de

maneira mais rapida.

Energia Com Pressao Negativa: Neste caso temos w = —1, tal que p = —¢. Ela
se comporta como uma constante cosmoldgica (como contribuigao de fluido) e fornece
a melhor (e a mais simples) descri¢do que temos para a energia escura. Este valor de
w corresponde a equacao de estado constante do tipo vacuo. A densidade de energia

¢ dada por €5, = const. Essa associacao com o vacuo é uma tentativa de associar
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a energia escura a energia quantica do vacuo. No entanto, no caso da constante
cosmologica, a densidade de energia observada destoa muito das previsoes da teoria
quantica de campos. Ha ainda um caso mais geral no qual a constante cosmolégica é
negligenciada e a energia escura é descrita por um fluido cujo parametro de estado é
constante, mas nao necessariamente igual ao do vacuo. Para tal, é necessario que
w < —% para que o fluido origine uma expansao acelerada. Neste caso, a densidade

de energia ¢ dado puramente por (2.46).

Para mais detalhes o leitor pode consultar [52, 53, 54, 55] e suas referéncias.

O modelo ACDM

No inicio desta se¢ao descrevemos resumidamente o que seria o modelo ACDM,
também conhecido como modelo padrao da cosmologia. Lembremos que a composicao
desse modelo é dada pela constante A, CDM, barions, fotons e neutrinos sem massa. Desta

maneira, a equacao de Friedmann para este modelo é dada por [52, 53, 54, 55]

H? Qo Qo O
Qo0 20 Bh0 | POKO

H? a’  ad at a? -

(2.48)

Baseado nos resultados de [1] ja identificamos a contribui¢ao da curvatura espacial Qqo,
indicando que nosso universo é espacialmente quase plano (a partir daqui assumimos
apenas o caso em que K = 0). Na mesma referéncia, encontramos o valor da contribuicao

da constante cosmologica, CDM e barions, que sao dadas por

Qan = 0.6897 £ 0.0057, (2.49)
Quoh? = 0.02234 4 0.00014, (2.50)
Quh® = 0.11907 % 0.00094 . (2.51)

No fundo cosmoldgico a dinamica de barions e CDM é a mesma para este modelo, portanto

podemos escrever 0 = Q. + Qyo, tal que [1]
Qo = 0.3103 = 0.0057 . (2.52)

com 68% de nivel de confianca. O conteido de radiacao representado por fétons e neutrinos
pode ser calculado via temperatura da CMB [52, 53, 54, 55], seus valores giram em torno

de

Qoh? =~ 247x107°, (2.53)
Quoh? ~ 1.71 x 1077, (2.54)
o indice v representa os fétons, enquanto que o indice n representa os neutrinos.

Portanto, dado (2.44) e h = 0.68, vemos, de acordo com os resultados deste modelo,

que a quantidade de energia escura corresponde a 69% do contetiido material do nosso
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universo, seguido por 26% de CDM, 5% de barions. O contetido de foténs e neutrinos
¢ desprezivel hoje. Notamos que a maior parte do conteido energético do universo é

composto por algo ainda nao completamente compreendido.
Baseado nesses resultados podemos calcular a idade do universo para o modelo
ACDM. A partir da equagao (2.35) temos

1 a 0.95
Hy Jo Varat + Qoa + Q0 + Qroa® Hy

O valor encontrado por [1] é dado por 13.787 £ 0.020 Giga anos.

to

= 13.73 Giga anos . (2.55)

2.2.1.2 Solucdes das Equacdes de Friedmann

De acordo com o modelo ACDM, apds o periodo inflacionario, o universo teve uma
fase dominada pela radiagao (fotons e neutrinos), seguida por uma fase de dominagao pela
matéria (barions e CDM) até atingir uma fase atual na qual a energia escura (A) predomina.
A partir da equagado de Friedmann (2.28), com Qx ~ 0, e da equagao de continuidade
relativistica (2.45) podemos determinar analiticamente como o fator de escala e a densidade

de energia, para cada umas dessas fases, evoluem com o tempo [52, 53, 54, 55].

Universo Dominado Pela Radiacao

Nesta fase temos &, = ,0a % ¢ A = 0, logo, o fator de escala no tempo césmico

evolui como

a oVt (2.56)

Neste cenario o parametro de desaceleracao é positivo, ¢y = 1, ou seja, o universo estaria

numa fase de expansao desacelerada.

Universo Dominado Pela Matéria

Neste caso o universo é composto apenas de matéria e isto inclui matéria barionica e
CDM uma vez que ambas possuem a mesma dindmica de fundo. Esta fase também conhecida
na literatura como como universo de Einstein-de Sitter.Nesta fase temos ¢, = €,9a7> e

A =0, logo, o fator de escala no tempo césmico evolui como

a o t?/3 . (2.57)
Novamente, o pardmetro de desaceleragao é positivo, gy = 1/2, ou seja, o universo estaria
numa fase de expansao desacelerada.
Universo Dominado Pela Energia Escura

Neste sistema lidamos com um universo preenchido apenas por energia escura

do tipo vacuo representada pela constante cosmoldgica A. Este modelo é chamado na
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literatura de modelo de de-Sitter. Aqui, o fluido possui uma densidade de energia constante,

ex = const. Logo, o fator de escala evolui exponencialmente com o tempo
a(t) oc e (2.58)

Para o sistema em questao o parametro de desaceleracao tem o valor ¢o = —1, ou seja, o

universo estaria em expansao acelerada.

2.2.1.3 Medidas de Distancia

Agora, iremos apresentar medidas de distdncia que sdo empregadas na cosmologia.
Essas medidas sao importantes quando queremos compreender como a luz, da radiacao
que chega até nds, se propaga e como medir distAncias num universo em expansao (veja
[64] e também [52, 53, 54, 55]).

Distancia Propria

Em um universo homogéneo e isotropico, a trajetéria da luz ao longo da coordenada
radial r satisfaz a equagao da geodésica ds? = —c2dt? + a*(t)dr? = 0, ou seja, a nao deve
possuir variacao angular. Neste sentido, definimos a distancia propria como o comprimento
espacial da geodésica percorrida. A equacao que descreve a distancia prépria é dada pela

integracao

T , to I ,
dy(to) ET:/O dr :/t. a(t’)dt . (2.59)

A partir da (2.1) temos dt = —dz/[H(1 + z)], portanto, podemos escrever a distancia

propria em termos do parametro de Hubble e do redshift como

d, = /0 ’ Hle>dz’. (2.60)

Distancia de Diametro Angular

Podemos definir a distancia de didmetro angular para objetos com comprimento
transversal ja conhecido. Estes objetos recebem o nome de réguas padrao. Essa distancia é

definida pela seguinte equagao

Ax

sendo Ax o tamanho transversal de um objeto conhecido e Af o angulo definido em
relacao ao observador. Estas distancias transversais referem-se a distancia prépria entre as
extremidades da régua padrao no tempo ¢, medida por um observador em ¢y, e também

sao muito menores que a distancia percorrida pela luz até o observador.
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Dada métrica (2.12) para um Universo espacialmente plano, a razao entre um
deslocamento transversal infinitesimal e o respectivo deslocamento angular, em um tempo

fixo t, é dada por

ds

d = — =
T

a(t)r, (2.62)

devemos nota que mudancgas na variavel radial r e na varidvel angular ¢ sdao nulas. A
variavel radial r indica a distancia percorrida pela luz até o observador. Em um universo

espacialmente plano, essa distancia r coincide com a distancia prépria (2.59), desta maneira

dy = . (2.63)

Distancia de Luminosidade

A distéancia de luminosidade é uma forma indireta de medir distancias através de
fontes de luz cuja luminosidade é conhecida. Tais objetos, como supernovas tipo la, sao

denominados de velas padrao. A equacao que define a distancia de luminosidade é dada

L
dy = ,/m, (2.64)

sendo L a luminosidade intrinseca do objeto ao qual desejamos medir a distancia, e f o

por

fluxo de luz emitida por esse objeto que atinge o observador.

De forma geral, as fontes luminosas possuem dimensoes despreziveis em comparagao

a distancia percorrida pela luz até o observador. Isto significa que podemos considerar tais

fontes de luz como um ponto. Desta maneira, em um universo espacialmente plano, a luz

deve se propagar com simetria esférica, de modo que
Ey

f= AtoAy’

(2.65)

sendo Ay = 47r? a 4rea da superficie em que a radiacdo é espalhada, Ej a energia do féton

que chega ao observador e Aty é o intervalo de tempo entre o recebimento de dois fétons.

A energia dos fotons observada nao é mesma da emitida, devido o redshift, ou seja,

Ey 1
— = 2.66

Finalmente, o intervalo de tempo calculado na fonte, At, também ¢é diferente daquele

calculado no local do observador, ou seja,

At 1
— = . 2.67
Ato 142 ( )

Esta ultima relagao pode ser facilmente obtida pela métrica (2.12) com ds? = 0, isto &,

cdt = a(t)dr (em um universo homogéneo e isotrépico) e, claro, considerando que At e At
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sao variacgoes infinitesimais de tempo. Considerando o mesmo dr na fonte e no observador,

temos, cdt = a(t)dr e cdty = dr, dividindo essas duas equagoes chegamos em (2.67).

Portanto, dado (2.67) o fluxo que chega ao observador pode ser escrito como

L
S — 2.68
/ 4rr2(1 4 z)? ( )
tal que L = %. Novamente, em um universo homogéneo e isotropico, a variavel r é

identificada como a distancia propria percorrida pela luz emitida por uma fonte até o

observador. Logo, a distancia de luminosidade é escrita como
dr, = (1+ 2)d,, (2.69)
ou, em termos da distancia de diametro angular

dp = (1+2)%da. (2.70)

2.2.2 Cosmologia Linear

Como ja vimos no inicio neste capitulo, o principio cosmologico estabelece que nosso
universo é homogéneo e isotropico em grandes distancias. As inomogeneidades comecam
a ficar evidentes ao investigarmos como as estruturas (galaxias e seus aglomerados) se
formam. Acredita-se que a origem de tais estruturas advém da evolucao de flutuagoes

quanticas no universo inflacionario.

No contexto do modelo ACDM conseguimos explicar, de certa forma, a origem
dessas inomogeneidades considerando perturbacoes no campo escalar inflaton que decai em
matéria no momento do reaquecimento. A partir da recombinagao tais inomogeneidades
sao descritas por pequenos desvios na métrica do fundo cosmolégico da ordem de 107°.
Desta forma, percebemos que as quantidades dinamicamente relevantes devem ser escritas
como a soma da contribui¢do do fundo homogéneo e isotrépico e da contribui¢do dessas
inomogeneidades. Os dados da CMB (se¢ao 2.3.4) para essa época reforgam a atribuicao

de uma teoria perturbativa na primeira ordem para essas inomogeneidades.

Neste secao, faremos uma breve descri¢cao do processo de formacao de estruturas no
cenario de ACDM, considerando perturbacoes na métrica espacialmente plano de FLRW.
O texto dessa se¢ao segue a referéncia [55], mas outras referéncias importantes sobre o
assunto sdo [65, 66, 52, 53, 67, 68, 54].> Também, a partir daqui, adotamos unidades

naturais h =c = 1.

3 Nao entraremos em detalhes com a 4lgebra, mas o leitor pode consultar as referéncias mencionadas

para visualizar a forma linear do simbolo de Christoffel, do tensor e do escalar de curvatura.
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2.2.2.1 Perturbacdes na Métrica de FLRW e o Tensor de Einstein Linearizado

A métrica que descreve a soma da contribuicado do fundo homogéneo e isotrépico e
da contribuicao das inomogeneidades geralmente é chamada de métrica perturbada. O

termo “perturbada” esta relacionado a esses pequenos desvios do fundo cosmoldgico.

A métrica de FLRW, escrita no tempo conforme, que descreve o espaco-tempo de

fundo (ou a wvariedade), espacialmente plano, é dada por
ds? = guda'de” = a® (—dn? + 0yjda'da’) . (2.71)

Entretanto, agora nosso espaco-tempo fisico real serda uma variedade diferente, descrita
pela métrica g,,, que soma as contribuigoes de fundo cosmoldgico (representado agora por

guw) com as perturbacoes. Portanto, definimos

0Gu () = G (%) — G () - (2.72)

Escrever essa diferenca em um certa coordenada x do espago-tempo é uma afirmacao mal
formulada, pois as métricas g,, e g, sao definidas em variedades diferentes, enquanto que
a coordenada x é uma definida por referenciais diferentes. Esta diferenga continuaria sendo
uma operagao mal definida mesmo se unissemos essas duas variedades para forma somente
uma. Neste sentindo, para que (2.72) tenha significado, precisamos definir um mapa que
identifique os pontos da variedade do fundo com os pontos da variedade fisica. Este mapa
é arbitrario e nos permite usar um sistema de coordenadas fixo (um referencial especifico)
na variedade de fundo e também para pontos na variedade fisica. Chamamos este mapa de
calibre. Portanto, isto nos permite usar ainda o tempo conforme (ou cdsmico) junto com as
coordenadas espaciais comoveis, ao descrever quantidades perturbativas. Essa propriedade

nos leva ao que denominamos problema de calibre, que veremos na segao 2.2.2.3 [69, 70].

Em geral, a métrica da variedade fisica possui 10 componente independentes. Em

um calibre genérico, a métrica g,, pode ser escrita da seguinte forma

G = a2 ( —[1+2¥(n,x)] w;(1, %)
" Wil x) Syl = 2000,%)] + vy

, 0xy =0 (2.73
(n,X)) X (2.73)

sendo ¥ = \Il(n’x)’ ¢ = (D(nax)’ w; = wi(nax) € Xij = Xz'j(777X) (COIII 1,] = 17273)7 ou
seja, fungoes das coordenadas do espaco-tempo de fundo z#, que aqui consideramos como

sendo tempo conforme 7 e as coordenadas espaciais coméveis.

A liberdade de usar um calibre nos permite escolher um sistema de coordenadas
na variedade de fundo homogéneo e isotropico. Portanto, poderiamos usar qualquer
parametrizagao de tempo (que aqui escolhemos com o tempo conforme, *) enquanto que,

para as coordenadas espaciais, devemos sempre escolher o sistema comével, para as quais,

40O tempo conforme tem importante significado fisico para horizonte de particula comével (ver [67, 52,

53, 68, 54, 55))
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em qualquer tempo (determinado e fixo), a métrica espacial de fundo é euclidiana, ou
seja, 0;;dx'dx?. Por esse motivo, podemos considerar as perturbagoes em (2.73) como
vetores espaciais usuais, definidos a partir do grupo de rotacao SO(3). De maneira formal,

considere a seguinte transformacao de coordenadas

oz 1 0
g = A 2.74
o (0 Rz-) o

sendo R'; uma matriz de rotagdo. Por definigdo, a transposta da matriz de rotagao é
igual a sua inversa, ou seja, a matriz de rotacio é caracterizada pela relacio RTR = I.
Consequentemente temos 6y R¥ ;R ; = §;;. Portanto, podemos aplicar essa transformagao

nas componentes da métrica (2.73) de forma a obter®
V=V, w=Ruw, =0, x;=RRxy (2.75)

Logo, esta transformacao indica que ¥ e ® sao escalares, w; (com i = 1,2, 3) é um vetor
espacial, y;; ¢ um tensor espacial (com i,j = 1,2,3).Note que a partir da igualdade
5% Xij = 0 em (2.73), 6 componentes de x;; ndo sdo independentes, ou seja, y;; ndo tem
traco. Também, ja colocamos em evidéncia o traco espacial da métrica através de .
Também, fazemos isto pelo fato da curvatura espacial intrinseca depender apenas de ® e

nao de x;;.

Agora, se o calibre escolhido na métrica (2.73) é tal que |g,,| >> |dg,.|, isto indica
que 0g,, representa as perturbagoes (os desvios da homogeneidade e isotropia). Como ja
afirmamos anteriormente, essas perturbagoes sao pequenas, ou lineares, ou de primeira
ordem, se desprezarmos poténcias da perturbagao com expoente maior do que um em suas
quantidades e em suas derivadas. Além disso, as combinacoes entre diferentes perturbacoes

2 ~ . . . ~ 2 o . .
também sao negligenciadas. Combinagoes como, V=, ®w;, w;X;;, @a—nq) e assim por diante
sao todas perturbagoes de segunda ordem, logo, sao despreziveis.

Em um cenario de perturbagoes cosmoldgicas escrevemos a métrica total, no tempo

conforme, como
G = (N + hyu) (2.76)
o fundo cosmoldgico é dado por
Gy = 0y (2.77)

sendo 7,,, a métrica do espaco-tempo de Minkowski. As perturbagoes cosmolégicas sao

representadas pelo tensor h, .
Portanto, a métrica contravariante perturbada é
1 ; 1 1 i 1 i 1
5g00 = —ﬁhoo 590 = —95 ho[ = ﬁhoz‘, (Sg] = —?5 hlm5 J = —gh” (278)

Aqui usamos a propriedade h* = h;;. Sendo dg" = —§""8g,,"°.

5

Wl

Nestas equacoes a linha indica que o campo é medido em outro referencial, ndo confunda com a
derivada no tempo conforme.
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Tensor de Einstein Linearizado

Agora, vamos decompor o tensor de Einstein da mesma forma que decompomos a

métrica (2.72). Para isto, vamos trabalhar com indices mistos, logo,
JTR) 1 SH ) 1 SR 4+ a1l S SR 1 SHS
Gy:g RPV_EZ/R:g RPV_§VR+g pr+ g pr—§yR, (279)

sendo G*, = R* ,— %5{,‘]:2 o tensor de Einstein de fundo, que depende somente da métrica de
fundo (homogénea e isotrépica, no tempo conforme) g,,. O tensor de Einstein linearmente

perturbado, que depende de g,, e h,,, ¢ dado por
_ 1
0GY = g""o0R,, + 09" R, — 56’;6}%. (2.80)

Desta maneira, os componentes mistos do tensor de Einstein perturbado sao dados por

(lembrando que os detalhes de algebra podem ser encontrados em [67, 52, 53, 68, 54, 55])

2a*6GY) = —6H*hoo + 4Hhyox — 2HR}y, + V2 hr, — hpgw (2.81)

206G = 2Hhoo; + Vhoi — hwoki + N — Pie (2.82)

a//

2a%0G, = [—4;%0 — 2Hh{y, — V *hoo + 2H?hoo — 2Hhy + V2 hig
— R gt + 2R + AH o s — Pig]0% + hoois — V2hig + B g
+hkj,ki — hkk’@'j + h;lj + QH}L;] — (haZy -+ hé]j,i) — QH(hOi’j + hOj,i) . (283)

J
sendo V? = §%0,0;.

Agora, vamos analisar o tensor momento-energia.

2.2.2.2 Perturbacdo do Tensor de Momento-Energia

Vamos comecar essa subsecao escrevendo o tensor momento-energia do fundo

cosmolégico
Tos = (4 D) UaUs + Gagph - (2.84)

Ele é o tensor que descreve um fluido sem dissipacao (entropia constante ao longo do fluxo).
A densidade de energia do fluido corresponde a projecao do tensor de momento-energia ao
longo da quadrivelocidade do fluido e a pressao é a projecao de T3 a uma hipersuperficie

tridimensional ortogonal a U“, isto é,
£=T,pUU", 3p = Top™” T=g"Ty =—2+3p, (2.85)

sendo 0% = g*® +U*U”. Este tensor atua como um projetor sobre hipersuperficie ortogonal

a quadrivelocidade.
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Agora, considerando perturbacgoes no fluido, em nosso trabalho vamos usar a

seguinte forma para o tensor de momento-energia com perturbagoes
Top = (e +P)UaUs + P gap + Tap - (2.86)

A nova componente m,g ¢ a tensao anisotrépica do fluido. Ela é uma quantidade que
contribui somente no nivel linear. Nao possui traco e satisfaz m,3U® = 0, logo, fornece 5
componentes independentes. Outras formas de dissipagdo podem ser incluidas em (2.86),
mas consideremos em nosso trabalho somente a contribuicao da tensao anisotrépica do
fluido (na referéncia [71] encontramos mais detalhes sobre os processos dissipativos). A
tensao anisotropica nao esta necessariamente relacionada a viscosidade, mas ela pode
existir para espécies relativisticas tais como fétons e neutrinos devido aos seus momentos
de quadrupolo relacionadas com suas distribuicoes (veja para mais [67, 52, 53, 68, 54, 55]).

Portanto, nosso tensor momento-energia é composto pela soma
Tos = Tap(n) + 6Tas(n, x). (2.87)
Suas componentes sdo escritas da mesma forma
e =&+ 0e(n,x), p=p+dp(n,x), U* = U+ 6U%(n,x), (2.88)

Lembre que a quantidade de fundo do tensor momento-energia (representada pela barra)

¢ um fluido perfeito. Assim, podemos escrever nosso tensor momento-energia como
Top = Tup + 0eU,Us + 26U, Ug + €U, 6Up
+(gap + UaUp)p + D(6gap + 6UUs + UnydUg) + Tag, (2.89)
Agora, sabendo que a quadrivelocidade de fundo satisfaz a normalizacao
JasUU” = —1. (2.90)

em um referencial comével (U* = 0) temos U = 1/a e Uy = —a. Quando escolhemos esse
referencial, a relagao m,gU“ = 0 implica em 7,9 = 0, ou seja, a tensdo anisotrépica possui

apenas componentes espaciais.

Portanto, as componentes do tensor momento-energia (2.89) sdo dadas por

Too = &(1 + 6)a* — 2a(é + p)dUs + pdgoo , (2.91)
irz’j == (ﬁ + 5p)a25ij +]55ng + g » (293)

na equacao (2.91) introduzimos a quantidade denominada contraste de densidade, definida

Ccomo

J

oe
— 2.94
e (2.94)
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Esta quantidade é muito importante pois quantifica o processo de formagao de estruturas.
Devemos notar também como as componentes de perturbagoes nas quadrivelocidades dao
origem a misturas de componentes do espago-tempo no tensor momento-energia, ou seja,

a quebra de homogeneidade e isotropia permite fluxos extras além do fluxo de Hubble.

A quadrivelocidade total também satisfaz uma relacao de normalizacao, em relagao

a métrica total,
GasUUP = —1. (2.95)

Se usarmos a expansao até a primeira ordem, a equagao (2.90) e U* = 0, podemos relacionar

a perturbacao da métrica hgy com dU° da seguinte maneira

_ oo

0
_ oo 2.
6= 5 (2.96)

Devemos tomar cuidado ao calcular as componentes covariantes das perturbagoes da
quadrivelocidade §U,, pois determind-las ndo é simplesmente fazer 6U, = g,s0U”. Para

isto, definimos

sendo v; as componentes de um vetor tridimensional, tal que, seu indice é levantado
por 6% de modo que v* = wv;. Portanto, a partir destas equacoes e usando também
U, +6U, = gaﬁUﬁ, temos

0Us = GapdU” + 8gagU” e 6U* = g**5U5 — g™ g,5U" (2.98)

Portanto, note que existe um termo extra, o gaBU 8 quando queremos encontrar 6U“ de 6Up
e vice-versa. Isso vem do fato de que g, levanta e baixa os indices apenas da quantidades
de fundo, enquanto g,s atua nos indices apenas das quantidades totais, e 0U“ nao ¢é

nenhum dos dois. Logo, de (2.98) temos

h ,
5U() = %a, adU" = V; — 1h10 (299)

Assim, podemos reescrever as componentes do tensor momento-energia da seguinte forma

Too = E(1 4+ 8)a® — Ea’hyy, (2.100)
Ty = —a®(€ + p)vi + pa*hos , (2.101)
Ty = (p+ 5p)a25ij +ﬁa2hij + Tij (2.102)

Podemos usar a relacao padrao

Tg =g T, =g"Tys+ g 0T,5+ 9™ Typ. (2.103)
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e encontrar as componentes mistas do tensor momento-energia

) = —&(1+6), (2.104)

T = (£ + p)vs, (2.105)

Ty = —(E+D)(vi — hai), (2.106)
T} = 6;(p+ 0p) + 7 . (2.107)

Assim, podemos determinar as perturbagoes das componentes de Tg (para mais detalhes

ver [55]) como sendo

6T o = —de, (2.108)
ST = (E+p)v; e 6T o= —(+p)v; (2.109)
5T ; =6 ;0p+ 7', (2.110)

note que assumimos hg; = 0 [55]. Podemos definir a perturbac¢ao da pressao como a parte

do trago
L i
op = §(5 073, (2.111)
e a tensao anisotropica como a parte sem traco

) ) 1.
7t = 6T — Z616'™ 6T, (2.112)

J J 3 J

Determinamos as equagoes de evolugao das perturbagoes a partir das equagoes de Einstein

linearizadas
(5Gg = 87TG(5T§. (2.113)

Esta equacao junto com equacao linearizada do divergente do tensor momento-energia
(que veremos mais a frente) descrevem o comportamento da matéria e das quantidades
métricas se os componentes do fluido forem mais de um.® O comportamento da matéria

pode também ser entendido por meio do uso das equacoes de Boltzmann linearizadas (ver
[55]).

2.2.2.3 O Problema do Calibre e as Transformacdes de Calibre

Um calibre nada mais é do que um mapa entre os pontos da variedade fisica e os
pontos do fundo que nos permite definir a diferenca entre os tensores definidos nas duas

variedades. Supomos mudanca de calibre G para G. Portanto, de (2.73)

G = a2( ( —[1+ 2\11(17,)()] A@i(n,X)
N Gi(nx) 01— 280, %)) + Ry

De fato, isto é verdade somente em tempos recentes quando a interacdo entre radiagao e barions é
desprezivel, sendo as equagdes de Boltzmann precisam ser utilizadas [52, 53, 55].

, 0Ux; =0 (2.114)
(n,%)

6
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Lembre que 7 e x sao as coordenadas do espago-tempo de fundo. Como dito em [55]: O
problema ao considerar flutuagoes em RG € que nao podemos ter certeza, apenas olhando
para uma métrica, que existem flutuagoes reais sobre uma fundo conhecido ou se € a métrica
que estd escrita em um sistema de coordenadas nao muito apropriado. Por exemplo, se

consideramos a transformagao de tempo dn = ¢(¢,x)d¢ na métrica FLRW temos

ds® = —a(t,x)?g(t,x)*dt* + a(t,x)*6;;dz"da? (2.115)
e, recuperando 7 pela troca ¢ — 1 obtemos

ds® = —a(n,x)*g(n,x)*dn* + a(n,x)*6;;dz" dx’ . (2.116)

Perceba que agora os coeficientes da métrica dependem da posicao, isto nos leva a pensar
que a homogeneidade e a isotropia foram perdidas, no entanto, o que fizemos foi apenas uma
transformacao de coordenadas. No entanto, isto é apenas a covariancia geral tipica de RG,
nao um problema do calibre. Este problema do calibre é a dependéncia das perturbacoes
no calibre. Na préxima subse¢do veremos como uma transformagao de calibre se manifesta
por meio de uma transformacao de coordenadas e como podemos lidar com o problema de
calibre introduzindo os chamados invariantes de calibre. Mas, de forma geral, o calibre
¢é a dependéncia funcional das grandezas perturbativas nas coordenadas, enquanto que

quantidades de fundo mantém sua forma funcional (mais detalhes ver [69, 67, 70, 55]).

2.2.2.3.1 Transformacdes de Coordenadas e Transformacoes de Calibre

Para que possamos entender como a transformagao de calibre pode afetar a depen-
déncia funcional das grandezas perturbativas, expressamos a mudanca do calibre G para G

a partir da seguinte transformacao de coordenadas infinitesimal
¢ — 2% =2+ (Y (), (2.117)

sendo x* as coordenadas de fundo e (* é um campo vetorial genérico. Este campo vetorial
genérico é o gerador de calibre, tal que |(#| < 1 para que possamos preservar a pequenez
da perturbacao. De forma geral, fixamos um ponto na variedade de fundo e, pela mudanca
de calibre, mudamos o ponto correspondente na variedade fisica, que possui coordenadas
diferentes do ponto da variedade de fundo. Tais coordenadas sao determinadas pela
equagao (2.117). Portanto, este gerador de calibre pode ser visto como um campo vetorial
na variedade fisica e a derivada de Lie da métrica ao longo de ( nos diz como muda a

forma funcional das quantidades fisicas perturbativas.

Agora, a partir da transformacao de coordenadas do tensor métrico g,

03 027
9as(2) = 525 280 (2) (2.118)
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obtemos, depois de certa algebra, e até a primeira ordem perturbativa, a seguinte equagao

(para mais detalhes ver [55])

9a8(7) = Jap(@) + Vo + Vals. (2.119)

Tal equacao nos mostra como a forma funcional dos componentes métricos muda sob uma
transformagao de coordenadas, ou seja, como o calibre muda sob uma transformacao de

coordenadas.”

Aplicando a transformacao nas quantidades da métrica de fundo observamos que o

fator de escala mantém sua forma funcional, confirmando a propriedade do calibre

a(n) = a(n) (2.120)

Na primeira ordem temos as seguintes relagoes de transformagao

U=0—-H— (Y, Qi=w—q+ 0 (2.121)

~ 1 2

O =0+ HE+ gazél Xij = Xij — 055 — 0icj + g%’azﬁl , (2.122)
sendo ¢ = 6;€.

Em relacdo ao tensor momento-energia, a regra de transformacao para suas compo-

nentes ¢ dada pela equagao
Tos(w) = Tap(x) — 0,Tap(2)¢" = 0aC" Trp(x) — 03¢ T () - (2.123)
Usando a regra de transformagao acima, encontramos na ordem zero

Em)=2(m)  p(n)=pn). (2.124)

Percebemos que as quantidade de fundo da densidade e a pressdo mantém suas formas

funcionais. Agora, na primeira ordem temos

be =0e — ¢ o, =v; +0° (2.125)
5}9 = 6}? — ﬁlco ﬁ"ij = Tj - (2126)

De forma geral, podemos notar que perturbagoes de quantidades desaparecem ou sao
constantes no fundo sdo automaticamente invariantes de calibre, tal caracteristica pode
ser vista explicitamente acima na tensdo anisotrépica. Esta propriedade é formalizada no
lema de Stewart-Walker [72].

7 Observe que se a equacdo (2.117) é uma isometria (gpv = Guv) obtemos a equagao de Killing V,.(, +

V.¢ =0.
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2.2.2.3.2 A decomposicdo Escalar-Vetor-Tensor (EVT)

Introduzida por Lifshitz [73] (ver também [74, 68]), a decomposigdo EVT consiste
no seguinte procedimento. Sabemos que a métrica perturbada pode ser escrita em termos
de dois escalares ¥ e ®, de um vetor tridimensional w; e de um tensor x;;. No entanto,
podemos ter neste conjunto mais dois escalares a partir w; e x;; € mais um vetor a partir

de Xij-

A partir do teorema de Helmholtz (ver [55]) podemos afirmar que, sob certas
condicoes de regularidade, qualquer vetor espacial pode ser decomposto, a principio, em
sua parte longitudinal mais sua contribuicao ortogonal, isto ¢, w; = wll + wit. A parte
longitudinal é irrotacional, enquanto a parte ortogonal é solenoidal (sem divergéncia), ou

seja,
kgl =0, OFwl =0, (2.127)

€% & o simbolo Levi-Civita. A partir do teorema de Stokes podemos escrever a parte

irrotacional como o gradiente de um escalar, para ter finalmente

sendo S; = wi". Desta equacao notamos que w é a parte escalar de w;, enquanto S; é a
parte vetorial de w;. Normalmente em cosmologia quando falamos sobre uma perturbacao
vetorial nos referimos a S;, isto €, a um vetor que nao pode ser escrito como um gradiente

de um escalar.

Da mesma forma como fizemos para o vetor, qualquer tensor espacial de ordem 2
pode ser decomposto em sua parte longitudinal mais sua parte ortogonal mais a contribuicao

transversal, isto é, x;; = x‘llj + ij + X;fg-, definido por

ez'jkalajxyk —0, 5i5inLj =0, FxL=0. (2.129)

Basicamente construimos um vetor tomando a divergéncia de x;; e, em seguida, aplicamos
nele o teorema de Helmholtz [55]. Isso implica que as partes longitudinais e ortogonais

podem ser decompostas como

1 .

Xy = (3@' - 352-jv2> 2u Xy =0jAi+ 045,  0'A =0, (2.130)
sendo p um escalar, A4; um vetor sem divergéncia e V2 = §"9,0,,. Podemos, portanto,
escrever

1
xis = (805 — 5059%) 20+ 0,4+ 00 + . (2.131)

Portanto, percebemos que a componente XiTj nao pode ser decomposta em qualquer escalar

ou vetor sem divergéncia. Logo, constitui uma perturbacao tensorial.
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Esta decomposicao EVT é uma ferramenta fundamental para a investigacao de
perturbagoes de primeira ordem porque as trés classes (escalar, vetor e tensor) nao se

misturam e, portanto, podem ser analisadas de forma independente [55].

Podemos aplicar o teorema de Helmholtz no vetor (* de forma a obter
C=a, G==0;8+¢, (e, =0), (2.132)

sendo « e [ escalares e € um vetor sem divergéncia.

Agora, usamos a decomposi¢io EVT nas transformagoes encontradas em (2.121) e
(2.122)

U=U—-Ha—d, (2.133)
b + S = dw+ S; — 9,8 — € + Bar, (2.134)
é:ub+%a+;vﬁﬂ (2.135)
(aiaj - ;@jw) 2%+ 0 A; + 0,4, + {7 = (aiaj - éaijvijW) 21
H%&+@Af3@—2@@5—@q—@g+i%v%. (2.136)

Desta maneira, vamos escrever explicitamente as regras de transformacao para cada classe

das perturbagdes (mais detalhes sobre essas classes veja [67, 52, 53, 68, 54, 55]).

Perturbacoes Escalares

As equagoes de transformagdo apenas para as perturbagoes escalares sao represen-

tadas pelo sistema

U=U—Ha—d (2.137)
w=w-p+a (2.138)
&:q»+Ha+;v%z (2.139)
fi=p—3. (2.140)

As seguintes combinacoes das perturbacoes escalares sao invariantes de calibre

z/Jz\If—iri[(w—u’)a]’ <;§:<I>—H(w—u’)+;vzu (2.141)

denominadas Potenciais de Bardeen[65].

Aplicando a decomposicao EVT na velocidade v;, temos

v; = 0 + Uy (0w = 0), (2.142)
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portanto, podemos obter as perturbagoes escalares para as quantidades de matéria

be=dc—Fa =  6=06+3HO+p/a (2.143)
t=v+a (2.144)
op=0p—pa. (2.145)

Assim como para as grandezas geométricas, as quantidades de matéria também

possuem perturbacao invariante de calibre, representada pela equacao
ﬁ/
['=dp——de. (2.146)
€

Este invariante de calibre ¢ denominado Perturbacao da Entropia. Denominamos a razao
g—’; como velocidade efetiva do som, enquanto % ¢ a velocidade adiabatica do som. Quando
as duas razoes sao iguais (I' = 0) temos adiabaticidade (dS = 0). Em nosso trabalho

adotamos que as perturbagoes sao adiabaticas.

Podemos obter também invariantes de calibre para densidade de energia e para a

pressao. Esses invariantes sao dados por
bW = A=+ v pY) =op+plu. (2.147)

Usamos a notagao de [65] escrevendo o subscrito m (matéria) uma vez que também
¢é possivel construir perturbagoes invariantes de calibre da densidade e pressao usando

quantidades métricas, como veremos mais a frente.

Combinando as transformagoes geométricas e de matéria (total de 7 relagoes)
podemos criar novas variaveis invariantes de calibre. Uma delas é a chamada Perturbacao

da Curvatura Comével (também chamada de Varidvel Lukash [75]) dada por
1
z-@w+Hv—§v%L (2.148)

A outra quantidade, introduzida por [76], é dada por

de 1
=-d+-— — V. 2.149
° T35y 3 ¢ (2.149)

Esses dois invariantes de calibre sdo especialmente importantes quando tratamos de inflagao
8 porque sdo conservados em grandes escalas cosmoldgicas [67, 52, 53, 68, 54, 55| e para

perturbagoes adiabéticas (pelo menos para R [65]).

Podemos escrever novamente perturbacoes invariantes de calibre para densidade,

velocidade e pressao

55;&) = e+ (w— ), 09 =y — (w— ), 5pggi> =0p+ 9 (w — ') ,(2.150)

8 Neste trabalho nao entraremos em detalhes sobre modelos inflaciondrios mas o leitor pode consultar os

artigos [52, 53, 54, 55].
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o subscrito ¢ indica que estas perturbagoes invariantes de calibre sao escritas usando

quantidade geométricas.

Portanto, podemos concluir que, em geral, tendo em maos duas varidaveis de
calibre, a e (3, e sete transformacoes para estas perturbagoes, teremos um total de cinco

perturbagoes escalares invariantes de calibre independentes.

Sao as perturbagoes escalares que dao origem as estruturas no universo. O objetivo

do nosso trabalho ¢é estudar somente essas modos de perturbacao.
Perturbacoes Vetoriais

As transformagoes para perturbacoes vetoriais sao dadas pelas seguintes equagoes

)

Definimos o invariante de calibre relacionado a essas perturbagoes vetoriais da seguinte

forma
W= — A (2.152)

Podemos usar (2.142) e verificar que no setor de matéria a contribuicao vetorial de v; é

um invariante de calibre
ﬁl = Uy, (2153)

Estas perturbacoes sao as que produzem, por exemplo, os campos magnéticos, e costumam

decair rapidamente.
Perturbacoes Tensoriais

Em relagao as perturbacao tensoriais verificamos que a parte transversal de x;; ja

¢é invariante de calibre
X = X; - (2.154)

As perturbagoes tensoriais sdo responsaveis pela producao de ondas gravitacionais.

Portanto, devemos notar que as perturbacoes escalares, vetoriais e tensoriais nos
fornecem o total de 10 componentes independentes, que sdo quebradas em 4 escalares, 2
vetores espaciais sem divergéncia(cada um com duas componentes independentes) e um
tensor espacial transversal sem trago de ordem 2, XiTj, com 2 componentes independentes.

Como deveria ser.
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2.2.2.3.3 Calibres

Pela liberdade de calibre podemos igualar a zero quaisquer 4 componente da métrica.

Agora, vamos mostrar duas particulares e conhecidas opgoes de calibre.

Calibre Sincrono

O calibre sincrono consiste em considerar dg,0 = 0 o que implica em
U=0 e @=0. (2.155)

Escolher @; = 0 indica que tanto a parte escalar quanto a parte vetorial do vetor w; sao

definidas a zero. Usando as transformagoes encontradas anteriormente, temos

UV—-Hoa—a =0,
w—0+a=0, (2.156)
Si—EQIO.

Devemos interpretar isto como um sistema de equagoes para as variaveis a, (3 e €;, ou seja,
a partir de um calibre genérico, queremos saber quais transformacoes realizamos para ir

ao calibre sincrono. Este sistema de equagoes implica em

o= i/dna@#—f(x),
B = /dn(w +a) +g(x), (2.157)
€ = /dnSi + hi(x) .
As integragoes deram origem a fungoes puramente dependentes do espago (f, g e h).Tais

fungdes sdo modos espurios deste calibre [67, 52, 53, 68, 54, 55].

Calibre Newtoniano

O calibre Newtoniano, também conhecido como calibre longitudinal, é caracterizado

pela seguinte escolha
=0, p=0, X;=0. (2.158)

Pelas transformacoes encontradas anteriormente, chegamos no seguinte conjunto de equa-
coes
w—8 +a=0,
w—p=0, (2.159)
Ai — €; — O .
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Podemos perceber que a partir da segunda e terceira equacdo determinamos [ e ;.
Substituindo o valor encontrado de [ na primeira equagdo encontramos «. Este sistema

nao possui nenhum modo espirio.

Uma caracteristica importante no calibre Newtoniano é que as perturbagoes da
meétricas tornam-se idénticas aos potenciais de Bardeen, U = Ve P = ¢. A partir daqui
consideraremos somente o calibre Newtoniano, uma vez que a modificacdo do cdédigo
numérico CLASS foi realizada utilizando tal calibre. Também, como dito anteriormente,
somente os graus de liberdade escalares serao considerados neste texto, logo, a métrica

que consideraremos a partir daqui é dada por
ds® = —a*(n)(1 + 2¢)dn? + a*(n) (1 — 2¢)d;;dx'dz’ . (2.160)

Nesta métrica ¢ desempenha o papel do potencial Newtoniano e ¢ é a perturbacao da
curvatura espacial. Podemos determinar a relacdo entre o calibre sincrono e o calibre

Newtoniano, para isto recomendamos ao leitor a referéncia [55] para maiores detalhes.

2.2.2.4 Equacoes de Einstein para Perturbacdes Escalares

Agora, podemos determinar as equagoes de Einteins para as perturbacoes dada
métrica (2.160). Desta forma, das equagdes (2.81), (2.82) e (2.83) temos

a?0GY o = 6H¢' + 6H*p — 2V?9, (2.161)
a?0G? s = —20; (¢ + H) , (2.162)

0?6G" ;= [2¢ + AHG + 2HY + AH' + H*Y + V(¢ — ¢)] 0]
—0'0; (¥ — ¢) , (2.163)

2.2.2.4.1 Equacao de Poisson Relativistica

A partir da componente 0 — 0 das equacoes de Einstein e usando o componente

6Ty do tensor momento-energia (2.108), temos
—3Ho — 3H* + V¢ = 4nGa’Sc0r - (2.164)

Esta equagdao é denominada Equacao de Poisson Relativistica. Nesta equagao temos
a densidade de energia total que ¢ a soma das densidades perturbadas de todos as

componentes do fluido (como no fundo cosmol6gico)
0ctor = Y 0ey = > _ &0y, (2.165)
Y Y

lembrando que o indice y representa cada componente que compée o fluido que, no caso,
consideramos 4 contribuigoes: fotons, neutrinos, CDM e barions. E, como sabemos, cada

componente possui seu proprio tensor de momento-energia, de maneira que o 7,3 total é a
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soma de cada contribui¢do. No modelo ACDM, a constante cosmoldgica contribui apenas

no nivel de fundo.

Podemos escrever a equacao de Poisson relativistica em termos de contraste de

densidade,
—3H¢ — 3H™) + V3¢ = 4rGa® (8.5, + Epdy + E,0, + £,0,) . (2.166)

Aplicando a transformada de Fourier (veja [55] para mais detalhes) nesta ultima equagao

obtemos assim uma equacao diferencial ordinaria linear
—3H¢ — 3H*) — k*¢ = AnGa*(E.0. + &6y + &,0, + E,6,) . (2.167)
2.2.2.4.2 Equacdo para a Tensdo Anisotrépica

Agora, vamos determinar a equagao correspondente a parte sem traco de SG! s

relacionada a tensdo anisotrépica ;. Portanto, do trago e a parte sem trago de 6G"

obtemos
Ly i 1
@G, — <8a0G] = — (a 9, 35jv2> (—é+ 1), (2.168)
sendo
a26G! = 6¢" + 12H¢ + 6Hy + 12%¢ — 6H2) + 2VE(—¢ + 1) . (2.169)

Podemos aplicar a transformada de Fourier em (2.168), de tal maneira que possamos
escrever a equacao de Einstein espacial sem traco, denominada Equacao para a Tensao

Anisotrépica
U 1. )
% (k%j - 35;.) (—¢+ ¥) = SrGa’mi | (2.170)

uma vez que 7' ; é a parte espacial sem trago do tensor momento-energia. Nesta dltima
equacao usamos k' = kk' e k' é o vetor unitério que denota a direcdo de k. Contraindo a

ultima equacao com k;k7, obtemos
K (¢ — ¢) = 121G’k . (2.171)

O termo k;km® ), corresponde ao termo (€4 p)o usado em [68]. Este termo é originado pelos
momentos quadrupolares das distribui¢es de fétons e neutrinos, mas sua contribuicao é
subdominante a partir da recombinagao (z ~ 1100) [67, 52, 53, 68, 54, 55].

Na auséncia do termo de momento quadrupolo da distribuicao do conteido de
energia, a equagao (2.171) nos diz que ¢ = 9. Isto pode ser identificado na época dominada
pela matéria. No entanto, este nao é o caso no inicio do universo, devido a contribuicao da
radiacao. Mesmo quando o CDM ou energia escura domina, mas a teoria da gravidade

subjacente nao é RG, pode-se ter ¢ # 1, como veremos mais a frente.
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2.2.2.4.3 Equacao para a Velocidade

A partir da componente 0 — ¢ das equagoes de Einstein e usando a componente

§T°; do tensor momento-energia, obtemos a Equacdo para a Velocidade das Perturbacdes
k(¢ + Hy) = d4rGa*(E + p)V, (2.172)

sendo V' = ikiv;. Comparando com a notacio de [68], temos 0§ = kV, correspondente
ao divergente da velocidade das perturbagoes. Além disso, devemos notar que (€ + p)V’
corresponde a contribuicao total do fluido. Logo, podemos escrever a ultima equacao da
forma

4 4
k(&' + Ho) = 4nGa’ <5CVC Fal+seV+ 3@\/”) , (2.173)

w‘:'

na qual pe = pp =0, py, = 3 € P, =
2.2.2.4.4 Equacdo para a Perturbacdo da Pressao

Usando a equacao (2.169), podemos escrever imediatamente a Equacdo para a

Perturbacao da Pressao
k2
—¢" — 2H¢ — HY' — 2H +H*)Y + g(w — ¢) = —4rGa’dp. (2.174)

2.2.2.5 Solucdes das Perturbacdes Escalares para Casos Particulares

Podemos determinar de forma analitica solugoes das perturbagoes escalares para
o caso do universo dominado por poeira ou radiagao, sem constante cosmoldgica. Como
dito anteriormente, estamos assumindo perturbacoes adiabaticas, ou seja, I' = 0, logo de
(2.146)

§p = c*oe, (2.175)

sendo ¢ = (g)s o quadrado da velocidade do som nas perturbagoes. Usando (2.175) junto
com a equacao de Poisson relativistica e a equacao para a perturbagao da pressao, temos

a seguinte equacao diferencial
W+ 3H(L+ A + (2R + (143 H? + 21| =0, (2.176)

aqui assumimos também a relagdo ¢ = 1. Vamos agora as solugdes particulares (mais

detalhes [53]). Também, se a pressio depende apenas da densidade de energia, tal que

p = we, com w constante, entdo temos ¢ = w, que é valido tanto para a matéria quanto

s —

para a radiagao.
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Matéria Nao Relativistica

Em um universo plano dominado por matéria com p = 0 temos a o< n?, H =2/n e

¢ = 0. Portanto, a partir da equagao (2.176) temos
6
'+ =" =0, (2.177)
n
resultado na seguinte solucgao
b =Cy+Con?, (2.178)

sendo C e Uy constantes de integracao com respeito a 7. Estas constantes dependem
somente do nimero de onda k. Podemos determinar a solucao do contraste de densidade a
partir desta solucao do potencial Newtoniano. Para isto, usamos a equacao de Poisson
relativistica (2.167) para o caso de um fluido

§ = é — {12+ *n?| + G 18 = kP 7} (2.179)

Em relacdo ao potencial 1) notamos que o modo de nao-decaimento, C;, permanece
constante independentemente da escala, enquanto que o comportamento das perturbagoes
da densidade depende crucialmente da escala k. Em escala de super-horizonte k < H = aH
(kn < 1), que corresponde ao comprimento de onda fisico das perturbagoes Ay ~ a/k ser
muito maior do que o raio de Hubble H~! (embora esta aproximacao corresponda apenas

aos casos particulares apresentados aqui) temos
5~ =207 + 3Cym 7. (2.180)

Negligenciando o modo decrescente, esta relagao em escalas de super-horizonte torna-se

0~ —2).

Agora, considerando escalas de sub-horizonte, kn > 1, temos
2

L . .
e ~ _6(01772 +Con?) = Cit?P + Ot ™ (2.181)

o que esta de acordo com o resultado Newtoniano [53].

Matéria Relativistica

Considerando o universo dominado por matéria relativista com equagao de estado
p = we. Neste caso, temos a 772/(1+3“’) e c? = w, entdo, a partir de (2.176)

6(1+w)

1
"+ T EW +wk*) =0. (2.182)

que tem como solucao

¢ =7 [CLh(Vakn) + CoYy(Vakn)] . b

1 /5+ 3w
- 2.183
2 (1+3w) ’ ( )
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sendo J,, e Y, fungoes de Bessel de ordem b. Considerando escalas de super-horizonte, nas
quais temos y/wkn < 1, e usando a expansao de pequenos argumentos das fungdes de
Bessel, vemos que o nao-decaimento de ¢ é dado por uma constante. Novamente, a partir
de (2.167) temos

§ e =2 (2.184)

As perturbagoes em escalas de sub-horizonte, para as quais /wkn > 1, comportam-se

como ondas com amplitude decrescente

P o Tk (2.185)

A componente de radiacdo (w = 1/3) é um exemplo de matéria relativistica,

portanto, neste caso a ordem das fungoes de Bessel é b = 3/2, logo

o~ La

As perturbacoes de densidade de energia sao dadas por

_ 2 . .
5. = 20, [(2 x;c ) (su;x —cos:c) B sn;x]

_ 2 ;
+4C, [(1 :1:21; ) (COS"E —i—sin:c) + Smx] . (2.187)

sin &

- cosx) + s <CO;$ + Sinxﬂ : (2.186)

T 2

sendo x = kn/+v/3.

2.2.2.6 A Equacado Linear de Conservagao de T},

Agora, vamos derivar as equagoes de perturbacao escalar vindas da divergéncia do
tensor momento-energia. Esta equacao, para cada componente, junto com as equagoes de
Einstein formam um sistema de equacoes a ser resolvido tendo como objetivo analisar a
formacao de estruturas no nivel linear. Em modelos em que V,7 3 = 0, como o caso de
ACDM, com tensor momento-energia dado por (2.86) e equagao de estado p = we, temos

o seguinte sistema de equagoes

0+ 3H (2 —wy) 8y = (14 w,) (3¢ — (9'),), (2.188)

V25,

(&-vi)ly +H(1 - 3wy)(aivi)y + Cg(y) 14w,

~ Vo, — ) =0, (2.189)

com ¢? = g—g (2.175). Aplicando a transformada de Fourier, temos

0y + 3H (2 — wy) 8y = (14 w,) (36" — kV,), (2.190)

k
Vi +H(L — 3w,)V, —cg(y)méy—l—k(ay — ) =0, (2.191)
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Obtemos a equacao (2.188) quando tomamos f = 0 em V,13 = 0. Esta equagio ¢é
denominada Equagdo de Continuidade Perturbada. Enquanto que para (2.189) obtemos
quando 8 = i no divergente do tensor momento-energia. Ela corresponde a Equagao de Euler
no contexto Newtoniano. A equagao (2.189) nos diz que a velocidade das perturbagoes
de cada componente depende do gradiente da soma dos potenciais da métrica e das
perturbagoes do fluido. Em um contexto de perturbagao de fluido perfeito o termo
correspondente a tensdo anisotropica é zero. Mais detalhes consultar [67, 52, 53, 68, 54, 55].
Modelos com V, T 3 # 0 dao origem a termos extras nas equacoes da dinamica do fluido.
Na segao 4 estudaremos um modelo no qual T, nao se conserva. Essa nao conservagao
também pode ser verificada em modelos de interagao no setor escuro (ver, por exemplo,

[21] e sua referéncias).

Agora, vamos considerar o caso de escalas menores que o Raio de Hubble (sub-
horizonte), k > H e um fluido tipo poeira (w = 0). As flutuagdes deste fluido podem
crescer indefinidamente devido auséncia de forca contraria(em geral, a pressao de um fluido
genérico resiste & gravidade e impede o colapso) Vamos entao derivar as equagdes no caso
do universo dominado por poeira, na auséncia de perturbacoes, considerando um pequena
velocidade do som ¢? < 1. Entao de (2.173) temos ¢’ + Hy ~ 0. Assim, com o auxilio

adicional da equagdo de Friedmann, podemos escrever equacao (2.167) da seguinte forma
3
—k*¢ = 5%25. (2.192)

sendo ¢ = 1. Tomando a derivada de (2.192) e substituindo o resultado desta derivada

em (2.190), obtemos no limite de sub-horizonte
§ ~—0. (2.193)

Aqui, usamos o divergente da velocidades das perturbacoes 8 = kV. Perceba que esta
equagao se reduz a equagao de conservacao no limite Newtoniano [25]. Portanto, temos os

seguinte conjunto de equagoes no limite do sub-horizonte
§ = —0, (2.194)
0 = —HO + k*0 + k¢, (2.195)

juntamente com (2.192). Deste sistema de equagdes obtemos a seguinte equagao diferencial

de segunda ordem
o" + H' + (cng — ;7#) §=0. (2.196)

Esta equacdo nos mostra as perturbac¢oes nao crescem se c§k2 - %7—[2 > 0, ou seja, se o
comprimento de onda fisico for menor do que o comprimento de Jeans (comprimento no

qual ocorre o colapso gravitacional),

2ra s
A= — =cCoy/ = 2.197
4 kJ ¢ G€ ( )
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Para escalas menores que o comprimento de Jeans Aj, as perturbacoes sofrem oscilagoes
amortecidas. Neste regime linear a dispersao de velocidade das particulas de matéria escura
é sempre desprezivel. Em relacao aos fétons, temos ¢, = ¢/ V3, de modo que \; ~ H'.
Logo, notamos que o crescimento de perturbagoes é evitado em todas as escalas menores
que o raio de Hubble. Antes da época do desacoplamento, as perturbagoes dos barions
sao amortecidas devido a pressao do fluido féton-bérion, cuja maior contribui¢do vem
dos fétons. Além disso, nesta época a velocidade dos barions é semelhante a velocidade
dos fétons. Apds o desacoplamento os barions estao livres para cair dentro dos pocos de

potencial de matéria escura (mais detalhes ver, por exemplo, [25]).

Agora, quando temos c,k < H, as perturbagoes crescem livremente devido a
gravidade superar a pressao (regime ligado a instabilidade gravitacional). Portanto, em
escalas de sub-horizonte, considerando o caso de um fluido simples sem pressao, a equagao
(2.196)

&+ H — ;’H?(S =0. (2.198)

Lembrando que neste caso temos H = 17!, esta equacao diferencial tem como solucao a

mesma que encontramos anteriormente, dada por (2.181).

2.2.3 Condicdes Iniciais

Até o presente momento derivamos equacoes de evolugao relacionadas as pequenas
perturbagoes escalares na métrica de FLRW. Para que possamos ter um problema de
Cauchy bem estabelecido para estas equagoes diferenciais, precisamos saber quais condi¢oes
iniciais devemos usar. Para isto, consideremos a influéncia de cada componente do fluido em
nosso sistema. Tais condic¢oes sao estabelecidas logo apds o periodo inflacionario. Portanto,
aqui faremos uma andlise resumida para o modelo ACDM seguindo a referéncia [55]. O

resultados apresentados nessa segdo podem ser vistos também [68].

O conjunto de equagdes que mostraremos a seguir, relacionado com as flutuacoes
de temperatura e polarizacao dos fotons, bem como as equagoes relacionadas aos neutrinos,
barions e matéria escura, sao equagoes determinadas a partir da equagao de Boltzmann
[77] (ver também [52, 53, 54, 55, 67, 68])

df _

o =l (2.199)

sendo f a fungao de distribuigao, C[f] um funcional de f que descreve um termo de colisdo
e A um parametro afim. Nao vamos nos preocupar em como determinar esses conjunto de
equagoes aqui, entao recomendamos ao leitor que veja a referéncias citadas anteriormente

para maior esclarecimento. Portanto,
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o Para a flutuagao da temperatura dos fétons (© = %T)

(20 +1)0, + k[(l+ )01 — 1611] = 721+ 1)0,, (1>2),  (2.200)
2
100}, + 2k (3@3 - 3m> — 1070, — 7T, (2.201)
5
VI 4k [2@2 - 47] TV, - V), (2.202)
4
5+ KV, -0 =0, (2209

sendo 7 denominado profundidade dtica (sua derivada no tempo representa a taxa de
interacao foton-elétron) e o indice [ é a ordem do polindémio de Legendre associado
a essas fungoes. O lado direito de (2.202) surge devido a interagdo Compton com
os barions. Nesta equacao, a velocidade é equivalente ao dipolo e ao contraste do
monopolo dos fétons. Além disso, note que a tltima equacao pode ser determinada
também a partir de (2.190).

« Para o campo de polarizacao dos fétons

(20 + 1) + k [(1 + 1)Opusn) = 1Opu-n)| = 721+ 1)0p, (I >2), (2:204)
10@;32 + 2k (3@313 — 2@]31) == 107'/@132 — T/H s (2205)
3@/]31 + k [2@]32 — @po] = 37”@]3 R (2206)
2@/130 + Qk’@pl = 27'/@130 - T/H > (2207)
sendo II = @2 + @Pz + @po.
e Para neutrinos
2L+ DN/ + k(I + )N — N 4] =0, (I>1), (2.208)
On
VT’L + 2kN, — k;z =ky (2.209)
4
5;1 + 3 kV,, — 4@25/ =0. (2.21())

As duas tltimas equagbes podem ser determinadas também a partir de (2.190) e
(2.191).

e Para béarions

A1’ p.,

W+H%_W::w(%_%% (2.211)
b
o+ kV,—3¢' =0, (2.212)
e Para matéria escura
VI+HV. -k =0, (2.213)

8+ kV, =3¢ =0, (2.214)
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As equagdes referentes a matéria escura também podem ser determinadas via (2.190)
e (2.191).

Finalmente, fazemos uso da equacao de Poisson relativistica
3H(¢ + HY) + k¢ = —4nGoa*(el. + €0y + €,0, + €,0,) (2.215)
bem como da equacao para tensdo anisotropica
E? [—¢ + 9] = —327Goa® (6,02 + €,N5) . (2.216)

Nesta tultima equacao escrevemos as tensoes anisotrépicas dos fétons e dos neutrinos em

termos dos seus momentos quadripolares, isto é, o, = 20, e g, = 2/N%.

As condicoes iniciais que devemos determinar, referentes as quantidades ©;, NV,
Ocy Op, Ve, Vi, @ € 1, s@o determinadas em um momento inicial 7; > 0. Estas quantidades
iniciais sdo definidas no regime de super-horizonte. Eles também sao chamados de modos
primordiais para as escalas de interesse observacional hoje devido ao fato de estarem
profundamente inseridas na época em que o universo é dominado pela radiagdo. Por esse

motivo, usamos a aproximagao a o< 7).

2.2.3.1 Equacdes de Evolucdo no Limite de kn < 1

Consideramos a época em que nosso universo ¢ dominado pela radiagao e escalas
de distancias muito grandes, ou seja, kn < 1. Portanto, vamos realizar uma expansao das
variaveis perturbativas em relacao a quantidade k7. Nessas variaveis perturbativas usamos
a expansao Y = X Y™ (kn)", n é a ordem da expansdo. Vejamos isto na equacio de
monopolo de féton (2.203)

4 4
O (k) + VI (k) + ViV (kn)? = 460 (k) (2.217)

considerando a soma até n = 1. Vemos que VW(O) estd acoplado a 5%1) e o) nesta expansao,
ou seja, V., é da ordem de (kn)d, e (kn)¢, por isso é subdominante em relacao a 0, e ¢.

Entao, na ordem mais baixa, temos
r /
0, = 4¢. (2.218)

O mesmo processo é valido para as outras componentes

3= 4¢, (2.219)
& = 4¢ (2.220)
5 = 3¢, (2.221)
5 = 3¢ (2.222)
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Integrando estas equagoes obtemos

5, = 4¢+4C,, (2.223)

60 = 0,45, (2.224)
3

b = L0+ 5, (2.225)

5. = id,y+sc, (2.226)

Nas solugoes acima definimos os modos de entropia ou modos de densidade de isocurvatura
[55], dados por

S,=C,—-4C,, S.=C.-3C, e S,=C,—3C,, (2.227)

Devemos notar também que as quantidades C'’s, e consequentemente S’s, sdo fungoes do

numero de ondas das perturbacoes k, mas sdo constantes em relagao ao tempo 7.

2.2.3.2 Multipolos no Limite kn < 1

Das equacoes relacionadas aos fotons, mais especificamente ao multipolo ©;, pode-
mos notar que ©;,1 ~ (kn)©y, isto indica que cada multipolar é subdominante em relacao
ao anterior. Tal caracteristica também é vista nas equacoes para ©p; e N;. Portanto,

podemos aplicar o limite kn < 1 e obter, para a ordem dominante,

o Para o flutuacao de temperatura dos fotons

(204+1)0) — kl©;_; = 7'(21 + 1), [>2, (2.228)
4
1005 — gk% =7(902 — Opy — Op2), (2.229)
/ 6 /
V. — k:Z” =kU+7(V, = V). (2.230)

o Para o campo de polarizacao dos fétons

(20 + 1)l — klOpg_y) = 72l + 1)Op,  1>2, (2.231)
100}, — 4kOp; = 7' (90 py — Opg — O), (2.232)

30/, — kOpy = 37'Opy (2.233)

20/, = 7'(©py — Ops — Os). (2.234)

Podemos considerar a seguinte aproximagao —7’ oc a™2 o 12 [55]. Esta aproximagao
indica que a taxa de interacao féton-elétron diverge quando n — 0. Tal conclusao é
plausivel dado que o universo torna-se mais denso a medida que recuamos no tempo, logo

mais interagoes ocorrem. No entanto, para que as perturbagoes nao divirjam, as funcoes
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que aparecem multiplicando a derivada da profundidade éptica devem desaparecer quando

n — 0, ou seja:

@l:@plzo, l>2, (2.235)
O3 = Opy = Opg = Opy =0, (2.236)
V,=V. (2.237)

Este resultados nos dizem que o acoplamento entre elétrons e fétons é tao eficiente que
elimina o quadrupolo e os momentos (de mais alta ordem) das flutuagdes de temperatura
e todos os momentos de polarizacao. Além disso, vemos também que os fétons e barions

estao firmemente acoplados num tnico fluido com velocidade V, = V},.

Agora, aplicando o limite kn < 1 nas equagbdes dos neutrinos temos

@+ DN —kIN;., =0, 1>2, (2.238)

Vo — k:if = k1. (2.239)

A partir destas equagoes podemos ver que V,, ~ (kn)d,, Na ~ (kn)?6,, e assim por diante. No
entanto, os multipolos da temperatura de neutrinos nao sao nulos e, portanto, precisamos
determinar condigoOes iniciais para todos eles. Em acréscimo, podemos determinar uma
relagao entre esses multipolos de neutrinos, para isso, supomos, na ordem mais baixa, a

seguinte solucio N; = ¢;(kn)' [55], sendo ¢; uma constante arbitraria. Substituindo essa

solucdo em (2.238) obtemos ¢; = ﬁcl_l. Isto nos leva ao seguinte resultado
No= Ry [>2 (2.240)
ST e = ‘

Isto nos indica que basta conhecer a condicao inicial sobre N que assim podemos determinar

as condigoes iniciais para todos os multipolos subsequentes dos neutrinos.

Em relagao a velocidade dos neutrinos V,, podemos usar (2.219), (2.220), (2.230) e

(2.239), e encontrar V. = V", que tem como solugao’

V,=V,. (2.241)

2.2.3.3 Equacdes das Velocidades de Bérions e CDM

Tomando a mais baixa ordem em kn nas equagoes (2.212) e (2.213) obtemos

4nt!
IV + V= (k) = =BV, = V). (2.242)
nV! +V,— (kn)y =0. (2.243)

9 A forma geral desta solucdo seria Vy, = Vi + gn, sendo ¢, uma fungao de 7. Esta quantidade g, é

denominada fluxo de calor relativo dos neutrino, que para nosso fluido assumimos como sendo zero.
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Consideramos a aproximagao n7'p,/p, x 1/a* oc 1/n* [55], verificamos que a velocidade
dos barions nao sofrera divergéncia, quando n — 0, se assumimos que V, = V. Esta

condicao nos leva ao seguinte resultado

nV! + V., = (kn)y, (2.244)
nVy + V= (kn)i. (2.245)

Portanto, notamos a partir destas equacoes a velocidade da matéria escura e dos barions

sao subdominantes com relacao ao potencial .

2.2.3.4 Equacdes de Campo no Limite kn < 1

Agora, vamos determinar a forma das equagoes de campo de ordem linear no regime
kn < 1. Para isto, consideremos a equacao de Friedmann
3H? 3

ArGa® = — = — 5 -
2E¢0tal 2Et0tall)

(2.246)

Definimos a fragao de densidade R; = % para cada componente do fluido, tal que
R, + R, + R. + R, = 1. Mas, uma vez que aqui estamos no universo dominado pela

radiacao, os fotons e os neutrinos dominam, portanto a seguinte aproximagao é valida
R, +R,~1. (2.247)

Desta maneira, podemos escrever a equacao de Poisson relativistica da seguinte forma
=2n¢’ —4¢ — 2¢ = 4C, + R, S, + RSy + R.Se, (2.248)

aqui negligenciamos termos de (kn)?. Nesta época a fragao de densidade de neutrinos vale
R, = 0.4089 [55].

Agora, sendo Oy = 0, a equagao para tensao anisotropica fica
(kn)*(—=¢ +¢) = —12R,N> (2.249)

derivando duas vezes esta equacao
8

207 [+ Gl + AR [=¢' + ]+ K [=¢" + 0] = —c Rk,
8 9 On
= —p Rk (zp + 4> : (2.250)
simplificando k? e derivando novamente temos
/ / /! I /1 n 8 / /
6[=¢"+ 9] +6n[=¢" + 0" +07 [-¢" + 9" = = R (' + ¢) | (2.251)

sendo usado ¢/, = 4¢’ e notando que R,, é constante quando a radiacdo domina.

Portanto, obtivemos uma equacao diferencial que relaciona unicamente os campos

¢ e 1. Mais a frente veremos como resolvé-la.
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2.2.3.5 Modo Primordiais Adiabaticos

Como dito anteriormente, vamos considerar somente sistemas adiabaticos em nosso
trabalho. Os modos adiabaticos sao definidos quando S, = S, = .5, = 0. Neste sistema,
somente C, # 0. Portanto, os contrastes de densidade ficam

1 1 1 1

.= =0p = =0, = =0, = C, . 2.252

g0 =g = h = =0t (2.252)
A partir de (2.248)

—2¢ —n¢g' — =2C,. (2.253)
Combinando este resultado com (2.251) e obter
" + 120%¢" + 4 (9 + iRy> ne” + 8 (3 + an) ¢ =0. (2.254)
Esta equacao pode ser resolvida de forma exata uma vez que R,, é constante. Suas solugoes
sao
¢ = constante o n’gi%\/@, o 717 (2.255)

O tnico modo nao decrescente € a solucao ¢ = constante. Esta é a solucao a ser considerada.
. L _ 541 /1 82Rn
As demais solucoes sdo modos decrescentes, tal que, os modos ¢ o n 2F2V1I=75" 530

complexos se R,, > 5/32.

Desta forma, dado C, e ¢, encontramos a partir de (2.253) que ¢ também é
constante. Usando estes resultados nas equagoes (2.250) e (2.253) podemos determinar os
¢ e 1 em termos de (., e a relagao entre esses campos,

2C,(5+2R,) 100,
15+ 4R, ’ 15+ 4R,’

Devemos notar que a presenca de neutrinos por R, impede ¢ = 1. Comparando com os

b= b= ¢ =1 (1 + an> (2.256)

resultados de [68], C, corresponde a —2C' desta referencia.

Portanto, podemos agora determinar as outras condicoes iniciais. Para o contraste

de densidade dos fétons

20C
O = — 70— 9y 2.257
O modo primordial do momento quadrupolar dos neutrinos é
k2n2
= . 2.258
Ny =y (2258)

Vejamos agora os modos das velocidades. Acabamos de determinar que as condigoes
iniciais nos dizem que ¢ ~ (kn)°, entao se V. ~ Vj ~ (kn)® também, as equacoes (2.244) e
(2.245) tornam-se, na ordem mais baixa,

nV,+V.=0, (2.259)
nVy +V,=0. (2.260)
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As solugoes sao V., x V, % Essas solugoes nao sao admissiveis porque divergem para
n — 0. Isso significa que realmente precisamos de V. ~ V}, ~ (kn), na ordem mais baixa.

Substituindo este ansatz novamente nas equagoes (2.244) e (2.245), encontramos

ko

Ve=Vy=—

Logo,

k
Vn:v,yzvbzvc:ﬂ,

(2.261)
Devemos notar que todos os modos dependem da mesma constante C.,, que sao
as perturbagoes, geradas em uma época inflacionaria e que influird nas perturbacoes da

métrica e nas inomogeneidades presentes no universo.

Podemos estabelecer uma valor para C., via mecanismo de inflagao. Recomendamos
o leitor a referencia [55] onde encontramos tais resultados. Podemos também relacionar

esta constante com R (2.148) e ¢ (2.149). Do calibre Newtoniano temos

Ry0y + Ry, + Rl + Ry,

R=- ota. = —
¢+ Hvotar € € ¢+ 3+R7—{—Rn

(2.262)

A velocidade indicada por vy na0 é a soma dos v’s dos componentes individuais, uma
vez que a decomposicao do EVT nao é feita diretamente em v;, mas sim no tensor

momento-energia perturbado 67°; tal que
5T ;(total) = (£ + p)v;(total). (2.263)

Logo, vipta € definido por meio de uma média ponderada com peso € + p. Portanto, no

modelo com quatro componentes, temos

4R»Y/U»Y + 4R, v, + 3R.v. + 3Ryup

otal — 2.264
Frotal 3+ R, + R, (2.264)
Agora, usando v = —¥ e (2.261), obtemos a relagao
ARV, + 4R, V, + 3R.V, + 3R,V v

R=—¢p——— =—¢——. 2.265
¢ kn(3+ R, + R,) ¢ 2 ( )

Encontramos o mesmo resultado para <. Logo, temos a seguinte relagao
R=¢= v C 2.266
=s=—¢—5=0,. (2.260)

Com isso mostramos como a constante C, estd relacionada com as perturbagoes de
curvatura. Além disso, provamos que esta perturbacoes de curvatura sdo iguais e constantes

em grandes escalas cosmoldgicas para perturbagoes adiabaticas.
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2.2.4 Problemas em Aberto no Modelo ACDM

O modelo padrao da cosmologia reproduz satisfatoriamente alguns fendémenos
observacionais como a expansao acelerada do universo, a CMB, oscilagoes acusticas
baridnicas, distor¢ao no espaco de redshift, dentre outros. Além disso, sabe-se que o modelo
ACDM possui relativo sucesso observacional, denominado em varios momentos como
modelo de concordancia, uma vez que prevé resultados que estao de acordo com os testes
feitos no fundo homogéneo e isotrépico e testes feitos no nivel perturbativo. Entretanto,
apesar das inimeras previsoes e explicagoes, ela descreve incorretamente alguns fenémenos,
tendo assim a necessidade de introduzir conceitos como matéria e energia escuras. Como
dito anteriormente, a hipotese da matéria escura surgiu da tentativa de consertar falhas da
RG para descrever curvas de rotacao de galaxias, bem como efeitos de lentes gravitacionais
produzidos por aglomerados de galaxias. E a energia escura como sendo a responséavel pela

expansao acelerada do nosso universo.

Na verdade, se o modelo ACDM estiver correto, cerca de 95% da matéria total
do nosso universo deveria estar na forma de densidades de energia que nao interagem
eletromagneticamente. Uma composi¢ao tao estranha levou alguns a especular sobre a
possibilidade de que a RG (o pilar do modelo ACDM) pode néo ser, de fato, a teoria da
gravidade correta para descrever o universo em grande escalas de distancia. O universo
escuro pode ser apenas mais um sinal de que precisamos ir além da teoria proposta por

Einstein.

Vamos falar brevemente de alguns problemas que estao presentes no modelo padrao
da cosmologia [55] (ver também [52, 53, 54, 55, 67, 68])

e Problema da Constante Cosmolégica: A RG prevé o mesmo comportamento
dindmico entre a constante cosmoldgica A, vista como uma componente geométrica
pura, e a energia do vacuo. No entanto, existe uma inconsisténcia entre a previsao
tedrica da energia do vicuo (através de teoria quantica de campos) e o resultado

observacional. Este é denominado de problema de ajuste fino da constante cosmologica.

o Problema da Coincidéncia Césmica: Sabemos que a densidade de energia da
matéria diminui com a3, enquanto que a densidade de energia associada a constante
cosmoldgica é constante. No entanto, o problema vem do fato de que atualmente

essas duas densidades sao da mesma ordem de grandeza. Dos resultados que tivemos

Q-3
ara”. Logo, com os

dados observacionais [1], encontramos que esta razao é da ordem 1 para o universo

até aqui, a razao entre essas duas densidades nos leva a i—’;\”‘ =

atual. No entanto, dada a dependéncia do fator de escala, notamos que este fato
s6 foi alcancado "recentemente'. No entanto, nao exite nenhuma razao para que
essa equivaléncia entre matéria e energia escura se dé somente agora, pois, como

mostrado anteriormente, o modelo ACDM nao prevé uma interacao entre os fluidos



2.3. Dados Observacionais 65

césmicos, desta forma a dinamica de cada fluido é completamente independente. Isto
¢é extremante intrigante, pois se a constante cosmolégica tivesse dominado o universo
antes do que sabemos, as estruturas nao teriam tido tempo para se formar, por outro
lado, se a constante cosmologica tivesse dominado depois, o universo seria mais jovem
do que algumas de suas estruturas mais antigas (como os aglomerados globulares).
Algumas abordagens entendem que esta coincidéncia césmica nao é exatamente um
problema [78]. Entretanto, a fisica ndo gosta de coincidéncias, desta forma, investigar

este problema nos de alguma luz sobre a natureza da energia escura.

o Tensoes Cosmoldgicas: Essa tensoes sao problemas técnicos que envolvem o
modelo padrao. Isso acontece quando as observagoes de diferentes fontes de dados
fornecem restrigoes diferentes até um nivel de confianca de 68% ou 95%. Existe
tensdo entre a determinagao de Hy em baixo redshift e de alto redshift (CMB) (veja
um resumo em [18]). Além disso, existe uma tensdo na determinagio de og (veja um

resumo em [19]).

2.3 Dados Observacionais

Agora, apresentamos algum dos conjuntos de dados observacionais usados para
validar dada teoria cosmolégica. Damos foco a este conjunto de dados, pois o mesmo foi

utilizado para a andlise do modelo cosmoldgico apresentado na se¢ao 4.

2.3.1 Supernova Tipo la

As supernovas tipo Ia (SNe Ia) sdo as ferramentas mais diretas para estudar a
aceleracao cosmica. Elas sao as ferramentas usadas para descobrir diretamente a aceleragao
do nosso universo [14, 15]. Tais objetos possuem um brilho intenso e caracteristico,

permitindo assim que sejam usadas como velas padrao.

Em geral, se defini para objetos luminosos, com fluxo de luminosidade f conhecido,
a magnitude relativa a soma da contribuicao de todo o espectro eletromagnético, chamada

de magnitude bolométrica aparente,
m = —2.5log(f)+ C, (2.267)

sendo C uma constante que determina a escala de medida da magnitude aparente. Podemos

reescrever esta relagdo em termos da distdncia de luminosidade, definida em (2.64), como

L
L

Agora, podemos definir a chamada magnitude bolométrica absoluta que representa o valor

da magnitude aparente na qual a distancia do objeto até o observador seja de 10pc, ou
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seja,

m = —2.5log ( +C. (2.269)

L
47(10pc)?
Através da diferenca desta duas magnitudes, podemos escrever o médulo de distancia,

1= 5log l(z +1) /OZ ;(zzl’)

Esta é a quantidade crucial para a analise de dados de SNe Ia. Note que nesta equacao

] — 5log(h) + 42.384. (2.270)

incluimos a distancia de luminosidade (2.69). Neste trabalho sera usado o conjunto completo
de dados do PANTHEON [5], que conta com 1048 dados.

2.3.2 Oscilagdes Acusticas Barionicas

Antes do desacoplamento a taxa de espalhamento Thomson era muito alta. Desta
forma, os fétons estavam fortemente acoplados aos barions, formando o que chamamos
de fluido féton-barion. Essa interacao exerce uma pressao dos fétons nos barions. Em
contrapartida, dado que a matéria escura nao interage eletromagneticamente, nao ha
pressao de radiacao sobre ela, ocorrendo somente a aglomeragao gravitacional da matéria
escura, que interage gravitacionalmente com a matéria baridnica, atraindo-a. Entretanto,
neste periodo de forte acoplamento entre os barions e foton, o colapso gravitacional dos
barions é impedido. Num palco no qual a gravidade e a for¢a de pressao da radiacao

medem “forcas” hé o surgimento de oscila¢oes neste fluido féton-barion.

Com a recombinacao e o universo se expandindo, a escala de energia dos fotons
se torna menor que 0.25eV. A partir disto, a taxa de espalhamento Thomson é reduzida
drasticamente, levando ao desacoplamento entre os barions e a radiacdo,' parando assim,
as oscilagoes acusticas. No entanto, tais ondas deixam marcas que podem ser medidas
hoje. Em relacao aos barions existe tal caracteristica em distancias cosmologicas. Podemos

quantificar isto através da combinagio de parametros [79)]
1/3
Dy(z) = |(1+ 224 ——| | (2.271)
H(z)
tal quantidade é denominada média geométrica. Esta quantidade é medida em relacao a
escala do horizonte do som dada por
c.da

rs(z) = c/oa ZH(a) (2.272)

Para nossa analise usamos os dados a partir de 6dF Galaxy Survey [6] e BOSSDR12
[7]-

10 Quando usamos o termo desacoplamento, estamos nos referindo ao instante em que o livre caminho
médio dos fétons supera o raio de Hubble.
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2.3.3 Distorcdo no Espaco de Redshift

Distorcao no Espaco de Redshift ¢ uma importante sonda quando queremos analisar
estruturas em grandes escalas cosmolégicas. De forma geral, essas medidas quantificam
o campo de velocidade das galdxias [8, 9] (distor¢oes da distribuicao das galdxias no
espaco redshift gerado por seus movimentos peculiares caindo em diregao a regioes densas).
Esta importante sonda é sensivel a taxa de crescimento das perturbagoes de densidade
da matéria, que depende da teoria gravitacional e fornece medidas de og que dependem
do potencial gravitacional, através da quantidade fog(a) = f(a)o(a), sendo f a taxa de

crescimento, dada por

dln .
Ha) == ((la)

e o(a) definida como a dispersao do campo de densidade em uma determinada escala

comdvel R [80]

(2.273)

00 dk
o*(R,a) = / W2(kR)A (k,0) (2.274)
0
sendo W (kR) denominada funcao janela e
A*(k,a) = 47k Ps(k, a) . (2.275)

com Ps(k) sendo o espectro de potencia relacionado aos campos de matéria. A fungao
og(a) é a fungdo o(a) quando assumimos a escala comével R = 8h~'Mpc, enquanto que
os e o valor avaliado hoje[80]. Comumente pode-se escrever
0(a)

O (2.276)

o(a) = og

O dados de distor¢ao no espago de redshift podem ser obtidos medindo a proporg¢ao dos

monopolos e quadrupolos do espectro de poténcia do espago redshift que depende de

p = f/b [81], sendo b o bias, definido pela teoria linear (veja [82, 83, 84]). A combinagao

fos(a) é independente do bias, uma vez que toda a dependéncia nesta combinagao é

cancelada [10]. Podemos ver em [82] que esta combinacao ¢ uma ferramenta muito usada

quando queremos estudar formacao de estrutura em modelos alternativos a ACDM. Se,
por exemplo, usamos (2.276) e (2.273), teremos a seguinte combinacao

08

fos(a) = maﬁaé(a) . (2.277)

Utilizamos em nossa andlise o conjunto de dados apresentados na tabela VI de [10].

Estes dados dependem do modelo fiducial usado pelas colaboragdes para converter angulos

e redshift em distancias para avaliar a funcao de correlagao. A correcao fiducial, em termos

do redshift, ¢ implementada como [10]

_ S 2.278
HIid(z)d)" () ( )
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sendo? =1,..., N, com N representado o niimero total de pontos e fid indica a cosmologia
fiducial usada para medir esses pontos. Desta maneira, usamos essa corre¢ao para construir
a funcao de distribuicdo de probabilidade dos parametros do modelo no contexto dos

conjuntos de dados fog. Para a construcdo de x7,, usamos [10]

fas(zz',Pj)

Vi(zmpj) = fogi — q(z)

(2.279)

sendo fog; é o valor i—ésimo ponto, enquanto fog (2;, p’) é a previsao tedrica e p/ é o

numero de parametros a serem restringidos. Entao,
Xioy = V'C;V? (2.280)

sendo C’Zgl o inverso da matriz de covariancia dos dados, dada por

o? 0 0
C;cjotal —| 0 CXVlggleZ 0 ... |,
0 0 ceeo%

. WiggleZ
com o; os erros associados aos dados e Cj; 88

6.400 2.570 0.000

1072 | 2,570 3.969 2.540
0.000 2.540 5.184

OWiggleZ _

v

a matriz de covariancia associada aos dados de WiggleZ [85].

2.3.4 Radiacdo Césmica de Fundo

A anélise dos dados da radiagao césmica de fundo (CMB) serd feita utilizando os
dados obtidos pelo satélite Planck [1]. A anélise desses dados é de extrema relevancia no
cenario cosmoldgico atual, uma vez que eles conseguem restringir certos parametros com
uma grande precisao. A seguir, mostramos um breve resumo tedrico relacionado a esses
dados [52, 86, 87, 53, 88, 55, 1].

2.3.4.1 Espectro da CMB

Até a recombinagao a evolucdo da matéria escura e da matéria barionica sao
diferentes, uma vez que os barions estao fortemente acoplados com os fétons. A partir da
recombinacao os fotons se desacoplam dos barions e viajam livremente em nossa dire¢ao
de todas as direcoes. Esses fétons mantém a meméria dos processos que sofreram antes e

depois da superficie de ultimo espalhamento.

Podemos calcular os anisotropias de temperatura (©) na ultima superficie de

espalhamento (ver, por exemplo, [52, 53, 55]). Observando as anisotropias na CMB podemos
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compreender varias caracteristicas do universo. Para isto, escrevemos as flutuagoes de
temperatura como uma funcao sobre uma esfera, portanto, é mais facil descrever estas

flutuagoes através de harmonicos esféricos Y, (p), tal que

O(x,7,D) Z Z (X, 1) Yo (D) (2.281)

=1 m=—1

p define a diregao no céu (6., Peew) € 0s coeficientes ay, (x,n) contém todas as informagoes
sobre as flutuagoes de temperatura. As informagoes cosmologicas sao determinadas nos
multipolos com ¢ > 1 (ver, por exemplo, [52, 53, 55]). Gragas a ortogonalidade dos

harmonicos esféricos, temos
/ QY (5)Yim(P) = oG (2.282)

sendo Y* o complexo conjugado de Y e d€2 = d cos 0.¢,dd¢,. Logo, obtemos
d’k
(2m)?

Supondo isotropia estatistica, o valor esperado de a;,, é zero, enquanto que sua a

am(en) = [ e [ aQy (9)00en.p) (2.283)

variancia é dada por
(@) = 01O O - (2.284)

O valor esperado de a;, ¢ calculado sobre infinitas realizagoes do universo. Contudo,
como s6 podemos observar um universo, a média do conjunto pode ser substituida, gragas
ao principio ergdédico [55], por uma média sobre as diregdes do céu, supondo que as
propriedades estatisticas do universo sejam todas iguais em todas as dire¢oes. Isto é
equivalente, no espago multipolar, a uma média sobre m, pois espera-se que todos os
a;n, tenham a mesma variancia para cada valor de [, com —! < m < +I. Logo, podemos

construir C;, um estimador do Cj real, como

. 2.2
z 2l—|—1 Z almazm ( 85)

m=—I1
Este estimador tem uma varidncia, chamada varidncia césmica, intrinseca a defini¢ao do

préprio estimador e muda com [, uma vez que [ pequenos tem menos m do que [ altos

(N(m) =20 + 1)

AC,  C -G 2
_ — - 2.2
C, C, 20 +1 (2.286)

Agora, vamos relacionar a;,, com os momentos multipolares das anisotropias de
temperatura observados hoje ©,(k, 79). Considerando que as flutuagoes de temperatura de
uma unica onda plana possa ser decomposta como

Ok, p.n) = Y (~i)' (2 + DOr(k. ) Ap- h). (2.287)

l
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O polinémio de Legendre, P}, esta ligado aos harmonicos esféricos pela relagao

47 !

Bi(k-p) = > Y ()Y (k) - 2.288
5) = 5y 3 Vi) (2.289)
Podemos reescrever (2.283) como
&k .
ay, = A / G @l Y, (). (2.289)

Portanto, pode-se mostrar que a varidncia C; = {ay,ay,) pode ser relacionada com os

momentos multipolares das anisotropias observadas hoje como [52, 53, 55]

@l(ka 770)

2 [ 2
) = f/ dk:k:2P¢(k:,O)|
™ Jo

™ (2.290)

o campo ¢, estd ligado com as perturbacoes primordiais e Py ¢ o espectro de poténcia

primordial. Portanto, medindo o espectro de poténcia de temperatura CMB é possivel
obter informagoes tais como do universo primordial e, por exemplo, sobre como este evoluiu

antes da recombinacao.

Além disso, sabemos que os fétons da CMB sao linearmente polarizados e, obser-
vando a sua polarizacao, é possivel extrair informacoes complementares sobre a evolugao
do universo. De fato, os fotons da CMB sao polarizados via componente quadrupolares
de temperatura que podem ser originados tanto por perturbacoes escalares quanto por
perturbacoes tensoriais de ondas gravitacionais produzidas por uma inflacdo primordial
[52, 53, 55]. E possivel descrever a polarizacio da CMB através dos modos E e modos B,
distinguidos pelo padrao de polarizagao em torno de um ponto considerado no céu. Para o
caso de um modo E, a polarizacao é paralela ou perpendicular a direcao de propagacao da
onda. Para o modo B, a polarizagao é girada em 45°. Quanto a temperatura, as informa-
¢oes cosmoldgicas podem ser obtidas a partir dos espectros de poténcia de polarizacao e
também de suas correlagoes cruzadas com temperatura. Logo, podemos definir os seguintes

espectros de poténcia angular

It = (aFal ), (2.291)
CFF = (ajFal’ ), (2.292)
CPP = (a;Bal ), (2.293)
Cr'e = (ailal ), (2.294)
Cl'? = (ailal ), (2.295)
CEB = (a;Eal ) (2.296)

Espera-se que as correlacoes cruzadas TB e EB desaparecam devido ao fato de B ter
paridade oposta a T e E. O modos disponiveis na pesquisa Planck [1] sao TT, EE e TE.
Na figura 1 (plotes retirado diretamente de [1]) podemos ver os espectros de temperatura

e de polarizacao.
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Figura 1 — Graficos do espectro de poténcia de temperatura e polarizagao da radiacao
cosmica de fundo, retirados de [1].

Lenteamento da CMB

A diregao de propagacao dos fotons da CMB é desviada por regioes nas quais se tém
variagao espacial de gravidade. Essas regioes de variacao de gravidade sao, basicamente,
as estruturas que existem no caminho dos fétons da superficie de ultimo espalhamento
até nos. Desta maneira, estudar lenteamento nos daria uma ideia da distribuicao dessas

estruturas.

O lenteamento gravitacional que afetam a CMB, podem ajudar a melhorar signifi-
cativamente as restrigoes sobre varios pardmetros cosmoldgicos (como podemos ver, por
exemplo, em [1]), podendo quebrar importantes degenerescéncias nos parametros cosmolé-
gicos. Portanto, estudos com dados de lenteamento da CMB possibilitam reconstruir a

distribuicao da matéria apds a ultima superficie de espalhamento.

Podemos relacionar o campo de deflexdo de lenteamento, d, com o potencial de
lenteamento, ¢, através da equacao como d = V. No espago harmonico, a deflexdo e o

potencial de lenteamentos dos multipolos estao relacionados pela seguinte equagao
d" = —iJI(l+ 1), (2.297)

e, portanto, os espectros de poténcia, C¢ = (d"d™) e Cf? = (p"¢™*), sdo dados por

Cit =11+ 1)CF%. (2.298)






73

3 Topicos de Gravitacao Estendida

Com os problemas relacionados ao modelo ACDM, modelos alternativos vém sendo
estudados e testados como forma de explicar e descrever a dindmica do nosso universo. No
entanto, o teorema de Lovelock [89, 90] garante que as tinicas equagoes derivadas a partir
de uma agao local e contendo no méaximo derivadas segundas na métrica, em um espago
de quatro dimensoes com densidade de Lagrangiana da forma £ = £(g,,), sdo as equagoes
de Einstein. Logo, se queremos descrever uma teoria da gravitagao que possua equagoes
diferentes de RG, devemos adicionar mais graus de liberdade em nossa densidade de
Lagrangiana, ou seja, escalares, vetores ou tensores. As bem conhecidas teorias estendidas
da gravitagao (ETGs) [22] sdo exemplos de abordagens baseadas na adi¢ao de invariantes
de curvatura de ordem superior (por exemplo, R?, R,,, R*", RwagR“”aﬁ ) e campos escalares
nio minimamente acoplados a geometria (como ¢*R). Os tltimos termos podem ser vistos

como corre¢oes ou ampliagoes de RG.

Este capitulo tem como objetivo analisar brevemente o formalismo e as implicagoes
cosmologicas de algumas classes particulares de ETGs, em particular duas dessas classes,

a teoria f(R) e a teoria escalar-tensorial (mais detalhes ver [22, 23, 24, 25]).

3.1 Parametrizacoes Generalizadas

Antes de comegar a discutir teorias que vao além do modelo padrao, vamos introduzir
alguns parametros que sao relacionados diretamente a estes modelos (indicamos ao leitor

a referencia [91] para mais detalhes).

Qualquer modificagado genérica, porém linear, da dinamica das perturbacoes es-
calares em relacao ao cenario de ACDM pode ser representada pela introdugao de dois
novos graus de liberdade nas equacoes de campo lineares. Estes graus de liberdade sao
obtidos da seguinte maneira. Em ACDM, apds a igualdade radiagao-matéria nao exite
mais tensao anisotrépica presente e as equagoes de Poisson relativistica e a equacao para

a tensao anisotropica tornam-se,
—k?¢ = drGa*eA, p=1. (3.1)

aqui usamos o contraste de densidade invariante de calibre

) KV

A55+3<1+§> . (3.2)
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Os dois graus de liberdade sao introduzido quando reescrevemos o sistema (3.1) como

—k*¢ = 4nGQ(a, k)a’EA (3.3)
¢

” =n(a, k). (3.4)

O comportamento nao trivial de () e n pode ocorrer devido a algum agrupamento associ-
ado a componente de energia escura ou alguma teoria que estenda a RG. Nos modelos
alternativos a RG, a funcdo Q(a, k) representa um efeito de blindagem (screening) devido
a modificacoes locais da gravidade e modifica efetivamente a constante de Newton. Nos
modelos dinamicos de energia escura, () representa o agrupamento adicional devido as
perturbagoes na componente de energia escura. Por outro lado, a fungao n(a, k), que deno-
minamos de slip gravitacional parametriza a tensao anisotropica efetiva que é introduzida
ou por modelos de energia escura ou modelos de gravitagdo estendida. Devemos notar que
seu valor em ACDM ¢é n(a, k) = 1.

Dada teoria alternativa ao modelo padrao, a dependéncia no fator de escala e no
tempo das fungdes @ e n(a, k) podem ser derivadas e suas previsoes sao projetadas no
plano (@, n) (veja, por exemplo, [92] para uma visdo geral das previsoes para diferentes

modelos alternativos ao modelo padrao).

Agora, é interessante notar que usando as equagoes (3.3) e (3.4), as equagoes de

dindmica de fluido, (2.188) e (2.189), podem ser expressas da seguinte forma [93]
/=14 (n@)9 _xQQ—S(lnH)’/Qi

A = QA 3.5
:132Q+%Q 2 x2Q+%Q aH’ (3:5)
3
0 =—0— faHQQA, (3.6)
2 U
aqui a linha “/” representa a derivada com relacdo a Ina. Também temos 6 = kV,

zg = k/(aH/Q) e Q = Q(a) (lembre que este é o pardmetro de densidade do fluido).
Note que é Q/n que modifica o termo fonte da equagdo 6 e também o crescimento de
A. Junto com as equagdes (3.3) e (3.4), estas equagoes de evolugao formam um sistema

fechado para (A, 0, ¢,1) que pode ser resolvido para determinado (@, 7).

A influéncia do fator de escala é modificada por ), de maneira que, agora, o
comprimento de z¢ determina o comportamento de A. Em escalas de sub-horizonte, sendo

xg > 1, encontramos

A"+ 24 (InHY| A = 3Q(a)QA (3.7)
n
e = —aHA'. A equagdo de crescimento é modificada apenas pelo fator ) /n. Na escala
super-horizonte, tal que zg < 1, temos
2 (InH') 1
AN=—-1/n—14+MQNA+ — — .
3 Q
0 = —0— -QaH-—=A. 3.9
Qa1 (39)
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@ e n agora criam um termo adicional de arrasto na equagao de A, exceto se n(a, k) > 1.
Em [93] podemos ver também que os potenciais da métrica evoluem de forma independente
e sao invariantes de escalas sob escalas de super-horizonte, desde que zg — 0 para & — 0.
Isto é necessario para que a perturbacao da curvatura comével, ¢, seja constante em escalas

de super-horizonte [91].

Como observado acima, a combina¢ao )/n modifica o termo fonte na equacao de
crescimento. Além disso, as velocidades das perturbacoes seguem gradientes do potencial
Newtoniano, 1, e portanto, a comparacao destas velocidades com o campo de densidade

também ¢é sensivel a @) /n. Logo, definimos

Y =Q/n = —k*) = 4nGa®Y (a, k)EA. (3.10)

Por outro lado, lentes fracas, por exemplo, medem (¢ + 1) /2 tal que

S =101 +1/n) = ;Y(n 1) = G+ ) = 87Ga’S(a kEA.  (3.11)

1
2
Um resumo de diferentes outras varidveis utilizadas pode ser visto em [94].

Qualquer combinacao de duas varidveis do conjunto (7, @,Y, ) é uma alternativa
valida para o par (Q,n). Acontece que o par (Y,X) é particularmente bem adaptado
quando os dados de CMB, lentes fracas e estrutura em larga escala sao combinados por

serem menos correlacionados que outros [95, 96]. Em [97] os autores encontram resultados

independentes de escala para o slip gravitacional.

3.2 Teoria f(R)

3.2.1 Consideracdes Iniciais

As chamadas teorias f(R) generalizam a agdo de Einstein-Hilbert tornando esta
acao uma funcao mais geral do escalar de Ricci. Elas foram intensamente estudadas e
possuem varias revisoes [98, 99, 100, 101, 102, 24, 22, 25]. O interesse por tais teorias
foi estimulado nas décadas de 60, 70 e 80 observando que a quantizacao dos campos de
matéria em um espago-tempo nao quantizado pode levar a tais teorias [103], que podem
ter melhores propriedades de renormalizagao [104] e que podem levar a um periodo de
expansao acelerada no inicio da histéria do nosso universo [105]. Mais recentemente, estes
modelos tém sido de consideravel interesse como uma possivel explicacao para a expansao

acelerada tardia observada no Universo.

Como dito anteriormente, as teorias f(R) sdo caracterizadas por uma simples

generalizagdo da acao de Einstein-Hilbert, logo,

S= 21}{2/]?(1%)\/—_9 d'z + Slg, Y] (3.12)
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sendo k? = 87G. Devemos notar que esta acao preserva a covariancia geral e a invariancia
de local que estao dentro de RG. Além disso, os campos de matéria em S,, obedecem a
equacoes de conservagao padrao e, portanto, a métrica g, corresponde ao referencial fisico

( também chamado de referencial de Jordan[24, 22, 25]).

Existem algumas abordagens para derivar as equagoes de campo da agao (3.12). A
primeira abordagem ¢ denominada de formalismo métrico no qual a conexao I'g, ¢ definida
em termos da métrica g, (conexdo de Levi-Civita). A outra abordagem é denominada de
formalismo de Palatini o qual trata a métrica e a conexao como campos independentes
na teoria, sendo a acdo um funcional desses dois campos. Existe também a chamada
abordagem métrica-afim na qual considera-se novamente a métrica e a conexao como
campos independentes, como no formalismo de Palatini, mas agora a agao da matéria ¢é
uma fungdo tanto da métrica quanto da conexao (ao invés da apenas da métrica, como é o
caso em Palatini e no formalismo métrico). Aqui, estamos interessados em nos concentrar
na dindmica descrita pelo formalismo métrico, portanto, variando a ac¢ao (3.12) em relagao

a métrica g, encontramos

1
F(R)R, — §f<R)9W ~ V. V.F(R) + gOF(R) = °T,,, (3.13)

com F(R)=0f/0R eOd=¢g"V,V,. O traco da equagao (3.13) nos fornece
30F(R) + F(R)R — 2f(R) = &*T , (3.14)

sendo T = g"T},, o trago do tensor momento-energia. Note que recuperamos RG quando
f(R)=Re F(R) =1, de forma que o termo JF(R) em (3.14) desaparece.

As teorias f(R) derivadas da abordagem variacional métrica podem ser transforma-
das conformalmente em um referencial no qual as equagoes de campo da teoria assumem a
forma de equacoes de Einstein mais um campo escalar minimamente acoplado (referencial
de Einstein)[23, 24, 22, 25]. Desta forma, aplicamos a transformagao conforme sobre a
métrica, G, = 2?g,, (o til representa a quantidade no referencial de Einstein), tal que
[24, 25]

P =F(R). (3.15)
Assim, definindo a varidavel
N 3
kP = ilnF, (3.16)

a agdo (3.12) no referencial de Einstein é [25]

R B
S = /d%\/—g {WR A V(@)} Sl F Y], (3.17)
sendo
~ F—
vgy = B =1 (3.18)
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Desta maneira, devemos notar que teorias derivadas de uma ac¢ao da forma (3.12) podem
sempre ser levadas a RG com um campo escalar minimamente acoplado e com um

acoplamento nao métrico aos campos de matéria, desde que F' # 0.

Nas proximas subsegoes apresentamos alguns resultados interessantes encontrados

na literatura sobre a dindmica cosmoldgica de fundo e linear para as teorias f(R) [25].

3.2.2 Cosmologia

Como mencionado, a motivagao inicial para o estudo da gravidade f(R) veio de
consideragoes cosmolégicas a respeito das fases iniciais do Universo, incluindo a presenga
de uma singularidade primordial e a expansao inflacionaria. Um importante trabalho
neste contexto pode ser visto em [106]. No presente, grande parte da motivagao vem da
necessidade de explicar a aparente expansao acelerada do Universo que é observada nos
tempos atuais. Dadas as varias contribuicoes e revisoes a cerca da exploracao de modelos
f(R) presentes na literatura, o escopo desta se¢do é apresentar as principais previsoes
e resultados a cerca da cosmologia neste modelo. A viabilidade de modelos dentro da
proposta f(R) no espago-tempo de FLRW é estudado em [107] e [108].

Utilizando a métrica (2.160) escrita em termos do tempo conforme, juntamente
com o tensor energia momento para um fluido perfeito dado em (2.21) na equagao de

campo (3.13), as equagoes de Friedmann modificadas sao

1 2
Ho= o l87rGa25 - %( f—RF) - BHF’] : (3.19)

M- H' = — o (8nGE 4 8nCp+ F — 2HF) (3.20)

para o fundo cosmolégico. Aqui é valida a conservacao do tensor momento-energia (2.45).

Para ordem linear, as componentes (0-0) e (0-i) de (3.13) fornecem, respectivamente,

V2 — 3H(¢ + Hy) = 2; [SnGansa + V35F
+3(H'6F — HOF') + 3F' (2HY + ¢') |, (3.21)
, F’ 1 , _ 4nGa® ,_
lqs +HY+ 5 — oS (OF - ’H(SF)] = (E (3.22)

N2

Além disso, o trago da equagdo (3.13) gera

SF" + 2HOF' — 2(H? + H)OF — V25F + 2F¢" + 3(2HF — F') (¢ + ')

2 20°F
IrGa (0= — 36p) — a

+2(2F(H? + H') = 2HF' — F")p = SR, (3.23)

em que

6R = —52 (v% —2V%¢ + 6(H* + H') + 3H(3¢ + ') + 3¢”) : (3.24)
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Além disso, o trago e a parte sem trago da componente (i, j) das equagoes de campo deste

modelo sdo dadas, respectivamente, por

2F¢" + (2FH + F') (26 + ) + 2(F(H? + 2H') + HF' + F"))

~V2(F(¢p— ) — 0F) — §F" — HSF' + (2H* + H')6F = 87Gép, (3.25)
b—1) = 5}5 . (3.26)

De modo geral, as equacoes de campo acima podem ser escritas em termos dos

pardmetros apresentados na se¢ao 3.1, e como pode ser visto em [109] e [110]

_ 1 (1 +4(fRR/fR>(k/a>2> R 2(frr/fr)(k/a)’
fr \1+3(frr/fr)(k/a)? L+ 4(frr/fr)(k/a)?’

com a quais podemos tirar algumas conclusoes qualitativas a respeito do comportamento

(3.27)

geral de modelos f(R). Propostas vidveis para modelar energia escura a partir de modelos
f(R) foram construidas para ter massa, M = 1/(2fgr), grande bem no meio do periodo
da evolucao do Universo dominado pela matéria, ou seja, frr > 1 e fr =~ 1 para R > H,.
No Regime (frr/fr)(k/a)? < 1, ou ainda M?fp > k?/a? se obtém Y ~ 1 e n ~ 1. Com
isso a evolucao da perturbacao da densidade é similar ao obtido em RG. Em tempos
tardios, no qual temos (frr/fr)(k/a)? > 1 [25] os parametros Y ~ 4/(3fr) e n =~ 1/2, e

a taxa de crescimento das perturbagoes da matéria é maior do que no modelo ACDM.

Independentemente da proposta, qualquer modelo candidato a gravitacao modifi-
cada deve ser confrontado com as observagoes. Para sondar a expansao de fundo de um
universo de FLRW, por exemplo, pode-se investigar as posicoes do pico do espectro das
flutuacoes da temperatura da CMB e das Oscila¢oes Actsticas de Barions. Portanto, as
observagoes dessas quantidades permitem que a forma da a(t) seja restringida. Entretanto,
devido a liberdade na escolha de f(R), tais observages nao sao capazes de falsear a forma
mais geral dessa teoria diretamente. Portanto, para ir mais longe usando as observacgoes
cosmologicas, deve-se considerar modelos especificos. Para ilustrar, podemos considerar o

modelo de Hu & Sawicki [111], por exemplo, que é descrito por

2 A ( RQ)R
f(R)=R-m . (%y , (3.28)
2

em que m? = k?py/3, sendo py a atual densidade média de massa-energia e ¢; e ¢y sdo

parametros livres a serem determinados pelas observacoes e, para o espago-tempo plano,

dados por
1-Q, n /12 -l
- _ (== 9 3.29
= Qm fRO <Qm ) ’ ( )
1-Q,
C1 = 6 Co, (330)

Qi



3.3. Teoria Escalar-Tensorial 79

em que fro é fr avaliada hoje. Ou seja, o modelo possui dois parametros livres, fro €
n. No trabalho [112] os autores fizeram uma andlise dos conjuntos de dados da CMB e
Oscilagoes Actsticas Barionicas mais recentes, bem como restrigbes independentes na
relacdo entre a amplitude de agrupamento de matéria og e a densidade de matéria €2,,
das contagens de nimeros de aglomerados de galaxias de Planck Sunyaev Zeldovich (PSZ)

[113], obtendo a principal restrigao
| frol < 3,7x 1075, (3.31)

com intervalo de confianca de 95%, para Q,, =0, 291f8:88§ eog =0, 798f8:88§. Em [112]
nao é fornecida a restricao sobre o parametro n, pois, de acordo com os autores o efeito de

n nos observaveis cosmoldgicos é muito mais suave do que o efeito induzido por fro.

3.3 Teoria Escalar-Tensorial

3.3.1 Consideracdes Iniciais

As teorias escalares-tensoriais sao provavelmente os exemplos mais simples de
modelos alternativos de gravitacao, além de serem uma das alternativas mais intensamente
estudadas na literatura [23, 24, 22, 25]. A implementacao de campos escalares como
mediadores da gravitacao, junto com a métrica, tiveram seu inicio na teoria de Brans-Dicke
[114], que tentou reviver o principio de Mach, segundo o qual a inércia de um corpo é
o resultado de sua interacao com relagao a distribuicao de massa global no universo, e
também incorporou a ideia de Dirac de que a constante gravitacional Newtoniana varia
no tempo. A teoria de Brans-Dicke é um caso particular das teorias escalares-tensoriais.
Com a descoberta da aceleragao césmica estas teorias foram e sdo intensamente estudadas
como uma forma de generalizar a constante cosmologica assim como explicar o problema
da constante cosmolégica e o problema da coincidéncia césmica [115, 116, 117, 118, 119,
120, 121, 122, 25]. Desta maneira, a agdo que representa as teorias escalares-tensoriais é

dada por

S = [dev=g [0, B) — Q04" VoV + Sulo, Y] (3.32)

aqui assumimos unidades tais que x = 1. Esta acao inclui uma ampla variedade de teorias,
dentre elas estao teoria de Brans-Dicke e a teoria f(R). A correspondéncia com a teoria
f(R) esta na escolha de f(p, R) = f(R) e Q@ = 0, enquanto que a teoria de Brans-Dicke estd
na escolha de f = ¢R e Q = wpp/y, sendo wpp chamado de pardmetro Brans-Dicke[114].
Além disso, podemos generalizar a teoria de Brans-Dicke adicionando o potencial U(p) a

acao original, ou seja, f = @R —2U(p) e Q = wpp/ .

A agdo (3.32) estd escrita no referencial de Jordan, no entanto, podemos realizar

uma transformacao conforme sobre a métrica de tal forma que esta acdo possa ser escrita
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no referencial de Einstein[23, 24, 22, 25]. Logo, a acdo (3.32) pode ser transformada para

o referencial de Einstein através da seguinte escolha

0

2— =

R). (3.33)

Para que o fator conforme seja uma fungdo apenas de ¢ consideramos teorias tais que a

fungao f(p, R) tenha a forma
fle, R) = F(p)R—=2U(p) . (3.34)
Desta forma, no referencial de Einstein a a¢ao (3.32) toma a forma [25]
1. 1 ~ ~
Sp = [ diov=; [QR A ANA S V(\If)} S (F G T) (3.35)

Novamente, levando em considera¢ao a agdo (3.35) o tensor momento-energia nao é

conservado [24, 22]. Para escrever esta acao com termo cinético candnico usamos

3(F,\* Q
q/_/dcp\/z(F)JrF. (3.36)
O potencial é escrito como
U
V(0) = 7 (3.37)

O termo F, representa a derivada de F' com relacao ao campo ¢. Neste referencial o
campo escalar se acopla a matéria dando origem a uma interacao de quinta forca. Desta
maneira, a fim de descrever a for¢a do acoplamento introduzimos a seguinte quantidade
(ver [25])

~1/2
F.y F_[3/F.\2 O]"
r=_tw_ T (*") ol . 3.38
oF QFL ) TF (3.38)

Aqui, vamos considerar teorias escalares-tensoriais nas quais I' é constante (teorias f(R)
sdo um exemplo em que este acoplamento é constante). Desta forma, a partir de (3.36) e

(3.38) encontramos

AN
F=e2 ¢ Q=(1-6I'H)F <> : (3.39)
de
Portanto, a agao (3.32) no referencial de Jordan fica [25, 123]
1 1
5= [dy=g [QF(W)R — (1= 6T F(0)g"V, UV, ¥ - U(\If)} + Slg, 1] .
(3.40)

Lembrando que estamos considerando aqui teorias do tipo (3.34). Devemos notar que no

limite em que I' — 0 a agdo (3.40) se reduz a a¢do de um campo escalar ¥ minimamente
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acoplado a gravidade, com o potencial U (V). Entretanto, se consideramos a transformagao
conforme g, = F(¥)g,, na agao no referencial de Jordan (3.40), obtemos a ac¢do no
referencial de Einstein (3.35) com um acoplamento constante I' [25].

—2I'v

Agora, através da definigio ® = F = e é facil ver que a agao (3.40) é equivalente

a acao de Brans-Dicke mais um potencial U

S = / d'zv—g B@R - “’;DD gV, BV, D — U(D)| + Smlg, Y], (3.41)

de maneira que, o acoplamento constante I' e o parametro de Brans-Dicke se relacionam

pela seguinte equagao [123, 25]

1
342 = —. 3.42
+ 2wpp or2 ( )
Devemos notar que no limite em que I' — 0 (RG) temos wpp — 00, como esperado
25, 114].

Agora, considerando que a acao (3.41) seja um funcional de g,, e ®, a variacao

desta acao com relagdo a estes campos nos fornece

1 | 1 1
By = 59uB = 5T = 590U + 5 (VuV,@ = g,09)
1
+%D 0PI, P = 299" Vo OV 50| | (3.43)
U
(3 + 2wpp)0P +4U(P) — 20 =T (3.44)

Podemos determinar a relagao entre a teoria de Brans-Dicke com as teorias f(R)

considerando a seguinte correspondéncia

d=F(R) e U®) ==[R®F—f(R®). (3.45)

(NN

Portanto, é facil ver que a teoria f(R) corresponde & uma teoria de Brans-Dicke, com
wpp = 0, mais um potencial U. Além disso, podemos substituir este valor de wgp em

(3.42) e determinar o acoplamento I' para teorias f(R), no formalismo métrico, que vale
I =-1/v6 [25].

A seguir apresentamos alguns resultados interessantes encontrados na literatura
sobre a dinamica cosmolégica de fundo e linear para as teorias escalares-tensoriais, em

particular para a teoria de Brans-Dicke.

3.3.2 Cosmologia

O modelo de Brans-Dicke, como foi originalmente proposto em [114], tem a agao

na forma (3.41) com U = 0. Com esta restri¢ao, com a métrica de FLRW (2.14) e o tensor
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energia momento (2.21), a componente (0-0) de (3.43) leva a

@’ 87TGG WBD P’ 2
2
— A4
7—[—1—7—[ 3D €+ G (@)’ (3.46)
e a equagao (3.44) fornece
8rGa?
" +2HPY = —————(6 - 3p). 3.47

Nas expressoes acima, as dimensoes foram retomadas para que ® seja adimensional. Além
disso, a relacdo entre € e p é dada pela equagao de continuidade na forma usual. Para as
perturbagoes escalares, utilizando a métrica no calibre Newtoniano (2.160) e introduzindo

a perturbacdo ® — ® + J®, se obtém, para a componente temporal de (3.43)

7\ 2 2 /
od <®> +®—w—95®’

2 2 / 2 wWBD
= (V20— 3H0' —31%0) + 5 5

a2d

o' o
lv%cp +3H 0% + 30/(¢/ + 2HY) - 3%5@’] %5 _ BTG g g

Ca2® O

e para (3.44)

8rGa?

V20D — 2HOP' — " 4 20" + &' (4HY + 3¢ + ) = ————
2wpp + 3

(0e —3dp). (3.49)
Além disso, se obtém as restrigoes

2. 1 / BDCI)/ 8t _  _

¢—¢:?-

(3.51)
Varios trabalhos foram feitos desde a publicacao do modelo de Brans-Dicke. No contexto
cosmolégico, por exemplo, os autores de [124] utilizaram dados das anisotropias da radiacao
c6smica de fundo, incluindo os da Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) [125], e
obtiveram a restricdo wpp > 120. A restricao cosmoldgica atual é wgp > 890 reportada em
[126]. E importante mencionar que o limite mais rigoroso é obtido a partir de observagoes
no Sistema Solar com medigoes utilizando a sonda Cassini [127], fornecendo um limite

inferior de wgp > 4 x 10%.
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4 Modelo com G e A Dependentes de Escala

4.1 Consideracoes Iniciais

Neste capitulo vamos analisar em detalhes uma classe de modelo de gravitacao
estendida inspirada em efeitos de Grupo de Renormalizacao (GR) em grandes escalas
cosmolégicas. Nesta abordagem, a constante gravitacional G e a constante cosmoldgica A

variam de acordo com certa escala.

Efeitos do grupo de renormalizacao na gravitagao em grandes distancias (astrofisicas
ou cosmoldgicas) nao sao uma novidade e podem ser vistas a partir de diferentes abordagens
(por exemplo, [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42]). Eles
incluem abordagens dentro de gravitacao quéntica (como gravitacdo assintoticamente
segura,') teoria quantica de campos em espago-tempo curvo e fenomenologias que enfatizam
os vinculos dos dados observacionais e simetrias cldssicas. Sendo mais especifico, no
contexto de teoria quantica de campos em espago-tempo curvo, precisamos complementar
a acao Einstein-Hilbert com termos de derivadas superior com o objetivo de quantizar
adequadamente o setor da matéria. Estes termos de derivada superior sao dinamicamente
relevantes em pequenas distancias, mas sua importancia diminui a medida que estas
distancias aumentam. Pode-se mostrar que seus acoplamentos possuem fluxos de GR triviais
no infravermelho (ou seja, tornam-se, de fato, constantes)[128, 129]. Este comportamento
¢é semelhante ao da eletrodindmica quantica, em que, no limite do infravermelho, o
acoplamento torna-se constante [130, 131]. Entretanto, os dois acoplamentos da gravitagao,
G e A, ndo precisam ter o mesmo comportamento e podem variar no infravermelho (ver,
por exemplo, [33]). Embora os acoplamentos para gravitacao possam variar em contextos
diferentes de outros acoplamentos, nao se sabe exatamente como variam. Os obstaculos por
tras desta questao estao em duas etapas, determinar a relagao entre esses acoplamentos
e a escala, que chamamos de u, e a relagao desta escala com as quantidades fisicas do
sistema em anélise, tal relacdo denominamos configuracao de escala (ver, por exemplo,
(28, 31, 132, 133]).

Desta forma, vamos analisar o cendrio cosmolégico desenvolvido em [2]. Conside-
rando que GG e A nado se comportam mais como constantes em distancias astrofisicas ou

cosmoldgicas, consideramos duas hipoteses principais

i) Em grandes escalas cosmoldgicas, deve existir uma descrigao efetiva que esteja

totalmente dentro da estrutura classica. Em particular, deve haver uma acao classica

L Do inglés asymptotically safe gravity.
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completa capaz de descrever efetivamente os efeitos nos quais GG e A dependem de

escala, em grandes escalas cosmologicas.

ii) Consideramos uma escala p que é essencialmente uma medida das perturbagoes do
espago-tempo. Esta escala foi apresentada de forma covariante em [39], que pode ser
vista como uma extensao covariante de uma escala baseada no potencial Newtoniano
[38, 134], que por sua vez estende outros casos de distribuigdes continuas de matéria
[28, 31].

Vale destacar que nossa hipdtese i) é uma extensao da abordagem de “acdo aprimorada”
descrita em [28]. As informagoes relevantes sao colocadas em uma agao classica, incluindo
o significado da escala (ver também [135]). Além disso, outra possibilidade é implementar
esses efeitos & nivel das equagdes de campo da RG[28, 37, 136, 137]. Neste caso, nao
se considera uma agao completa, ou até mesmo nao se parte de uma agdo. Ja em [138],
parte-se de uma acao e encontra-se equagoes de campo similares ao caso em que as fungoes
que representam G e A sao implementadas no nivel das equagoes de campo. Para tanto,

utiliza-se um campo externo que implementa uma simetria conforme.

Destacamos o fato de que nosso trabalho [2] é o primeiro & aplicar a escala covariante

em cosmologia.

Para a cosmologia, distinguimos duas classes de escalas: aquelas com base no tempo
cosmologico t e aquelas baseadas no nimero de onda das perturbacoes, k. Em particular, a
classe que depende do tempo cdésmico inclui escalas que sao fungoes do parametro Hubble
[139] (ver também [31, 29, 140]). De maneira que, para tratar de fendmenos préximos a
singularidade, parece natural considerar os efeitos das escalas baseados no tempo (assim,
havendo efeitos no fundo cosmoldgico). Entretanto, especialmente para tempos tardios,
as escalas baseadas no niimero de onda podem ter um papel relevante. Para selecioné-la,

consideramos também que esta escala

a) E explicitamente covariante no espago-tempo (¢ um escalar), sendo uma propriedade
bem-vinda para que possamos inserir esta escala na acao efetiva e, assim, lidar com

perturbagoes cosmoldgicas;

b) Nos leva a uma dindmica diferente da RG e das teorias de gravitacao estendida que
apresentamos na se¢ao anterior. Por exemplo, escolher u = f(R) leva & f(R) padrao
[133, 141];

¢) Nos diga que, fenomenologicamente, é razodvel que os possiveis desvios estejam no
nivel perturbativo, levando em consideragao o sucesso geral do cenario cosmolégico

padrao.
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Com o cenario descrito acima, vamos mostrar que um quadro dindmico consistente
dentro da cosmologia requer o uso de uma segunda escala [2] (métodos com multiplas
escalas ja foram analisados e podem ser encontrados em [142, 143, 144]). Esta segunda

escala, entretanto, é fixada a partir da consisténcia dindmica do modelo.

Portanto, como fizemos em [2], comegamos por rever a agao apresentada em [39]
ampliando-a para um ntmero arbitrario de escalas. Mostramos que, dada a métrica de
FLRW plana mais perturbagoes escalares no calibre Newtoniano, a forma mais natural
e consistente para segunda escala é uma func¢ao do trago do tensor momento-energia do
fundo cosmolégico. Em seguida, mostramos os resultados que os vinculos cosmoldgicos
atribuem a nossa teoria, apresentando primeiro os resultados qualitativos obtidos em [2] e,
depois, os resultados obtidos por analise estatistica de selecdo de parametros. Esta analise
estatistica é feita através do codigo cosmolégico CLASS [4] (devidamente modificado para
esta abordagem) combinado com o c6digo estatistico MCMC-MontePython[44]. Este teste
observacional é feito através da andlise conjunta dos dados de supernova Tipo Ia 2.3.1 com
dados de dados de oscilagoes actisticas barionicas 2.3.2, dados de distor¢ao no espacgo de
redshift 2.3.3 e dados de CMB 2.3.4.

4.2 Implementacao de Dependéncia de Escala na Gravitacao no

Nivel de Acao

Dedicamos esta se¢do a uma breve revisao dos desenvolvimentos feitos em [39],
em que os autores apresentam uma abordagem na qual as informagoes importantes para
implementar a dependéncia de escala sao totalmente codificadas na agao. Enfatizamos
também a importancia de ter uma agdo completa para descrever um determinado fenémeno.
Como mencionado, formas de incluir esse dependéncia de escala nao é uma novidade, e

nas referéncias [28, 31, 30, 38, 145, 146] os autores argumentam a favor da seguinte ac¢ao?

1 R —2A
167 G

Sg] V=gd'z, (4.1)

que incluem a dependéncia de escala em grandes escalas cosmoldgicas. Em (4.1) G e
A nao sdo constantes, sdo campos escalares externos (ou seja, ndo sdo consideradas a
variagdo em relacdo a G ou A). A forma das fungoes G' e A sdo determinadas a partir
de argumentos de GR. Devemos notar que, embora esta simples agdo tenha algumas
propriedades interessantes [28, 31, 38], nem todas informagoes fisicas relevantes estao
incluidas nela. Perceba que em (4.1) as dependéncias de escala de G e A nao sdo explicitas
e, além disso, esta agdo nao nos fornece o significado fisico da escala (a configuracao da

escala). Todas essas informagoes sdo anexadas nas equagoes de campo.

2 Aqui assumimos que ¢ = 1.
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Colocar todas as informagoes relevantes na agao é importante para compreender a
dindmica e simetrias do sistema, que sao, independentemente da microfisica subjacente,
vistas como efetivamente classicas em grandes escalas cosmologicas. Em geral, colocar as
informagoes no nivel das equagoes de campo nao é equivalente a colocar as informagoes na
agao e proceder com a variagao completa da mesma (este é o caso, por exemplo, de sistemas
vinculados). Para sistemas classicos fechados (mesmo que de forma efetiva) espera-se que
exista uma acao completa. Além disso, a utilizacdo de uma agdo incompleta limita nossa
analise. Por exemplo, as consequéncias dindmicas da invaridncia por difeomorfismo da

acao tornam-se obscuras no caso de uma acao incompleta.

Para que se possa ter a configuracao de escala no nivel da agdo, bem como a relagao
entre 4 e outras quantidades fisicas do sistema, os autores em [39] argumentam a favor da
acao

5=/ [ B2 Al sl )| vt + 5., (42)

sendo S = S|g, 1, A, T]. Lembrando que T representa os campos de matéria. Como esté
explicito em (4.2), G e A dependem da escala u, que deve ser vista como um campo
fundamental. Deve-se notar que p pode ser visto na a¢ao (4.2) como um campo auxiliar,
pois resolver a equacao p — f = 0 e proceder com a variagdo em todos os campos, leva
as mesmas equacoes de campo que manter p e configurar a escala depois, no nivel das
equagoes de campo (isto estd demonstrado no apéndice de [39]). Observamos a escala nao
deve ser um novo campo independente com sua prépria dindmica (tal argumento pode ser

encontrando também em [135]).

Em geral, a acdo (4.2) impoe uma relacao entre as fungoes G e A [39] (ver também
28, 31]), tal relagao estd indiretamente relacionada a invariancia por difeomorfismo e
a conservacao do tensor momento-energia[39]. Se estabelecemos a forma de uma destas
fungoes considerando argumentos naturais inspirados em efeitos de GR, isto é suficiente
para fixar a outra, que podemos encontrar a partir das equagoes de campo (ou seja, a

partir da exigéncia de que tenhamos um quadro classico consistente).

De forma geral, estes efeitos nao dependem necessariamente de uma tnica escala.
Tais métodos com dependéncia em varias escalas podem ser encontrados em [142, 143, 144].
Como veremos na proxima secao, a aplicacao da agao (4.2) a cosmologia pode exigir mais
de uma escala. Vamos rotular essas véarias escalas por j,. Neste caso, a agdo (4.2) pode

ser estendida de forma direta como

Slan A T = Sl 114 - [ |20 Sl = ol V) Vgt (0

Omitimos os indices quando escrevemos as dependéncias de fungdes ou funcionais em (4.3),

portanto, o que temos na acao acima é A(p) = A(uq, po, ...). A variagdo desta agdo com
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relagdo aos seus campos fundamentais resulta nas seguintes equagoes (ver apéndice A)

gaﬁ + Agaﬁ + faﬂ = SWGTaﬁy (44)
4,0 _ YMm
167 / PoY \ﬁd B (4.5)
Hp — fp - O, (46)
0 A 0
22 2 _REGT =) 4
oy G RaﬂpG g D

a linha indica dependéncia na coordenada z’, ao invés de . Do sistema acima, temos
gaﬂ = Gag + GDG_lgag -GV VﬁG_l (48)

fap = —Z/Apégaﬁ\ﬁd‘* / (4.9)

Lembrando que a definigdo do tensor momento-energia é dada pela equagao (2.17). Para

este sistema, a variacao da agao S, em relacdo aos campos de matéria nao é zero, devido
a dependéncia da fungao f, em relacao a T. Logo, a invariancia por difeomorfismo da agao

de matéria S,, fica
0 = cSmlg, Y]
_ / ( Tog/=gV°¢° + 10 T) diz

- / (vaTaﬁ\/—gﬂ / X 5];{’ \/Tg/d‘*g;'aﬁ) d'e. (4.10)

Notamos que a violagao da conservacao do tensor momento-energia requer que algum A\,

nao seja zero.

Em [39] foram considerados sistemas mais simples do que o sistema cosmolégico
com perturbagoes que é tratado aqui. Para tanto, em [39], uma tinica escala p foi suficiente
e o multiplicador de Lagrange correspondente A = 0 no nivel das equacoes de campo,
implicando assim na conservagao do tensor momento-energia. Mas, como mostraremos, para
a cosmologia encontraremos uma modesta violacao da conservagao de momento-energia

devido um multiplicador de Lagrange do conjunto A, nao ser nulo.

4.3 Abordagem em Escalas Cosmolégicas

De forma semelhante aos modelos cosmolégicos tratados anteriormente, assumimos
que o universo em grandes escalas cosmolédgicas pode ser descrito por uma métrica de fundo
espacialmente plana, homogénea e isotrépica, mais perturbagoes. Ou seja, consideraremos
para nossa andlise a métrica, no calibre Newtoniano, dada por (2.160) com o objetivo de

estudar a formacao de estruturas nesta abordagem.



88 Capitulo 4. Modelo com G e A Dependentes de Escala

4.3.1 A Escala Principal

Como mencionado, consideramos uma escala p que pode ser escrita como um
escalar, de tal forma que possamos inseri-la explicitamente na a¢ao. Consideramos o caso
em que tal escala estd diretamente ligada as perturbagoes cosmoldgicas (ou seja, ligada ao

nimero de onda k). Estas escolhas foram motivadas por trés consideragdes

i) Existe uma candidata a escala que satisfaz estas condigoes, que é a escala proposta

em [39] e que serd detalhada a seguir;

ii) Como ja vimos, modelo ACDM enfrenta algumas problemas, mas alcangou sucesso
relevante em um grande classe de fendomenos cosmoldgicos e astrofisicos. Portanto,
modelos cosmologicos cujas equagoes de dinamica de fundo sao as mesmas da ACDM,
mas com diferengas no nivel perturbativo, parecem promissores e merecem ser

investigados;

iii) E uma possibilidade, até entdo, ndo investigada em cosmologia.

Embora a proposta em [39] possa ser vista como uma extensao de varias outras
propostas, em particular da proposta para galaxias em [31, 38, 145], o modelo cosmoldgico
apresentado em [31], e em alguns outros trabalhos que possuem equagdes de campo
semelhantes (por exemplo, [137, 138]), é diferente do modelo cosmolégico proposto aqui.
Os limites de outros modelos cosmoldgicos, independente da forma adotada para GG, nao
se aplicam em nosso caso. Como exemplo, os limites por BBN (Big Bang Nucleosynthesis,
ver, por exemplo, [52, 55]) foram avaliados para um modelo cosmoldgico com efeitos de
GR em [137], mas estes limites ndo se aplicam a abordagem que estamos tratando aqui,

pois as equagdes de fundo nao possuem dependéncia de escala.

Consideramos que o conteido do nosso sistema é composto pelo fluido descrito
por (2.86). Devemos notar que este fluido, que possui quadrivelocidade dada por U®, é
composto por tensor momento-energia de um fluido perfeito (que contribui na dindmica

do fundo cosmolégico), somado com as perturbagoes de cada componente do fluido.

A escala principal, que chamamos aqui como pu;, é definida como sendo uma
funcao de um certo escalar W. Este escalar foi introduzido em [39] e é uma fungao da
quadrivelocidade do fluido U®, da métrica g,3 ¢ de um certo tensor denotado por v,z.

Desta maneira, temos

= f(W), (4.11)
W = UUP(gap — Vo) - (4.12)

Como definido, W é uma medida escalar da diferenca g,3 — Va3, de maneira que o tensor

Vap fornece a geometria de referéncia para essa diferenca. Para completar esta interpretacao,
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Vap NA0 deve possuir um termo cinético e deve aparecer apenas dentro de W. Todas estas
afirmacoes sao assumidas a partir de agora. A principal motivagao que nos leva a escolha

de W é que o fundo possa vir a ser preservado em nosso sistema.

As equagoes acima particularizam a dependéncia geral de f; = fi(g, ), pois agora
temos f; = f1(W(g,U,~)). Como a definigdo de pu; é feita no nivel de acgdo, as equagdes
de campo dependem em geral da variacao de f; em relacao aos campos Y. Pode-se notar
isso a partir das equagoes (4.4), (4.5) e (4.9). Esta caracteristica estd ausente em outras
implementagoes do GR em que o ajuste da escala ¢ feito no nivel de equagdes de campo,
mas entendemos isso como uma necessidade quando se busca uma agao com todas as

informagoes dindmicas (incluindo a configuracao da escala).

O tensor 7,4 entra na ac¢ao (4.3) como um campo fundamental, sendo um dos
campos que compoem o conjunto de campos Y (note que U® é outro campo que também
faz parte de T). Desta maneira, vamos verificar como estd a estrutura atual de nossa agao.
A métrica de referéncia 7,3 ¢ um campo que s6 aparece dentro da f;. Definimos T como
sendo o conjunto de campos que inclui todos os campos T exceto a métrica de referéncia

Yap (OU s€ja, 5?/5%5 = 0). Portanto, podemos reescrever a acao (4.3) como

S[g, M, )\, s T] = Smateria[Q» ?] +

1 R —2A(p)
+167r /

+ Al = AN+ DN [y — fo(g, D] | v=gd*z (4.13)
G(u)
Ressaltamos que W nao é um campo fundamental nesta acao, ele é uma funcao de g,z,

p>2

Yap € U (ou seja, W = W(g,U, 7)), e a quadrivelocidade U* é um dos campos que faz

parte do conjunto T.

Uma consequéncia relevante da utilizacao do 7,3 como campo fundamental na agao
(a0 invés de um campo externo), é que a variagdo da agao com respeito a vy,5 implica que
A1 = 0. Mostramos isso explicitamente na proxima subsegao. Portanto, isto implica que o
ajuste da escala no nivel da agao ou no nivel das equacoes de campo nos leva as mesmas

equagoes de campo. Esta tltima afirmacao é valida para a escala ;.

No contexto das estruturas locais (por exemplo, sistema solar, galdxias,...), uma
escolha natural para a métrica de referéncia 7,5 seria a métrica Minkowski (7,4), de
tal forma que, longe do sistema g,s torna-se assintoticamente Minkowski e W torna-se
assintoticamente zero. Portanto, neste contexto e em um referencial comével, W pode ser

escrito como?

W= UOUO(QOO - 7700) X goo — Moo - (4-14)

Portanto, W é o potencial Newtoniano computado em referencial comével (além de

um fator 2 e corregdes de ordens superiores). Essa escolha do potencial Newtoniano foi

’ * . . . ~ . ,
3 O simbolo = indica que nossas quantidades estdo sendo calculadas no referencial comével
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utilizada no contexto de galdxias e do sistema solar e pode ser vistas nas referéncias
(38, 134, 147, 148, 149] (além de um caso tipo-estrela analisada em [39]). Este escalar
também constitui uma extensao de algumas outras configuragoes de escala considerados

no contexto de uma particula pontual (por exemplo, [28, 31, 145]).

Em um contexto cosmoldgico, e de acordo com a motivagao de utilizar uma escala
baseada principalmente no nimero de onda das perturbagoes k, consideramos solugoes

nas quais a métrica de referencia 7,5 ¢ o fundo cosmolégico, ou seja

Yap = gaﬂ . (415)

Portanto, utilizando o elemento de linha (2.160), obtemos

« 1 _
W= ﬁ(goo - goo) =—-29. (4-16)

Esta é a mesma escala utilizada nas outras referencias citadas acima, sendo em esséncia o

potencial Newtoniano.

Em nossa abordagem nao serd necessario especificar mais a fungao f;, o passo
importante é mostrar sua dependéncia, como na equacao (4.11). Com este cendrio, estes
efeitos serao sensiveis e mudarao as perturbacgoes cosmologicas, mas as equacoes de fundo

nao dependerao delas.

4.3.2 Cosmologia de Fundo

Se em determinada regiao do espago-tempo temos W = 0, entdo G e A nao

dependerao da escala, ou seja, devem ser constantes naquela regidao. Portanto, temos
G’W:(] = GO (S A|W:0 = Ao . (417)

sendo Gg e Ay constantes. Estas condigoes serao utilizadas como condi¢oes de contorno

que levam a solugbes tnicas no vacuo.

Uma vez que a dependéncia da acao em relagao a 7,3 ¢ somente através de f;
(4.11), isto implica, a partir das equagoes de campo, que A; = 0 no nivel das equagoes de
campo [39]. De fato, usando 7,4 no lugar de T na equagao (4.5), o lado direito é zero,

portanto,

dfr
4 1 arrB
/Al(w - J-gdia = LU =g, (4.18)

Uma vez que assumimos % # 0 e como as outras quantidades nao podem ser zero, a

solugao é

A = 0. (4.19)
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Lembremos que as equagoes de fundo sao determinadas negligenciando todas as
contribui¢oes de primeira ordem ou ordens superiores na métrica. Neste regime, a equagao
(4.7) junto com as equagoes (4.17) e (4.19) implicam que todos os multiplicadores de
Lagrange sao zero no fundo, (A, ~ 0). Consequentemente, as equacoes do campo de
matéria (4.5), tornam-se simplesmente 65,,/dT ~ 0. Além disso, uma vez que temos no
fundo fos = 0 e Gop = Gap, a equagao (4.4) torna-se as equagdes de campo de Einstein.
Isto completa a verificacao de que, no fundo cosmoldgico, ndo ha dependéncia de escala
(no sentido de que a forma das equagoes sao as mesmas de RG no fundo cosmolégico).
Ressaltamos que este resultado ndo tem dependéncia de como G e A dependem das
escalas p,, nem sobre a forma precisa das fungoes f, (configuragao de escala), com excegao
de p1 = fi(W). Uma segunda escala também sera necesséria, mas isso nao muda este

resultado (nem pode).
Portanto, nossas equagoes de Friedmann sao as mesmas equacoes do modelo ACDM.
Logo*
3H? — Aoa® = 87Goa’e, (4.20)
OH' + H? — Aopa® = —87Goa’p. (4.21)

4.3.3 A Relacdo entre G e A no Vacuo

A estrutura apresentada até este ponto é suficiente para derivar a relagdo de G e A
na auséncia de fluido usual. A generalizagdo para muitas escalas (inspiradas em efeitos de

GR) nao altera a relagao derivada em [39] (que assume uma tnica escala).

Como no fundo cosmolégico a RG ¢é valida, entdo, no vacuo (T, = 0),
R =4A,. (4.22)

Portanto, a partir da equagdo (4.7) e até a primeira ordem das perturbagoes

0 0
— A =AGyp—G™. 4.23
i “o5 (4.23)

Dada condigao de contorno (4.17), a solugao geral da equagao acima é
A= AGoG'. (4.24)

Inserindo a solu¢do acima na equagdo (4.7), mas considerando outros valores para p,

podemos concluir que, no vacuo, A, = 0. Portanto, sem mudancas na solugao acima.

4.3.4 A Relacdo entre G e A na Presenca de Matéria

Diferente do caso anterior, aqui vamos considerar a presenca de um tensor de

momento-energia 7,3 na dinamica do sistema. Com o auxilio das equagoes de fundo

4 Lembrando para qualquer quantidade X, X indica seu valor no fundo cosmoldgico.
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cosmoldgico, temos a partir equacao (4.7)

oA oG—t 1
—_—= —GoA 4.2
Oty <Go Oty " 2G0 v (4.25)

até a primeira ordem perturbativa. Desta ultima equagao temos
£ =Ny —4nG,T . (4.26)

Como definido acima, £ é uma quantidade de fundo. Como p; é uma fungao de W (que é
uma fungao do espago-tempo), enquanto £ depende apenas do tempo, esta duas fungoes
sao independentes. Por outro lado, A ndo pode ser simplesmente escrito em funcao de u; e
do tempo 7, ele deveria depender apenas de p,. Caso contrario, nao seria compativel com
a agdo (4.3). Para que possamos expressar A como uma fungao de p,, a equagao (4.25)
mostra que p nao pode assumir um Unico valor, isto ¢, serao necesséarias escalas adicionais
além da primeira ja definida. Para p = 1, lembrando que A\; = 0, e da condigao de contorno

(4.17), é possivel integrar (4.25) e encontrar

A=Ay + &g, (4.27)
com
da=GG™ 1 —1. (4.28)
Inserindo o resultado acima novamente na (4.25), com p = 2, verifica-se que
0d¢ o0& 0o 1
— +ig=—— =&6— + =Gy 4.29
Oz | O Opa HPRE (4.29)
Portanto,
23
Ao = 2G 6= . 4.30
2 0 Ga/JQ ( )

Este resultados indicam que po deve ser visto como uma fungao da quantidade do fundo &.

Assim, consideremos

p2 = fa(§) .- (4.31)

Da mesma forma, podemos afirmar que py € uma fungao de 7' . Mais a frente mostraremos
que a forma precisa da funcao fo € irrelevante, o que é de fato importante é dizer que fs é

uma fun¢ao somente de &.
Uma vez que assumimos todas as escalas j, sao independentes entre si (por exemplo,

g%i = 0), das equagoes (4.25) e (4.30) concluimos que

=0 Vp#2. (4.32)
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Embora nao seja impossivel introduzir novas escalas independentes, a equagao (4.32) é

uma afirmacao clara de que duas escalas sao suficientes neste contexto.

Portanto, a solugao para a rela¢ao entre A e G é dada por (4.27), mostrando que
em geral A ndo é uma funcao somente de GG, ou seja, ela também depende dos campos
de matéria por meio de T . O conjunto de escalas ji; e ps, indicadas pelas equacoes
(4.11) e (4.31), é suficiente para uma derivac¢ao consistente das fun¢oes A e G. Note que

encontramos a solugao geral para todos os multiplicadores de Lagrange A,,.

4.3.5 Equacoes de Campo e Fluidos Perfeitos

As solucao de A e A\, podem ser inseridas nas equacoes de campo (4.4) e (4.5) para

que possamos ter

, 08 6 f; ;
Gos + (Ao + £6¢)gas — F / 53 59a51/—gd4x’:8wGTa5, (4.33)
O _ 1 [ 080
5T _87TG0/ “oub 6 gdz (4:34)

Como f, é uma funcéo de T, em geral, esta funcéo pode depender tanto dos campos de
matéria quanto da métrica. Entretanto, nosso fundo cosmolégico é permeado por um fluido
perfeito, £ é simplesmente uma funcao da densidade da energia e da pressao, portanto
o termo Jf5/5g*? é zero. Além disso, f,(&) ndo depende de derivadas no espaco-tempo,

portanto % = %5@ — 2’). Desta maneira,

Gap + (Mo + £0G)gap = SWGTag , (4.35)

0Sm 1
ST~ 8n Go \/ (4.36)

Notemos que estas equagoes nao dependem da forma explicita da fungdo fo, apenas usamos

que fo é uma funcao (diferencidvel) de &.

Lembre que em nosso fundo cosmoldgico nao ha dependéncia de escala, portanto,
dado que este fundo é constituido por um fluido perfeito, temos T' = —¢& + 3p, lembrando
que € e p sao a densidade de energia e a pressao no fundo. Isto implica que, adotando uma
descricao termodinamica, para este fluido perfeito, baseada na densidade de massa p e na

entropia especifica s, entao £ é, no maximo, uma funcao de p e s:

E=¢lp,s). (4.37)
Em particular, para um fluido tipo poeria, £ depende apenas de p, enquanto para um
fluido de radiacao & ndo depende nem de p e nem de s, logo, é uma constante.

Como o 9¢/0Y pode ser diferente de zero, o tensor momento-energia da matéria

nao é conservado. Esta é uma possibilidade bem conhecida no contexto em que G e A
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variam (por exemplo, [37, 150]). No entanto, como veremos mais a frente, este é um caso

suave de violagao da conservacao do tensor momento-energia.

Para que possamos compreender melhor as consequéncias de nossa abordagem na
presenca de matéria, consideramos a ac¢ao de fluido perfeito que apresentamos em (2.20).

Esta agao é adequada para nossa aplicacao pois U® entra como um campo fundamental.

Portanto, usando a equagao do tensor momento-energia, (2.17), obtemos ainda a
equagao (2.21) para nosso sistema. Entretanto, as equagoes correspondentes de (2.22) e
(2.23) sao

Oe 1 o0& oT
— + U0y = — 0, —5 4.38
8p+ Uy 87Go Gap 2Gap ( )
2mUs — pOam = 0. (4.39)
note que usamos a definigao de ¢ dada por (4.26). Asim, usando o vinculo U*U, = —1
junto com as equagoes (4.38) e (4.39) em (2.21) temos
de 1. OT de 1. 0T
ws = | p=— — =0ap— | UU, o — — =0gp— —¢ , 4.40
8 (pap 2Gp8p> 6+9B<Pap 2%P g, 5) (4.40)
assim, nosso tensor momento-energia de fluido perfeito é dado por
Top = (gt + Pet)UaUs + Gappet , (4.41)
sendo
+ 15 0 (€ —3p) (4.42)
ef — 5 A&~ ) ’
Pet =D 5 Gpap P
Eof = €, (4.43)

lembrando que p = pg—z — ¢. Estas quantidades efetivas (“ef”) sao dadas de tal maneira
que a posigao que ocupam na forma de 7,53 sdo as mesmas como definidas em (2.21). Na
secao 5 consideraremos que o 7,3 do fluido possui a contribuicao de tensao anisotrépica.

Na proxima subsecao vamos mostrar o impacto dinamico dessas quantidades.

4.3.6 Equacoes de Movimento na Presenca de um Fluido Relativistico

Como vimos, no modelo padrao a invariancia por difeomorfismo implica na conser-
vagao do tensor momento-energia, V¥1, 3 = 0, e como sabemos, tal equacao determina as
equagoes do movimento do fluido. No modelo proposto, a invariancia por difeomorfismo da
agao de matéria implica na relacdo geral apresentada em (4.10) e a partir dela podemos
escrever o divergente do tensor momento-energia. Para isto, consideramos (4.32) em (4.10)

que nos fornece

/5 /
- / (vaTam/——gch / A, 5{; g’ T) diy
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Para o fluido perfeito relativistico, usando (4.26), (4.30), (4.32) e (4.37) temos

1 o0& o€
VT = ———bc | =0 —0 .
g 87TG0G<8p Bp+83 58)
Na ultima equacao utilizamos que 6. = (%0, T (para T igual a p ou s). Agora, usando

(4.26) e o fato de que T nao depende de s, temos

6c: OT
Vs = ——0sp. 4.44
Como exemplo, consideramos que o fundo cosmologico é dominado por um fluido tipo
poeira, p = 0 (o que implica € x p). Assim, a expressdo acima se torna, até a primeira

ordem,

Entretanto, assim como em (2.25), vamos considerar que a densidade de energia do fundo
cosmologico serd somente uma funcao da densidade de massa. Isto implica que, no caso

geral, T serd somente uma funcio de p. Assim, podemos escrever, de forma geral,
V. T = Q7 (4.46)

sendo @Q? uma quantidade de primeira ordem, a tinica componente niao nula ocorre quando

£ =0, uma vez que as quantidades de fundo s6 dependem do tempo.

Para tornar claro o quao modesta é a violagao da conservacao do tensor energia-
momento exibida na relacdo (4.46), dadas as restricoes sobre Q° vistas acima, vamos
analisd-la em mais detalhes. Um efeito que vale a pena mencionar neste momento é que,
para um referencial que se move com o fluido no fundo cosmolégico, as equacdes para a
dindmica do fluido até a primeira ordem nas perturbagoes podem ser escritas de forma
independente de Q”. Para concluir isto, a equacdo (4.46), considerando um fluido perfeito

efetivo, pode ser escrita na forma

va ((gef +pef)UaUB + gaﬁpef) = QB . (447)
Multiplicando por U?,
Dpe
— Vo [(Eet + pet)U°] + DLTf = UsQ° = UpQ°, (4.48)

sendo, para qualquer quantidade X, % = U*V,X .’ Inserindo este resultado em (4.47),

Dp. DUP
UPZLL 4 (et + pet) oo + VPpur = Q7 + UPULQ". (4.49)

Dt DT

Estd é a mesma equagdo que podemos encontrar em RG (ou, por exemplo, no modelo

ACDM) para um fluido com densidade de energia e e pressio per, com Q° — 0. Entretanto,

5 Nesta subsecdo escrevemos 7 como um pardmetro afim. Nao confundir com a profundidade ética.
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o limite anterior nao é necessario, ja que o lado direito ja é zero até a primeira ordem
de perturbagdao. Podemos verificar isto diretamente considerando os casos f =0e 3 = 1.

Portanto, até a primeira ordem de perturbacao,

U D
(et + Pet) 5 + VPper + UP 22 = 0, (4.50)
DT DT
assim como um fluido relativista padrao. Em particular, para p.;y = 0, encontra-se a
equacao geodésica DD—UTB = 0. E importante ressaltar que estes sdo resultados para primeira

ordem de perturbacao que se mantém em qualquer referencial que se mova com o fluido

no nivel de fundo cosmolégico.

Os resultados acima mostram que dinamicamente, em um referencial comoével, eq¢
e Dot tém o mesmo papel de € e p em teorias com V,7*? = 0. Portanto, em sistemas em
que a equacao de estado do fluido é fixada a partir da fenomenologia, apenas €. € per a0
relevantes, uma vez que a diferenca entre p e pos nao pode ser medido independentemente.
Considerando que, em situagoes fisicas nas quais assumimos que a equacao de estado seja
conhecida independentemente dos efeitos gravitacionais, a relacao entre € e p é conhecida
de antemao, portanto a pressao (4.42) deve ser considerada. Independentemente do caso,

para radiagdo, a pressao efetiva (pef) e a pressdao fundamental (p) sdo sempre iguais.

Como fizemos em [2], levando em consideracao clareza e simplicidade, vamos
desenvolver a cosmologia baseada na pressao efetiva (per), ndo a fundamental (p). Isto
significa que para um fluido tipo poeira temos pes = 0. Assim, como vamos considerar
somente quantidades efetivas, para simplificar a notagao o “ef” com € e p nao serd mais
utilizado: e — € e pes — p. Adiantamos que nossa analise estatistica em 5 é baseada
somente nos efeitos de fluido efetivo. Mas, de fato, seria interessante procurar também o

caso baseado na pressao fundamental p, mas deixamos este caso para um trabalho futuro.

4.4 Perturbacoes Cosmoldgicas

4.4.1 Equacoes para Perturbacoes Escalares

Antes de escrevermos as equagoes referentes as perturbagoes escalares é relevante
particularizar a dependéncia de escala de GG, que afirma G como uma funcao do escalar
111, € a configuracao de escala que expressa ; como uma funcdo das quantidades fisicas.
Ao invés de argumentar a favor de realizagoes particulares de cada etapa, consideramos
uma abordagem que inclui uma classe relevante de fungoes para explorar esta estrutura
para pequenos valores de W. Ou seja, consideramos que a combinac¢ao das duas etapas

anteriores leva a uma func¢ao analitica em torno de W = 0, o que implica

GoGH (W) =14+vW +O(W?), (4.51)
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sendo ¥ uma constante sem dimensao que pode ser positiva ou negativa e que parametriza
a amplitude da variacdo de G. Ressaltamos que a expressao (4.51) é bastante geral para
pequenos valores de W no sentido de que exigimos somente que G(W) fosse compativel
com uma expansao linear em torno de W = 0. No entanto, ha um caso relevante que nao

esta explicitamente incluido na expansao acima, que serd comentado mais adiante.
Portanto, utilizando (4.16) e (4.28) em um referencial comével, temos

GG (W) = GG () = 1 — 2w + O(?), (452)
0 =~ 2w, (4.53)

Existem vérios trabalhos que consideram que G(pq) varia logaritmicamente(por
exemplo, ver [31, 138, 151, 152, 153]). Algumas destas fungoes podem ser capturadas pela
expansao linear acima. Por exemplo, consideramos

Go
Gn =T 5 .
nlr) 1+ 2vin

(4.54)
A partir desta fungao particular de G(py), a escolha p; = W nao é viavel, ja que G, nao
seria finito no nivel de fundo (W = 0), portanto a condigao (4.17) néo seria possivel. As
equagoes (4.51) e (4.52) podem ser encontradas na configuracio p = 1+ W =1—ve
até a primeira ordem em 1. Qualquer outra relagao linear entre p; e W é viavel(com termo
constante nao nulo), e elas diferem por um simples redimensionamento no v e Gy. Podemos
assumir correcoes de ordem quadraticas ou superiores em W, mas sao irrelevantes para as
perturbacoes cosmolégicas lineares. Consideragoes sobre o uso de u = 1—1 junto com a Gy,
também podem ser encontrados em [149, 154]. Ressaltamos que todos os resultados aqui
apresentados ndo dependem de (4.54), esta equagdo aparece aqui apenas como um caso
particular relevante. No entanto, existem casos interessantes nao cobertos pela expressao

(4.54), que comentaremos mais tarde.
Agora, das equagoes (4.26), (4.27) e (4.53) encontramos
A= Ao+ 0A = Ao+ (4nGoT — Ao) 2. (4.55)

Portanto, das expressdes para G e lembrando que 7% = T8 + 678 dada métrica
(2.160) e as equagodes de campo (4.35), as equagoes diferenciais de primeira ordem para

perturbagoes cosmologica sao

3H(¢ +v') — V(¢ + vip) + 3H™) + (5A2a2 = 47Goa® (6TY + 2vyTY), (4.56)
O [ + v + HY(1 — v)] = —4rGoa?dT, (4.57)
2
¢+ "+ HEW + 20" + v)) + ;W(w — ¢ —2vp) + (2’H’ + ’H2) + MQ& ] 8

—;ajaiw — ¢ = 2v0) = 4w Goa* (6T} + 2vyT)) . (4.58)
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Notando que nestas equagoes a linha “’ 7 denota derivadas em relagao ao tempo de conforme.
Perceba também que ndo estamos mais usando “= " para enfatizar o uso de referencial
particular, e assumimos que todos os célculos sao para primeira ordem perturbativa. Todos
os calculos serdo exatos em v, salvo indicacao em contrario. Isto é importante para obter
os limites tedricos para v e para completude do modelo. Observamos também que o limite
v — 0 leva ao modelo padrao. Devemos lembrar que nesta secao estamos considerando para
nossa analise o tensor energia-momento de um fluido perfeito e que na se¢ao 5 levaremos
em conta a contribuicao de tensao anisotrépica em Tyg. Portanto, podemos inferir o nosso
parametro de slip gravitacional (3.4) da parte ndao diagonal da equacao (4.58),

L (4.59)

(8

As demais parametrizagoes generalizadas serdo mostradas na subsecao 4.4.4. A partir deste

resultado, as equagoes de campo podem ser escritas, no espacgo de Fourier, como

SH(1 — ) + 3H*Y + 87Goca’vy + k*(1 — v)ap + 5A2“2 = —47Gya*de, (4.60)
k(Y + HY)(1 —v) = 4nGoa® (€ +p) V, (4.61)
(1= )" + 3H( — ) + QH + H?)Y — 87Goa’pryp + M;Q =

= 47Goa’Sp. (4.62)

A equagao (4.60) é nossa equagao de Poisson relativistica e (4.62) é nossa equagao para
perturbacao da pressao e (4.61) é a nossa equagao para velocidade das perturbagoes. Note
também que estas equagdes mostram v = 1 como sendo um caso muito especial do modelo.

Detalhamos mais a frente este caso.

4.4.2 Solucoes das Perturbacdes Escalares para Casos Particulares

Como feito na subsecao 2.2.2.5, podemos determinar de forma analitica solugoes das
perturbagoes escalares para um universo com Ay = 0 e dominado por poeira ou radiacao.
A partir das equagoes (4.60) e (4.62), dada equagdo de estado p = we (w constante) e

perturbagoes adiabaticas, encontramos

[W" +3H(1 +w)] (1 —v) +
+|wk?(1 = v) + (1 + 3w)H? + 2H' +
+(1+ w)vAoa® — 3v(1+w)(H +H)|v = 0. (4.63)

Podemos verificar diretamente que para w = 1/3 e Ay = 0 nao havera efeitos do
GR em v, ou seja, para radiacdo a solucao para 1 é a mesma que em RG. A solugdo para

¢ também serd a mesma que RG, além de um fator constante, que vem de (4.59).
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Para o caso de um universo dominado por poeira, com w =0 e Ag = 0, a equacao
(4.63) torna-se

3
(" +3HY) (1 —v) — EUH% =0, (4.64)
nesta equagao usamos H' = —%’H2, vinda das equagoes de Friedmann. A solugao é dada
por
¢ =Cin” 4+ Con” ™, (4.65)

novamente, C'; e Cy sao constantes de integragdo com respeito a 7, elas dependem somente

do nimero de onda k. A constante © é dada por

1 24
D= — 1+——-5]. 4.66
v 2( + v ) ( )

Esta constante é uma notacao abreviada e é tal que v = 0 implica 7 = 0. Ele também é
uma funcao crescente mondtona no dominio —oo < v < 1, de modo que —2 < 7 < c0. O
termo 1 que depende do Cy necessariamente decai com o tempo. A solu¢ao de RG (ou
seja, ¥ = C} + Con~®) é reproduzida no limite v — 0. A solucdo acima é exata em v e

coloca um limite superior nele, a saber
v<l1. (4.67)

O caso v > 25 também fornece resultados reais para 1), mas nao tem limite em RG e nao

consideraremos aqui.

Considerando uma expansao em v até sua primeira ordem de perturbacao, a

equagao (4.65) torna-se especialmente simples

v~ C (1+§ylnn>+§§<1—gylnn>. (4.68)

Assim, além do modo decrescente (proporcional a constante de integragdo Cs), para um
universo dominado por poeira, a primeira corre¢ao nao trivial é a introducao de uma
dependéncia logaritmica no tempo no potencial Newtoniano, contrastando com o caso de

RG em que o potencial Newtoniano é constante em um universo dominado por poeira.

Em resumo, para Ay = 0 e num universo dominado por radiagao (7' = 0) nao ha
corregoes nas solugoes em 1. Para um universo dominado por poeira e para |v| < 1, a tnica
mudanga na solucao v é a adi¢do de um termo Inn (4.68), proporcionando assim uma lenta
variagao de tempo para 1) em um universo dominado pela matéria. Para ambos os casos, a
solugao de ¢ é derivada usando (4.59), que é uma constante. Este slip constante representa
uma diferenga clara em relagdo aos modelos de f(R) e muitas teorias escalar-tensoriais,

incluindo o caso de Brans-Dicke (que nao possui slip constante).
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4.4.3 Evolucdo do Contraste de Densidade

Agora, vamos explorar qualitativamente os efeitos das variagoes de G e A para a
formacao de estruturas. Aqui, consideramos o caso do universo dominado por matéria com
pressao nula (poeira) e Ag = 0. Lembrando que neste caso particular, podemos determinar
a evolucao do contraste de densidade da matéria (perturbacoes da matéria) simplesmente
a partir da componente 0-0 das equagoes de campo na ordem linear (4.60), com o auxilio

da solugao ¢ (4.65). Logo, temos

Aqui, 0, = %5. Para chegar neste resultado usamos também a solucao de A dada por (4.55).
As constantes de integragao C e Cy em (4.69) sdo as mesmas que aparecem na solucao
(4.65). A solugdo de RG é claramente recuperada no limite v — 0. Se assumimos que v é

pequeno, a solugao de d. até a primeira ordem em v é dada por

C 11 6 6
e ~ —El {12 <1+1/m+l/51117)>+/€2772 (1—V+V511177)]+

+6C?725 [18 (1 —~ i” — gulnn> + Kk’ <—1 +v+ gulnnﬂ . (470)

Em escalas de sub-horizonte, e até a primeira ordem em v, usando (4.68), podemos escrever

k‘2 2
_ma 01(1—1/4—1/611177)—%02(1—V—6ulnn>
5 n° 5

Q

O
6

Q

—ék2n2(1 — ). (4.71)

A relacao entre 6. e ¥ acima é a mesma que encontramos no capitulo anterior
(quando particularizamos os casos no modelo ACDM), com excegao da corregao proporcional
a v. Poderiamos encontrar esta relacio em (4.69) sem a aproximacao feita em v. Em
pequenas escalas de distancia, podemos encontrar também este fator 1 — v analisando o
comprimento de Jeans, como serd mostrado. No final, podemos pontuar duas corre¢oes

em pequenas escalas e até primeira ordem em v

i) A presenca da corregao do acoplamento gravitacional 1 — v;

ii) A dependéncia logaritmica em 7 no potencial Newtoniano ¥ e no contraste de

densidade ..

Para encontrar o comprimento do Jeans usamos as equagoes de dindmica do fluido
advindas do divergente do tensor momento-energia deste fluido. Sabendo que V, 7% = @

e dada equacdo de estado p = we (w constante), dp = c2je (tratamos nesta tese somente
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de perturbagoes adiabdticas), e como Q° é uma quantidade de primeiro ordem enquanto
Q" é zero, encontramos, até a primeira ordem, as seguintes equacoes de perturbacoes do

fluido

5 3R — W), — (14 w) (3¢ — kV) — Ci_o, (4.72)
k
! 1— 2 5& —ky=0. 4.
V' +H(1 = 3w)V “Trw =0 (4.73)
Lembrando que para o universo dominado por poeira temos Q)3 = —%(3/35 e, no fundo,
g + 3He = 0, portanto,
oG _
Qo = 5 €= —3vyHE. (4.74)

com dg dado por (4.53). Ao derivar (4.72) e combind-la com as equagoes (4.21), (4.59),
(4.73) e (4.74), podemos encontrar a correspondente equacao de segunda ordem do contraste
de densidade de um fluido tipo poeira (lembre que tal equagio rege a dindmica de §.),

dada por
" / 3 2 2 2 " / 2 27 2
5" 4+ H + (27-L s ) 26, = 3(1 — 200" + 3(1 — ) HY — <k - S )¢. (4.75)

Como feito no capitulo anterior, aqui consideramos também que ¢ < 1.

Desta maneira, para calcular o comprimento do jeans, estamos interessados no

limite de sub-horizonte e sem negligenciar cs;. Lembrando que, no limite do sub-horizonte,

a equagao (4.61) implica que ¢’ = —H1), entdo podemos escrever (4.75) como
4G
5+ HOL + (k:%i - 1”%%) 5. = 0. (4.76)
—v
Portanto, o comprimento da jeans é
21a (1—v)m
AJ= — =cCo{| ———. 4.77
’ kJ ¢ G0€ ( )

Com estes resultados, podemos concluir que para escalas de sub-horizonte e para 0 < v < 1,
os efeitos com dependéncia de escala reduzem o valor de \; e aumentam, assim, o colapso
de estruturas, enquanto que para v < 0 a formacao de estruturas diminui. Assim, a “forca”
que atua sobre as particulas teste aumentam para v > 0, de forma semelhante ao que

encontramos nas referéncias [38, 149].

4.4.4 Parametrizacdes Generalizadas do Modelo

Na subsecao 4.4.1 definimos o parametro slip gravitacional que é um dos parametros
generalizados de nossa teoria. Nesta subsecao vamos definir os demais. Para calcular o

parametro Q(a, k) da equagao (3.3), usamos nosso parametro de slip (4.59), a equagao de
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Poisson do modelo (4.60) e a equacao para a velocidade das perturbagoes (4.61). Portanto,

temos
1-—-2v
a, k) = ————, 4.78
ek = (4.78)
sendo
o(a) = 12nGo( + p)a’. (4.79)

Enfatizamos que este resultado é independente do valor Ag. Além disso, em (4.79), € e
p sao quantidades de fundo dos campos de matéria que nao englobam Ay. Portanto, se
consideramos p < &, isto ndo impoe nenhum limite a Ag. Além disso, observamos que as
expressoes do slip gravitacional e Q(a, k) ndo sdo comuns pois, em particular, diferem das
expressoes da teoria f(R) e da teoria escalar-tensorial (por exemplo, Brans-Dicke). Assim,

para um universo com Ay, com matéria e radiacao insignificante,

_ _ 9
o(a)ljes = 120Goé(mo)a IZ%QmOHg
1
~ 5(4Gpc)*2. (4.80)

Sendo £(np) o valor da densidade de energia do fundo medida no tempo presente. Baseamos
nossa estimativa para g(a) no valor do ACDM para §2,,0HZ (considerando ¢ = 1 e
a(no) = ag = 1). Escrevendo (4.78) em fungao do redshift, temos
1—-2v
1—v+v(l+2)/(4kGpe)?’

Qz, k) = (4.81)

Para z =~ 0, a dependéncia de k s6 se torna relevante para distancias da ordem de Gpc ou
maiores (ou seja, distdncias da ordem do horizonte de Hubble ou maiores). Para v > 0, e
z > 1, vé-se que () diminui com z. Este comportamento indica desvios do ACDM para o
universo primordial, mas apenas no nivel perturbativo. Devemos lembrar que a expressao
acima para () nao pode ser estendida para valores arbitrarios de z, uma vez que antes
da igualdade matéria-radiagao a pressao da radiagao nao é desprezivel. E também, como
mostrado na secao 4.4.2, a solucao 1 para um universo dominado pela radiagao é a mesma
de RG. Embora o comportamento de Q)(z, k) seja interessante e deva ser mais estudado,
aqui, em nossa analise qualitativa, vamos continuar nos concentrando no universo em
épocas mais presentes. Também enfatizamos que a suposigao de andlise de G(W) pode
funcionar como uma boa aproximacao dentro de um determinado intervalo para W, nao

necessariamente para qualquer valor de W.

Como sabemos, dado slip gravitacional e (), podemos determinar a expressao para
Y, ver segao 4.4.4 (a quantidade andloga com ¢ substituida por 1 no lado esquerdo de
(3.3)). Portanto,

Q 1

Y= T T v e e

(4.82)
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O parametro de lente deste modelo é dado por

1—v

—v+vo(a)/k? (4.83)

1
2= 5QU+v/6) =+

O que mostra que em distancias menores que 1Gpc e para z < 1, ¥ ndo depende de v e

satisfaz > = 1, que é o mesmo valor de RG.

Como falamos na subsecao 3.1, um conjunto com dois dos quatro parametros
(¢p/1,Q,Y, ) é suficiente para descrever a dindmica das perturbagoes de primeira ordem
para muitas teorias gravitacionais que vao além do modelo padrao. Entretanto, estamos
considerando aqui uma estrutura na qual o tensor momento-energia nem sempre é con-
servado, portanto as perturbag¢oes da matéria podem depender de dois dos parametros
anteriores e do vetor Q7 (4.46).

4.45 Restringindo v Usando as Parametrizacdes Generalizadas

Agora, vamos utilizar os parametros generalizados para restringir v. Para fazer isto

temos duas questoes a serem consideradas:

i) Muitos vinculos encontrados na literatura assumem dependéncia particulares no

tempo e em k que nao correspondem aquelas aqui encontradas;

ii) A conservacao do tensor momento-energia é comumente assumida na literatura,

enquanto que nesta estrutura ela é em geral violada.
Considerando o item (ii), observamos as seguintes particularidades deste caso especifico

a) O tensor momento-energia é sempre conservado no nivel de fundo;

b) Qualquer tensor momento-energia com trago nulo no nivel de fundo é conservado

mesmo na primeira ordem das perturbacoes;

¢) em uma referencial comdvel com o fundo cosmoldgico, as particulas seguem a equagao
da geodésia (como mostramos na se¢ao 4.3.6). Em particular, isto implica que, para
um referencial comével, e até a primeira ordem perturbativa, a trajetoria da luz e a
das particulas macicas isoladas sdo as mesmas que em RG, para uma determinada

métrica.

Em [2] s@o utilizados limites inferidos para o slip gravitacional propostos por
(155, 97]. Tais limites baseiam-se numa comparagao entre o potencial ¢ inferido a partir da
dindmica interna de aglomerados de galdxias com efeitos de lente dos mesmos aglomerados.

Os limites de [155] ndo sdo particularmente fortes, mas sao suficientes para dar |1 — ¢ /1| <
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0.61 com intervalo de confianga de 20 (e além de erros sistemdticos), o que implica, a
partir de (4.59), que

lv| < 0.30 (4.84)

com intervalo de confianga de 20. Em [97] é feita uma previsao considerando pesquisas
futuras, no qual encontramos um limite mais forte |1 — ¢/1| < 0.09, com intervalo de

confianca de 20. Consequentemente,
V] <0.04, (4.85)

com intervalo de confianca de 20. Esta é uma restri¢ao significativa para as perturbagoes.
Lembrando que este é um teste qualitativo (sem consideragoes estatisticas sofisticadas),
ou seja, assumindo que as observagoes atuais estao de acordo com o ACDM, ele afirma
qual poderia ser o maior desvio do slip gravitacional do valor fiducial de 1 (RG) que ainda

estaria de acordo com observagoes. Na secao 5 mostramos restri¢oes mais refinadas para v.

Podemos encontrar muitas outras restricdes na literatura com diferentes hipéteses
(por exemplo, [1, 156]), cuja aplicagdo a esta estrutura requer o uso de algumas aproximagoes
que podem ou nao ser razodveis (por exemplo, sobre a dependéncia do redshift). No
entanto, elas implicam em restri¢oes em v, para z ~ 0, em torno da mesma ordem do valor

encontrado em (4.84).

4.4.6 Interpretacbes Cosmolédgicas da Matéria Escura e da Energia Escura

Dada estrutura apresentada até aqui, esta mudanca dinamica proporcionada por
estas correcoes pode ter um impacto direto sobre a matéria escura em escalas cosmologicas?
Considerando mudangas da ordem de 10% em grandes estruturas (digamos um filamento
de matéria escura ou um grande aglomerado de galdxias) para o limite (4.84), podemos
concluir que hé espago para mudangas nao negligenciaveis (~ 10%). Estas mudancas, no
entanto, estariam presentes apenas como aprimoramentos globais constantes dos efeitos
dinamicos, uma vez que o parametro Y pode ser aprimorado devido as alteracoes da
constante v (4.82). Isto também estd intimamente relacionado ao redimensionamento do
comprimento de Jeans devido as mudangas de v, como mostramos em (4.77). Mesmo sem
considerar o limite de (4.84), haveria ainda uma grande necessidade de matéria escura em
escalas cosmologicas, visto que, além do redimensionamento constante de Y, o tnico efeito
dependente da escala acontece em escalas de Gpe (4.80), enquanto que a matéria escura

se aglomera em escalas menores.

Enquanto v > 0 implica um aumento da atracao gravitacional local, a distancias de
Gpc o termo p(a) no pardmetro Y pode se tornar relevante, e o efeito do ultimo é diminuir
Y, reduzindo assim a atracao gravitacional em grandes escalas cosmoldgicas para v positivo.

Da mesma forma que no caso da matéria escura, isso nao eliminara a necessidade de
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admitir uma constante cosmologica Ay, mas pode ter um impacto nao desprezivel. Como
as equagoes de fundo dessa estrutura sao de ACDM, os melhores ajustes de Ag e Hy serao
os mesmos considerando apenas os observaveis de fundo. Para as perturbagoes, devido ao
parametro extra v, esperamos possiveis barras de erro maiores. No fim, esta estrutura é
uma variagdo do modelo ACDM, e pode ter impacto em algumas tensoes de ACDM, tais

como no valor de Hy e no valor de og [18, 19].

4,47 Consequéncias para fog

Outro observavel que usamos em nossa andlise em [2] foram os dados de fog. Perceba
que, uma vez que as equagoes de fundo desta estrutura sdo as mesmas do ACDM, temos
que procurar observaveis sensiveis as perturbacgoes. Fizemos isso com as parametrizagoes
de gravidade modificadas avaliadas nas subsec¢bes anteriores, que levam a limites para
v, mas sem ligacoes explicitas para resolver algumas das anomalias atuais do ACDM.
Portanto, seguindo ainda nosso trabalho [2], consideramos para presente andlise os dados

de fog (dados de distor¢ao no espago de redshit, subsegao 2.3.3).

Consideremos o universo composto por matéria tipo poeira e Ag. Desta forma,

nossa equacao de segunda ordem do contraste de densidade é dada por (3.7)

8! +HS. — 4rGoY (a, k)a*es. = 0. (4.86)

Nesta equacio, Y ¢é dado por (4.82). Para escalas de distdncia muito menores que 4Gpca™"/2,

o termo p(a)/k? dentro de Y é insignificante, portanto Y ~ 1/(1—v). A expressao resultante
¢ exata em v e é equivalente a (4.76) para ¢> = 0. Embora nao haja uma dependéncia

explicita de Ay, seu efeito esta presente nas quantidades de fundo.

Podemos reescrever (4.86) da seguinte forma

5. =0. (4.87)

2. + <8aH N 3) 5 3H2 o 1

H 20°H? 1—v
Em (4.87) o termo 0, ¢ a derivada com relacao ao fator de escala a, H é o fator de Hubble
medido no tempo césmico e usamos o fato de que Y = (1 — v)~!. Destacamos aqui uma
caracteristica particular desta estrutura em escalas de sub-horizonte: notamos que nao
¢ a mudanca de Y com z que permite uma possivel reducao da tensao entre as medidas
da CMB e medida “local” de og, mas a incompatibilidade entre a constante gravitacional
de fundo (Gy) e a constante gravitacional efetiva (Y'Gy) que atua sobre as perturbagoes,

acrescentando, assim, um novo parametro relevante para a dinamica.

Agora, a partir de (2.43), o pardmetro Hubble na atual configuracao é

H?*(a) = <Qm° +1-— Qm0> H;. (4.88)

a3
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Neste caso, que consideramos a influéncia do Ay, ndo conhecemos uma solugao analitica
explicita para J., mas podemos determinar uma solugdo numérica usando (4.87). Desta

maneira, a quantidade principal para este teste é fog(a) (2.277).

Para resolver numericamente a equacao (4.87) é importante conhecer quais as
condicoes iniciais devemos usar. Considerando o fundo cosmoldgico de ACDM, em z ~ 103
o universo é dominado por poeira, portanto, o uso das condigoes iniciais neste z a partir
da solugao de 6. (4.69) (para universo dominado por poeira) deve funcionar como uma
boa aproximagao no contexto de ACDM (ou seja, v = 0, ver, por exemplo, [10]). A fim
de avaliar melhor o impacto de tal aproximagao ao atual cenario (v # 0), consideramos
também a imposigao de condigbes iniciais e o uso de (4.69) em z = 100. Descobrimos que
nao ha alteracoes relevantes em nenhum dos nossos resultados usando qualquer um dos

casos, a diferenca nos parametros inferidos é de cerca de ~ 1074,

Em escalas de sub-horizonte, somente os termos que se multiplicam k?n? sdao
relevantes. O modo proporcional a C; acabarda dominando sobre o modo proporcional a
(5, portanto consideramos apenas o modo C; (que, com excegao do caso v < —1, é uma
modo crescente, enquanto Cs é o coeficiente de um modo decrescente). Como ja sabemos,
negligenciar o modo decrescente é algo comumente feito, pois simplifica consideravelmente
a questao das condigoes iniciais, além de ser uma boa aproximacao. De fato, em z ~ 100
estamos profundamente na fase dominada pela matéria, proporcionando assim tempo

suficiente para que o modo decrescente seja insignificante.
Para um universo dominado pela poeira sabemos que a  1?, portanto (4.69) nos
da as seguintes condicoes iniciais

de(a) o a5+l e 0u0-(a) (; + 1) a?, (4.89)

no limite do sub-horizonte e apenas com o modo crescente. Um vez que (4.87) é invariante
sob qualquer redimensionamento constante de J., apenas o termo dependente de a é
mantido em d.(a), enquanto que, para derivar d,0.(a), ndo redimensionamos d.. Sabendo
que, dentro de RG, para z = 103, pode-se usar as condigoes de contorno d.(10%) = 1073 e
0,0:(10%) = 1.

Usando todo conjunto de dados apresentados na subsecao 2.3.3, chegamos nos
resultados que podem ser vistos na tabela 1 e na figura 2 usando anélise de x? minimo. Os
resultados mostram que v tem um impacto relevante em fog mesmo dentro do limite (4.84),
e, portanto, esta estrutura pode aliviar possiveis incompatibilidades entre og conforme
inferido do CMB com valores og inferidos em baixo redshi ft. Em mais detalhes, na tabela
1 mostramos os resultados para ACDM e consideramos sua versao estendida na qual G e
A dependem de escala (inspirada em efeitos de GR), como aqui proposto e rotulado como
ACDM+GR. O caso mais simples que consideramos aqui é o de ACDM com parametros

Qo € og fixados a partir dos resultados de [1], enquanto v varia para melhor acomodar
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o modelo dentro dos dados fog (a terceira linha da tabela 1). Claramente, v tem um
impacto neste ajuste e o resultado é tao bom quanto (considerando o valor de x2.. ) o
caso em que tanto €2,,0 como og variam dentro de ACDM. A mesma tabela mostra o
caso em que €0, 0g € v variam livremente, o que reduz ainda mais o valor x2,. , mas o
valor resultante v estd fora do limite (4.84). Quando obrigamos que v fique dentro desse
limite, o resultado x2,,, muda em apenas 0.10 enquanto o €,,0 e og se aproximam dos
valores do ACDM /Planck (como mostrado na tltima linha da tabela 1). Como comentado
anteriormente, o impacto sobre a quantidade de matéria escura é pequeno, e ele esta longe
de substituir a matéria escura em escalas cosmolégicas; e na verdade esses dados sugerem
um ligeiro aumento no contetido de matéria escura, como esperado, uma vez que esses

dados favorecem valores negativos de v.

Na figura 2 [2], mostramos as curvas correspondentes a quatro dos melhores resulta-
dos apresentados na tabela 1. Omitimos apenas o caso que viola a restricao (4.84). O grafico
também mostra explicitamente que uma mudanca de v pode ter um efeito consideravel
em fog, e isso especialmente para baixos z, mesmo considerando a restrigdo (4.84). Para
valores maiores de z (ou seja, z ~ 1.5), valores diferentes de v levam essencialmente as
mesmas previsoes. Esta estrutura pode ser ainda mais testada, ampliando esta anélise
para dados CMB completos (se¢ao 5) ou pelos resultados de futuros limites para o slip
gravitacional. Este tltimo pode apoiar ainda mais esta abordagem, ou pode tornar menores
os possiveis efeitos desta estrutura em fog, conforme implicito pelo limite previsto em
(4.85). A andlise com dados de CMB ¢ feita no préximo capitulo através de estatistica

MCMC (esta andlise pode ser encontrada também em [3]).

Em [157], os autores encontram solugoes de gravidade Brans-Dicke particulares
que podem imitar certas corregoes do GR em gravitacao [158, 159] e aliviar tanto as
tensoes Hy como oy [18, 19]. Em seu caso, as equagdes de campo de fundo sao diferentes
de ACDM, que é diferente do nosso caso, mas, por outro lado, em sub-horizonte o principal
efeito novo é um redimensionamento da constante gravitacional efetiva. Ambos os modelos
apresentam um afastamento da RG que favorece perturbagoes cosmoldgicas cuja constante

gravitacional efetiva é reduzida em relagdo a constante gravitacional da RG.

Tabela 1 — Resultados usando somente dados de fos.

Modelo Variacao Parametros  x2;,  mo o
ACDM Parametros Planck-2018 Nenhum 51.34 0.315 0.811
ACDM Ajustes com dados de fog Qs 08 32.40 0.283 0.769
ACDM+GR Somente v é Ajustado v 32.42 0.315 0.811 —-0.167

ACDM+GR  Melhor Ajuste, Sem Restricoes €2,,09, 05, v 32.04 0.355 0.981 —0.769
ACDM+GR Melhor Ajuste com || < 0.3 Qpo, 05, v 32.14  0.316 0.855 —0.300
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Figura 2 — Gréficos retirados de [2]. Grafico Esquerdo: curvas fog para quatro modelos
que aparecem na tabela 1, apenas o modelo de melhor ajuste sem restri¢oes nao
¢ mostrado (uma vez que viola o limite (4.84) e sua curva ¢ semelhante & curva
preta pontilhada). ACDM /Planck indica que os pardmetros 2,9 e og sdo dados
pela colaboragao Planck 2018 [1]. A regidao azulada mostra o efeito de alterar
o valor de v, dentro dos limites permitidos (4.84), ao usar os valores de 2,0
e oy dados por ACDM/Planck [1]. Gréafico Direito: Este grafico mostra as
mesmas curvas exibidas no grafico esquerdo e adiciona os dados observacionais
fos (apresentados na segao 2.3.3).
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5 Status Observacional do Modelo com G e

A Dependentes de Escala

5.1 Consideracoes Iniciais

No capitulo anterior estudamos a estrutura cosmologica do modelo em que os
acoplamentos G e A dependem de escala inspirada em efeitos de grupo de renormalizacao,
assumindo certas aproximagoes. Esta estrutura foi apresentada no artigo [2]. Agora, vamos
estudar o caso mais realista para este modelo, que inclui todas as componentes do universo
assim como as interagoes entre elas e analisar suas consequéncias através de uma analise
estatistica de MCMC [3]. Uma diferenga importante é que, por exemplo, temos a presenga
no fluido da tensao anisotropica, decorrente do momento quadrupolar das componentes
relativisticas. Outro exemplo, é a inclusao da interacdo Compton entre elétrons e fotons

antes da recombinagao.

Para resolver o sistema de equagoes que descrevem a evolugao das perturbagoes
e flutuagoes neste caso, precisaremos da modificacao de algum cédigo que resolva essas
equagoes. Nesta tese vamos modificar o cédigo cosmolégico CLASS [4]. Apéds a integracao
das equacoes usando o CLASS o seguinte passo é realizar a andlise estatistica, e para isso
usaremos o codigo estatistico MCMC-MontePython [44], usando a combinagao dos dados

apresentados na secao 2.3.

Devemos lembrar que esta abordagem nao altera a dinamica do fundo cosmolégico
e, agora, o fluido que compdem o sistema serd a soma das contribui¢oes de matéria (barions

e CDM), radiacao (fétons e neutrinos).

Na atual configuracao, a equacao de Poisson relativistica no espago de Fourier é

dada por

SH(¢ + H) + K¢ + 3uHY + vk®) — 3H vy =
= —AnGoa®(E.0. + Eup + E40y + Enby) - (5.1)

Na presenca da tensao anisotropica, a parte sem traco das equagoes para as perturbagoes,

no espaco de Fourier, é dada por
E? [—¢ + (1 = 2u)p) = —127Goa®(€ + D)o, (5.2)

lembrando que o termo (€ 4 p)o é originado pelos momentos quadruplos das distribuigdes
de f6tons e neutrinos e perde sua importancia a partir da recombinagéo (z ~ 1100). Note

também que esta equacao nos leva ao slip gravitacional (4.59) quando (£+p)o é desprezivel.
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A equacao para velocidade das pertubagoes torna-se

4 4
k(& + H + vl — vHb) = 4nGlod’ (5ch +EVh+ S5V, + 3§nVn) L (53)

Finalmente, a equacao para perturbacao da pressao é dada por

k‘2
¢+ 2HY + HY' + (2H + 7’[2)¢ + g@ — )+
_H/w// + V/Hw/ + gkaw — (’H’ + 27‘[2)V¢ = 47TGOCL2 (Zl))&:,y(s,y + ;§n5n> . (54)

Em geral, sabemos que para melhor descrever a formacao de estruturas e as
caracteristicas da CMB devemos resolver o conjunto de equagoes (4.72) e (4.73) para cada
componente do fluido. Aqui, o comportamento dos barions e da radiagao (especificamente
fétons) sao os mesmos do modelo ACDM, interagindo entre si através do espalhamento
Thomson antes da recombinagao, mas nao interagindo diretamente com a matéria escura e
a energia escura. Portanto, as equacoes da dindmica dessas componentes serao as mesmas
que as equagoes bem estabelecidas no modelo ACDM (veja, por exemplo, [68, 55]). As
consequéncias do modelo estudado aqui sao vistas apenas na forma de como as diferentes

especies interagem gravitacionalmente.

Como sabemos, em nosso contexto o divergente do tensor momento-energia tem
um termo fonte (4.44), que depende do trago do tensor momento-energia. Em principio,
esse termo fonte poderia também ter influéncia nos barions, mas isto deve se estudar com
muito cuidado pois teria fortes implicagoes na nucleossintese primordial, na fisica do fluido
foton-barion e nas caracteristicas acusticas dos barions. Por isso, decidimos estudar o caso
mais simples no qual apenas a matéria escura sofre influéncia do termo fonte. Portanto,

dado tensor momento-energia (2.86), as equagdes de dindmica linear de fluido ficam
85" 4+ 3H (2 5= (1 3¢ — kV Qo 55
v (CS(y)_wy)y—( + wy) (3¢ — kV,) — ?y (5.5)

k
V) +H(1 = 3w,)V, — c’;’(y)rwyéy + ko, — k¢ =0, (5.6)

lembrando que o indice y indica cada componente do fluido. Entao, dado que (%) =
C

=
75Gsc

2 = —3VYHeE,, a equagao (5.5) para componente de matéria escura é

8+ kV,—3¢ = 3Hu. (5.7)

Para a integracao do nosso sistema de equagoes ¢ necessario ter as condi¢oes iniciais.

Vamos mostrar que essas condigoes iniciais, em geral, sao diferentes de ACDM.



5.2. Condicoes Iniciais do Modelo 111

5.2 Condicoes Iniciais do Modelo

Como dito anteriormente, consideramos aqui que o comportamento dos foétons,
neutrinos e barions sdo as mesmo que ACDM,! logo, as equacoes advindas das equacoes
de Boltzmann para cada uma dessas componentes permanecem as mesmas, assim, as
equacgoes escritas na subsegao 2.2.3 terao o mesmo formato para estas componentes do
fluido césmico. Entretanto, o comportamento dinamico associado a matéria escura sofre

influencia maior que as outras componentes, que pode ser visto na equagao (5.7).

Aqui, fazemos uso das equagoes (5.1), (5.2) e (5.4). Assim, podemos determinar
os modos primordiais das quantidades ©;, N}, ., 0y, Ve, V4, ¢ e 1. Lembrando que para
determina-los consideramos o regime de super-horizonte, kn < 1, em que a radiacgao

domina no fluido, a < 7.

As equacgoes de evolugao no limite kn < 1 para fétons, neutrinos e barions

permanecem as mesma em nesta abordagem, ou seja,

8 = Ag¢, (5:8)
5, = A¢ (5.9)
5 = 3¢ (5.10)

Agora, tomando a expansdo Y = X2 Y™ (kn)" (n é a ordem da expansdo) em (5.7)

obtemos
0 (k) + VO (k) + VO (kn)? — 36D (kn) = 6v (v + O (kn))

considerando a soma até n = 1. Aqui, percebemos que as velocidades das particulas de
CDM sao subdominantes em relacao aos campos 9., ¢ e 1, porém diferentes das equagoes
das demais componentes, temos a presenca do termo relacionado a escala. Entao, para

matéria escura, teremos

o = 3¢ + 377y¢‘ (5.11)
Logo, o conjunto de solugoes sao
0, = 4o +4C,, (5.12)
0p = 0y, (5.13)
0 = 25% (5.14)
S = 26,4 £l (5.15)
sendo
f(n) = ?’:wdn- (5.16)

1O qual segue o comportamento do modelo padréo de particulas.
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Perceba que ja assumimos que os modos de entropia (S, S, e S.), definidos na subsegao

2.2.3, sdo nulos, uma vez que estamos interessados aqui somente em modo adiabaticos.

A relagao para os fétons permanece a mesma como em ACDM. Entao, para foétons

temos
@l:@pl:O, l>2, (517)
@2:@P2:@p0:@P1:O. (518)
E para neutrinos temos
kn
= _ [>2 1

A relagao entre a velocidade dos féton e neutrinos continua sendo
V,=V,. (5.20)
Bem com a relacao entre a velocidades de barions e matéria escura

V,=V,. (5.21)

Agora, vamos ver como nossas equacoes de campo de ordem linear ficam. Como a
dindmica de fundo continua a mesma que ACDM, a equacao de Friedmann é a mesma, ou
seja,
3H? 3

ArGa® = — = — 5 -
2€total 25total77

(5.22)

Vamos lembrar que para construir nosso sistema de equagoes usamos a fracdo de densidade

R, = E_ti?:al, tal que, R, + R,, &~ 1. Desta maneira, negligenciando termos de (kn)?, nossa

equacao de Poisson relativistica fica

—2n¢' —4¢ — 2¢p — 2vm)’ — 2v¢p = 4C, + R.f(n) . (5.23)
Nossa equagao para tensao anisotropica fica
(kn)*(—¢ + (1 —2v)y) = —12R, N5 , (5.24)
derivando duas vezes esta equagcao

2k% [—¢ + (1 — 2v)p] + 4k*n [—¢" + (1 = 20)¢] + E*n? [—¢" + (1 — 2v)¢"]

8 8 J
= SRV = —ZR [+ =~ 5.25

simplificando k? derivando novamente, temos

6o/ + (1= 20)0) + 60 [~ + (1 20)i] 7 [~6" + (1~ 20)"] =
= SR AY),  (5:2)



5.2. Condicoes Iniciais do Modelo 113

aqui usamos ¢, = 4¢'. Lembrando que R,, é constante quando a radiagdo domina.
A equagao para perturbacao da pressao (5.4) fica
46+ A’ + 276" — 21+ V) + 21+ vy + 20 = 4C, | (5.27)

aqui negligenciamos termos de (kn)?.

Agora, podemos determinar os modos primordiais adiabaticos de nosso sistema.
Para isto, de (5.12), (5.13), (5.14) e (5.15), temos

L. ftp) 1. 1. 1.
e gt =gk =10 = 6 =6+ C, (5.28)

Assim, as equagoes (5.23), (5.26) e 5.27 tornam-se

_2¢ - 77¢/ - (1 + Z/)Q/J - WWI = 20’7 + Rcf(n) ) (529)

6[—¢' + (1 —20)¢'] + 6n[—¢" + (1 — 20)¢"] + 0 [=¢" + (1 — 2v)0""] =
= SR, H¢) (530)

—26+ 2" + 020" — (1 + V)0 + (L+ V)’ + 0’ —2C, =0 (531)
Derivando a partir de (5.29) e usando (5.31), encontramos
3vR) =0 (5.32)

sendo R, = HR.. Como queremos v # 0 e ¢ # 0, temos R. ~ 0. E claro que isso
tem que ser verdade, uma vez que estamos na época dominada pela radiagao. Portanto,

desconsideramos o termo R.f(n) na equagao (5.29), logo

~26 — ¢ — (L4 )b — v =2C,,  (533)

610/ + (1= 2000f] + 6 [ + (1~ 2] 7 [0 + (1 — 2)”] =
= SR, (534)
—2¢ 4 2n¢' + *¢" — (L+v)¢ + (L + v +vp*y” —2C, =0.  (5.35)
A partir de 5.33 temos
m)’ = [-2¢ — ¢/ — (1 +v)y —2C]v 7",
substituindo em (5.35) e considerando termos até a ordem v encontramos

Y =vn’¢" — (1 —4v)ng’ —2(1 —v)op —2(1 —v)C, . (5.36)
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Usando (5.36) em (5.34), e considerando novamente termos até a ordem v, encontramos

2R,
_V774¢”/” + (1 _ 181/)7]3¢"” +12 {1 — v (8 + B )} n2¢///+
2 12 , 2 )
44 [9+5Rn— (42+5Rn> y] nd" +8(1 — 30) (3+5Rn>¢ —0.

Esta equacao pode ser resolvida de forma exata uma vez que R,, é constante. Suas solugoes

sao
1
5.4 \5-32Rn 1 v 2
¢ = constante, ¢ xm R , ¢ x 7’ ¢ x ?7_2 (5.37)

14
Perceba que as quatro primeira solugoes sdo semelhantes as do modelo ACDM. O tnico
modo nao decrescente é a solucao ¢ = constante. Esta é a solucdo a ser considerada. As
demais solugoes, semelhantes aos do modelo ACDM, sdo modos decrescentes. Descartamos
a ultima solugao em nossa analise devido possuir um limite indeterminado quando v = 0,

e nosso objetivo aqui é estudar solucdes que possuem um limite de ACDM.

Como C,, e ¢ sdo constantes, entao de (5.36) deduzimos que ¢ também é constante.

Portanto, a partir das equagoes (5.36) e (5.25) encontramos até a primeira ordem em v

—2(1—-v)p —¢=2(1-v)C,
6 (1= W= —{ R0+ 6+ C)

Portanto, o modos correspondentes a ¢ e 1 sao

2C,(5+2R,) { Sv }
¢ 15 + 4R, 5+ 2R,]’ (5.38)
100,
=—— (1 :
b= L), (5.39)
com
2 5+ R,
o=v (e gh) 125 5] (5.40)
Agora, a partir da equagao (5.12) temos
200,
= ———(1 4+ 2v) = —2¢(1 . A1

Substituindo em (5.28), podemos determinar as condigoes iniciais do contraste de densidade

de cada componente. A fungao f(n) = [ SVQ/J% torna-se

= Il n ﬂ
fm»—3w1(%),

sendo 79 uma constante de integracao, correspondente a um tempo inicial. Para nosso

codigo numérico consideramos que 7 ~ 1)y, portanto,

fn)=0. (5.42)
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Até a primeira ordem em v, podemos obter os modos primordiais dos momentos
de quadrupolo dos neutrinos (N5) a partir de (5.24)

B k?2772

Ny = (1= v). (5.43)

Como em ACDM, os modos primordiais das velocidades sdo dados por

k
vnzvvzvz)zvc:;“/’. (5.44)
Assim como em ACDM, todos os modos dependem da mesma constante C., que
¢é a perturbagao primordial. Comparando com os resultados do modelo padrao, nossos
modos primordiais diferem de ACDM apenas por um fator que depende exclusivamente de

v. Além disso, podemos determinar a relagao de C, com R (2.148) e ¢ (2.149), no calibre

Newtoniano. Lembramos que

R.,6, + R,0, + R.0. + Rydp
R = ota = — : 5.45
¢+ Huota € S =¢+ S+ R+ R, (5.45)
O resultado para R permanece o mesmo que o encontrado em 2.2.3, isto é,
R=—¢— ;b . (5.46)
Em relagdo a ¢ temos
_ Y
c=—0¢— 5(1—1—1/). (5.47)
Entao, temos a seguinte relacao
5C.
=R 7 5.48
TR, (5.48)

que difere do resultado de ACDM a partir de uma fator que depende de v.

5.3 Resultados da Analise de MCMC

Todo conjunto de equagoes apresentadas até aqui é suficiente para modificar o
coddigo CLASS de acordo com o modelo e, assim, obter os resultados estatisticos com
MCMC-MontePython que veremos a seguir. A figura 3 mostra o espectro de potencia
do modo de temperatura da CMB (considerando |v| = 0.01) e a fungao de correlagao
de dois pontos que identifica os picos de BAO (considerando |v| = 0.005). Estes graficos
foram obtidos com o cédigo CLASS. Neles fixamos os demais parametros com ACDM.

Observamos como os efeitos de escala afetam a potencia da CMB e deslocam os picos
BAO em D}T e em r?¢(r).
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Figura 3 — Espectros de potencia do modo TT (considerando |v| = 0.01) e funcao de
correlagao de dois pontos (considerando |v| = 0.005). Plots feitos no c6digo
CLASS [4] devidamente modificado e fixando os demais pardmetros com ACDM.
Em laranja temos o resultado para ACDM (v = 0) e em preto temos os
resultados com v # 0.

A anélise feita com todos os dados apresentados na se¢ao 2.3 sdo mostrados na
tabela 3 e na figura 5. Apresentamos também o resultado usando os dados de fog como
consisténcia das conclusdes na subsegao 4.4.7. As figuras sdo apresentadas com um intervalo
de confianca de 20 e a tabela de dados com intervalo de 68% de confianca. Os resultados
sao identificados para ACDM (v = 0) e consideramos sua versao dependem de escala
(inspirada em efeitos de GR), ACDM+GR (v livre). Em todos os testes, o pardmetro de

convergéncia Gelman-Rubin satisfaz a condicio R — 1 < 0.01 [160].

Na tabela 2 e na figura 4 mostramos os resultados de MCMC da andlise em que
foram utilizados somente os dados de fog de baixa correlacdo, do conjunto apresentado
na subsecao 2.3.3). Esta andlise estatistica reforca os resultados da andlise qualitativa
na subsecao 4.4.7. Perceba que v tem um impacto relevante em og, mostrado pela anti-
correlacao entre esses parametros, favorecendo um valor de v negativo. Além disso, o

resultado na figura 4 mostra também que o impacto sobre a quantidade de matéria escura
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é sutil, estando longe de substituir a matéria escura em escalas cosmoldgicas.

Tabela 2 — Resultados estatisticos usando somente dados de fog 2.277, com intervalo de
68% de confianca.

Parametros ACDM ACDM+GR

o3 0.757470022  0.85161 0354

v 0 —0.168(Sem barras de erro)
Coin 28.81 28.81

ACDM+GR
I ACDM

1.0
0.9

i ®

0.7

o8

0.22 0.26 0.30 0.7 0.8 0.9 1.0 —0.4 -0.2 0.0
Q. o8 v

Figura 4 — Curvas de contorno usando os dados de baixa correlacao de fog. Em vermelho

temos o resultado para ACDM (v = 0) e em laranja temos os resultados para
ACDM+GR (v livre).

A figura 5 apresenta os resultados da analise conjunta de todos os dados apresentados
na se¢ao 2.3. Em geral, esta andlise mostra que o modelo ACDM+GR ¢é quase degenerado
com ACDM, mas vale destacar algumas observagoes em comparacgao a anélise feita na se¢éo
anterior. Ao contrario da andlise feita considerando somente dados de fog, a figura 5 mostra
que, na verdade, existe uma correlacao positiva entre v e gg, com uma preferéncia para
valores positivos de v. Usando o resultado de KiDS-1000 (z < 1) [161] para Sg (o3 \/%)
verificamos que a tensdao em relagao ao valor de Sy — ACDM é de ~ 2.630, enquanto
que para Sg — ACDM+GR temos ~ 2.660. Em relacdo Hy podemos perceber que existe

um alargamento dos resultados para este parametro em ACDM+GR, mas nada que seja
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significativo em comparagao ao modelo ACDM. Comparando com os resultados de medidas
locais [56], verificamos que a tensdo na medida de Hy — ACDM ¢é de ~ 3.92¢, enquanto
que para Hy — ACDM+GR temos ~ 3.87¢. Logo, percebemos que ACDM e ACDM+GR
sao indistinguiveis quando tratamos das tensoes envolvendo dados de pequenas e grandes
escalas cosmolégicas para og e Hy. Por ultimo, notamos a partir da figura 5 um sutil
impacto na quantidade de matéria escura. Notamos que existe um aumento da forga
quando v > 0, no entanto, esta amplificacao da forca nao induz um efeito significativo na

reducao da quantidade de matéria escura.

Tabela 3 — Resultados da analise conjunta dos dados descritos na se¢ao 2.3, com intervalo
de 68% de confianca.

Parameter ACDM ACDM+GR
100 x h2Qy, 2.24470:013 2.24210:0:3
h?Q, 0.1197 300086 0-118975:00085
O, 0.6912750%5%  0.691975:0028
H, 67.84704, 67.91048

s 0.806975:0%%8  0.809215:9081
100 x 6, 1.04270:00028 1 042439905,
In 1010 A, 3.04210:014 3.041501

- 09665790036 () 974 +0.0042
Treio 0.05431%G:007;  0.053870:0067
v 0 (6.698 x 10709)+0-00017

2
Xomin

3841

3840
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Figura 5 — Curvas de contorno da anélise conjunta dos dados descritos na sec¢ao 2.3. Em

vermelho o resultado para ACDM (v = 0) e em laranja os resultados para
ACDM+GR (v livre).
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6 Conclusao

Neste trabalho apresentamos o modelo gravitacional no qual os acoplamentos G
e A dependem de escala, inspirada por efeitos do Grupo de Renormalizagao (GR) em
Relatividade Geral (RG) a grandes escalas cosmoldgicas. Este modelo e sua estrutura
cosmolégica foram apresentados no artigo [2]. As restrigdes cosmoldgicas mais precisas,
usando andlise MCMC, sdo apresentadas no artigo [3]. Nossa primeira andlise para o
quadro cosmolégico dependente de escala, como aqui apresentada, indica apenas pequenos
desvios com respeito aos pardmetros de medidos usando o modelo ACDM, quando todos
os dados sao analisados juntos. Ou seja, considerando os dados disponiveis atualmente, o
parametro adicional v nao é capaz de melhorar o ajuste aos dados, ou levar a consequéncias

qualitativamente diferentes.

Este modelo considera que todas as informagoes sobre a variacdo desses acopla-
mentos estao inclusas na agdo, de maneira que deve haver uma acao classica efetiva capaz
de descrever completamente a dinamica a distancias cosmolédgicas. Apresentamos a acao
completa do modelo, a qual estende a da referéncia [39], utilizando um ndimero arbitrario
de possiveis escalas. Avaliamos as equagdes de campo e as consequéncias para a conservagao
do tensor momento-energia. No contexto dos fluidos, utilizamos a mesma escala proposta
em [39], dada pelo escalar W (4.12), a qual estende uma série de propostas nao covariantes
(por exemplo, [28, 31, 38, 145]). Tal escala sempre preserva o fundo, afetando somente as
perturbacoes. A novidade no caso cosmolégico é que o fundo em si é dindmico e, portanto,
como aqui encontrado, esta propriedade implica que uma segunda escala ¢ necessaria.
Entretanto, ndo ha escolha a ser feita, pois as equacoes de campo fixam a segunda escala
como uma funcao do trago tensor momento-energia. Mostramos que nao sao necessarias
outras escalas além da segunda. Para o vacuo (T, = 0), a relagdo entre G e A é a mesma
que em [39], ou seja, A oc G (ver também [27, 162, 163]).

No geral, nossos resultados nao sao restritos por suposicoes sobre como G e A
variam. O que supomos aqui é que podemos aproximar G(u;(W)) = G(W) por uma
funcao linear em torno de W = 0 (corre¢des de ordem superior sdo possiveis, mas
nao alteram nossos resultados). Existem diferentes estruturas cosmoldgicas nas quais os
acoplamentos A e G dependem da escala. A maioria considera a implementacao desses
efeitos no nivel das equagoes de campo, ou parcialmente no nivel de a¢ao (por exemplo,
28,37, 136, 137, 164, 165]). No entanto, a abordagem que tratamos aqui visa uma estrutura
na qual todas as informacoes relevantes vém da acao, incluindo os ajustes de escala e,
por conseguinte, a aplicamos a cosmologia. Assim, levando a um quadro que é diferente
tanto da RG, como de outras teorias de gravitagdo. Ao contrario de varias abordagens

dentro dos efeitos do GR no nivel das equagoes de campo, no quadro proposto, ndo se pode
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escolher se G ird variar, ou A ird, ou ambos (veja, por exemplo, [37, 137]) . Esta liberdade
aparece em tais teorias uma vez que uma acao completa nao é usada nem conhecida,
logo V,T°% nao ¢ fixo e pode ser zero ou pode depender de como G ou A variam. Em
nossa estrutura, tal como em [39], ndo existe tal liberdade, uma vez que as escalas sao
fixadas, logo V,T*? também ¢ fixado, o que estd de acordo com a equacdo (4.10), uma

consequéncia da invariancia do difeomorfismo da acao.

Analisamos o modelo considerando primeiro o caso de um fluido perfeito, verifi-
camos as consequéncias dindamicas considerando a métrica de FLRW com pertubagoes
escalares (2.160) do modelo. Obtivemos algumas solugoes exatas, mostramos a evolugao
das perturbagoes e mostramos as parametrizagoes generalizadas do nosso modelo (subsegao
4.4.4). Realizamos um anélise utilizando dados de fog (apresentados na subsegao 2.3.3)
Encontramos que novos efeitos podem reduzir sensivelmente os valores de fog para baixos
redshifts (z < 1.5), preservando, ao mesmo tempo, o resultados de fog para ACDM em
altos redshifts, assim, apresentando um potencial de aliviar as tensoes nas medidas de H
e og que estao presentes em ACDM [18, 19]. Este resultado nos motivou a ir além de uma

analise exclusiva de fosg.

Afim de avaliar esta estrutura com mais precisdo, consideramos a andlise conjunta
dos dados apresentados na secao 2.3. Neste caso, assumimos o tensor momento-energia
dado por (2.86), no qual temos presenga da tensao anisotrépica. Reescrevemos as equagoes
e definimos as condigoes inicias. Assim, analisamos os resultados da analise estatistica
feita pela combinagao do codigo CLASS [4] com o cddigo estatistico MCMC-MontePython
[44]. A andlise MCMC feita somente com dados de fog reforca os resultados obtidos na
subsecao 4.4.7, mencionados anteriormente. Verificamos uma anti-correlacao entre nosso
parametro v e oy, favorecendo um valor de v negativo. No entanto, este resultado mostra
que esta estrutura nao substitui significativamente a componente de matéria escura. Depois,
apresentamos os resultados da andlise conjunta dos dados da secao 2.3, resumidos na
tabela 3 e na figura 5. Considerando a analise completa verificamos que na verdade existe
uma correlacao positiva entre v e og, com v sendo positivo. Além disso, as tensoes que
envolvem os parametros Hy[18] e 0g[19], da estrutura cosmolégica que analisamos e do
modelo ACDM sao muito préoximas. Notamos certo alargamento nas barras de erro de
H,, comparando com o modelo padrao, no entanto, este fato nao representa um impacto
significativo em nossos resultados. Em relacdo matéria escura, notamos um aumento da
forca quando v > 0, no entanto, nao é uma amplificacao significativa que possibilite
uma reducao na quantidade de matéria escura. Assim, de maneira geral, este resultados
mostram que a estrutura cosmologica que propomos aqui se assemelha ao atual modelo

padrao da cosmologia.

Ressaltamos porém que desenvolvemos aqui um quadro que pode abrir varias outras

possibilidades. Em particular, muitos dos trabalhos inspirados em efeitos de grupo de
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renormalizacdo nao possuem uma ac¢ao classica completa; e aqui mostramos que esse
quadro ¢é plenamente consistente, e pode também ser avaliado via ferramentas de ponta
para analise de dados cosmologicos. H4 ainda desenvolvimentos que podem levar a um

impacto cosmoldgico mais forte neste mesmo quadro, os quais estamos considerando.
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APENDICE A - Principio Variacional Para
Modelo com G e A Dependentes de Escala

Mostramos aqui o principio variacional da acao

Sl AT = Sulg Y]+ 2 | [R s + 3 b~ hlo >J] V=gdle. (A1)

Para determinar as equacdo de campo correspondentes desta agdo, usamos derivadas

funcionais. Em particular, para algum campo ¢ e funcao f = f(p, dp) temos

o' _ dp(a') — 5@ (g — o
5 = ao ~ 0=, (A.2)
5F _ " s OF oy 5@y ot

Assim, a derivada funcional de (A.1) com relagao a métrica da

5S 1 ., ,i(0R 5v—g o
S 167r/d [<59W> )\/—g +<5W> NG () +

/—4g' , S
( Sgrv ) Z)\ ( ) V=9 Z)\ < g;w>} Sgm (A-4)
Para o primeiro termo temos
O R(2') 09 (a')
= 0 — : A.
597 () (Rop + gapl) = Va V) 57 (z) (A.5)
Para o segundo e terceiro termos em (A.1) temos
oy/=gla’) 1 dg** () (A.6)

sga) 2T s ()
Levando (A.6) e (A.5) em (A.4), integrando por partes os termos com derivadas e descar-

tando as integrais de superficie, ficamos com

[ _ _ _ 5g*P(z")
4,/ 1 1 1 /
(Sg/“’ 167 / gdiz { Gap + ga,BA) G™ + gapUG VaVsG ] (z') )

1 P 5 (I}/ , 0 fp(z 0Sn
+§9a52p:)\p(ﬂp f S () Z P }+ S (A7)

A derivada funcional de (A.1) com relacao a pu, da

. 4 A 0G~! n Oftg(2)
~ 16 / Vogdd' Y [28% (G> o, Aq] o AP

5/@
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A derivada funcional de (A.1) com relagao aos multiplicadores de Lagrange A, da

b = o [ Vot S - (A.9)

A derivada funcional de (A.1) com relagdo aos campos de matéria T da

90 VY SWAY: fpx 5SM
" 167 Z/V gdie Apara; 5T (A.10)

Portanto, obtemos as equagoes de campo para o modelo com G e A dependentes

de escala
ga,B + Agaﬁ + fozﬂ - 87TGTaB s (All)
6f’ 114 .. 6Sm
/ péT\/—gd:L‘ —W, (A12)
— =0, (A.13)
0 A 8
2~ —_ _R—G! A.l4
ou, G R@,qu =% (A.14)
com
Gop = Gop + GOG ' gap — GV VG, (A.15)
G of, A
= _ ! —a'd* Al
Fus \/—_gzp:/Ap(Sgaﬁ gdie (A.16)

As equagoes (A.11)-(A.14) constituem todas as equagoes relevantes para a dinamica,

e todas, incluindo a fixagao das escalas (A.13) sdo deduzidas a partir da a¢ao (A.1).
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