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RESUMO

Os métodos numéricos se tornaram indispensaveis para o progresso ¢ desenvolvimento de
conhecimento e tecnologia nas areas da Ciéncia e Engenharia. Dentre os diversos métodos ja
desenvolvidos, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) tem se destacado por sua
singularidade e aplicabilidade. Para aumentar o seu campo de atuacdo, novas técnicas tem
sido propostas com a finalidade de aperfei¢oar e expandir esse método, como ¢ o caso do
MECID (Método dos Elementos de Contorno com Interpolagdo Direta), que utiliza um
processo de interpolacdo com Funcdes de Base Radial (FBR) para transformar integrais de
dominio em integrais de contorno.

Nesse contexto, o presente trabalho busca aplicar o MECID em problemas eldsticos com
forgas de corpo atuantes, expandindo a area de conhecimento dessa recente técnica. Para isso,
sdo apresentadas as equagdes governantes da Teoria da Elasticidade, as formulagdes do MEC
para esse tipo de problema, o desenvolvimento matematico do procedimento de interpolacio e
de regularizagdo do MECID sobre a integral de dominio da for¢ca de corpo e também o
processo de discretizacdo do contorno que resulta no sistema que € utilizado para a resolucao
numérica dos problemas elasticos simulados. Testes numéricos com problemas que possuem
solucdo analitica conhecida sdo utilizados para validar o método e para analisar o
comportamento das respostas geradas quando alguns pardmetros do problema sdo
modificados. Além das solucdes analiticas, 0 MECID também ¢ comparado com a cléssica
técnica do MEC que utiliza o Tensor de Galerkin para transformar a integral de dominio da
forca de corpo em uma integral de contorno.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Interpolagdo Direta, Fun¢des de Base

Radial, Teoria da Elasticidade, Tensor de Galerkin.



ABSTRACT

Numerical methods have become indispensable for the progress and development of
knowledge and technology in the areas of Science and Engineering. Among the various
methods already developed, the Boundary Elements Method (BEM) has stood out for its
uniqueness and applicability. To increase its field of action, new techniques, based on the
BEM, have been proposed with the purpose of improving and expanding this method, as is
the case of the DIBEM (Direct Interpolation Boundary Elements Method), which uses a
process of interpolation using Radial Base Functions (RBF) to transform domain integrals
into boundary integrals.

In this context, the present work seeks to apply DIBEM in elastic problems with acting body
forces, expanding the area of knowledge of this recent technique. For this, the governing
equations of the Elasticity Theory, the BEM formulations for this type of problem, the
mathematical development of the DIBEM interpolation and regularization procedure on the
body force domain integral and also the discretization process are presented. of the contour
that results in the system that is used for the numerical solution of the simulated elastic
problems. Numerical tests with problems that have a known analytical solution are used to
validate the method and to analyze the behavior of the responses generated when some
parameters of the problem are modified. In addition to the analytical solutions, the DIBEM is
also compared with the classical BEM technique that uses the Galerkin tensor to transform a
body force integral into a boundary integral.

Keywords: Boundary Elements Method, Direct Interpolation, Radial Base Functions,
Elasticity Theory, Galerkin Tensor.
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1 INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO GERAL

O conhecimento adequado dos fendmenos fisicos tem se mostrado essencial para o
desenvolvimento de novas tecnologias. Tal conhecimento permite que varios problemas de
engenharia sejam estudados e solugdes sejam encontradas para os mesmos. Matematicamente,
o comportamento e a relacao entre as grandezas fisicas de um dado fenomeno sdo modelados
por equacdes diferenciais cujas solugdes, quando possiveis, sdo dificeis de serem
determinadas analiticamente devido a sua complexidade. Para lidar com este problema,
diversos métodos numéricos tém sido desenvolvidos, permitindo que solucdes aproximadas
consistentes sejam encontradas e aplicadas em diversas areas da ciéncia e tecnologia.
Exemplos dessas equacdes diferenciais sdo as equagdes de Laplace, Poisson, Difusdo-
Adveccdo, Helmhonltz, Navier, entre varias outras. A equacdo de Navier ¢ a que modela
problemas de elasticidade linear, como serd apresentado no proximo capitulo. Sao sobre essas
equagoes que os métodos computacionais sao aplicados para produzir as solugdes numéricas
que permitem o avango tecnoldgico.

Dentre os diversos métodos numéricos ja desenvolvidos, destacam-se o Método das
Diferencas Finitas (MDF) (SMITH, 1985; STRICWERDA, 2004), o Método dos Volumes
Finitos (MFV) (LEVEQUE, 2002), o Método dos Elementos Finitos (MEF) (HUGHES, 1987;
REDDY, 2005) e o M¢étodo dos Elementos de Contorno (MEC) (BREBBIA, 1978;
KATSIKADELIS, 2002). Os trés primeiros métodos se baseiam em técnicas de discretizagdo
do dominio, ja o MEC ¢ fundamentado na discretizag¢@o apenas do contorno do problema. Isto
confere ao MEC algumas vantagens em relagdo aos demais métodos, como por exemplo,
redu¢do da dimensao do problema, menor quantidade de dados de entrada e sistema de
equacdes de ordem reduzida se comparadas as técnicas de dominio. Além disso, ¢ muito
eficiente para problemas de dominio infinito e semi-infinito devido as solu¢des fundamentais
utilizadas em sua formulacdo (BREBBIA et al., 1984). Contudo, apds a aplicacao do
procedimento de discretizagdo, suas matrizes se apresentam cheias e sem simetria, o que faz
com que computacionalmente o MEC seja mais oneroso do que outras técnicas no tratamento
de problemas de grande porte.

Além disso, 0 MEC, em sua formulacao cléssica, apresenta dificuldades no tratamento de
corpos esbeltos € na resolucdo de problemas nao homogéneos ou que possuem agdes

aplicadas no dominio, como forcas de inércia e acdes térmicas, pois ¢ uma técnica de
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contorno (BREBBIA e DOMINGUES, 1992). Para superar essa dificuldade, procedimentos
matematicos adicionais devem ser aplicados para transformar essas agdes de dominio em
valores de contorno. Uma das primeiras abordagens para esse tipo de problema foi a
discretizagdo do dominio em células (BREBBIA, 1978), fazendo com que o MEC perdesse
sua principal vantagem sobre os métodos de dominio. Desta forma, em um esforco para evitar
a discretizacdo interna, diversas pesquisas foram conduzidas para encontrar um método geral
e eficiente para transformar integrais de dominio em integrais de contorno equivalentes.
Surgem entdo outras abordagens, como o uso do Tensor de Galerkin, Método da Dupla
Reciprocidade (MECDR), Método da Multipla Reciprocidade (MECMR) e o Método da
Interpolagdo Direta (MECID).

A utilizagao do Tensor de Galerkin se baseia na ado¢do de uma funcao primitiva da solugao
fundamental. Permite transformar a representagao integral de dominio em integral de
contorno utilizando integracdo por partes e o teorema da divergéncia sobre a primitiva do
Tensor de Galerkin. Essa técnica, proposta inicialmente por Cruse (1975), foi empregada para
problemas elésticos por diversos pesquisadores (CRUSE et al., 1977; DANSON, 1981;
BREBBIA et. al 1984; TELLES, 1986).

A Dupla Reciprocidade foi originalmente desenvolvida por Nardini e Brebbia (1982) para
problemas dindmicos e, posteriormente, estendida para outras aplicagdes, por Wrobel e
Brebbia (1987), Loeffler e Mansur (1987) e Ribeiro (1991). A abordagem de agdes de
dominio pela Dupla Reciprocidade foi feita primeiramente por Loeffler ¢ Mansur (1987).
Neste caso, tais agdes sdo conhecidas e aproximadas por um procedimento de interpolagao de
valores conhecidos nos pontos base do problema, que sdo convenientemente escolhidos como
os pontos nodais de contorno e os pontos internos ao dominio, se houverem. Este método
resolve uma ampla gama de problemas, mas geralmente requer um nimero significativo de
pontos internos como pontos de interpolagao para representar a solugdo com precisao.

Nesse cendrio, o Método da Multipla Reciprocidade foi desenvolvido originalmente por
Nowak (1989) como sendo uma ferramenta mais geral para a solugdo de uma ampla gama de
problemas parabdlicos e hiperbolicos. Adiante, o estudo se estendeu a uma série de
aplicagdes, incluindo os problemas governados pela equacdo de Helmholtz (NOWAK e
BREBBIA, 1989) e elasticidade (NEVES e BREBBIA, 1991). O MECMR pode ser
considerado uma extensdo da ideia da Dupla Reciprocidade, mas ao invés de aproximar o
termo da forca de corpo por um conjunto de novas fungdes, a solugdo fundamental sera
integrada quantas vezes forem necessarias utilizando uma sequéncia de solucdes

fundamentais de ordem superior de forma recursiva (NOWAK e PARTRIDGE, 1992).
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O MECID ¢ uma alternativa ainda recente, desenvolvida por Loeffler et al (2015), que esta
sendo aplicada na solugdo de uma variedade de problemas fisicos. Tal como o MECDR, o
MECID ¢ uma técnica que utiliza fungdes de base radial (BUHMANN, 2003) para aproximar
o nucleo de integrais de dominio e transforma-las em integrais de contorno. Apesar de ser
semelhante a técnica de Dupla Reciprocidade, ¢ matematicamente mais simples, pois o
MECID ¢ conceitualmente idéntico a um processo de interpolagdo. O MECID foi testado com
sucesso em problemas bidimensionais envolvendo a solugdo das equacgdes de Poisson e
Helmholtz (LOEFFLER et. al, 2015; LOEFFLER e MANSUR, 2017).

Varios testes mostraram que o método ndo sofre instabilidades numéricas tao intensas quanto
o MECDR, seja produzido por inconsisténcias no modelo de interpolagdo numérica ou devido
a um numero excessivo de pontos de interpolacao. De acordo com a literatura (BARBOSA et.
al, 2019), o MECID também funciona melhor em problemas tridimensionais em comparagao
com a formulagdo de Dupla Reciprocidade. Nao se tem conhecimento, até o presente
momento, do emprego dessa formulacao para a solugdo de problemas elasticos com forgas de

corpo.

1.2 OBJETIVOS E METODOLOGIA

O objetivo primario dessa dissertacdo ¢ expandir a aplicagdo do MECID, empregando esta
técnica em problemas elasticos com forga de corpo. Para isso, a formulacdo matematica do
MECID para problemas elasticos bidimensionais ¢ desenvolvida e implementada
numericamente em c6digo FORTRAN.
Por se tratar de um estudo inicial para esse tipo de problema, os testes numéricos realizados
utilizam casos que possuem solu¢do analitica previamente apresentada na literatura. As quatro
simulacdes utilizadas foram:

e Barra vertical esbelta submetida a forga gravitacional constante;

e Barra horizontal esbelta submetida a forca centrifuga;

e Barra vertical quadrada submetida a forca gravitacional variando linearmente;

e Disco submetido a for¢a centrifuga;
A partir destas simulagdes buscou-se avaliar parametros que influenciam o comportamento da
solucdo numérica e os efeitos gerados por esses parametros, fazendo um comparativo das
respostas do MECID com as solugdes analiticas e com as respostas numéricas da técnica do

Tensor de Galerkin.
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1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Além deste primeiro capitulo introdutorio, sdo desenvolvidos nessa dissertacao seis outros
capitulos que abordam os seguintes assuntos:

e (apitulo 2: Sao apresentadas as equagdes gerais da Teoria da Elasticidade e as
equagoes validas em problemas bidimensionais, tanto para o Estado Plano de Tensao
quanto o Estado Plano de Deformagao;

e Capitulo 3: E mostrado o procedimento classico do MEC para problemas elasticos,
onde ¢ desenvolvida a formulagdo integral inversa da equacdo de Navier. Sdo
apresentadas as solu¢des fundamentais e também o processo de discretizacdo, no qual
o termo da forga de corpo ¢ desprezado;

e Capitulo 4: E feita uma apresentacio detalhada do equacionamento da técnica do
Tensor de Galerkin aplicado sobre a integral de dominio da for¢a de corpo para cada
problema a ser analisado, incluindo o desenvolvimento da solu¢do fundamental dos
deslocamentos para essa técnica;

e Capitulo 5: E descrito detalhadamente a formulagio do MECID aplicado sobre a
integral de dominio da for¢a de corpo, o procedimento de regulariza¢do, a
discretizagdao do problema e o sistema linear resultante gerado pelo MECID;

e Capitulo 6: Neste capitulo sdo apresentados os resultados dos testes numéricos,
baseados em quatro problemas elasticos. Além disso, faz-se a discussdo desses
resultados com o objetivo de avaliar os diferentes parametros ali testados.

e (apitulo 7: Sao feitas as consideragdes finais, onde sdo destacadas as conclusdes e
propoem-se ideias de trabalhos futuros para a continuidade dessa pesquisa.

Além dos capitulos citados, na parte final da dissertacdo se encontram cinco Apéndices que

complementam a estrutura do trabalho.
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2  TEORIA DA ELASTICIDADE

2.1 INTRODUCAO

Todo corpo, ao ser submetido a forcas externas, sofre uma deformacdo na sua geometria.
Quando essas forgas sdo retiradas, dois fendmenos podem acontecer com o corpo: a
deformacao desaparece € o corpo retorna a sua geometria original ou a deformacao se torna
permanente e a geometria do corpo ¢ alterada. No primeiro caso, o corpo se encontra no
regime elastico e ¢ chamado de perfeitamente elastico, e no segundo caso, apresenta uma
deformacdo pléstica. Essas configuragdes dependem da intensidade dos esforgos atuantes e
das propriedades fisicas do material.
As forcas atuantes sobre um corpo podem ser classificadas em forgas de superficie se forem
distribuidas sobre a superficie do corpo, como por exemplo, a pressdo hidrostatica, ou forcas
de corpo, que sdo forgas distribuidas pelo volume do corpo. Exemplos desse ultimo caso sao
as forcas gravitacionais, as forgas magnéticas e as forcas inerciais. No presente trabalho, sera
analisado o comportamento quando forgas de corpo sao atuantes.
De acordo com Timoshenko e Goodier (1970), todos os materiais utilizados na engenharia
apresentam algum nivel de elasticidade e por isso faz-se necessario o estudo detalhado dos
corpos elasticos. Tal estudo ¢ realizado pela Teoria da Elasticidade (TIMOSHENKO e
GOODIER, 1970; ATKIN e FOX, 1980; BORESI ¢ CHONG, 1987), que ¢ a disciplina da
Mecanica responsdvel por descrever matematicamente as relacdes entre as grandezas
envolvidas na Elasticidade. Essas grandezas sdo: tensao, deformacao e deslocamento.
Tensdo ¢ a grandeza que indica a intensidade das forgas internas aplicadas sobre uma unidade
de area de superficie. A deformagado corresponde a variagdo geométrica gerada pelos esforgos
externos. Deslocamento ¢ a distancia percorrida por um ponto do corpo, por consequéncia do
movimento produzido pelas forgas aplicadas. Quando a relag@o entre a tensdo e a deformagao
¢ proporcionalmente constante, a relagdo ¢ linear e o estudo passa a ser dado pela Teoria da
Elasticidade Linear.
As equagdes governantes apresentadas na Elasticidade Linear sao formuladas a partir das
seguintes hipoteses (TIMOSHENKO e GOODIER, 1970; BUDYNAS, 1977):

e Material homogéneo e continuo;

e Corpo isotropico, isto ¢, as propriedades elasticas sdo as mesmas em todas as diregoes;

e Corpo perfeitamente elastico.
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As equagdes apresentadas na proxima secao serdo dadas em notacao indicial. Tal formulagao
facilita e simplifica a manipulagdo de equacdes que utilizam grandezas vetoriais e tensoriais,
além de facilitar operagdes diferenciais, como gradiente, divergente e rotacional, aplicadas a

campos escalares ou vetoriais, conforme apresentado por Lai et al. (2010).

2.2 EQUACOES GOVERNANTES

A Figura 2.1 (a) apresenta as componentes das tensdes de um elemento infinitesimal de um
corpo elastico em equilibrio submetido a agdo da forca de corpo b;, cujas componentes estao

indicadas na Figura 2.1 (c).

Figura 2.1 - (a) Tensdes internas; (b) Forcas de superficie; (¢) Forgas de corpo.

4 bs
n:.(ny,n,o,n
— py  m(nnyng)
931 / 023

%13 b,
P 022 Pz 1>

X is 021 /

o1 o by

x5
x = -
: (a) Tensdes internas (b) Forgas de superficie (c) Forgas de corpo

Fonte: Adaptado de Boresi e Chong (1987)

As tensdes no interior, Figura 2.1 (a), e as forgas de superficie, Figura 2.1 (b), devem
satisfazer as condi¢des de equilibrio estatico das forcas e dos momentos sobre o dominio € e

sobre contorno I', respectivamente. As equacdes de equilibrio resultantes sdo:

oijn; = pj () (2.2)

As componentes da tensdo mostradas na Figura 2.1 (a) sdo os elementos que compdem o
tensor de tensdes o;;, que apresenta uma forma matricial quadrada, onde na diagonal principal
os elementos representam as tensdes normais € os demais elementos indicam as tensdes
cisalhantes. Lembrando que o tensor de tensoes ¢ simétrico (BORESI e CHONG, 1987).

As deformacgdes produzidas sdo definidas pelas equagdes cinematicas, que relacionam as

deformagdes €;; com as componentes do deslocamento u;:
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1
o=, . . 2.3
l ) ’
&ij Z(u”+u]l) (2.3)

No tensor de deformagdes ¢;;, denominado tensor de Cauchy, em sua diagonal principal, sdo

indicados os alongamentos ou as deformacgdes lineares. Os demais elementos representam as
distor¢des entre os planos do elemento infinitesimal, também conhecidos como deformacgdes
angulares ou cisalhantes (TIMOSHENKO e GOODIER, 1970).

Na Teoria da Elasticidade, a relagdao entre o campo de tensdes € o campo de deformagdes ¢
definida pelas equagdes constitutivas. Para o caso da Elasticidade Linear, as equacdes

respeitam a Lei de Hooke e sdo dadas pela expressdo a seguir:
O-ij = Zﬂgij + Askk&j (24)

A equacdo (2.4) expressa as componentes da tensdo em termos das componentes de
deformacao. Essa equagdo pode ser escrita na forma inversa, ou seja, a deformacao em termos

da tensao (LAI et al., 2010), como se segue:

1 A
Eij = ﬂ(o_ij - m@aﬁu) (2.5)

Nas equacdes (2.4) e (2.5), u e A sdo as constantes de Lamé, que estio relacionadas com duas

propriedades fisicas do material, modulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v:

—G——E 2.6
K= =2a+v (2.6)
1= 2Gv 57

T (1-2v) 2.7)

Nota-se que a primeira constante de Lamé ¢ igual ao mddulo de elasticidade transversal G,
também denominado modulo de elasticidade ao cisalhamento.

Retornando para a equagdo (2.4), &xx € o trago do tensor das deformagdes ¢;;, ou seja, € a
soma das deformagdes normais. O mesmo ¢ valido para gy, que € o trago do tensor de

tensdes. Ja o termo §;; € o delta de Kronecker. Seus respectivos valores sdo:

Exke = €11 1 &2 T €33 (2.8)
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Okk = 011 1 022 + 033 (2.9)
5. = {1' parat=j 2.10)
Y 0, parai # j '

Se a equagdo (2.3) for substituida em (2.4) e o resultado for aplicado na equagdo de equilibrio
(2.1), obtém-se, com as devidas manipulagdes, uma equagdo diferencial parcial em fun¢do dos

deslocamentos, denominada Equacao de Navier (BORESI e CHONG, 1987):

2.11
P + (A + Wugr; +b; =0 (Q) (210
Caso o mesmo procedimento seja feito utilizando-se agora a equacao (2.2), obtém-se uma

equagao diferencial valida no contorno do corpo:
Awg e + p(uyj +u) +ny =p; (1) (2.12)

A resolugdo completa de um problema de Elasticidade Linear consiste em resolver a equagao
de Navier (2.11) para determinacdo dos deslocamentos. A partir desse resultado, sdo
encontradas as deformagdes por meio das equacdes cinematicas (2.3), e por fim, as tensdes
sdo calculadas usando-se as equagdes constitutivas (2.4). A equacao (2.12) ¢ utilizada para

que as condi¢des de contorno sejam satisfeitas.
2.3 ESTADO PLANO DE TENSAO E DEFORMACAO

As equagdes apresentadas até aqui sdo gerais e aplicaveis em problemas tridimensionais.
Porém, diversos problemas podem ser reduzidos para um sistema bidimensional quando
algumas condi¢des sdo satisfeitas. Nessa situacdo, as grandezas tensdo, deformagdo e
deslocamento sdo funcdes apenas de duas direcdes, X; e X,. Logo, os indices da notagdo
indicial das equacdes irdo variar de 1 a 2, para indicarem as componentes ou derivagdes em
relacdo a essas direcdes. Esses problemas sdo conhecidos como Estado Plano de Tensao

(EPT) e Estado Plano de Deformagao (EPD).
2.3.1 Equacgoes de compatibilidade

Em problemas bidimensionais, o sistema de equacdes resultante da aplicagdo das condigdes

de contorno sobre as equagdes de equilibrio (2.1) apresenta trés varidveis a serem
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determinadas, que sdo as componentes de tensao g4, 03, € 07,. Porém, como o sistema ¢
bidimensional, tém-se duas equagdes para trés incognitas. Dessa forma, o problema ¢
estaticamente indeterminado, e para obtermos uma solu¢do, a deformacdo deve ser
considerada (TIMOSHENKO e GOODIER, 1970), aumentando a quantidade de equacdes,
tornando o sistema possivel e determinado.

As equagdes cinematicas (2.3) fornecem as trés componentes da deformagao, a saber,

Juy (2.13)

€11 = _ax = &
1

_Oup _ (2.14)
€22 = ox, €y

Ju;  Ouy (2.15)
2 = — —_— :
€12 0x, + 0x4 Vey

Derivando a equacdo de (2.13) duas vezes em relacdo x,, a equacdo (2.14) duas vezes em
relacdo a x; e a equacdo (2.15) uma vez em relagdo a x; € uma vez em relagcdo x,, chega-se a

uma equacao diferencial chamada de condi¢dao de compatibilidade, dada por:

0%e, 0%, 0%y (2.16)
0%x, 0%x; 0xyx,

A equagdo (2.16) ¢é vélida tanto para o EPT quanto para o EPD. E possivel determinar
também equagdes de compatibilidade em termos de tensdes, porém sua formulagdo para o

EPT ¢ diferente do EPD e serdo apresentadas nos topicos a seguir.

2.3.2 Estado Plano de Tensao

De acordo com Timoshenko e Goodier (1970), o Estado Plano de Tensao ¢ caracterizado em
uma chapa fina carregada por forcas aplicadas no contorno, paralelas ao plano da chapa e
distribuidas de forma uniforme ao longo da espessura, conforme ¢ mostrado na Figura 2.2.

Nessa situacao, as tensdes normais e cisalhantes em relacao a x3 sao nulos, isto ¢€:

(2.17)

013 = 033 =033 =0
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Por consequéncia, duas componentes da deformagao também serdao nulas:

813 = 823 = 0 (218)

Figura 2.2 - Estado Plano de Tensdo

X3

X1

(a) Vista Frontal

e

(b) Vista Superior

Fonte: Adaptado de Timoshenko e Goodier (1970)

As demais componentes de deformagdo podem ser escritas em fungdo das componentes de

tensao restantes a partir da equacgao (2.5) e sdo dadas por:

1
Ex = &11 = E(Un — V03;) (2.19)
1
&y = &2 = E(Uzz — v0y1) (2.20)
2(1+v)
ny = 2812 = E 0-12 (221)
%
&, = &33 = —E(Un + ;) (2.22)

Ou, de forma inversa, as tensdes em fungao das deformagdes serdo iguais a:
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2G
011 = m (611 tvey) (2.23)
O = m(vgn + £32) (2.24)
021 = 2G&15 = GYyy (2.25)

As equagdes de compatibilidade em termos das componentes de tensdao para o EPT sao
apresentadas para situacoes gerais de equilibrio por Timoshenko e Goodier (1970), e sdo

dadas por:

o + o (011 4 055) = —(1 + )<6b1+ab2) 2.26
02%x; 03%x, o117 922) = v 0x; 0x, (2.26)

Em que b; e b, s3o as componentes da forca de corpo. Caso as forg¢as de corpo sejam nulas ou

constantes, como o caso da for¢a peso, a equagdo (2.26) se reduzird a:

62 2
<62x1 + 62x2> (011 +022) =0 (2.27)
Ou ainda
0%0q4 %0, 0%0,, — 0 (2.28)
0%x, 0x1%5 02X,

A solucao do problema elastico no EPT consiste em obter os valores das componentes do
deslocamento u; e u, por meio da equacdo de Navier (2.11) aplicando o método numérico.
Substituindo esses valores nas equagdes cinematicas (2.3), encontram-se as deformagdes. Em
seguida, usando as relagdes (2.23), (2.24) e (2.25), calcula-se as componentes da tensdo. Por
fim, por meio da expressao (2.22) € possivel determinar a deformacgao na dire¢do x3 normal ao

plano.
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2.3.3 Estado Plano de deformacéao

Boresi e Chong (1987) afirmam que o Estado Plano de Deformagao (EPD) ¢ aplicadvel a um
corpo prismatico ou cilindrico cujo comprimento ¢ muito maior que as suas dimensdes de
se¢do transversal e que ¢ carregado uniformemente ao longo do seu comprimento. Exemplos
dessa configuracdo sdo: muro de arrimo com pressdo lateral, condutos ou tineis, tubo
cilindrico com pressdo interna, rolo cilindrico comprimido por for¢as no plano diametral.

Uma ilustragdo desse ultimo caso ¢ apresentada na Figura 2.3:

Figura 2.3 - Estado Plano de Deformagao

VR 1/
7 Z
7 7N .
/] // X3 1
7 %
O 4
)22 X2
(a) Vista Frontal (b) Secdo transversal

Fonte: Adaptado de Timoshenko e Goodier (1970)

Nessa configuragdo, sdo considerados deslocamentos axiais nulos e dessa forma as

deformagdes na dire¢ao x3 também serao nulas:

813 = 823 = 833 = 0 (229)
Por meio da Lei de Hooke, equacdo (2.4), sdo determinadas as componentes da tensdo, dadas
pelas equacdes (2.30) a (2.33):

2G

011 = (1_—21/)((1 — Vg1 +Vveyy) (2.30)
022 = m("gn + (1 —v)ey) (2.31)
01 = 20812 = nyy (232)

033 = V(011 + 032) (2.33)
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Ou ainda, pela equacdo (2.5), as componentes de deformag¢do podem ser escritas como

funcdes das componentes de tensao:

1
Ex = &1 = E((l —v)oy —v(1 + V)Uzz) (2.34)
1 2
Sy = 822 S E((l -V )0-22 - V(l + V)O-ll) (2.35)
2(1+v
Yoy = 2612 = (T)(Hz (2.36)

Nota-se a diferenga entre o EPT e o EPD por meio das suas equacdes resultantes. No EPT
tém-se quatro componentes de deformacao, equacdes (2.19) a (2.22), e trés componentes de
tensao, equagdes (2.23) a (2.24), enquanto o EPD possui trés componentes de deformagao,
equacdes (2.34) a (2.36), e quatro componentes de tensdo, equacdes (2.30) a (2.33). Em
ambos os casos, todas as componentes sdo fungdes apenas das diregdes X; € X, € sdo
independentes da direcdo x3, isto €, sdo problemas estritamente bidimensionais.

Timoshenko e Goodier (1970) também apresentam a equacao de compatibilidade em termo
das componentes de tensdo para o EPD. Considerando o caso geral, em que existem forcas de

corpo, essa equacao ¢ dada por:

02 N 02 (o1 +0,,) = 1 <6b1+6b2) 537
02%x, 0%x, O11 T 922) = (1-v)\0x; 0x, 2.37)

Nos casos particulares nas quais as for¢as de corpo sdo despreziveis ou que apenas a forga
peso esteja atuando, a equagao (2.37) se reduz as equagoes (2.27) e (2.28) ja apresentadas para
o caso do EPT.

Os procedimentos envolvidos para determinar a solugao de problemas no EPD s3o os mesmos
que no EPT, ou seja, encontram-se primeiro os deslocamentos pela resolugdo numérica da
equagao de Navier (2.11), em seguida sdo calculadas as deformagdes por meio das equacdes
cinemadticas (2.3), e, por fim, utilizando as expressdes (2.30), (2.31), (2.32) e (2.33), sdo

calculadas as tensdes em um determinado ponto do corpo.
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO A ELASTICIDADE
LINEAR

3.1 EQUACAO INTEGRAL

O desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno (MEC) consiste em encontrar
equacdes integrais de contorno que possam ser discretizadas e solucionadas por meio de
integracdo numérica. De modo geral, as integrais de contorno sdo encontradas pela
ponderacao da equagdo diferencial que rege o problema, por meio de funcdes especiais de
ponderacdo, denominadas solugdes fundamentais (BREBBIA, 1978). Porém, esse
procedimento ndo ¢ Unico e, para problemas eldsticos, ¢ usual assumir a identidade de
Somigliana que ¢ encontrada a partir da aplicacdo do teorema de Betti, baseado no principio
do trabalho virtual (BREBBIA et al., 1984).

Considere um corpo de dominio Q e contorno I' que satisfaz as hipoteses da Teoria da
Elasticidade Linear apresentadas no capitulo 2. Esse corpo estd em equilibrio estatico e
apresenta as varidveis de estado ojj, &, ui, pi € b; que satisfazem as condigdes de equilibrio.
Esse corpo estd inserido em uma regido infinita de dominio Q* e contorno I'* que apresenta
as mesmas propriedades elasticas do corpo definido por Q+I" e se encontra em equilibrio
estatico com o mesmo. As varidveis de estado dessa regido sdo: c;*, &;*, w*, pi* e bi*. A

situac@o descrita acima esta representada na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Regido Q*+ I'* que contém corpo Q+ I

I"*

Q*

X3 M

Fonte: Adaptado de Brebbia et al. (1984)
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De acordo com Tauchert (1974), o principio do trabalho Virtual diz que o trabalho realizado
pelas tensdes sobre o corpo Q+I" € reciproco ao trabalho das tensdes aplicadas em Q*+I*. Em
outras palavras, as tensdes sobre Q+I" produz deformagdes em Q*+I'* e, pelo principio da
reciprocidade, tensdes em Q*+I[* provocam deformagdes em Q+I" e o trabalho realizado em

ambos os sistemas sdo equivalentes. Matematicamente tem-se a seguinte relagao:

f O-l'jgl:kj dQ = fo-i);gij dQ (31)
Q Q

Substituindo o tensor de Cauchy, apresentado na equacao (2.3), na equacdo (3.1), encontra-se:

1 . . 11,
E j O'i]' [ul-’]- + uj,i] dQ = Ef (oF] -[ui‘j + uj,i] dQ (32)
Q Q

Como o tensor de tensdes € simétrico, a equagdo (3.2) iré se reduzir a:

f O'Uu:] dQ = f O';]-ul"j aq (33)
Q Q

Fazendo a integracdo por partes em ambos os lados da equagdo (3.3) chega-se a:

f(aiju;-*)‘j dQ — fai]-,]-u;f dQ = j(ai*]-ul-)’j dQ — jal-*j,]-ul- dQ (3.4)
Q Q Q Q

Aplicando o teorema da Divergéncia nas duas primeiras integrais do lado direito e esquerdo

da equacao (3.4), tem-se:

f(al-ju;-*)n]- dr — fai]-,]-u;f dQ = f(a{;-ui)n]- dr — fa{;-,]-ui dQ (3.5)
r Q r Q

Como todo dominio se encontra em equilibrio estatico, as condi¢des de equilibrio tanto no
dominio quanto no contorno apresentadas pelas equagdes (2.1) e (2.2) sdo satisfeitas.
Substituindo as respectivas condi¢des de equilibrio em Q+I" e na regido infinita Q*+I'™* a
equacado (3.5) pode ser reescrita obtendo-se a equacao (3.6), que corresponde a forma final do

teorema de Betti (KATSIKADELIS, 2002).
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f’pju;‘ dar + fbju;‘ dQ = f’p}‘ui dar + fb;‘ui dQ (3.6)
r Q r Q

De acordo com Brebbia e Domingues (1992), a equacdo (3.6) pode ser modificada se for
assumido que a forga de corpo b corresponde a cargas pontuais unitarias aplicadas sobre um
ponto & pertencente ao dominio Q*.

A carga pontual ¢ representada matematicamente pela fungao delta de Dirac A(E, X), no qual
& € o ponto de aplicagdo da carga, denominado ponto fonte, e X representa um ponto qualquer
do dominio Q*, conhecido como ponto campo.

A fungao delta de Dirac possui as seguintes propriedades (BRAGA, 2006):

A(¢,X) =0, seE#X (3.7)

A(¢,X) = oo, seé=X (3.8)
[ rooae ndac = 7@ (3.9)
Q

Desta forma, as componentes da for¢ca de corpo sobre o ponto &, em cada uma das diregdes

ortogonais, representados pelos vetores unitarios e;, podem ser escritas da seguinte maneira:

b = A&, X)e; (3.10)

Substituindo a equagdo (3.10) na ultima integral da equagdo (3.6) e aplicando a propriedade

(3.9), essa integral de dominio se reduzira a:

jb;ui dQ = fA(f,X)ej u; dQ(X) = w;($e; (3.11)
Q Q

Se cada ponto fonte for tomado de forma independente, os vetores de deslocamento e das

forgas de superficie podem ser definidos também por meio dos vetores unitérios e; para cada

direcdo ortogonal, sendo escritos conforme as equagdes (3.12) e (3.13):

u; = u;(§,X)e; (3.12)
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pi = pi;j(§ X)e (3.13)

A equacao (3.6) pode ser reescrita aplicando-se as expressoes (3.11), (3.12) e (3.13) para a
obtencdo das componentes do deslocamento no ponto fonte & que ¢ conhecida como
Identidade de Somigliana para deslocamentos (BREBBIA et al., 1984), apresentada na

equagao a seguir:

w(®) = [ 4,6 09,0040 - [ P 0w+ (W E0BE A (314
Q

r r

As fungdes u;;(§,X) e p;;(§,X) sdo as solugdes fundamentais do problema de elasticidade
linear que sdo solucgdes singulares da equagdo de Navier. Essas solu¢des fundamentais sao
apresentadas mais adiante na secao 3.2.

A Identidade de Somigliana ¢ utilizada para determinar os deslocamentos dos pontos internos,
a partir dos valores de contorno ja conhecidos. Porém, para encontrar os deslocamentos e as
forcas de superficie no contorno ¢ necessario um tratamento matematico que utiliza o limite
das integrais de (3.14) quando o ponto fonte & tende ao contorno. Esse tratamento matematico
¢ apresentado por Brebbia et al. (1984). Aplicando-se o procedimento citado, a equacao (3.14)

resulta na equagao (3.15):

ey () + [ 9 & 0w 00dr = w6 0p,00dr + [ €080 Y (3.15)
Q

r r

Na equagdo acima, ¢;;(§) ¢ uma matriz que contém os coeficientes gerados pelo tratamento

matematico que dependem da geometria do contorno I' e do posicionamento do ponto &.

Considerando um contorno suave, os valores de ¢;; (&) serdo:

8ij, paraé € Q)
1
cij(§) = E(Sij' paraé €T (3.16)

0, paraé & Q

A expressao (3.15) ¢ a equagdo do MEC para problemas elasticos com for¢a de corpo. Porém,

nota-se que essa equagao ainda apresenta uma integral de dominio oriunda da forga de corpo.
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E sobre essa tltima integral que as diferentes abordagens do MEC apresentadas na introdugéo

sdo aplicadas.
3.2 SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Um ponto crucial na formulacdo integral do MEC ¢ a determinagdo das solucdes
fundamentais do problema, presentes nas equagdes (3.12) e (3.13). Essas solugdes podem ser
obtidas a partir da solu¢do de um problema correlato. Para problemas elésticos, a partir da

consideragdo de que o dominio Q*+I™* € um meio eldstico e infinito, a forga de corpo b;" sera

definida pela equacao (3.10) e a equacao de Navier sera dada por:

* M *
HU; g + = 2y) Yeki + A, X)e; =0 (3.17)

A solu¢do da equacdo (3.17) foi determinada por Kelvin e ¢ dada pela equacdo a seguir:

w;;(§,X) = ) {(3 —4v)Inré;j—r1, r,j} (3.18)

_8n(1—v U

Substituindo as derivadas do deslocamento (3.18) na equagdo (2.12) encontra-se uma
expressdo para p;, € a partir da equacdo (3.13) obtém-se o seguinte resultado para p;; (&, X):

1 d
pi; (€, X) = m{[(l —2v)8;;+ 21y T:j]% —A-2v)(ryn -1, nl)} (3.19)

As equagdes (3.18) e (3.19) sdo denominadas solugdes de Kelvin e correspondem
respectivamente as solugdes fundamentais dos deslocamentos e das for¢as de superficie
(BREBBIA e WALKER, 1980; BREBBIA et al., 1984; BREBBIA; DOMINGUES, 1992).

Nas equagdes (3.18) e (3.19) a grandeza r = r(&,X) € a distincia euclidiana entre o ponto

fonte ¢ e o ponto campo X. A definicdo e as propriedades em notagdo indicial da varidavel

r(&,X) sdo:
r = (r;r)"? (3.20)

1= x;(X) — x;(§) (3.21)
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B or T 399
r:i_axi(X)_ r ( . )

Nota-se que a equagdo (3.20) representa o modulo do vetor r; definida em (3.21), cuja
derivada tomada com relagdo as coordenadas x; ¢ dada por (3.22).

Importante ressaltar que as solugdes fundamentais u;;(§,X) e p;;(§,X) representam

respectivamente os deslocamentos e as for¢as de superficie na direcdo i do ponto X, quando
uma carga unitaria ¢ aplicada em ¢ e atua na direcdo j. Essas solugdes sdo aplicadas sobre a
equacdo integral do MEC (3.15), que ¢ discretizada para gerar um sistema linear que sera

resolvido de forma numérica produzindo uma solugdo do problema em analise.
3.3 DISCRETIZACAO DA EQUACAO INTEGRAL

Para fazer uma analise inicial da discretizacdo da equacdo integral, serdo consideradas apenas
as integrais de contorno da equagao (3.15), que consiste na equacao integral classica do MEC
para elasticidade linear. A integral de dominio serd tratada nos capitulos 4 e 5, em que sua
discretizagdo serd apresentada, complementando o que sera desenvolvido nessa se¢do. Assim,

desprezando a integral de dominio em (3.15), chega-se a expressao:

¢i;(Ou; (&) +fp2}-(€,X)uj(X)dF = fui}-(f’X)Pj(X)dF (3.23)

r r

A equacdo (3.23) ¢ aplicavel sobre um corpo elastico de dominio  que possui contorno I
Esse contorno ¢ aproximado por uma série de elementos I, definidos por pontos geométricos
sobre o contorno, conforme a Figura 3.2.

Assim, a equacao (3.23) pode ser reescrita na forma discretizada, como se segue:
N N
@@+ | i€ 0owmdr =Y [ e peod, 624
e=1 Te e=1 Te

Na presente dissertagdo, foram utilizados elementos lineares nos quais os pontos nodais
coincidem com os pontos geométricos do elemento, conforme a Figura 3.3. Os valores de
u;(X) e p;(X) no interior do elemento sdo calculados por interpolagdo linear, indicados em

(3.25) e (3.26).
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u;(X) = pyuf + ¢ppuf (3.25)

p;(X) = ¢1p; + .07 (3.26)

Onde ¢, e ¢, sdo as fungdes de interpolacao, de acordo com as equacdes (3.27) e (3.28), e
u}" e p}" sdo respectivamente os valores do deslocamento e da forga de superficie nos pontos

nodais m do elemento.

h=30-0 6.27)

b2 =5(1+0) (.29)

Figura 3.2 - Contorno discretizado

Fonte: Autoria propria

Figura 3.3 - Elemento linear
2 2
m =né e
m m -
u;,pi - L
i oPij = diregao

2 2
U,

nél

X

Fonte: Adaptado de Ribeiro (1991)
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Em (3.27) e (3.28), a variavel ¢ ¢ uma coordenada adimensional do elemento definida de

acordo com a Figura 3.4.

Figura 3.4 - Coordenada adimensional

(=1

noé 2

nol

Fonte: Adaptado de Brebbiaet al. (1984)

Substituindo (3.25) e (3.26) em (3.24), tem-se uma nova expressdo para a equagao

discretizada:

N

f pijl1u} + poufdr = Z f u;;[p1pf + ¢op7|dl (3.29)
Te

e=1"Te

NIE

Culﬁ +

e=1

Definindo as submatrizes A™ e g™ de ordem 2x2, em que m é o ponto nodal:

hi} = f P;jPmdle (3.30)
r

e

gij =] U;jPmdl, (3.31)

e

Cada uma das integrais das submatrizes ¢ calculada por meio de integragdo numérica

utilizando a Quadratura de Gauss, definida por:

NPG

1
| r@ds = £cw, (3.3
L 2,

Onde ¢, sdo os pontos de Gauss € w, sdo os pesos de Gauss nos respectivos pontos .
Aplicando a Quadratura de Gauss nas integrais em (3.30) e (3.31), obtém-se novas expressoes

para as submatrizes h™ e g™:
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NPG

hf = Z Pij" bmWqllel (3.33)
q=1
NPG

gi; = z Wij " pmwglJel (3.34)
q=1

Em que |/.| é o Jacobiano da transformacgdo da coordenada X em (, que para o caso de

geometria linear ¢ igual a:

ITe| (3.35)

Uelz

A partir das defini¢des dadas em (3.30) e (3.31), a equacao (3.29) pode ser escrita na forma da
expressao (3.36):

N N
ciju; + Z Eg-l u" = Z gij b (3.36)
e=1 e=1

A expressao anterior pode ser reescrita de uma forma ainda mais sucinta, como indicado na

equacdo (3.37), a partir da defini¢do de uma nova sub-matriz h, definida em (3.38):

N N
Z R = z gr (3.37)
e=1 e=1

Onde hg-l ¢ uma sub-matriz de ordem 2x2, de modo que:

™ +c,, araé =X
m — { 5] L p f (338)

t i paraé # X

Assim, o sistema formado por todas as equagdes resultantes, em sua forma matricial, serd

dado por:

[H){u} = [G]{p} (3.39)
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Na equagdo matricial (3.39), cada linha de H e G ¢ gerada pela varredura do ponto fonte &
sobre cada elemento de contorno I, definido pelos pontos nodais tomados como ponto fonte
X. Os elementos dessas matrizes sdo as sub-matrizes h e g definidas anteriormente.

A proxima etapa ¢ a resolugdo do sistema (3.39). Para isso, as condigdes de contorno devem
ser impostas a partir dos valores prescritos. Considerando que o contorno seja definido por
I'=T, + I}, onde I}, € a regido do contorno que possui deslocamentos prescritos i;, isto €,
condigdes de contorno essenciais, € [}, € a parte do contorno que possui forgas de superficie
prescritas p;, ou seja, condi¢des naturais. Em [, as forcas de superficie sdo desconhecidas e
em I}, os deslocamentos sdo as incognitas.

Assim, fazendo a manipulagdo adequada do sistema (3.39), de forma que todas as incognitas

sejam agrupadas em um vetor Y, chega-se a um sistema de equagdes na forma:

[Al{Y} = {B} (3.40)

Esse sistema pode ser resolvido utilizando um método padrdo de resolucdo de sistemas
lineares, como por exemplo, o0 Método de Elimina¢do de Gauss, desde que a matriz 4 seja

inversivel.
3.4 SIMULACAO DE DESCONTINUIDADES

Para simular as descontinuidades das condi¢des de contorno do corpo, foi utilizado no
presente trabalho o conceito de n6 duplo (BREBBIA et al., 1984). O n6 duplo consiste em
definir dois pontos nodais no mesmo ponto geométrico, ou seja, dois pontos distintos que
possuem a mesma coordenada, cada um deles pertencendo a elementos de contorno distintos,

conforme apresentado na Figura 3.5.

Figura 3.5 - N6 duplo

J=k

kK J
Fe+1 Ie - / \
l i l i

Fonte: Adaptado de Brebbia et al. (1984)
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O no duplo ¢ de simples implementacdo e mantem a precisdo dos resultados. Porém, quando
os nos duplos sdo utilizados como pontos fonte &, por estarem no mesmo lugar geométrico,
produzem linhas iguais na matriz do sistema de equacdes, promovendo singularidades. Para
contornar esse problema, ¢ utilizado o conceito de elemento interpolado (NEVES, 1988), que
consiste em um deslocamento do ponto fonte, que se encontra na extremidade do elemento,
para o interior do elemento. Esse deslocamento ¢ feito por um fator de afastamento que
equivale a uma fragdo do comprimento total do elemento. Neste trabalho, o fator de

afastamento utilizado foi de 5% do comprimento do elemento linear.
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4 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO COM TENSOR DE GALERKIN
4.1 INTRODUCAO

No capitulo anterior, foi desenvolvida a equacdo integral de um problema elastico, chegando-
se a equacdo (3.15). Nessa equacdo, a ultima integral do lado direito da igualdade esta
aplicada ao dominio. Porém, como o MEC ¢ uma técnica de contorno, ¢ desejavel realizar
procedimentos matematicos que convertam essa integral de dominio em uma integral de
contorno. Em alguns casos particulares de for¢as de corpo, esse procedimento pode ser

*

realizado a partir do Tensor de Galerkin G;;, que ¢ associado a solugdo fundamental dos

deslocamentos, permitindo que as manipulagdes padroes do MEC sejam realizadas sobre a
integral de dominio presente na equacao (3.15).

Exemplos de forgas de corpo em que esse método ¢ aplicavel sdo apresentados na literatura
(CRUSE et al., 1977; DANSON, 1981; BREBBIA ect. al 1984; TELLES, 1986). No presente
trabalho, serdo desenvolvidos os casos da forga gravitacional e da for¢a centrifuga devido a
rotagdo em torno de um eixo fixo.

A solugio fundamental u;; esta relacionada com o Tensor de Galerkin G;; a partir da seguinte
expressao (BREBBIA et al., 1984; BREBBIA e DOMINGUES, 1992):

1
;= Gijrr — mcik,kj (4.1)

Substituindo a equacdo (4.1) na integral de dominio da equagdo (3.15) obtém-se uma nova
expressdo para essa integral, que pode ser desenvolvida de acordo com a forga de corpo b;

inserida nessa equacao:

Gik,ij | bi(X) dQ (4.2)

B = [ 0m 0 a0 = [ [650- 57—
Q

Q

Assim, o resultado gerado pelo desenvolvimento da equagdo (4.2) dependera diretamente da
for¢a de corpo b;, ou seja, um resultado diferente € obtido para cada tipo de forga de corpo.
Isso reduz a gama de aplicacdo do método, pois, se a for¢a de corpo for dada por uma

expressao mais complexa, ndo serd possivel realizar as manipulagdes padroes do MEC para
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converter a equagdo (4.2) em integrais de contorno, por isso, somente em casos mais simples

o método do Tensor de Galerkin pode ser utilizado.
42 SOLUCAO FUNDAMENTAL DOS DESLOCAMENTOS

Associando a equagdo (4.1) com a defini¢do do deslocamento u; dada em (3.12) e

substituindo o resultado na equagdo de Navier para um meio elastico infinito Q*+I"* definida

em (3.17), chega-se a seguinte equacao biharmonica:

VZ(V23G;) = —%A(S, X)68;; 4.3)

A equacao (4.3) pode ser reescrita da seguinte forma:

1
V2F) = — ;A(E, X)8;; (4.4)

Onde:

A equacao (4.4) ¢ similar a equagao de governo de um problema de potencial, cuja solugao

fundamental para problemas bidimensionais ¢ dada por (NEVES e BREBBIA, 1991):

1

Na qual K ¢ uma constante.
Substituindo (4.6) em (4.5) e resolvendo a equacao diferencial resultante, encontra-se a
expressao para o Tensor de Galerkin para problemas bidimensionais:

2

r

Substituindo esse ultimo resultado na equagdo (4.1), chega-se a expressdo da solucgdo

fundamental para os deslocamentos para o método do Tensor de Galerkin, definida por:
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(B—4v)Inré; —r,7,j+ CS;j} (4.8)

u;;(§,X) = _87t(1——v)u{

Onde C ¢ uma constante dada por:

C = % + (3 -4v)K (4.9)

A constante C corresponde matematicamente a uma translagdo de corpo rigido e nao
influencia no valor das tensdes e das deformagdes (KATSIKADELIS, 2002), contudo, a
mesma interfere no resultado dos deslocamentos do MEC e precisa ser adequadamente
definida, pois ela afeta o condicionamento numérico da solucdo bidimensional (NEVES;
BREBBIA, 1991). O efeito dessa constante no MECID sera avaliado no capitulo 6.

Quando C = 0, a solugdo fundamental se reduz a solucdo de Kelvin para um dominio Q*+I'*
infinito, conforme apresentado na sec¢do 3.2, que ¢ utilizada em problemas elasticos na qual a
forca de corpo ¢ desprezada (BREBBIA ¢ DOMINGUES, 1992) e também ¢ a solugdo
fundamental aplicada no MECDR (NARDINI e BREBBIA, 1983).

Se for usado o valor de K = 0, a constante C sera igual a:

1

C=3 (4.10)

Esse valor de C ¢ utilizado tanto para o método utilizando o Tensor de Galerkin (CRUSE,
1977) quanto para a técnica da Multipla Reciprocidade
(NEVES e BREBBIA, 1991).

Outros valores para K também sao definidos, como por exemplo, Brebbia et al. (1984) usam

K =1 no Tensor de Galerkin, o que resulta em:

4.11)

Esse mesmo valor também foi testado no MMR por Neves e Brebbia (1991).
A solucdo fundamental das forcas de superficie para o método do Tensor de Galerkin
continua sendo a solucao de Kelvin, apresentada em (3.19), pois a mesma ¢ gerada a partir das

derivadas de (4.8), que tornam o termo com a constante C nula.
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4.3 FORCA GRAVITACIONAL CONSTANTE

Um corpo de massa especifica p constante, sobre o qual atua um campo gravitacional g;

também constante, sofrerd a agdo de uma forga gravitacional constante, denominada de peso

proprio, que sera dada por:

A equacdo (4.12), em sua forma vetorial, sera dada por:

b= {p("g} (4.13)

Substituindo o valor de (4.12) na equagdo (4.2), por ser constante, b; sai da integral,

resultando na expressao (4.14):

B; = b; f Gijk — m(;fk,kj dQ (4.14)
Q

Aplicando o teorema da divergéncia, obtém-se a equacao abaixo:

1
B; = b; j [Gij,k - mGik,j ny dl (4.15)
r

Derivando o Tensor de Galerkin definido em (4.7) e substituindo o resultado em (4.15), apos

as devidas manipulacdes, chega-se a integral de contorno para forga gravitacional constante:

r 1
Bi = b] f —%{[2 Inr—1+ ZK] (T,k le(sij —mr,j nl)}d[‘ (416)
r

Sendo P;; a expressdo que esta dentro da integral, a equacdo (4.16) pode ser escrita de forma

mais simplificada, como se segue:

jfpij dr = fpi ar (4.17)
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Os valores de P; para K = 0 e para K = | sdo apresentados nas equagdes (4.18) e (4.19),

respectivamente, que sdo as mesmas apresentadas por Cruse (1977) e por Brebbia et al.

(1984).

A r 1
P, = —%{[2 Inr — 1] (bir,k nb;j — mbkﬂk nl)} (4.18)
A r 1
Pi = —%{[2 Inr + 1] (birik nkaij - mbkr;k nl)} (419)

Nota-se que a unica diferenca entre as expressdes ¢ o sinal da constante 1 dentro dos
colchetes. Vale ressaltar que, em ambas as equagdes, 0s termos 7, Ny € 7, by, representam

um produto escalar entre o vetor radial unitario 7/r com o vetor normal ao contorno 7 € com

S
o vetor da for¢a de corpo b, respectivamente. Como 71 também ¢é um vetor unitario, 7, 1y

equivale ao cosseno entre os vetores 7 e 1. Matematicamente, tem-se:

TN, 1N
TNk = % + % = cos(7, 1) (4.20)
by 1b
T b = %+% 4.21)

A equacdo (4.17) € entdo discretizada para ser somada ao sistema (3.39), formando o sistema

resultante do MEC com forga de corpo. Essa etapa sera desenvolvida na secao 4.6.

44 FORCA CENTRIFUGA

Considerando um corpo em rotagdo com velocidade angular dada por w;, com eixos de
rotacdo coincidentes com os eixos coordenados do sistema, o corpo estard submetido a uma
forga inercial denominada forga centrifuga, cujas componentes sdo dadas pela equacao abaixo

(BREBBIA et al., 1984):

Em que g;; € definida pelas componentes da velocidade angular w;, apresentada na equagdo

(4.23), e x; € posi¢cdo de uma particula do corpo em relagdo aos eixos coordenados.
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gij = p(6;jWmwm — w;w;) (4.23)

A forma matricial de g;; dependera do tipo de rotagdo aplicada sobre o corpo. Para problemas
bidimensionais, duas situagdes podem ocorrer:

e Rotacgdo perpendicular ao plano do problema;

e Rotac¢do no mesmo plano do problema.
Na segunda situagdo, podem ocorrer ainda outros dois casos:

e Rotacdo apenas em um dos eixos;

e Rotacdo nos dois eixos.

Para melhor elucidar essas situagdes, a Figura 4.1 apresenta cada um dos casos descritos

acima:
Figura 4.1 - Velocidades angulares para problemas bidimensionais
X2 XZ
(x1, x2)
Xy
X - X, N do ei
(a) Posicdo x; (b) Rotagdo w5 em torno do eixo
perpendicular ao plano
X, X,
Xl
X3 3 -~
(c) Rotagdo w, em torno de (d) Rotagap @y € @, em tomo
apenas um eixo do plano dos dois eixos do plano

Fonte: Autoria propria

Para o caso de rotacao em torno do eixo perpendicular, w; = w, = 0 e com isso a equagao

(4.23) serd igual a:
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gij = pw3°6;; (4.24)

Consequentemente, as componentes da forca de corpo para essa situacao, substituindo (4.24)

em (4.22), serdo iguais a:

> WX
b= {Z wzzx;} (4.25)

Se a rotagdo ocorrer em torno de apenas um dos eixos do plano do problema, como o
mostrado na Figura 4.1(c), w; = w3 = 0 ¢, assim, g;; terd apenas o elemento g,, = pw,2, os
demais valores serdo nulos. Substituindo esse resultado em (4.22), a for¢a de corpo sera dada

por:

N 2
b= {P“’é xl} (4.26)

O ultimo caso, apenas w3 = 0, logo a matriz correspondente de g;; serd completa € b;, em sua

forma matricial, apresentara a seguinte estrutura:

2

ap) —wiwy| (X1
4.27
_(1)1(1)2 0)12 ] {xz} ( )

S
Il

Na presente dissertacdo, as duas primeiras situagdes foram simuladas numericamente, como
sera visto no Capitulo 6.
Definidas as forgas de corpo, a proxima etapa ¢ encontrar a equacdo integral de contorno da

equagao (4.2). Substituindo (4.22) em (4.2), chega-se expressao abaixo:

1
B; = gjk f X; [Gik,mm - mcim,mk dQ (4.28)
Q

A variavel x; presenta na integral de (4.28) impede a aplicagdo direta do teorema da

divergéncia, como foi feito na forca gravitacional constante. Dessa forma, inicialmente ¢

necessario realizar uma integragao por partes, para obter a equacao (4.29):
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B; = gji f {m (%Giem) = G + 20-v) [Gij,k - m(xj(;im,k)]} dQ  (4.29)
Q

Sobre a equagdo (4.29) aplica-se o teorema da divergéncia para obter uma equagao integral de

contorno:

. 1 . (1-2v) ,
B; = f {gjkxj [Gik,m T20-v) Gim | Mm — 20=v) Giknjgjk} ar (4.30)
r

Substituindo o Tensor de Galerkin, equagao (4.7), e sua derivada na expressao acima,
encontra-se a equacao integral de contorno final, aplicavel em todas as situagdes descritas

anteriormente:

r

B; = f ——{[ZInr -1+ 2K] (r,knkxsgsi -
T

Tvm gmsxsni>
8mu

2(1—-v)

(1—2v) (4.31)

- mr(lnr -1+ K)nmgml-} dr

Se forem substituidos os valores de K = 0 e K =1 na equagdo (4.31), encontra-se mais uma

vez as expressoes de P; apresentadas por Cruse (1977) e por Brebbia et al. (1984), conforme a

seguir:
2] — T'ym msXsN (1—-2v) }
L~ 8ru - i~ - — 4432
Pz 87‘[#{[2 Inr 1] (7",}( NgXsGsi 2(1 — V) ) 2(1 — V) T'(ll’l‘l" l)nmgml ( 3 )
5 —r T'ym msXsNi (1—-2v) }
A = — : 4.
Pl 87'[‘11 {[2 Inr + 1] (T;k Nk XsGsi 2(1 — V) ) 2(1 — V) r(ln r)nmgml ( 33)

Nas equagdes anteriores, o que ird diferenciar um problema do outro sdo os valores contidos

na matriz g;; das velocidades angulares de cada situagdo descrita no inicio dessa se¢do, cujos

valores foram apresentados nas equagdes (4.24) a (4.27).
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4.5 FORCA GRAVITACIONAL VARIANDO LINERMENTE

Um caso interessante de ser avaliado ¢ quando a forga gravitacional varia linearmente sobre o
corpo. Essa situacdao hipotética pode ser definida a partir de uma variagao linear da massa

especifica do corpo. Partindo desse pressuposto, a forca de corpo sera dada por:
b= { 0 } (4.34)
pPgx>

Essa estrutura ¢ muito similar ao caso em que a forca centrifuga ¢ definida pela rotagdao em
torno de um eixo do plano do problema, caracterizado na Figura 4.1(c), em que a forga de
corpo ¢ dada pela equagdo (4.26). Sendo assim, € possivel definir uma matriz g;;
correspondente para essa situacdo, permitindo que a equacdo (4.34) seja reescrita conforme
abaixo:

5 [0 07 (X

b= [0 pg] {xz} (4.35)
Logo, a integral de contorno apresentada na equacao (4.31) e as expressoes (4.32) e (4.33),

substituidas na integral de contorno (4.17), podem ser utilizadas para esse problema, pois,

matematicamente, os problemas sdo equivalentes.
4.6 DISCRETIZACAO DA INTEGRAL DA FORCA DE CORPO

Definida a integral de contorno para a for¢a de corpo, a mesma ¢ discretizada de forma
semelhante a que foi apresentada na se¢do 3.3, com a diferenga de que ndo sdo utilizadas as

fungdes de interpolacao. Com isso, a equacao (4.17) em sua forma discretizada sera dada por:

N N NPG
Bi= ) [ Bex =) > Pl (436
e=1 Te e=1q=1

Aplicando a equacdo (4.36) para cada ponto fonte & no contorno, chega-se ao sistema de
equagoes resultante para o MEC com forgas de corpo, conforme apresentado por Brebbia e

Walker (1980):

[H{u} = [G]{p} + {B} (4.37)
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5 METODO DA INTERPOLACAO DIRETA APLICADA A ELASTICIDADE
LINEAR

5.1 PROCEDIMENTO DE INTERPOLACAO

Como j& citado anteriormente, nas diferentes técnicas do MEC, deseja-se realizar
procedimentos matematicos adicionais que transformem a integral de dominio da forca de
corpo da equacao (3.15) em uma integral de contorno. Uma forma de fazer isso ¢ aplicar o
conceito de interpolagdo, que consiste em aproximar uma dada fun¢do por uma combinacao
linear de fungdes auxiliares, ponderadas pelos coeficientes dessa combinacdo linear. A partir
disso, aplica-se a integracao por partes e/ou teorema da divergéncia, transformando a integral
de dominio em uma integral de contorno.

A técnica de interpolacdo foi inicialmente aplicada em problemas elasticos estaticos no

método da dupla reciprocidade (MECDR), no qual apenas a forga de corpo b; (X) da integral
de dominio ¢ interpolada (RIBEIRO, 1991)

NT

b (X) = Z o FE (XK, X) .1)

k=1

Onde a}‘ sd0 os coeficientes a serem determinados para cada diregdo j e F¥(X*, X) sdo as
funcgdes auxiliares de interpolagdo que pertencem a classe das funcdes de base radial (FBR).
Essas fungdes possuem seu argumento definido pela distancia euclidiana entre o ponto base
X* ¢ o ponto do dominio X (BUHMANN, 2003; SCHABACK, 2007). Na equagdo (5.1), NT
corresponde ao total de pontos base utilizados na interpolacao.

Uma proposta mais recente para se trabalhar a integral de dominio ¢ o MECID, que também ¢
uma técnica de interpolag¢do, na qual todo o ntcleo da integral de dominio € interpolado
diretamente utilizando fung¢des de base radial (LOEFFLER, CRUZ e BULCAO, 2015;
LOEFFLER et al., 2017). Aplicando esse método para o problema elastico, o nucleo da

integral de dominio da equagdo (3.15) sera dado por:

NT
w000 = ) Sak FEek,x) (5.2)
k=1
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Inserindo o delta de Kronecker na equagdo acima e omitindo, apenas por simplicidade,
mesmo ndo sendo uma notagdo indicial, o somatorio em relacdo a k, tem-se a seguinte

expressao:

uli(§, X)b(X) = *aks, F*(x*, X) (5.3)
Logo, a integral de dominio em (3.15) pode ser reescrita da seguinte maneira:

f ui; (&, X)b;(X) dQ = ] Sk 8, Fr(X¥, X) d (5.4)
Q Q

Para as simulacdes realizadas neste trabalho foram utilizadas as FBR’s constante, simples,
cubica e placa fina (Tabela 5.1). As duas primeiras foram utilizadas por Brebbia e Nardini
(1983) para o MECDR aplicado a problemas elasticos dindmicos e suas definigdes também
sao apresentadas por Brebbia e Domingues (1992). As duas tltimas, além da radial simples,
foram testadas em problemas de Poisson (LOEFFLER, CRUZ e BULCAO, 2015) e
Helmhontz (LOEFFLER et al., 2015) com o MECID.

No MECID, assim como no MECDR, a integral de dominio ¢ transformada em uma integral
de contorno por meio de uma primitiva W* da fungio de interpolagdo. As primitivas de cada
FBR sao apresentadas na Tabela 5.1 e desenvolvidas no Apéndice A.

A partir da equagao (5.4), o desenvolvimento do MECID ¢ apresentado abaixo:

f Sk FR (XK, X) d = ‘ak f 8piWhim (X*, X) dQ (5.5)
Q Q

Aplicando o teorema da divergéncia, chega-se a integral de contorno:

falk f SpiWhim (X5, X) dQ = Sak f Sp W (X¥, X)np dT = *ak f k(X5 X)dl (5.6
Q r r

Na equagdo acima, nlgi representa a derivada direcional da fun¢do primitiva W*, onde n,, sdo
as componentes do vetor normal ao contorno. As expressoes de 77’51' também sdo mostradas na

tabela 5.1 e seu desenvolvimento pode ser visto no Apéndice A.
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Importante salientar que a equagao (5.6) ¢ aplicada a cada ponto fonte &, cuja interpolacao €

realizada pela varredura de todos os pontos base X*¥ em relagdo aos pontos do dominio X,

. & k . ~
ponderados pelos coeficientes °ay; em cada diregdo p.

Tabela 5.1 — Fungdes de base radial e suas primitivas

Funcao F=%¥,., y Y.,
2 1
Constante 1 % <§> TmMm
3 T
Radial simples T % (5) TmMm
r> r3
Radial cubica r3 7 <g> TmMm
r# r?
Placa fina r’Inr e 2Inr—1) e 4Inr — Dryny,

Fonte: Autoria propria

Vale ressaltar que, em todas as FBR’s da Tabela 5.1, os termos 7,,n,, representam um

produto escalar entre o vetor radial r e o vetor normal ao contorno n, ou seja:

TNy = TNy + TNy (5.7

Apos todas essas etapas, pode-se reescrever a equagao integral (3.15) como uma equagao

integral de contorno, conforme a equagao (5.8):

() + [ 9 & 0w 00dr = [ w6 0p,00dr + Saf [l (xkx0dr (55
r r r

Comparativamente a técnica do Tensor de Galerkin, um ponto importante a destacar do
MECID consiste da necessidade de introducdo de pontos fonte internos, para atuar como
pontos interpolagcdo. Tais pontos sdo reportados na literatura como polos. Como a
transformagdo da integral de dominio em uma integral de contorno ¢ feita através de
primitivas das fungdes radiais, ¢ preciso ter os valores internos da agdo de dominio como
informagdo, melhorando assim a aproximagdo. A inser¢do de tais pontos onera a soluciao do

MECID, aumentando o tamanho das matrizes; porém, como em muitos casos a obtencao de



58

deslocamentos em pontos internos se faz necessaria, ha uma relativa compensacgao no tempo

computacional dispendido na introducao de tais pontos.

5.2 PROCEDIMENTO DE REGULARIZACAO

No processo de interpolagdo utilizado no MECID, singularidades surgem devido a
coincidéncia geométrica de pontos fonte com pontos base da interpolagao. Para contornar esse
problema, Loeffler ¢ Mansur (2017) aplicam o procedimento de regularizagdo no MECID
para problemas de Helmholtz. Esse procedimento foi utilizado por Pessolani (2002) em uma
formulagdo alternativa do MEC (hierarquica adaptativa Hp) aplicado em problemas elasticos
e, aqui, ¢ usada para eliminar as singularidades (BRAGA, 2006).

O procedimento de regularizacdo permite que uma mesma nuvem de pontos possa ser
utilizada para formar o conjunto dos pontos fonte e o conjunto dos pontos base, sem a
necessidade de implementar um procedimento de descolamento ou a introdugdo de uma nova
nuvem de pontos.

Partindo da integral de dominio da equagdo (3.15), designada na equacdo (5.9) por B;, soma-

se a ela um termo nulo, dado pela diferenga entre duas integrais iguais sobre o ponto fonte:

Q

ju;j(f’x)bj(f) dQ — fufj(f’x)bj(f) dQ

“ “ (5.9

+ fu;j(f’x)bj(f) aQ

Q

— U u;; (&, X)b;(X)dQ — fu;‘,-(s‘,X)bj(f) aq
Q

Q

Em (5.9), nota-se que quando X = &, isto ¢, quando o ponto base coincide com o ponto fonte,
o termo em colchetes se torna nulo e a singularidade ¢ eliminada. Nos demais pontos, essa
diferenca ¢ interpolada usando o procedimento do MECID apresentado anteriormente,

resultando na expressao (5.10):

= Stoz’gjn’;i(X",X)dF (5.10)
r

Uu?j(f,X)bj(X)dQ— jufj(flx)bj(f) dQ
)

Q

A tltima integral da equagdo (5.9) ¢ transformada em uma integral de contorno por meio do
Tensor de Galerkin, cuja estrutura se encontra na equacao (4.7). Porém, um ponto importante

precisa ser considerado com relacdo ao Tensor de Galerkin. Em problemas escalares, a



59

segunda derivada do Tensor de Galerkin se reduz a solugdo fundamental
(BREBBIA e DOMINGUES, 1992), e no caso da elasticidade, em problemas tridimensionais,
a equagdo (4.1) gera a solugdo fundamental dos deslocamentos determinada por Kelvin
(BREBBIA et al., 1984). Mas, como foi vista na secdo 4.2, em problemas de elasticidade
bidimensional, a equagdo (4.1) produz a solugdo fundamental dada pela equacgdo (4.8), que
difere da solugdo de Kelvin, equacdo (3.18), pelo acréscimo de uma constante, ou seja:

(5.11)

1
Gijere — (1_—2\})Gik,kj =u;(&,X) + |-

m Céyj
Assim, nota-se um desacoplamento entre as solu¢des fundamentais, pois o procedimento de
interpolagdo do MECID utiliza a solucdo fundamental de Kelvin e o procedimento de
regularizagdo usa a solu¢ao fundamental proveniente do Tensor de Galerkin. Logo, ¢
necessario que a constante entre colchetes da equacdo (5.11) seja subtraida no procedimento
de regularizacgdo para que a solucdo fundamental seja a mesma em todo o equacionamento do
MECID:

(5.12)

1
—  _GX: ..
(1—2v) %k

Onde D ¢ a constante entre colchetes da equacdo (5.11). Importante ressaltar que a equagao
(5.12) sera utilizada apenas no procedimento de regularizacdo. No procedimento de
interpolagdo, sera utilizada a solugdo fundamental de Kelvin definida na equagao (3.18).

Retomando a integral de dominio da equagdo (5.9), sendo b;(¢) um valor definido no
ponto X = &, esse pode sair da integral, e u;;(§,X) serd dado pela equagdo (5.12). Desta

forma, tem-se:

fu;j(f'x)bj(f) dQ = bj(f) {f u kk = (1= 2v ) lkk]]d‘Q fD5ij dﬂ} (5.13)
Q

Q
Logo:

G| 40~ b [Dan 614
Q

luu(f ,X)b;(§) dQ = b; (f)f[Gukk 12 )
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A primeira integral do lado direito da equacdo (5.14) serd levada ao contorno da mesma

maneira como foi feito na secdo 4.3. Aplicando o teorema da divergéncia:
* 1 *
f [GU Kk —2) Gk k]] dQl = f [Gij,k - mcik,j] ny dl' = fpij dl'  (5.15)
r r

Logo, pela equacao (4.16) tem-se:

1

r
jpl.]. dF:]—%{[Zlnr—1+2K] <r,knk5l-j FTCREn) ,,n)}dF (5.16)
r

r

A segunda integral do lado direito da equacdo (5.14) sera levada ao contorno utilizando um
conceito interessante do teorema de Green. Como D ¢ uma constante, a mesma pode ser
retirada da integral de dominio, sobrando o valor unitdrio nessa integral. Esse valor

corresponde ao calculo da area do dominio bidimensional:

deQ=D]1dQ=D-A (5.17)
Q Q

Onde A ¢ a area do dominio ().

Para essa situacdo, o teorema de Green afirma que qualquer fungdo vetorial que possua o seu
divergente igual a unidade pode ser utilizada para o calculo da area por meio do contorno
(COURANT, 1936 ; STEWART, 2013). Utilizando a forma vetorial do teorema de Green em

notag¢do indicial, tem-se:

A=f1d9=f[fud9=l!finidr (5.18)

Q

Em que f; representa uma fungao vetorial.
Como ¢ demonstrado no Apéndice B, a FBR constante, definida na primeira linha da Tabela
(5.1), satisfaz esse critério e foi utilizada para calcular essa integral de dominio. Assim, a

equagao (5.17) seréd igual a:

D
fDszEfxmnmdF (5.19)
Q r
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Aplicando os resultados de (5.15) e (5.19) na equagdo (5.14), uma nova expressdo para a

integral de dominio da equagao (5.9) ¢ obtida:

D
fué‘,-(f,X)b,-(f) aq = b,-(f)fpij dF—bi(f)Efxmnm dr (5.20)
r

Q r

Substituindo os resultados de (5.10) e (5.20) em (5.9), e substituindo a nova expressao
resultante em (3.15), determina-se a equagao integral de contorno do MECID regularizado
para problemas elasticos, dada pela expressdo (5.21), que ¢ a equagdo discretizada e

implementada nesta dissertacao:

cij (&) (€) +fp;j(fxx)uj(x)dr_]u;j(f:X)pj(X)dr

r r

D
_ fak f 0, (X%, X)dT + b;(£) j Py dr = b(©) j %y, dT
r r r

(5.21)

5.3 PROCEDIMENTO DE DISCRETIZACAO

A discretizagdo do lado esquerdo da equagdo (5.21) ja foi apresentada no capitulo 3 e geram
as matrizes tradicionais H e G. O procedimento de discretizagdo do lado direito ¢ feito de
forma similar ao apresentado por Loeffler e Mansur (2017), na qual para cada ponto fonte &
uma varredura é feita entre todos os pontos base de interpolagdo X* em relagdo aos pontos de
dominio X, porém com a diferenca de que na elasticidade as grandezas envolvidas no
problema sdo vetoriais, isto €, a discretizagdo ¢ efetuada para cada direcdo i.

Tomando inicialmente a primeira integral do lado direito de (5.21) e discretizando o contorno

em M elementos tem-se:

M
A= S [l 00 = ot D [ ol e, 522
T e=1T,

Logo:
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‘A, = j 8y W (X*, Xp Yy dTy + -+ © f 8, Wk, (X, X, ) dTy (5:23)

Para cada elemento aplica-se a varredura da interpolagdo do MECID. Colocando em

evidéncia os coeficientes de ponderacdo de cada ponto base, chega-se a (5.24):

‘A; = ‘al f(s WL (XY, Xy, )y ATy + o + fa W (X, Xp, Y dTy | + -+

r r
- " (5.24)
+5a;; ffspiq{}n(xl,xrl)nm ary + -+ fapill{gl(xn,xm)nm dTy
[T 'm
A equacgdo (5.24) na forma matricial sera dada por:
_a%_f
a;
¢ 1 1 2 2 n nq|%
A1] _ Ni;  Nap| Niy  Nzi|  [Nia N21] o2 (5.25)
A; Ni; Nyl N N Ni; N3, —2
ap
La ]

Em (5.25), os elementos das submatrices N¥ sdo iguais aos somatorios das integrais de
contorno entre colchetes da equacdo (5.24). A matriz [N] ¢ a mesma para todos os pontos
fonte &. Os valores dos coeficientes de ponderagdo podem ser calculados de forma explicita
para cada ponto &, de acordo com os procedimentos a seguir.

Partindo do conceito primario do MECID, dado pela equacao (5.3), a seguinte relagdo pode

ser estabelecida:

Wi (&, X)by(X) + Ui, (&, X)by(X) = *aks, F¥ + ‘aks, F*

% % ¢ k kK € k k (5.26)
u31 (&, X)b1 (X) + uz,(§, X)by(X) = *af61,F* + *ay65,F

Cuja forma matricial ¢
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F1{fap = | 0} ()

(5.27)

Multiplicando a esquerda ambos os lados da igualdade pela inversa de [F], isola-se o vetor

dos coeficientes de ponderagdo, conforme apresentado por Loeffler, Cruz e Bulcao (2015):

{Sap} =171 [ A (b))

(5.28)

O vetor das forcas de corpo {b]-}, devido ao procedimento de regularizagdo, possuird seus

elementos dados por:

by = b;(X) — b;(€) (5.29)
Desta forma, o sistema definido em (5.28), para problemas elésticos, sera definido por:
P
“ [Fl(Xl,Xl) ] [Fl(X L Xn) ]
% 0 Fl(XerI) 0 Fl(Xern)
al | | | o e | |
an 0 Fn(anXI) 0 Fn(anXn)
2T (5.30)
w6 X)) uia(§ X)) 0 0 bi(X1) = b, §)
0 0 b,(X1) — b,(§)

W (6 X0) a6 Xy)

bl(Xn) - bl(f)
by (Xn) — b2 (§).

0 0 [u:1<f,xn) 'u:z@,xn)]
O O u;1(§'Xn) uzz(f,Xn)

Da mesma maneira que a matriz [N] em (5.25), a matriz [F] e sua inversa [F]" sdo fixas para
todos os pontos de interpolagdo. Substituindo (5.30) em (5.25) e realizando o produto

matricial entre [N] e [F]", obtém uma nova matriz [S], também constante para todos os pontos

&
£7b — b, (&)
sl (g
T S N |
A, S, Si, Si2 572 IR ey ‘
0 0 [u11 u12] bl — b1(§)
0 0 U1 Up % — by (&)
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Fazendo as multiplicagdes matriciais definidas em (5.31), encontra-se uma nova expressao

para gAl-:

‘A, = ZS" A
k=

k pk
P]bJ

(5.32)

Nota-se que em (5.32), quando X = &, a singularidade ¢ eliminada, pois os termos de b}‘ e de

b;(¢) se anulam. Aplicando a equagdo (5.32) para cada ponto fonte do problema, obtém-se o

sistema global abaixo:

1A2

nAl

Agora sera desenvolvida a segunda integral do lado direito da equacao (5.21).

_1A1_

| "A, ]

_l

k=2

1 npl
511 A11

1 nal
512 A12

_n
Z l_Sﬁ 1Alf1
—S15 'A%,

21 nAlle

1 nal
522 AZZ

contorno em M elementos tem-se:

@@vlf Py (€ Xp,) dTy + -+

'y

O sistema resultante da discretizagdo serd dada por:

— 121_
1Z2
TLZl

| "Z,]

Piy Py
P{, P
0 0
0 0

00
00
[Pl"l P34
Pz P

—SK A5, St A

—S"z 1/\’52 TSt 1A"

Z 5{‘1 "A
mAK,

n

521
n

522

A

n
21
n
22

A

—Sk ™A

k
_522

f U(E XFM) dly

%—b@jm@ma M@me@mw

e=1T,

k
21]
21 |*

nAlé

(5.33)

Discretizando o

(5.34)

(5.35)
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Em (5.35), os elementos das submatrices P; j‘( sdo iguais aos somatdrios das integrais de

contorno entre colchetes da equacao (5.34). Nota-se que a matriz de (5.35) ¢ diagonal, pois
seus elementos sdo gerados apenas quando X = &, provenientes da regularizacao.

Por ultimo, a terceira integral do lado direito da equagdo (5.21) ¢ discretizada de forma

semelhante ao que foi feito em ‘7 ;- Chamando o termo de ¢c , tem-se:

M
D D
ic = Efxmnm dl' = EZ fxmnmdFe (5.36)
r

e=1T,

O valor de *C ¢ uma constante igual para todos os pontos fonte & e ¢ aplicado sobre cada

coordenada de b; (€).

¢, ‘¢ 0 0 0 |rp?
1Cz 0 fC 00 b%
= : . : T (5.37)
e, 0 0 ‘¢ o] (lep
| C, ] 0 0 o ¢l |Lpid

Por fim, pode-se definir uma nova matriz M da forca de corpo, dado pela soma das equagdes
matriciais (5.33) e (5.35) subtraidas de (5.37). Dessa forma, o sistema final do MECID

regularizado para problemas elasticos estaticos ¢ dado por:

[H){u} - [G]{p} = [M]{b} (5.38)

Onde o lado direito de (5.38) ¢ igual a:

RGN My MBI [ [A] [

l M3, M3, l M3 M3, b_% Az Zs Gy
: : N R o R el (5.39)

Ith "M, [nMﬁ "M b "A, "Z, "Cy

71]\/1211 711\/1212 nMgll TlM;lZ_ | _b;l_ "4, 1"z, L™c,.

Devido ao posicionamento dos pontos fonte e a sua varredura com relacdo aos demais pontos
do dominio, as matrizes [H], [G] e [M] podem ser divididas em quatro submatrizes. Para

melhor entender essa estrutura, a Figura 5.1 apresenta possiveis localizagdes dos pontos fonte
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e pontos base, que podem ser no contorno, designados pelos pontos “c”, ou no interior do
dominio, identificados pelos pontos “i”.

Assim, quatro possibilidades de interacdo entre os pontos sdo possiveis: contorno com
contorno (cc), contorno com pontos internos (ci), interno com contorno (ic) e interno com
interno (ii). Essas combinagdes resultam nas quatro submatrizes citadas anteriormente. Logo,

o sistema (5.28) pode ser reescrito da seguinte maneira:

Hcc Oci] Uc Gcc Oci] Pc _ [Mcc Mci] {bc}

[Hic H;; {“l} Gie 0y {pi} M My )b (540)
Em (5.40), as submatrizes 0.; e 0;; sdo matrizes nulas e a submatriz H;; ¢ diagonal.

Figura 5.1 - Localizagdo dos pontos no contorno e no interior do dominio

Fonte: Adaptado de Barbosa (2019)

Ao serem impostas as condigdes de contorno, tanto naturais quanto essenciais, o sistema

(5.38) também pode ser escrito na forma da equagdo (5.41):

Hy Huﬁ] u [Guﬁ Guﬁ] p [Muﬁ Muﬁ] {E}
— = - (5.41)
Hpﬁ Hpﬁ {u} Gpﬁ Gpﬁ {p} Mpﬁ Mpﬁ b

Nos problemas analisados, os valores das for¢as de corpo sao conhecidos em todos os pontos
do dominio, e por esse motivo, o vetor {b} ¢ formado apenas por valores prescritos. O sistema
(5.41) pode ser resolvido utilizando um método de resolugdo de sistemas lineares, como ja
apresentado no capitulo 3, a partir do sistema (3.40).

Os sistemas matriciais (5.40) e (5.41) sdo similares aos apresentados por Loeffler et al. (2015)

para problemas de Helmholtz.



67

6 TESTES NUMERICOS
6.1 CONSIDERACOES GERAIS

Como apresentado na introducdo do trabalho, foram realizados quatro testes numéricos para
avaliar alguns parametros da técnica do Tensor de Galerkin e do MECID. Os resultados dos
deslocamentos foram comparados com as solugdes analiticas encontradas na literatura ou
desenvolvidas no apéndice C. Foi utilizado erro médio relativo (EMR) para avaliar o

desempenho numérico dos métodos, que em valores percentuais ¢ dado por:

n

100
EMR(%) = - z

i=1

re MEC
i = U;

re
u f-
maior

u

(6.1)

Onde:
ref _ ros A s ..
e u; - =valor analitico de referéncia do ponto i;
* MEC __ 1 R d J . d ..
u;" -~ = valor numérico da técnica do ponto i;
re . yy e A . o~ r1*
m ({i o — maior valor analitico de referéncia da regido em analise;

Os codigos de ambas as técnicas foram desenvolvidos em linguagem FORTRAN 90 e
executados em um computador que possui as configuragdes apresentadas abaixo:

e Processador: Intel ® Core™ i15-4200U CPU @1.60GHz;

e Memoria RAM: 4,00 GB (3,90 GB utilizaveis);

e Sistema operacional: Windows 10 Enterprise 64 bits;

e Armazenamento: Disco rigido de 1 TB.

Para as duas técnicas do MEC, foram utilizados elementos lineares e vinte pontos de Gauss
para a integracdo numérica.
Por simplicidade, nos problemas com forga gravitacional, foi considerada a aceleragdo da
gravidade com moddulo igual a 1 e, nos problemas com forga centrifuga, a velocidade angular
também foi igual a unidade:

e g = 1 (para forga gravitacional)

e w = 1(para forga centrifuga)
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Em todos os problemas foram adotados médulo de elasticidade e massa especifica iguais a

unidade:
[ ] E = 1
o p = 1

A partir dos valores numéricos encontrados e dos erros calculados, os resultados foram

apresentados na forma de tabelas e graficos gerados em Excel.

6.2 BARRA ESBELTA VERTICAL COM FORCA GRAVITACIONAL CONSTANTE

O primeiro teste foi realizado com o caso mais simples de forca de corpo, peso proprio

constante. A Figura 6.1 ilustra a configuragdo do corpo em analise:

Figura 6.1 - Barra esbelta vertical com forga gravitacional constante

v
X2

Fonte: Autoria propria

Na Figura 6.1, L ¢ o comprimento ¢ D ¢ a espessura da barra. Os valores para L ¢ D do
problema simulado sdo L = 2,5 ¢ D = 0,5 unidades de comprimento.

A solugdo analitica de uma barra retangular sobre a qual atua uma forca gravitacional
constante ¢ desenvolvida de forma detalhada por Chaves (2016). As componentes do

deslocamento para o problema bidimensional serao dadas por:
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vpg
1= Txl(xz —L) (6.2)
pg X3\ PgV
U, sz (L - 7) - Exlz (63)

Nos testes realizados foi considerado v = 0,3.

Esse teste foi realizado com o objetivo de validar os codigos e avaliar o efeito da constante C.
As malhas testadas possuiam 24/48/120/240 elementos lineares no contorno, conforme
Apéndice D. Inicialmente, serdo apresentados os resultados para a técnica do Tensor de
Galerkin e depois os resultados do MECID. As respostas dos deslocamentos verticais sdo os
valores obtidos da lateral da Figura 6.1. Como o problema ¢é simétrico, apenas os
deslocamentos de uma das laterais sdo suficientes para descrever o comportamento dos
deslocamentos verticais. Ja os deslocamentos horizontais consideram as varia¢des ocorridas

quando x, = 0, onde a barra se encontra engastada.

6.2.1 Técnica do Tensor de Galerkin

Grafico 6.1 - Deslocamentos verticais para for¢a de corpo constante usando Tensor de Galerkin com K =0

1 M . i
3.50
3.00 F-—————mmmm e

250 F---—-mmmmmmmmm e e

5200 4 Analitica

150 4 0 24 elementos

1004 & 48 elementos
---4--- 120 elementos

R I --©-- 240 elementos

0.00 T T 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5
X;
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O Gréfico 6.1 mostra o deslocamento vertical obtido pela técnica de Galerkin com a constante
K = 0, ou seja, C = 1/2. Nota-se que, com o aumento da quantidade de elementos de
contorno, a resposta numérica se aproxima monotonicamente da solu¢do analitica, como

esperado.
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A resposta para K = 1 ¢ apresentada no Grafico 6.2. Observa-se que a solugdo melhora com

o aumento da quantidade de elementos de contorno, porém, mesmo com 240 elementos, a

resposta ainda fica afastada da solucdo analitica.

Grafico 6.2 - Deslocamentos verticais para forga gravitacional constante usando Tensor de Galerkin com K = 1
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Os Griéficos 6.3 e 6.4 a seguir mostram que da mesma forma que ocorreu com o deslocamento

vertical, o deslocamento horizontal melhora com o aumento da quantidade de elementos de

contorno, tanto para K =

0 quanto para K = 1.

Assim, os testes mostraram como a constante K afeta no condicionamento da solugao

numérica em problemas bidimensionais, conforme afirma Neves e Brebbia (1991). Além

disso, para o problema analisado, a melhor resposta ¢ dada quando K = 0, que ¢ valor

primeiramente definido por Cruse (1977) para a técnica do Tensor de Galerkin.

Grafico 6.3 - Deslocamentos horizontais para forga gravitacional constante usando Tensor de Galerkin com K= 0
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Grafico 6.4 - Deslocamentos horizontais para forga gravitacional constante usando Tensor de Galerkin com K= 1
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Os erros relativos médios dos deslocamentos para o Tensor de Galerkin sdo apresentados na

secdo 6.2.3.

6.2.2 MECID

Partindo dos resultados apresentados pelo Tensor de Galerkin, foi adotado para a integral do
procedimento de regularizagdo do MECID o valor de K = 0. Os deslocamentos verticais
obtidos sdo apresentados nos Graficos 6.5, e os deslocamentos horizontais sdo mostrados nos
Graficos 6.6. As malhas correspondentes para essas primeiras simulagdes ndo possuem pontos
internos. A analise dos pontos base internos ¢ feita por meio dos resultados mostrados na
Tabela 6.1. Todos os testes do MECID para esse primeiro problema utilizaram a FBR radial
simples. A comparagdo entre as técnicas serd feita na proxima sec¢do, onde os valores dos
erros relativos serdo mostrados.

Os Graficos 6.5 e 6.6 mostram que os resultados numéricos dos deslocamentos verticais e
horizontais convergem para a solucao analitica com o aumento da quantidade de elementos de

contorno.
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Grafico 6.5 - Deslocamentos verticais para forga gravitacional constante usando MECID
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Grafico 6.6 - Deslocamentos horizontais para forga gravitacional constante usando MECID
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Agora, sera avaliado o comportamento do MECID quando se aumenta a quantidade de pontos

internos. Tomando a malha com 48 elementos, aumentou-se gradativamente a quantidade de

pontos internos. Os erros médios relativos sao apresentados na Tabela 6.1:

Tabela 6.1 - EMR dos deslocamentos para MECID com 48 elementos de contorno e variagdo de pontos internos
para forga gravitacional constante

EMR (%) 0 pontos 1.2 pontos 5'7 pontos 120 pontos
internos internos nternos internos
Deslocamento 5,045 5,045 5,045 5,045
horizontal
Deslocamento 1,869 1,869 1,869 1,869
vertical

Fonte: Autoria propria
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A Tabela 6.1 mostra que os deslocamentos verticais e horizontais ndo sdo afetados pelo
aumento da quantidade de pontos internos, gerando as mesmas respostas em ambos 0s casos.

Esse resultado, inicialmente, parece estranho, mas, na verdade, ¢ o que realmente deveria
acontecer. Como a forca de corpo ¢ constante, o seu valor ¢ o0 mesmo para todos os pontos
fonte e pontos base do dominio, fazendo com que o termo responsavel pelo procedimento de

interpolacdo seja nulo devido a regularizacdo, ou seja, b;(X) — b;(§) = 0 em todos os pontos.

Dessa forma, a matriz gAl- da equagdo (5.39) ¢ nula e 0o MECID se reduz a técnica do Tensor
de Galerkin, com a diferenca de que a constante C ¢ calculada separadamente. Logo, para o
caso da forca constante, o calculo dos deslocamentos ¢ feito utilizando apenas os elementos

de contorno, ndo sendo necessaria a utilizagao de pontos base internos de interpolacao.
6.2.3 Comparacio entre 0o MECID e a técnica do Tensor de Galerkin

Os valores dos erros relativos médios (EMR%) dos deslocamentos para todos os casos
analisados nas segdes 6.2.1 e 6.2.2, com exce¢do do exemplo com variagdo dos pontos
internos para 0 MECID, sdo indicados respectivamente nas Tabelas 6.2 e 6.3.

O Tensor de Galerkin obteve reducao de erros dos deslocamentos verticais e horizontais para
os dois valores de K, com a diferenca de que os erros obtidos por K = 0 sdo
consideravelmente menores que para K = 1.

Comparando os EMR’s dos deslocamentos verticais do MECID com a técnica do Tensor de
Galerkin com K = 0, observa-se que o MECID apresenta uma convergéncia maior, obtendo
um erro médio relativo inferior ao obtido pelo Tensor de Galerkin em todas as malhas.

Nos deslocamentos horizontais, o Tensor de Galerkin mostrou maior convergéncia, obtendo
EMR’s inferiores em quase todas as malhas, com excecdo da malha com 120 elementos. No
entanto, o MECID tem uma variagao mais acentuada do EMR de 24 para 48 elementos e de

48 para 120 elementos, mostrando convergéncia também para os deslocamentos horizontais.

Tabela 6.2 - EMR dos deslocamentos verticais para forca gravitacional constante

24 elementos de 48 elementos de 120 elementos 240 elementos

0
EMR(%) contorno contorno de contorno de contorno
Tensor de
Galerkin K = 0 4,549 1,919 0,891 0,472
Tensor de
Galerkin K = 1 33,532 18,740 8,321 4327
MECID 4,013 1,869 0,675 0,296

Fonte: Autoria propria
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Tabela 6.3 - EMR dos deslocamentos horizontais para forga gravitacional constante

24 elementos de 48 elementos de 120 elementos 240 elementos

0
EMR(%) contorno contorno de contorno de contorno
Tensor de
Galerkin K =0 1,621 1,812 1,439 0,498
Tensor de
Galerkin K =1 24,871 6,500 4,362 3,722
MECID 17,849 5,045 1,513 1,128

Fonte: Autoria propria

Com essa analise, pode-se concluir que o MECID apresentou menores erros na dire¢ao
vertical, apresentando erros inferiores a 1% com as malhas de 120 e 240 elementos de
contorno. J& a técnica do Tensor de Galerkin com K = 0 se mostrou mais eficiente para
determinar os deslocamentos horizontais, apresentando os menores EMR’s em todas as
malhas testadas. Porém, o MECID também obteve baixos erros na dire¢cao horizontal, se
mostrando robusto para o problema de forca constante em uma geometria esbelta,

apresentando resultados tao satisfatorios quanto a técnica do Tensor de Galerkin.

6.3 BARRA ESBELTA HORIZONTAL COM FORCA CENTRIFUGA

A simulag¢do com a barra esbelta horizontal submetida a uma forca centrifuga representa o
segundo caso apresentado na se¢do 4.4, ou seja, a rotacdo do corpo ocorre em uma unica

dire¢dao, no mesmo plano do problema. A Figura 6.2 representa essa situagao:

Figura 6.2 - Barra esbelta horizontal com forca centrifuga

/xJ_

L

Fonte: Autoria propria

A situagdo acima possui a seguinte solug¢ao analitica (EL-ZAFRANY; COOKSON; IQBAL,
1986):
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2 x 2
u, =222 <L2 - L) (6.4)

As dimensdes do problema sdo as mesmas que foram utilizadas no primeiro teste, assim,
L =2,5¢e D = 0,5 unidades de comprimento. Foram considerados apenas os deslocamentos
na dire¢ao horizontal adotando-se coeficiente de Poisson igual a zero (v = 0). A sequéncia de
analise desse problema serd semelhante ao exposto na secdo anterior. As malhas utilizadas nas
simulagdes eram formadas por 24/48/120/240 elementos lineares no contorno, conforme
Apéndice D. As respostas dos deslocamentos horizontais sdo dos valores obtidos no

comprimento inferior da Figura 6.2, quando x, = —0,25.
6.3.1 Técnica do Tensor de Galerkin

Baseado nas conclusdes da segdo 6.2.1, serdo apresentadas as respostas numéricas do Tensor
de Galerkin apenas para C = 1/2. Os valores dos deslocamentos foram plotados no Grafico

6.7. Os erros médios relativos obtidos sdo dados na Tabela 6.4:

Tabela 6.4 - EMR dos deslocamentos horizontais do Tensor de Galerkin para forca centrifuga na barra esbelta

24 elementos de 48 elementos de 120 elementos 240 elementos

0
EMR(%) contorno contorno de contorno de contorno
Tensor Fle 6,119 2,673 1,010 0,497
Galerkin

Fonte: Autoria propria

Grafico 6.7 - Deslocamentos horizontais do Tensor de Galerkin para forca centrifuga na barra esbelta
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Nota-se que o erro ¢ reduzido com o aumento da quantidade de elementos de contorno,

mostrando a convergéncia da resposta numérica para a solu¢@o analitica.

6.3.2 MECID

O principal objetivo desse segundo exemplo para o MECID ¢ avaliar o comportamento de
cada FBR e analisar o efeito dos pontos internos em um problema que trabalha com um corpo
esbelto. Diferentemente do exemplo anterior, o processo de interpolacdo direta ¢ executado,
porque a forga de corpo ndo ¢ constante em todo o dominio. As quantidades de pontos base
internos utilizadas foram de 12, 57 e 120 pontos, cuja distribui¢do ¢ mostrada no Apéndice D.
Os Graficos 6.8, 6.9, 6.10 ¢ 6.11 mostram os deslocamentos horizontais obtidos pela FBR
radial simples, para 24, 48, 120 e 240 elementos respectivamente. A Tabela 6.5 apresenta os
erros médios relativos obtidos em cada caso. O mesmo procedimento ¢ feito com a FBR placa
fina, Graficos 6.12, 6.13, 6.14 ¢ 6.15 e a Tabela 6.6, e com a FBR cubica, Graficos 6.16, 6.17,
6.18 ¢ 6.19 e a Tabela 6.7.

Tabela 6.5 - EMR dos deslocamentos horizontais do MECID com FBR radial simples para forga centrifuga na
barra esbelta

EMR (%) 24 elementos 48 elementos 120 elementos 240 elementos
de contorno de contorno de contorno de contorno
0 pontos internos 3,844 1,495 0,202 0,269
12 pontos internos 3,968 1,588 0,279 0,187
57 pontos internos 4,100 1,694 0,371 0,093
120 pontos internos 4,113 1,701 0,369 0,091

Fonte: Autoria propria

A Tabela 6.5 mostra que a influéncia dos pontos internos para a FBR radial simples ¢ muito
baixa, o que também pode ser observado nos Gréaficos 6.8, 6.9, 6.10 ¢ 6.11, pois as curvas dos
deslocamentos horizontais sdo muito préximas umas das outras em todos os casos, sendo
dificil identificar a diferenca entre elas por esses graficos. A variagdo do EMR das malhas
sem pontos internos para as malhas com 120 pontos internos fica apenas entre 0,15% e
0,30%.

Nota-se que as malhas com 24, 48 e 120 elementos de contorno o EMR aumenta, porém, para
a malha mais refinada, com 240 elementos de contorno, a inser¢ao dos pontos internos reduz

o erro médio relativo, obtendo os menores EMR’s, com valores inferiores a 0,1%.
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Dessa forma, pode-se concluir que, nesse teste, o principal responsavel pela convergéncia do

método para a solucdo analitica sdo os elementos de contorno e que os pontos internos afetam

pouco na resposta numérica.

Grafico 6.8 - Deslocamentos horizontais com MECID com 24 elementos de contorno para FBR radial simples
para forca centrifuga na barra esbelta
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Grafico 6.9 - Deslocamentos horizontais com MECID com 48 elementos de contorno para FBR radial simples
para forca centrifuga na barra esbelta
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Grafico 6.10 - Deslocamentos horizontais com MECID com 120 elementos de contorno para FBR radial simples
para forca centrifuga na barra esbelta

600 p------———--"—"—--"—--"—-—
500 b a0 6000

400 b .

5300 fo Analitico
& 0 pontos internos

200 b+
12 pontos internos
100 b8 ] ---/--- 57 pontos internos
o --6-- 120 pontos internos
0.00 K= T T T T )
0 0.5 1 1.5 2 2.5
X3

Fonte: Autoria propria

Grafico 6.11 - Deslocamentos horizontais com MECID com 240 elementos de contorno para FBR radial simples
para forca centrifuga na barra esbelta
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Tabela 6.6 - EMR dos deslocamentos horizontais do MECID com FBR placa fina para forga centrifuga na barra

esbelta
EMR (%) 24 elementos 48 elementos 120 elementos 240 elementos
de contorno de contorno de contorno de contorno
0 pontos internos 3,874 1,423 0,063 0,143
12 pontos internos 4,101 1,677 0,676 0,274
57 pontos internos 4,127 1,697 0,392 0,083

Fonte: Autoria propria
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Os Graficos 6.12, 6.13, 6.14 e 6.15, juntamente com a Tabela 6.6, mostram que a FBR placa

fina apresentou um comportamento semelhante a FBR radial simples, pouca influéncia dos

pontos internos e convergéncia dada principalmente pela quantidade de elementos de

contorno.

A variagdo maxima do EMR das malhas sem pontos internos para as malhas com 120 pontos

internos foi de aproximadamente 0,42% para a malha com 120 elementos de contorno.

Grafico 6.12 - Deslocamentos horizontais com MECID com 24 elementos de contorno para FBR placa fina para
forga centrifuga na barra esbelta
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Grafico 6.13 - Deslocamentos horizontais com MECID com 48 elementos de contorno para FBR placa fina para
forca centrifuga na barra esbelta
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Grafico 6.14 - Deslocamentos horizontais com MECID com 120 elementos de contorno para FBR placa fina
para forca centrifuga na barra esbelta

1 I . . h

500 bommmm e

400 fmmmmmm .

5300 e Analitico
& 0 pontos internos

200 b+
12 pontos internos
100 p-——- @] ---/--- 57 pontos internos
o --6-- 120 pontos internos
0.00 K= T T T T )
0 0.5 1 1.5 2 2.5
X3

Fonte: Autoria propria

Grafico 6.15 - Deslocamentos horizontais com MECID com 240 elementos de contorno para FBR placa fina
para forca centrifuga na barra esbelta
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Tabela 6.7 - EMR dos deslocamentos horizontais do MECID com FBR cubica para forga centrifuga na barra

esbelta
EMR (%) 24 elementos 48 elementos 120 elementos 240 elementos
de contorno de contorno de contorno de contorno
0 pontos internos 4,250 1,767 22,720 22,608
12 pontos internos 4,025 1,158 8,982 16,828
57 pontos internos 4,105 2,305 1,742 55,576
120 pontos internos 4,256 0,916 42,980 46,373

Fonte: Autoria propria
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Os Graficos 6.16, 6.17, 6.18 € 6.19 e a Tabela 6.7 indicam que a FBR cubica apresentou um
comportamento distinto em relagdo as outras duas FBR’s. Para as duas primeiras malhas, os
resultados possuem valores similares aos anteriores, contudo, com 120 elementos de contorno
e com 240 elementos de contorno, ¢ observado que a resposta numérica diverge da solugdo
analitica, mostrando que ndo ocorre convergéncia monotonica para essa FBR. Logo, ¢
possivel concluir que a FBR cubica diverge da solucdo analitica quando a quantidade de
elementos ¢ mais elevada. Dessa forma, os proximos testes serdo realizados apenas com a

FBR radial simples e placa fina.

Grafico 6.16 - Deslocamentos horizontais com MECID com 24 elementos de contorno para FBR ctbica para
forca centrifuga na barra esbelta
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Grafico 6.17 - Deslocamentos horizontais com MECID com 48 elementos de contorno para FBR cubica e para
forca centrifuga na barra esbelta
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Grafico 6.18 - Deslocamentos horizontais com MECID com 120 elementos de contorno para FBR cubica para
forca centrifuga na barra esbelta
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Grafico 6.19 - Deslocamentos horizontais com MECID com 240 elementos de contorno para FBR cubica para
forca centrifuga na barra esbelta
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6.3.3 Comparacio entre 0o MECID e a técnica do Tensor de Galerkin

A partir do que foi exposto nas se¢des anteriores, neste ponto pode-se afirmar que o MECID,
com as FBR’s radial simples e placa fina, obteve erros médios relativos inferiores a técnica do
Tensor de Galerkin em todas as malhas, o0 mesmo comportamento observado no primeiro
exemplo, mostrando que o MECID converge mais rapidamente para a solucao analitica em
problemas esbeltos. Porém, a FBR cubica mostrou ser instavel quando a quantidade de pontos

base ¢ aumentada, divergindo da solucao analitica.
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Foi observado que, para as duas primeiras FBR’s, os pontos internos influenciaram pouco na
resposta numérica. Além disso, nota-se que para as malhas mais pobres os pontos internos
aumentam o EMR e para a malha mais refinada o EMR ¢ reduzido. A fim de explicar esse
comportamento, alguns pontos devem ser levados em consideragdo. Primeiramente, como as
curvas sdo proximas, pequenas diferencas nos deslocamentos produzem pequenas variagdes
no valor do EMR. Foi observado em todas as malhas que os pontos internos promovem uma
leve reducdo nos valores absolutos do deslocamento. Ou seja, as curvas dos deslocamentos
das malhas com pontos internos estdo um pouco abaixo da curva das malhas sem pontos
internos, o que nao ¢ perceptivel nos graficos apresentados. Como nas malhas mais pobres as
curvas se encontram abaixo da solucdo analitica, o efeito dos pontos internos ¢ aumentar o
EMR. No entanto, as malhas com 240 elementos, estdo um pouco acima da solucao analitica,
fazendo com que os pontos internos ajustem a resposta numérica, reduzindo o EMR.

Importante ressaltar que esse comportamento ndo indica divergéncia do método, pois,
conforme pode ser observado na Tabela 6.5 e 6.6, as respostas para 120 e 240 elementos de
contorno sao muito proximas, sendo obtidos EMR’s menores a 0,5%, valor inferior ao EMR
da técnica do Tensor de Galerkin com 240 elementos, indicando a robustez do MECID para
problemas com geometria esbelta. Como pode ser visto nos Grafico 6.20 e 6.21, que
comparam os EMR’s obtidos pela técnica do tensor de Galerkin com o MECID usando FBR
radial simples e placa fina respectivamente, os erros médios relativos do MECID sdo menores

se comparados com a técnica do tensor de Galerkin em todas as malhas testadas.

Grafico 6.20 — EMR dos deslocamentos horizontais da técnica do tensor de Galerkin e do MECID com FBR
radial simples para forca centrifuga na barra esbelta
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Gréfico 6.21 - EMR dos deslocamentos horizontais da técnica do tensor de Galerkin ¢ do MECID com FBR
placa fina para for¢a centrifuga na barra esbelta
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6.4 BARRA QUADRADA VERTICAL COM FORCA GRAVITACIONAL VARIANDO
LINEARMENTE

A Figura 6.3 apresenta a geometria do problema analisado no terceiro teste. O problema nao
possui solugdo analitica elastica em duas dimensdes (o que seria similar a uma chapa), a
menos que seja fisicamente reduzido a um caso escalar, similar a uma barra axialmente
carregada. Por isso, o coeficiente de Poisson também foi considerado nulo. A solugao

analitica ¢ desenvolvida no Apéndice C e a expressao final ¢ dada pela equacdo (6.5):

2
uz S ﬁxz <L2 - xi) (6.5)

Utilizou-se comprimento e largura de valor unitario, ou seja, L =D =1 (unidades de
comprimento).

As malhas utilizadas nesse teste foram de 32, 64 e 128 elementos de contorno. Para as
simulagoes do MECID, usaram-se ainda malha com 9, 49 e 121 pontos internos, conforme
distribuicao indicada no Apéndice D. Foram considerados apenas os deslocamentos verticais.
As respostas dos deslocamentos na dire¢do vertical sdo dos valores obtidos na lateral direita

da Figura 6.3, quando x; = 0,5.



Figura 6.3 - Barra quadrada vertical com forga gravitacional variando linearmente

Fonte: Autoria propria

6.4.1 Técnica do Tensor de Galerkin
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As curvas dos deslocamentos para a técnica do Tensor de Galerkin com C = 1/2 sdo

apresentadas no Grafico 6.22 e os erros relativos médios sao mostrados na Tabela 6.8.

Grafico 6.22 - Deslocamentos verticais do Tensor de Galerkin para forga gravitacional variando linearmente na
barra quadrada
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Fonte: Autoria propria

Tabela 6.8 - EMR dos deslocamentos horizontais do Tensor de Galerkin para forga gravitacional variando
linearmente na barra quadrada

EMR (%) 32 elementos de 64 elementos de 128 elementos de
contorno contorno contorno
Tensor de Galerkin 2,064 1,001 0,492

Fonte: Autoria propria
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Nota-se que a resposta numérica converge mais rapidamente para a solugdo analitica se
comparada com as respostas obtidas nos problemas com corpos esbeltos, obtendo EMR
proximo a 1% com 64 elementos de contorno. Esse resultado condiz com a literatura. O
Tensor de Galerkin ¢ uma técnica classica do MEC, que possui maiores dificuldades na
resolugdo de problemas com corpos esbeltos (BREBBIA e DOMINGUES, 1992). Logo,
necessita de uma quantidade maior de elementos de contorno para obter uma melhor precisao

nessas situagoes.

6.4.2 MECID

Para simplificar a exposicdo dos resultados para esse exemplo com o MECID, serdo
apresentadas apenas as curvas de deslocamentos para as malhas com 128 elementos de
contorno, pois sdo as malhas mais refinadas. Os Graficos 6.23 e 6.24 mostram,
respectivamente, as curvas dos deslocamentos verticais para das FBR’s radial simples e placa
fina. Os valores obtidos consideravam a constante C = 1/2. Os erros médios relativos de

todas as malhas para cada caso sao dados nas Tabelas 6.9 e 6.10.

Grafico 6.23 - Deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno para FBR radial simples com
C = 0,5 para forga gravitacional variando linearmente na barra quadrada
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Grafico 6.24 - Deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno para FBR placa fina com C
= 0,5 para forga gravitacional variando linearmente na barra quadrada
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Fonte: Autoria propria

Tabela 6.9 - EMR dos deslocamentos verticais do MECID para FBR radial simples com C = 0,5 para forca
gravitacional variando linearmente na barra quadrada

EMR (%) 32 elementos de 64 elementos de 128 elementos de
contorno contorno contorno
0 pontos internos 4,564 5,453 5,914
9 pontos internos 3,859 3,518 3,363
49 pontos internos 4,252 3,776 3,534
121 pontos internos 4,343 3,838 3,588

Fonte: Autoria propria

Tabela 6.10 - EMR dos deslocamentos verticais do MECID para FBR placa fina com C = 0,5 para forga
gravitacional variando linearmente na barra quadrada

EMR (%) 32 elementos de 64 elementos de 128 elementos de
contorno contorno contorno
0 pontos internos 10,212 9,843 9,579
9 pontos internos 4,563 4,059 3,788
49 pontos internos 4,419 3,884 3,617
121 pontos internos 4,406 3,871 3,621

Fonte: Autoria propria

Pelos Graficos 6.23 e 6.24 e Tabelas 6.9 e 6.10, ¢ possivel perceber a influéncia dos pontos

internos, que reduzem o EMR de forma significativa em todas as malhas. Porém, quando x,
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se aproxima de L = 1 a solucdo numérica se afasta da solugdo analitica, produzindo erros
que ficam entre 3,3% e 4,6%.

Na FBR radial simples, nota-se que o aumento da quantidade de elementos de contorno reduz
o EMR e que as respostas das malhas com pontos internos sao melhores se comparadas com
as malhas sem pontos internos. No entanto, também pode ser observado que a malha com 9
pontos internos possui os menores EMR’s, embora o valor do erro para 49 e 121 pontos seja
proximo.

Ja a FBR placa fina reduziu o valor do EMR com o aumento da quantidade de elementos de
contorno e dos pontos base internos, exceto um leve aumento de 0,004% na malha com 128
elementos de contorno e 121 pontos internos.

Foi observado que variando o valor da constante C, o erro relativo médio era reduzido. Dessa
maneira, buscou-se a constante que obteve os menores EMR’s, sendo encontrado o valor de
0,56, conforme apresentado no Apéndice E. Os resultados para as FBR’s radial simples e
placa fina do MECID com C = 0,56 sdo mostrados nos Graficos 6.25 e 6.26
respectivamente para 128 elementos de contorno. Os valores dos erros médios relativos de

todas as malhas sdao apresentados nas Tabelas 6.11 € 6.12.

Grafico 6.25 - Deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno para FBR radial simples com
C = 0,56 para forca gravitacional variando linearmente na barra quadrada
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Grafico 6.26 - Deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno para FBR placa fina com C
= 0,56 para forca gravitacional variando linearmente na barra quadrada
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Tabela 6.11 - EMR dos deslocamentos verticais do MECID para FBR radial simples com C = 0,56 para forga
gravitacional variando linearmente na barra quadrada

32 elementos de

64 elementos de

128 elementos de

EMR (%)
contorno contorno contorno
0 pontos internos 6,653 7,816 8,499
9 pontos internos 2,184 2,545 2,884
49 pontos internos 2,244 2,329 2,506
121 pontos internos 2,288 2,310 2,462

Fonte: Autoria propria

Tabela 6.12 - EMR dos deslocamentos verticais do MECID para FBR placa fina com C = 0,56 para forca
gravitacional variando linearmente na barra quadrada

32 elementos de

64 elementos de

128 elementos de

EMR (%)
contorno contorno contorno
0 pontos internos 8,294 8,162 8,025
9 pontos internos 2,521 2,518 2,663
49 pontos internos 2,341 2,333 2,468
121 pontos internos 2,328 2,313 2,439

Fonte: Autoria propria

O principal efeito gerado pela mudanga da constante foi aproximar a curva numérica da
solucdo analitica quando x, tende a 1; consequentemente, 0 EMR foi reduzido.
A Tabela 6.11 mostra que nas malhas com 64 e 128 elementos de contorno o aumento da

quantidade de pontos internos reduz o EMR na FBR radial simples, o que ocorre com a FBR
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placa fina também. As respostas dessas duas malhas sdo proximas, mostrando mais uma vez a
convergéncia do MECID.

Com esse resultado, pode-se afirmar que a constante C esta diretamente relacionada a curva
de convergéncia da solu¢ao numérica para a formulagdo proposta, sendo necessario defini-la
corretamente. Em outras palavras, como o procedimento de interpolacao esta atuando e os
pontos internos estao influenciando efetivamente na resposta numérica. Porém, a constante C
precisa ser corretamente definida para que ocorra o acoplamento entre as solugdes
fundamentais do procedimento de interpolagdo, que usa a solugdo fundamental de Kelvin, e
do procedimento de regularizacdo, o qual utiliza a solu¢do fundamental do Tensor de

Galerkin, apresentando assim um valor diferente de 0,5.

6.4.3 Comparacio entre 0o MECID e a técnica do Tensor de Galerkin

Pela comparacao dos dois métodos neste exemplo, conclui-se que o Tensor de Galerkin se
mostrou mais eficiente que o MECID para a geometria quadrada, mesmo com a mudancga da
constante C. Nota-se que a convergéncia do MECID ¢ répida, mas a curvatura gerada
apresentou uma diferenga em relagdo a solucdo analitica, ndo permitindo que o MECID
alcangasse um EMR inferior a 2%, como pode ser visto nos Graficos 6.27 e 6.28, que
comparam os EMR’s obtidos pela técnica do tensor de Galerkin com os EMR’s encontrados
pelo MECID com FBR radial simples e placa fina, respectivamente, ambos considerando C =

0,56.

Grafico 6.27 — EMR dos deslocamentos horizontais da técnica do tensor de Galerkin e do MECID com FBR
radial simples para forca gravitacional variando linearmente na barra quadrada
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Grafico 6.28 - EMR dos deslocamentos horizontais da técnica do tensor de Galerkin e do MECID com FBR
placa fina para forga gravitacional variando linearmente na barra quadrada
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Pelos Graficos 6.27 e 6.28 € possivel observar que, mesmo com a variagao da constante C, em
todos os casos, 0 MECID apresenta um EMR superior ao da técnica do tensor de Galerkin.
Além disso, nota-se um crescimento do EMR com o aumento da quantidade de elementos de
no MECID, indicando que ndo estd ocorrendo convergéncia monotOnica para esse teste,

quando a constante C ¢ modificada.

6.5 DISCO COM FORCA CENTRIFUGA

No quarto problema em anélise, foi simulado um disco em rotacdo com velocidade angular
perpendicular ao plano do disco, correspondendo ao primeiro caso de forca centrifuga
apresentado na secao 4.4. Por se tratar de um problema simétrico, a geometria modelada para

os testes foi de um quarto (1/4) do disco, conforme a figura abaixo:

Figura 6.4 - Disco em rotacdo

w3 > Xy

Fonte: Autoria propria
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Na Figura 6.4, R corresponde ao raio do disco. Em todas as simulagdes, o raio considerado
tinha o valor unitario, R = 1. A solu¢do analitica do disco em rotagdao ¢ desenvolvida em
coordenadas polares e ¢ apresentada por Timoshenko e Goodier (1970). A expressao

resultante dessa dedugao é:

u(r) = %{(1 -v) l@pwﬁRl r— l@pwgzl r3} (6.6)

Onde r ¢ a distancia radial de um ponto em relagdo a origem.

A equagdo (6.6) mostra que a solucao analitica em coordenadas polares ¢ unidimensional,
fun¢do apenas da posicdo radial do ponto. Entretanto, o cédigo do MECID e do Tensor de
Galerkin calculam a solu¢do numérica apenas em coordenadas cartesianas. Logo, a analise
desse problema ¢ bidimensional, em que a solugdo numérica esta relacionada com a solugdo

analitica por meio da resultante dos deslocamentos, segundo a equacao (6.7):
u(r) =Ju? +uy? (6.7)

As malhas utilizadas nesse exemplo foram de 30, 78 e 118 elementos de contorno. A
quantidade de pontos internos utilizados nessas trés malhas foi de 9, 25, 81 e 121 pontos,
conforme apéndice D. Diferentemente dos dois testes anteriores, foram testados outros valores
para o coeficiente de Poisson, sendo esses iguais a 0, 0,1, 0,2 ¢ 0,3. Para os deslocamentos no
contorno foram utilizados os valores gerados na direcao do eixo x;, ou seja, quando x, = 0.
J& para os deslocamentos internos, em que as duas dire¢des do deslocamento sdo calculadas,
ocorreu na dire¢do a 45° no sentido horario em relacdo ao eixo positivo de x;. Nessa direcao,

os deslocamentos em r = 0 (origem) e r = 1 sdo valores dados no contorno do problema.
6.5.1 Técnica do Tensor de Galerkin

Mais uma vez, o Tensor de Galerkin convergiu para a solu¢do analitica no contorno, obtendo
erros relativos médios inferiores a 1% para a malha com 118 elementos. Os valores obtidos
para cada valor do coeficiente de Poisson sdo apresentados na Tabela 6.13.

Nota-se que com o aumento do valor do coeficiente de Poisson, a técnica perde precisdo, pois

o EMR sofre um aumento. As curvas dos deslocamentos na dire¢do radial a 45° para o
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coeficiente de Poisson igual a 0, 0,1, 0,2 e 0,3 sdo mostradas respectivamente nos Graficos

6.29, 6.30, 6.31 ¢ 6.32. Os EMR para cada caso sdo mostrados na Tabela 6.14.

Tabela 6.13 - EMR dos deslocamentos no eixo x; para a técnica do Tensor de Galerkin com coeficiente de
Poisson igual 4 0, 0,1, 0,2 ¢ 0,3

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
v=0 2,328 0,954 0,712
v=0,1 2,479 1,016 0,759
v=0,2 2,640 1,081 0,809
v=0,3 2,808 1,149 0,861

Fonte: Autoria propria

Tabela 6.14 — EMR dos deslocamentos na dirego radial a 45° para o Tensor de Galerkin

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
v=0 3,071 1,139 0,833
v=0,1 3,413 1,277 0,938
v=0,2 3,781 1,427 1,049
v=20,3 4,165 1,582 1,167

Fonte: Autoria propria

Grafico 6.29 - Deslocamentos na direcao radial a 45° para o Tensor de Galerkin com v =0
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Grafico 6.30 - Deslocamentos na dire¢ao radial a 45° para o Tensor de Galerkin com v = 0,1
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Grafico 6.31 - Deslocamentos na dire¢éo radial a 45° para o Tensor de Galerkin com v = 0,2
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Grafico 6.32 - Deslocamentos na dire¢ao radial a 45° para o Tensor de Galerkin comv =0,3
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Pela Tabela 6.14, ¢ possivel perceber que a técnica do Tensor de Galerkin perde um pouco de
eficiéncia para determinar os valores dos deslocamentos internos, apresentando erros
superiores a 1% para v =0,3 e v=0,2. Nota-se que a variagdo do coeficiente de Poisson afeta

a resposta numérica, aumentando o EMR quando seu valor cresce.

6.5.2 MECID

Os dois objetivos principais desse exemplo sdo avaliar o comportamento do MECID para um
caso bidimensional, assim como o comportamento com a variagdo do coeficiente de Poisson.
A partir das conclusdes obtidas na simulagdo anteriores, buscou-se o valor de C
correspondente para o problema proposto, sendo encontrado o valor de 0,34 para coeficiente
de Poisson nulo, conforme apresentado no Apéndice E. Em seguida, variou-se a constante C
para cada valor do coeficiente de Poisson, obtendo, C = 0,32 parav = 0,1, C = 0,31 para
v=02eC = 0,30 parav = 0,3, de acordo com o desenvolvimento no Apéndice E.

Antes de apresentar as respostas bidimensionais na dire¢do radial a 45°, serdo mostradas a
seguir as curvas obtidas no contorno na direcdo do eixo Xx;, com o objetivo de mostrar
novamente a influéncia da resposta com os pontos internos quando comparado com as malhas
sem pontos internos, pois, na dire¢dao radial a 45°, ndo ¢ possivel visualizar esse efeito por
trabalhar apenas com pontos internos. Para exemplificar a influéncia dos pontos internos, foi
tomada a malha com 118 elementos de contorno, por ser a mais refinada, cujos deslocamentos
obtidos para cada coeficiente de Poisson sdo plotados respectivamente nos Graficos 6.33,

6.34, 6.35 ¢ 6.36. Os EMR’s de cada caso sdao apresentados na Tabela 6.15.

Grafico 6.33 - Deslocamentos em x; para o MECID com FBR radial simples, 118 elementos de contorno e v= 10
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Grafico 6.34 - Deslocamentos em x; para o MECID com FBR radial simples, 118 elementos de contorno e v =
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Grafico 6.35 - Deslocamentos em x; para o MECID com FBR radial simples, 118 elementos de contorno e v =
0,2
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Grafico 6.36 - Deslocamentos em x; para o MECID com FBR radial simples, 118 elementos de contorno e v =
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Tabela 6.15 - Deslocamentos no eixo x; para o MECID com FBR radial simples e 118 elementos de contorno

EMR (%) 0 pontos 9 pontos 25 pontos 81 pontos 121 pontos
internos internos internos internos internos
v=0 9,991 1,796 1,286 1,068 1,030
v=0,1 9,669 1,458 1,072 1,007 1,011
v=0,2 9,890 1,587 1,286 1,293 1,302
v=0,3 10,157 1,797 1,619 1,682 1,700

Fonte: Autoria propria

Os Graficos 6.33, 6.34, 6.35 e 6.36 demonstram mais uma vez a influéncia dos pontos
internos na solugcdo numérica gerada pelo MECID. Porém, pode ser observado o mesmo
comportamento que ocorreu com a técnica do Tensor de Galerkin, o EMR cresce com o
aumento do valor de v.

Agora, seréd avaliado o comportamento dos deslocamentos na diregdo radial a 45°. As curvas
dos Graficos 6.37, 6.38, 6.49 e 6.40 sdo para a malha com 118 elementos para cada valor do
coeficiente de Poisson com a FBR radial simples. Os erros médios relativos obtidos para cada

coeficiente de Poisson em cada malha sdo dados nas Tabelas 6.16, 6.17, 6.18 € 6.19.

Grafico 6.37 - Deslocamentos na dire¢ao radial a 45° para o MECID com FBR radial simples, 118 elementos de
contorno e v=10
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Grafico 6.38 - Deslocamentos na diregdo radial a 45° para o MECID com FBR radial simples, 118 elementos de
contorno e v=20,1
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Grafico 6.39 - Deslocamentos na dire¢ao radial a 45° para o MECID com FBR radial simples, 118 elementos de
contornoev=20,2
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Grafico 6.40 - Deslocamentos na dire¢ao radial a 45° para o MECID com FBR radial simples, 118 elementos de
contornoev=10,3
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Tabela 6.16 — EMR dos deslocamentos na direcdo radial a 45° para o MECID com FRB radial simplese v=10

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
9 pontos internos 0,537 1,009 1,430
25 pontos internos 1,478 0,179 0,553
81 pontos internos 1,796 0,382 0,152
121 pontos internos 1,845 0,446 0,154

Fonte: Autoria propria

Tabela 6.17 - EMR dos deslocamentos na dire¢do radial a 45° para o MECID com FRB radial simples e v= 0,1

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
9 pontos internos 1,108 0,593 0,972
25 pontos internos 2,241 0,577 0,218
81 pontos internos 2,480 0,994 0,604
121 pontos internos 2,265 0,968 0,625

Fonte: Autoria propria

Tabela 6.18 - EMR dos deslocamentos na diregdo radial a 45° para o MECID com FRB radial simplese v=0,2

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
9 pontos internos 1,372 0,551 0,946
25 pontos internos 2,698 0,832 0,368
81 pontos internos 2,812 1,241 0,844
121 pontos internos 2,291 1,061 0,746

Fonte: Autoria propria

Tabela 6.19 - EMR dos deslocamentos na direcdo radial a 45° para o MECID com FBR radial simplese v=0,3

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
9 pontos internos 1,621 0,530 0,984
25 pontos internos 3,287 1,134 0,551
81 pontos internos 3,134 1,472 1,047
121 pontos internos 2,242 1,098 0,811

Fonte: Autoria propria
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Os resultados apresentados nas Tabelas 6.16, 6.17, 6.18 e 6.19 demonstram a convergéncia do
MECID para o problema bidimensional, obtendo erros médios relativos inferiores a 1% nas
malhas mais refinadas e quando a quantidade de pontos internos ¢ superior a 81 pontos,
mesmo com a variagdo do coeficiente de Poisson. Nota-se que, para as malhas com 75 ¢ 118
elementos de contorno, o aumento da quantidade de pontos internos reduz o EMR, porém de
forma oscilante. Ainda pode ser observado que, para a malha com 30 elementos de contorno,
o menor EMR ¢ dado quando a quantidade de pontos internos ¢ igual a 9.

Os resultados desse quarto teste sdo obtidos por meio da variagdo da constante C quando o
coeficiente de Poisson ¢ alterado. Esse comportamento ¢ compativel com a teoria porque a
constante C ¢ fun¢do do coeficiente de Poisson. Assim, ¢ esperado que a variacdo do
coeficiente de Poisson produzisse valores diferentes para a constante C.

Os mesmos testes foram realizados para a FBR placa fina e seus resultados sao mostrados nas
Tabelas 6.20, 6.21, 6.22 e 6.23. Novamente, a FBR placa fina apresentou um comportamento
semelhante a FBR radial, com exce¢do das malhas com 30 elementos de contorno, onde o

EMR reduz com o aumento dos pontos internos.

Tabela 6.20 — EMR dos deslocamentos na direcdo radial a 45° para o MECID com FRB placa finae v=0

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
9 pontos internos 2,008 0,452 0,306
25 pontos internos 1,991 0,556 0,155
81 pontos internos 1,922 0,590 0,220
121 pontos internos 1,899 0,574 0,302

Fonte: Autoria propria

Tabela 6.21 - EMR dos deslocamentos na dire¢do radial a 45° para o MECID com FRB placa finae v=0,1

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
9 pontos internos 2,695 1,045 0,517
25 pontos internos 2,811 1,215 0,672
81 pontos internos 2,606 1,217 0,827
121 pontos internos 2,324 1,092 0,830

Fonte: Autoria propria
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Tabela 6.22 - EMR dos deslocamentos na dire¢ao radial a 45° para o MECID com FRB placa finae v=0,2

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
9 pontos internos 3,067 1,291 0,726
25 pontos internos 3,319 1,539 0,933
81 pontos internos 2,969 1,501 1,081
121 pontos internos 2,347 1,185 0,939

Fonte: Autoria propria

Tabela 6.23 - EMR dos deslocamentos na direcdo radial a 45° para o MECID com FBR placa finae v=0,3

EMR (%) 30 elementos de 75 elementos de 118 elementos de
contorno contorno contorno
9 pontos internos 3,429 1,517 0,894
25 pontos internos 3,974 1,908 1,209
81 pontos internos 3,294 1,748 1,309
121 pontos internos 2,290 1,224 1,007

Fonte: Autoria propria

Nas Tabelas 6.20, 6.21, 6.22 e 6.23, nota-se que o menor EMR ¢ dado pelas malhas com 118
elementos de contorno. Pode ser observado também que as malhas com 30 elementos de
contorno e 25 pontos internos possuem os maiores EMR, menos para o Poisson nulo. Esse
mesmo comportamento ocorreu com a FBR radial simples com 30 elementos de contorno
para v = 0,3. Isso estd acontecendo porque o deslocamento em r = 0 estd apresentando um
afastamento mais acentuado da solug¢do fundamental, como pode ser visto no Gréfico 6.41, o
que esta afetando diretamente o EMR. O Grafico 6.42 mostra o caso mais critico para FBR
placa fina, malha com 30 elementos de contorno, 25 pontos internos e coeficiente de Poisson
igual a 0,3. Esse deslocamento na origem deveria ser nulo, porém nesse ponto esta sendo
aplicado um né duplo, onde um dos nos pertence ao eixo x; € outro nd pertencendo ao eixo
Xx,. No no pertencente ao eixo x; foi aplicada a condi¢ao de deslocamento prescrito nulo
apenas na componente de direcao x,, enquanto a componente da direcdo x; ndo € prescrita e
se encontra livre para sofrer deslocamento. Ja no n6 pertencente ao €ixo x, ocorre o oposto, o
valor prescrito nulo ¢ na dire¢do em x; e livre para deslocamento na dire¢do x,. Por esse
motivo sdo encontrados valores diferentes de zero. Em todos os outros casos, o deslocamento
calculado numericamente ¢ muito préximo de zero, porém, para a malha com 30 elementos de

contorno e 25 pontos internos, esse resultado apresentou um valor discrepante.
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Grafico 6.41 - Deslocamentos na dire¢do radial a 45° para o MECID com FBR placa fina, 30 elementos de
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6.5.3 Comparacio entre 0o MECID e a técnica do Tensor de Galerkin

A partir das andlises feitas nas secdes anteriores, ¢ perceptivel que a técnica do Tensor de

Galerkin ¢ mais eficiente para determinar os valores no contorno e apresenta EMR maiores

para os valores no interior do dominio para o problema com disco em rotagdo. Ja o MECID

mostrou 0 comportamento contrario, pois calcula os valores internos com menores erros se

comparados com os valores no contorno. Com o objetivo de mostrar essas conclusdes, os

Graficos 6.42, 6.43, 6.44 ¢ 6.45 comparam os EMR’s da técnica do tensor de Galerkin com os

EMR’s obtidos pelo MECID com a FBR placa fina dos deslocamentos dos pontos internos

para cada coeficiente de Poisson.

Gréfico 6.42 - EMR dos deslocamentos radiais a 45° da técnica do tensor de Galerkin e do MECID com FBR
placa fina para forga centrifuga no disco em rotagdo e v=0
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Grafico 6.43 - EMR dos deslocamentos radiais a 45° da técnica do tensor de Galerkin e do MECID com FBR
placa fina para forga centrifuga no disco em rotagédo e v=0,1
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Gréfico 6.44 - EMR dos deslocamentos radiais a 45° da técnica do tensor de Galerkin e do MECID com FBR
placa fina para forga centrifuga no disco em rotagéo e v=0,2
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Grafico 6.45 - EMR dos deslocamentos radiais a 45° da técnica do tensor de Galerkin e do MECID com FBR
placa fina para forca centrifuga no disco em rotacdo e v=0,3
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7 CONCLUSAO

7.1 CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertacdo analisou e comparou duas técnicas do MEC para problemas de
elasticidade: a classica formulagdo utilizando o Tensor de Galerkin, e a recente técnica do
MECID. A técnica do Tensor de Galerkin apresentou o comportamento esperado: baixos erros
no calculo dos deslocamentos no contorno, maior convergéncia nos problemas nao esbeltos, e
erros maiores em pontos no interior do dominio. A técnica de interpolagdo direta apresentou
resultados satisfatorios, mostrando rapida convergéncia em todos os casos analisados e
obtendo baixos erros tanto no contorno quanto nos pontos no interior do dominio a partir da
defini¢do correta da constante C.

Os resultados mostraram que os pontos internos em problemas esbeltos influenciam pouco na
resposta numeérica. Esse fato estd relacionado com a proximidade entre as laterais do corpo no
comprimento da dire¢do de atuagdo da for¢a de corpo. Como a distancia entre essas laterais ¢
pequena, os pontos base no contorno ja sdo suficientes para a convergéncia do resultado,
fazendo com que os pontos base internos afetem pouco na resposta numérica.

Das trés FBR’s testadas no MECID, as que obtiveram melhor desempenho foram a radial
simples e a placa fina apresentando poucas instabilidades nos testes realizados, além de
apresentarem resultados semelhantes. No entanto, a FBR cubica apresentou instabilidades,
principalmente para as malhas com maior quantidade de elementos de contorno. Foi
observado também o efeito dos pontos internos e, como na maioria dos testes, o aumento da
quantidade desses pontos melhora a solu¢do numérica, 0 mesmo comportamento visto nos
problemas de Poisson e Helmholtz, condizendo com a literatura (LOEFFLER, CRUZ, e
BULCAO, 2015; LOEFFLER et al., 2015; LOEFFLER e MANSUR, 2017).

Notou-se que a formulagdo proposta do MECID apresentou forte dependéncia da constante C,
que por sua vez mostrou ser funcdo da influéncia dos pontos internos de interpolagdao e do
coeficiente de Poisson. A influéncia dos pontos internos pode ser explicada pelo fato da
solugdo fundamental do procedimento de interpola¢do ndo levar em consideragdo a constante,
enquanto o procedimento de regularizacao sim, necessitando de um novo valor para que haja
acoplamento dos dois procedimentos. Ja a constante C ¢ definida em funcao do coeficiente de

Poisson, logo sua variacdo afeta o modulo de C.
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7.2 SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

A presente dissertacdo foi um estudo preliminar da aplicagio do MECID em problemas
elasticos, ou seja, existem alguns aspectos que nao sdao totalmente compreendidos e que
precisam de estudos mais detalhados para um melhor entendimento da técnica quando
aplicada em elasticidade. Baseado nisso, algumas sugestdes de pesquisas sdo propostas
abaixo:

e Aplicacdo da formulagdo em geometrias mais complexas e com diferentes forcas de
corpo para avaliar o comportamento da constante C nesses casos, fazendo uma
comparacao com o MEF;

e Comparacdo com outras técnicas do MEC, como por exemplo, a Dupla Reciprocidade
e a Multipla reciprocidade;

e Testar outras fungdes de base radial, tais como as FBR’s com suporte compacto,
semelhante ao que foi desenvolvido por Loeffler et al. (2017);

e Aplicar o MECID para o célculo das tensdes, na ultima integral de dominio da

equagao abaixo (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984):

6i(§) = f 135 (€, X)py (X)dT - f Pl (6, X)ue(X)dT + f U E b0 dY (73

r r Q

e Expandir a técnica para problemas elésticos tridimensionais.

A ultima sugestdo possui a vantagem de ndo ser necessaria a avaliagdo da constante C, pois,
como ja citado anteriormente, a solu¢ao fundamental gerada pelo Tensor de Galerkin em

problemas tridimensionais ¢ a igual a solucao fundamental de Kelvin.
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APENDICES

APENDICE A - Funcées de interpolacio primitiva e suas derivadas direcionais

Dada uma fungdo de base radial F¥(X*,X), definida por meio do laplaciano da fungio

primitiva WX (X%, X):

FE(X*, X) = VPWk(Xk, X) (A1)
O laplaciano de uma fungdo f em coordenadas polares ¢ dado por:
0*f 19f 10%f (A.2)

Vif=—S+-—-—"—+=—
f or? tor r? 06*
Aplicando a equacao (A.1) em (A.2) e considerando que ndo haja variagao angular, a equagao
diferencial parcial (A.2) se reduz a uma equacdo diferencial ordinaria, obtendo a seguinte

equacao:

d?yk  1dyk

(A3)
dr? +r dr

= Fk(X*, X)

Multiplicando ambos os lados por r e escrevendo o lado esquerdo como a derivada de um

produto, a equacgdo (A.3) pode ser reescrita:

d [ d¥*
() = Fk(xk (A.4)
dr(r dr) rF (X", X)
Integrando ambos os lados:
dwk
r——-= frF"(X",X)dr (A-5)

A equacgdo (A.5) mostra que a solucao depende de cada tipo de fun¢do de base radial.
Ap0s determinar a funcdo primitiva, para MECID, deseja-se obter a derivada direcional dessa

funcio, que ¢ dada pelo produto escalar entre o gradiente de W* e o vetor normal ao contorno:



111

oWk ovk or oWk (A.6)
— Ny =—— Ny = ———
0xp, or dxp, ar

Aplicando a propriedade dada pela equagdo (3.22), tem-se:

oWk ovkr, (A.7)

—n, =———n
ox,, " or r ™

Apbs encontrar a fungio primitiva W¥ pela equacdo (A.5), deriva-se a mesma em relaciio a 7 e
substitui o resultado em (A.7), determinando a sua derivada direcional. Essa sequéncia sera

realizada para cada funcao apresentada na Tabela 5.1.

I. Funcao radial constante: F"(Xk, X) =1

Para a Fungao radial constante, a equagado (A.5) sera dada por:

dwk r? A8
TWZJ‘TdT:?-}'Kl ( )
Considerando K; = 0, tem-se:
dvk (A.9)
dr =~ 2

Logo, a primitiva e sua derivada direcional serdo dadas respectivamente pelas equacdes

(A.10) e (A.11):

wr T (A.10)
4
w1 (A.11)

II.  Funcao radial simples: F k(Xk, X) =r

Para a Fungao radial simples, a equagdo (A.5) sera dada por:
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dwk r3 A.12
r—— =fr2dr=§+1(1 (A-12)

Considerando K; = 0, tem-se:

vk r? (A.13)

dr 3

Logo, a primitiva e sua derivada direcional serdo dadas respectivamente pelas equagdes

(A.14) e (A.15):

wre T (A.14)
9
ovk  r’r, 1 (A.15)
0xy ™3y m T gmlm
m

IMI.  Fungdo radial cibica: F¥(X* X) = 3

Para a Fungao radial cubica, a equacao (A.5) sera dada por:

dwk rs A.16
T'W:f'f"ld?‘:?-}'l(l ( )
Considerando K; = 0, tem-se:
dw* _ r# (A.17)
dr 5

Logo, a primitiva e sua derivada direcional serdo dadas respectivamente pelas equacdes

(A.18) ¢ (A.19):

S (A.18)
25
oWk rtn, r (A.19)
" =5 = g
m
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IV.  Funcio radial placa fina: F¥(X*, X) = r?Inr

Para a Func¢ao radial placa fina, a equacdo (A.5) sera dada por:

dwk
r——— = fr3 Inr dr (A.20)
dr
Aplicando integracao por partes, em que:
1
u=lnr —>du=;dr (A21)
r* A22
dv=rdr-v=— (A.22)
4
Obtém-se:
avk r* rt1 r rt (A.23)
—=—Inr— | —=dr=—Inr——+K '
ar T~ "7 f4 TEFMT Tt
Considerando K; = 0, tem-se:
avk 3 r3 (A.24)
—=—Inr—-—
dr 4 16

Logo, a primitiva e sua derivada direcional serdo dadas respectivamente pelas equacdes

(A.25) e (A.26):

1/r* r* T A
‘P"=Z(Zlnr—ﬁ>—a=ﬁlnr—§=ﬁ(21nr—1) (A25)

vk r3 r3\r, r2 A26
mnm=(zlnr—ﬁ>7mnm=E(4lnr—1)rmnm (A.26)
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APENDICE B — Integral de contorno da constante C

Como apresentado no capitulo 5, a area de um dominio bidimensional pode ser calculada por

meio do teorema de Green pela seguinte relagao:

A= f1d9=!ﬁjd9=!ﬁnidr (A.27)

Q

Ou seja, se o divergente de uma fun¢do vetorial f; for igual a 1, a integral de linha da
componente normal de f; ao longo do contorno I' ¢ igual a drea do dominio bidimensional
(STEWART, 2013).

Considerando a funcdo primitiva W* dada pela equacio (A.10) e sendo r a distAncia entre um

ponto e a origem da referéncia. Logo:

2

Wk = 7‘Z _ %(xlz +x2) (A.28)
Definindo a fun¢ao vetorial f; como sendo o gradiente da funcdo anterior, tem-se:
. 0wk vk 1 1 (A.29)
fi=¥; = ax, e; + o e, = E(xlel + x,e,) = Exi
Aplicando o divergente sobre a funcdo anterior, chega-se a:
ﬁi=?ﬁ=%@% %%)=%u+4)=1 (A.30)

Assim, foi demonstrado que a FBR constante pode ser utilizada para o calculo da integral
(A.27). Substituindo a equacdo (A.29) em (A.27), chega-se a equacdo (A.31) aplicada na
equagdo (5.19):

1
fﬁmszifmmdF (A31)
r

r
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APENDICE C - Solucio analitica dos deslocamentos para a forca gravitacional

variando linearmente

Quando uma barra engastada esta submetida a acdo da forca peso, conforme a Figura 6.3, as

seguintes condi¢des de contorno sdo aplicaveis:

U, =0emx, =0 (A.32)

du
dx,

Considerando que a variacdo da tensdo ocorre apenas na diregdo vertical, a equacdo de

equilibrio (2.1) sera dada por:

doy, _ (A.34)

du, (A.35)

Derivando ambos os lados da equagdo (A.35):

doys _ Edzuz (A.36)
dx, dx,*?

Substituindo a equacao (A.36) em (A.34):

du, __pg (A.37)
dx,? E?
Integrando (A.37), tem-se:
du __pg % (A38)
dx, E 2 !

Integrando mais uma vez, chega-se a seguinte expressao:
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3
pg X (A.39)
U, = _ﬁ'?‘l‘clxz +Cz

Impondo a primeira condi¢ao de contorno na equacao (A.39), encontra-se C, = 0. Aplicando

a segunda condicao de contorno na equacao (A.38), determina-se o valor de C;:

_rg (A.40)

LZ
2E

Gy
Assim, substituindo os coeficientes encontrados na equacao (A.39), obtém-se a solugao

analitica para a forga gravitacional variando linearmente, dada por:

Uy = ==X - —

Pg <L2 x22> (A41)
2E 3
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APENDICE D — Malhas utilizadas nas simulacdes

I. Malhas da barra esbelta vertical (primeiro teste)

Figura D.1 - Malhas para a barra esbelta vertical com (a) 24 elementos de contorno (b) 48 elementos de contorno
(c) 120 elementos de contorno (d) 240 elementos de contorno

-0.25 0 0.25 -0.25 0 0.25 -0.25 0 0.25
0 ’ 0 * 0 *
-0.5 - -0.5 -0.5
1 4 -1 4 -1 4
1.5 - -1.5 + -1.5
2 4 -2 4 -2
2.5 -2.5 -2.5

(a) 24 elementos de contorno  (b) 48 elementos de contorno  (¢)120 elementos de contorno

-0.25 0 0.25
0 *

-1.5 -+

-2.5

(d) 240 elementos de contorno

Fonte: Autoria propria
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Figura D.2 — Distribui¢do dos pontos internos para a barra esbelta vertical com (a) 12 pontos internos (b) 57
pontos internos (c¢) 120 pontos internos
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L R R R K R K R R K K K B K R R R SR R K K R AR 2
L K K 2K 2K 2K 2K R K K 2K 2K K X K K BK 3K 2K 2K X 3R IR B
L R R R K R K R R K K K B K R R R SR R K K R AR 2
L K K 2K 2K 2K 2K R K K 2K 2K K X K BE BK 3K 2K 2K X 3R IR 2

*

*

*
*
*
*
*
*

-2.5 8eccccccccccccccccee -2.5 $eccccccccccccccccee -2.5 8eccccccccccccccccee

(a) 12 pontos internos (b) 57 pontos internos (c) 120 pontos internos

Fonte: Autoria propria

II.  Malhas da barra esbelta horizontal (segundo teste)

Figura D.3 - Malhas para a barra esbelta horizontal com (a) 24 elementos de contorno (b) 48 elementos de
contorno (c¢) 120 elementos de contorno (d) 240 elementos de contorno

0.25
O -
_0.25 T T T T
0 0.5 1 15 2 25

(a) 24 elementos de contorno



0.25
O -4
-0.25 . . . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5
(b) 48 elementos de contorno
0.25
O -4
-0-25 T T T T
0 0.5 1 15 b 2.5
(¢) 120 elementos de contorno
0.25
0 -
-0.25 * » * *
0 0.5 1 15 2 25

(d) 240 elementos de contorno

Fonte: Autoria propria
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Figura D.4 — Distribuicdo dos pontos internos para a barra esbelta horizontal com (a) 12 pontos internos (b) 57

pontos internos (c¢) 120 pontos internos

0.25 R Rt
. . . . §

0 - . . . . §

. . . . ;

-0.25 . . . . 3
0 0.5 1 1.5 2 25

(a) 12 pontos internos
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(c) 120 pontos internos

Fonte: Autoria propria

III. Malhas da barra quadrada vertical (terceiro teste)

Figura D.5 - Malhas para a barra quadrada vertical com (a) 32 elementos de contorno (b) 64 elementos de
contorno (c) 128 elementos de contorno

-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
0 + 0 .
-0.5 -0.5 -+
-1 -1

(a) 32 elementos de contorno (b) 64 elementos de contorno
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(c) 128 elementos de contorno

Fonte: Autoria propria
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Figura D.6 — Distribuicdo dos pontos internos para a barra quadrada vertical com (a) 9 pontos internos (b) 49
pontos internos (c) 121 pontos internos
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(c) 121 pontos internos
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IV. Malhas do disco em rotacio (quarto teste)

Figura D.7 - Malhas para o disco em rotagdo com (a) 30 elementos de contorno (b) 75 elementos de contorno (c)
118 elementos de contorno

0 0.5 1 0 0.5 1
0 * 0
-0.5 +4 -0.5
_1 - -1 -
(a) 30 elementos de contorno (b) 75 elementos de contorno
0 0.5 1
0 .
-0.5 ¢
-1 4

(c) 118 elementos de contorno

Fonte: Autoria propria
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Figura D.8 — Distribui¢do dos pontos internos para o disco em rotagdo com (a) 9 pontos internos (b) 25 pontos
internos (¢) 81 pontos internos e (d) 121 pontos internos
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124

APENDICE E - Obtengiio das constantes C

I. Constante C para barra quadrada vertical com for¢a gravitacional variando

linearmente

Para determinar a nova constante C do terceiro problema foi utilizada a malha mais refinada
devido a sua convergéncia obtida nos testes da técnica do tensor de Galerkin, ou seja, a malha
com 128 elementos de contorno. Variou-se o valor da constante C e os resultados obtidos
foram comparados, sendo escolhido como novo valor da constante o resultado que obteve os
menores erros médios relativos em comparagdo com a solugdo analitica.

Primeiramente variou-se o valor da constante em intervalos de 0,05 para determinar o
intervalo de C, onde a curva com o menor EMR deveria se encontrar. O Grafico E.1 apresenta
as curvas encontradas para C = 0,50, 0,55 e 0,60 das malhas com 128 elementos de contorno e
121 pontos internos para FBR radial simples, apenas para ilustrar a localizagdo das curvas em

relacdo a solucao analitica.

Grafico E.1 - Deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno e 121 pontos internos para
FBR radial simples com C = 0,50, 0,55 ¢ 0,60 para forca gravitacional variando linearmente na barra quadrada

0.35
0.30
0.25
- 0.20 @E@
0.15 ._____________@7/@(,’.9(_ _______________ Analitica
P A C=0,50
' g/g/g/ ~--3---C=0,55
005 4+ >~ --o-- C=0,60
o2
0-00 1] 1] L] 1] 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fonte: Autoria propria

Pelo Grafico E.1, nota-se que o valor da constante C deve ficar no intervalo entre 0,55 ¢ 0,60.
Os EMR’s para C = 0,50, 0,55 e 0,60 das malhas com 128 elementos de contorno ¢ 9, 49 e

121 pontos internos sao apresentados no Grafico E.2



125

Grafico E.2 — EMR dos deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno para FBR radial

simples com C = 0,50, 0,55 e 0,60 para forca gravitacional variando linearmente na barra quadrada

12.00
—.—C=0,50
__ 8.00 —+—C=0,60
<
& 6.00 g\ N\
S
w
4.00 -
2.00 f--———mmmmmmmmmmmm e
0.00 ' . T . T .
0 20 40 60 80 100 120

Quantidade de pontos internos

Fonte: Autoria propria

Pelo Grafico E.2 observa-se que os menores EMR’s foram obtidos para C = 0,55. Para refinar

esse resultado, calculou-se os EMR’s dos deslocamentos de diferentes valores de C dentro do

intervalo e proximos de 0,55, cujos resultados foram plotados no Grafico E.3. Por

simplicidade, foram desconsiderados os valores das malhas sem pontos internos.

Grafico E.3 — EMR dos deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno para FBR radial
simples com C = 0,53, 0,54, 0,55, 0,56e 0,57 para forga gravitacional variando linearmente na barra quadrada

—e-C=056 —*-C=0,57

—a&-C=0,53 C=054 —4—C=0,55

2.00 T T T T T
0 20 40 60 80 100

Quantidade de pontos internos

Fonte: Autoria propria

120

Pelo Grafico E.3 os valores de C que apresentam os menores EMR’s sdo 0,55 e 0,56 para

FBR radial simples.
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Aplicando os mesmos procedimentos para FBR placa fina, tem-se os resultados apresentados

nos Graficos E.4, E.5 e E.6.

Grafico E.4 - Deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno € 121 pontos internos para

FBR placa fina com C =
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X,

Fonte: Autoria propria

Grafico E.5 — EMR dos deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno para FBR placa fina
com C = 0,50, 0,55 ¢ 0,60 para forga gravitacional variando linearmente na barra quadrada
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Fonte: Autoria propria

um resultado similar ao apresentado no Grafico E.2. Logo, o valor da

constante C para FBR placa fina também fica proximo a 0,55. Os EMR’s de diferentes valores

de C sao apresentados no grafico E.6.
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Grafico E.6 — EMR dos deslocamentos verticais do MECID com 128 elementos de contorno para FBR placa fina
com C =0,53, 0,54, 0,55, 0,56e 0,57 para forga gravitacional variando linearmente na barra quadrada

2204 ] —&—C=0,53 C=0,54 —4—C=0,55
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Fonte: Autoria propria

O Gréfico E.6 mostra que os menores valores do EMR sdo obtidos para C = 0,56.
Assim, baseado nas respostas apresentadas no Grafico E.3 e E.6, o valor escolhido para o

novo valor da constante C no terceiro teste ¢ 0 0,56.

II. Constante C para disco com forca centrifuga e coeficiente de Poisson igual a 0

Para determinar a nova constante C do quarto problema com v = 0 foi utilizada a malha mais
refinada devido a sua convergéncia obtida nos testes da técnica do tensor de Galerkin, ou seja,
a malha com 118 elementos de contorno. Variou-se o valor da constante C e os resultados
obtidos dos deslocamentos na direcdo a 45° foram comparados, sendo escolhido como novo
valor da constante o resultado que obteve os menores erros médios relativos em comparacao
com a solucao analitica.

Primeiramente variou-se o valor da constante em intervalos de 0,1 para determinar o intervalo
de C onde a curva com o menor EMR deveria se encontrar. O Grafico E.7 apresenta as curvas
encontradas para C = 0,50, 0,40 e 0,30 das malhas com 118 elementos de contorno e 121
pontos internos para FBR radial simples, apenas para ilustrar a localizagdo das curvas em

relacdo a solucao analitica.
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Grafico E.7 — Deslocamentos radiais a 45° do MECID com 118 elementos de contorno e 121 pontos internos
para FBR placa fina com C = 0,50, 0,40 e 0,30 para forca centrifuga no disco em rotagdo com v =0

0.30

0.25

Analitico
o C=0,30
C=0,40

Fonte: Autoria propria

Pelo Grafico E.7, nota-se que o valor da constante C deve ficar no intervalo entre 0,40 e 0,30.

Os EMR’s para C = 0,50, 0,40 e 0,30 das malhas com 118 elementos de contorno e 9, 25, 81 e

121 pontos internos sdo apresentados no Grafico E.8:

Grafico E.8 — EMR dos deslocamentos radiais a 45° do MECID com 118 elementos de contorno para FBR radial
simples com C = 0,50, 0,40 e 0,30 para for¢a centrifuga no disco em rotagdo comv =10
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Fonte: Autoria propria

Pelo Grafico E.8 nota-se que os menores EMR’s foram obtidos para C = 0,30. Para refinar

esse resultado, calculou-se os EMR’s dos deslocamentos de diferentes valores de C dentro do

intervalo e proximos de 0,30, cujos resultados foram plotados no Grafico E.9.
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Grafico E.9 — EMR dos deslocamentos radiais a 45° do MECID com 118 elementos de contorno para FBR radial
simples com C = 0,30, 0,33, 0,34 e 0,35 para for¢a centrifuga no disco em rotagdo comv =0
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Pelo Grafico E.9 os valores de C que apresentam os menores EMR’s sdo 0,33 e 0,34 para
FBR radial simples.
Aplicando os mesmos procedimentos para FBR placa fina, obtém-se os resultados

apresentados nos Graficos E.10, E.11 e E.12.

Grafico E.10 - Deslocamentos radiais a 45° do MECID com 118 elementos de contorno e 121 pontos internos
para FBR placa fina com C = 0,50, 0,40 e 0,30 para forga centrifuga no disco em rotagdo com v =0
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Fonte: Autoria propria
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Grafico E.11 — EMR dos deslocamentos radiais do MECID com 118 elementos de contorno para FBR placa fina
com C = 0,50, 0,40 e 0,30 para forca centrifuga no disco em rotagdo com v =10
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Fonte: Autoria propria

O Gréfico E.11 mostra um resultado similar ao apresentado no Grafico E.8. Logo, o valor da

constante C para FBR placa fina também fica proximo a 0,30. Os EMR’s de diferentes valores

de C sao apresentados no grafico E.12.

Grafico E.12 — EMR dos deslocamentos radiais a 45° do MECID com 118 elementos de contorno para FBR
placa fina com C = 0,30, 0,33, 0,34 ¢ 0,35 para forca centrifuga no disco em rotagdo com v =0
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Fonte: Autoria propria

O Griéfico E.12 mostra que os menores valores do EMR sdo obtidos para C = 0,33 ¢ 0,34,

assim como ocorreu com a FBR radial simples.

Assim, baseado nas respostas apresentadas no Grafico E.9 e E.12, pode-se concluir que a

resposta de C = 0,34, de forma geral, tem um EMR menor se comparado com C = 0,33. Dessa
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forma, o valor de C escolhido para o disco em rotagdo com coeficiente de Poisson nulo ¢ C =

0,34.

III.  Constante C para disco com forc¢a centrifuga e coeficiente de Poisson igual a 0,1

Partindo do valor da constante C encontrado no item anterior, ou seja, C = 0,34, foi aplicada

uma variacdo de 0,01 no valor de C para determinar qual constante apresentaria os menores

EMR’s. Os Gréafico E.13 e E.14 mostram, respectivamente, os resultados obtidos pra FBR

radial simples e placa fina para os valores de C = 0,34, 0,33 ¢ 0,32.

Grafico E.13 — EMR dos deslocamentos radiais a 45° do MECID com 118 elementos de contorno para FBR
radial simples com C = 0,32, 0,33 e 0,34 para for¢a centrifuga no disco em rotacdo com v =0,1
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Fonte: Autoria propria

Grafico E.14 — EMR dos deslocamentos radiais a 45° do MECID com 118 elementos de contorno para FBR
placa fina com C = 0,32, 0,33 e 0,34 para forca centrifuga no disco em rotagdo com v = 0,1
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Pode ser observado que no Gréfico E.13 os menores EMR’s sdo dados para C = 0,33 para a
FBR radial simples. Ja a FBR placa fina, o menor valor do EMR ¢ dado pela constante C =
0,33 apenas para as malhas com 9 e 25 pontos internos, enquanto as malhas com 81 e 121
pontos internos possuem menor EMR para C = 0,32, conforme Grafico E.14. Nota-se que a
constante C = 0,32 em ambos os casos sempre reduz com o aumento dos pontos internos,
mostrando convergéncia, enquanto para C = 0,33, o valor cresce quando a quantidade de
pontos internos aumenta na FBR placa fina. Além disso, o menor EMR obtido foi com C =
0,32 na malha com 121 pontos internos ¢ FBR radial simples, inferior a 0,20%. Assim, o

valor escolhido para a constante de C para o disco em rotagdo com v =10,1 ¢ 0,32.

IV. Constante C para disco com forca centrifuga e coeficiente de Poisson igual a 0,2

De forma semelhante ao que foi feito no item anterior, partindo de C = 0,33 foi aplicada uma
variacdo de 0,01 no valor de C para determinar qual constante apresentaria os menores
EMR’s. Os Graficos E.15 e E.16 mostram, respectivamente, os resultados obtidos pra FBR

radial simples e placa fina para os valores de C = 0,33, 0,32 ¢ 0,31.

Grafico E.15 — EMR dos deslocamentos radiais a 45° do MECID com 118 elementos de contorno para FBR
radial simples com C = 0,31, 0,32 e 0,33 para forga centrifuga no disco em rotagdo com v = 0,2
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