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Resumo

Esse trabalho apresenta um novo método de quantificação da banda morta e do
atrito em válvulas de controle usando o método da função descritiva. Este método foi
originalmente proposto para prever a existência de ciclos limites em malhas de controle
e também estimar a amplitude e a frequência destes. Neste trabalho o método da
função descritiva é aplicado para a quantificação da banda morta e do atrito estático
em válvulas de controle.

O ponto de partida para a aplicação da metodologia desenvolvida neste trabalho, é
uma malha de controle com o sinal de controle oscilando devido a presença da banda
morta ou do atrito. O algoritmo de quantificação requer as medidas de amplitude e
frequência do sinal de controle e a função de transferência da parte linear da malha,
ou seja, o produto das funções de transferência do controlador e do processo.

A metodologia é estendida para o caso de processos com incertezas, com o uso de
ferramentas da teoria de controle robusto, tais como, plantas intervalares e o teorema
de Kharitonov.

Para o caso de processos de primeira ordem com ou sem atraso, a parte linear
pode ser aproximada por uma função de transferência com parâmetros que podem ser
facilmente identificados, e neste caso, o algoritmo de quantificação adquire uma forma
simplificada com fórmulas simples e explícitas dos parâmetros a serem estimados. Isto
resulta em um procedimento não invasivo, computacionalmente leve e rápido, diferente
de outras metodologias de quantificação, por exemplo baseadas em busca em grade e
otimização, que são mais complexas e consomem mais recursos computacionais.

Por fim, a aplicabilidade e a eficácia do algoritmo de estimação são comprovadas em
simulações, numa planta piloto com processo com incertezas e em três casos de malhas
reais industriais usando apenas os sinais de rotina disponíveis (ausência de modelos).

Palavras-chave: Estimação da banda morta; Estimação de atrito; Função descritiva;
Válvula de controle.
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Abstract

This work presents a new method to quantify the deadband and friction in control
valves using the describing function method. This method was originally proposed
for predicting the existence of limit cycles in control loops, and also to estimate the
amplitude and frequency thereof. In this work the method of describing function is
applied to quantify the dead band and the stiction in control valves.

The starting point for the application of the methodology developed in this work, is
a control loop with the control signal oscillating due to the presence of the dead band,
or stiction. The algorithm uses the measures of the amplitude and the frequency of the
control signal and the transfer function of the linear part of the loop, i.e the product
of transfer functions of the controller and the process.

The method is extended to the case of processes with uncertainty, using tools of
the robust control theory, such as interval plants and the Kharitonov’s theorem.

In the case of first-order processes with or without time delay, the linear part can
be approximated by a transfer function with parameters that can be easily identified,
and in this case, the quantification algorithm takes a simplified form with simple and
explicit formulas for the parameters to be estimated. This results in a non-invasive
procedure, computationally light and fast, unlike other methods of quantification, such
as grid-based search and optimization, which are more complex and consume more
computational resources.

Finally, the applicability and effectiveness of the estimation algorithm is demon-
strated through simulations, a pilot plant with process with uncertainties and three
real cases from industry using only the routine signals from the control loops.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Justificativa para a detecção e quantificação do
atrito e da banda morta

A presença de não linearidades é uma das principais causas do baixo desempenho
de malhas de controle contendo válvulas. Este baixo desempenho se traduz em osci-
lações, as quais, aumentam a variabilidade na variável do processo causando a queda
na qualidade da produção e ainda se propagam para outras malhas de controle in-
terligadas. As não linearidades mais comuns em válvulas de controle são o atrito e a
banda morta. Portanto, é de extrema importância a detecção prematura destas não
linearidades, cuja solução definitiva é a manutenção. Quando isto não é possível, pois
paradas para manutenção são pouco frequentes, a quantificação do atrito permite sua
compensação de forma a manter um melhor desempenho da malha de controle até que
a manutenção seja feita.

1.2 Modelagem do atrito em válvulas de controle

O atrito é um conceito físico de difícil modelagem, existindo diversos modelos mate-
máticos (Olsson et al. [1998]) com vários níveis de complexidade. O atrito em válvulas
de controle tem sido modelado usando duas abordagens: Modelos físicos e modelos ba-
seados em dados. O uso de um modelo físico de atrito em válvulas de controle, envolve
o conhecimento de vários parâmetros tais como forças de atrito na válvula, massa da
haste, constante da mola, etc. Valores explícitos destes parâmetros dependem das di-
mensões e do fabricante da válvula. Por outro lado, um modelo de atrito baseado em
dados é simples de usar e requer o conhecimento de poucos parâmetros, usualmente um
ou dois parâmetros, mais simples de se obter. Estudaremos neste capítulo os principais
modelos que têm sido utilizados na literatura para estimação e compensação de atrito.
Métodos para detecção e quantificação são também abordados.
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1.2.1 O modelo clássico de atrito.

Os modelos clássicos de atrito consistem de diferentes componentes, cada uma das
quais levam em conta certos aspectos da força de atrito. A idéia principal é que a força
de atrito se opõe ao movimento, e que a sua magnitude é independente da velocidade
e da área de contato. Portanto a força de atrito pode ser descrita como:

F = FC sgn(v) (1.1)

Atrito

Velocidade

Figura 1.1: A relação atrito-velocidade. A força de atrito é menor para velocidades decres-
centes do que para velocidades crescentes

Na equação (1.1) a força de atrito FC é proporcional a força normal FN , ou seja,
FC = µFN . Esta descrição da força de atrito é denominada força de atrito de Coulomb,
ver Figura 1.2a).

Nota-se que a expressão da força de atrito F em (1.1) é um relé ideal. A força de atrito
de Coulomb não está definida para velocidade zero. Esta pode ser zero ou assumir
qualquer valor no intervalo [−FC, FC], dependendo de como a função sinal é definida.
O modelo de força de atrito de Coulomb, devido a sua simplicidade, tem sido usado
com frequência para propósitos de compensação de atrito (Friedland e Park [1991] Baril
[1993]).

No século 19, com o uso da teoria da hidrodinâmica, foram obtidas expressões para
a força de atrito causada pela viscosidade de lubrificantes (Reynolds [1886]). O termo
atrito viscoso é usado para esta componente da força de atrito que normalmente é
descrita como

F = Fv v (1.2)
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O atrito viscoso é frequentemente combinado com o atrito de Coulomb como mostrado
na Figura 1.2b). Um melhor ajuste a dados experimentais pode ser obtido usando uma
dependência não linear da velocidade:

F = Fv |v|δv sgn(v) (1.3)

δv depende da geometria da aplicação, ver (SKF [1970] e Andersson [1993]).

Figura 1.2: Exemplos de modelos estáticos de atrito. A força de atrito é dada por uma função
estática da velocidade podendo não estar definida para a velocidade zero. Figura 1.2a) exibe
o atrito de Coulomb, 1.2b) atrito de Coulomb mais atrito viscoso, 1.2c) atrito estático +
Coulomb + viscoso e 1.2d) mostra como a força de atrito pode decrescer continuamente a
partir do nível máximo de atrito estático.

O atrito estático descreve a força de atrito no repouso. Em (Morin [1833]) introduziu-se
a idéia de uma força de atrito no repouso com magnitude maior que a força de atrito
de Coulomb. A força de atrito estático se opõe às forças externas abaixo de um certo
valor e assim impede que o objeto se mova. Portanto, é claro que a força de atrito no
repouso não pode ser descrita por uma função apenas da velocidade. Ao invés disto,
ela é modelada usando a força externa Fe da seguinte forma

F =

{
Fe, se v = 0 e |Fe| < FS
FS sgn(Fe), se v = 0 e |Fe| ≥ FS

(1.4)
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A força de atrito para velocidade zero é uma função apenas da força externa. A maneira
tradicional de representar a força de atrito em um diagrama de blocos com a velocidade
como entrada e a força como saída, não é portanto completamente correto. Se assim
fosse, a força de atrito deveria ser expressa como uma função a multi valores (formal-
mente não função) que poderia assumir qualquer valor no intervalo [−FS, FS]. Se a
força de atrito fosse definida desta maneira, isto levaria a não unicidade das soluções
das equações do movimento (Bliman e Sorine [1995]).

As componentes clássicas da força de atrito podem ser combinadas em diferentes for-
mas, ver Figura 1.2c), e qualquer tal combinação é denominada um modelo clássico.
Estes modelos clássicos possuem componentes que ou são lineares na velocidade ou são
constantes. Stribeck observou em (Stribeck [1902]) que a força de atrito não decresce
descontinuamente como na Figura 1.2c), mas continuamente como função da veloci-
dade como mostrado na Figura 1.2d). A dependência representada na Figura 1.2d)
chama-se força de atrito de Stribeck. Uma descrição mais geral do modelo clássico da
força de atrito é portanto

F =


F (v) se v 6= 0
Fe se v = 0 e |Fe| < FS
FS sgn(Fe) se v = 0 e |Fe| ≥ FS

(1.5)

F (v) é uma função arbitrária cujo gráfico pode ser como na Figura 1.2d). Em
(Armstrong-Hélouvry [1991]) foram propostas várias parametrizações para F (v). Uma
forma comum de não linearidade é

F (v) = FC + (FS − FC)e−|v/vS |
δS + Fvv (1.6)

vS é chamada a velocidade de Stribeck. Tais modelos são usados a um longo tempo.
A função F é facilmente obtida medindo-se a força de atrito para movimentos com
velocidade constante. A curva é frequentemente assimétrica.

1.2.2 O modelo de Karnopp.

A principal desvantagem do uso do modelo clássico dado na equação (1.5) para
propósitos de simulação ou controle é o problema de se detectar a velocidade zero.
Uma solução para este problema foi apresentada por Karnopp em (Karnopp [1985]).
Para superar os problemas com a detecção da velocidade zero, ele definiu um intervalo
em torno da velocidade zero da forma |v| < DV de modo que as duas últimas linhas
da equação (1.5) funcionam para os valores de v neste intervalo [−DV, DV ]. Portanto
o modelo de Karnopp é dado por

F =

 FC + (FS − FC)e−|v/vS |
δS + Fvv se v 6= 0

Fe se |v| < DV e |Fe| < FS
FS sgn(Fe) se |v| < DV e |Fe| ≥ FS

(1.7)
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1.2.3 O modelo de Dahl

Um modelo físico de atrito bastante popular é o modelo de Dahl (Dahl [1968])
devido a sua simplicidade, e a sua habilidade de capturar muito do comportamento
do atrito observado na prática. O modelo de Dahl é definido pela seguinte equação
diferencial ordinária de primeira ordem na variável deslocamento x

dFhys
dx

= σ

(
1− Fhys

Fmax
sign (ẋ)

)α
(1.8)

Nesta equação Fhys é a saída do modelo de Dahl, o deslocamento x é a entrada, Fmax
é o valor máximo da força de atrito, σ é a inclinação de Fhys com relação à posição no
cruzamento por zero (Figura 1.3). Quando α = 1 o modelo de Dahl é dito linear.

Figura 1.3: Modelo de Dahl linear no domínio do deslocamento

Integrando a equação diferencial do modelo de Dahl (1.8) com relação a x e substituindo
x(t), tem-se

Fhys(t) = sgn(ẋ(t))(−F0 + (Fmax + F0)(1− e−
σ

Fmax
|x(t)−x0|)) (1.9)

x0 é a posição inicial e F0 é a força de histerese correspondente à posição inicial.

1.2.4 O modelo de Lugre

O modelo de Lugre é um modelo físico que descreve os efeitos do atrito de forma
mais precisa, principalmente nas baixas velocidades e nas reversões de velocidade. Este
modelo foi proposto em (de Wit et al. [1995]). O nome Lugre é proveniente da junção
dos nomes dos institutos de pesquisa LUnd Institute of Technology na Suécia e Labo-
ratory of Automatic Control of GREnoble na França, locais onde foram realizadas as
pesquisas que resultaram na criação deste modelo. O modelo de Lugre é definido pelas
equações (1.10), (1.11) e (1.12) (Olsson [1996])
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dz

dt
= v − |v|

g(v)
z (1.10)

g(v) =
1

σ0

[
Fc + (Fs − Fc)e−(v/vs)

2
]

(1.11)

Ffriction = σ0z + σ1
dz

dt
+ Fvv (1.12)

Aqui z é a deflexão média das cerdas (a nível microscópico as superfícies são muito
irregulares, o contato entre as superfícies ásperas é modelado usando cerdas elásticas),
v é a velocidade relativa entre as superfícies, g(v) é uma função positiva que especifica o
quanto a deflexão média das cerdas depende da velocidade relativa entre as superfícies,
σ0 é o coeficiente de rigidez e σ1 é o coeficiente de amortecimento.

1.2.5 O modelo a dois parâmetros baseado em dados

Neste trabalho estamos interessados no problema específico do atrito em válvulas
de controle pneumáticas. Os modelos de atrito vistos até agora, por serem genéricos, se
aplicam à válvulas de controle. Tais modelos são ditos modelos físicos porque baseiam-
se na física dos agentes causadores das diversas formas de atrito. O uso de um modelo
físico de atrito em válvulas de controle requer o conhecimento de vários parâmetros,
tais como, coeficientes que parametrizam os diversos tipos de força de atrito, a massa
das partes móveis, a constante da mola, etc. Estes parâmetros dependem das dimensões
da válvula e são difíceis de serem obtidos na prática. Um outro tipo de modelo baseado
apenas no comportamento entrada-saída de válvulas reais com atrito é denominado
um modelo baseado em dados. Tais modelos são descritos por algorítmos que calculam
a saída da válvula em função da entrada e dependem no máximo de dois parâmetros.
A vantagem de um modelo de atrito baseado em dados reside no reduzido número de
parâmetros e são computacionalmente leves para serem usados em simulações quando
comparados com os modelos físicos.

Na Figura 1.4 é exibido o comportamento entrada-saída típico de uma válvula com
atrito (assinatura). Este gráfico é produzido variando-se o sinal de entrada (pressão)
de 0 a 100% de forma cíclica e observando-se a saída (abertura da válvula). Este
diagrama consiste de quatro componentes: a banda morta, a banda de travamento, o
salto de escorregamento e a fase de movimento. Quando a haste da válvula parte do
repouso ou muda de direção no ponto A da Figura 1.4, a válvula trava. Após o sinal
de controle vencer a banda morta (AB) e a banda de travamento (BC), a válvula salta
para uma nova posição (D) e continua a se mover. Devido a velocidade muito baixa ou
zero, a válvula pode travar de novo entre os pontos D e E. Neste caso a magnitude da
banda morta é zero e apenas a banda de travamento está presente.
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Figura 1.4: Assinatura de uma válvula ideal com atrito.

Em (Choudhury et al. [2004]) os autores apresentaram um modelo a dois parâmetros
de atrito em válvulas de controle baseado em dados. O modelo reproduz o mesmo com-
portamento entrada-saída descrito na Figura 1.4 para sinais de entrada determinísticos
tipo triangular ou senoidal por exemplo e é parametrizado apenas pelos parâmetros
S (magnitude da banda morta + banda de travamento) e J (magnitude do salto de
escorregamento). O modelo é descrito no fluxograma da Figura 1.5
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x(k)

y(k)

Pressão de entrada

Posição da válvula

Figura 1.5: Algoritmo do modelo a dois parâmetros baseado em dados

1.2.6 O modelo de Kano

O modelo de atrito a dois parâmetros baseados em dados dos autores em
(Choudhury et al. [2004]) funciona bem com sinais determinísticos na entrada, tais
como sinais senoidal e triangular. De fato, como apontado pelos autores em
(Kano e Ogawa [2009]) o modelo de atrito a dois parâmetros não funciona bem com
sinais de entrada estocásticos, eles construíram um modelo de atrito em válvula de
controle baseado em dados, parametrizado pelos mesmos parâmetros S e J do modelo
anterior e que constitue uma extensão deste modelo capaz de funcionar também com
sinais de entrada estocásticos. Na Figura 1.6 é apresentado o algoritmo do modelo de
Kano.
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Figura 1.6: Algoritmo do modelo de Kano

1.2.7 O modelo de He

O modelo de He (He et al. [2007]) é um modelo baseado em dados menos com-
plexo que o modelo de Kano. Este modelo requer dois parâmetros: fS (banda de atrito
estático) e fD (banda de atrito cinético). O parâmetro J é definido por fS − fD e o
parâmetro S é definido por fS + fD como mostrado na Figura 1.7. O algoritmo do
modelo de He é exibido na Figura 1.8, u(t) é a entrada e uv(t) é a saída.
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Figura 1.7: Relação entrada-saída
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Figura 1.8: Algoritmo do modelo de He
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1.2.8 Resumo sobre os modelos de atrito

Em (Garcia [2008]) o autor compara oito modelos de atrito em válvulas de controle
com o objetivo de avaliar a eficácia dos modelos na representação do comportamento de
válvulas reais afetadas por atrito. São usados quatro modelos físicos e quatro modelos
baseados em dados bem conhecidos da literatura. O autor submete os modelos a testes
definidos pelos padrões ISA (ISA [2000], ISA [2006]) para válvulas industriais reais.
Entre os oito modelos testados pelo autor estão os modelos físicos clássico, de Karnopp
e de Lugre e os modelos baseados em dados a dois parâmetros e de Kano. Cada modelo
foi submetido a cinco tipos de testes com três níveis de atrito.

Para os propósitos deste trabalho, um importante teste é o teste de assinatura que é
feito introduzindo um sinal determinístico tipo rampa ou senoidal no modelo variando
de 0 a 100% e observando-se a saída. O gráfico é construído traçando-se os pontos
entrada versus saída do modelo. De acordo com (Garcia [2008]), os modelos físicos de
Karnopp e Lugre reproduzem o mesmo gráfico da Figura 1.4, e também, o mesmo é
verificado para os modelos baseados em dados a dois parâmetros e de Kano, embora
seus comportamentos não coincidam em vários outros testes.

O método da função descritiva a ser usado neste trabalho baseia-se na relação entrada-
saída mostrada na Figura 1.4. Assim, a análise feita em (Garcia [2008]) permite concluir
a que modelos de atrito esta metodologia se aplica.

Em todos os exemplos e análises deste trabalho o modelo a dois parâmetros será o
utilizado (Choudhury et al. [2004]).

1.3 Revisão da literatura sobre métodos para detec-
ção de atrito

A detecção de atrito em válvulas de controle é importante pois permite indicar
a causa de oscilações e selecionar válvulas que eventualmente podem requerer manu-
tenção. Os métodos para detecção do atrito em malhas contendo válvulas de controle
podem ser divididos em duas categorias: métodos invasivos e métodos não invasivos
ou automáticos. Os métodos invasivos consistem genericamente na aplicação de sinais
específicos na válvula e análise da resposta a estes sinais. Embora simples, esta metodo-
logia costuma ter custo elevado pois envolve a parada de parte da planta, e portanto da
produção, para a execução dos testes. Assim, existe uma necessidade óbvia na indústria
de processos por métodos automáticos de detecção do atrito baseados apenas nos sinais
de rotina da malha de controle. Algumas válvulas de controle possuem posicionador e
desta forma disponibilizam a posição MV da haste. Nestes casos, gráficos dos sinais
de controle OP versus MV podem facilmente diagnosticar o atrito. O problema é que
a grande maioria das válvulas de controle não possuem posicionador e assim o sinal
MV raramente está disponível. Neste contexto métodos automáticos de detecção são
considerados efetivos na indústria de processos se utilizarem apenas os sinais de rotina
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da malha de controle. Os sinais considerados de rotina são a referência r (SP ), o sinal
de controle u (OP ) e o sinal de saída y (PV ).

No que se segue, são apresentados resumidamente alguns métodos de detecção do
atrito conhecidos na literatura.

1.3.1 Método da correlação cruzada

Introduzido em (Horch [1999]), este método usa OP e PV para prever a presença de
atrito em um sistema com processo não-integrador e controlador proporcional integral
(PI). Este algoritmo é baseado na função de correlação cruzada de OP com PV . A
idéia chave é: ” Se a função de correlação cruzada de OP com PV é uma função ímpar,
então a provável causa da oscilação é o atrito, e se a função de correlação cruzada de
OP com PV é par, então a causa mais provável é uma oscilação externa ou sintonia
agressiva do controlador ” (Horch [1999]). A razão para esta afirmação é que, para um
sistema satisfazendo as hipóteses para o processo e o controlador, e em baixa frequência
de oscilação, a diferença de fase entre dois sinais deve ser um múltiplo de −3π/2 , o
que torna uma função ímpar. O fato é que em contraste com o atrito, sintonia agressiva
do controlador pode levar a oscilações de alta frequência no sistema. Se a função de
correlação cruzada de OP com PV estiver suficientemente próxima de uma função
ímpar, então a algoritmo confirmará a presença de atrito na válvula.

1.3.2 Método da distribuição de probabilidade do sinal de erro

A ideia chave deste método consiste em detectar mudanças bruscas no sinal de erro
(SP − PV ), usando a distribuição de probabilidade da derivada primeira do sinal de
erro para processos auto-regulados e a derivada segunda para processos com integrador
(Horch e Isaksson [2001]). O critério para um processo com integrador é: ”Considere a
derivada segunda do sinal de saída PV (filtrado). Verifique se a função de distribui-
ção de probabilidade é aproximadamente Gaussiana, ou está próxima de uma senóide
com a adição de um ruído Gaussiano. Se a função de distribuição de probabilidade se
ajusta melhor a primeira situação então é reportado atrito, e se a função de distribui-
ção de probabilidade se ajustar melhor a segunda situação tem-se ausência de atrito”
(Horch e Isaksson [2001]). Procedimento similar é válido para processos auto-regulados
usando a derivada segunda do sinal de erro.

1.3.3 Análise da não-linearidade e não-Gaussianidade do sinal
de erro

Em (Choudhury [2000]) é proposto um algoritmo de detecção automática do atrito
que visa a detecção de não-linearidades em geral em sistemas de controle e não apenas
atrito. O autor definiu dois índices diferentes para não-linearidade e não-gaussianidade
do sinal de controle. Se o resultado de ambos os testes é positivo, então a presença
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de não-linearidade no sistema de controle é confirmada. O autor afirma que a origem
do problema é o elemento final na malha de controle (a válvula) se: (1) o processo é
localmente linear, (2) distúrbios não lineares não entram na malha, e (3) a característica
da válvula de controle é razoavelmente linear na região de operação da malha. Esta
metodologia utiliza apenas os sinais de rotina da malha (SP , OP e PV ).

1.3.4 Método do paralelograma que se ajusta aos dados OP ×
PV

Os autores em (Kano et al. [2004]) propuseram uma abordagem para detecção do
atrito baseada na relação entre os sinais de entrada e saída de uma válvula com atrito.
No caso de atrito o diagrama OP × MV da válvula (assinatura) tem o formato de
um paralelograma vide Figura 1.4. Na indisponibilidade do sinal MV , é usado o sinal
de saída PV . A principal dificuldade neste método é automatizar um algoritmo para
reconhecer um paralelograma a partir de uma elipse que é a forma geral do gráfico
OP × PV no caso de oscilações lineares. Também é proposto um algoritmo para fazer
o ajuste dos dados no caso de dados de rotina de malhas de controle industriais.

1.3.5 Análise qualitativa do formato da assinatura da válvula

Este método proposto em (Yamashita [2004]) também usa o gráfico OP ×PV para
detectar o atrito. Primeiro, são definidos objetos chamados primitivas que quantificam
possíveis alterações no gráfico OP × PV . Com base na sequência de primitivas que se
ajustam a assinatura da válvula, um índice pode ser definido para concluir a presença
de atrito na válvula.

1.3.6 Cálculo da área sob o gráfico do sinal de erro

Em (Singhal e Salsbury [2005]) foi proposto um método de detecção do atrito em
malhas com processos auto-regulados, baseado na área sob o gráfico do sinal de erro.
Eles afirmaram: ”sintonia agressiva do controlador usualmente resulta em oscilação
senoidal do sinal de erro, enquanto que para uma válvula com atrito, o sinal tipicamente
tem um decaimento exponencial e uma subida. A razão para este comportamento é que,
enquanto a entrada da planta é contínua no caso de controle agressivo (exceto no caso de
saturação da saída do controlador), o atrito na válvula resulta em descontiniuidade na
saída da planta que se aproxima de uma onda retangular” (Singhal e Salsbury [2005]).
O algoritmo de detecção, primeiro reconhece dois cruzamentos por zero consecutivos,
e então acha o máximo (ou o mínimo) do sinal entre estes dois pontos. O segmento de
reta vertical passando pelo ponto de máximo divide a parte do gráfico entre os dois
pontos de cruzamento por zero, em duas regiões com áreas A1 e A2. A igualdade entre
A1 e A2 implica em oscilação linear, e valores da razão A1/A2 distantes de 1, indicam
a existência de atrito.
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1.3.7 Comparação de sinais baseado em formatos padronizados

Oscilações em malhas de controle induzidas pelo atrito usualmente tem ciclos com
formatos bem conhecidos. Este fato motivou os autores de (Scali e Ulivari [2005]) e
(Srinivasan et al. [2005a]) a desenvolver algoritmos que são capazes de reconhecer pa-
drões de oscilações de um sistema e comparar com formatos pré-estabelecidos. Para
este propósito, sugeriu a comparação do gráfico da PV com uma sequência de pulsos
quadrados e triangulares, os quais são comumente vistos em plantas que oscilam de-
vido ao atrito. Os autores também sugeriram levar este procedimento para cada ciclo
separadamente. Para fazer o algoritmo mais geral, (Srinivasan et al. [2005a]) escolheu
a resposta ao degrau de um processo de primeira ordem com tempo morto como uma
padrão pré-definido. Neste caso, mudando os valores do ganho (K) do processo, da
constante de tempo (τ) e do tempo morto (θ) é criada uma grande variedade de pa-
drões. Os resultados dos métodos mencionados são qualitativos e é assumido que o
atrito é a única não-linearidade.

1.4 Revisão da literatura sobre métodos para quanti-
ficação do atrito em válvulas de controle

Algumas válvulas de controle podem funcionar com um nível aceitável de atrito,
enquanto outras com um severo nível de atrito requerem manutenção imediata. Por-
tanto, é de extrema importância a quantificação do atrito com a finalidade de indicar
as válvulas com níveis críticos de atrito que requerem manutenção. A quantificação
do atrito também permite o uso de algoritmos de compensação de garantem uma me-
lhoria no desempenho da malha de controle até que a compensação possa ser feita
(de Souza Leite Cuadros et al. [2012]).

1.4.1 Quantificação a partir dos dados OP e PV

Alguns tipos de válvulas de controle modernas possuem posicionadores que medem
a posição real da haste MV , mas a grande maioria das válvulas de controle industriais
não possuem este dispositivo. Se a posição da haste MV estiver disponível, então um
gráfico da entrada da válvula OP versus a saída MV (assinatura da válvula), pode ser
usado para quantificar o atrito, e esta é a situação ideal para a quantificação. No caso
de indisponibilidade da posição MV , o desafio é quantificar o atrito a partir apenas
dos dados OP (sinal de controle ou entrada da válvula) e do sinal de saída do processo
PV .

Em (Choudhury et al. [2006]) os autores descreveram uma metodologia para quantificar
o atrito a partir da largura máxima da elipse que melhor se ajusta ao gráfico OP ×PV
medida na direção de OP (horizontal). Esta quantidade é denominada atrito estático
aparente (apparent stiction) e pode ser obtido da seguinte expressão



1. Introdução 30

atrito aparente =
2mn√

m2 sen2α + n2 cos2 α

m e n são os comprimentos do maior eixo e do menor eixo da elipse respectivamente e α é
o ângulo de rotação da elipse. Este método apresenta limitações pois o atrito aparente
é afetado pela dinâmica da parte linear (controlador e processo) (Choudhury et al.
[2006]), no entanto a quantidade de atrito aparente é uma medida da severidade do
atrito. Na Figura 1.9(b) tem-se uma ilustração da quantificação pelo método da elipse
que melhor se ajusta aos dados OP × PV .

SP

PV

OP

t

(a) OP, PV e SP

OP

PV

3.2

(b) OP × PV

Figura 1.9: Quantificação do atrito pela elipse que melhor se ajusta aos dados OP − PV

1.4.2 Quantificação usando o modelo de Hammerstein

Um modelo de Hammerstein consiste de um sistema formado por dois blocos ligados
em série, o primeiro na entrada é uma não linearidade estática e o segundo na saída é
linear. Aqui o modelo de Hammerstein tem por não linearidade um modelo de atrito e
a parte linear consiste da dinâmica linear da válvula e do processo. A quantificação do
atrito é realizada através da identificação dos parâmetros do modelo de atrito usado
no modelo de Hammerstein.

Na Figura 1.10 é exibido o esquema geral para quantificação do atrito usando um
modelo de Hammerstein. Os únicos sinais disponíveis são a referência SP , o sinal
de controle OP e a saída do processo PV . O bloco não linear N (λi) representa um
modelo de atrito parametrizado pelo parâmetro vetorial λi e tem como entrada o sinal
de controle OP . Para cada parâmetro λi é gerada uma saída MVi, com esta MVi e
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PV é identificado um modelo linear ARX ou ARMAX, com este modelo é gerada uma
saída P̂ V i. O erro médio quadrático MSE entre PV e P̂ V i é calculado e armazenado.
O parâmetro λ̂i correspondente ao menor erro MSE é reportado como o parâmetro
estimado do modelo de atrito usado.

Os vários métodos de quantificação baseados em modelos de Hammerstein que apare-
cem na literatura, diferem pelo modelo de atrito usado e também pela forma como a
busca no espaço de parâmetros é feita.

+-

ARX ou
ARMAX

MSE

Modelo de Hammerstein

Figura 1.10: Esquema geral da quantificação do atrito usando um modelo de Hammerstein

Em (Srinivasan et al. [2005b]) os autores quantificam o atrito em válvula de controle
utilizando um esquema como o da Figura 1.10. Eles utilizaram um modelo a um pa-
râmetro de atrito e um processo de busca em grade unidimensional de parâmetro e
otimização por minimização do erro MSE. O problema neste método é o uso do mo-
delo a um parâmetro de atrito que não captura o verdadeiro comportamento do atrito
em válvulas de controle (Choudhury et al. [2008a]).

Em (Choudhury et al. [2008a]) os autores utilizam o modelo a dois parâmetros S e J
de atrito em válvulas de controle. Os parâmetros são pesquisados numa grade bidi-
mensional λi = (Si, Ji), e os parâmetros estimado do modelo de atrito são obtidos pela
minimização do erro MSE entre as saídas real PV e as estimadas P̂ V i. Este método de
quantificação do atrito será denominado neste trabalho de método de busca em grade
(MBG).

(Jelali [2007]) substituiu a busca em grade por um algoritmo de otimização usando
algoritmos genéticos. Um método que calcula os parâmetros da planta e do atrito em
um único passo usando um algoritmo de otimização global é proposto em
(Farenzena e Trierweiler [2012]).
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1.5 Contribuições deste trabalho

Nesta tese é proposta uma nova metodologia para a quantificação do atrito e da
banda morta em válvulas de controle baseada no método da função descritiva (FD)
(Slotine e Li [1991]). O método da FD foi originalmente criado para prever a existência
de ciclos limite em malhas de controle não-lineares e também estimar a amplitude e a
frequência destes. O ponto de partida desta metodologia é uma malha de controle com
o sinal de controle u oscilando devido à presença da banda morta ou do atrito, tendo a
causa da oscilação sido detectada por um dos métodos descrito na seção 1.3. Usando a
amplitude e a frequência de oscilação do sinal de controle u e a função de transferência
do controlador e do processo, resolve-se uma equação de balanço harmônico cuja solução
são os parâmetros S e J da FD do atrito ou o parâmetro d da banda morta, conforme
a não-linearidade que se deseja quantificar. Os resultados são extendidos para o caso
de incerteza paramétrica no modelo do processo e para ao caso de modelo de processo
desconhecido.

1.5.1 Organização da tese

• No Capítulo 1 tem-se apresentação do atrito em válvulas de controle, justificativas
para detecção e quantificação do atrito e revisão da literatura.

• No Capítulo 2 apresenta-se o método da função descritiva (FD) e revisão da
literatura. Apresenta-se também a quantificação de não-linearidades pelo método
da FD e as funções descritivas do atrito e da banda morta.

• No Capítulo 3 é feito um estudo rigoroso sobre a existência e unicidade de solução
na equação de balanço harmônico, para a estimação dos parâmetros das FDs das
não-linearidades consideradas. É proposta também uma generalização da estima-
ção pelo método da FD que se aplica a processos com incertezas paramétricas.
Por fim, é apresentada uma metodologia baseada em regras gerais de sintonia de
controladores, para obter uma fórmula para estimação dos parâmetros do atrito
em função dos parâmetros estimados do controlador e do ganho estimado do
processo.

• No Capítulo 4 a metodologia de quantificação baseada no método da FD é apli-
cada a 3 casos de simulações, a uma planta piloto com a função de transferência
do processo com incertezas paramétricas e a 3 casos da indústria onde só estão
disponíveis os dados de rotina (OP, PV e SP ).

• No Capítulo 5 tem-se as conclusões do trabalho e trabalhos futuros.
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1.5.2 Artigos publicados

(1) Araujo, A. P., Munaro, C. J., Rosado Filho, M. (2010). Quantificação de Não-
Linearidades em Malhas de Controle Oscilantes via Método da Função Descritiva.
Proceedings of the 9th IEEE/IAS International Conference on Industry Applicati-
ons (INDUSCON 2010). São Paulo - Brazil

Neste trabalho foi descrita uma metodologia baseada no método da FD, para a
quantificação de não linearidades em malhas de controle oscilantes, com ênfase no
caso particular da não-linearidade ser a banda morta. A solução proposta neste
artigo requer as medidas de amplitude e frequência do sinal de controle OP e as
funções de transferência do controlador e do processo, mesmo com incertezas pa-
ramétricas. A aplicabilidade do método foi demonstrada em simulações nas quais
foram considerados sistemas com o processo exatamente conhecido e também com
incertezas paramétricas. Em ambos casos, o algoritmo estimou com sucesso a mag-
nitude da banda morta para diversos valores usados nas simulações.

(2) Araujo, A. P., Munaro, C. J., Rosado Filho, M. (2011). Quantification of Valve
Stiction and Dead Band in Control Loops Based on Harmonic Balance Method.
Proceedings of the 9th IEEE International Conference on Control and Automation
(ICCA 2011). Santiago - Chile

Este trabalho estende a metodologia desenvolvida no artigo em (1), para o caso
de malhas com válvulas de controle com atrito, representado por um modelo a
dois parâmetros S e J (Choudhury et al. [2004]). A estimação dos parâmetros
consiste na resolução de uma equação de balanço harmônico envolvendo a FD do
modelo a dois parâmetros de atrito. A estimação da banda morta é tratada como
caso particular nesta abordagem. Também é provada a consistência da equação
do estimador, ou seja, existência e unicidade dos parâmetros estimados. De forma
análoga à abordagem em (a) esta metodologia requer as medidas de amplitude e
frequência do sinal de controle OP e as funções de transferência do controlador
e do processo, mesmo com incertezas paramétricas. A aplicabilidade e eficácia do
método foram demonstradas em simulações nas quais foram simuladas malhas de
controle com banda morta e com atrito em que o algoritmo quantificou com sucesso
a banda morta e também o atrito.

(3) Araujo, Alancardek P. ,Munaro, Celso J. ,Rosado Filho, Moacir . Quantification
of Valve Stiction and Dead Band in Control Loops Based on the Harmonic Ba-
lance Method. Industrial & Engineering Chemistry Research, v. 51, p. 14121-14134,
(2012).

Este trabalho usa a metodologia desenvolvida no trabalho anterior (2) para quan-
tificar o atrito em válvulas de controle. Aqui também é desenvolvida uma meto-
dologia para tratar o caso de ausência do modelo do processo. A aplicabilidade e
eficácia do algoritmo de estimação são comprovadas em simulações, numa planta
piloto com processo com incertezas e em três casos de malhas reais industriais
usando apenas os sinais de rotina disponíveis.



Capítulo 2

Previsão de ciclos limite via método
da função descritiva

O método da função descritiva (Slotine e Li [1991]) é uma ferramenta analítica po-
derosa usada primordialmente para prever a existência de oscilações auto-sustentadas
(independente de estímulos externos) em malhas de controle, e também estimar a am-
plitude e a frequência destas. A função descritiva de uma não-linearidade é um operador
que associa à não-linearidade uma função complexa que generaliza a resposta frequen-
cial de funções de transferência.

Após revisar o método da função descritiva, o mesmo é aplicado às funções não lineares
de atrito e banda morta utilizadas neste trabalho. Simulações são realizadas para avaliar
o erro de predição da amplitude e frequência usando o método da função descritiva para
estes modelos.

2.1 Revisão da literatura sobre o método da FD

Historicamente, Krylov e Bogoliubov (Krylofff e Bogoliuboff [1947]) estabeleceram
as bases para a noção de função descritiva em sua extensão de um trabalho de Van
der Pol na área de mecânica não linear. Eles desenvolveram o chamado método da
amplitude e fase lentamente variantes para o estudo de oscilações não lineares. A so-
lução apresentada é obtida em termos de uma representação linear equivalente para a
não linearidade. A versão linearizada da não linearidade obtida resulta em uma função
descritiva na forma de um elemento dinâmico linear proporcional mais derivativo, cujos
coeficientes são funções da amplitude e da frequência da oscilação. Tal procedimento
é chamado de linearização harmônica, especialmente na literatura russa. Durante os
anos de 1947 a 1950, em pelo menos cinco países diferentes uma nova abordagem sur-
giu Kochenburg (Kochenburger [1949]) nos Estados Unidos, Tustin (Tustin [1947]) na
Inglaterra, Oppelt (Oppelt [1948]) na Alemanha), Goldfarb(Goldfarb [1947]) na Rús-
sia e Dutilh (Dutilh [1950]) na França. Essa nova abordagem foi essencialmente uma
linearização harmônica fisicamente motivada, que é equivalente àquela deduzida por
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Krylov e Bogoliubov. Essa nova abordagem simplesmente substitui a não linearidade
por uma função descritiva na forma de um ganho complexo linear estático, calculado
de modo a manter semelhantes as respostas da não linearidade e de sua aproximação
quando sujeitas à mesma entrada senoidal. Isso, de fato, é uma tentativa de estender
o conceito de função de transferência de sistemas lineares para o caso de sistemas não
lineares. Essas duas formas de linearização, embora aparentemente diferentes, são, de
fato, equivalentes, sendo que a última, ou seja, a função descritiva como um ganho
complexo linear estático, resultou ser a forma de função descritiva mais amplamente
conhecida e usada. Tal forma de função descritiva é adotada aqui nesse trabalho. O
chamado método da função descritiva é também conhecido como método do balanço
harmônico e usa técnicas no domínio da frequência (séries de Fourier) para investigar
o comportamento de ciclos-limite em sistemas não lineares.

Em situações práticas, a credibilidade das predições pelo método da FD era mais base-
ada na intuição e experiência do usuário do método do que em argumentos rigorosos.
Como trata-se de um método aproximativo é importante obter resultados que estabe-
leçam margens de erro para as predições. Para não-linearidades de inclinação limitada
existem resultados rigorosos (Mees e Bergen [1975]) que estabelecem margens de er-
ros para as predições. Também em (Vidyasagar [1993]) são dadas condições suficientes
para a existência de oscilações, mas apenas para não-linearidades continuamente dife-
renciáveis e com derivada limitada.

Em (Engelberg [2002]) são exibidos exemplos de sistemas contendo a não-linearidade
comparador, onde a condição de boa filtragem passa-baixas da parte linear é satisfeita
mas, o método da FD prediz erroneamente a existência de ciclos limites. As causas dos
erros de predição neste caso, são atribuídas a tangências e quase tangências entre as
curvas negativo inverso da FD e o gráfico de Nyquist da parte linear.

Normalmente atrito de Coulomb + atrito estático é representados por uma não-
linearidade ímpar e sem memória e neste caso (Brogan [1991]) a FD é real e depende
apenas da amplitude do sinal de entrada. Em (Armstrong-Helouvy e Amin [1994])
mostrou-se que a FD obtida do modelo sem memória do atrito não é uma boa apro-
ximação do atrito e a análise pela FD falha na predição de ciclos limites. Eles provam
que para um sistema posicionador com controlador PID e atrito de Coulomb, produz
a mesma FD que o sistema com atrito de Coulomb + atrito estático.

Em (Olsson [1995]) o autor considera uma nova abordagem para o atrito. Ele consi-
derou o modelo de atrito sem memória juntamente com o bloco linear contendo a parte
da força de atrito dependente da velocidade, e também estabeleceu a FD para este
modelo de atrito. A FD neste caso possui duas entradas, a nova sendo a velocidade.
O autor também compara a nova abordagem com a abordagem clássica da FD consi-
derando o atrito ímpar e sem memória. O autor exibe exemplos de sistema co atrito
exibindo ciclos limites que são previstos pela nova abordagem e não são previstos pela
abordagem clássica.

Em (Choudhury et al. [2005]) é proposto um modelo a dois parâmetros de atrito
baseado em dados de válvulas reais e calculam a FD para este modelo baseados na
relação entrada-saída. Diferentemente da FD dos modelos de atrito discutidos em
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(Mees e Bergen [1975]), (Armstrong-Helouvy e Amin [1994]) e outros trabalhos que
usaram o modelo tradicional de Coulomb + atrito estático, a FD obtida para este mo-
delo é complexa (e não real) sendo diferente para sistema apenas com atrito de Coulomb
(S) e sistema com atrito de Coulomb + atrito estático (S e J). No estudo sobre mo-
delos de atrito feito em (Garcia [2008]), vários modelos de atrito foram analisados, e
verificou-se que os modelos a dois parâmetros de Choudhury, de Kano, de Karnopp
e de Lugre produziram a mesma relação entrada-saída para uma entrada em rampa
aplicada. Como a FD aqui utilizada é baseada nesta curva, é muito provável que os
resultados obtidos neste trabalho possam ser igualmente utilizados considerando estes
modelos. Na revisão de literatura realizada, o autor não encontrou análises sobre o erro
de predição para a FD utilizada. Por este motivo, uma análise baseada em simulação
será feita neste trabalho.

2.2 Função descritiva - Definição

Considera-se um sistema de controle como o representado pelo diagrama de blocos
da Figura 2.1 no qual C(s) e P (s) denotam as funções de transferência do controlador e
do processo e N uma não-linearidade, ou seja, um operador não-linear que transforma
o sinal u no sinal w.

+-
r u y

C(s) P(s)
w

Figura 2.1: Sistema de controle não-linear

Para aplicação do método da FD o sistema deve satisfazer as seguintes condições:

1. Existe uma única não-linearidade.

2. A não-linearidade é invariante no tempo.

3. Se a entrada da não-linearidade é senoidal, então na saída da não-linearidade
apenas a componente fundamental de Fourier é considerada.

4. A não-linearidade é ímpar.

Considera-se a não linearidadeN do diagrama de blocos da Figura 2.1, em conformi-
dade com as condições acima. Admite-se que a entrada u seja senoidal u(t) = A sen(ωt)
com uma amplitude A e uma frequência ω. A saída w(t) é frequentemente periódica,
mas não necessariamente senoidal. Pode-se portanto considerar a expansão em série de
Fourier de w(t)
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w(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

[an cos(nωt) + bn sen(nωt)] (2.1)

os coeficientes de Fourier a′is e b′is geralmente são funções de A e ω, e são dadas por

a0 =
1

π

∫ π

−π
w(t) d(ωt)

an =
1

π

∫ π

−π
w(t) cos(nωt) d(ωt)

bn =
1

π

∫ π

−π
w(t) sen(nωt) d(ωt)

Devido a 4a condição acima, tem-se que a0 = 0, e devido a 3a condição, somente a
componente fundamental de Fourier da saída é considerada

w(t) ≈ w1(t) = a1 cos(ωt) + b1 sen(ωt) = M sen(ωt+ φ)

Na forma complexa, w1(t) = Mej(ωt+φ) = (b1 + ja1)e
j(ωt+φ).

Com estes elementos tem-se a seguinte definição:

Definição. A função descritiva da não-linearidade N , é a função das variáveis A e ω,
N(A, ω), definida por

N(A, ω) =
Mej(ωt+φ)

Aej(ω)
=

1

A
(b1 + ja1) (2.2)

Observa-se que se o operador N no sistema representado pela Figura 2.1 é linear,
digamos representado por uma função de transferência G(s), então a FD de N coincide
com a resposta frequencial G(jω). Portanto, o conceito de função descritiva pode ser
visto como uma extensão para não-linearidades do conceito de resposta frequencial.

Seja o sistema da Figura 2.1 e admita-se, para simplificar, que a referência é nula, uma
vez que que se deseja analisar a oscilação inerente à malha fechada, e que N(A, ω) é
a FD da não-linearidade N . Denota-se por G(s) a parte linear, a qual é definida por
G(s) = C(s)P (s).

De acordo com o método da FD, se o sistema da Figura 2.1 sustenta um ciclo limite
com o sinal de controle u possuindo uma amplitude A0 e uma frequência ω0, então o
par (A0, ω0) é uma solução da Equação de Balanço Harmônico.

G(jω) = − 1

N(A, ω)
(2.3)
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Sob condições bem gerais, a existência de soluções em (A, ω) da equação (2.3)
também é uma condição suficiente para a malha de controle da Figura 2.1 admitir
ciclos limites. Assim, em geral,verifica-se se a equação de balanço harmônico (2.3)
admite soluções em (A, ω) para se prever a existência de ciclos limites e estimar suas
amplitudes e frequências.

A partir da equação de balanço harmônico (2.3), obtém-se um método gráfico
para se prever ciclos limites no sistema quando a função descritiva da não-linearidade
em questão depende apenas da amplitude, o que inclusive é o caso de muitas não-
linearidades importantes encontradas na prática. Para este fim, considera-se as duas
curvas complexas (ω → G(jω)) (gráfico de Nyquist de G(s)) e a curva negativo inverso
da função descritiva parametrizada por A (A → −1/N(A)). Se estas curvas se inter-
ceptarem transversalmente em algum ponto z0, então o sistema admite ciclo limite, e
os valores dos parâmetros das curvas ω0 e A0 para os quais ocorreu a interseção são
soluções da equação (2.3) e, portanto, correspondem às frequência e amplitude do ciclo
limite encontrado.

O método da função descritiva é um método aproximativo e é baseado na apro-
ximação de oscilações quaisquer por oscilações senoidais, ou seja, o método funciona
bem desde que a oscilação no sinal de controle u esteja bastante próxima de uma osci-
lação senoidal, precisamente, quando a componente fundamental de Fourier de u(t) for
dominante sobre as componentes de ordem superior. Uma condição suficiente para que
isto ocorra é que a parte linear possua boas propriedades de filtragem passa-baixas,
isto é,

|G(jω)| >> |G(jnω)|, n = 2, 3, · · · (2.4)

2.3 A função descritiva do atrito

Considere o modelo de atrito dado pela equação (1.1) (atrito de Coulomb), então
F é uma função que depende apenas da velocidade, portanto sem memória, simétrica
nas duas direções. A FD neste caso é uma função real (Brogan [1991]) e dada por
(Slotine e Li [1991])

N(A) =
4FC
πA

(2.5)

Esta FD foi utilizada em (Armstrong-Helouvy e Amin [1994]) para previsão de ciclos
limite em sistemas mecânicos para diferentes controladores, mostrando-se boa qualitati-
vamente mas não quantitativamente. (Brandenburg e Schäfer [1987] e Brandenburg e Schäfer
[1991]) realizaram muitos experimentos com um sistema flexível contendo duas massas,
e verificaram a similaridade entre simulação e o método da FD para atrito de Coulomb
e deslizamento unidirecional. Entretanto, a análise via FD não produziu bons resulta-
dos para o caso de atrito de Coulomb + atrito estático. Os autores atribuem a isto a má
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aproximação da oscilação pela harmônica fundamental em v = 0. A entrada senoidal
fica um tempo nulo em zero, assim, qualquer fenômeno ocorrendo precisamente quando
a entrada é nula não será representado pela FD.

Neste trabalho, a FD utilizada é aquela desenvolvida para o modelo de atrito cuja
curva de assinatura é descrita na Figura 1.4 sendo portanto válida para todos modelos
de atrito que a reproduzem (Garcia [2008]).

Com base na relação entrada-saída do modelo a dois parâmetros S e J de atrito exibida
na Figura 1.4 em (Choudhury et al. [2008b]) deduziu-se a FD

N(A) = X(A) + jY (A)

X(A) = − 1

π

(
1

2
sen2φ− 2 cosφ−

(π
2

+ φ
)

+ 2
(S − J)

A
cosφ

)
(2.6)

Y (A) =
1

π

(
−3

2
+

1

2
cosφ+ 2 senφ− 2

(S − J)

A
senφ

)
(2.7)

φ = arcsen
(
A− S
A

)
Com o uso de algumas identidades trigonométricas (ver Apêndice A) obtem-se uma
versão simplificada da FD do atrito

N(A) = X(A) + jY (A)

X(A) =
1

π

(
π

2
+ arcsen

(
1− S

A

)
+

(
1− S

A
+ 2

J

A

)√
S

A

(
2− S

A

))
(2.8)

Y (A) =
1

π

(
−S
A

(
2− S

A

)
+ 2

J

A

(
1− S

A

))
(2.9)

Verifica-se nas equações (2.8) e (2.9) que a FD do atrito só depende das razões S/A
e J/A. Uma consequência deste fato é que, os traços das curvas negativo inverso da
FD do atrito parametrizadas pela amplitude A, dependem apenas da razão S/J : em
outras palavras, duas FDs do atrito com a mesma relação S/J possuem curvas negativo
inverso coincidentes. Nota-se que J = 0, a FD do atrito coincide com a FD da banda
morta.

Na Figura 2.2 são exibidas alguma curvas negativo inverso da FD do atrito.
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Figura 2.2: Curvas negativo inverso da FD do atrito

Na Figura 2.2 são exibidas várias curvas negativo inverso da FD do atrito, incluindo
também a da banda morta (J=0) e os gráficos de Nyquist das partes lineares de uma
malha de controle de um processo de primeira ordem estável com tempo morto con-
trolado por PI (G1(jω)), e de um processo com integrador também controlado por
PI (G2(jω)). Pelo método da FD, malhas com processos de primeira ordem estáveis
controladas por PI, que possuem comportamento assintótico da resposta frequencial
da parte linear igual a G1(jω), oscilam devido ao atrito mas, não oscilam devido a
banda morta, enquanto que processos com integrador cuja parte linear é uma função
de transferência tipo 2, oscilam devido a banda morta e também ao atrito.
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Figura 2.3: Oscilação devido ao atrito

Verifica-se na Figura 2.3 que mantendo-se o parâmetro S constante, as curvas ne-
gativo inverso da FD do atrito para valores crescentes do parâmetro J , tendem a se
acumular na fronteira superior da região de atrito, ou seja, na curva negativo inverso
da FD com S = J . Como a resposta frequencial G(jω) se aproxima de zero quando
ω → ∞, segue-se que os valores mais altos de J ocorrem em frequências mais altas.
Portanto, valores mais altos do parâmetro J tendem a aumentar a frequência de os-
cilação. Se for mantido fixo o parâmetro J e considerar uma sequência crescente de
S, então as curvas negativo inverso da FD, tendem a se acumular na curva negativo
inverso da FD da banda morta a qual está mais distante da origem que as outras curvas
e neste caso as oscilações ocorrem em frequências cada vez menores.

2.4 A função descritiva da banda morta

A Figura 2.4 exibe o gráfico entrada-saída da não-linearidade banda morta. Este
gráfico é obtido com um sinal de entrada tipo triangular. Esta não-linearidade é descrita
por um único parâmetro d o qual, por abuso de notação, denominaremos também por
banda morta.

Nota-se na Figura 2.4 que a assinatura da banda morta coincide com a assinatura do
atrito na Figura 1.4 quando o salto de escorregamento J=0 e S=d. Portanto a FD da
banda morta pode ser deduzida da expressão da FD do atrito nas equações (2.8) e (2.9)
fazendo J=0 e S=d.
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d u

w

Figura 2.4: Relação entrada-saída para a banda morta

Portanto a FD da banda morta é a função complexa N(d,A) = X(d,A) + jY (d,A),
com

X(d,A) =
1

π

(
π

2
+ arcsen

(
1− d

A

)
+

(
1− d

A

)√
d

A

(
2− d

A

))
, (2.10)

Y (d,A) =
d

πA

(
2− d

A

)
. (2.11)

Como se verifica nas equações (2.10) e (2.11), a FD da banda morta depende apenas da
razão d/A. Uma consequência disto é que o formato da curva negativo inverso da FD
da banda morta, parametrizada por A, não depende do parâmetro d. Assim, o traço
desta curva é único (ver Figura 2.5) .
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A → −
1

N (A)

Figura 2.5: Curva negativo inverso da FD da banda morta.
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Malhas de controle com processos com integrador controlados por um controlador PI
geralmente exibem ciclos limites. De fato, a parte linear neste caso, é uma função
de transferência do tipo 2, como a função G1(jω) mostrada na Figura 2.6. Assim,
quando ω tende a zero, G1(jω) tende assintoticamente a uma reta paralela ao eixo
real, necessariamente interceptando a curva negativo inverso da FD da banda morta.

Já malhas de controle com processo de primeira ordem estável com, ou sem atraso de
tempo e controlados por controlador PI, possuem parte linear com função de trans-
ferência tipo 1 para as quais, tipicamente, exibem um comportamento assintótico
(ω → 0, ∞) como a função G2(jω) na Figura 2.6. Portanto não é previsto oscilações
devido a banda morta para este tipo de malha.
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A → −
1

N(A)

Figura 2.6: Processo de 1a ordem estável com controlador PI, ausência de ciclos limites.

Como consequência da unicidade do traço da curva negativo inverso da FD da banda
morta, se o gráfico de Nyquist de G interceptar esta curva, pode-se variar o parâmetro
d que o ponto de interseção permanece imutável e, assim, também a frequência ωi
correspondente a esta interseção. Em outras palavras, a quantidade d de banda morta
não altera a frequência da oscilação, alterando apenas a amplitude desta.

2.5 Exemplo de predição de ciclo limite

Uma análise via simulação é feita neste trabalho para avaliar erros de predição da
FD utilizada. Para isto, o modelo baseado em dados a dois parâmetros é utilizado para
gerar o sinal oscilatório na malha com a não-linearidade banda morta. A amplitude e
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frequência do sinal e aquela prevista são comparadas para diversos valores de banda
morta.

Considera-se uma malha de controle como a representada pelo diagrama da Figura
2.1. A não-linearidade N é a banda morta com parâmetro d. Os valores dos parâme-
tros usados na simulação foram: d = 10, 30, 50, 70. As funções de transferência do
controlador e do processo são dadas por

C(s) =
0.5s+ 0.1

s

P (s) =
1

s2 + s

Na Figura 2.7 são exibidos os sinais de controle resultantes de cada simulação. Na Ta-
bela 2.1 são apresentados os resultados das predições de amplitude do sinal de controle
u para cada valor de d usado. A é a amplitude medida de u e AFD é a amplitude de
u estimada pelo método gráfico da FD, ou seja, são os valores dos parâmetros corres-
pondentes à interseção da curva negativo inverso da FD da banda morta com o gráfico
de Nyquist de G(s) = C(s)P (s). A frequência de oscilação medida foi ω = 0.27 rad/s
e estimada pelo método da FD foi ωFD = 0.29 rad/s. Devido à unicidade do traço
da curva negativo inverso da FD da banda morta estas frequências independem da
magnitude d da banda morta usada na simulação.

t (s)

d=10

d=30

d=50

d=70

u

Figura 2.7: Sinais de controle para cada parâmetro d usado
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Tabela 2.1: Predições da amplitude do sinal de controle

d A AFD Erro (%)
10 8.03 8.42 4.6
30 24.09 25.56 6.1
50 40.16 41.88 4.3
70 56.10 58.63 4.5

Os erros percentuais na estimação da amplitude de u pelo método da FD são inferiores
a 7%, e o erro percentual na estimação da frequência são inferiores a 7.5%. As boas
propriedades de filtragem passa-baixas da parte linear refletido nas formas de onda
próximo de senóides (Figura 2.7) contribuíram para a boa qualidade das predições.

2.6 Análise de erro de predição de ciclo limite

Considera-se uma malha de controle como a representada pelo diagrama da Figura
2.1. A não-linearidade N é o modelo a dois parâmetros S e J de atrito. Os valores
dos parâmetros usados na simulação foram: J = 2, S = 2, 4, 6, 8. As funções de
transferência do controlador e do processo são dadas por

C(s) =
s+ 2

s

P (s) =
1

s+ 1
e−0.2s

Na Figura 2.8 são exibidos os sinais de controle resultantes de cada simulação. E
na Tabela 2.2 são apresentados os resultados das predições de amplitude e frequência
do sinal de controle u para cada valor de S usado. A e ω são as amplitude e frequência
medidas de u e AFD e ωFD são as amplitude e frequência de u estimadas pelo método
gráfico da FD, ou seja, são os valores dos parâmetros correspondentes à interseção da
curva negativo inverso da FD do modelo a dois parâmetros de atrito com o gráfico de
Nyquist de G(s) = C(s)P (s).
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S=8 S=6
S=4

S=2

t (s)

u

Figura 2.8: Sinais de controle para cada parâmetro S usado

Tabela 2.2: Predições da amplitude e frequência do sinal de controle

S A AFD ω ωFD
2 1.20 1.17 (2.5%) 1.85 1.70 (6,6%)
4 2.24 2.17 (3.2%) 1.08 1.06 (8,6%)
6 3.26 3.17 (2.7%) 0.89 0.75 (16%)
8 4.03 4.17 (3.5%) 0.73 0.60 (18%)

Como normamente em aplicações os valores de S são pequenos (S = 4 representa uma
válvula com muito atrito), a aproximação é boa para as aplicações desejadas.



Capítulo 3

Quantificação de não-linearidades via
método da função descritiva

3.1 Introdução

Não-linearidades que produzem ciclos limite em malhas de controle podem ter sua
amplitude e frequência previstos pelo método da FD, como visto no Capítulo 2. Para
este fim, devem ser conhecidas a parte linear da malha, ou seja, as funções de transfe-
rência do controlador e do processo e a FD da não-linearidade considerada na malha.

Neste trabalho propõe-se quantificar as não-linearidades que causam ciclos limites
em malhas de controle a partir das medidas de amplitude e frequência do sinal de
controle oscilante, da parte linear da malha e da expressão da FD da não-linearidade
considerada na malha de controle. Quantificar a não-linearidade, no contexto deste
trabalho, significa obter estimativas para os parâmetros da FD da não-linearidade con-
siderada.

Embora a metodologia de quantificação de não-linearidades baseada no método da
FD seja válida para qualquer malha de controle com uma não-linearidade que produz
ciclos limites e possui uma FD dependente de no máximo dois parâmetros, neste tra-
balho serão consideradas apenas as não-linearidades banda morta e atrito por serem
as mais comuns em malhas de controle industriais nas quais estão presentes válvulas
de controle.

3.2 Quantificação do atrito

Seja uma malha de controle não linear como a descrita pelo diagrama de blocos da
Figura 3.1. Se a não linearidade N é o atrito com os parâmetros S e J conhecidos, e se
também estão disponíveis as funções de transferência do processo P (s) e do controlador
C(s),
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+-
r u y

C(s) P(s)
w

Figura 3.1: Malha de controle não linear

O método da FD pode ser usado para prever a oscilação e estimar sua amplitude e
frequência, através da resolução para A e ω da equação de balanço harmônico

G(jω) = − 1

N(S, J,A)
(3.1)

A ideia da quantificação do atrito pelo método da função descritiva é proveniente da
recíproca do argumento anterior, ou seja, se a malha estiver oscilando com a amplitude
A0 e a frequência ω0 do sinal de controle conhecidas e também estiver disponível a
função de transferência G(s) da parte linear da malha, então pode-se resolver a equação
de balanço harmônico (3.2) para as variáveis S e J , pois são os únicos parâmetros
desconhecidos nesta equação

G(jω0) = − 1

N(S, J,A0)
. (3.2)

Se a equação (3.2) puder ser resolvida para os parâmetros S e J , então as possíveis
soluções (Ŝ, Ĵ) serão os parâmetros estimados do atrito.

Neste trabalho, a quantificação do atrito pelo método da FD significa a obtenção
de soluções em S e J da equação de balanço harmônico (3.2) com o conhecimento
da amplitude A0 e da frequência ω0 de oscilação do sinal de controle da malha. A
quantificação do atrito pelo método da FD depende portanto da existência e unicidade
das soluções em S e J da equação (3.2).

3.2.1 Existência de solução

Dada uma resposta frequencial G(jω0) deseja-se saber se existem parâmetros (Ŝ, Ĵ)
que satisfazem a equação (3.2) na amplitude A0. Equivalentemente, deseja-se saber se
existem parâmetros (Ŝ, Ĵ) tais que a curva negativo inverso da FD parametrizada pela
amplitude A

A→ −1

N(Ŝ, Ĵ , A)

intercepta o gráfico de Nyquist de G(s) no ponto G(jω0) correspondente ao parâmetro
A = A0.

Para responder a esta questão, deve-se determinar a região S do plano complexo que
contém todas as curvas negativo inverso de funções descritivas do atrito, ou seja, para
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uma amplitude A fixada, deve-se determinar o domínio da FD N definida em (2.8) e
(2.9). De acordo com a função X(A) definida em (2.8) deve-se ter S/2 < A < +∞.
No caso de ausência de atrito, a relação entre a pressão de entrada e o deslocamento
da haste da válvula é dada por k/A, em que k é a constante da mola e A é a área do
diafragma da válvula. Esta razão é denominada fator de calibração, e quando este fator
é diferente de k/A, a válvula é dita descalibrada, uma situação bastante incomum, e
neste caso pode-se ocorrer S < J (Choudhury et al. [2005]). Assim, considera-se que
J ≤ S e portanto

S =

{
z ∈ C; z =

−1

N(S, J,A)
;S/2 < A < +∞; 0 ≤ J ≤ S

}
Se a resposta frequencial G(jω0) pertencer a S, então alguma curva de função descri-
tiva intercepta G(jω0) e a existência de soluções em S e J para a equação (3.2) fica
estabelecida.

Com a sequência de procedimentos abaixo, caracteriza-se geometricamente a região S:

a) De acordo com as equações (2.8) e (2.9) os parâmetros S e J na FD do atrito sempre
aparecem na forma S/A e J/A, portanto N depende apenas de duas variáveis, a
saber, S/A e J/A, ou seja, N(S, J,A) = N(S/A, J/A).

b) Dados S e J com 0 ≤ J ≤ S, então para cada A tal que S/2 ≤ A < +∞ tem-se
que, 0 < J/A ≤ S/A e 0 < S/A ≤ 2. Se x = S/A e y = J/A, o ponto (x, y) varia na
região triangular T = {(x, y) ∈ R2; 0 < y ≤ x, 0 < x ≤ 2}

Figura 3.2: Região triangular T no plano S/A× J/A

c) Segue-se do item b) que

S =

{
z ∈ C; z =

−1

N(x, y)
; 0 < y ≤ x, 0 < x ≤ 2

}
com

N(x, y) = X(x, y) + iY (x, y) (3.3)
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X(x, y) =
1

π

(π
2

+ arcsen (1− x) + (1− x+ 2y)
√
x (2− x)

)
(3.4)

Y (x, y) =
1

π
(−x (2− x) + 2y (1− x)) (3.5)

Portanto, a região S exibida na Figura 3.3 é a imagem da região triangular T
(Figura 3.2) pela transformação

(x, y)→ −1/N(x, y)

com N(x, y) definida em (3.3), (3.4) e (3.5).

Figura 3.3: Região de atrito S

d) Na Figura 3.3, a fronteira de S é formada pelas curvas Γ1, Γ2 e pelo eixo imaginário
a partir da interseção com Γ2. Γ1 é a curva negativo inverso da FD da banda morta
obtida como imagem pela transformação −1/N(x, y) do intervalo [0, 2] no eixo-x
que forma a base do triêngulo T . Γ2 é a imagem da hipotenusa de T , ou seja, é a
curva negativo inverso da FD do atrito com S = J .

e) Em resumo, pode-se concluir que a equação (3.2) admite soluções em (S, J) se, e
somente se, G(jω0) pertence a S.

f) A região S (Figura 3.3) contem todas as curvas negativo inverso da FD do atrito
para todos os valores possíveis dos parâmetros (S, J), devido a este fato S será
denominada aqui a região de atrito.

A fronteira da região de atrito S pode ser determinada independente de quaisquer
parâmetros da malha de controle. Se as funções de transferência do controlador e do
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processo estiverem disponíveis, então um simples gráfico de Nyquist da parte linear
G(s) e o conhecimento da frequência de oscilação ω0, são suficientes para se estabelecer
a existência de soluções da equação (3.2).

3.2.2 Unicidade de solução

Considera-se agora que na malha de controle da Figura 3.1 a não linearidade é o
atrito e que o sinal de controle u esteja oscilando com uma amplitude medida A0 e uma
frequência medida ω0. Se a resposta frequencial da parte linear pertence à região de
atrito S, então os resultados da seção 3.2.1 garantem a existência de parâmetros (Ŝ, Ĵ)
satisfazendo a equação (3.2). No entanto, é desejável que não hajam ambiguidades nesta
estimação, e portanto, é necessário investigar o problema da unicidade de soluções em
(S, J) da equação (3.2) para uma dada resposta frequencial G(jω0) ∈ S.

Fixada a amplitude medida A0 do sinal de controle, considera-se as variáveis x =
S/A0 e y = J/A0. Com esta mudança pode-se considerar a função descritiva do atrito
como função apenas de (x, y) definida pelas expressões (3.3) a (3.5). Nestes termos,
o problema da unicidade de soluções para a equação (3.2) pode ser posto da seguinte
forma: para uma dada resposta frequencial G(jω0) ∈ S, decidir se existe um único par
(x̂, ŷ), com 0 ≤ ŷ ≤ x̂, 0 ≤ x̂ ≤ 2, satisfazendo a equação

G(jω0) =
−1

N(x, y)
. (3.6)

No caso de uma única solução (x̂, ŷ), os parâmetros estimados (Ŝ, Ĵ) do atrito são
dados por

Ŝ = A0x̂ (3.7)

Ĵ = A0ŷ (3.8)

Por outro lado, (x̂, ŷ) é uma solução da equação (3.6) se, e somente se é solução da
equação

N(x, y) =
−1

G(jω0)
(3.9)

e o problema da unicidade de solução da equação (3.6) é equivalente a um problema de
injetividade da aplicação do plano N : T → R2 definida em (3.3)-(3.5). O domínio T
de N é a região triangular do plano definida na seção 3.2.1 e mostrada na Figura 3.2.
Mais precisamente, para uma dada resposta frequencial G(jω0) ∈ S a equação (3.6) (e
portanto a equação(3.9)) admite uma única solução (x̂, ŷ) se, e somente se, N(x, y) é
injetiva.

O problema de se determinar quando uma aplicação do plano é injetiva é bastante
delicado e envolve certas hipóteses acerca do comportamento da aplicação no domínio
e na fronteira do domínio. Um teorema de Topologia devido a W. S. Massey (Massey
[1992]) fornece condições suficientes para um homeomorfismo local ser injetivo.
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No que se segue, se U ⊂ R2 é um conjunto, então ∂U denota o conjunto fronteira
de U e, se A é um subconjunto do domínio D de uma aplicação f : D → R2, então
f |A denota a restrição de f ao subconjunto A. Um homeomorfismo f é uma aplicação
contínua, injetiva e sobrejetiva com inversa f−1 também contínua e um difeomorfismo
é uma aplicação diferenciável e invertível com inversa também diferenciável.

Teorema (Massey [1992]). Sejam U ⊂ Rn um subconjunto aberto com fecho U
compacto e f : U → Rn uma aplicação contínua tal que f |U é um homeomorfismo local.
Suponha que ∂U é uma variedade de dimensão n− 1, fechada, conexa e orientável tal
que f |∂U é injetiva. Então, f aplica U homeomorficamente sobre f(U). Em particular
f |U é injetiva.

Teorema 3.2.1 A aplicação N : T → N(T ), definida em (3.3)-(3.5), satisfaz as
hipóteses do Teorema de Massey e, portanto, é um homeomorfismo, em particular N é
injetiva.

Prova:

Utilizando as mesmas notações do Teorema de Massey, tem-se f(x, y) = N(x, y)
definida pelas expressões (3.3)-(3.5), U = int(T ) (o interior do domínio triangular T )
e ∂U o triângulo de vértices (0,0), (2,0) e (2,2) da Figura 3.2. Temos que:

• n = 2, U ⊂ R2 é aberto com U = U∪∂U compacto. Além disso, f = N é contínua
em U , pois suas funções coordenadas X(x, y) e Y (x, y) definidas em (3.4)-(3.5),
são contínuas em U.

• f = N é um homeomorfismo local em U .
De fato, a derivada de N(x, y) e seu determinante são dados pelas equações (3.10)
e (3.11), respectivamente,

N ′(x, y) =

 −
2 (2 x− y + x y − x2)

π
√

2x− x2
2
√
−x (x− 2)

π

−2 (y − x+ 1)

π
−2 (x− 1)

π

 (3.10)

detN ′(x, y) =
4 y

π2
√
x (2− x)

(3.11)

Como (x, y) ∈ U , tem-se que x 6= 0, x 6= 2 e y 6= 0, assim det(N ′(x, y)) 6= 0 em
todo ponto (x, y) ∈ U . Pelo Teorema da função inversa (Apêndice B), N é um
difeomorfismo local em U e portanto é um homeomorfismo local.



3. Quantificação de não-linearidades via método da função descritiva 53

• f |∂U é injetiva.

Representaremos a fronteira ∂U por três caminhos retilíneos parametrizados:

γ1(t) = (t, 0), 0 ≤ t ≤ 2 (segmento horizontal ligando (0,0) a (2,0)).

γ2(t) = (2, t), 0 ≤ t ≤ 2 (segmento vertical ligando (2,0) a (2,2)).

γ3(t) = (t, t), 0 ≤ t ≤ 2 (segmento retilíneo ligando (0,0) a (2,2)).

Mostraremos que f(γi(t)), i = 1, 2, 3, são injetivas no intervalo [0, 2].

(i) f(γ1(t)) = N(t, 0) = X(t, 0) + iY (t, 0) é injetiva no intervalo [0, 2].

É suficiente provar que a componente X(t, 0) é injetiva no intervalo [0, 2].

Como
d

dt
X(t, 0) = −2

√
2 t− t2
π

< 0, ∀ t ∈ (0, 2), X(0, 0) = 1 e X(2, 0) = 0,

tem-se que X(t, 0) é decrescente e, portanto, injetiva no intervalo [0, 2].

(ii) f(γ2(t)) = N(2, t) = X(2, t) + iY (2, t) é injetiva no intervalo [0, 2].

É suficiente provar que a componente Y (2, t) é injetiva no intervalo [0, 2].

Y (2, t) = −2t

π
é claramente injetiva no intervalo [0, 2].

(iii) f(γ3(t)) = N(t, t) = X(t, t) + iY (t, t) é injetiva no intervalo [0, 2].

É suficiente provar que a componente Y (t, t) é injetiva no intervalo [0, 2].

Y (t, t) = −t
2

π
, e portanto Y (t, t) é claramente injetiva no intervalo [0, 2].

Segue de (i), (ii) e (iii) que f |∂U é injetiva.

• ∂U , rigorosamente não é uma variedade diferenciável de dimensão 1, pois não
é uma curva fechada suave. No entanto, ∂U pode ser aproximada por curvas
fechadas suaves (Figura 3.4) ainda com a propriedade de f restrita a tais curvas
ser injetiva.

Figura 3.4: Suavização dos vértices da fronteira de T
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Portanto, N(x, y) satisfaz as hipóteses do Teorema de Massey e é, portanto, um home-
omorfismo. �

Duas consequências deste teorema são

Corolário 3.2.1 Se G(jω0) pertence à região de atrito S, então a equação (3.6) ad-
mite uma única solução (x̂, ŷ) e também, Ŝ = A0 x̂ and Ĵ = A0 ŷ são os parâmetros
estimados do atrito.

Prova:

Se G(jω0) pertence à região de atrito S, então −1/G(jω0) pertence à imagem N(D).
Pelo Teorema 3.2.1 N : D → N(D) é um homeomorfismo, portanto existe um único
(x̂, ŷ) ∈ D tal que N(x̂, ŷ) = −1/G(jω0). Como x = S/A e y = J/A tem-se que
Ŝ = A0 x̂ e Ĵ = A0 ŷ. �

Corolário 3.2.2 Se G(jω0) pertence à curva Γ1 ⊂ ∂S, então existe um único x̂ ∈ [0, 2]
tal que G(jω0) = −1/N(x̂, 0) e d̂ = A0 x̂ (banda morta pura).

Prova:

Consequência imediata da validade do Teorema 3.2.1 sobre a fronteira da região de
atrito. �

Se G(jω0) pertence ao eixo imaginário negativo, então este caso corresponde a x = 2
nas equações (3.3)-(3.5). Este fato simplifica significantemente a solução da Equação
(3.9). De fato, neste caso os parâmetros estimados são dados por

Ŝ = 2A0 (3.12)

Ĵ = − πA0

2 imag(G(jω0))
(3.13)

Em resumo, se G(jω0) pertence à região de atrito S da Figura 3.3 então existe um
único par (x̂, ŷ) ∈ T satisfazendo a equação (3.6) e, portanto, existe um único par de
parâmetros (Ŝ, Ĵ) satisfazendo a equação de balanço harmônico (3.2). Além disso, este
par é dado pelas equações (3.7) e (3.8), ou no caso específico de G(jω0) pertencer ao
eixo imaginário negativo, pelas equações (3.12) e (3.13).
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3.3 Quantificação da banda morta

Considera-se agora que na malha de controle da Figura 3.1 a não linearidade N
é a banda morta com parâmetro d, e que esta malha esteja oscilando devido a esta
não linearidade, com o sinal de controle u possuindo uma amplitude medida A0 e
uma frequência medida ω0. Se G(s) = C(s)P (s) é a parte linear da malha, então pelo
método da FD, o gráfico de Nyquist de G(s) intercepta a curva negativo inverso da
FD da banda morta num ponto G(jωi) correspondente a uma amplitude Ai, ou seja,
tem-se a equação de balanço harmônico (3.14)

G(jωi) =
−1

N(di, Ai)
(3.14)

para algum di desconhecido, com Ai ≈ A0 e ωi ≈ ω0 devido ao caráter aproximativo
do método. Para este cenário existem duas possibilidades:

A) G(jω0) pertence à curva negativo inverso da FD da banda morta e neste caso
G(jω0) = G(jωi).

A FD da banda morta (equações (2.10) e (2.11)) é um caso particular da FD do
atrito (equações (2.8) e (2.9)) com S = d e J = 0. Se x = S/A0 e J = 0, a
aplicação N(x, y) definida em (3.3)-(3.5) é tal que −1/N(x, 0) mapeia o intervalo
0 ≤ x < 2 (base do triângulo que forma ∂T ) sobre a curva negativo inverso da FD
da banda morta. Como consequência da prova do Teorema 3.2.1 (especificamente,
a injetividade na fronteira), existe um único x̂ ∈ [0, 2) tal que

G(jω0) =
−1

N(x̂, 0)
(3.15)

e portanto, existe um único parâmetro d̂ = A0x̂ tal que

G(jω0) =
−1

N(d̂, A0)
. (3.16)

Este d̂ é o único parâmetro estimado da banda morta.

B) G(jω0) não pertence a curva negativo inverso da FD da banda morta.

Este é o caso mais comum dado que, pelo caráter aproximativo do método da FD,
não necessariamente ocorre a coincidência entre a frequência medida de oscilação ω0

e a frequência ωi correspondente a interseção do gráfico de Nyquist de G(s) com a
negativo inverso da FD da banda morta. Mas, se a oscilação é bem aproximada por
uma oscilação senoidal de modo que a função descritiva é uma boa aproximação
quase-linear da não linearidade, então ω0 está próxima de ωi. Nesta situação a
equação
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G(jω0) =
−1

N(d,A0)
(3.17)

não admite solução em d. Apresenta-se neste caso duas abordagens para estimar a
banda morta d:

i) Abordagem I. Com a disponibilidade da parte linear G(s), determina-se o
ponto zi de interseção do gráfico de Nyquist de G(s) com a curva negativo
inverso da FD da banda morta (Figura 3.5). Para este ponto zi existe um
único x̂ ∈ [0, 2) tal que

zi =
−1

N(x̂, 0)
(3.18)

então d̂ = A0x̂ é o único parâmetro estimado da banda morta.

Figura 3.5: Abordagem I para estimação de d

ii) Abordagem II. Estima-se o parâmetro d considerando o ponto da curva
negativo inverso da FD da banda morta que está mais próximo da resposta
frequencial G(jω0). Ou seja, x̂ satisfaz∣∣∣∣G(jω0) +

1

N(x̂, 0)

∣∣∣∣2 = min
x∈[0, 2)

∣∣∣∣G(jω0) +
1

N(x, 0)

∣∣∣∣2 (3.19)

e o parâmetro estimado da banda morta é d̂ = A0x̂.
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3.4 Métodos numéricos para solução

3.4.1 O caso do atrito

De acordo com a seção 3.2.2 os parâmetros estimados (Ŝ, Ĵ) do atrito são obtidos
a partir das equações (3.7) e (3.8). Nota-se que, (x̂, ŷ) é uma solução da equação (3.6)
se, e somente se,

∣∣∣∣G(jω0) +
1

N(x̂, ŷ)

∣∣∣∣2 = 0. (3.20)

Isto sugere a definição da função real não negativa

F (x, y) =

∣∣∣∣G(jω0) +
1

N(x, y)

∣∣∣∣2 (3.21)

cujo domínio é o interior da região triangular T da Figura 3.2. Assim, (x̂, ŷ) é uma
solução da equação (3.6) se, e somente se, F (x̂, ŷ) = 0. Como F (x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈
T , segue-se que (x̂, ŷ) é o ponto de mínimo global de F . Portanto, o problema de
resolver para (x, y) a equação (3.6) se transforma num problema de otimização global
(minimização global) de F no interior da região triangular T .

Neste trabalho, optou-se por um algoritmo de otimização de ponto interior com restri-
ções, ou seja, deseja-se resolver o problema:

min
(x,y)

F (x, y) tal que AX ≤ b, X =

[
x
y

]
(3.22)

A matriz A e o vetor b são escolhidos de modo que, (x, y) ∈ T , o que produz

A =


−1 0

1 0
0 −1
−1 1

 , b =


0
2
0
0

 (3.23)

O ponto de partida (x0, y0) ∈ T escolhido para o algoritmo, foi o baricentro da região
triangular T , (4/3, 2/3). Sob testes, o algoritmo convergiu em todas as situações para
o ponto (x̂, ŷ) de mínimo global da função F (x, y), sem a necessidade de trocar o ponto
de partida. Nas simulações foi utilizada a função fmincon do software MATLAB R©.
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3.4.2 O caso da banda morta

Para simplificar a notação, denota-se por N(x) = N(x, 0) a função descritiva da
banda morta como função de x = d/A. Na estimação da banda morta d, optou-se pela
abordagem II em B) da seção 3.3, ou seja, a solução aproximada da banda morta pelo
método da função descritiva é dada por

d̂ = A0x̂ (3.24)

com x̂ satisfazendo

∣∣∣∣G(jω0) +
1

N(x̂)

∣∣∣∣2 = min
x∈(0,2)

∣∣∣∣G(jω0) +
1

N(x)

∣∣∣∣2 (3.25)

Geometricamente, este parâmetro d̂ corresponde ao valor do parâmetro d para o qual o
ponto −1/N(d,A0) sobre a curva negativo inverso da função descritiva da banda morta,
está mais próximo da resposta frequencial G(jω0). Da equação (3.25), verifica-se que
o problema da estimação é equivalente a um problema de otimização (minimização)
em uma variável x ∈ (0, 2). O algoritmo de estimação foi implementado com o uso da
função fminbind do software MATLAB R©, baseada no algoritmo da seção áurea para
o cálculo de minimização de funções contínuas de uma variável f(x) num intervalo
aberto tipo x1 < x < x2.

3.5 Aplicação do método para plantas com incertezas
no modelo

Nas últimas seções foram considerados os casos de estimação do atrito e da banda
morta assumindo o conhecimento exato da função de transferência do processo. Em
situações práticas, a função de transferência do processo não é precisamente conhecida.
Nesta seção, as metodologias desenvolvidas para a estimação dos parâmetros do modelo
a dois parâmetros de atrito e da banda morta serão generalizadas para o caso de
incertezas paramétricas na função de transferência do processo. Para esta finalidade,
serão empregadas técnicas clássicas da teoria de controle robusto (Bhattacharyya et al.
[1995]).

3.5.1 Teoria de Kharitonov

Funções de transferência com incertezas podem ser representadas por funções de
transferência intervalares, as quais são definidas como quocientes de polinômios in-
tervalares G(s) = N(s)/D(s). Para cada polinômio intervalar N(s) e D(s), exis-
tem quatro polinômios extremais chamados polinômios de Kharitonov, denotados por
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Ki
N(s), i = 1, 2, 3, 4, para N(s) e Kk

D(s), k = 1, 2, 3, 4, para D(s). Várias proprieda-
des acerca dos polinômios intervalares, os quais são famílias infinitas de polinômios,
podem ser deduzidas das mesmas propriedades satisfeitas pelos quatro polinômios de
Kharitonov associados. Se G(s) = N(s)/D(s) é uma função de transferência interva-
lar então G(jω) é um subconjunto compacto do plano complexo chamado conjunto
resposta frequencial em ω. A fronteira deste conjunto é uma reunião de segmentos,
arcos e vértices. O conjunto formado pelos vértices do conjunto resposta frequencial
está contido no conjunto formado pelas dezesseis respostas frequenciais de funções de
transferência de Kharitonov Gik(jω) = Ki

N(jω)/Kk
D(jω), i, k = 1, 2, 3, 4.

Associada à função de transferência intervalar G(s) = N(s)/D(s), a função de trans-
ferência extremal GE(s) é definida por

GE(s) =
KN(s)

SD(s)
∪ SN(s)

KD(s)
(3.26)

Em (3.26) KN(s) representa os quatro polinômios de Kharitonov associados a N(s),
KD(s) representa os quatro polinômios de Kharitonov associados aD(s), SN(s) e SD(s)
são segmentos de funções de transferências definidos pelas seguintes equações

SN(s) = λKi
N(s) + (1− λ)Kk

N(s), (3.27)
SD(s) = λKi

D(s) + (1− λ)Kk
D(s), (3.28)

com (i, k) ∈ {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (3, 4)} e 0 ≤ λ ≤ 1.

Aqui o conjunto resposta frequencial G(jω) desempenha um importante papel pois
este substitui a resposta frequencial da parte linear no procedimento de estimação. O
seguinte teorema relaciona a fronteira ∂G(jω) do conjunto resposta frequencial com
a função de transferência extremal GE(s) e justifica o uso do conjunto GE(jω) para
plotar o conjunto resposta frequencial.

Teorema 3.5.1 Com as mesmas notações anteriores, tem-se que

∂G(jω) ⊂ GE(jω), (3.29)

ou seja, a fronteira do conjunto resposta frequencial está contido no conjunto extremal.

3.5.2 Intervalos de estimação dos parâmetros

Considera-se aqui uma malha de controle não linear como a representada pelo di-
agrama de blocos da Figura 3.1, com a não linearidade N sendo a banda morta com
parâmetro d ou o modelo de atrito a dois parâmetros S e J . Em ambos casos denota-se
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por Nλ a função descritiva destas não linearidades com λ = d para a banda morta
e λ = (S, J) no caso do atrito. Assume-se também que a função de transferência do
processo possui incertezas paramétricas e é, portanto, representada por uma função
de transferência intervalar P(s). Assim, a parte linear da malha G(s) = C(s)P(s) é
também uma função de transferência intervalar.

Considerando-se que o sinal de controle u esteja oscilando devido a não linearidade
com uma amplitude medida A0 e uma frequência medida ω0, tem-se que a equação de
balanço harmônico

G(jω0) = − 1

Nλ(A0)
(3.30)

é satisfeita para algum valor do parâmetro λ = d ou λ = (S, J) conforme a não
linearidade N seja a banda morta ou o modelo de atrito a dois parâmetros S e J .
G(s) em (3.30) denota algum membro da família intervalar de funções de tranferências
G(s). A resposta frequencial G(jω0) na equação (3.30) é um ponto do conjunto resposta
frequencial G(jω0) associado à função de transferência intervalar G(s) na frequência
medida ω0. O conjunto G(jω0) não é, em geral, um subconjunto convexo do plano,
mas, no caso das incertezas serem pequenas, este conjunto é bem aproximado por um
conjunto convexo cujos vértices pertencem ao conjunto das 16 respostas frequenciais das
funções de transferência de Kharitonov Gik(jω0) associadas à função de transferência
intervalar G(s). As estimações dos parâmetros das não linearidades neste caso, são
intervalos delimitados pelo valor mínimo e pelo valor máximo das estimações baseadas
na resolução para λ da equação de balanço harmônico (3.30). O uso das funções de
transferência de Kharitonov (vértices) permite passar de uma quantidade infinita de
estimações para um número finito de no máximo dezesseis estimações sobre os vértices
do conjunto resposta frequencial G(jω0), ou seja, as 16 soluções para λ da equação

Gik(jω0) = − 1

Nλ(A0)
, i, k = 1, 2, 3, 4. (3.31)

Se λ̂ik, i, k = 1, 2, 3, 4, denotam as dezesseis soluções em λ da equação (3.31), então
considerando os valores extremos min{λ̂ik} e max{λ̂ik} os intervalos de estimação dos
parâmetros são dados por:

Id = [min{λ̂ik}, max{λ̂ik}], para λ = d no caso da banda morta e

IS = [min{λ̂1ik}, max{λ̂1ik}],
IJ = [min{λ̂2ik}, max{λ̂2ik}], para λ = (S, J) no caso do atrito

com λik = (λ1ik, λ2ik) no caso do atrito. A Figura 3.6 exibe um conjunto resposta
frequencial G(jω0) associado a uma função de transferência intervalar G(s), Gik(jω0)
denota um de seus vértices. Neste caso específico, este conjunto resposta frequencial
está contido na região de atrito S.
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Figura 3.6: Conjunto resposta frequencial no interior da região de atrito

3.6 Aplicação do método para plantas com modelo
desconhecido

A estimação do atrito pelo método da FD requer um modelo do processo e o modelo
e parâmetros do controlador. Os parâmetros do controlador sempre estão disponíveis
em controladores digitais. Quando apenas os dados usuais da malha de controle estão
disponíveis, os parâmetros do controlador podem ser obtidos via identificação em ma-
lha fechada (Forssell e Ljung [1999]), usando os sinais SP, OP e PV . Um modelo para
o processo operando em torno de uma referência pode ser obtido via resposta ao degrau
em malha aberta, que é um procedimento usual para a sintonia do controlador. Quando
apenas dados de entrada e saída estão disponíveis, então deve ser efetuada uma identi-
ficação conjunta do processo linear e da válvula de controle (Srinivasan et al. [2005b]).
Se este procedimento for bem sucedido, então os parâmetros do atrito são estimados.
No entanto, esta metodologia requer elevado esforço computacional.

O procedimento de modelagem proposto nesta seção é relativamente simples e for-
temente baseado em práticas comuns em processos industriais. Controladores PID são
usados em mais de 95% das malhas de controle idustriais (Aström e Hägglund [2006]).
Adicionalmente, cada malha de controle utiliza um controlador que assegura um de-
sejado desempenho. Portanto, a estrutura do controlador é normalmente conhecida,
o que torna fácil a identificação dos seus parâmetros. Malhas de vazão, em geral são
controladas por um controlador PI e a função de transferência do processo P (s) é dada
por
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P (s) =
K

τs+ 1
. (3.32)

O atraso é desprezível e, se este existir, é devido ao atrito. A constante de tempo τ é
proveniente da válvula de controle. Uma sintonia conveniente para este tipo de malha
de controle é dada pelo método IMC (Internal Model Control) (Rivera et al. [1986]),
com

Ti = τ (3.33)

Kp =
Ti
K λ

(3.34)

λ é a constante de tempo de malha fechada desejada, e a função de transferência do
controlador C(s) é dada por

C(s) = Kp

(
1 +

1

Tis

)
(3.35)

Quando o atraso de tempo não é desprezível, o processo é normalmente representado
por

P (s) =
K

τs+ 1
e−θs (3.36)

e o controlador PI com a sintonia IMC é dado por

Kp =
2τ + θ

2Kλ
(3.37)

Ti = τ +
θ

2
(3.38)

Existem muitos métodos de sintonia aplicáveis a (3.36), mas verifica-se que, em geral, as
regras de sintonia colocam um zero entre a origem e o pólo da função de transferência,
usualmente próximo do pólo. Como consequência desta proximidade, a parte linear
G(s) = C(s)P (s) pode ser aproximada por

G(s) = C(s)P (s) ≈ KKp

Tis
(3.39)

Esta aproximação torna-se ainda melhor se a frequência de oscilação devido ao atrito
é menor que 1/Ti, o que é comum, como mostrarão os exemplos da indústria. Este fato
simplifica bastante a estimação dos parâmetros do atrito, pois neste caso S e J podem
ser obtidos diretamente das equações (3.40) e (3.41), as quais, derivam diretamente das
equações (3.12), (3.13) e (3.39)
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Ŝ = 2A0 (3.40)

Ĵ =
πTiA0ω0

2KKp

(3.41)

A0 e ω0 são a amplitude e a frequência respectivamente do sinal de controle.
Para usar as equações (3.40) e (3.41), deve-se obter o ganho K do processo o que é
feito na sequência.

Seja o diagrama de blocos exibido na Figura 3.7 com o processo P (s) =
K

τs+ 1
e os

parâmetros do atrito S = J = 0 (linear)

Figura 3.7: Processo de primeira ordem e atrito

O uso do método da resposta frequencial relaciona o módulo e o ângulo de y(t) e u(t)
por

|Y (jω)| = |P (jω)||U(jω)| = |K|√
ω2τ 2 + 1

|U(jω)| (3.42)

ϕ(jω) = arg(Y (jω))− arg(U(jω)) = arctan(ωτ) (3.43)

A constante de tempo τ pode ser calculada por

τ =
tan(ϕ(jω))

ω
(3.44)

e a substituição em (3.42) produz

|K| = |Y (jω)|
|U(jω)|

√
tan(ϕ(jω))2 + 1 (3.45)

As equações (3.44) and (3.45) podem ser usadas para calcular os parâmetros de P (s)
se o sinal y(t) for conhecido para um dado sinal u(t) = A sen(ωt). Entretanto, esta é a
situação ideal de sinais não ruidosos e com a ausência de não-linearidades.
Voltamos a considerar a presença de atrito com S = 5 e J = 1 aplicando o sinal
u(t) = 6 sen(2t) com P (s) = 2

s+1
e os correspondentes sinais v(t) e y(t) mostrados na

Figura 3.8. A fase de v(t) está atrasada e o módulo de v(t) está decrescido devido a
não-linearidade, com o mesmo efeito sobre o sinal y(t).
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Figura 3.8: Sinais u(t), y(t) e v(t)

O efeito da não-linearidade sobre o módulo e o ângulo pode ser previsto pelo método
da FD. O módulo e a fase da FD do atrito com A = 8, S = 7 e S/J = 1, · · · , 14
é exibido na Figura 3.9. Verifica-se que S/J diminui (aumenta) o módulo e atrasa
(avança) o ângulo da FD do atrito. Para grandes valores da amplitude A, esta relação
é preservada, mas o efeito de S/J sobre o módulo é reduzido.

Figura 3.9: Módulo e fase da FD do atrito

Esta observação junto com a equação (3.45) permite concluir que o cálculo deK usando
u(t) é próximo do cálculo deK usando v(t), pois quando S/J aumenta, |Y (jω)|/|V (jω)|
decresce enquanto que arg(Y (jω))− arg(V (jω)) aumenta.
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Esta análise também foi feita via simulação, usando P (s) = 1
s+1

e−0.2s e C(s) = s+2
s

da seção 4.2.3, com Ts = 0.1s. A função de transferência P (s) foi estimada como um
modelo ARX usando os sinais u do controlador e y da saída do processo. O ganho desta
função de transferência é mostrado na Tabela 3.1 para S = 7 e S/J = 1, · · · , 14. O
ganho K calculado em todas as situações manteve-se próximo do valor real 1.

S/J K
14.0000 0.9997
7.0000 1.0028
4.6667 0.9981
3.5000 1.0022
2.8000 1.0011
2.3333 1.0030
2.0000 1.0022
1.7500 1.0055
1.5556 1.0038
1.4000 1.0041
1.2727 1.0044
1.1667 1.0087
1.0769 1.0079
1.0000 1.0074

Tabela 3.1: Estimação do ganho em função da relação S/J

Portanto, este é o método que será usado neste trabalho para calcular o ganho K a ser
usado na equação (3.41).

3.7 Medição da amplitude e do período

3.7.1 Medição do período do sinal de controle

Thornhill et al. [2003] descreve uma metodologia para avaliar o período e a regu-
laridade da oscilação de um sinal. Eles usaram o cruzamento por zero da função de
auto-covariância do sinal para estimar o período T da oscilação. Uma oscilação é con-
siderada regular se o desvio padrão do período da oscilação (σT ) é menor que um terço
do valor médio do período de oscilação (T ), ou seja, considerando-se o fator

r =
1

3

T

σT
,

então um segmento de dados com r > 1 indica uma oscilação regular com um período T
bem definido. Neste trabalho é utilizada esta abordagem para a medição da frequência
de oscilação do sinal de controle requerida pelo método da FD.
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3.7.2 Medição da amplitude

Em Choudhury et al. [2006] os autores desenvolveram uma metodologia para esti-
mação do parâmetro S do atrito. Primeiramente, os dados são filtrados com um filtro
de Wiener para atenuar as componentes de frequências que não são devidas à não-
linearidade, em seguida considera-se um segmento de dados OP × PV com oscilação
regular, como na seção 3.7.1, e com comprimento de cerca de quatro períodos. Para
este conjunto de dados considera-se a elipse que melhor se ajusta a estes. O diâmetro
horizontal desta elipse é o dobro da amplitude do sinal de controle e é reportado como
sendo uma estimativa do parâmetro S. Este procedimento é usado neste trabalho para
medição da amplitude do sinal de controle.

3.8 Sensibilidade a erros nas medidas

Como a FD da banda morta (equações (2.10) e (2.11)) coincide com a FD do atrito
(equações (2.8) e (2.9)) para S = d e J = 0, toda a discussão sobre a propagação de
incertezas nas medidas serão feitas para o caso do atrito.

Considera-se uma malha de controle não linear, como a dada pelo diagrama de blocos
da Figura 2.1, com a não linearidade sendo o modelo a dois parâmetros S e J de
atrito. Admite-se que a malha esteja oscilando devido ao atrito, de modo que o sinal
de controle u possua uma amplitude medida A0 e uma frequência medida ω0 com as
respectivas incertezas ∆A e ∆ω.

Como visto na seção 3.2.2 a estimação dos parâmetros S e J do atrito é obtida
resolvendo-se para (x, y) a equação (3.46).

G(jω0) = − 1

N(x, y)
(3.46)

Assim, se (x̂, ŷ) é uma solução de (3.46), então os parâmetros estimados são dados por

Ŝ = A0x̂ (3.47)

Ĵ = A0ŷ (3.48)

Segue-se de (3.47)-(3.48) que as incertezas ∆S e ∆J nas estimações dos coeficientes do
atrito estático devido a uma incerteza ∆A apenas na medida de amplitude são dadas
por

∆S = ∆Ax̂ (3.49)
∆J = ∆Aŷ (3.50)
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Seja z = u + jv = G(jω) a resposta frequencial de G(s) em ω. A resolução da equa-
ção (3.46) pode ser vista também da seguinte forma: para cada resposta frequencial
G(jω) = z = u + jv, deve-se obter (x, y) satisfazendo a equação (3.46). Com a exis-
tência e unicidade de soluções bem estabelecida, fica bem definida uma função F que
associa a cada par ordenado (u, v) na região de atrito, uma solução (x, y) da equação
(3.46) (Figura 3.10).

Figura 3.10: A aplicação F

Sejam z0 = G(jω0) = u0 + jv0 e (x0, y0) a (única) solução da equação (3.46), ∆ω =
ω−ω0 uma incerteza na frequência medida e ∆u = u−u0, ∆v = v− v0 incertezas nas
componentes da resposta frequencial induzidas pela incerteza ∆ω. Então

∆z = ∆u+ j∆v u G′(jω0)∆ω (3.51)

em valores absolutos tem-se

|∆z| = |∆u+ j∆v| u |G′(jω0)||∆ω| (3.52)

a incerteza ∆z = ∆u+ j∆v na resposta frequencial induz uma incerteza (∆x,∆y) na
solução de (3.48) dada por

[
∆x
∆y

]
u F ′(u0, v0)

[
∆u
∆v

]
(3.53)

Aqui F ′(u0, v0) denota a derivada da aplicação F no ponto (u0, v0).

Como u + jv = −1/N(x, y), segue-se que a aplicação F é a inversa da aplicação
−1/N(x, y).

Nota-se que,
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− 1

N(x, y)
= (Φ ◦N)(x, y), com Φ(z) = −1

z
(3.54)

portanto
F = (Φ ◦N)−1 = N−1 ◦ Φ−1

Como Φ = Φ−1, tem-se que

F = (Φ ◦N)−1 = N−1 ◦ Φ (3.55)

A aplicação da Regra da Cadeia a (3.55) produz

F ′(u0, v0) = (N−1)′(Φ(u0, v0)) · Φ′(u0, v0) (3.56)

e pelo Teorema da Função Inversa tem-se

(N−1)′(Φ(u0, v0)) = [N ′(x0, y0)]
−1

portanto

F ′(u0, v0) = [N ′(x0, y0)]
−1 · Φ′(u0, v0) (3.57)

Os cálculos são realizados nos pontos (x0, y0) e (u0, v0) satisfazendo

u0 + jv0 = G(jω0) = − 1

N(x0, y0)

De (3.53) tem-se que

∆x u
[

1 0
]
F ′(u0, v0) ·

[
∆u
∆v

]
(3.58)

∆y u
[

0 1
]
F ′(u0, v0) ·

[
∆u
∆v

]
(3.59)

De (3.52), (3.58) e (3.59) tem-se

|∆x| u ‖
[

1 0
]
· F ′(u0, v0)‖|G′(jω0)| |∆ω| (3.60)

|∆y| u ‖
[

0 1
]
· F ′(u0, v0)‖|G′(jω0)| |∆ω| (3.61)
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Sejam
ξ1 = ‖

[
1 0

]
· F ′(u0, v0)‖

ξ2 = ‖
[

0 1
]
· F ′(u0, v0)‖

|G′(jω0)| mede a influência da incerteza na frequência na resposta frequencial.
ξ1 e ξ2 medem a influência da incerteza na resposta frequencial ∆z na estimação de x
e y respectivamente. Tem-se então que as incertezas nas estimações dos parâmetros S
e J devido a uma incerteza ∆ω na medida da frequência são dadas por

∆S ≈ A0∆x (3.62)
∆J ≈ A0∆y (3.63)

com ∆x e ∆y dadas em (3.60) e (3.61).

Em resumo, as incertezas nas estimações devido às incertezas nas medidas da amplitude
e da frequência do sinal de controle u, podem ser estimadas pelas fórmulas (3.49)-(3.50)
e (3.62)-(3.63).

3.9 Conclusões

Conhecidos C(s), P (s), A0 e ω0, foram mostradas condições para a existência e uni-
cidade da solução para a obtenção dos parâmetros S e J do atrito e d da banda morta.
Um algorítmo numérico usando otimização foi proposto para obter os parâmetros. Os
casos de plantas com incertezas paramétricas foram abordados, sendo proposta meto-
dologia específica de solução. Também foi proposta uma metodologia para lidar com
casos onde o modelo do processo não é conhecido, permitindo que o método da FD
utilize apenas os dados de rotina da malha. Na Figura 3.11 é exibido o fluxograma do
algoritmo de quantificação do atrito pelo método da FD. Finalmente, foram discuti-
dos aspectos relacionados à medição de amplitude e frequência do sinal utilizado, bem
como o efeito de incertezas no algoritmo proposto.
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(Após a detecção de não linearidade e oscilação)

Importa dados
OP, PV, SP

Controlador
PI conhecido ?

Identifica PI

NS

Processo
conhecido ?

NS

Identifica ganho
K do processo

Resolve para S e J a Equação
     de Balanço Harmônico

obtendo como soluções
e

Figura 3.11: Fluxograma do algoritmo de quantificação do atrito pelo método da FD



Capítulo 4

Aplicações e análise do método

4.1 Introdução

O objetivo deste capítulo é aplicar e avaliar os algoritmos propostos em simulações
e processos reais. Nos processos simulados é possível avaliar os erros de estimação bem
como possíveis erros introduzidos pelo uso da função descritiva. Uma planta piloto é
utilizada com um modelo identificado via método da resposta ao degrau. As incerte-
zas presentes nos parâmetros do modelo são utilizadas para avaliar a metodologia de
quantificação aplicada a estas situações. Finalmente, os uso de dados reais da indústria
permite considerar as situações nas quais não há informações sobre o modelo e seus pa-
râmetros. Três malhas de controle são consideradas e o método proposto é comparado
com um método da literatura.

4.2 Simulações

O exemplos de simulação aqui tratados têm por objetivo ilustrar e avaliar o método
proposto. Como os modelos do processo são conhecidos bem como os parâmetros do
atrito, é possível verificar se a qualidade das estimativas decorrentes do método da
função descritiva. Um caso com a presença de banda morta e dois casos com atrito são
tratados a seguir.

4.2.1 Sistema integrador com controlador PI e presença de banda
morta

Considera-se aqui uma malha de controle não linear como a representada pelo dia-
grama de blocos da Figura 3.1. A não linearidade N é a banda morta de magnitude d,
o controlador C(s) e o processo P (s) são dados pelas seguintes funções de transferência
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C(s) =
0.5s+ 0.1

s
(4.1)

P (s) =
1

s(s+ 1)
. (4.2)

A tabela 4.1 mostra os resultados das estimações. d̂ é a banda morta estimada, ed(%) é o
erro percentual de estimação e A0 é a amplitude do sinal de controle. O formato da curva
negativo inverso da FD da banda morta não depende do parâmetro d, pois na expressão
da FD da banda morta o parâmetro sempre aparece na forma d/A. A consequência mais
importante deste fato é que o parâmetro d influencia na amplitude da oscilação mas,
como o formato da curva não se altera, o ponto de interseção com o gráfico de Nyquist
da parte linear G(s) = C(s)P (s) não muda e portanto a frequência da oscilação devido
a banda morta também não muda. Nestas simulações a frequência medida do sinal de
controle foi de ω0 = 0.2701 rad/s. Como a parte linear G(s) é conhecida, é possível
determinar graficamente o ponto de interseção do gráfico de Nyquist de G(s) com a
curva negativo inverso da FD da banda morta e a frequência ωi correspondente a esta
interseção (Figura 4.1). Se a FD for uma boa aproximação para a não-linearidade então
ωi deve estar próxima de ω0. De fato, nestas simulações, ωi = 0.2854 rad/s e portanto
a variação percentual de ω0 com relação a ωi foi de 5.36%. Este pequeno valor confirma
que a FD neste caso, é uma boa aproximação para as estimações da banda morta.

Tabela 4.1: Estimações da banda morta

d(%) d̂ ed(%) A0

5 4.91 1.8830 3.95
10 9.81 1.8833 7.90
20 19.62 1.8829 15.80
30 29.44 1.8825 23.70
40 39.25 1.8823 31.60
50 49.06 1.8821 39.50
60 58.87 1.8820 47.40
70 68.68 1.8819 55.31
80 78.49 1.8818 63.21
90 88.31 1.8817 71.11
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Figura 4.1: Gráfico de Nyquist de G e a curva negativo inverso da FD da banda morta

As Figuras 4.2(a), 4.2(b), 4.2(c) exibem os sinais de controle u e saída do processo
y nos casos d = 5%, 50% e 90% respectivamente. Verifica-se que em todos os casos
o sinal de controle é aproximadamente senoidal o que justifica as boas estimativas do
método da FD, pois neste caso a FD é uma boa aproximação para a não-linearidade
banda morta.
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(a) d = 5%

u

y

t

(b) d = 50%

u

y

t

(c) d = 90%

Figura 4.2: Sinais u(t) e y(t) para d = 5%, 50% e 90%

4.2.2 Sistema integrador com controlador PI e presença de atrito

Considera-se aqui uma malha de controle não-linear na qual as funções de transfe-
rência do controlador C(s) e do processo integrador P (s) são dadas por
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C(s) =
0.5s+ 0.05

s
(4.3)

P (s) =
1

s(s+ 1)
(4.4)

para simular uma válvula com atrito é utilizado o modelo a dois parâmetros de atrito
(Choudhury et al. [2005]). Este modelo requer apenas o sinal de controle e as especifi-
cações do parâmetro S (banda morta + banda de travamento) e do parâmetro J (salto
de escorregamento).

A Tabela 4.2 mostra o resultado das estimações dos parâmetros Ŝ e Ĵ do atrito. Ŝ e
Ĵ são os parâmetros estimados, eS e eJ são os êrros percentuais de estimação. A e ω
são respectivamente a amplitude e a frequência do sinal de controle. Usando S, J e
G(s) = C(s)P (s) foi possível prever a amplitude Ai e a frequência ωi da oscilação do
sinal de controle pelo método da FD. Estes valores foram comparados com a amplitude
e a frequência medidas e as variações percentuais eA(%) e eω(%) foram calculadas e
exibidas na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Resultado das estimações dos parâmetros do atrito

S Ŝ eS(%) J Ĵ eJ(%) A Ai eA(%) ω ωi eω(%)
10.0 9.3271 6.7290 0.5 0.0001 99.9743 5.9847 6.3839 6.2532 0.1555 0.1785 12.8917
10.0 8.8338 11.6624 1.0 0.0001 99.9910 5.7671 6.1342 5.9841 0.1643 0.1849 11.1478
10.0 9.4838 5.1622 2.0 1.6698 16.5081 5.5649 5.8111 4.2374 0.2035 0.2112 3.6634
10.0 9.7684 2.3159 3.0 3.0266 0.8858 5.5179 5.6661 2.6159 0.2553 0.2519 1.3498
10.0 9.8797 1.2028 4.0 4.2008 5.0192 5.5200 5.5937 1.3158 0.3084 0.2972 3.7824
10.0 9.9337 0.6632 5.0 5.3017 6.0338 5.5406 5.5824 0.7481 0.3598 0.3448 4.3345
10.0 9.9617 0.3833 6.0 6.3632 6.0539 5.5696 5.5849 0.2732 0.4086 0.3920 4.2484
10.0 9.9763 0.2374 7.0 7.4011 5.7303 5.6029 5.6136 0.1920 0.4547 0.4377 3.8938
10.0 9.9836 0.1645 8.0 8.4239 5.2987 5.6383 5.6474 0.1612 0.4983 0.4815 3.4848
10.0 9.9877 0.1231 9.0 9.4376 4.8619 5.6753 5.6661 0.1617 0.5396 0.5233 3.1058

Nas Figuras 4.3(a) e 4.3(b) são exibidos os sinais de controle u e saída y para
S = 10, J = 0.5 (Figura 4.3(a)) e S = 10, J = 5 (Figura 4.3(b)). Verifica-se claramente
que o sinal u da simulação com S = 10, J = 0.5 é mais distorcido com relação a uma
senóide do que o sinal u da simulação com S = 10, J = 5 que é mais próximo de uma
senóide. No entanto, esta não é a principal razão da qualidade inferior da estimação
nos casos J = 0.5 e J = 1.0.
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Figura 4.3: Sinais u(t) e y(t) para S = 10; J = 0.5, J = 5

Como mostrado na Tabela 4.2, o algoritmo estima o parâmetro S com erro percen-
tual eS inferior a 11.7% em todos os casos. Para J = 0.5 e J = 1.0 o algoritmo estima
o parâmetro J com erro muito alto. Este comportamento é devido à proximidade entre
a resposta frequencial G(jω) e a curva negativo inverso da FD do atrito com J = 0 (ou
seja, banda morta pura) (Figura 4.4).
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Figura 4.4: Gráfico de Nyquist de G(s) e curvas negativo inverso da FD do atrito

A região no plano complexo nas proximidades da curva negativo inverso da FD da
banda morta (Figura 4.4) é uma região de alta sensibilidade à estimação dos parâmetros
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do atrito pelo método da FD. Como se verifica na Tabela 4.2, a estimação do parâmetro
J é muito mais sensível que a do parâmetro S para valores de J próximos de zero, ou
seja, em situações onde a resposta frequencial G(jω0) está próxima da curva negativo
inverso da FD da banda morta que faz parte da fronteira da região de atrito S. O
algoritmo numérico usado neste trabalho para resolução da equação 3.9 é um algoritmo
de ponto interior como dito na seção 3.4.1, portanto o desempenho do algoritmo é
afetado para estimações próximas da fronteira e em geral o algoritmo não funciona na
fronteira. Para avaliar a capacidade de estimação do algoritmo próximo da fronteira,
considerou-se uma sequência (zk) ∈ S de respostas frequenciais no interior da região
de atrito, com zk se aproximando da curva negativo inverso da FD da banda morta, e
pontos (xk, yk) ∈ T na região triangular T tais que

zk =
−1

N(xk, yk)
, =̨1, . . . , n.

Para cada zk o algoritmo de estimação estimou (x̂k, ŷk), e em seguida os erros per-
centuais de estimação ex(%) e ey(%) foram calculados. Na Figura 4.5 são exibidos os
gráficos de ex(%) e ey(%) em função de yk. Nota-se que yk próximo de zero significa
zk próximo da curva negativo inverso da FD da banda morta e portanto próximo da
fronteira da região de atrito S.

yk

yk

e x
(%
)

e y
(%
)

Figura 4.5: Gráficos de ∆S e ∆J

Como mostrado na Figura 4.5 a sensibilidade do algoritmo próximo da fronteira (yk
próximo de 0), afeta muito mais a estimação de y do que a de x, visto que ex(%) < 0.4
e ey(%) > 100 para yk próximo de zero . Isto justifica o maior êrro na estimação do
parâmetro J para valores pequenos deste parâmetro como ficou evidente nos resultados
das estimações exibidos na Tabela 4.2.
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4.2.3 Sistema de primeira ordem e tempo morto com controla-
dor PI e presença de atrito

As funções de transferência do controlador e do processo são dadas por

C(s) =
s+ 2

s
(4.5)

P (s) =
1

s+ 1
e−0.2s (4.6)

a válvula com atrito foi representado, como no caso anterior, pelo modelo a dois parâme-
tros de atrito (Choudhury et al. [2005]). Os parâmetros do atrito usados na simulação
foram S = 10, J = 0.5, 1.0, · · · , 9.0. A Figura 4.6 mostra o gráfico de Nyquist da parte
linear G(s) = C(s)P (s) e a curva negativo inverso da FD do atrito para os parâmetros
S = 10 e J utilizados.

G(jω)

Curva FD da banda morta

J=0.5

J=1

J=2

J=9

J=0

Figura 4.6: Gráfico de Nyquist de G(s) e curvas negativo inverso da FD do atrito

Verifica-se na Figura 4.6 que o gráfico de Nyquist de G(s) permanece distante da
curva negativo inverso da FD da banda morta. Pela análise de sensibilidade desenvol-
vida na seção 4.2.2 teremos neste exemplo boas estimações de S e J . Isto é confirmado
nos resultados das estimações mostrados na Tabela 4.3, onde os parâmetros são esti-
mados com erros percentuais inferiores a 13.4% em todas as simulações.
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Tabela 4.3: Estimações dos parâmetros do atrito

S Ŝ eS(%) J Ĵ eJ(%) A ω
10.0 9.9747 0.2531 0.5 0.5670 13.4025 5.0013 0.1502
10.0 9.9058 0.9416 1.0 1.0598 5.9799 5.0026 0.2865
10.0 9.7123 2.8767 2.0 1.9580 2.0991 5.0052 0.5248
10.0 9.5203 4.7969 3.0 2.8471 5.0964 5.0077 0.7292
10.0 9.3577 6.4228 4.0 3.7722 5.6953 5.0098 0.9123
10.0 9.2241 7.7589 5.0 4.7386 5.2285 5.0120 1.0819
10.0 9.1120 8.8796 6.0 5.7434 4.2764 5.0138 1.2431
10.0 9.0165 9.8349 7.0 6.7837 3.0897 5.0162 1.3990
10.0 8.9310 10.6899 8.0 7.8436 1.9553 5.0178 1.5504
10.0 8.8536 11.4643 9.0 8.9319 0.7564 5.0202 1.7001

Nas Figuras 4.7(a) e 4.7(b) são exibidos os sinais de controle u e saída y para
S = 10, J = 0.5 (Figura 4.7(a)) e S = 10, J = 5 (Figura 4.7(b)). Verifica-se que
no caso S = 10, J = 0.5 o sinal de controle é bem triangular e no outro caso, um
pouco mais suave, mas em ambos casos o sinal de controle não é tão bem aproximado
por uma senóide como ocorreu nas outras simulações. Apesar disso, a qualidade das
estimações foram muito boas. Isto confirma que no método da FD o sinal de entrada
da não-linearidade ser próximo de uma senóide é apenas uma condição suficiente para
uma boa estimação.
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(b) S = 10, J = 9

Figura 4.7: Sinais u(t) e y(t) para S = 10; J = 0.5, J = 9
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4.3 Processos com incertezas

Nesta seção considera-se uma simulação de um sistema com processo incerto de
primeira ordem e tempo morto e uma planta piloto com uma malha de vazão com
válvula de controle com níveis conhecidos de atrito. Nos dois casos, é aplicada a meto-
dologia de quantificação do atrito no caso de processos com incertezas desenvolvida na
seção 4.2.3, com o uso da Teoria de Kharitonov para lidar com funções de transferência
intervalares.

4.3.1 Quantificação do atrito em sistema com processo de pri-
meira ordem e incerteza no tempo morto

Considera-se aqui a mesma malha de controle da seção 4.2.3 mas com o processo
com incerteza paramétrica no tempo morto. Deseja-se com isto estimar os intervalos de
estimações dos parâmetros S e J do modelo de atrito, e assim determinar a influência
da incerteza no tempo morto na quantificação do atrito. O sistema foi simulado com
os parâmetros do atrito S = 10, J = 4 como exibidos na 6a linha da tabela 4.3.

Considerando-se uma aproximação de Padé de ordem (1,1) para a exponencial do tempo
morto, tem-se

P (s) =
1

s+ 1
e−θs ≈ 1

(s+ 1)

(2− θs)
(2 + θs)

=
2− θs

θs2 + (2 + θ)s+ 2
(4.7)

A parte linear G(s) com o controlador C(s) dado na equação (4.5) é aproximada por

G(s) ≈ C(s)P (s) =
−θs2 + 2(1− θ)s+ 4

θs3 + (2 + θ)s2 + 2s
(4.8)

Considera-se aqui três níveis de incerteza no tempo morto: ∆θ = 10%, 50% e 100%.

1. Caso 1. ∆θ = 10%

A parte linear é representada pela função de transferência intervalar

G(s) =
[−0.22, −0.18]s2 + [1.56, 1.64]s+ 4

[0.18, 0.22]s3 + [2.18, 2.22]s2 + 2s
(4.9)

O algoritmo de quantificação resultou nos seguintes intervalos de parâmetros:

IS = [9.30, 9.41], IJ = [3.70, 3.84]
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2. Caso 2. ∆θ = 50%

A parte linear é representada pela função de transferência intervalar

G(s) =
[−0.3, −0.1]s2 + [1.4, 1.8]s+ 4

[0.1, 0.3]s3 + [2.1, 2.3]s2 + 2s
(4.10)

O algoritmo de quantificação resultou nos seguintes intervalos de parâmetros:

IS = [9.06, 9.59], IJ = [3.41, 4.11]

Na Figura 4.8 é exibido o conjunto resposta frequencial da parte linear corres-
pondente a 50% de incerteza no tempo morto. As curvas em vermelho são curvas
negativo inverso da FD do atrito correspondentes aos valores extremos dos parâ-
metros S e J. As curvas em azul são os gráficos de Nyquist extremais correspon-
dentes a tempo morto de 0.1 s e 0.3 s. Multiplicando estes valores pela frequência
de oscilação (0.9123 rad/s), obtem-se atrasos de 0.0912 rad (5.23 graus) e 0.2737
rad (15.68 graus) respectivamente. Assim, a variação do atraso depende direta-
mente da frequência de oscilação, esta quanto mais alta maior será a variação
no atraso, e também da incerteza. Segue-se que baixas frequências de oscilação,
comuns em caso de atrito, tendem a produzir pequenos erros devido a incerteza
do tempo morto.

(S=9.6, J=4.1)

(S=9.1, J=3.4)

Figura 4.8: Conjunto resposta frequencial correspondente a 50% de incerteza no tempo morto



4. Aplicações e análise do método 81

4.3.2 Planta piloto

Considera-se uma planta piloto de uma malha de vazão contendo uma válvula com
atrito. A função de transferência do processo possui incertezas paramétricas proveni-
entes do processo de identificação, desta forma, o modelo do processo é representado
por uma função de transferência intervalar e a metodologia desenvolvida na seção 3.5
é aplicada neste caso para obter os intervalos de estimações IS e IJ dos parâmetros S
e J do atrito. Como o atrito foi quantificado através da aplicação de sinais em malha
aberta, a comparação dos valores estimados com os medidos é possível.

Na Figura 4.7(a) é mostrado o diagrama da malha de controle de vazão, em 4.7(b) é
mostrada a válvula de controle e em 4.7(c) é detalhada a haste da válvula com a porca
da gaxeta na parte inferior da haste. O atrito foi introduzido no sistema apertando a
porca da gaxeta. O transmissor de vazão e o transdutor I/P trabalham na faixa de
4 − 20 mA. O controlador industrial CompactRIO da National Instruments foi usado
para controlar e monitorar todos os sinais na planta piloto.

Figura 4.9: Planta piloto

A função de transferência do controlador é dada por

C(s) =
0.6484 s+ 1.733

s
(4.11)

Os parâmetros da função de transferência do processo foram identificados através de
testes de resposta ao degrau aplicados a planta. O procedimento de identificação foi
reproduzido algumas vezes e introduziu uma incerteza de 10% nos parâmetros do pro-
cesso, de modo que o modelo do mesmo é representado pela função de transferência
intervalar



4. Aplicações e análise do método 82

P(s) =
[1.3878, 1.6962]

[0.3369, 0.4117]s+ 1
(4.12)

Estimação dos intervalos dos parâmetros de atrito

A função de transferência da parte linear G(s) = C(s)P (s) é representada pela
função de transferência intervalar dada pelo produto das funções (4.11) e (4.12)

G(s) =
[0.8998, 1.0998]s+ [2.4051, 2.9395]

[0.3369, 0.4117]s2 + s
(4.13)

Os sinais OP , PV e SP foram obtidos com a malha em operação e são exibidos na
Figura 4.10(a)

OP

PV

t

SP

(a) OP, PV e SP

S=12.2

P
V
(%
)

OP(%)

(b) OP × PV

Figura 4.10: Sinais da planta piloto

Os dados foram amostrados com um período Ts = 0.2 s. A amplitude e a frequên-
cia medidas de OP valem respectivamente A0 = 5.95 e ω0 = 0.28 rad/s. Usando a
metodologia descrita na seção 3.5 obtem-se os intervalos de estimação

IS = [minSi, maxSi] = [12.502, 12.506]

IJ = [min Ji, max Ji] = [1.01, 1.23]
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O conjunto resposta frequencial G(jω0) associado à função de transferência inter-
valar G(s) é exibido na Figura 4.11. Γ1 denota a curva negativo inverso da FD da
banda morta, e Γ2 denota a curva negativo inverso da FD do atrito com S = J . Duas
curvas negativo inverso da FD do atrito correspondentes aos valores máximo e mínimo
do parâmetro J são também exibidas.

Os vértices do conjunto resposta frequencial G(jω0) foram calculados usando a
RPC Toolbox (Bhattacharyya et al. [1995]) do MATLAB R©

Região de atrito

Eixo Real

E
ix

o
 I
m

a
g

in
á

ri
o

G (jω0)

Γ1

Γ2

S=12.51
J=1.23

S=12.51
J=1.01

Figura 4.11: Conjunto resposta frequencial de G(s) e curvas negativo inverso da FD do
atrito

O valor do parâmetro S foi estimado usando o método da elipse, produzindo S =
12.2% conforme mostra a Figura 4.10(b). O valor de J foi estimado usando testes em
malha aberta; a pressão na válvula foi aumentada suavemente até ocorrer o salto de
escorregamento, usando um sensor de posição instalado na haste da válvula, o salto
foi medido e reportado como sendo o parâmetro J , produzindo J = 1.2%. Estes dados
confirmam as boas estimativas dos parâmetros do atrito obtidas pelo método da FD
neste caso do processo com incertezas.

4.4 Aplicação a dados reais de processos da indústria

Nesta seção é ilustrada a aplicação do algoritmo de estimação do atrito baseado no
método da FD em três malhas de controle industriais. Diferentemente dos outros casos,
o modelo do processo e do controlador não são conhecidos, sendo para eles aplicada
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a metodologia desenvolvida na seção 3.6. Também não são conhecidos os parâmetros
S e J do atrito: sabe-se apenas que são malhas cuja oscilação é devido ao atrito, pois
algoritmos para efetuar a detecção foram aplicados a eles em (Ordys et al. [2007]). Estes
dados foram gentilmente cedidos pelo autor do Capítulo 7 desta referência. Como o
método de busca em grade, descrito na seção 1.4.2, permite realizar a estimação destes
parâmetros, ele foi aqui utilizado para fins de comparação.

4.4.1 Malha de vazão 1

A Figura 4.12(a) exibe os sinais OP, PV e SP da malha, a amplitude e a frequência
medidas de OP foram respectivamente A = 2.5 e ω = 0.0175 rad/s. Os dados foram
amostrados com um período Ts = 1 s.

SP

PV

OP

t

(a) OP, PV e SP

PV

OP

(b) OP × PV

Figura 4.12: Sinais da malha de vazão 1

A função de transferência do controlador PI foi identificada em malha fechada conforme
descrito na seção 3.6. Neste procedimento os primeiros dois terços dos dados foram
usados para identificação e o terço restante para validação. Foi usado para identificação
um modelo ARX cuja estrutura é

y(k) =
B(q)

A(q)
u(k) +

1

A(q)
ν(k) (4.14)

com A(q) = 1− q−1 e B(q) = 0.1465− 0.1384q−1. Este modelo permite extrair direta-
mente os parâmetros do controlador PI.
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Da equação (4.14), usando o tempo de amostragem de 1s, pode-se obter a FT do
controlador PI no tempo contínuo

C(s) = 0.1465

(
1 +

1

18.13s

)
(4.15)

Na Figura 4.13 são exibidas a saída medida e a estimada do controlador, o índice de
ajuste das curvas (fit) foi de 74.6% o que confirma uma boa identificação do mesmo.

Figura 4.13: Validação do controlador identificado

O ganho estimado do processo conforme a seção 3.6 foi K = 2.3. Usando K e os
parâmetros do controlador Kp = 0.1465 e Ti = 18.13 na equação (3.39) obtem-se

G(s) =
0.019

s
(4.16)

Com estes dados o algoritmo de quantificação do atrito baseado na FD produziu as
estimações SFD = 5.4 e JFD = 4.6.

Tendo estimado os parâmetros do atrito pelo método proposto, faremos agora sua
comparação com o método de busca em grade (MBG) descrito na seção 1.4.2. O espaço
de busca é {(S, J); 0 ≤ J ≤ S, 0 ≤ S ≤ 5.2} e passo 0.1 para ambas variáveis, com isto
o MBG produziu SMBG = 4.6 e JMBG = 3.6.

Um modelo ARMAX, como sugerido em (Choudhury et al. [2008a]) foi utilizado para
identificar o modelo do processo, sendo dado por
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y(k) =
B(q)

A(q)
u(k) +

C(q)

A(q)
ν(k)

O menor erro quadrático foi obtido com o modelo dado por

A(q) = 1 + 0.1484q−1 − 0.2377q−2 − 0.5736q−3 − 0.7202q−4 + 0.4074q−5

B(q) = 0.07136q−1 + 0.063q−2 + 0.009796q−3 − 0.004205q−4 − 0.0169q−5

C(q) = 1− 0.01214q−1 − 0.3558q−2 − 0.5165q−3 − 0.5942q−4 + 0.5655q−5

No espaço de busca, considerou-se todos os pares ordenados (S, J), com S variando de
0 a 5.2 com passo 0.1 e, para cada Sk, variou-se o J de 0 até Sk. Um índice I foi usado
para contar todos os pares ordenados desta forma e, este mesmo índice enumerou os
parâmetros da grade. Na Figura 4.14 são exibidos os gráficos do erro médio quadrático
eI e dos parâmetros SI , JI em função do índice I. O índice correspondente ao erro
mínimo foi I = 1118.

I

I

Figura 4.14: Erro médio quadrático e os parâmetros S e J da grade

Observações sobre o MBG

• O MBG utiliza o modelo a dois parâmetros de atrito (Choudhury et al. [2005]),
que nem sempre reproduz o comportamento dinâmico de uma válvula com atrito
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(Garcia [2008]). A solução apresentada neste trabalho foi filtrar o sinal OP de
entrada na não-linearidade com um filtro passa baixas com uma frequência de
corte da ordem de 8 a 20 vezes a frequência de oscilação medida proveniente do
atrito. O algoritmo MBG exibe sensibilidade com relação à frequência de corte do
filtro, assim vários testes devem ser feitos para a escolha da frequência de corte
do filtro.

• Valores de S na grade superiores ao dobro da amplitude do sinal de entrada OP
não produzem oscilação na saída da não-linearidade causando um erro médio
quadrático elevado.

• Modelos ARMAX de ordens mais altas foram utilizados pois tais modelos são mais
adequados a plantas com distúrbios externos não medidos e erros de modelagem
(Srinivasan et al. [2005b]). Verificou-se também que as estimações do atrito são
sensíveis a ordem do modelo ARMAX usado.

• O tempo consumido pelo algoritmo MBG para estimar os parâmetros neste caso
foi de 397 s. A máquina utilizada foi um PC com processador Intel Core 2 Duo
2.66 GHz e 2 GB RAM.

4.4.2 Malha de vazão 2

As figuras 4.15(a) e 4.15(b) exibem os sinais OP, PV e SP da malha e o gráfico
OP×PV . As medidas de amplitude e frequência de OP , foram respectivamente A = 1.6
e ω = 0.15 rad/s. Os dados foram amostrados com um período Ts = 1 s.

SP

PV

OP

t

(a) OP, PV e SP

OP

PV

(b) OP × PV

Figura 4.15: Sinais da malha de vazão 2
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Como no caso anterior, aqui foi usado para identificação do controlador um modelo
ARX cuja estrutura é

y(k) =
B(q)

A(q)
u(k) +

1

A(q)
ν(k) (4.17)

os polinômios identificados foram: A(q) = 1− q−1 e B(q) = 0.05147− 0.01504q−1

A função de transferência estimada é

C(s) = 0.0515

(
1 +

1

1.41s

)
(4.18)

Na Figura 4.16 são exibidas a saída medida e a estimada do controlador, o índice de
ajuste das curvas (fit) foi de 98.9% o que confirma uma boa identificação do mesmo.

Figura 4.16: Validação do controlador identificado

O ganho estimado do processo foi K = 7.10. Substituindo este ganho e os parâmetros
do controlador na fórmula (3.39) produziu-se a seguinte parte linear

G(s) =
0.26

s
(4.19)

O algoritmo de quantificação do atrito baseado na FD produziu as estimações
SFD = 3.6 e JFD = 1.6.
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O MBG com o espaço de busca {(S, J); 0 ≤ J ≤ S, 0 ≤ S ≤ 3.2} e passo 0.1 para
ambas variáveis, produziu as estimações SMBG = 2.1 e JMBG = 0.6.

O modelo ARMAX do processo estimado que resultou em menor erro médio quadrático
entre a PV medida e a estimada foi

y(k) =
B(q)

A(q)
u(k) +

C(q)

A(q)
ν(k)

com,

A(q) = 1− 1.789q−1 + 1.378q−2− 0.4342q−3

B(q) = 0.8755q−1 + 0.06274q−2 + 0.04772q−3

C(q) = 1− 1.039q−1 + 0.5883q−2 + 0.05795q−3

Na Figura 4.17 são exibidos os gráficos do erro médio quadrático eI e dos parâmetros
SI , JI em função do índice I. O índice correspondente ao erro mínimo foi I = 238.

Figura 4.17: Erro médio quadrático e os parâmetros S e J da grade
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4.4.3 Malha de vazão 3

Esta é uma malha de vazão com referência variável como mostrado na Figura
4.18(a), fazendo com que o sinal de controle OP não possua uma oscilação regular.
Um algoritmo de detecção de oscilação detecta a frequência correspondente a não line-
aridade e um filtro passa-altas é usado para obter um sinal com oscilação mais regular.
Após isto a amplitude e a frequência de OP são medidas: A = 1.6 e
ω = 0.006 rad/s. Os dados foram amostrados com um período Ts = 10 s.

SP

PV

OP

t

(a) OP, PV e SP

PV

OP

(b) OP × PV

Figura 4.18: Sinais da malha de vazão 3

Identificação do controlador usando modelo ARX

y(k) =
B(q)

A(q)
u(k) +

1

A(q)
ν(k) (4.20)

os polinômios identificados foram: A(q) = 1− q−1 e B(q) = 0.01169− 0.00905q−1

A função de transferência do controlador PI estimada foi

C(s) = 0.0117

(
1 +

1

44.1s

)
(4.21)

Na Figura 4.19 são exibidas a saída medida e a estimada do controlador, o índice de
ajuste das curvas (fit) foi de 79.1% o que confirma uma boa identificação do mesmo.
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Figura 4.19: Validação do controlador identificado

o ganho estimado do processo foi K = 22.8. Com estes dados na equação (3.39), tem-se
que a parte linear é dada por

G(s) =
0.006

s
(4.22)

O algoritmo de quantificação do atrito baseado na FD resultou em
SFD = 2.5 e JFD = 2.3.

O MBG com o espaço de busca {(S, J); 0 ≤ J ≤ S, 0 ≤ S ≤ 4} e passo 0.1 para ambas
variáveis, produziu as estimações SMBG = 1.9 e JMBG = 1.2.

O modelo ARMAX do processo estimado que resultou em menor erro médio quadrático
entre a PV medida e a estimada foi

y(k) =
B(q)

A(q)
u(k) +

C(q)

A(q)
ν(k)

com,

A(q) = 1− 1.87q−1 + 0.8156q−2 + 0.9039q−3 − 1.398q−4 + 0.5798q−5

B(q) = 1.641q−1 − 1.071q−2 + 0.3863q−3 + 0.002454q−4 − 0.06426q−5

C(q) = 1− 2.096q−1 + 1.073q−2 + 0.9105q−3 − 1.447q−4 + 0.5666q−5

Na Figura 4.20 são exibidos os gráficos do erro médio quadrático ei e dos parâmetros
Si, Ji em função do índice i. O índice correspondente ao erro mínimo foi i = 203.
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Figura 4.20: Erro médio quadrático e os parâmetros S e J da grade

4.4.4 Resumo das estimações do atrito nos casos da indústria
e conclusões

A Tabela 4.4 resume os resultados das estimações pelo método da FD e pelo MBG.

Tabela 4.4: Quantificação do atrito pelos métodos da FD e MBG

Malha SFD JFD SMBG JMBG

1 5.4 4.6 4.6 3.6
2 3.6 1.6 2.1 0.6
3 2.5 2.3 1.9 1.2

O parâmetro S estimado pelo método proposto foi maior em todos os casos, o que é
esperado uma vez que para estas situações ele é aproximado pelo diâmetro máximo
horizontal da elipse que melhor se ajusta aos dados do gráfico OP × PV , que tende a
sobre-estimá-lo.

O valor estimado para J também foi maior em todos os casos. Da equação (3.41)
observa-se que o parâmetro mais difícil de obter é o ganho K do processo, o qual
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requer análises adicionais. De qualquer forma, nestes dados provenientes da indústria
os parâmetros de atrito não são conhecidos, e o que se observa é que os dois métodos
apresentam estimações coerentes.

As estimações do atrito fornecidas pelo MBG exibem alta sensibilidade a fatores tais
como o modelo ARMAX usado e também a ordem do filtro usado para filtrar os
dados OP e/ou PV . O MBG devido ao fato de realizar várias identificações, tantas
quanto forem a quantidades de pontos do espaço de pesquisa, consome muito tempo
computacional. Por outro lado, o método da FD é de fácil implementação e estima os
parâmetros do atrito num tempo desprezível se comparado ao tempo gasto pelo MBG.



Capítulo 5

Conclusões e trabalhos futuros

5.1 Conclusões

Neste trabalho foi apresentada uma nova metodologia para a estimação de não-
linearidades em malhas de controle baseado no método da função descritiva (FD). O
método da FD foi originalmente proposto para prever a existência de ciclos limite, e
estimar a amplitude e a frequência destes. Neste trabalho o método da FD é utilizado
para quantificar a banda morta e o atrito estático em válvulas de controle. Embora
o método tenha sido aplicado a malhas com válvulas de controle, sua generalização é
possível para malhas de controle nas quais o atrito seja produzido por outros equipa-
mentos mecânicos. Também são possíveis generalizações para quantificação de outros
tipos de não-linearidades que causam oscilações em malhas de controle, bastando que
as não-linearidades admitam uma FD em termos de funções elementares dependendo
de um ou dois parâmetros.

A metodologia de quantificação da banda morta e do atrito desenvolvida neste tra-
balho, originalmente requer as medidas de amplitude e frequência do sinal de controle,
bem como a função de transferência da parte linear da malha. A metodologia foi es-
tendida para o caso de conhecimento com incertezas da parte linear, muito útil em
situações em que é possível identificar o processo por técnicas usuais de identificação
de sistemas nas quais os parâmetros estimados são apresentados com incertezas.

No caso particular, e abundante na indústria, de processos de primeira ordem com
ou sem atraso, a parte linear pode ser aproximada por uma função de transferência
com parâmetros que podem ser facilmente identificados, e neste caso, o algoritmo de
quantificação adquire uma forma simplificada com fórmulas simples e explícitas dos
parâmetros a serem estimados. Isto resulta em um procedimento não invasivo, compu-
tacionalmente leve e rápido em contraste com outras metodologias de quantificação,
por exemplo baseadas em busca em grade e otimização, que são mais complexas e
consomem mais recursos computacionais.

Também foi feito um estudo, baseado em simulações, acerca da sensibilidade do
método a incertezas nas medidas.
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A aplicabilidade e a eficácia do algoritmo de estimação foram comprovadas em
várias simulações, numa planta piloto com processo com incertezas e em três casos de
malhas reais industriais usando apenas os sinais de rotina disponíveis.

5.2 Trabalhos futuros

• Margens de erros de predição da amplitude e da frequência no caso de FDs de
modelos de atrito.

Resultados rigorosos sobre margens de erros de predição da amplitude e da
frequência de ciclos limites para não linearidades que modelam o atrito não são
conhecidos até o presente momento pelo autor. Estes resultados já são conheci-
dos a algum tempo apenas para não linearidades de inclinação limitada. Uma
proposta seria a obtenção de margens de erros de predição da função descritiva
obtida para o modelo de atrito a dois parâmetros utilizada neste trabalho.

• Análise desta metodologia para outros modelos de atrito

Verificar a que modelos de atrito, além do modelo a dois parâmetros utilizados,
esta FD produz boas estimativas

• Obtenção de outras metodologias para o caso de modelo desconhecido do pro-
cesso.
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Apêndice A

Simplificação da FD do modelo a dois
parâmetros de atrito

Partindo do gráfico entrada versus saída (assinatura) da não linearidade modelo a
dois parâmetros de atrito Figura 1.4, os autores em Choudhury et al. [2008b] deduziram
a expressão da FD desta não-linearidade

N(S, J,A) = X(S, J,A) + iY (S, J,A),

com

X(S, J,A) = − 1

πA

[
k
A

2
sin(2φ)− 2kA cos(φ)− kA

(π
2

+ φ
)

+ (A.1)

+2k(S − J) cos(φ)]

Y (S, J,A) =
1

πA

[
−3k

A

2
+ k

A

2
cos(2φ) + 2kA sin(φ)− 2k(S − J) sin(φ)

]
(A.2)

φ = arcsin

(
A− S
A

)
(A.3)

Na expressão acima da FD do atrito não é óbvio que fazendo J = 0 se obtém a
FD da banda morta (2.10)-(2.11). Com algumas manipulações algébricas decorrentes
da aplicação de algumas identidades trigonométricas, chega-se numa expressão mais
simples para a FD do atrito com a vantagem de ser de verificação imediata o caso da
banda morta (J = 0). Com esta finalidade, considere as variáveis α, β e λ, definidas
por

α = k
A

2
sin(2φ)− 2kA cos(φ)− kA

(π
2

+ φ
)

+ 2k(S − J) cos(φ) (A.4)

β = −3k
A

2
+ k

A

2
cos(2φ) + 2kA sin(φ)− 2k(S − J) sin(φ) (A.5)

λ =
A− S
A

(A.6)
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Com isto e a aplicação de algumas identidades trigonométricas, tem-se as seguintes
equações:

φ = arcsinλ (A.7)
sinφ = λ (A.8)

cosφ =
√

1− λ2 (A.9)

sin 2φ = 2λ
√

1− λ2 (A.10)
cos 2φ = 1− 2λ2 (A.11)

substituindo estas identidades em α e β, tem-se

α = k
√

1− λ2 (λA− 2A+ 2(S − J))− kA
(

arcsinλ+
π

2

)
(A.12)

β = −kA− kAλ2 + 2kXmλ− 2k(S − J)λ (A.13)

Então,

N(S, J,A) = X(S, J,A) + iY (S, J,A) = − 1

πA
α + i

1

πA
β (A.14)

− 1
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(A.15)
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πA
β =
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π
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1− S
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)(
2− 2

A
(S − J)−

(
1− S

A

))
− 1

)
(A.16)

A constante k é a inclinação da saída relativamente à entrada na parte linear da
assinatura (Figura 1.4), para o caso de atrito em válvulas de controle com características
lineares assume-se k = 1 e este será o caso considerado em todo este trabalho. De
(A.14), (A.15) e (A.16), segue-se que a versão simplificada da FD do atrito com k = 1
é dada por

N(S, J,A) = X(S, J,A) + iY (S, J,A) (A.17)
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1

π
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π

2
+ arcsin
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+ 2
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(A.18)

Y (S, J,A) =
1
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−S
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+ 2

J

A
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1− S
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(A.19)
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Verifica-se facilmente que a FD do atrito ((A.17)-(A.19)) coincide com a da banda
morta dada pelas equações (2.10)-(2.11) quando J = 0 e S = d.



Apêndice B

O teorema da aplicação inversa no Rn

Se U e V são subconjuntos do espaço Rn, um homeomorfismo f : U → V é uma
aplicação contínua e invertível cuja inversa f−1 : V → U é também contínua. f : U → V
é um homeomorfismo local se todo ponto x ∈ U possui uma vizinhança Vx tal que f |Vx
é um homeomorfismo. Um difeomorfismo f : U → V é uma aplicação diferenciável e
invertível cuja inversa f−1 : V → U é também diferenciável. Se k ∈ N, uma aplicação
diferenciável f : U → V é de classe Ck se f é k-vezes derivável em U e a derivada
k-ésima fk é contínua.

Teorema B.0.1 (Aplicação Inversa). Seja f : U → Rn uma aplicação de classe
Ck (k ≥ 1) no conjunto aberto U ⊂ Rn. Se a ∈ U é tal que f ′(a) : Rn → Rn é
invertível (det f ′(a) 6= 0) então existe uma vizinhança Va de a em U tal que a restrição
f |Va é um difeomorfismo.
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