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Resumo

O péndulo invertido € um sistema mecanico subatuado, inerentemente instdvel em malha
aberta, de dindmica ndo linear, sendo uma referéncia cldssica para o estudo de problemas de
controle. A motivagdo por tras deste interesse € o crescente nimero de aplicacdes de posici-
onamento preciso em sistemas mecanicos. A aplicacdo de técnicas de controle sem levar em
consideragdo o atrito presente pode produzir ciclos limite. Neste trabalho, métodos de mode-
lagem, quantificacdo e compensacdo de atrito sao analisados e aplicados ao péndulo invertido.
Técnicas recentemente propostas na literatura sdo adaptadas para o sistema em estudo. Modelos
de atrito de Coulomb, Karnopp e LuGre sdo discutidos e sdo analisados métodos para obtengao
de seus parametros via identificacdo em malha aberta e em malha fechada e via quantificagdo a
partir do ajuste de elipses a dados de entrada versus saida. O atrito quantificado pelos diferentes
modelos sdao comparados. Estes modelos sdo utilizados para compensar o atrito presente no car-
rinho do péndulo. Os métodos de compensacdo ndo baseados em modelo denominados refor¢o
constante e knocker sdo também aplicados. Seus desempenhos sdo avaliados e comparados

usando trés indices de desempenho, através da aplicagdo a um péndulo real.



Abstract

The inverted pendulum is a mechanical system underactuated, inherently unstable in open-
loop, with nonlinear dynamics, being a classic benchmark for the study of control problems.
The motivation behind this interest is the growing number of precise positioning applications
in mechanical systems. The application of control techniques without taking into consideration
friction can produce limit cycles. In this work, methods for modeling, quantification and com-
pensation of friction are analyzed and applied to the inverted pendulum. Techniques recently
proposed in the literature are adapted to the system under study. Models of Coulomb, Karnopp
and LuGre are discussed and methods are analyzed to obtain the parameters via identification in
open loop and closed loop and quantification fitting ellipses to input versus output data. Friction
quantified via different models are compared. These models are used to compensate the friction
present in the cart of the pendulum. The non-model based methods of compensation called
continuous reinforcement and knocker are also applied. Their performances are evaluated and

compared using three performance indexes, through their application to a real pendulum.
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1 Introducao

O péndulo invertido € um problema cldssico, amplamente estudado para aplicacdes de téc-
nicas de controle, e serd aqui utilizado como plataforma de testes para os estudos do atrito
realizados nesse trabalho. Os resultados obtidos da andlise de métodos de modelagem, quanti-
ficacdo e compensacdo de atrito aplicados ao péndulo invertido podem ser aplicados a sistemas

mecanicos de mesma natureza.

1.1 Motivacao

O interesse no estudo dos efeitos do atrito em malhas de controle € devido ao mesmo estar
presente em todos os sistemas de controle envolvendo sistemas mecanicos. Sua presenca €
muitas vezes responsavel por erro em estado estaciondrio, oscilagdes indesejadas e desgaste
excessivo. E portanto importante para o engenheiro de controle compreender o fendmeno do
atrito e como lidar com ele. Nos dltimos anos vérios trabalhos tém abordado o problema de
identificacdo e compensacdo de atrito através de métodos cada vez mais sofisticados [2]. A
motivacao para isso € o crescente nimero de aplicagdes com o posicionamento de precisao em

sistemas mecanicos.

Em linhas gerais, o objetivo desse trabalho concentra-se em modelar, quantificar e compen-
sar o atrito presente no carrinho de um péndulo invertido. Para isso os modelos de Coulomb,
Karnopp e LuGre sdo discutidos e sdo analisados métodos para obtencdo de seus parametros via
identificacdo em malha aberta e em malha fechada e via quantificacdo a partir do ajuste de elip-
ses a dados de entrada e saida. Estes modelos sdo utilizados para compensar o atrito presente
no carrinho do péndulo. Os métodos de compensacdo niao baseados em modelo denominados

reforco constante e knocker sdo também aplicados.
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1.2 Revisao historica

O fendmeno do atrito vem sendo estudado desde o século XVI, quando Leonardo da Vinci
apresentou o primeiro modelo matemadtico para representd-lo. A literatura relacionada ao atrito
¢ muito dispersa e abordada por varias areas do conhecimento. Em 1994 uma extensa revisao
foi realizada no sentido de sintetizar a contribuicdo de centenas de artigos sobre o assunto
[1], é feita uma extensa discussdo sobre atrito, ferramentas de andlises e diferentes métodos
de compensacdo. Modelos sdo necessdrios para compensacao e melhora do desempenho de
sistemas de controle. Em [2] um grande nimero de modelos de atrito sd@o descritos e métodos

de compensac¢do sdo analisados e avaliados.

Atualmente, ha descrito na literatura técnicas nao invasivas utilizadas, sobretudo em val-
vulas de controle, para identificacdo de atrito. Em [8] foi proposto uma técnica onde o atrito
estatico € identificado ajustando uma elipse ao grafico da varidvel controlada (pv) em funcdo da
saida do controlador (op) para valvulas de controle. Em [9] foi adaptado para ser aplicado em
vdlvulas de controle, um método de identificacdo, no qual os parametros do modelo de atrito de

Karnopp, com excecdo do atrito estdtico, sdo estimados usando regressdo linear.

Compensadores ndo baseados em modelos surgiram visando simplificar o projeto dos com-
pensadores. Por ndo necessitarem de identificacdo de pardmetros e em alguns casos, ndo re-
querem conhecimento prévio da planta. Em [13] foi proposto o compensador knocker, em que
uma sequéncia de pulsos de baixa energia € adicionado na dire¢do da taxa de mudanca do sinal
de controle. Recentemente em [12] o compensador denominado reforco constante foi proposto

como alternativa ao knocker visando simplificar o projeto do compensador.

Uma maneira de compensar o atrito, consiste em utilizar um modelo de atrito para estimar
o atrito e somé-lo ao sinal de controle aplicado ao sistema. Na literatura diversos trabalhos
tém tratado o problema do atrito no péndulo invertido com esse tipo de abordagem. Em [3]
um compensador baseado no modelo dinamico de LuGre € aplicado a um péndulo invertido do
tipo Furuta. Os resultados obtidos sdo comparados com compensadores baseados em modelos
classicos de atrito. Em [4] uma versao modificada de primeira ordem do modelo dindmico de
Dahl € utilizada para a compensacao de atrito em um péndulo invertido duplo. Os resultados
obtidos sd@o comparados com técnicas de controle linear tradicionais. Em [5] o atrito € estimado
e compensado em um péndulo invertido. Para estimacdo de atrito € utilizado um observador
nao linear de ordem reduzida, e para sua compensacao apenas o efeito do atrito de Coulomb ¢é

considerado. O método e validado através de simulacdes e experimentos.

Em [6], o atrito é quantificado através de testes em malha aberta. O efeito de stick slip
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causado pelo atrito que geralmente € desconsiderado no projeto dos controladores € levado
em consideracdo, reduzindo a amplitude da oscilacdo na posi¢do do carrinho em um péndulo

invertido.

1.3 Estrutura do texto

O capitulo 2 trata da modelagem do péndulo invertido. Os modelos matematicos, ndo linear
e linearizado, sdo obtidos. Com isso € projetado um controlador via realimentacio de estados
para o péndulo invertido real. Sdo apresentados quatro modelos estaticos de atrito e um modelo

dindmico, suas principais caracteristicas, vantagens e desvantagens sdo discutidas.

A identifica¢do dos parametros dos modelos de atrito € feita no capitulo 3. Um algoritmo de
otimizacao nao linear € utilizado para estimar Fy, F,. e F,, em malha aberta. O método da elipse,
proposto em [8] com a contribuicdo sugerida em [10], € aplicado ao péndulo invertido para
obter em malha fechada os parametros Fy e F.. O método de identificacdo dos pardmetros do
modelo de Karnopp através de regressao linear, proposto por [11] para atuadores pneumaticos
e posteriormente adaptado por [9] para vélvulas de controle, é adaptado e aplicado ao péndulo

invertido.

Com os parametros dos modelos identificados, no capitulo 4 € possivel compensar o atrito
no péndulo invertido utilizando modelos de atrito. Trés modelos foram utilizados para tal:
Coulomb, Karnopp e LuGre. Como alternativa a compensacao baseada em modelos de atrito,

técnicas nao baseadas em modelo sd@o também aplicadas.

As principais conclusdes do trabalho s@o resumidas no capitulo 5.
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2 Pendulo invertido e modelos de atrito

O sistema experimental utilizado, produzido pela Quanser™ , consiste em um carrinho com
uma haste mével acoplada através de uma articulacao (Figura 2.1(a)). O carrinho move-se ho-
rizontalmente em um trilho e a haste mdvel por sua vez pode realizar movimento rotacional de
360° no plano vertical (Figura 2.1(b)). O carrinho consiste em uma base de aluminio impulsi-
onada por um motor CC de 400 W, trifdsico sem escova. A posicao do carrinho, assim como a
posicdo angular da haste sao medidos por encoders de quadratura, enquanto que a velocidade

linear e a velocidade angular sdo calculadas usando observadores de alto ganho.

O sistema fisico estd interligado a um ambiente de controle em tempo real (QuaRC) inte-
grado ao Matlab™/Simulink™ que permite seu controle € monitoramento. Uma biblioteca de

funcdes permite a interface entre as variaveis do ambiente Simulink e o sistema real.

(a) (b)

Figura 2.1: Péndulo invertido.
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2.1 Modelo matematico

O modelo matemético do péndulo invertido pode ser considerado como o conjunto de dois
submodelos: o modelo ndo linear do péndulo invertido e o modelo de atrito, agrupados con-
forme o diagrama de blocos da Figura 2.2. Onde i € a corrente aplicada ao motor CC, F, a
forca aplicada ao carrinho, 3 € a constante de conversao entre a corrente aplicada e a for¢a que
o motor CC fornecerd ao carrinho. x é o vetor de estados, onde x € a posi¢ao do carrinho, X a
velocidade do carrinho, © o angulo da haste, 9 a velocidade angular da haste e F,; a forca de

atrito em oposi¢do ao movimento do carrinho.

1

H Modelo de atrito :

i X :

1 1

1 1
. H _ 1 _ - A
t F; '+ Modelo ndo : X I:x’ 0, %, H:I

1 linear !

1

Figura 2.2: Modelo do péndulo invertido.

2.1.1 Modelo nao linear

No modelo ndo linear a forca aplicada ao carrinho € considerada como entrada do sistema e
a posi¢ao do carrinho e o angulo da haste sdo as saidas. Podemos obter o modelo ndo linear do
péndulo invertido aplicando a segunda lei de Newton ao centro de gravidade da haste (Figura

2.3(a)), na vertical obtemos

d2
V—mg= m-> (Lcos(0))
V =mg —mLcos (8) 6> — mLsen (6)0 (2.1)
e na horizontal
d2
H= m-m (x—Lsen(0))
H = mi+mLsen (0) > —mLcos (0) 8 (2.2)

tomando o momento sobre o centro de gravidade obtém-se a equacdo de torque

JO =VLsen(0) +HLcos(0) — F,pd, subst. VeH
(J+mL?) 0 = mLgsen(0) +mLcos(0)i — fu (2.3)
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Aplicando a segunda lei de Newton ao carrinho na direcdo horizontal (Figura 2.3(b)), temos

Mi=F,—F;—H, subst. H
(M +m)i = F,—mLsen (8) 0>+ mLcos (8)8 — F (2.4)

Combinado as equagdes (2.3) e (2.4), obtém-se o modelo matematico nao linear do péndulo

invertido
.. 1
0= Tz [mLgsen(0) +mLcos(0)x — fu] (2.5)
1 . y
k=g [F. —mLsen (0)6* +mLcos (0) 8 — F] (2.6)

onde m é a massa da haste, M a massa do carrinho, L a distancia do piv6 da haste até seu centro
de gravidade, g a aceleracdo da gravidade, f,; o atrito resistente a0 momento de rotacdo da
haste, Fy; a forca de atrito no carrinho, / o momento de inércia, V e H as componentes vertical
e horizontal da forca de reacdo na haste, F, a forca aplicada ao carrinho, x a posi¢ao vertical do
carrinho e 0 a posi¢do angular da haste. Em nosso sistema a forca aplicada ao carrinho é dada

pela relacao
F, = i 2.7

onde 3 € a constante de conversao entre a corrente aplicada (i) e a forca (F,) que o motor CC
fornecerd ao carrinho. Os valores, fornecidos pelo fabricante, dos parametros do modelo do

péndulo invertido estdo listados na Tabela 2.1.

14
V
H g F,
4 I
mg
H £, Mg
(a) Haste. (b) Carrinho.

Figura 2.3: Diagrama de corpo livre do péndulo invertido

Tabela 2.1: Parametros do péndulo invertido.

Pardmetro | Valor | Unidades
M 3,2200 kg
m 0,2300 kg
L 0,3302 m
J 0,0079 kg.m?
g 9,8100 m/s?
B 32,3960 N/A
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2.1.2 Modelo linearizado

O processo possui dois pontos de equilibrio, a posi¢do do péndulo para baixo corresponde a
um péndulo comum, esse ponto € estavel. A posicao invertida do péndulo corresponde ao ponto
de equilibrio instavel do sistema, (8,0) = (0,0). Para projetar o controlador via realimentagio
de estados € necessario linearizar as equacdes (2.5) e (2.6) na zona de operacdo proxima a esse
ponto, tanto © quanto O sdo bem pequenos em rad e rad /s respectivamente. Em geral nesse
caso podemos fazer as seguintes aproximacdes sen(0) =~ 0, cos(0) ~ 1 e 82.0 ~ 0. O atrito
no pivo da haste serd desprezado (f,; ~ 0) e consideraremos u = F, — F,;;. Com isso o modelo

matematico linearizado no ponto de equilibrio instavel é dado por

.1 .
. 1 "
X= M [u +mL6] 2.9)

2.2 Estratégia de controle

O objetivo do controle € estabilizar o péndulo na regido de equilibrio instavel. Para que as
equagdes (2.8) e (2.9) tenham um formato valido no espago de estados, i e © devem ser fungdes
apenas de termos com ordem inferior. Portanto, X deve ser substituido em (2.8) usando (2.9), e 0
deve ser substituido em (2.9) usando (2.8). Escrevendo o resultado na forma matricial obtemos

o espaco de estados linearizado para o péndulo invertido

(0 0 10
0 0 o] o 210
X = X u .
0 L2y 0 0 v,
| 0 mLgvy 0 0 _ﬁvl
(100 0
y= X @.11)
(0100
onde
M
by = rm 2.12)
(M +m)J +MmL
J+mlL?
vy = m (2.13)
(M +m)J +MmL

e o vetor de estados
qT
x:[x 0 x 9} (2.14)
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O controlador utilizado foi projetado pelo método de alocaciao de pdlos usando o modelo
linearizado, o que implica na estabilidade do controlador apenas na regido de operagao utilizada
na linearizacdo do sistema. O controle por realimentacido de estados foi projetado de forma
a assegurar que a resposta em malha fechada tenha um baixo tempo de resposta e elevado

amortecimento, sendo a lei de controle dada por

u = —Kx (2.15)

onde K = [-220,23 514,11 —169,67 106,34] ¢ a matriz de ganho que resulta nos p6los
de malha fechada: [-3,8 —0,8717i —3,8+0,8717i —10 — 10], obtidos por tentativa
e erro. A comparagdo das simulagdes do sistema linearizado e ndo linear sem atrito com o

controlador projetado pode ser visto na Figura 2.4, realizadas com a condigao inicial de © =0, 1°

para o angulo.

Linearizado

Linearizado Linearizado
———Néo linear

= ———Né&o linear 0.005

08 : ———Néo linear 0 o

=)
]
o
2

2

Posiggo [mm]
Corrente [

=)

E i i i i ; i i r ; i
o 05 1 15 2 25 3 35 4 0 05 1 15 2 25 3 35 4
Ternpo [s] Tempo [s]

Ternpo [s]

(a) Angulo da haste. (b) Posicao do carrinho. (c) Corrente aplicada ao motor.

Figura 2.4: Simulagdo dos sistemas linearizado e ndo linear sem atrito.

No entanto, observa-se em testes realizados na planta (Figura 2.5), que o sistema opera
em torno de 8 = 0, mas nido estabiliza devido as forcas de atrito presentes no mesmo, dai a
importancia de identificar e compensar o atrito no sistema. Dentre os métodos de compensagao
de atrito que serdo apresentados no capitulo 4 estd a compensacao de atrito baseada em modelos

de atrito. Na secdo 2.3, a seguir serdo apresentados alguns modelos de atrito.

Corrente [4]

R

18 19 20 21 2 23 24 25 s 16 17 18 19 20 21 2
Tempo [¢] Tempo [s]

s 16 17 18 19 20 21 2 23 24 25 s 16 17
Ternpo [s]

(a) Angulo da haste. (b) Posicao do carrinho. (c) Corrente aplicada ao motor.

Figura 2.5: Teste na planta real.
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2.3 Modelo de atrito

Os modelos de atrito podem ser classificados como estaticos ou dindmicos [2]. Nos modelos
estdticos, a forca de atrito é dada por um mapeamento estatico da velocidade do corpo e da forca
motriz aplicada, enquanto que nos modelos dindmicos hé na sua estrutura parametros variantes

no tempo.

2.3.1 Modelos estaticos de atrito

Os modelos cldssicos de atrito sdo uma combinacdo de diferentes componentes, cada um
representando uma particularidade do comportamento da forga de atrito. Trés componentes sao

geralmente consideradas: atrito estatico, atrito viscoso e o atrito de Coulomb.

F F’/
o
(a) Atrito de Cou- (b) Atrito de Cou-

lomb. lomb mais atrito vis-
C0S0.

/| ‘\7 /-\4 '
(c) Atrito estatico (d) Efeito de Stri-
mais atrito de beck.

Coulomb e atrito
Viscoso.

<1V

Figura 2.6: Exemplos de modelos estaticos de atrito.

Modelo de Coulomb

O modelo de Coulomb descreve a ideia principal do atrito, como uma forca em oposi¢do ao

movimento de intensidade independente da velocidade e da drea de contato, Figura 2.6(a)
F = F.sgn(x) (2.16)

onde F; é o coeficiente de atrito de Coulomb e é proporcional a for¢a normal, F. = p..N. O
modelo de Coulomb nao trata do caso em que a velocidade € nula, podendo a forc¢a de atrito ter

qualquer valor entre —F, e F, dependendo de como a func¢do sgn seja definida.
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Devido a sua simplicidade e por capturar o principal comportamento do atrito, o modelo de

Coulomb ¢ frequentemente utilizado para compensar o atrito, como feito em [14, 5].

Modelo de Coulomb mais atrito estatico

O préximo passo na sofisticacdo do modelo € introduzir o efeito do atrito estatico. O atrito
estatico quantifica o atrito na iminéncia do movimento, ou seja € a for¢a necessdria para colocar
0 corpo em movimento, € € maior que o atrito de Coulomb. E importante deixar claro que o

atrito estatico ndo pode ser descrito como uma fun¢do da velocidade apenas

F, se x=0 e |F,|<F
F:{ ¢ [Fel s 2.17)

Fysgn(F,) se x=0 e |F,|>F;

Modelo estatico de atrito de Olsson

Por fim, considerando-se o efeito do atrito viscoso, que surge quando ha deslocamento
entre duas superficies lubrificadas, e sua intensidade aumenta linearmente com a velocidade, de
acordo com o coeficiente F,

F=Fx (2.18)

que € geralmente combinado com o atrito de Coulomb, Figura 2.6(b). Foi proposto em [2],

Fat”’to(X) se X 7£ 0
Fu = F, se x=0 e |F|<F (2.19)
Fysgn(F,) se x=0 e |F|>F

sendo o atrito total obtido pela equagao
_(i)z
Furito(X) = |Fe+ (Fs—F.) e \»s/ | sgn(x) 4+ F.x (2.20)

onde vy, a velocidade de Stribeck, é um fator usado para ajustar a atenuagcao do termo relacio-
nado a Fy em (2.20), evitando uma descontinuidade na for¢a de atrito em fun¢ao da velocidade,

Figura 2.6(d). A curva Fy,i;, € geralmente assimétrica [2].

Modelo de Karnopp

Ao utilizar os modelos cldssicos em simuladores nos deparamos com o problema de de-
teccdo da velocidade nula. Portanto em [15] foi proposta a criacdo de uma faixa de valores,

dentro da qual a velocidade do movimento é considerada nula. O modelo define a velocidade
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zero no intervalo |%| < DV. Para velocidades dentro deste intervalo, o estado interno do sistema
(velocidade) pode mudar e ser diferente de zero, mas a saida do bloco é mantida em zero por

uma zona morta. Esse modelo ficou conhecido como modelo de Karnopp, Figura 2.7.

"""" Modelo cldssico s

Forga de atrito [x10% N]

- - - Modelo de Karnopp

1 L L | L
-1 -0.5 0 0.5 1
Velocidade [x10~2 m/s]

Figura 2.7: Forc¢a de atrito em fun¢do da velocidade.

No péndulo invertido em estudo foi observado que nio ha simetria na forca de atrito em
relac@o ao sinal de corrente aplicada, pois ao se aplicar uma rampa de corrente nos diferentes
sentidos o carrinho comeg¢a o movimento para valores em moédulo diferentes de corrente (Figura
2.8). Esse teste sera melhor detalhado na se¢@o 3.1. Este fato foi incorporado ao modelo de

Karnopp através das equacdes

(

F.. (X) se x<—DV

atrito
F7sgn(F,) se [x|<DV e F,<—F
Fu = F, se [¥{<DV e F, <F,<F, (2.21)

Ffsgn(F,) se |f|<DV e F,>F;
Fl. (X)) se x>DV

\ atrito
a?rita (x) = Fc_ SgIl(X) + FV_X (222)
FaJlrrim (x) = Fc+ Sgn<x) + Fv+x (2.23)

O efeito da velocidade de Stribeck s6 € relevante para velocidades proximas de zero. Com
a criacdo do intervalo onde a velocidade é considerada nula (Figura 2.7), o termo exponencial

em (2.20) pode ser desconsiderado, resultando nas expressoes (2.22) e (2.23).

2.3.2 Modelo dinamico de atrito

Os modelos dindmicos foram criados para permitir que comportamentos especificos, nao

capturados pelos modelos estéticos, fossem representados. Os modelos estaticos quantificam
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02—

Corrente [A

Carrente [A]

400 | ; ; i L
1] 2 4 B g 10
Tempa [5]

Figura 2.8: Assimetria na forca de atrito estatico no carrinho.

a forca de atrito admitindo apenas movimento uniforme, contudo, certos efeitos do atrito sao

verificados somente quando a velocidade ndo € constante [1].

Modelo de LuGre

O modelo de LuGre [2, 16] descreve os efeitos do atrito com maior precisdo durante a
reversao de velocidade e principalmente em baixas velocidades. No contato sélido-sélido, as
superficies sdo muito irregulares a nivel microscopico, o que pode ser representado como um
contato entre cerdas eldsticas. O modelo proposto se baseia no comportamento médio do con-

tato entre as cerdas (Figura 2.9). A forma mais comum do modelo de LuGre é dada por

dz vl
=V 2.24
ar ' gw)° (224)
! (&)
g(v) = o Fo+ (Fs—F.)e \ (2.25)
dz
Fatrito = 002+ 01 E +Fyv (2.26)

onde 7 € a deflexdo média entre as cerdas, v a velocidade relativa entre as duas superficies em

contato, og o coeficiente de imobilidade (stiffness) e o o coeficiente de amortecimento.

2.3.3 Consideracoes finais

O péndulo invertido, escolhido como plataforma de testes para o estudo do atrito, foi mode-
lado obtendo-se seu modelo ndo linear e um modelo linearizado para obtencdo do controlador.

Os parametros do modelo foram fornecidos pelo fabricante.

Para fins de compensacio de atrito foram apresentados modelos estaticos e dindmicos de
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\

W

i

Figura 2.9: Deflexdo média entre duas cerdas na interface de atrito entre duas superficies.

atrito. No entanto, € necessario que seus parametros sejam identificados. No capitulo 3 algumas

técnicas de identificacdo de parametros sdo apresentadas.
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3 Identificacdo de parametros dos
modelos de atrito

Em [1] é feita uma extensa discussao sobre atrito, ferramentas de analise e diferentes méto-
dos de compensacao. Os métodos de compensacdo de atrito s@o classificados basicamente em
dois grandes grupos: baseados em modelos e ndo baseados em modelos. Métodos baseados em

modelos necessitam que seus parametros sejam identificados.

H4 muitas maneiras de identificar os parametros de um modelo de atrito. Em [6] um método
simples e direto € utilizado para estimar os parametros de modelos cldssicos. Dois tipos de teste
foram necessdrios. Para cada teste o motor do carrinho foi submetido a um tipo de sinal de
entrada, para que diferentes comportamentos do atrito fossem estimulados, de modo que os
parametros relacionados pudessem ser estimados. No entanto, por necessitar de excitacdes

especificas em cada etapa, o método so € aplicavel em malha aberta.

Meétodos classicos de estimagdo, baseados em regressao linear, ndo podem ser diretamente
aplicados a identificacdo de modelos de atrito, caso a regressao ndo possa ser escrita na forma
de uma multiplicacio entre o vetor de pardmetros e o vetor de regressores, devido ao seu ca-
rater ndo linear. Em [14] foi proposto estimar o coeficiente de atrito do modelo de Coulomb
por um observador ndo linear de ordem reduzida. Embora o modelo de atrito utilizado seja
bastante simples e o observador proposto nio apresentar dificuldades na sua implementacgdo, a
qualidade da estimativa do coeficiente de atrito de Coulomb, depende da escolha adequada de
dois parametros do observador. Nenhum método de escolha para esses parametros foi proposto.
Em [5] esse método foi aplicado a um péndulo invertido e os parametros do observador foram
escolhidos através de inumeros testes na planta. Portanto, o bom funcionamento do método fica

sujeito a testes realizados na planta.

Em [17] é proposta a identificacdo dos pardmetros do modelo de LuGre através de dois
métodos de regressdo ndo linear. Os métodos baseiam-se em duas fases de otimiza¢do, uma pré
otimizacao que utiliza algoritmo genético e em uma segunda fase € utilizado o algoritmo Sim-

plex de Nelder-Mead para fazer uma otimizacao fina. Por se tratar de algoritmos de otimizagao
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muito complexos, inviabiliza a aplica¢do desse método de maneira on-line.

Buscando desenvolver um método ndo invasivo de deteccao e identificacdo de atrito, em [8]
foi proposto uma técnica onde o atrito estético € identificado ajustando uma elipse ao gréfico
da varidvel controlada (pv) em funcdo da saida do controlador (op). No entanto, o método foi
proposto para processos que possuem um padrio eliptico no gréfico op versus pv. Por isso, é
proposto em [10] ajustar a elipse aos pontos que representam mais adequadamente o atrito a
ser quantificado. Embora nesse método apenas dados do processo sejam necessarios, um bom

tratamento dos dados € necessario para uma boa estimacgdo do atrito.

Em [11] foi desenvolvido um método de identificacdo para um atuador pneumatico, no qual
os parametros do modelo de atrito de Karnopp, com excecdo do atrito estatico, sdo estimados
usando regressao linear. Em [9] esse método foi adaptado para ser aplicado a vélvula de con-
trole, e foi proposto uma alternativa para estimar o atrito estitico. O método proposto pode ser

executado periodicamente e estimar os atritos de Coulomb e viscoso de maneira ndo invasiva.

Neste capitulo, os parametros Fs, F, e F, serdo estimados em malha aberta através de um
algoritmo de otimizagdo ndo linear, com dados obtidos com apenas um tipo de teste. Devido
a simplicidade dos métodos apresentados em [8, 10] e [11, 9], e por se tratarem de técnicas
que podem ser aplicadas de maneira nao invasiva ao processo, ou seja em malha fechada, neste
capitulo serdo propostas suas adaptacdes para o pé€ndulo invertido. Para realizacdo dos testes
simulados, serdo usados o modelo do péndulo invertido apresentado na se¢do 2.1.1, mais o
modelo de atrito com seus paradmetros escolhidos arbitrariamente, listados na Tabela 3.1. Como
maneira de validar os métodos de estimagao de atrito propostos, os valores encontrados serao

utilizados em simulagdo e comparados com o comportamento real do péndulo invertido.

Tabela 3.1: Parametros do modelo de atrito.

Pardmetro | Valor | Unidades

F 10,0 N

F; 6,0 N

F- 9,0 N

E' 5,0 N

F, 250 | N.s/m
F;f 30,0 | N.s/m
DV 0,002 m/s




3.1 Identificacdo em malha aberta 32

3.1 Identificacao em malha aberta

Para obter os coeficientes de atrito do modelo de Karnopp apresentado na sec¢do 2.3.1 foi
realizado um experimento em malha aberta em que o pé€ndulo € posto na posicao de equilibrio
estdvel e o motor € excitado com uma rampa de corrente em ambos os sentidos (Figura 3.1) de
modo que a forca aplicada ao carrinho crescesse lentamente. E utilizado entio um algoritmo de

otimizacdo nio linear no Matlab™ (func@o finincon do toolbox de otimizagio), que minimiza

a funcdo
e = [lx(r) = (1)l 3.1
com as restri¢oes
Fs > Fe
F.>0 (3.2)
F,>0

onde x(t) é a posicédo do carrinho obtida experimentalmente e £(¢) é a posicéo estimada usando

Corrente [A]

Posigéao [mm]
P
=

Carrents [A]

=]
w

Tempa [5]

Figura 3.1: Resposta a rampa de corrente

as equagoes de (2.5) a (2.7) e usando os parametros listados na Tabela 2.1. O algoritmo conclui

a busca dos coeficientes de atrito quando a norma do erro atinge valor menor que 1078,

Foram realizados 40 testes em que o carrinho foi submetido a rampa de corrente em cada
uma das direcdes. Para cada teste foram estimados os coeficientes de atrito para o modelo de

Karnopp. Na Tabela 3.2 ¢ apresentada a média e o desvio padrdo (o) dos valores identificados.

Observa-se a proximidade entre Fy e F,. e estes sdo cerca de 80% maiores para corrente

negativa.

Na Figura 3.2(a) observa-se em vermelho a posi¢do do carrinho do péndulo invertida obtida

através de simulacdo do sistema em malha aberta com os parametros identificados. Ja na Figura
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Tabela 3.2: Coeficientes de Atrito

Média | o

Fo | 96147 | 0,7162
F | 53713 | 0,4998
Fo | 85711 | 0,6087
F | 48104 | 02437
Fo | 25,5731 | 1,6234
F;" | 30,2838 | 1,3633

3.2(b), temos uma representacdo do comportamento do péndulo invertido em malha fechada,

através do grafico i versus x, onde o resultado da simulagdo em vermelho é comparado com

o resultado de um teste real no péndulo invertido. O teste realizado e a simulacdo em malha

fechada utilizam a lei de controle obtida na secdo 2.2.

=m0 Teste )
£ — Simulagdo

i
Corrente [A]

Corrente [A]

300 H| — Teste
— Simulagdo
H

[t} 2 4 B 8 10
Tempo [s]

(a) Teste em malha aberta.

Posic&o [mm)]

Teste
— Simulagdo

H i I L I L i I L I
06 04 03 D2 01 [t} 01 02 03 04 08
Corrente [A]

(b) Teste em malha fechada.

Figura 3.2: Validacdo do método de identifica¢do de atrito em malha aberta.

3.2 Identificacao em malha fechada

A necessidade de testes invasivos em malha aberta, restringe o uso do método apresentado

na secdo 3.1. Em sistemas mecanicos € usual que a forca de atrito se manifeste como uma

degradacgdo crescente com seu uso, 0 que tornaria necessario sua parada para ensaios € a con-

sequente medicdo. Nesta secdo sdo apresentados dois métodos de identificacdo de parametros

recentemente propostos para aplicagdo em valvulas de controle e aqui adaptados para o caso do

péndulo invertido.
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3.2.1 Parametros do modelo de atrito de Coulomb mais atrito estatico

A presenca de atrito em processos sob certas condi¢des produz ciclos limite [18] que tém
sido explorados na literatura para realizar uma estimativa do atrito em valvulas de controle [8].
Estes métodos s@o agora aplicados ao péndulo, tendo em vista 0 comportamento oscilatério em
malha fechada (Figura 3.3). De modo particular, o grafico i versus x obtido (Figura 3.3(c)), é
tipico de sistemas sob influéncia de atrito estitico e que apresentam oscilagdes e evidencia o
comportamento da posi¢ao do carrinho de acordo com a corrente aplicada. As regides em apro-
ximadamente -32 mm e 25 mm representam o carrinho parado e estdo diretamente relacionadas

com o atrito do sistema.

Fosigéo [mm]
Corrente [A]

Fosigéo [mm]

4

i

Q i i i i i i i i i 5 i i i i H i i i i a i i i i H i i i
01 12 13 14 15 18 17 18 12 2 11 12 13 14 15 18 17 18 19 20 05 04 03 02 01 0 01 02 03 04
Tempo [s] Tempo [s] Corrente [A]

(a) Posi¢do. (b) Corrente. (c) Corrente versus Posicao.

Figura 3.3: Comportamento oscilatério no péndulo invertido

Dessa forma, é possivel obter uma estimativa do atrito do sistema através do algoritmo
proposto, baseado em [8], que pode ser executado periodicamente, de forma automatica, usando

dados coletados que indicaram a presenca de oscilagdes [19].

1. Aplicar um filtro passa baixa ao conjunto de dados (i, x) a fim de eliminar componentes

de alta frequéncia e gerar os sinais filtrados (if, xy)

2. Escolher um segmento de dados (ir, xr) com base na regularidade de oscilagdes desses

sinais. Tal regularidade € verificada a partir do critério apresentado em [19].
3. Ajustar uma elipse ao grafico iy versus xy.
4. Tracar um segmento de reta paralelo ao eixo i passando pelo centro da elipse.

5. Calcular a distancia entre os interceptos do segmento de reta tracado com aretai =0¢e

com a elipse.

O filtro utilizado no item 1 foi um FIR de ordem 30 e frequéncia de corte normalizada

0,005, para isso os dados foram reamostrados a uma frequéncia de 100 Hz. No item 3 o ajuste
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da elipse ao grafico iy versus x¢ € feito por minimos quadrados ndo-linear, otimizando o qua-
drado da soma das distancias ortogonais dos pontos do conjunto de dados (i, x) a elipse ajustada,
onde a estimativa inicial é obtida por uma rotina de minimos quadrados linear. Em [8] o gra-
fico dos dados do processo formam um padrao eliptico, no caso do péndulo invertido isso nao
ocorre, como visto na Figura 3.3(c). Para evitar que a elipse seja mal ajustada € proposto em
[10] ajustar a elipse somente aos pontos mais significativos do conjunto de dados (SIPO), sendo
estes definidos como os pontos onde o sistema estd em um estado transitério. Para o péndulo in-
vertido, esses pontos ocorrem quando o carrinho estd em movimento. A Figura 3.4 exemplifica
0 caso, para a elipse ajustada para todos os pontos, o atrito estimado seria superior ao estimado

com a elipse ajustada somente com os pontos significativos.

B0

T T T
Todos 05 pontos
Elipse ajustada
sIPO

+  Elipse ajustada - SIPO ||

40+

aedt ey
e tee

30+

S
!

Posigdo [mm)]
=

B
0L Wy

a0 i | i i i i
05 04 03 02 01 0 0.1 0z 03 04 05
Carrente [A]

Figura 3.4: Elipse ajustada aos pontos significativos

Identificacao dos parametros

Para a simulagdo utilizou-se o modelo de atrito de Coulomb mais atrito estdtico descrito
na se¢do 2.3.1, com coeficientes de atrito listados na Tabela 3.3. O resultado obtido pode ser
observado na Figura 3.5. Na Tabela 3.4 temos a comparagdo entre os coeficientes de atrito
estimados e os pardmetros utilizados para simulacio e o erro absoluto entre eles. E importante
evidenciar que o uso do algoritmo que ajusta a elipse por minimos quadrados aos dados do

grifico i - x claramente estima o atrito de Coulomb. Assim, para estimar o atrito estético, a

Tabela 3.3: Parametros estimados com o método da elipse

Modelo | Estimado | Erro
F- | 9,000 9,155 0,155
F* | 5,000 5,146 0,146

estratégia aqui proposta € expandir os raios da elipse através de uma busca unidimensional até
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Posigao [mm]

[ P,

H ; i
03 02 0.1
Corrente [A]

Figura 3.5: Elipse ajustada ao graficoi - x

que todos os pontos pertencam ao interior da mesma. No caso mostrado na Figura 3.6(a) os
raios da elipse externa foram aumentados 23,5% em relacdo a elipse interna. Com isso deve-se

acrescentar ao algoritmo proposto as etapas:

6. Expandir a elipse ajustada, at€ que ela contenha todos os pontos do gréfico iy versus xy.

7. Calcular a distancia entre os interceptos do segmento de reta tracado com aretai =0¢e

com a elipse expandida.

Na Tabela 3.4(a) temos a comparacdo entre os parametros do modelo de Coulomb mais atrito
estdtico estimados e os pardmetros utilizados para simulacao e o erro absoluto entre eles. Fica
claro observando a Figura 3.6(a), que o ajuste da elipse faz com que os parametros F; e F, sejam
superestimados. Esse efeito € ainda mais grave para o caso do F;. Por isso o erro absoluto das
estimativa do atrito estitico chega a ser 5 vezes maior que para as estimativas do atrito de

Coulomb.

Na Tabela 3.4(b) temos a média e o desvio padrio (o) dos parametros estimados com dados
do péndulo real. O desvio padrdo foi calculado apds a realizagdo de sete testes consecutivos,
e seu valor pequeno indica que a estimativa é consistente. Neste caso os raios da elipse foram
aumentados em média 35,9% para estimar F," e F,". Na Figura 3.7 é comparado através do
grafico i versus x, o resultado obtido em simulagdo com o obtido em um teste no pé€ndulo
invertido. Os valores utilizado para os parametros do modelo sdo os valores médios obtidos,

listados na Tabela 3.4(b), e o valor de F;t é considerado nulo para a simulag3o.

3.2.2 Parametros do modelo de Karnopp

O método descrito a seguir foi inicialmente proposto para aplicacdo em um atuador pneu-
matico [11] e adaptado para aplica-lo em valvulas de controle em [9], sendo aqui adaptado para

o péndulo invertido.
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Tabela 3.4: Parametros estimados do modelo de Coulomb mais atrito estatico

(a) Simulado (b) Testes na planta

Modelo | Estimado | Erro Média | ©
F, | 10,000 10,835 | 0,835 F~ | 13,79 | 0,33
F | 6,000 6,826 0,826 F; | 10,23 | 0,58
F- | 9,000 9,155 0,155 F- | 10,63 | 0,28
F* | 5,000 5,146 0,146 EfX | 7,07 | 0,55

Pasicéo [mm]

i ; ; i i
03 02 0.1 i 0.1 02 -
Corrente [A] Corrente [A]

(a) Simulagdo. (b) Planta.

Figura 3.6: Elipse ajustada ao graficoi - x

Teste
— Simulagao

Posigdo [mm]

i i i i
08 04 03 02 01 a 01 02 03 04 05
Corrente [A]

Figura 3.7: Validacao do método da elipse.

O primeiro passo € definir o vetor de pardmetros a ser estimado

A= [ F. F, } (3.3)

Baseando-se no modelo de Karnopp descrito na se¢do 2.3.1, quando a velocidade do carri-

nho tem médulo maior que DV, a forga de atrito € dada por Fy,i;o. Substituindo (2.5) em (2.6)
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do modelo ndo linear do péndulo invertido obtido na se¢do 2.1.1, obtemos

m212 '
F(t)+ J+nL1L2 cos(0(t)) — (M +m)| x(r) — mLsen(0(z))0(z)
m2L2
" J—f—nl;ng sen((1)) cos(6(r)) = Fesgn(i(r)) + Fx(t) (3.4)

Note que, sendo os estados medidos no processo e os parametros do pé€ndulo invertido
previamente conhecidos, (3.4) é linear em relac@o ao vetor de parametros A. Em seguida define-

se o vetor de regressores como

ot) = [ sgn(x(r)) x(r) ] (3.5)
Chamando
A L os(0
—=F, — —(M i
() =F0)+ |z cos(@(0) = (1) 00
. m*L?
—mLsen(0(t))0(z) + T mi28 sen(0(¢))cos(0(r)) (3.6)
pode-se escrever o modelo de regressdo linear
A(r) = @(t) AT (3.7)
e o vetor de parametros pode ser obtido minimizando o erro quadrético
A = arg, minZ [A(r) — (p(t))\T} 2 (3.8)
t
cuja solugdo € dada por
~1
A= [Zewe’ 0] Lewan (:9)
t t

Entretanto, os periodos em que (3.4) € vdlida sao desconhecidos, pois a velocidade limite
DV é uma incégnita do modelo. Para lidar com este problema, define-se a varidvel dv(s) [9],
tal que

Sv(s) = %max(|x(1)|) (3.10)

sendo Z >>1e S < Z, paras=1,2,....S, ou seja, ov(s) assume S valores distintos, obriga-
toriamente menores do que a maior velocidade verificada nos dados experimentais. Para cada
valor de dv(s) o vetor de regressores @(t) e A(¢) sdo escolhidos a partir dos dados experimen-
tais segundo a condicdo |X| > dv(s) e em seguida o vetor de pardmetros é estimado resolvendo
(3.8).
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F; ndo € necessdrio para estimar F, e F, neste método, porém € necessdrio para o modelo,

as alternativas para estima-lo sdo:

a) usar estimativas obtidas off-line, como feito na secdo 3.1,
b) adotar Fy = oF,, com & > 1,
¢) usar o procedimento discutido na se¢do 3.2.1,

d) usar o método proposto em [9], que consiste em usar algum algoritmo de otimiza¢do nao

linear de modo a minimizar o erro quadratico em relacdo a velocidade, resultando em

F’s:argFXmin{Z[x(t)—fc(f\,DAV,Fs,t)]z} (3.11)

O modelo de Karnopp € simulado com os parametros, F;, F, e DV previamente identificados

com uma busca sobre Fj.

Identificacio dos parametros

A fim de validar o método descrito na se¢@o anterior, o mesmo foi aplicado a dados simu-
lados e dados reais do péndulo invertido. Para a simulacdo utilizou-se o modelo de atrito de

Karnopp com coeficientes de atrito listados na Tabela 3.1.

Os valores estimados para diferentes valores de 6v(s), usando o modelo sdo mostrados na
Figura 3.8. Nota-se que para dv(s) << DV o valor dos pardmetros estimados varia significante-
mente para diferentes valores de 6v(s), pois os dados correspondem a instantes em que (3.4) ndo
se aplica. Por outro lado, & medida que s aumenta e dv(s) ~ DV, as estimativas aproximam-se
dos valores reais dos pardmetros e se mantém quase constantes, mesmo quando Jv(s) ultrapassa

o valor ideal de DV.

Para os dados reais, devido aos ruidos de medi¢do, os estados devem ser filtrados antes
de serem submetidos ao método de identificacdo. Para isso os dados foram reamostrados a
uma frequéncia de 100 Hz, utilizou-se entdo, um filtro FIR, de ordem 60 e frequéncia de corte
normalizada 0,004, por apresentar um atraso linear para todos os sinais. Na Figura 3.9 podemos
ver o comportamento da estimagao do vetor de parametros para testes realizados na planta real.
Observa-se, que mesmo filtrando os dados, para valores muito grandes de s a presenca de ruido
nos dados experimentais pode fazer com que poucos pontos sejam incorporados a ¢(t) e A(t),

resultando em estimativas incoerentes de A [20].
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Figura 3.8: Comportamento do vetor de parametros estimado para simulagao.

Com o proposito de validar A, define-se o erro de estimagdo, para cada valor distinto de
ov(s), como sendo
e (1) = AS(t) — A%(r) (3.12)

onde A*(¢) é calculada com os dados medidos usando (3.6) e A (t) sua estimativa obtida através

de (3.7), para cada dv(s). Com isso, € calculado a integral do quadrado do erro (ISE)

ISE(s) = /O ' [* (1)) dt (3.13)

e o minimo de ISE(s) deve corresponder ao valor de s onde A foi escolhido. Na Tabela 3.5(a)
temos a comparagdo entre os parametros do modelo de Karnopp estimados e os pardmetros
utilizados para simulacdo e o erro absoluto entre eles. Na Figura 3.10, pode-se ver os graficos
no tempo para um dos testes realizados. Devido ao cardter assimétrico do atrito no péndulo
invertido utilizado, a estimagao dos parametros deve ser realizada para os dois sentidos do mo-
vimento. Graficamente, foi escolhido |DV | = 0,004m/s como o intervalo em que a velocidade é
considerada nula. Portanto, em vermelho temos o comportamento do sistema quando x(¢) > DV

e em verde quando x(¢) < —DV, em azul temos os instantes onde a velocidade é considerada
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Figura 3.9: Comportamento do vetor de parametros estimado para dados reais.

nula. Nas Figuras 3.10(e) e 3.10(f), temos o erro de estimagdo para x(t) < —DV e x(t) > DV,
respectivamente. Nota-se que os maiores valores de erro ocorrem para as velocidades mais pro-
ximas de zero, devido a essa regido estar sujeita a um maior ruido, como pode ser visto nas

Figuras 3.10(b) e 3.10(d).

Na Tabela 3.5(b) temos a média e o desvio padrio (o) dos parametros estimados com dados
do péndulo real, sendo o desvio padrdo calculado apds a realizacdo de sete testes consecuti-
vos. Nota-se que para a estimacao de F. o desvio padrdo obtido foi pequeno, 0 mesmo ndo
ocorre para a estimacdo de F,,. Uma possivel causa para isto s@o os ruidos presentes no sinal da
velocidade. Na Figura 3.11 é comparado através do grafico i versus x, o resultado obtido em
simulacao com o obtido em um teste no péndulo invertido. Os parametros do modelo de atrito
utilizados na simulagio foram os valores médios listados na Tabela 3.5(b), para F." e F.5, jd
para ;= foram utilizados os pardmetros estimados em malha aberta na secio 3.1 e listados na
Tabela 3.2.
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Figura 3.10: Conjunto de dados utilizados para estimacdo dos parametros do modelo de Kar-

nopp.

Consideracoes finais

Normalmente os parametros F;, F. e F, sdo necessdrios na maior parte dos modelos de

atrito. Das técnicas apresentadas, apenas a estima¢cdo em malha aberta obtém simultaneamente

os trés parametros. Caso haja oscilagdao na posi¢cao é possivel combinar os métodos da elipse

e dos minimos quadrados para obter os trés parametros on-line. Caso isso ndo ocorra, deve-
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Tabela 3.5: Parametros estimados do modelo de Karnopp

(a) Simulado (b) Testes na planta

Modelo | Estimado | Erro Média | ©
F~ | 9,000 8,999 0,001 F7 1 924 |049
F* | 5,000 4,999 0,001 Ff| 583 | 049
F7 | 25,000 25,008 | 0,008 F7 | 925 | 449
F,;" | 30,000 30,008 | 0,008 Ef | 11,00 | 4,74

Teste

Posigao [mm]

i i i H i i i i H i
L6 04 03 02 D4 a 01 02 03 04 08
Corrente [A]

Figura 3.11: Valida¢do do método dos minimos quadrados.

se utilizar o método dos minimos quadrados para obter F, e F;, e F; poderd ser obtido com as

alternativas b) ou d), apresentadas na secao 3.2.2.

Na Tabela 3.6 os parametros obtidos sao listados e na Figura 3.12 sdo colocados lado a lado
os grafico gerados para validar os métodos apresentados. Observa-se que a simulacao utilizando
os parametros identificados em malha aberta aproxima-se melhor da curva real. Nota-se que os
valores estimados pelo método da elipse s@o, de fato, maiores que os demais, como comentado
na se¢do 3.2.1, o efeito disso € visivel na Figura 3.12(b), onde ocorre maior amplitude para a
posicio do carrinho. E importante notar ainda a disparidade entre os valores estimados para F,
com os métodos de malha aberta e minimos quadrados. E possivel que isso ocorra devido aos
ruidos de medic¢do afetarem a estimacgdo de F,. Com isso, na Figura 3.12(b), onde ndo ha atrito
viscoso, e na Figura 3.12(c), onde o atrito viscoso é subestimado, nota-se que a curva simulada
possui um erro maior em relacdo as laterais da curva obtida com o teste em relacdo a curva

simulada na Figura 3.12(a).

Assim, seria sensato que o método de identificacio em malha aberta fosse indicado como
método a ser escolhido, para identificar os parametros do modelo utilizado para fazer a compen-
sacdo do atrito. No entanto ndo € desejavel realizar testes invasivos para obté-los. Por isso no
capitulo seguinte, onde ¢ feito a compensac¢do do atrito, serdo utilizados os parametros obtidos

combinando o método da elipse (para estimar Fy) e o dos minimos quadrados (para estimar F; e
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E).
Tabela 3.6: Parametros estimados

Malha aberta | Método da elipse | Minimos quadrados

Média | o | Média o Média c
F7 | 9,62 | 0,72 | 13,79 0,33 - -
Fr | 537 {050 | 10,23 0,58 - -
F~ | 857 |0,61 | 10,63 0,28 9,24 0,49
Ff | 481 | 024 | 7,07 0,55 5,83 0,49
F7 | 25,57 | 1,62 - - 9,25 4,49
E | 30,28 | 1,36 - - 11,00 4,74

-05 04 -03 02 01 o 01 02 03 04 05
Correrte [A]

(a) Identificagdo em malha aberta.

05 -04 03 02 01 0 o1 02 03 04 05
Corrente [A]

(b) Método da elipse.

05 04 03 02 -01 0 01 02 03 04 05
Corrente [A]

(c) Método dos minimos quadra-

dos.

Figura 3.12: Comparagao entre os métodos de identificacdo.
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4 Compensacdo de atrito

Existe na literatura uma extensa quantidade de artigos relacionados a compensacdo de
atrito. Em [1] onde foi feita uma detalhada pesquisa sobre atrito, sdo citados mais de cem
artigos sobre compensacdo. O atrito pode ser evitado, através de projetos de controle, escolha
adequada de materiais na constru¢do dos equipamentos ou utilizacao de lubrificantes. Ainda
assim essas técnicas ndo garantem a eliminagdo do atrito. Quando métodos de compensacdo
sdo considerados, técnicas de compensacao sdo geralmente divididas em métodos baseados em

modelos e métodos nao baseados em modelos.

As técnicas baseadas em modelos (Figura 4.1(a)) necessitam que um modelo de atrito ade-
quado e com seus pardmetros devidamente identificados esteja disponivel. A velocidade precisa
ser medida ou estimada com boa resolucio e pequeno atraso de tempo. Em [5] utilizou-se o
modelo de Coulomb para compensar o atrito em um péndulo invertido, em [4] faz-se uso de um
modelo de primeira ordem de Dahl modificado e em [3] € feito um estudo com compensado-
res baseados em modelos cldssicos e no modelo de LuGre. Para todos esses estudos os efeitos
do atrito sdo reduzidos, em maior ou menor grau a depender da complexidade do modelo de
atrito em questdo. O bom funcionamento dessas técnicas esta diretamente relacionado com a

qualidade da estimativa dos parametros de seus modelos.

Alternativamente, existem os métodos nao baseados em modelos (Figura 4.1(b)), que fazem
uso apenas de uma estimativa do atrito estdtico, que pode ser obtida de forma aproximada
através da amplitude do sinal de controle. Em [13], foi proposto um compensador para valvulas
de controle, que adiciona pulsos de igual amplitude e duracdo, na direcao da taxa da mudanca
do sinal de controle, sendo que o bom funcionamento do knocker depende da escolha adequada
de trés parametros. Em [12] foi proposto adicionar um sinal constante € nao pulsos, na direcdo
da taxa da mudanca do sinal de controle, onde apenas um parametro necessita ser ajustado.

Ambos os métodos sdo uma variacao da tradicional aplicacdo de um sinal dither [1].

Neste capitulo, serdo descritas e comparadas cinco técnicas de compensacao de atrito que

serdo aplicadas ao péndulo invertido real junto com o controle por realimentacdo de estados,
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Compensador

=
+
el

x=[x, 0, % 6]

—
X=[x, o, x, 0]

(a) Compensador baseado em modelos de atrito. (b) Compensador independente de modelo de
atrito.

Figura 4.1: Diagrama de blocos do sistema com compensagdo de atrito.

sendo trés baseadas em modelos e duas ndo baseadas em modelo. Para a implementacao dos
compensadores foi construido um modelo no Simulink™, visto na Figura 4.2. O modelo contém
um bloco (em azul escuro) que possui funcdes de entrada e saida, para ler e enviar os sinais do
péndulo invertido. Os demais blocos realizam tarefas de controle e compensacdo, através do
computador. O tempo de amostragem utilizado foi de 0,5 ms. O desempenho dos compensado-
res serd comparado na secdo 4.4 através do cdlculo do IAE, da variancia do angulo da haste e

da posi¢do do carrinho e da norma euclidiana do sinal de controle.

= 3 g
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P enable
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Corrente

Realimentacédo de estados

Péndulo Invertido + placas de /O

X = [ xc; alpha; xc_dot; alpha_dot]

Figura 4.2: Modelo no Simulink™.

4.1 Efeito do atrito no péndulo invertido

A estabilizacdo do péndulo invertido através da lei de controle linear (2.15) sem compen-
sacdo de atrito, produz ciclos limite como pode ser visto na Figura 4.3. Nota-se que o carrinho
agarra quando a velocidade muda de sinal, o que € caracteristico de ciclos limite gerados por
atrito [3]. A assimetria observada no sinal da posi¢do € devido a caracteristica assimétrica do

atrito presente no sistema.
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Figura 4.3: Ciclo limite devido ao atrito.

4.2 Compensadores baseados em modelos

Nesta se¢do serdo aplicadas trés técnicas de compensacao baseadas em modelos de atrito,
empregando os modelos de Coulomb, Karnopp e LuGre. Os parametros dos modelos utilizados

foram os encontrados com as técnicas de identificacdo em malha fechada na secdo 3.2.

4.2.1 Compensacao de atrito com o modelo de Coulomb

Para compensar o atrito utilizando o modelo de Coulomb, deve-se incorporar o efeito da
assimetria a0 modelo dado por (2.16), assim
Fesgn(x) se x>0
T (“.1)
Fosgn(x) se x<0
com F~ =9,24 e F," = 5,83 obtidos na se¢io 3.2.1. Por se tratar de um modelo muito simples
que s6 compensa o atrito de Coulomb, consegue-se reduzir a amplitude da oscila¢do na posicao,

mas a redu¢do da oscilacdo no angulo ndo é muito significativa, como visto na Figura 4.4. O
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modelo utilizado s6 compensa o atrito de Coulomb, que € insuficiente para vencer o atrito
estdtico, por isso, como podemos observar na Figura 4.4(b) o carrinho ficar agarrado em alguns

instantes, somente com a atuac¢do do controlador que o carrinho volta a se movimentar.
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Figura 4.4: Compensacao de atrito com o modelo de Coulomb.
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4.2.2 Compensacio de atrito com o modelo de Karnopp

Para introduzir o efeito do atrito estatico ao compensador € necessdrio utilizar o modelo de
Karnopp, dado pelas equagdes de (2.21) a (2.23), devido ao problema de detectar velocidade

nula computacionalmente.

Os parametros F, e F, do modelo de Karnopp foram identificados na secdo 3.2.2 e sao
F~ =924, FF =5,83, F, =9,25 ¢ F," = 11,00, para identificacdo de F; foi utilizado o
método descrito na se¢do 3.2.1 e sdo F, = 13,79 e F," = 10,23. O efeito da compensagdo
utilizando o modelo de Karnopp pode ser visto na Figura 4.5. A adicdo do efeito do atrito esté-
tico ao modelo de Karnopp impede o carrinho de parar nas mudancas de dire¢ao, apresentando
vantagem sobre o modelo de Coulomb. Por exemplo, em aproximadamente 10,35 s o carrinho
comeca a diminuir a velocidade e em 10,36 s, quando iria parar, o compensador soma ao sinal
do controlador a corrente necessdria para que o carrinho venga o atrito estitico e mantenha-se
em movimento. O angulo da haste em 10,4 s € nulo, porém o compensador continua somando
ao sinal do controlador o valor de corrente para compensar os efeitos dos atritos de Coulomb e

Vviscoso, e isso faz com que o angulo volte a aumentar em médulo.

4.2.3 Compensacao de atrito com o modelo de LuGre

Para compensacdo com modelos estiticos a forca de atrito pode ser determinada através
dos estados medidos. No entanto, por se tratar de um modelo dindmico, o modelo de LuGre

necessita de um observador para estimar o estado z. O observador

dz vl
=y L1 5 4.2
7 v g(v)z e 4.2)
. . dz
Ffriction =002+ O—IE +é&v 4.3)

sugerido em [16], consiste em uma réplica do modelo dado por (2.24) a (2.26), com a adicao do
termo ke, onde e € o sinal relacionado ao erro de estimac¢do. Neste trabalho o erro de estimagdo
foi escolhido como o sinal do controlador ¢ = —Kx. Em [3] € proposta uma alternativa similar,
no entanto a matriz de ganho do observador difere da matriz de ganho de realimentac¢ao. Devido
ao ruido de medi¢do nos estados, o sinal de controle deve ser filtrado, e foi utilizado um filtro

butterworth de primeira ordem com frequéncia de corte normalizada igual a 0,2.1073.

Os parametros Fy, F. e F, utilizados sdo os mesmos que os utilizados no modelo de Karnopp.
O valor de v, foi escolhido a partir da relacdo DV = 0,6v, [7], embora DV possa ser estimado

[11], usualmente adota-se DV = 0, 1 max |x| [20], foi escolhido, portanto, DV = 0,004 m/s e
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Figura 4.5: Compensacao de atrito com o modelo de Karnopp.

consequentemente vy = 6,67.107> m/s. Uma escolha razodvel para os demais parimetros foi

apresentada em [21]: 103 < 09 < 10°, 07 = 2,/0p. Uma série de testes foi feita no péndulo

invertido, visando buscar a melhor escolha para os parametros og, 01 € k. Como forma de

avaliar a melhor escolha foi calculado o IAE e a variancia do dngulo da haste e da posi¢ao do

carrinho. O resultado dos testes pode ser visto na Tabela 4.1.

Com isso, os parametros que mostraram melhor resultado foram og = 1100, 07 = 66,33 ¢
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Tabela 4.1: Escolha dos parametros do modelo de LuGre
(a) Escolha de oy

k=0,1 Angulo Posi¢do

o1 =2,/0¢ | IAE | Varidncia IAE Variancia
op =100 | 4,306 0,207 73,850 | 62,027
oo =300 | 2,195 0,059 27,098 8,644
o9 =500 | 1,487 0,029 16,770 3,525
oo =700 | 1,450 0,028 16,470 3,089
0p =900 | 1,244 0,022 12,879 2,254

op = 1100 | 1,143 0,019 12,290 2,115

op = 1300 | 4,408 0,309 34,330 | 17,530

(b) Escolha de k

oo = 1100 Angulo Posi¢do
o1 =2./09 | TAE | Variancia IAE Variancia
k=0,150 INSTAVEL

k=0,100 | 1,143 0,019 12,290 2,115
k=0,075 | 1,101 0,018 12,720 2,460
k=0,050 | 1,060 0,014 15,060 3,190
k=0,025 | 2,349 0,013 44,430 | 59,201

(c) Escolha de o

oo = 1100 Angulo Posicao
k=0,05 IAE | Variancia | IAE | Variancia
o1 =+/0p | 1,349 0,026 19,450 6,130
o1 =2,/0¢ | 1,060 0,014 15,060 3,190
o1 =4,/0¢ | 1,390 0,020 21,280 7,690

k =0,05. O resultado dos testes pode ser visto na Figura 4.6. Nota-se que ndo hd descontinui-
dades no sinal de compensacao (Figura 4.6(d)), fazendo com que a velocidade (Figura 4.6(b))
ndo inverta tanto de sinal como o que ocorre com a velocidade com a compensacdo feita com
o modelo de Karnopp (Figura 4.5(b)). Com isso o sinal de controle torna-se mais suave em

relac@o aos compensadores apresentados anteriormente.
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Figura 4.6: Compensacao de atrito com o modelo de LuGre.

4.3 Compensadores nao baseados em modelos

Compensadores nao baseados em modelos surgiram visando simplificar o projeto dos com-
pensadores, por ndo necessitarem de identificacdo de parametros. Segundo [1], dither ¢ um
sinal de alta frequéncia introduzido em um sistema para modificar seu comportamento. Base-
ado nesse método, em [13] foi proposto o compensador knocker, em que o sinal adicionado ao

sistema € uma sequéncia de pulsos de baixa energia. Recentemente em [12] o compensador
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CR foi proposto como alternativa ao knocker visando simplificar o projeto do compensador.
Nesta se¢do os métodos CR e knocker serdo aplicados ao péndulo invertido real. Devido a sua
simplicidade, o método CR serd tratado primeiro e uma discussdo sobre o uso de filtros e da
taxa de mudanca do sinal como parametro que define a dire¢do em que serd aplicado o sinal de

compensacao, serd feita e seus resultados serdo aplicados em ambos os métodos.

4.3.1 Compensador CR

Em [12] foi proposto um método para compensacao de atrito estitico chamado “reforco
constante” (CR) como alternativa ao método knocker, que serd discutido no préxima segdo ,

dado por
uf(t) =vysgn(Au,) 4.4)

onde Au, = u.(t) —u.(t — 1) e y é a corrente necessdria para vencer o atrito estdtico estimado e
no caso do péndulo invertido serd dada por
I se Au.>0
Y = i 4.5)
I; se Au.<0
onde Iy, = F;/B, F,” = 13,79 ¢ F,* = 10,23, estimados na se¢do 3.2.1. Esse método de compen-
sacdo € similar a compensacdo de banda morta discutida em [22], onde € utilizada a derivada

do sinal do controle no lugar de Au,.

Devido aos ruidos de medicao nos estados, o sinal do controlador u, é muito ruidoso e
necessita ser filtrado. Para isso os dados foram reamostrados a uma frequéncia de 100 Hz e
um filtro butterworth passa baixas foi aplicado. Foi observado para os filtros testados, que para
reduzir o efeito do atrito para uma boa resposta do compensador, o filtro introduzia um atraso

significativo para o sinal de controle filtrado.

Na Figura 4.7 observa-se o efeito de dois filtros butterworth aplicados ao sinal do controla-
dor, ambos de ordem 4, variando somente sua frequéncia de corte. O filtro com frequéncia de
corte normalizada de 0,5 (Figura 4.7(a)) possui o menor atraso no sinal filtrado. No entanto, o
filtro com frequéncia de corte normalizada de 0,25 (Figura 4.7(b)) possui melhor desempenho,
como pode ser visto na Tabela 4.2, que sumariza o indice de desempenho dos testes realizados

com os filtros.

Ao diminuir a escala do tempo do grafico obtido na Figura 4.7(b), podemos observar que o
sinal de A(u.s) coincide com o sinal de u., com isso a compensagdo ¢ feita no momento em que

o sinal de controle cruza por zero (Figura 4.8). Baseando-se nisso, propde-se utilizar o sinal de
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Tabela 4.2: Teste de desempenho dos filtros

Wn

Angulo

Posicao

IAE

Variancia

IAE

Variancia

0,05

5,87

0,43

47,17

27,49

0,10

4,13

0,22

32,85

14,65

0,25

1,87

0,05

35,99

18,65

0,35

2,21

0,07

74,08

69,52

0,5

291

0,11

119,86

183,08
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Figura 4.7: Efeito do filtro no compensador CR.

controle e no A(u.r) em (4.4), dispensando a etapa de projeto do filtro e obtendo-se resultados

equivalentes.

E importante destacar que ao substituir A(u, ) pelo sinal de controle, fard com que mesmo

que o sinal de controle permaneca constante, o0 compensador continuard atuando. No entanto,

caso isso ocorra a realimentacdo de estados reduz este valor convenientemente.

Os resultados dos testes realizados na planta sdo vistos na Figura 4.9. Nota-se que apesar
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de apresentar amplitude de oscilacdo na posicao menor que a obtida nos métodos baseados em

modelos de atrito, a frequéncia de oscilagdo é maior, devido a répida troca de sinal no sinal de

controle.

4.3.2 Compensador knocker

O compensador knocker, proposto em [13], consiste em adicionar pulsos de igual amplitude

e duragdo, na direcao da taxa de mudancga do sinal de controle.

u(t) =uc(t) +ug(r) (4.6)

onde u, € a saida do controlador dada por (2.15) e uy € dado por

. - {asgn(uc(t)—uc(tp)) se 1 <ty+htT @

0 se >t +h+T

onde 7, € o tempo de inicio do pulso anterior, /i o tempo entre cada pulso, a a amplitude do

pulso e T a largura do pulso. O sinal adicionado pelo knocker pode ser visto na Figura 4.10

Nesse trabalho, a principio a amplitude do pulso serd dada por

I se Au.>0
a = 4.8)
I se Au.<0

onde Iy = Fy /B, F,” = 13,79 e F," = 10,23, estimados na se¢do 3.2.1. Assim como foi feito na

secdo 4.3.1, decidiu-se aplicar os pulsos na direcdo do sinal de controle e ndo de Au,.

Algumas regras para sintonia dos parametros a, T e h; foram propostas em [13] baseadas
em testes de campo em vdlvulas de controle. A amplitude do pulso deve ser escolhida entre

o intervalo 1% < a < 4%, a largura do pulso T deve ser escolhida como 7 ou 274, onde Ty é
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Figura 4.9: Compensador CR.

hy

Figura 4.10: Sinal de compensac¢ao do knocker.

o tempo de amostragem, o periodo do pulso pode ser escolhido por 4, = nT onde n esta entre

2 <n <5. Em [23] € discutido os efeitos dos parametros no knocker, assim como ¢é apresentado
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uma técnica de escolha baseada na reduc¢do da integral do erro quadratico (ISE).

Neste trabalho a escolha desses parametros foi feita através de testes no péndulo invertido
real buscando o menor conjunto IAE e variancia no angulo da haste e na posi¢cdo do carrinho.
Devido ao tempo de amostragem utilizado ser muito pequeno (0,5 ms), a largura do pulso T foi
escolhida como 10074 ou 20074. Na Tabela 4.3(a) estdo listados os resultados dos testes. A

influéncia da amplitude do pulso foi avaliada na Tabela 4.3(b).

Tabela 4.3: Escolha dos parametros do knocker
(a) Escolha de Te iy

- I Angulo Posicao Sinal de controle
IAE | Variancia IAE Variancia Norma
10074 = 0,05 | 2t =0,10 | 0,858 0,011 16,132 3,880 43,605
10073 = 0,05 | 3t=0,15 | 1,117 0,018 14,344 3,258 35,900
10074 = 0,05 | 4t=0,20 | 1,087 0,018 20,752 6,798 32,450
10074 = 0,05 | 5t=0,25 | 4,340 0,235 139,954 | 237,560 45,759
20074 =0,10 | 2t=0,20 | 1,189 0,022 38,932 20,186 45,570
20074 =0,10 | 3t=0,30 | 3,053 0,122 89,602 98,598 45,174
20074 = 0,10 | 4t=0,40 | 4,625 0,281 141,983 | 248,951 47,898
20074 =0,10 | 5t=0,50 | 5,179 0,355 158,141 | 310,420 45,999
(b) Influéncia da amplitude do pulso
Amplitude do Pulso Angulo Posi¢do Sinal de controle

IAE | Variancia IAE Variancia Norma

0,6.a 3,049 0,106 127,047 | 190,44 36,482

0,8.a 1,034 0,018 33,640 19,511 36,823

a 0,858 0,011 16,132 3,880 43,605

1,2.a 0,656 0,008 13,372 2,649 48,718

1,4.a 0,785 0,009 10,502 1,306 56,791

Os parametros escolhidos foram T = 0,05 e h; = 0,10. Com relagdo a influéncia da am-
plitude do pulso no desempenho do knocker, observa-se que aumentar a amplitude em 20% do
valor dado inicialmente, causa uma melhoria no desempenho do sistema, com prejuizo de um
maior esfor¢co do controlador. Optou-se entdo por manter a amplitude do pulso como sendo
a dado por (4.8). O resultado experimental pode ser visto na Figura 4.11. Nota-se na Figura
4.11(d), que o tempo entre dois pulsos subsequentes € tdo pequeno que eles quase ndo ocorrem

antes que haja inversao no sinal do pulso.
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Figura 4.11: Compensador knocker.

4.4 Consideracoes Finais

Como forma de avaliar os compensadores testados serdo calculados para os valores obtidos

do angulo da haste e da posi¢ao do carrinho, a integral do erro absoluto (IAE) e a varidncia. A

norma (euclidiana) do sinal de controle € obtida para verificar o esfor¢o do controlador nos mé-

todos aplicados. O trés indices de desempenho utilizados foram calculados para uma janela de

10 s dos sinais obtidos em testes no péndulo invertido real. A Tabela 4.4 apresenta os resultados
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obtidos com os compensadores descritos nesse capitulo. Nota-se que o desempenho € similar
em todos os compensadores, no entanto, para os métodos ndo baseados em modelo hd um maior
esfor¢o do controlador. Em relagdo a compensagdo usando modelos de atrito, uma importante
diferenca é que a compensacao é feita de forma mais suave, principalmente utilizando o modelo
de LuGre, por ndo apresentar descontinuidade no sinal de compensacdo quando a velocidade
cruza por zero, como ja foi dito na secdo 4.2.3. Também devido a esse fato, o compensador
baseado no modelo de LuGre possui a menor norma do sinal de controle, consequentemente
um menor esfor¢o do controlador. O mesmo nao acontece com os modelos de Coulomb (Figura
4.4(d)) e Karnopp (Figura 4.5(d)). No entanto, para os modelos de Coulomb e Karnopp, € pos-
sivel estimar em malha fechada seus parametros de maneira simples, com os métodos descritos
na secdo 3.2 , enquanto que com o modelo de LuGre € preciso recorrer a técnicas de regressao

ndo linear [17] ou através de testes.

Para os compensadores nao baseados em modelos, enquanto o CR adiciona um sinal de
amplitude constante na direcao do sinal do controlador, o knocker adiciona pulsos, causando
agitacdo no carrinho, resultando em um pior desempenho em relagdo a posi¢do do carrinho,
entretanto, em relacdo ao CR apresenta menor esfor¢co do controlador. Por fim, os parametros
a do knocker e ¥ do CR podem ser identificados utilizando o método apresentado na se¢ao
3.2.1, caso o sinal seja oscilatorio. No entanto, T e h precisam ser escolhidos para um bom
funcionamento do knocker, especialmente a escolha de /g, deve ser cautelosa, pois o sistema
pode filtrar os pulsos caso se escolha valores pequenos. E por outro lado, a escolha de valores
grandes de h; pode ocasionar instabilidade devido ao compensador adicionar muita energia
ao sistema. Portanto, duas escolhas tornam-se possiveis para compensar o atrito neste caso.
O compensador CR seria a escolha natural, devido a simplicidade de projeto e ao seu bom
desempenho, no entanto, caso haja necessidade de poupar o atuador, o compensador baseado

no modelo de LuGre torna-se a melhor op¢ao.

Tabela 4.4: Indices de desempenho dos compensadores

Angulo Posicao Sinal de controle
IAE | Variancia | IAE | Varidncia Norma
Sem compensacao | 4,598 0,297 258,50 | 786,667 33,733
Coulomb 1,396 0,021 16,449 3,211 32,416
Karnopp 1,341 1,300 9,595 1,301 32,015
LuGre 1,060 0,014 15,060 3,190 29,504
CR 0,882 0,011 8,886 1,166 67,037
Knocker 0,858 0,011 16,132 3,880 43,608
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5 Conclusoes

Neste trabalho foram discutidos os modelos de atrito de Coulomb, Karnopp e LuGre, bem
como métodos para obtencao de seus parametros via identificacdo em malha aberta e em malha
fechada e via quantificacdo a partir do ajuste de elipses a dados de entrada versus saida. Estes
modelos foram utilizados para compensagao do atrito presente no carrinho do péndulo, métodos

ndo baseados em modelo também foram utilizados com a mesma finalidade.

O teste em malha aberta permitiu quantificar os atritos estatico, de Coulomb e viscoso. O
método em malha fechada foi utilizado para identificar os pardmetros do modelo de Karnopp
relacionados aos atritos de Coulomb e viscoso, destacando alternativas para obter o atrito es-
tatico necessdrio para este modelo. Como o atrito gera ciclos limite, os atritos estético e de
Coulomb foram quantificados ajustando elipses aos dados de entrada versus saida do péndulo
invertido. Os valores identificados para os pardmetros relacionados ao atrito de Coulomb sdo
similares em malha aberta e em malha fechada, 0 mesmo ndo ocorre para o atrito viscoso. Os
atritos quantificados através do ajuste de elipses, devido ao préprio ajuste acabam tendo valores

maiores que os demais.

A compensacdo de atrito foi realizada utilizando métodos baseados em modelos e métodos
ndo baseados em modelo. O valor do IAE calculado para o 4ngulo foi similar em todos os
compensadores. No entanto, para os modelos de Coulomb e Karnopp, é possivel estimar em
malha fechada seus parametros de maneira simples, com os métodos propostos, enquanto que
com o modelo de LuGre é preciso recorrer a técnicas de regressdo ndo linear ou através de
testes. Para os compensadores ndo baseados em modelos, o knocker possui trés pardmetros
que precisam ser escolhidos para um bom desempenho, enquanto que para o CR apenas um

parametro € necessario e pode ser aproximado pela amplitude do sinal de controle.

Uma importante diferenca observada com a compensa¢ao usando modelos de atrito, € que
ela é feita de forma mais suave, principalmente utilizando o modelo de LuGre, por nao apre-
sentar descontinuidade no sinal de compensa¢do quando a velocidade cruza por zero, e também

proporciona um menor esfor¢o do controlador. O CR adiciona um sinal de amplitude constante
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na direcdo do sinal do controlador, e o knocker adiciona pulsos, causando maior movimentagao
do carrinho, resultando em um pior desempenho em relagdo a posicao do mesmo. Isto se re-
flete no esfor¢co do controlador, medido pela norma do sinal de controle que € menor quando a

compensacao € feita usando os modelos de atrito, tendo o menor valor para o modelo de LuGre.
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