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Vitória - ES

Agosto / 2010



Dedico esta dissertação a minha famı́lia.



Agradecimentos

Gostaria de agradecer primeiramente a minha famı́lia, sem a qual este trabalho não

poderia ter sido concebido. Com eles aprendi o real valor da educação e do trabalho, e

foram o seu apoio, carinho, amor, dedicação e todas as experiências vividas por todos

estes anos que me proporcionaram a oportunidade desta realização.
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oportunidade na pesquisa, ainda na iniciação cient́ıfica, e posteriormente ao Júlio no
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Resumo

Esta dissertação é dedicada à investigação sobre a natureza da matéria e da energia
escura no Universo através da técnica que utiliza observações a explosões de supernovae
do tipo Ia como indicadoras de distâncias, usada no fim do séc. XX para detectar a
aceleração da expansão do Universo. Desde então alguns projetos voltados à observação
de supernovae foram executados e tornaram públicos os seus dados, que são usados neste
trabalho para a estimativa de parâmetros e comparação de modelos cosmológicos. O ob-
jetivo deste trabalho é de estudar a capacidade do teste cosmológico feito com os dados
das distâncias às supernovae tipo Ia e a sua resposta a diferentes modelos cosmológicos
e parâmetros livres. Para isto foi feito uma revisão do modelo padrão da Cosmologia e
das evidências que apontam para a presença da matéria e da energia escuras, seguida de
um estudo sobre o fenômeno das supernovae tipo Ia em seus aspectos observacionais e
astrof́ısicos, que permitem a construção das técnicas de calibração de suas magnitudes
e a estimativa de suas distâncias. Antes de seguir para a análise cosmológica introduz-
se a ferramenta apropriada que é a estat́ıstica bayesiana, estudada aqui apenas em suas
ferramentas e aplicações mais elementares. E por último aplicamos estas ferramentas às
amostras de dados de supernovae tipo Ia dispońıveis na literatura conhecidas como Gold,
SNLS, Essence e Constitution, para estudar alguns modelos cosmológicos de interesse, a
começar pelo próprio modelo de concordância ΛCDM e a parametrização ωCDM que
testa a consistência da suposição ωX = −1 para a energia escura. Em seguida testa-
mos dois modelos de energia do vácuo dinâmica Λ(t) e por último um caso especial de
quartessência, o Gás de Chaplygin generalisado. Os resultados mostram que os dados
das supernovae usados isoladamente dão resultados bem menos expressivos do que os en-
contrados na literatura onde são usados em conjunto com outras evidências. Duas das
amostras de dados incluindo a mais atual dão origem a resultados que apresentam irre-
gularidades inesperadas, que apontam para a existência de fatores ainda não controlados
pelas técnicas de calibração da supernovae. Ambos os resultados indicam que o teste
cosmológico baseados nas distância às supernovae Ia ainda passará por um outro salto de
qualidade num futuro próximo.

Palavras-Chave: Cosmologia, Supernova, Estat́ıstica Bayesiana, Matéria Escura, Energia
Escura.



Abstract

This dissertation is dedicated to the investigation on the nature of the dark matter and
dark energy in the Universe through the technique that uses the observations of explosions
os supernovae type Ia as indicators of distances, used at the end of the last century to
detect the acelerated expansion of the Universe. Since then some projects dedicated to
observation of supernovae where executed and published their results, which are used here
to estimate parameters and compare cosmological models. The objective of this work is
to study the power of the test based on the distances to supernovae and its response to
different cosmological models and free parameters. To begin with we review the standard
model of Cosmology and the evidences that suport the existance of dark matter and dark
energy, followed by a study on the supernovae itself and its various observational and
astrophysical aspects that allow the construction of the magnitude calibration techniques
and the estimatives of its distances. Before moving on to the cosmological analyses we
introduce the appropriate tool which is the bayesian statistics, studied here only in its basic
tools and aplications. At last we aply these tools to the supernovae data sets available
in the literature know as the Gold, SNLS, Essence and Constitution, to study some
cosmological models, beginning with the concordance ΛCDM model and the ωCDM
parametrization that tests the supposition that ωX = −1 for the dark energy. After that
we test two dynamical vaccum energy Λ(t) models and a special case of the quartessence
Generalized Chaplygin Gas model. The results show that when used alone the supernovae
data sets leeds to quite less expressive results when compared to the literature where they
are used together with other evidences. And also two of the data sets including the most
up to date show unexpected irregularities that point to the existance of still uncontrolled
effects on the magnitude calibration techniques. Both results show that the cosmological
test based on supernovae data will go through another significant improvement on its
quality in the near future.

Key-Words: Cosmology, Supernova, Bayesian Statistics, Dark matter, Dark Energy
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A Cosmologia é uma ciência que nasceu como um fruto da revolução cient́ıfica ocor-

rida no ińıcio do século XX, quando as disciplinas da f́ısica foram desafiadas por graves

problemas como o da própria estabilidade dos átomos que não podia ser explicada pela

f́ısica clássica. Em resposta a esses desafios este foi um peŕıodo de intensa atividade

cient́ıfica que resultou na elaboração de novas teorias que sanaram as catástrofes e in-

coerências, dando origem a novas áreas da f́ısica apropriadas à descrição de outras escalas

da natureza além das da f́ısica clássica, desde a sub atômica até a extra galática.

No entanto a Cosmologia não foi impulsionada apenas pela f́ısica mas também pe-

los grandes avanços na astronomia que permitiram observações detalhadas do Universo.

Desde então essas observações passaram a ser grandes laboratórios para o desenvolvimento

da f́ısica, no que culminou na construção do modelo do Big Bang sobre as origens e ca-

racteŕısticas de nosso Universo em expansão. E por ser a ciência que investiga as escalas

mais extremas da natureza, do sub atômico Universo primordial até o observado hoje, a

Cosmologia continuou a cumprir o seu papel de laboratório para a f́ısica, o “acelerador

de part́ıculas de pobre” como foi chamada por Y. Zel’dovich.

Assim ao final do século XX por meio da técnica estudada neste trabalho que é a

da determinação das distâncias a um tipo de explosões de estrelas chamadas de super-

nova do tipo Ia, a Cosmologia apresentou à f́ısica uma evidência que parece exigir uma

reformulação das teorias atuais. Ao observar a variação das distâncias com a evolução

do Universo foi confirmado que a expansão do cosmos está acelerando, o que contraria

o esperado da caracteŕıstica atrativa da gravidade que atuaria apenas na desaceleração

da expansão. Desde então muitas especulações surgiram na tentativa de explicar este

fenômeno, a maioria delas associadas ou a correções na teoria da gravidade (a Relativi-

dade Geral) para descrever o Universo, ou a presença de uma substância que exerce uma

força anti-gravitacional com uma pressão negativa, chamada em geral de energia escura.

A essa evidência somam-se as de outras observações astronômicas como a da radiação

cósmica de fundo em micro-ondas, que em paralelo a uma determinação independente da

taxa de expansão atual (o parâmetro de Hubble H0), permite a investigação da geome-

tria espacial do Universo. E por outro lado desde a década de 30 múltiplas evidências

observadas apontam para a presença dominante da matéria escura sob a matéria conven-

cional (bariônica) em sistemas gravitacionalmente ligados como galáxias e aglomerados.

Essas duas componentes são chamadas de escuras porque não emitem qualquer radiação

eletromagnética e assim só podem ser detectadas indiretamente pelos seus efeitos gravi-

tacionais, que em prinćıpio se manifestam desde escalas astrof́ısicas no caso da matéria
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escura e na escala cosmológica no caso da energia escura. E juntas todas essas evidências

montam um panorama do Universo onde 95% de todo seu conteúdo é composto de mate-

ria/energia que nunca foi detectada em laboratório na Terra e cuja natureza permanece

sob especulação.

O confronto das diversas evidências observacionais com os modelos teóricos levou

ao surgimento de um modelo de concordância chamado ΛCDM . Nesse modelo a energia

escura é constante cosmológica Λ de Einstein, que representa e energia do próprio vácuo e é

a explicação mais simples para a causa da aceleração do Universo, além de ser uma energia

cuja existência é esperada. O problema dessa alternativa é que o valor da densidade de

energia do vácuo calculado pela Teoria Quântica de Campos é um número que na melhor

hipótese é cerca de 40 ordens de grandeza maior do que o observado, num resultado que

vem sendo chamado de o maior erro da f́ısica de todos os tempos, e contrasta com o grande

sucesso dessa teoria na descrição das interações elementares, com exceção da gravitação.

Por outro lado a outra componente é a chamada matéria escura fria (CDM em inglês),

que é supostamente uma part́ıcula que interage muito fracamente com a matéria bariônica

e tem sua origem nas teorias que estão além do modelo padrão das part́ıculas elementares.

O problema nesse caso é que os candidatos a essa part́ıcula são muitos, e ela permanece

ainda não detectada em laboratório, embora isso possa mudar em breve.

Assim a situação atual é semelhante a de um século atrás quando novas teorias eram

necessárias para explicar uma série de resultados de experimentos e observações cient́ıficas,

com a diferença de que agora a Cosmologia está na linha de frente desta provável nova

revolução cient́ıfica. E dessa vez devido aos grandes avanços (e problemas) da f́ısica

teórica já existem muitas teorias alternativas sobre a natureza das componentes escuras,

que poderiam ser a descrição correta para os fenômenos observados. Assim a tarefa de

escolher entre elas qual é a melhor descrição do Universo passa necessariamente por um

cont́ınuo avanço nas observações astronômicas, a exemplo do que já vem ocorrendo, o que

por sua vez requer uma atenção cada vez maior no processamento e interpretação dos

dados astronômicos.

Isso justifica a abordagem seguida neste trabalho que é a de uma investigação sobre o

uso dos dados das distâncias às supernovae Ia na Cosmologia em todos os seus aspectos,

o que inclui um revisão sobre a natureza das supernovae Ia e dos várias fatores que

as afetam, assim como os detalhes que afetam as observações e finalmente as técnicas

estat́ısticas amplamente usadas na Cosmologia na estimativa de parâmetros no contexto

de modelos cosmológicos espećıficos. Por último então aplica-se esse estudo ao caso de
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alguns modelos cosmológicos que têm recebido atenção na literatura recente, com o intuito

de observar como os dados das supernovae Ia respondem a diferentes modelos.

Assim não foi um objetivo deste trabalho um estudo mais detalhado sobre algum

modelo cosmológico alternativo, até por que isso deve ser feito pelo confronto com as

múltiplas evidências astronômicas, a exemplo do que ocorre com o ΛCDM . Soma-se a

essa dificuldade a complexidade e a diversidade de motivações relacionadas a cada um dos

modelos alternativos, que em geral se relacionam com as várias possibilidades da f́ısica

teórica que têm sido discutidas nas últimas décadas.

Assim a motivação deste trabalho é a importância central dos dados de supernovae Ia

para a Cosmologia. Se num primeiro momento eles foram usados para meramente detectar

a aceleração do Universo, agora já estão sendo usados para estudar as suas propriedades.

Na última década várias missões cient́ıficas foram lançadas afim de aperfeiçoar as medidas

e minimizar as incertezas nas observações, bem como estabelecer os limites naturais de

aplicabilidade do teste com as supernovae Ia. Esses resultados, que são revisados neste

trabalho, ajudaram a estabelecer o modelo de concordância ao mostrar que o comporta-

mento da aceleração da expansão do cosmos é semelhante ao que seria causado por uma

constante cosmológica, ainda que haja espaço para modelos alternativos que poderiam

explicar os dados.

E dadas as perspectivas para o futuro deste tipo de observação, onde novas missões

no fim desta década vão começar a catalogar mais de 1000 supernovae Ia por ano (em

contraste a maior amostra utilizada neste trabalho que consiste em ≈ 400 supernovae),

o que significará outro salto de qualidade nos resultados finais da análise, sabe-se que

supernovae Ia permanecerão como um tema de estudo de importância central para a

Cosmologia. E da mesma forma que há pouco mais de uma década esta dissertação não

poderia ser feita, dentro de uma década os dados de supernovae dispońıveis poderão talvez

ser usados para demostrar a falha do modelo da constante cosmológica e da matéria escura

fria, ou o seu sucesso definitivo.

Para iniciar este estudo todo o modelo padrão da Cosmologia é revisado no primeiro

caṕıtulo, incluindo suas origens com o advento da teoria da Relatividade Geral e suas

aplicações ao estudo do Universo, que é exposta juntamente com uma retrospectiva dos

avanços nas observações astronômicas que culminaram no criação do modelo do Big Bang

e da Inflação cósmica. Ao final desse caṕıtulo encontra-se também uma exposição sobre

como as múltiplas evidências da Astrof́ısica e da Cosmologia apontam para a existência

da matéria e da energia escuras no Universo, e de como algumas destas evidências são
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usadas, em particular as relevantes neste trabalho que são as medidas de distâncias.

Em seguida encontra-se uma revisão sobre o tema central deste estudo que são as

supernovae do tipo Ia, apresentadas desde os prinćıpios elementares sobre sua natureza,

sua caracteŕısticas astrof́ısicas que vem sendo discutidas nos últimos 20 anos e por último

a discussão sobre a aplicação de seus dados na Cosmologia acompanhada da exposição

das amostras usadas na análise cosmológica realizada no último caṕıtulo.

Antes de seguir para a análise cosmológica introduz-se a ferramenta adequada para

lidar com o tipo de informação limitada que pode-se extrair de qualquer observação cos-

mológica que é a estat́ıstica bayesiana. Esta ferramenta é por si só o motivo de uma

revolução conceitual nos fundamentos da estat́ıtica, que são descritos brevemente no con-

texto de sua aplicação à Cosmologia onde seu uso já se tornou uma rotina.

E por último revisa-se alguns modelos cosmológicos fisicamente bem motivados que

têm sido discutidos na literatura recente, afim de testá-los frente os dados das supernovae

e determinar se estes sozinhos realmente apontam ΛCDM como o melhor modelo. O

objetivo aqui é apenas testar a capacidade da estimativa de parâmetros e discriminação

de modelos dos dados, e não tem a ambição de chegar a conclusões definitivas sobre os

modelos abordados, que têm em comum (a exceção do dois primeiros que são o próprio

ΛCDM e um modelo de teste) apenas o fato de pertencerem a uma classe de modelos que

visam descrever uma posśıvel interação entre a componente exótica de pressão negativa (a

energia escura), com a matéria escura não bariônica CDM. O modelo do Gás de Chaplygin

Generalisado no entanto vai além disso e propõe uma unificação no setor escuro, que passa

a ser uma manifestação de uma mesma f́ısica.



2 Relatividade Geral e
Cosmologia
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Este caṕıtulo é uma retrospectiva do avanço cient́ıfico atingido no século XX no que

diz respeito as origens da Cosmologia e de suas bases teóricas e observacionais. Se ante-

riormente as origens do Universo só podiam ser descritas por especulações ou mitologias,

ao longo do século passado estabeleceram-se os fundamentos da Cosmologia cient́ıfica.

Com ela surgiram os modelos do Big Bang e da Inflação cósmica, e mais recentemente o

modelo de “concordância” ΛCDM que se estabeleceu na primeira década do século XXI

como a melhor explicação aos fenômenos observados.

2.1 A Teoria da Relatividade

No ińıcio do século passado duas contradições flagrantes preocupavam a f́ısica. Em

primeiro lugar havia a completa falha da f́ısica clássica na descrição dos fenômenos na

escala atômica, que levou ao nascimento da Mecânica Quântica e todos os seus desdo-

bramentos - incluindo a Astrof́ısica e parte da Cosmologia. Em segundo lugar havia a

contradição entre as leis da mecânica e as do eletromagnetismo, que levou diretamente

à teoria da Relatividade Restrita (RR) e a teoria que serve de base para a Cosmologia

moderna, a Relatividade Geral (RG).

Por um lado o eletromagnetismo de Maxwell prevê um valor constante para a veloci-

dade da luz no vácuo (c), igual em todos os referenciais inerciais (RIs). De outro, as leis da

mecânica clássica são invariantes sob as chamadas transformações de Galileu entre RIs1),

que resultam numa lei de adição de velocidades tal que um feixe de luz visto por dois

RIs distintos com movimento relativo entre si, possui velocidades de propagação distintas

relativas a cada RI. Havia ainda na formulação do eletromagnetismo clássico (1864) a

existência de um postulado éter, que seria o meio sobre o qual a luz se propaga, e preen-

cheria o vácuo. Assim de acordo com a mecânica, RI diferentes detectariam velocidades

da luz diferentes devido a suas diferentes velocidades relativas ao éter.

A controvérsia atingiu seu auge quando em 1887 Michelson e Morley executaram seu

experimento em busca do éter, onde nenhuma variação da velocidade da luz em direções

diferentes foi detectada, i.e., o movimento da Terra relativo ao éter não foi detectado.

Nesse peŕıodo as bases da RR são lançadas: em 1889 FitzGerald tenta explicar o resultado

nulo do experimento, postulando que os objetos em movimento relativo ao éter se contraem

na direção de seu movimento; durante 1892-95 Lorentz postula de maneira independente

o mesmo fenômeno de contração, mas no contexto de sua teoria sobre o éter, que rivalizou

1As transformações que em conjunto com as rotações e translações no espaço geram o grupo de Galileu,
que conecta RIs com movimento relativo uniforme entre si.
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com a RR por prever alguns resultados idênticos a essa [1]. Ainda nessa época Poincaré

argumenta sobre a impossibilidade da detecção do referencial do éter, e em 1904 formula

o prinćıpio da relatividade usado a seguir por Einstein. Nesse mesmo ano Lorentz deduz

as chamadas transformações de Lorentz, que deixam as equações de Maxwell invariantes

sobre trocas de RI, e em reposta Poincaré reconhece então a necessidade de uma nova

mecânica que teria a velocidade da luz como limite.

Em 1905 Einstein constrói a RR usando apenas dois postulados: o prinćıpio da re-

latividade (sobre a invariância das leis da f́ısica para todos os RIs), e o prinćıpio da

constância da velocidade da luz em todos os referenciais, descartando o éter que passa a

ser um artif́ıcio desnecessário. Com esses prinćıpios Einstein deduziu as transformações

de Lorentz entre RIs e mostrou suas consequências: a equivalência entre massa e energia,

a dilatação do tempo e a contração dos objetos em movimento. O tempo absoluto é

destitúıdo de sentido e passa a ser uma coordenada ligada a cada RI. Assim dois RIs dis-

tintos, com coordenadas cartesianas (ct, x, y, z) e (ct′, x′, y′, z′) são equivalentes sob tran-

formações de Lorentz xα
′

= Λα′

βx
β (onde Λα′

β são os elementos de uma matriz do grupo

de Lorentz 2), que deixam invariante o intervalo infinitesimal entre dois pontos (eventos)

ds2 = ds′2 = −(cdt)2 + dx2 + dy2 + dz2 = ηαβdx
αdxβ, onde ηαβ = Diagonal(−1, 1, 1, 1) é

a matriz chamada métrica de Minkowsky 3.

Como consequência dessa teoria toda a f́ısica clássica é reformulada tendo em vista o

novo grupo de simetria (o grupo de Lorentz) sob o qual as leis da f́ısica são invariantes, com

as leis clássicas sendo o caso limite das leis relativ́ısticas, quando as velocidades envolvidas

são despreźıveis em relação à da luz. Por fim as próprias concepções de espaço e tempo são

reformuladas e unificadas na estrutura geométrica que é o espaço de Minkowsky (1907),

o espaço-tempo plano da RR. Porém algumas questões continuavam sem resposta, o que

levou Einstein nos 10 anos seguintes a construir a sua teoria relativ́ıstica da gravitação, a

Relatividade Geral (RG). Faz-se aqui apenas uma breve introdução baseada na literatura

[1, 2, 3], com o intuito de apresentar as equações que são a base da Cosmologia.

2.1.1 Relatividade Geral

A teoria da RR promoveu uma revolução na f́ısica, porém estava incompleta. Em

especial, tinha em comum com a f́ısica Newtoniana a definição dos RIs (equivalente a

1a lei de Newton), e um prinćıpio de relatividade que conecta esses referenciais, por

2O grupo SO(3,1) das matrizes pseudo-ortogonais (ΛT ηΛ = η) com det Λ = 1, gerado pelas tran-
formações de Lorentz e as rotações e translações no espaço.

3Aqui usa-se a convenção de soma de Einstein onde ı́ndices repetidos são somados, com ct = x0, e
x, y, z = x1,2,3.
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meio das transformações de Galileu e de Lorentz. Não há nada que identifique um RI

isoladamente, e assim Newton deu ao espaço absoluto esse papel. Porém essa idéia nunca

foi unanimidade e assim inicia-se um debate histórico (com Leibniz), que culmina na

obra de Mach de 1893 que continha aquilo que Einstein chamou de Pŕıncipio de Mach.

Consiste na abolição do espaço absoluto, onde agora a inércia (massa) dos corpos passa

a ser um produto da interação com todas as massas do Universo. Com isso o RI absoluto

é substitúıdo pelo referencial das estrelas fixas, que representam o Universo distante e

portanto determinam os RI locais na Terra. Apesar desse prinćıpio ter guiado Einstein,

que pretendia eliminar os conceitos de espaço e tempo absolutos, ele só o fez parcialmente

- pois a forma final da RG prevê que em uma região suficientemente distante de qualquer

matéria, o espaço-tempo é descrito pela métrica de Minkowsky. Nesse caso é a ausência

(ou distância) da matéria que determina os RIs locais, contrariamente à idéia de Mach.

Além do problema do RI absoluto e da extensão do prinćıpio da relatividade aos mo-

vimentos acelerados, outro problema da RR era a sua extensão à gravitação. Pensando

nesses problemas Einstein percebeu uma profunda conexão entre inércia, aceleração e gra-

vitação. Hoje chama-se essa conexão de Prinćıpio da Equivalência Fraco, que consiste na

igualdade numérica (confirmada por diversos experimentos com precisão de mais de 10−9)

entre a massa gravitacional (definida pela lei de força mG = FG/g, onde g é a aceleração

gravitacional) e a massa inercial definida pela 2a lei de Newton (mI = F/a), o que faz

com que sob a força da gravidade apenas todos os corpos caem com a mesma aceleração

(a = g), como observado por Galileu. Einstein toma esta coincidência como ponto de

partida para a RG em 1907, no Prinćıpio da Equivalência de Einstein. Citando [2], “em

cada ponto do espaço-tempo, é posśıvel escolher um sistema de coordenadas localmente

inercial tal que, em regiões suficientemente pequenas em torno desse ponto, as leis da

f́ısica têm a mesma forma das da RR, na ausência do campo gravitacional”.

Ao reconhecer a equivalência dos RIs locais em queda livre, Einstein estende o prinćıpio

da relatividade no Prinćıpio da Covariância, onde as leis da f́ısica são as mesmas na

presença de um campo gravitacional, e são invariantes sob transformações gerais de co-

ordenadas, ou seja devem ter a forma de tensores, que são objetos matemáticos definidos

pelo seu comportamento sob transformações gerais de coordenadas. Juntos esses dois

prinćıpios estendem o prinćıpio da relatividade ao afirmarem que as leis da f́ısica são “lo-

calmente” invariantes. E assim em cada ponto do espaço-tempo é posśıvel escolher um

referencial em queda livre, onde a 2a lei de Newton toma a forma

d2ξα

dτ 2
= 0 (2.1)



10

e τ é o tempo próprio definido por c2dτ 2 = ds2 = −ηαβdξαdξβ. Em um outro sistema de

coordenadas xα, em repouso no campo gravitacional, essa equação é

d

dτ
(
dxµ

dτ

dξα

dxµ
) = 0

que após manipulação torna-se

d2xα

dτ 2
+ Γαµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0 (2.2)

que é chamada equação da geodésica. Sua solução representa a generalização do conceito

de linha reta da geometria euclidiana (curva de menor comprimento entre dois pontos)

para uma geometria curva ou não-euclidiana. Nesse sistema de coordenadas o tempo

próprio é dado por c2dτ 2 = ds2 = −gµνdxµdxν o que define o tensor métrico

gµν =
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
ηαβ (2.3)

A métrica gµν e śımbolo Γαµν são elementos centrais da geometria Riemaniana (GR),

que é a estrutura matemática que sustenta a RG. A métrica gµν dá uma maneira de medir

distâncias entre pontos no espaço-tempo e assim associa uma norma a cada tensor. Por

exemplo para um vetor tem-se |~V |2 = gµνV
µV ν que ilustra o papel de gµν que opera sobre

todos os outros tensores como em Vµ = gµαV
α ou V µ = gµαVα que formam o invariante

|~V |2 = V µVµ = VµV
µ, e também contraindo ı́ndices como em Rµν = Rα

αµν que é gerada

do produto gαβRαβµν , que por sua vez depende da propriedade gαγgβγ = δαβ
4.

O śımbolo Γαµν (conhecido por muitos nomes como conexão afim ou śımbolo de Chris-

toffel) é constrúıdo a partir das transformações de coordenadas e é usado na construção da

derivada covariante, que é um generalização da conceito de derivada para a sua atuação

sobre os tensores, de maneira que a derivada covariante de um tensor também seja um

tensor. Por exemplo escrevendo um vetor como ~V = V µ ~eµ, onde ~eµ são os vetores da base

associada a um sistema de coordenadas e V µ são os componentes nessa base, a derivada

covariante com respeito a coordenada xν é

∂~V

∂xν
=
∂V µ

∂xν
~eµ + V µ

~∂eµ
∂xν

(2.4)

onde destaca-se a presença do termo ~∂eµ/∂x
ν que pode ser escrito como

~eαΓαµν =
~∂eµ
∂xν

(2.5)

4δαβ é o tensor de Kronecker e sua forma matricial é a identidade. Assim, gαβ possui uma inversa
que é gαβ .
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o que permite escrever, após uma troca de ı́ndices mudos (somados)

∂~V

∂xν
= (

∂V µ

∂xν
+ V λΓµλν)~eµ (2.6)

e assim as componentes da derivada covariante do vetor com respeito a base ~eµ, são:

V µ
;ν = V µ

,ν + V αΓµαν (2.7)

onde (;) denota a derivada covariante e a (,) é a derivada ordinária.

Com a derivada covariante define-se o conceito de transporte paralelo no espaço-tempo,

que consiste na comparação de um tensor em pontos sucessivos e infinitamente próximos,

tal que esse se mantenha constante. Essa é uma idéia central da GR, que dá origem ao

conceito generalizado de geodésica (e deduz a equação 2.2) como a curva que transporta

paralelamente o seu próprio vetor tangente. No entanto a maneira como é feito o trans-

porte paralelo depende da conexão (que estabelece a derivada covariante), e na RG usa-se

a chamada conexão métrica, que parte da idéia de que o tensor métrico é paralelamente

transportado por todo o espaço-tempo, o que requer:

gµν;λ = 0 (2.8)

e isso por sua vez conserva a norma (e a noção de ortogonalidade) entre os tensores. E

também manipulando essa fórmula tem-se a relação entre gµν e Γαµν :

Γαµν =
1

2
gαβ(gµβ,ν + gνβ,µ − gµν,β) (2.9)

O prinćıpio da covariância diz que as leis da f́ısica devem ter a forma tensorial, e

que todos os efeitos da gravitação estão representados pela métrica gµν e pela conexão

Γαµν como percebidos no referencial em queda livre. Para estabelecer uma equação para

o campo gravitacional (uma equação para gµν) é necessária a representação tensorial da

curvatura do espaço-tempo (pois gµν e Γαµν são próprios do referencial em queda livre).

Isso é feito dentro de um contexto mais rigoroso considerando a variação de um tensor

sob um transporte paralelo ao longo de um circuito infinitesimal ao redor de um ponto,

ou de maneira equivalente considerando o comutador de duas derivadas covariantes ao

longo de duas direções distintas. Com isso mostra-se que o tensor de Riemann é o único

tensor constrúıdo a partir da métrica e de suas derivadas, definido por 5:

Rα
µβν = Γαµν,β − Γαµβ,ν + ΓασβΓσµν − ΓασνΓ

σ
µβ (2.10)

5Não há uma convenção estabelecida acerca dos sinais dessa fórmula. Aqui, segue-se [3].
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A partir desse define-se o tensor de Ricci, que é a sua única contração não-nula:

Rµν = gαβRαµβν = gαβgαγR
γ
µβν = Rα

µαν (2.11)

e por último o escalar de Ricci ou escalar de curvatura:

R = Rµ
µ = gµνRµν (2.12)

É posśıvel estabelecer uma equação para o campo gravitacional partindo de prinćıpios

intuitivos sabendo que o campo gravitacional, ou a geometria não-euclidiana do espaço-

tempo, é induzida pela presença de uma distribuição de matéria/energia. Essa por sua

vez possui uma conhecida representação tensorial, o tensor de momentum-energia Tµν .

Ele descreve a distruibuição da matéria e energia no espaço-tempo como um fluido (ou

cont́ınuo), e assinala a cada ponto densidades de energia e de momentum. Suas compo-

nentes possuem interpretação direta, no contexto da mecânica de fluidos e da RR:

• T00 = densidade de matéria-energia.

• T0i = fluxo de energia na i-ésima direção.

• Ti0 = densidade da i-ésima componente do momentum.

• Tij = tensor das tensões da mecânica clássica, representa o fluxo da i-ésima compo-

nente do momentum ao longo da superf́ıcie xj = constante.

Com isso pode-se descrever toda uma variedade de fluidos, onde em geral o tensor Tµν é

simétrico em seus ı́ndices, pois a igualdade T0i = Ti0 é uma consequência da equivalência

entre massa e energia, e a igualdade Tij = Tji provém do fato de que a soma das forças

e dos torques internos a um elemento de fluido em equiĺıbrio deve ser zero. Também é

posśıvel mostrar que no caso geral as leis da conservação do momentum e da energia da

RR são compactadas na expressão T µν,µ = 0, cuja generalização imediata é:

T µν;µ = 0 (2.13)

O protótipo de fluido é o chamado fluido ideal, caracterizado pelas condições de que no

seu referencial de repouso (que se move junto com os elementos do fluido), não haja nem

troca de calor entre seus elementos (T0i = 0) e nem viscosidade ou pressões anisotrópicas

(Tij = 0,∀ i 6=j). A sua representação num referencial arbitrário é:

Tµν = (ρ+
p

c2
)UµUν +

p

c2
gµν (2.14)
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onde ρ é a densidade de energia, p é a pressão e Uα = dxα

dτ
é quadri-velocidade, definidas

em cada ponto do fluido. No referencial de repouso do fluido, Uα = (−c, 0, 0, 0), e a matriz

de Tµν é a Diagonal(ρc2, p, p, p). Esse fluido possui um papel fundamental na Cosmologia.

Por fim espera-se que Tµν seja a fonte da geometria do espaço-tempo, por analogia à

gravitação Newtoniana. Em outras palavras espera-se que a equação do campo gravita-

cional tenha a forma Gµν ∝ Tµν , onde Gµν é uma função da métrica e de suas derivadas.

Dessa forma Gµν tem as mesmas propriedades de Tµν : é simétrico em seus dois ı́ndices

e possui divergência covariante nula Gµ
ν;µ = 0. Usando as simetrias de Rαβµν(que é

anti-simétrico nos ı́ndices αβ e µν e simétrico sob a troca desses pares) e das chamadas

identidades de Bianchi Rα[βµν] = 0 e Rαβ[µν;γ] = 0 6, mostra-se que existe apenas um

único tensor que obedece essas propriedades, o chamado tensor de Einstein:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR (2.15)

E assim as equações de campo da RG, obtidas independentemente por Einstein e

Hilbert em 1915, são:

Rµν −
1

2
gµνR = kTµν (2.16)

onde k é uma constante a ser determinada pelo limite Newtoniano dessas equações, que

é a equação de Poisson ∇2φ = 4πGρ, onde φ é o potencial gravitacional Newtoniano.

Impondo as identificações necessárias a gµν e as várias condições do limite newtoniano

(onde a métrica é ≈ ηµν , etc) conclui-se que k = 8πG
c4

e assim pode-se escrever a forma das

equações de Einstein da RG em de 1917:

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν =

8πG

c4
Tµν (2.17)

Einstein introduziu o termo Λ, a constante cosmológica, pois além de não alterar a

estrutura das equações por ser uma constante, justificava seu modelo cosmológico, que

mostrou-se incorreto. Mas nem por isso o termo desapareceu na história, tendo sido

ressucitado recentemente por um motivo que é a motivação deste trabalho.

2.2 A Cosmologia Relativ́ıstica

A Cosmologia é uma ciência do século XX. No entanto, devido ao papel central da

astronomia no desenvolvimento da ciência moderna, muitas especulações foram feitas a

medida que o poder de observação dos telescópios lentamente aumentava. Tendo formu-

6Os colchetes simbolizam a parte anti-simétrica do tensor nos ı́ndices envolvidos.
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lado a teoria clássica da gravitação, Newton especulou corretamente que a gravidade seria

a interação dominante na estrutura do cosmos. No entanto tal estrutura ainda não havia

sido observada em detalhes além da Via-Láctea, e assim baseado no conceito de espaço ab-

soluto e nas posições fixas das estrelas, o modelo cosmológico de Newton (1691) se referia

a um Universo estático, infinito e homogeneamente povoado de estrelas - contrariamente

a todas as observações, como por exemplo a concentração dessas em nossa galáxia.

Mesmo incorreto o modelo de Newton serve de marco pois nele vê-se pela primeira

vez a idéia do Prinćıpio Cosmológico, de um Universo homogêneo e isotrópico nas escalas

cosmológicas de distâncias, igualmente povoado em todas as direções. Esse prinćıpio é

a hipótese de trabalho e ponto da partida da Cosmologia, juntamente com o Prinćıpio

Copernicano, que afirma que todas as direções do Universo são equivalentes (assim, a Terra

é equivalente a qualquer outro ponto de observação no Universo). São esses prinćıpios que

somados a regularidade e a constância observadas nas leis da f́ısica por todo o Universo,

permitem a construção de modelos cosmológicos que são atualizados de acordo com as

evidências observadas. Assim até hoje questiona-se até que ponto o prinćıpio cosmológico

é verdadeiro [4, 5, 6]. No entanto sabe-se que esse é no mı́nimo uma boa aproximação

para descrever o cosmos nas escalas em questão (a partir de ≈ 100 Mpc7), onde espera-se

que ele seja obedecido num sentido estat́ıstico, onde a média das flutuações de densidade

seja a mesma em todas as direções8[7, 8].

Newton ainda impulsionou a astronomia com a invenção do telescópio refletor. Com

ele em 1750 Tomas Wright especulou sobre a estrutura de disco da Via-Láctea e sua

aparência no céu, e também propôs que as nebulosas difusas observadas poderiam ser

discos de estrelas distantes, semelhantes a nossa - idéia defendida em 1755 pelo filósofo

Immanuel Kant, criador do termo “universos-ilha” (galáxias). Ao fim do século XVIII

William Herchell, o descobridor de Urano, publicou extensos catálogos astronômicos e se

tornou o principal defensor dessa teoria, além de comprovar a estrutura da Via-Láctea.

No entanto essa teoria não foi bem aceita nessa época devido a falta de evidências: não

havia como provar que esses objetos estavam a distâncias extra-galáticas. Assim o debate

sobre nebulosas difusas e as dimensões do Universo persistiu durante todo século XIX,

enquanto lentamente as evidências se acumularam.

Foi nesse contexto que em menos de duas décadas nasceu a Cosmologia. Em 1915

Einsten lança a sua base teórica (a RG), e em 1917 descreve seu modelo cosmológico.

7Parsec (pc) é a distância em que a paralaxe astronômica (variação da posição angular em um ano)
de um astro é de um segundo de arco, que é 1 pc ≈ 3,26 anos luz ≈ 3,08×1016 m.

8Os maiores superaglomerados de galáxias observados até agora possuem entre 100-200 Mpc de com-
primento e espera-se que além disso as flutuações de densidade sejam aleatórias.
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Baseado no prinćıpio de Mach ele esperava que a distribuição de matéria em todo o

Universo determinasse todos os RIs locais, e isso requeria uma geometria fechada (figura

1), e também uma distribuição de matéria homogênea e isotrópica [7]. Para que esse

modelo descrevesse um Universo estático, assim como o de Newton, Einstein introduziu

a constante cosmológica Λ na equação, que equilibra os efeitos da gravidade. Além desse

outros modelos cosmológicos foram contrúıdos à luz da teoria da RG, mas ao longo do

século XX todos foram descartados. Alguns possuem certo valor para o desenvolvimento

da Cosmologia, como o modelo de de Sitter (1917) que representa a solução de vácuo

(Tµν = 0) das equações da RG 2.17, e descreve um espaço-tempo cuja geometria 3-D se

expande exponencialmente no tempo.

No mesmo peŕıodo, em 1912 Slipher já havia observado nebulosas com alto desvio

para o vermelho (redshift - z)9, indicando que esses objetos tinham uma velocidade maior

do que à de escape de nossa galáxia. Mas foi somente em 1924 que Hubble deu a prova

definitiva de que as nebulosas se tratavam na verdade de galáxias distintas. Observando

estrelas variáveis Cefeidas10 no interior de diversas nebulosas (como a M31, a galáxia de

Andrômeda), Hubble calculou suas distâncias e obteve resultados que em geral estavam

a centenas de vezes o tamanho de nossa galáxia, confirmando a idéia de que as nebulosas

tinham que ser galáxias distantes com suas próprias estrelas variáveis.

2.2.1 O Universo em Expansão

Com os avanços teóricos e observacionais, na década de 20 lançaram-se as bases da

Cosmologia. Em 1922 Friedmann e de maneira independente em 1927 Lemâıtre, des-

cobriram a expressão matemática para o prinćıpio cosmológico, a mesma que em 1935

Robertson e Walker provaram, com considerações puramente geométricas (independente

da RG [2]) ser única representação de todo os espaços-tempo que em geral tenham sua

parte espacial homogênea e isotrópica. É a chamada métrica de Friedmann-Lemâıtre-

Robertson-Walker (FLRW), que em coordenadas esféricas (ct, r, θ,φ), escreve-se:

ds2 = −(cdt)2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sen2(θ)dφ2

)]
(2.18)

onde ds2 = gµνdx
µdxν é o elemento de linha da geometria.

Nessa expressão k é a curvatura espacial do Universo, e descreve sua geometria. A ho-

9Deslocamento de todo espectro eletromagnético, causado na f́ısica clássica pelo efeito Doppler devido
a velocidades de recessão (redshift) ou de aproximação (blueshift) da fonte.

10Estrelas de brilho variável que possuem uma relação entre seu peŕıodo de pulsação e sua luminosidade
absoluta. Observando seu peŕıodo pode-se estimar suas distâncias usando a lei 2.48.
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mogeneidade e isotropia são definidas pelas superf́ıcies espaciais fixadas a tempo constante,

que possuem a mesma curvatura em todos os pontos - assim há apenas 3 possibilidades:

• k = −1: Universo hiperbólico. Geodésicas (as linhas na figura 1) inicialmente

paralelas divergem.

• k = 0: Universo plano. Geodésicas paralelas permanecem paralelas, vale o teorema

de Pitágoras.

• k = 1: Geometria fechada, esférica. Geodésicas inicialmente paralelas convergem.

Figura 1: Curvatura espacial do Universo

O parâmetro a(t) (ou R(t) na fig. 1) é o chamado fator de escala e é a medida da

expansão do espaço - ele afeta todas as medidas de distância nas escalas cosmológicas

(onde essas considerações são válidas), que aumentam com a(t) de uma maneira que

depende também da curvatura. É definido como sendo a0 = a(t0) = 1, onde t0 é a

idade do Universo hoje. Por outro lado uma distribuição de matéria-energia que obedeça

o prinćıpio cosmológico só pode ser representada por um fluido ideal, e isso pode ser

visto nas escalas cosmológicas pois ao interpretar as galáxias (ou seus pequenos grupos)

como elementos de um fluido, vê-se que esses interagem entre si aproximadamente da

mesma maneira que num fluido ideal. Isso é uma consequência do Postulado de Weyl [9],

que assegura a possibilidade da escolha de uma classe de observadores, comóveis com a

expansão do Universo, que o percebem homogêneo e isotrópico.

Essas idéias, expressas nas equações de campo da RG (2.17), depois de calculados

Γαµν , R
α
µβν , Rµν e R a partir da métrica FLRW com Tµν = Diagonal(ρc2, p, p, p), levam

as equações base do modelo padrão. Uma delas é a equação da conservação T µν;µ = 0:

ρ̇ = −3H(ρ+
p

c2
) (2.19)

onde utilizam-se as definições do fator de Hubble H = ȧ/a, com ȧ, ρ̇ e ä sendo a 1a e a 2a

derivada temporal de a(t) e ρ(t). As equações de campo da RG por sua vez, têm como
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componente temporal

H2 +
kc2

a2
− Λc2

3
=

8πG

3
ρ (2.20)

e como componentes espaciais

2
ä

a
+ (

ȧ

a
)2 +

kc2

a2
− Λc2 = −8πG

c2
p (2.21)

porém, a forma mais comum de expressá-la é por uma combinação das duas anteriores,

que descreve a aceleração do fator de escala:

ä

a
= Ḣ +H2 = −4πG

3
(ρ+ 3

p

c2
) +

Λc2

3
(2.22)

onde a curvatura k serve como constante de integração dessa ultima equação.

As equações 2.20 e 2.22 são as chamadas equações de Friedmann. Com aux́ılio da

equação de estado do fluido, cuja forma mais simples é p = ωρc2, pode-se resolvê-las. É

posśıvel também omitir a presença de Λ nas equações acima substituindo ρ → ρ + ρΛ

e p → p + pΛ, onde pΛ = −ρΛc
2 = −Λc4/8πG, incorporando Λ no tensor momentum-

energia. Esse fato é na verdade um argumento que leva a interpretação de Λ como a

energia do vácuo (secão 2.3.2). A vantagem dessa incorporação é a de poder resolver

as equações de Friedmann combinando-as por meio de uma equação de estado, dando

a(t) ∝ t2/3(1+w). Logo, para um Universo dominado por matéria não-relativ́ıstica, ou “fria”

(p << ρc2 ≈ 0), que possui ωm = 0, tem-se a ∝ t2/3. Quando a densidade de energia da

radiação eletromagnética que possui ωr = 1
3

é dominante, a ∝ t1/2 e quando a constande

cosmológica (ωΛ = −1) domina, a expressão é indefinida. Porém, sabe-se que nesse limite

a solução de a(t) é o modelo de de Sitter que apresenta uma expansão exponencial do

espaço[10]. Tem-se também como consequência de 2.19, que ρ(t) ∝ a−3(1+ω), que para

a matéria fria é ρm ∝ a−3, para a radiação ρr ∝ a−4 e para a constante cosmológica,

ρΛ = constante. Estas expressões descrevem as eras cosmológicas onde a densidade de

energia de um de seus componentes é muito maior do que o das demais. Porém para

descrever a evolução do Universo mais precisamente, deve-se descrever sua composição

mais precisamente. Isso pode ser feito escrevendo ρ(t) =
∑

i ρi, em conjunto com as

equações de estado pi = ωiρic
2 de cada componente, como é feito a seguir.

Uma das consequências da expansão do Universo é o seu efeito sob a propagação da

luz nas distâncias cosmológicas, e de fato essa foi a primeira confirmação observacional

recebida pelo modelo padrão. Sabe-se desde a RR que a a luz se propaga sob uma

geodésica nula, ds2 = 0. Assim, integrando essa equação ao longo de um caminho radial
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(dφ = dθ = 0) que tem a Terra como origem, sabe-se que os feixes de luz obedecem∫ t0

t

cdt

a
=

∫ r

0

dr′√
1− kr′2

(2.23)

onde t é o tempo cósmico na emissão da onda e t0 é o tempo na recepção do sinal na

Terra. Essa equação é fundamental, pois dá origem à medida de distância fundamental na

Cosmologia que é a chamada distância comóvel, pois é definida no sistema de coordenadas

comóvel com a expansão do Universo:

χ =

∫ t0

t

cdt

a
=

∫ r

0

dr′√
1− kr′2

=


arcsen(r), k = 1

r, k = 0

arcsenh(r), k = −1

(2.24)

Essa é a distância medida pelo redshift observado na luz vinda da fonte num passado

distante. Medir distâncias em um Universo em expansão é muito complicado, e assim

todas as medidas de distância farão uso da medida fundamental que é a distância comóvel.

Para duas frentes de onda consecutivas, a segunda será emitida num tempo t + δt e

recebida no tempo t0 + δt0. Estando ambas associadas ao mesmo intervalo invariante e

considerando que o fator de escala permanece o mesmo durante os processos de emissão

(a(t+δt) = a(t)), e de recepção (a(t0 +δt0) = a(t0)) dos fótons consecutivos (cujo peŕıodo

t́ıpico é 10−10 s para microondas), tem-se

χ =

∫ t0+δt0

t+δt

cdt

a
=

∫ t0

t

cdt

a
−→ δt0

a(t0)
=

δt

a(t)
(2.25)

e ao usar as relações δt = 1/ν e c = λν juntamente com a definição do desvio para o

vermelho da f́ısica clássica, tem-se a definição do desvio para o vermelho cosmológico:

δt

δt0
=
ν0

ν
=
a(t0)

a(t)
−→ z =

λ0 − λ
λ

=
a(t0)

a(t)
− 1 (2.26)

ou usando a(t0) = 1

z =
1− a
a
−→ a =

1

1 + z
(2.27)

e apesar dessa derivação ser uma aproximação, pode-se demonstra-lá rigorosamente con-

siderando a equação da geodésica do fóton na métrica FLRW [2, 3, 11]. Foi esse o redshift

que Slipher achou em várias nebulosas, mas foram Hubble e Humason que interpretaram

a origem desde fenômeno em 1929, combinando suas próprias medidas de distância com

as medidas de Slipher e outros. Com isso descobriram uma relação entre o redshift das

galáxias e suas distâncias, que é consistente com uma velocidade de recessão associada a

um Universo em expansão. Hoje sabe-se que tal relação é apenas uma aproximação, pois
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depende da interpretação de z como consequência do efeito Doppler causado por uma

velocidade de recessão, tal como na fórmula da RR:

z =
1 + v cos θ√

1− v2

c2

− 1 −→ z ≈ v

c
, v << c (2.28)

onde θ é o angulo entre a velocidade ~v do objeto e a linha de visão do observador.

Sabendo que o redshift cosmológico é o efeito de da expansão do Universo que dilata os

comprimentos de onda da luz, pode-se mostrar que no limite apropriado (z << 1) essas

duas interpretações coincidem. Para isso toma-se a medida correspondente à distância

f́ısica, chamada distância própria, que aumenta com a expansão do Universo - ela é medida

num tempo constante, tomando dt = 0 na métrica 2.18 e integrando. Com ela mede-se

fisicamente a expansão do Universo:

dp(t) = a(t)χ −→ dp(t0)

a(t0)
=
dp(t)

a(t)
(2.29)

onde t é o tempo na emissão e t0 é o na recepção. Assim, a velocidade de recessão seria

então ḋp = ȧχ e eliminando χ tem-se a lei de Hubble como formulada em 1929:

ḋp = vr = H0dp(t0) (2.30)

onde H é a chamada constante de Hubble H0 = H(t0) = ȧ(t)
a(t)
|t=t0 . Esse parâmetro é de

importância fundamental para a Cosmologia pois vários outros parâmetros cosmológicos

dependem de seu valor. Mesmo tendo sido calculado pela 1a vez por Hubble, apenas

recentemente as medidas baseadas em várias evidências [12, 13] atingiram precisão abaixo

de ≈ 10%, girando em torno de H0 ≈ 70 km/s/Mpc. Por convenção define-se H0 = 100h

km/s/Mpc e assim h ≈ 0, 7.

Essa lei emṕırica é aparentemente problemática pois quando dp > c/H0 = dH , onde

dH é a chamada distância de Hubble, vr > c contrariando a RR. E de fato os objetos a

uma distantância maior que dH ≈ 3000 Mpc estão se afastando da Terra mais rápido do

que a luz, mas isso não é uma contradição com a RR uma vez que não há um RI que possa

ser associado a dp e vr[14], pois elas são tomadas em um instante de tempo t0, ao passo

que as informações que recebemos dos astros distantes são na verdade informações sobre

o passado desses objetos. Na prática não há como observar diretamente a dp, a não ser

por seus efeitos em outras medidas de distância. Assim a maneira correta de interpretar

o redshift é pela expansão de Taylor da funcão z(t) |t≈t0 :

z(t) =
a(t0)

a(t)
− 1 ≈ H0(t0 − t) +

1

2
H2

0 (q0 + 2)(t0 − t)2 + ... (2.31)
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onde q0 é o parâmetro de desaceleração

q0 =
−1

H2
0a(t0)

da2(t)

dt2
|t=t0 =

4πG(ρ0 + 3p0)

3H2
0

(2.32)

donde vê-se que se o Universo é dominado por um fluido com ω < −1/3, irá sofrer uma

expansão acelerada (q0 < 0). Assim no limite z << 1, quando t → t0, assume-se que

z ≈ vr/c, e recupera-se a lei de Hubble como aproximação em 1a ordem:

z ≈ H0(t0 − t) −→ vr = H0dp(t0) (2.33)

onde c(t0 − t) = dp(t0). Nesse caso a expansão do Universo pode ser ignorada (a(t) ≈
a(t0)), e ambos RIs de emissão e recepção concordam em suas medidas.

A expansão do Universo juntamente com a radiação cósmica de fundo (R.C.F.) em

micro-ondas e abundância natural dos elementos qúımicos no Universo, que serão abor-

dadas na próxima seção, são as principais bases observacionais do modelo padrão. Neste

trabalho investiga-se a história mais recente do Universo e assim muitos detalhes técnicos

das teorias do Big Bang e da Inflação cósmica serão omitidos uma vez que esses dão origem

a outras linhas de investigação não abordadas aqui. Assim, faz-se nessa seção apenas uma

breve descrição de como o modelo padrão descreve o Universo primordial e as evidências

(e problemas) que o suportam.

2.2.2 O Modelo Padrão

Desde o trabalho de Lemâıtre de 1927, a idéia de um Universo em expansão é es-

tendida a um passado lonǵınquo, onde todo o cosmos estaria comprimido em uma região

arbitrariamente pequena. Ele chamou esse estado de “átomo primordial”, e anos depois

Hoyle, defensor da teoria do Universo estacionário, criou o termo “Big Bang”, então pejo-

rativo, para descrever o Universo primordial. Essa extrapolação da contração do cosmos,

a medida que se olha para o passado, leva a uma série de especulações sobre o instante

inicial da expansão (que é uma singularidade formal da métrica FLRW, onde a(0)→ 0, e

ρ→∞), e também sobre a origem da expansão (ou o que iniciou o Big Bang). No entanto

essas especulações descrevem o Universo a medida que esse supostamente se aproxima da

singularidade, quando as leis da f́ısica conhecida não são mais válidas e espera-se que

sejam subst́ıtuidas por outras, em um problema que está ligado à natureza da gravitação

quântica, que até agora não é compreendida. Assim a teoria do Big Bang não explica o

porque e nem a natureza da singularidade, mas descreve com sucesso o Universo a partir

desses instantes iniciais.



21

De acordo com esse cenário o Universo primordial emerge da singularidade e entre

0 < t < tP atravessa a chamada era de Planck, que é inteiramente dominada por efeitos

da gravitação quântica, sendo assim atualmente imprescrutável. Aqui tP = (G~/c5)1/2 ≈
10−43 s é o chamado tempo de Planck que juntamente com as outras medidas derivadas

(por exemplo a temperatura de Planck T ≈ 1032 K), marcam as escalas t́ıpicas da gra-

vitação quântica. A partir dessa fase seguem-se outras envolvidas em muitas especulações

ou extrapolações dos modelos padrão da Cosmologia e das interações fundamentais. A

primeira é a chamada era da grande unificação, entre 10−43 < t < 10−36 s, onde especula-

se [10] que apenas a gravidade havia se separado das forças eletrofraca e nuclear forte,

que permaneciam unificadas. Após isso por volta de t = 10−36 s acredita-se o mecanismo

de quebra espontânea de simetria tenha diferenciado as forças nuclear forte e eletrofraca

e durante essa transição de fase espera-se que tenha ocorrido também a Inflação cósmica.

As teorias de Inflação surgiram na década de 80 pelas idéias de Guth, Sato e Staro-

binsky e atualmente existem mais de uma dezena de suas variações [15]. Elas descrevem

a época no Universo primordial dominada pela energia de um campo escalar homogêneo

de origem desconhecida, chamado inflaton, que impulsionou uma expansão exponencial

do espaço. Supõe-se que em algum peŕıodo de tempo entre 10−36 < t < 10−32 o inflaton

sofra uma transição onde libera sua energia potencial obedecendo p ≈ −ρ, e faz com que

o fator de escala aumente por um fator mı́nimo de e70 ≈ 1030. Ao final desse processo

espera-se que o inflaton decaia e converta sua energia em outras part́ıculas e radiação,

num processo conhecido como reaquecimento. Acredita-se também que nessa época (ou

perto da época da transição eletrofraca) tenha ocorrido a bariogênese, um processo ainda

não compreedido (juntamente com sua conexão com a Inflação), no qual se origina a

assimetria da matéria sobre a anti-matéria observada por todo o cosmos11.

Apesar de sua natureza altamente especulativa a teoria da Inflação cósmica é con-

siderada parte do modelo do modelo padrão da Cosmologia. A razão para isso é a sua

capacidade única de explicar os sérios problemas inerentes ao modelo do Big Bang. O

primeiro é o chamado problema do monopolo que surge das estensões do modelo padrão

da f́ısica de part́ıculas como por exemplo as teorias de supersimetria, supercordas e de

grande unificação. Todas elas prevêem que se o Universo passou por uma fase sufici-

entemente quente e densa então uma série de part́ıculas exóticas, como por exemplo os

monopolos magnéticos, teriam que ser produzidos nessa fase e persistido, contrariando o

11De acordo com o prinćıpio da conservação da carga elétrica, a matéria e a anti-matéria deveriam ter
sido criadas em igual quantidade. Assim, por algum mecanismo ainda não totalmente compreendido,
algo criou a assimetria observada na natureza.
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fato de nenhuma dessas part́ıculas foram observadas até hoje.

Já os chamados problema do horizonte e problema da planeza são muito mais graves

pois aqui o modelo Big Bang parece entrar em contradição. Para mostrar o problema da

planeza, deve-se primeiro reescrever a equação de Friedmann 2.20, com as definições da

densidade cŕıtica ρc(t) = 3H2(t)/8πG e do parâmetro de densidade Ω(t) = ρ/ρc

Ω(t)− 1 =
kc2

a2H2
= −Ωk(t) (2.34)

que justifica as definições uma vez que para k = 0, ρ(t) ≡ ρc(t). Num Universo dominado

por matéria ou radiação (na verdade qualquer fluido tal que ä < 0), a2H2 = ȧ2 sempre

diminui e assim se k 6= 0, |Ω− 1| sempre aumenta. Portanto nesse caso Ωk se afasta

rapidamente de 0, contrariamente ao valor observado pelo satélite WMAP[16, 17] que

é Ωk = −0.080+0,071
−0,093 (utilizando apenas os dados da RCF). Com isso pode-se mostrar

que seria necessário que na época da nucleosśıntese (a seguir), |Ω− 1| ≈ 10−16 para que

Ω ≈ 1 hoje. Isso representa uma condição inicial absurdamente precisa, e não há nada

que a justifique. A única solução seria então assumir que k = 0, que por sua vez diz

que conteúdo da matéria-energia o Universo obedece Ω = 1 em toda a sua história, com

precisão também arbitrariamente grande.

O problema do horizonte por sua vez é a afirmação de que no modelo Big Bang

não existe explicação para a homogeneidade e a isotropia, dada a existência de regiões

distintas no Universo que nunca estiveram causalmente conectadas. Para ser mais preciso,

observa-se o chamado horizonte de part́ıculas que representa a distância máxima que a

luz pode ter viajado desde o ińıcio do Universo em t = 0:

Dh(t) = a(t)χ = a(t)

∫ t

0

cdt′

a(t′)
(2.35)

e com isso pode-se formular o problema notando que nas eras da matéria e da radiação,

a(t) ∝ t2/3 e ∝ t1/2 respectivamente, enquanto Dh(t) ∝ t. Assim as distâncias f́ısicas

no Universo crescem menos rapidamente que o horizonte de particulas, e com o tempo

as regiões causalmente conectadas ficam cada vez menores em relação ao tamanho do

Universo observável. Isso contradiz o prinćıpio cosmológico e a RCF, que apresenta a

mesma temperatura em todos as pontos do céu, ainda que esses pontos não estivessem

em contado causal na época que a radiação passou a se propagar livremente no espaço.

A teoria de Inflação cósmica resolve todos esses problemas. Por exemplo a expansão

exponencial do espaço faz com que qualquer part́ıcula que existia antes da Inflação se

torna tão dilúıda no Universo que sua detecção é quase imposśıvel. O problema da
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planeza também é resolvido pois durante a Inflação ä > 0 e assim a2H2 = ȧ2 sempre

aumenta e Ω− 1 se torna arbitrariamente próximo de 0 dependendo do tamanho da era

da Inflação. Por último o problema do horizonte deixa de existir pois durante a Inflação

as distâncias f́ısicas crescem muito mais rapidamente do que o horizonte, e assim uma

pequena região causalmente conectada é expandida para um tamanho muito maior do

que o do Universo viśıvel. E sendo tão bem sucedida em explicar as lacunas do modelo

padrão, a Inflação ainda dá a resposta para outro enigma, uma consequência do problema

do horizonte que diz respeito às origens das flutuações de densidade em larga escala no

Universo, que são explicadas com naturalidade, originando-se de flutuações quânticas do

vácuo que são amplificadas pela Inflação e são a origem das estruturas observadas hoje.

A partir da Inflação no entanto, a expansão continua e temperatura cai a um ponto

em que a descrição do Universo passa a ser um cada vez menos especulativa. O reaqueci-

mento inicia a era dominada pela radiação, onde todo o cosmos é descrito por um fluido

relativistico (ω = 1/3) em equiĺıbrio térmico devido as altas temperaturas e pressões que

alimentam todo tido de reações entre part́ıculas. Com a expansão, a temperatura cai, e

as reações ficam mais raras, até que passam a ser energeticamente desfavoráveis e cessam,

tirando as part́ıculas da reação em questão do equiĺıbrio com o resto do plasma cósmico,

num processo chamado congelamento.

Assim acredita-se que até 10−12 s após o Big Bang a interação eletrofraca ainda seja

dominante e entre 10−12 < t < 10−6 s, as interações eletromagnética e a nuclear fraca se

separam e as 4 interações fundamentais tomam a forma atual, porém as energias ainda são

altas o suficiente para impedir o confinamento dos quarks para formar os hádrons. Após

isso entre 10−6 < t < 1 os primeiros hádrons, incluindo os bárions, se formam e ao final

desse peŕıodo as interações fracas que mantém os protóns e nêutrons em equiĺıbrio cessam

(o que congela a razão entre o número de prótons e nêutrons), e ocorre o desacoplamento

dos neutrinos, que passam a propagar-se livremente pelo espaço, formando uma radiação

análoga à RCF, mas cuja detecção ainda não é tecnologicamente posśıvel. Logo após isso

entre 1 e 10 segundos o Universo é dominado pela energia dos pares de léptons e anti-

léptons que ao final desse peŕıodo se aniquilam, deixando apenas um reśıduo de léptons e

aumentando a temperatura dos fótons.

A partir dos primeiros 3 minutos, a temperatura abaixa o suficiente para permitir

que os prótons e nêutrons se combinem e formem os primeiros nucĺıdeos. Na década de

40, Gamow, Alpher e Hermann descreveram esse processo, a nucleosśıntese primordial, e

de quebra também previram a existência de uma RCF que se propagaria livremente no
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espaço a partir do momento que a energia dos fótons fosse suficientemente baixa para

permir a ligação dos elétrons livres aos nucĺıdeos existentes, cessando sua interação com

a radiação, na chamada recombinação. Quase vinte anos depois em 1964 A. Penzias e R.

Wilson acidentalmente detectaram a RCF fazendo testes com uma antena de micro-ondas

e confirmaram essa previsão.

A nucleosśıntese primordial baseia-se na descrição do comportamento das part́ıculas

pela equação de Boltzmann, que descreve uma reação do tipo 1 + 2↔ 3 + 4[18]:

a−3d(n1a
3)

dt
= n0

1n
0
2 〈σv〉

{
n3n4

n0
3n

0
4

− n1n2

n0
1n

0
2

}
(2.36)

onde ni é a densidade numérica final da part́ıcula i e n0
i é a sua densidade numérica

inicial, e 〈σv〉 é a secção de choque da reação. Essa é a equação que determina a evolução

das abundâncias dos reagentes, e sendo o do lado esquerdo da equação da ordem de

≈ n1/t ≈ n1H, com a taxa de reação dada por n2 〈σv〉, a afirmação de que uma reação

ocorre em equiĺıbrio térmico durante a expansão é traduzida no fato de que a taxa de

reação é muito maior do que a taxa de expansão, que ocorre no limite em que

n3n4

n0
3n

0
4

=
n1n2

n0
1n

0
2

(2.37)

e com isso pode-se entender algumas caracteŕısticas da nucleosśıntese. Por exemplo con-

siderando a produção de deutério (D) em equiĺıbrio, p + n ↔ D + γ, com nγ = n0
γ,

np ≈ nn ≈ nb que é a densidade de bárions, pode aproximar a equação acima:

nD
nb
≈ ηb(

T

mp

)3/2eBD/T (2.38)

onde mp é a massa do próton e BD = 2, 22 MeV é a energia de ligação do deutério, e ηb é a

razão entre o número de bárions e fótons, que é fixada pelas observações em ≈ 10−10[19].

Assim como consequência dos valores extremamente baixos de ηb e BD, a produção de

elementos no Universo não acontece até que a temperatura seja baixa o suficiente para

o D comece a se acumular, numa situação que é conhecida como o gargalo do deutério.

Esse nome se justifica pois como e energia de ligação dos núcleos de 4He é muito maior,

assim que o D se acumula, as reações D+D → n+3He e 3He+D → p+4He consomem

praticamente todo o deutério. Assim o que determina a abundância final dos elementos

é a abundância relativa de nêutrons na época da nucleosśıntese (Tnuc ≈ 0, 07 MeV), que

é calculado em Xn(Tnuc) = nn/(nn + np) ≈ 0, 11. E sabendo que praticamente todos ou

neutrôns se acumulam no 4He, que possi 2 nêutrons, a fração da massa total no 4He

de acordo com essa aproximação crua seria X4He ≈ 0, 22. Já um cálculo mais detalhado
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prevê uma abundância relativa de massa de ≈ 75% de H, ≈ 25% de He, ≈ 0, 01% de D,

e traços da ordem de 10−4% de Li e Be, com todos os outros elementos qúımicos tendo

sido produzidos no interior de estrelas e em explosões de supernovae (Cap. 3), resultado

que tem grande concordância com as observações astronômicas em geral.

Esses mesmo prinćıpios aplicados ao estudo da recombinação prevêem a existência de

um gargalo similar ao anterior, que faz com que essa só ocorra após a temperatura estar

bem abaixo (Trec ≈ 0, 1 eV) da energia de ligação do H (ε = 13, 6 eV), no redshift zrec ≈
1100, o que é confirmado pelas observações da RCF. Como nessa época a radiação estava

em equiĺıbrio com o resto do plasma, seu espectro era o de um corpo negro, cuja forma

foi mantida até hoje a não ser pelo redshift cosmológico. Como ρ ∝ a−4 ∝ T 4, pela lei

de Stefan-Boltzmann, sua temperatura é T = T0/a(t). A observação do espectro da RCF

em sua homogeneidade e alto grau de isotropia (flutuações de apenas 10−5 K em torno de

T0 = 2, 73 K), em meados da década de 90, iniciou uma época de precisão na Cosmologia,

confirmando muitas previsões das teorias do Big Bang e da Inflação cósmica. Desde então

a determinação dos parâmetros cosmológicos, como Ω0 e H0, levou ao estabelecimento de

um enigmático modelo cosmológico de concordância.

2.3 O Modelo de Concordância

Os últimos 20 anos trouxeram um avanço tão grande para a Cosmologia, que atu-

almente acredita-se que 95% de toda a energia existente no Universo é composta de

substâncias que nunca foram detectadas diretamente em laboratório. Dada a grandiosi-

dade desse desafio a única opção é cruzar os dados das várias observações e experimentos

dispońıveis. Esta seção discutirá como este processo de coleta e interpretação de dados

levou à construção do chamado modelo de concordância ΛCDM .

2.3.1 A Matéria Escura

O termo matéria escura foi cunhado por Zwicky ainda na década de 30, quando ao

estudar o movimento individual das galáxias no aglomerado de Coma percebeu que esse

só poderia ser explicado pela presença de quantidade muito maior de matéria do que

aquela viśıvel. Décadas depois, essa técnica foi a 1a a indicar o fato de que essa matéria,

que interage apenas gravitacionalmente, constitui na verdade a maior parte da matéria

no Universo. Ela é detectada pelos efeitos dinâmicos da sua presença em sistemas gravi-

tacionalmente ligados, como aglomerados de galáxias e o interior de galáxias individuais.

Nessas últimas isso é feito no estudo das curvas de rotação, onde mede-se a velocidade
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de rotação das estrelas e da matéria luminosa viśıveis no ótico, e também a do gás intra-

galático viśıvel na frequência de micro-ondas de 21 cm 12, que se estende até muito além

do disco luminoso [20, 21]. Segundo a lei de Kepler

v(r) =

√
GM(r)

r
(2.39)

o gás e as estrelas da galáxia teriam v ∝ r−1/2 a partir de uma certa distância do centro

galático onde M ≈ constante (figura 2, a linha disk). Porém em muitos casos o que é

observado é aproximadamente um platô, correspondente a v(r) constante, ou seja M(r) ≈
r, e isso extende o tamanho das galáxias muito além (até quase 10 vezes) da região ocupada

pela materia viśıvel, naquilo que é chamado de halo de matéria escura, uma estrutura que

numa galáxia t́ıpica chega a ter ≈ 30 vezes mais massa do que a matéria bariônica, embora

em galáxias eĺıpticas ou anãs, esse número chegue a centenas de vezes.

Figura 2: Curva de rotação t́ıpica (http://bustard.phys.nd.edu/Phys171/lectures/dm.html)

Uma variação dessa técnica é medir a distribuição de velocidades de galáxias indivi-

duais dentro de aglomerados, que se relaciona com a sua massa total pelo teorema do

virial 〈K〉+ 〈U〉
2

= 0, onde 〈K〉 é a energia cinética média das galáxias e 〈U〉 sua energia

potencial gravitacional. Esse tipo de análise revela que assim como no caso das galáxias

individuais, mais de 80% de sua massa é constitúıda de matéria escura. Porém nesse caso

detecta-se uma substancial quantidade de matéria inviśıvel no espectro óptico, que é gás

12Radiação correspondente à transição de estados de spin do átomo de hidrogênio neutro.

http://bustard.phys.nd.edu/Phys171/lectures/dm.html
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quente viśıvel na faixa de raios X. Outro tipo de detecção indireta da presença da matéria

escura faz o uso das técnicas de lentes gravitacionais13, que juntamente com as técnicas

acima têm sido usadas para estudar o comportamento da matéria escura em várias esca-

las astrof́ısicas. Em geral esses estudos revelam que a maior parte dessa matéria deve ser

não-bariônica[22], pois todos os testes feitos até hoje para detectar as diversas formas de

matéria escura bariônica concluem[23] que algo em torno de 50% de toda matéria bariônica

deva ser escura, sob a forma de gás frio, estrelas anãs marrons (Júpiteres), buracos negros

e outros, o que é claramente insuficiente para explicar os efeitos observados.

Ao reescrever a equação de Friedmannn 2.20 de uma forma independente do modelo

(assumindo apenas que as componentes não troquem energia entre si)

H2(a) = H2
0

{
(1− Ω0)(

a0

a
)2 +

∑
i

Ωi(
a0

a
)3(1+ωi)

}
(2.40)

pode-se chegar a expressão para o modelo ΛCDM , com as definições dos parâmetros de

densidade de cada uma das componentes, Ωi = ρi(t0)/ρc(t0):

Ωm =
8πGρm(t0)

3H2
0

, Ωr =
8πGρr(t0)

3H2
0

, ΩΛ =
Λc2

3H2
0

, Ωk =
−kc2

a2
0H

2
0

= 1− Ω0 (2.41)

que tem como consequência, hoje, em t0 → a(t0) = 1:

1 = Ωm + ΩΛ + Ωk = Ω0 + Ωk (2.42)

onde aqui ignora-se a radiação, uma vez que Ωr = ρr/ρc ≈ 10−5.

Acredita-se que a matéria escura tenha o mesmo comportamento da bariônica nas

escalas cosmológicas, assim Ωm = Ωb + Ωe, onde Ωb é a componente bariônica e Ωe é a

componente escura não-bariônica. Todos os testes observacionais verificam a abundância

de Ωe sobre Ωb. Por exemplo, a teoria da nucleosśıntese primordial e as observações de

abundâncias de elementos qúımicos só concordam entre si[18, 19] se o razão bárion/fóton

estiver dentro do intervalo η = (6, 2± 0, 6)× 10−10, e a densidade de bárions estimada a

partir disso dá Ωb ≈ 0, 045± 0, 004. Por outro lado, testes feitos com emissões de raio-X

de gás quente em aglomerados e lentes gravitacionais concordam que 0, 2 < Ωm < 0, 4.

Porém, a evidência definitiva da natureza não-bariônica da maior fração da matéria escura

está nas anisotropias da RCF e na estrutura em larga escala do Universo, onde observam-

se os efeitos das diferentes componentes do Universo. A análise das anisotropias da RCF

é o teste mais rigoroso para um modelo cosmológico, visto que essa radiação funciona

13Uma consequência da teoria da RG já explorada por Einstein em 1907, que é o encurvamento da
trajétoria da luz na presença de campos gravitacionais.
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como uma impressão digital do Universo quando esse tinha algo em torno de 3, 8 × 105

anos, onde vê-se o registro da influência dos estágios mais primordias do Universo nas

flutuações de temperatura (no que foi considerado um sucesso das teorias de Inflação)

bem como a influência de cada componente de Ω na sua interação com os fótons.

A RCF é altamente isotrópica, com variações de δT/T (θ, φ) ≈ 10−5, depois de re-

movida uma contribuição de 10−3 interpretada como um efeito Doppler em consequência

do movimento do Grupo Local de galáxias em relação ao referencial de repouso da ra-

diação (o referencial comóvel com a expansão do Universo), correspondente ao dipolo da

expansão multipolar das anisotropias em função de sua posição no céu:

δT

T
(θ, φ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

almYlm(θ, φ) (2.43)

onde Ylm são os harmônicos esféricos e os alm coeficientes da expansão. Se essas flu-

tuações forem aleatórias como previstas pela Inflação, elas terão uma distribuição gaussi-

ana,
〈
|alm|2

〉
= Cl (onde 〈...〉 é uma média em todas as direções), obedecendo(

δT

T

)2

=
l(l + 1)

2π
Cl (2.44)

(a) http : //map.gsfc.nasa.gov/ (b) http : //astro.berkeley.edu/ mwhite/rosetta/

Figura 3: Espectro de potência angular observado e variações com parâmetros do ΛCDM

Cada momento l está relacionado a uma escala angular por θ ≈ 1800/l e assim o gráfico

do espectro de potência angular l(l+1)
2π

Cl em função de l contém toda a informação acerca

dos vários processos f́ısicos que afetam as flutuações de temperatura nas diferentes escalas

angulares. A forma e a posição dos picos do espectro dependem dos vários parâmetros

do modelo em questão (figura 3), e a comparação com o espectro observado permite a

determinação de vários parâmetros cosmológicos. A análise mais recente com os dados do

http://map.gsfc.nasa.gov/
http://astro.berkeley.edu/~mwhite/rosetta/
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satélite WMAP[16, 17] confirma o paradigma do modelo ΛCDM : a de um Universo com

densidade muito próxima da cŕıtica (Ωk =-0,080) com flutuações primordiais praticamente

gaussianas, como previsto pela Inflação, e a presença marcante da matéria escura não-

bariônica Ωe =0,222 contra Ωb =0,045 e Ωm =0,265.

Por último a presença da matéria escura é necessária ao processo de formação da

estrutura em larga escala do Universo tal como observada hoje. Na época da recom-

binação, os fótons, elétrons e bárions ainda estavam fortemente acoplados e em equiĺıbrio,

apesar de nessa época a densidade de energia da matéria já ser dominante sobre Ω.

Por outro lado sabe-se da teoria de perturbações lineares das equações de Einstein, que

num Universo plano e dominado por matéria[10] o crescimento das estruturas descrito

pelo contraste de densidade δ = δρ/ρ é tal que δ ∝ t2/3 ∝ a. Como na recombinação

zrec = 1100 → a ≈ 10−3a0, e devido ao equiĺıbrio δT/T ≈ δρ/ρ, então para que hoje

sejam observadas estruturas no regime não-linear de crescimento δ ≥ 1 seria necessário

que δ ≈ 10−3 na recombinação, em contradição ao valor observado ≈ 10−5[19]. Assim

as diferentes evidências observacionais apontam para a existência de uma matéria escura

não-bariônica, fria e sem colisões (CDM - a sigla para Cold Dark Matter), para assim

logo após o ińıcio da era da matéria em zm ≈ 104 essa se desacople do resto do plasma

e comece a se acumular (diluir) sobre as flutuações de densidade primordiais geradas na

Inflação, deixando assim sua impressão viśıvel no espectro da RCF (com quem só interage

gravitacionalmente, assim como com a matéria bariônica) e permitindo que após o fim da

recombinação a matéria bariônica “caia” sobre esses poços de potencial gravitacional já

formados, e com o tempo forme as estruturas observadas no Universo hoje.

Essa evidência também foi usada para restringir a quantidade de matéria escura

quente existente no Universo, que tem o comportamento oposto da CDM: é composta

de part́ıculas com massa muito próxima de zero e com velocidades próximas a da luz,

como os neutrinos, que teriam assim um efeito dissipativo sobre a formação das estrutu-

ras num Universo primordial. Assim hoje sabe-se que esse tipo de matéria escura deve

corresponder a uma fração despreźıvel de Ω, juntamente com a contribuição da RCF, que

juntos dão Ωr = Ων + Ωγ ≈ 10−4 (hoje). O restante é distribúıdo entre a energia escura

(ΩX ≈ 0, 73), a matéria bariônica Ωb ≈ 0, 045 e a CDM (Ωc ≈ 0, 22), que deve ser com-

posta de alguma part́ıcula[24] descrita por uma extensão do modelo padrão com massa

suficiente para não atingir velocidades próximas a da luz, e que no Universo primordial

tenha se desacoplado do plasma cósmico muito antes da recombinação.

Deve-se dizer ainda que no modelo ΛCDM a descrição das componentes escuras é
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feita sob o paradigma da RG e do prinćıpio cosmológico. Essa descrição poderia ser feita

à luz de uma teoria gravitacional alternativa a RG (como as teorias Mond e Teves), o

que não foi feito aqui. Em contrapartida testam-se neste trabalho modelos alternativos

no que diz respeito a natureza da CDM e da energia escura.

2.3.2 A Energia Escura

Desde a década de 80 já era claro que a densidade de matéria bariônica no Universo

é muito abaixo da densidade cŕıtica sugerida pelos modelos inflacionários. Assim durante

esse peŕıodo foi sugerido que a matéria escura teria a densidade de energia suficiente,

mas todos as observações feitas desde então sugerem o contrário. Com o advento de

observações precisas ficou claro que para que o Universo obedecesse a condição Ω ≈ 1, a

maior parte de sua energia deveria vir de outra componente desconhecida. Essa energia

não se faz viśıvel, nem mesmo indiretamente interagindo com a matéria, e assim parece

estar homogeneamente distribúıda por todo o Universo, sendo chamada de energia escura.

Desde então postula-se sobre a presença de uma constante cosmológica que seria

a candidata natural para a energia escura e representaria a solução para as várias in-

consistências encontradas[25] entre estimativas de parâmetros cosmológicos extráıdos de

diversas observações. Entre elas duas evidências são conclusivas a respeito dessa presença:

a primeira consiste no cálculo da idade do Universo, no contexto da RG e do prinćıpio

cosmológico, tomando a distância comóvel χ como medida de tempo, que nesse caso seria

a idade do Universo, quanto toma-se como instante inicial t = 0:

t0 =
χ0

c
=

∫ t0

0

dt′

a(t′)
=

∫ a0

0

da

a2H
(2.45)

onde usa-se da
dt

= aH. Com a ajuda de 2.40 pode-se calcular a idade do Universo para

um dado modelo e o problema é que, assumindo um Universo plano e dominado por

matéria (o chamado modelo SCDM ou Einstein-De Sitter, onde Ω = Ωm = 1, ΩΛ = 0)

o cálculo acima resultaria em t0 = 2/3H0 que dá em torno de 9 bilhões de anos. Isso é

uma grave contradição com as observações de estrelas em aglomerados globulares cujas

idades estimadas giram em torno de 13 bilhões de anos, pois o Universo não poderia ser

mais novo do que seus constituintes. No entanto a presença da energia escura resolve

esse problema, tornando a idade do Universo compat́ıvel com o valor de H0 ≈ 0,7. Por

exemplo no modelo ΛCDM com wΛ = −1, e ΩΛ + Ωm = 1 = Ω0, a solução é

t0 =
2

3H0

{
1

2Ω
1/2
Λ

ln

(
1 + Ω

1/2
Λ

1− Ω
1/2
Λ

)}
(2.46)
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que concorda com as ultimas estimativas feitas pelo WMAP, onde ΩΛ = 0,73 e t0 =

13,75± 0,13 bilhões de anos, em excelente concordância com outras estimativas.

No entanto a evidência definitiva veio no fim da década de 90 quando dois grupos

independentemente [26, 27] utilizaram observações de supernovae tipo Ia como indicadores

de distância para detectar a aceleração da expansão do Universo, que pode ser explicada ou

pelo efeito anti-gravitacional associado a uma substância com pressão fortemente negativa

(a energia escura), ou por uma falha da RG ou do prinćıpio cosmológico nas escalas em

questão. Juntamente com os outros testes observacionais esses dados foram usados desde

então para estabelecer o modelo ΛCDM , no qual a energia escura é melhor representada

pela constante cosmológica de Einstein, de densidade de energia constante, que acelera a

expansão do Universo a medida que o preenche com o vácuo.

Ficará evidente ao longo deste trabalho que apesar de Λ ser a melhor alternativa

frente aos dados observacionais, esses mesmos ainda suportam outras possibilidades para

a energia escura. E essas devem ser exploradas até a exaustão, dado que do ponto de

vista teórico o valor atualmente observado de Λ é extremamente abaixo do esperado, o

que gera o chamado problema da constante cosmológica. Ele surge da interpretação mais

contemporânea da constante cosmológica na década de 60, quando Zel’dovich mostrou

que a soma das flutuações de energia dos estados fundamentais (ou de ponto zero) de

todos os campos quânticos deve ser invariante sob transformações de Lorentz, e assim a

sua única forma posśıvel deve ser Tµν ∝ gµν . Por outro lado ao incorporar Λ no lado

direito de 2.17 sob a forma T
(Λ)
µν ∝ Λgµν , fica evidente que a energia do vácuo quântico é

equivalente a uma constante cosmológica, com densidade de energia ρ = ρΛ ∝ Λ.

Apesar dessa identificação, a verdadeira natureza de Λ permanece desconhecida e

sabe-se de 3 posśıveis origens que podem contribuir para o seu valor atual[28]. A primeira

é de origem puramente gravitacional, no lado esquerdo da equação de Einstein (como na

2.17), que caracteriza a interação gravitacional por duas constantes: G, e essa contribuição

Λ0 cujo valor é em prinćıpio livre e deveria ser determinado por experimentos. A segunda

possibilidade é a origem do mistério, que são as contribuições das flutuações de vácuo dos

diversos campos quânticos. Formalmente, a densidade de energia do estado fundamental

de um campo de massa m e momentum ~k seria infinita:

ρ ∝
∫ ∞

0

√
m2 + k2k2dk ∝ k4 (2.47)

a não ser que se escolha como limite superior uma escala de energia a partir da qual

a Teoria Quântica de Campos e a expressão acima não são mais válidas. Por exemplo
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assumindo sua validade até a escala de Planck, o valor teórico para a densidade de energia

seria ρΛ ≈ 1091 g/cm3, que comparado com a densidade calculada a partir das observações

ρΛ = ΩΛρc ≈ 10−29 g/cm3, dá uma dimensão da gravidade do problema na sua diferença de

120 casas decimais. Espera-se que essas contribuições de vácuo têm origem nas transições

de fase no Universo primordial, quando a quebra espontânea de simetria leva os campos

a seus estados de mais baixa energia e as interações fundamentais tomam a forma atual.

Assim no contexto das teorias f́ısicas atualmente conhecidas esse problema pode ser apenas

aliviado notando que as transições de fase subsequentes do Universo ocorreram em energias

menores. Por exemplo tomando como limite a escala da cromodinâmica quântica, a

diferença entre o calculado e o observado ainda seria cerca de 40 ordens de magnitude.

Dada a gravidade do problema uma possibilidade considerada é uma terceira contri-

buição, dada pela existência de uma energia escura dinâmica que representaria um campo

ou interação de origem desconhecida ou a ser testada. Neste sentido as possibilidades

teóricas são tantas que não podem ser todas descritas aqui. Por exemplo uma classe bem

explorada de modelos que não são abordados nesta dissertação são aqueles chamados de

quintessência (e seus derivados), nos quais um campo escalar com equação de estado

variável se comporta de forma similar a constante cosmológica no Universo recente, po-

dendo assim ser a descrição correta do Universo. Ainda que esse tipo de modelo alivie o

problema citado já que Λ passa a ser variável, eles se mostram incapazes de lidar com as

outras faces desse mesmo problema, que são chamados as vezes de problema do ajuste fino

e da coincidência cósmica. Esses se originam na dificuldade de se descrever os mecanismos

f́ısicos que teriam feito com que todas as contribuições já citadas se somassem de maneira

que Λ tivesse exatamente o seu valor atual, o mesmo valor que é suficientemente pequeno

para que a as densidades de energia ΩΛ e Ωm se tornassem da mesma ordem de grandeza

apenas no Universo recente, z < 1. Recentemente outros tipos de modelos dinâmicos tem

sido considerados na literatura, baseados em outros campos escalares ou em contribuições

de diversas áreas da f́ısica teórica[29] como as teorias de cordas, o prinćıpio holográfico e

outros. Neste trabalho uma classe espećıfica de modelos foi selecionada para comparação

com o ΛCDM , que descrevem posśıveis interações entre o conteúdo escuro do Universo,

ainda que de maneiras diferentes (Cap. 5).

Devido a grande variedade de modelos e a natureza ainda desconhecida das compo-

nentes escuras do Universo, os testes observacionais têm se tornado cada vez mais impor-

tantes a medida que a era da precisão na Cosmologia avança. Atualmente as observações

de supernovae tipo Ia são um dos principais testes para a discriminação de modelos e a

determinação de parâmetros cosmológicos, juntamente com o teste da RCF e da estrutura
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em larga escala no Universo. A razão para isso é que medindo a distância a esses astros

ao longo de grande parte da história do Universo (tipicamente aos primeiros 10 bilhões

de anos, z ≈ 2) é possivel reconstruir a expansão e assim estudar a natureza das compo-

nentes do Universo. Como dito anteriormente a luz recebida desses objetos foi emitida

num passado distante e assim não se pode observar diretamente sua distância f́ısica mas

ao invés disso os seus efeitos indiretos. Nesse caso observa-se a distância luminosa dL que

é a distância associada ao fluxo luminoso recebido do objeto

dL =

√
Le

4πF
(2.48)

dada pela relação clássica entre a intensidade luminosa intŕınseca de uma fonte (Le) e

o fluxo luminoso observado (F ) a uma distância (dL). Para compará-la com a distância

comóvel χ, que é a distância cosmológica fundamental, deve-se reescrever a relação ante-

rior definindo o fluxo luminoso com a luminosidade observada hoje (L0) atravessando uma

casca “esférica” de área comóvel 4πa2
0f

2
k (r′). O fator fk(r

′) = r vem da reparametrização

da métrica FLRW 2.18, dr′ = dr/
√

1− kr2, que define a coordenada radial comóvel r′ e

absorve o efeito da curvatura nas coordenadas angulares θ, φ:

ds2 = −(cdt)2 + a2(t)
[
dr′2 + f 2

k (r′)
(
dθ2 + sen2(θ)dφ2

)]
(2.49)

justificando a definição de área dada, e assim

F =
L0

4πa2
0r

2
(2.50)

e para completar a comparação é necessária então a relação entre as luminosidades

intŕınseca Le e observada L0. E é aqui que calcula-se o efeito da expansão cósmica,

pois sabe-se que L = δE
δt

e assim

1 + z =
λ0

λe
=
νe
ν0

=
δt0
δte

=
δEe
δE0

→ Le = L0(1 + z)2 (2.51)

e com as equações anteriores tem-se dL = a0(1 + z)r, que juntamente com a 2.24 dá

dL = a0(1 + z)×


sen(χ), k = 1

χ, k = 0

senh(χ), k = −1

, onde χ =

∫ z

0

cdz′

H(z′)
(2.52)

o que mostra como a construção do diagrama de dL versus z é equivalente a observação

de um registro da história da expansão do Universo e o efeito que cada uma de suas

componentes têm sobre H(z), que é especificado pelo modelo cosmológico.
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Figura 4: http : //en.wikipedia.org/wiki/Distance measures (cosmology)

A distância luminosa é uma entre as várias medidas de distância usadas na Cosmo-

logia, nesse caso para estudar objetos cuja luminosidade absoluta é conhecida, as velas-

padrão como é o caso das supernovae. Outras medidas de distância além das já expostas

também são usadas nos contextos apropriados (figura 4), e todas elas convergem para a

distância própria no limite z → 0. Por exemplo a chamada distância de diâmetro angular

é a distância calculada a partir do ângulo subtendido por uma fonte luminosa no céu, de

forma que se esse ângulo é pequeno têm-se a conhecida relação dA = l/θ, onde l é tamanho

f́ısico do objeto. Sua relação com a distância comóvel χ é obtida notando que no Universo

em expansão o comprimento f́ısico da fonte será observado como l = a(t)rθ = a0rθ/(1+z)

e assim têm-se

dA = ar =
a0

1 + z
×


sen(χ), k = 1

χ, k = 0

senh(χ), k = −1

, onde χ =

∫ z

0

cdz′

H(z′)
(2.53)

donde vê-se que dL/dA = (1 + z)2.

Essa medida de distância é apropriada apenas para a observação de objetos cujo ta-

manho f́ısico é conhecido, as chamadas réguas-padrão. Recentemente outra classe de ob-

servações cosmológicas tem sido feitas com base nessa propriedade: as oscilações acústicas

de bárions (BAO em inglês) que são as ondas sonoras que se propagavam no plasma do

Universo anterior a recombinação, originadas no balanço entre a tendência da matéria se

http://en.wikipedia.org/wiki/Distance_measures_(cosmology)
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acumular nas flutuações de densidade e a pressão de radiação dos fótons que a arrastava

para fora dessas regiões. Pode-se observar essas ondas de compressão no espectro da RCF

e associá-las a um diâmetro angular próprio e uma distância comóvel que é o chamado

horizonte sonoro comóvel, que corresponde a distância máxima que essas ondas poderiam

ter se propagado desde o Big Bang. Logo após a recombinação a matéria livre passa a cair

nessas flutuações de densidade e com o tempo formam-se as estruturas observadas hoje.

Assim ao analisar a posição e o redshift de dezenas de milhares de galáxias, o programa

Sloan Digital Sky Survey SDSS conseguiu[30, 31] detectar estatisticamente a presença

de uma escala de comprimento preferencial na aglomeração de galáxias que corresponde

justamente a esse horizonte sonoro. Essa técnica representa uma maneira independente

de obter H(z) e tem sido muito discutida na literatura recente devido a seu potencial

para o futuro próximo. Assim esses dados são usados na literatura como meio de com-

plementação dos resultados obtidos com as supernovae, da mesma maneira que os outros

testes observacionais, como o da determinação de H(z) através do cálculo da variação da

idade relativa de galáxias com evolução passiva [32], entre outros.

Para encerrar este caṕıtulo deve-se lembrar porque o modelo ΛCDM é o melhor

candidato: ele é ao mesmo tempo o modelo mais simples e o que consegue explicar a

grande maioria das observações. Porém isso não alivia os problemas associados a natureza

desconhecida da energia e da matéria escura. Recentemente o paradigma da ΛCDM tem

sido desafiado por algumas evidências que apontam inconsistências com suas previsões [33]

como o baixo número de galáxias anãs e irregulares observadas e os desvios na distribuição

de matéria escura no centro das galáxias [21]. Assim os mesmos testes cosmológicos que na

última década o estabeleram como melhor modelo poderão ser usados na proxima década,

a medida que a precisão dos observações aumente, para apontar falhas no paradigma da

constante cosmológica e da matéria escura fria e eventualmente substitúı-las ou modificá-

las. E as observações de supernovae tipo Ia que são descritas a seguir certamente terão

um papel central nesse processo.



3 Supernovae Tipo Ia
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Devido a sua natureza extraordinária e incomum (estima-se cerca de uma a cada 50

anos em uma galáxia como a Via-Láctea), as supernovae (SN) impressionaram astrônomos

por todo o mundo desde a antiguidade. Mas foi somente no séc. XX que a sua natureza

foi compreendida e desde o nascimento da Cosmologia as supernovae tem sido motivo

de debate e estudo, impulsionando seus maiores avanços em dois momentos distintos e

cruciais: no ińıcio do século na construção do modelo padrão, e no seu fim quando foram

usadas pra detectar a aceleração da expansão do Universo.

Este caṕıtulo é uma revisão dos aspectos mais relevantes ao uso das observações de

supernovae do tipo Ia (SNIa) na Cosmologia, começando por uma breve retrospectiva das

observações modernas, do sistema de magnitudes usado na astronomia, da classificação

dos tipos de SN e dos modelos f́ısicos que os suportam. Em seguida abordam-se os aspectos

astrof́ısicos que tornam a SNIa a melhor candidata a vela padrão, bem como os diversos

efeitos que por outro lado afetam a qualidade das observações e que precisam ser estimados

e calibrados para a sua utilização como indicadores de distância. Por último mostra-se

como as diferentes amostras de dados coletados, ainda que fizessem uso de métodos de

calibrações diferentes, todas detectaram de maneira consistente a aceleração do Universo.

3.1 Introdução

3.1.1 Supernovae na Astronomia

As supernovae têm sido observadas desde a antiguidade (o primeiro registro, por

astrônomos chineses, data do ano de 185 d.C.), devido a seu intenso brilho que por vezes

permitia a sua observação mesmo durante o dia, como foram os casos das supernovae

dos anos de 1006 e 1054 observadas por todo o mundo, cujo brilho era comparável ao de

uma Lua cheia. Já na idade moderna, foram usadas pela primeira vez como est́ımulo ao

desenvolvimento da astronomia, quando as observações de 1572 por Brahe e de 1604 por

Kepler foram usadas para argumentar contra a visão aristotélica, no qual todo Universo

além da Lua era perfeito e imutável. Brahe criou então o termo stella nova (estrela nova)

para descrever suas observações, e essa é a origem do termo nova usado até hoje para

designar um outro tipo de explosão estelar, muito menos brilhante e muito mais comum

(estima-se entre 30 a 60 vezes por ano numa galáxia como a Via-Láctea).

Séculos mais tarde as SN voltaram ao foco das atenções. Em 1920 ocorreu uma famosa

discussão, o chamado Grande Debate ou o debate de Shapley-Curtis, sobre os dimensões

do Universo observável, onde Shapley defendia sua posição (ainda aceita na época) de que
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a nossa galáxia seria todo o Universo observável, enquanto Curtis expunha os argumentos

e observações a favor da teoria dos Universos-ilha ou galáxias. E as observações de SN

foram usadas por ambos: o primeiro argumentou que na falta de um mecanismo f́ısico

que explicasse a luminosidade absurda desses astros (como a supernova ocorrida em 1885

na galáxia de Andrômeda, que a ofuscou), eles deveriam estar dentro de nossa própria

galáxia, sendo similares a outras novae observadas. Curtis por outro lado argumentou

que várias outras novae já haviam sido observadas em Andrômeda, assim não haveria

motivo para supor que essa fosse apenas uma pequena região distante na Via-Láctea, que

produzisse tantas novae quanto todo o resto da galáxia. Além disso notando a enorme

luminosidade necessária para explicar a SN de 1885, Curtis sugeriu que uma divisão entre

duas classes distintas de fenômenos seria posśıvel [34].

Em poucos anos Hubble provou a natureza extra galática das nebulosas e em 1934

Zwicky e Baade mostraram que a sugestão de Curtis era real e que há outro tipo de ex-

plosão estelar, a qual Zwicky cunhou de supernova, cuja luminosidade é milhares de vezes

maior do que a das novae. Ao longo das décadas seguintes as observações se acumula-

ram e paralelamente a contrução dos primeiros modelos f́ısicos para as explosões, também

percebeu-se a futura utilidade das SN: em baixo z seu diagrama de Hubble (distância

versus z) seria usado para a determinação da constante H0 através de uma calibração

com outra medida de distância ou luminosidade. De fato essa é a técnica (não abordada

aqui) aplicada até hoje com observações de SNIa em galáxias que também apresentam

estrelas variáveis Cefeidas [13]. Por outro lado a construção do diagrama de Hubble em

alto z que é a técnica estudada neste trabalho, permite a determinação das correções ao

regime linear do redshift cosmológico 2.31, e dos parâmetros que o afetam como o de

desaceleração q0. Finalmente, na década de 80 surgiu a classificação moderna das SN,

com a separação de seus subtipos e descrição detalhada dos modelos que os suportam.

Assim na década de 1990 beneficiando-se dessa experiência e da tecnologia das câmeras

com chips CCD1, os astrônomos conseguiram finalmente reduzir as incertezas na magni-

tudes absolutas das SNIa a ponto de começar a usá-las como indicadoras de distância.

Devido a sua enorme luminosidade as SNIa estão agora no topo da chamada escada de

distância cósmica visualizada na figura 5, que reúne os diferentes métodos de observação

direta e indireta da Astrof́ısica para medir distâncias astronômicas. E esta é a importância

das SNIa para a Cosmologia, o fato de que com elas pode-se inferir com razoável precisão

distâncias que estão na escala cosmológica.

1Charge-Coupled Devices, ou dispositivos de carga acoplada, que movem e armazenam cargas elétricas
com enorme eficiência e precisão, gerando sistemas de detecção muito mais senśıveis.
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Figura 5: http : //www.astro.columbia.edu/ ãrchung/labs/spring2002/lab06.html

A escala de luminosidade usada na astronomia não é trivial e também tem suas ráızes

na história antiga, no Almagesto de Ptolomeu, de≈ 140 d.C. Essa obra foi uma compilação

do conhecimento matemático e astronômico da época, e continha entre outras coisas (como

a sua teoria geocêntrica dos epiciclos) um catálogo de observações. Nele, sob a influência

do trabalho de Hiparco, outro astrônomo grego de séculos antes, Ptolomeu dividiu as

estrelas em seis ordens de “grandeza” ou magnitude, sendo as de 1a magnitude as cerca

de 20 estrelas mais brilhantes (viśıveis logo após o pôr-do-sol), e as de 6a magnitude

as estrelas menos brilhantes, no limite do viśıvel. E devido ao impacto dessa obra na

astronomia esse sistema de magnitudes persistiu até a era moderna.

Porém esse sistema era impreciso pois dependia da avaliação visual de cada observador,

e devido a isso em 1856 o astrônomo Pogson definiu uma escala quantitativa de magnitude,

adaptada a essa escala tradicional. Utilizando o recém inventado fotômetro ele mediu o

fluxo luminoso (F ) de algumas estrelas e observou que uma estrela de magnitude 1 tinha

uma luminosidade aproximadamente 100 vezes maior do que uma de magnitude 6. Assim

propôs uma escala em que essa diferença seria seguida exatamente, que não por acaso2, é

uma escala logaŕıtmica:

m1 −m2 = K log
F1

F2

(3.1)

e pela observação de Pogson, 1− 6 = K log 100 que dá K = −2,5 ao escolher o logaritmo

de base 10. Assim pode-se definir a magnitude aparente de um astro, ao escolher um

2Nessa mesma época foi descoberta a lei de Fechner-Weber, que afirma que a sensibilidade dos órgãos
sensoriais humanos varia com o logaritmo do est́ımulo f́ısico.

http://www.astro.columbia.edu/~archung/labs/spring2002/lab06.html
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ponto de referência para a escala:

m = −2,5 logF + c (3.2)

onde c = 2,5 logF0 define o zero da escala. Essa escala foi rapidamente aceita por se

adaptar à anterior e é a utilizada até hoje. Para tal a estrela Vega foi escolhida como zero

(mas atualmente o zero é definido instrumentalmente e a magnitude de Vega é ≈ 0,03) e

assim qualquer astro mais brilhante que ela tem m < 0, e por outro lado qualquer astro

inviśıvel ao olho nu tem m > 6. Alguns exemplos são o Sol (m = −26,7), a Lua cheia

(m = −12,6), Śırius (a estrela mais brilhante m = −1,5) e Netuno (m = 7,8).

A escala de magnitude aparente m não diz nada sobre a distância de um astro, que

pode ser visivelmente mais brilhante, apenas por estar mais perto da Terra do que outros.

Esta é a função da magnitude absoluta (M), definida como a magnitude aparente do

objeto, se esse estivesse a uma distância de 10 parsecs:

M = −2,5 log [F (10 pc)] + c (3.3)

e assim com essa medida de magnitude tem-se uma maneira prática de comparar as

luminosidades reais dos astros. Por exemplo o Sol é a estrela mais próxima da Terra e

aparenta ser muito mais brilhante (m = −27,6), porém sua magnitude absoluta é apenas

M = 4,72 sendo bem menos luminoso do que Syrius, com m = −1,5 e M = 1,4. Por sua

vez a magnitude absoluta t́ıpica de uma SNIa é M ≈ −19,3 ± 0,3, rivalizando com o da

Via-Láctea, calculada em M ≈ −20,9.

Na prática a magnitude absoluta depende da magnitude aparente e da distância ao

astro em questão, que a determina. Para isso considera-se a diferença 3.1 entre as mag-

nitudes absoluta e a magnitude aparente, onde L ∝ F ∝ d−2
L :

M −m = −2,5 log

(
F (10 pc)

F (dL)

)
= −2,5 log

d2
L

102
−→M = m− 5 (log dL − 1) (3.4)

com dL em unidades de pc. Essa relação é a definição da grandeza fundamental que

relaciona a distância com a luminosidade de um astro, que é o módulo de distância:

µ = m−M = 5 log
dL

Mpc
+ 25 (3.5)

onde aqui usa-se a distância em unidades de Mpc, para as observações de supernovae.

Porém as abservações astronômicas são feitas em diferentes faixas do espectro eletro-

magnético, e as magnitudes diferem em cada uma dessas faixas, devido as caracteŕısticas
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dos astros observados e também pela absorção e espalhamento da radiação pela atmos-

fera da Terra e a poeira interestelar. Dependendo do tipo de observação e equipamento,

diferentes sistemas fotométricos são utilizados (atualmente mais de 200), baseados em

diferentes bandas de frequência e conjuntos de estrelas usadas na calibração necessária

para a conversão entre magnitude e fluxo em cada filtro, dada pelas relações acima.

Figura 6: Bandas Fotométricas UBVRI

O sistema mais tradicional é o co-

nhecido como sistema de Jonhson

ou UBVRI, onde cada letra designa

uma banda de frequência (ultravio-

leta, azul, visual, vermelho e infra-

vermelho, respectivamente). Assim

as magnitudes aparentes e absolutas

têm que ser medidas e especificadas

em cada um dos filtros do sitema fo-

tométrico utilizado (todas magnitudes dadas acima estão no filtro V). Na prática não há

como observar a magnitude total (pela luminosidade total em todo espectro), ou magni-

tude bolométrica (mbol) de um objeto, e assim pode-se apenas estimá-la levando em conta

diversos fatores. Na notação comum onde as magnitudes aparentes são escritas como

mV = V , mB = B, etc, a magnitude bolométrica é dada pela expressão mbol = V − CB
onde CB é a correção bolométrica a ser estimada.

Por outro lado a fotometria em diferentes filtros é um recurso tradicional de inves-

tigação astrof́ısica[35]. Com os ı́ndices de cor definidos pela diferença entre as magnitudes

aparentes como U−B, B−V e etc, investiga-se o efeito de avermelhamento da luz devido

à poeira interestelar, que absorve os comprimentos de onda na região azul. A magnitude

absoluta na banda V é dada por

MV = V0 − 5 (log(d)− 1) (3.6)

onde V0 é a magnitude visual observada (já corrigida pela absorção atmosférica3), e para

levar em conta os efeitos da extinção interestelar, escreve-se V0 = V − AV , onde AV é a

extinção em magnitudes na banda V, e assim

MV = V − AV − 5 (log(d)− 1) (3.7)

e analogamente para outras bandas, com MB, B, AB e etc. Com isso, pode-se definir o

3A extinção atmosférica obviamente tem que ser levada em conta em qualquer observação feita a partir
da Terra, e assim seus efeitos são muito bem conhecidos e descritos na literatura[35].
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chamado ı́ndice de cor intŕınseco, em função das luminosidades absolutas:

(B − V )0 = MB −MV = B − V − E(B − V ) (3.8)

onde E(B − V ) = AB − AV é o chamado excesso de cor. Essa relação é independente

da distância, quando considerada para cada astro individualmente, e assim é usada para

medições de temperaturas estelares.

Para isolar o efeito da extinção interestelar é preciso observar os ı́ndices de cor relativos

a várias bandas, de várias estrelas, e compará-los aos pares com estrelas de mesmas

propriedades espectrais cuja absorção interestelar seja conhecida (sabendo sua distância

e outras propriedades). Assim Mλ,r = Mλ,0, onde 0 denota a estrela de comparação, r a

estrela observada e λ o comprimento de onda observado. Com isso uma reaplicação das

equações acima a cada par leva a uma equação que ainda depende das distâncias, que

podem ser eliminadas subtraindo as equações para dois comprimentos de onda distintos:

∆mλ = mλ,r −mλ,0 = 5 log
dr
d0

+ Aλ −→ ∆mλ1 −∆mλ2 = E(λ1 − λ2) (3.9)

porém na prática a extinção é medida em relação ao excesso de cor em 2 bandas, e no

sistema UBVRI são escolhidas as bandas B e V :

Enormal(λ, λ1, λ2) =
Aλ − Aλ2
Aλ1 − Aλ2

→ E(λ− V )

E(B − V )
= RV

(
Aλ
AV
− 1

)
(3.10)

onde RV é a chamada razão entre as extinções total e seletiva:

RV =
AV

E(B − V )
(3.11)

e a importância desse parâmetro é que em [36] os autores mostraram, considerando uma

amostra de estrelas da Via-Láctea, que a extinção total pode ser expressa por uma lei de

extinção média válida em toda a região do espectro entre 120 < λ < 3500 nm:

Aλ
AV

= a(x) +
b(x)

RV

(3.12)

onde x = 1/λ e as funções a(x) e b(x) são determinadas pela análise estat́ıstica dos

dados. Essa lei permite a estimativa da extinção em qualquer λ uma vez determinada

o valor de RV , e várias amostras de dados já foram analisados na literatura, tendo em

geral concordado entre si com o valor de RV variando entre 2,0 para um meio interestelar

difuso até 5,5 para um meio denso, com um valor t́ıpico entre 3 e 4 para a Via-Láctea.

As particularidades das observações astronômicas não foram o foco deste trabalho,
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mas nem por isso pode-se ignorar sua influência nos dados das SNIa. E de fato um dos

fatores que afetam esses dados é a extinção interestelar na linha de visão da SNIa, que é

considerada diretamente nas técnicas de calibração descritas adiante.

3.1.2 Classificação

As supernovae foram inicialmente divididas em dois tipos devido a diferença obser-

vada ainda na década de 40 que é a presença de linhas de hidrogênio nos espectros das SN

do tipo II e a sua ausência nas do tipo I. Apesar da manutenção dessa classificação hoje

sabe-se que as SN ocorrem de duas maneiras: a primeira é o colapso nuclear, proposto ori-

ginalmente por Baade e Zwicky (1934) como mecanismo de transição de estrelas massivas

para estrelas de nêutrons. Esse processo, que é rapidamente descrito a seguir, é a origem

das SN do tipo Ib, Ic e as do tipo II. O segundo processo é a detonação termonuclear de

uma anã branca (a SNIa), cujo melhor modelo é descrito na próxima seção.

As SN são frutos dos estágios finais do ciclo de vida das estrelas, que é determinado

pela sua capacidade de resistir ao próprio colapso gravitacional através da liberação de

energia pela fusão nuclear dos elementos qúımicos em seu núcleo. Sua massa é determi-

nante nesse processo, pois quanto maior, mais quente será o núcleo, tornando mais rápidas

e eficientes as reações de fusão que mantém o equiĺıbrio hidrostático da estrela. Com o

tempo esse processo acumula camadas sucessivas de elementos mais pesados, com densi-

dade e temperatura cada vez maiores. Na maior parte de seu ciclo (a chamada sequência

principal) as estrelas queimam o H em He, formando assim um núcleo de He, que quando

cresce o suficiente, começa a fundir o He em C e O.

Em estrelas massivas (> 10 massas solares, M�), a fusão continua produzindo nucĺıdeos

mais pesados [35] até o seu limite natural de eficiência, que é a produção do ferro. O Fe é

o elemento que possui a maior energia de ligação por nucleon, sendo assim o nucĺıdeo mais

estável, e por isso qualquer reação que produza um elemento mais pesado que ele será

necessariamente endotérmica e não pode aliviar a pressão gravitacional no núcleo. Assim

uma vez iniciada a produção de Fe a estrela massiva o faz até crescer um núcleo que não

consegue mais sustentar seu próprio peso pois não libera energia. O resultado é o colapso

do núcleo formando uma estrela de nêutrons ou um buraco negro, e acredita-se que como

consequência desse colapso, em um processo variado e ainda não compreendido4, uma

onda de choque proveniente do núcleo exploda uma parte da estrela e ejete o resto de sua

4Acredita-se que além da onda de choque o aquecimento das camadas exteriores pelos neutrinos
liberados, mais efeitos magnéticos e da rotação da estrela iniciem juntos a explosão.
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matéria. Como as caracteŕısticas do colapso dependem da f́ısica da explosão, da massa

e das particularidades de cada estrela, o resultado é que essas SN possuem uma grande

variação na energia total liberada.

A divisão das SN em subtipos é feita a partir das caracteŕısticas [37] de seus espectros

inicial e tardio e de suas curvas de luz, que são o registro de suas magnitudes em função

do tempo. Por exemplo observando o espectro inicial (próximo do brilho máximo da SN,

à esquerda da figura 7), vê-se a assinatura única das SNIa que é uma forte linha de Si+

(Si II). Já no espectro tardio (cerca de 5 meses após o máximo, à direita) da SNIa, seria

observada a presença dominante das linhas de Fe.

Figura 7: http : //nedwww.ipac.caltech.edu/level5/March03/F ilippenko/frames.html

As SNIb e Ic não apresentam a intensa linha de Si das Ia e são caracterizadas pela

presença de He no espectro inicial da Ib e sua ausência nas do tipo Ic. Apresentam uma

variação cont́ınua entre seus espectros e os das SNII, tendo sido observados por exemplo

espectros de Ic com traços de He, e de Ib com traços de H. E como seus espectros tardios

são semelhantes aos espectros das SNII (com exceção do H e do He), isso indica que essas

SN são geradas pelo colapso nuclear de estrelas que porventura tenham ejetado, total ou

parcialmente, suas camadas de H (tipo Ib), ou de H e He (tipo Ic), tipicamente estrelas

Wolf-Rayet5. A observação de SN h́ıbridas, que inicialmente se comportam como SNII e

tardiamente como SNIb reforça este cenário, do colapso nuclear de estrelas com grande

perda de massa, ou por ejeção ou para companheiras em sistemas múltiplos.

5São estrelas massivas (≥ 20 M�) que devido a intensa pressão de radiação, ejetam grande quantidade
de massa ao meio interestelar.

http://nedwww.ipac.caltech.edu/level5/March03/Filippenko/frames.html


45

Figura 8: http : //nedwww.ipac.caltech.edu/level5/March03/F ilippenko/frames.html

Já as SNII têm como traço marcante as linhas de H tanto no espectro inicial quanto

no tardio. Seus espectros apresentam uma variação muito maior e o que permite a identi-

ficação de seus subtipos são suas curvas de luz, onde distingue-se as SNII-L das SNII-P (L

de linear e P de platô - figura 8), onde as II-L variam linearmente, enquanto as II-P atin-

gem um platô, onde permanecem por certo tempo antes de começar a cair linearmente.

Também não há uma uma separação definida entre os dois tipos, com muitos casos in-

termediários observados. Acredita-se que em uma SNII-P t́ıpica a camada externa de H

da estrela chega a ter entre 5-10 M� e após a explosão absorve a radiação e caracteriza o

platô, liberando-a a medida que se espande, ao contrário das SNII-L que têm camadas de

H de apenas 1-2 M� e liberam a radiação rapidamente. Há ainda as SNIIn (n de narrow),

identificadas pelo seu espectro cujas linhas de H são longas e pontiagudas, associadas a

SN cujo material ejetado interage com um meio interestelar denso.

As magnitudes das SNII apresentam grande variação, sendo as IIn as mais fortes

(MB ≈ −19), seguidas das II-L (MB ≈ −18,0) e das II-P (MB ≈ −16, 5), contra MB ≈
−18 das SNIb e Ic, sendo que todas possuem variações t́ıpicas entre 1-2 magnitudes [38].

Há ainda um ultimo dado que confirma esses modelos que é o fato de que enquanto as

SNIa têm sido observadas em todos os tipos de galáxias, as SN de colapso nuclear até

hoje só foram observadas em galáxias espirais e em regiões onde há gás dispońıvel para a

http://nedwww.ipac.caltech.edu/level5/March03/Filippenko/frames.html
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formação de estrelas massivas, cujo tempo de vida é menor do que 100 milhões de anos.

O estudo dos aspectos astrof́ısicos das SN em geral responde a uma série de questões

importantes não abordadas aqui, como o seu papel na śıntese dos elementos mais pesados

que o Fe no Universo, sua influência na formação das gerações de estrelas, na composição

do meio interestelar e outras. A Cosmologia vem se beneficiando continuamente des-

ses estudos, e esse ainda será o caso para os próximos anos: as observações de SNII-P

já começaram a ser utilizadas como velas padronizáveis, com as quais pode-se medir

distâncias com precisão da ordem de 10%, quase a mesma precisão obtida com as SNIa.

Além disso a conexão entre as SNIb/c com as hipernovae (SN de estrelas super massivas)

e as explosões de raios gama, o próximo teste cosmológico a ter suas incertezas calibra-

das, também começa a ser explorada. Porém o caso das SNIa continuará sendo o mais

promissor, devido a sua homogeneidade natural.

3.2 Aspectos Astrof́ısicos

As SNIa têm origem em sistemas de estrelas múltiplas chamadas de variáveis ca-

tacĺısmicas onde pelo menos uma delas é uma anã branca que pela proximidade ganha

massa de sua parceira e/ou do meio interestelar pela ação de sua gravidade. As anãs

brancas são o estágio final da evolução de estrelas de massa menor do que 10 M�, que

após passarem pela sequência principal e pela fase gigante vermelha onde queimam He em

C e O, não possuem densidade e temperatura suficientes em seu núcleo para prosseguir

com a fusão nuclear. Assim queimam o He restante nas camadas exteriores ao núcleo até

que essas reações se tornam instáveis e ejetam as camadas da estrela deixando apenas o

núcleo de C e O, com traços de He e outros elementos, dependendo da massa inicial.

Essas estrelas possuem densidade tão alta (tipicamente de 0,6 M� comprimidas num

raio comparável ao da Terra, ou ≈ 106 g/cm3), que o seu colapso gravitacional só pode

ser impedido pela pressão de degenerescência dos elétrons, consequência da estat́ıstica de

Fermi-Dirac e do prinćıpio da exclusão de Pauli que mantém os elétrons comprimidos nos

estados de mais alta energia cinética posśıveis, sendo assim estrelas de alta temperatura

inicial (T ≈ 105 K), mas como não produzem mais energia pela fusão nuclear com o tempo

irradiam seu calor sendo observadas tipicamente entre (8 < T < 40)× 103 K.

Porém existe um limite em que a matéria degenerada pode existir, que é a chamada

massa de Chandrasekar. Nesse limite a velocidade do elétrons se torna próxima a da luz, e

acima dele a pressão de degenerescência não suporta mais a gravidade. Por exemplo as SN
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de colapso nuclear ocorrem quando o núcleo de Fe da estrela alcança esse limite de massa

e se contrai até densidades da ordem de grandeza dos núcleos atômicos, onde ocorre

a fotodesintegração dos nucĺıdeos de Fe seguida da captura de elétrons pelos prótons,

liberando quantidades enormes de neutrinos juntamente com a onda de choque e então a

explosão. A massa de Chadrasekar é calculada em ≈ 1,40 M� com variações t́ıpicas de

O(1%) que dependem da composição quimica, da rotação da estrela e outros fatores.

Em uma variável catacĺısmica no entanto ocorre o contrário do colapso nuclear pois

ao invés da subita interrupção da fusão nuclear o que acontece é a sua ativação em uma

anã branca. Teoricamente isso pode acontecer de duas maneiras dependendo da taxa

de acresção de massa na anã branca: se essa for baixa, tipicamente entre 10−10 e 10−8

M�/ano, o H se acumula muito lentamente, formando uma camada que ao atingir a

temperatura adequada entra em ignição causando a queima instantânea e descontrolada

(runaway) do H na superf́ıcie da estrela, que são as explosões de novae, que constituem em

si um fenômeno diverso e são uma área de pesquisa a parte, tendo tipicamente MV ≈ −9.

3.2.1 A Explosão

Acredita-se que se a acresção de massa à anã branca é suficiente, ≥ 10−7 M�/ano, a

fusão do H em He pode ocorrer em equiĺıbrio na superf́ıcie da estrela [39], tornando-a uma

fonte de raios X macios e causando o aumento gradual de sua massa. Esse é o melhor

modelo teórico para a explosão das SNIa, onde a anã branca se aproxima do limite de

Chandrasekar. A acresção de massa aumenta a densidade e a temperatura da estrela,

mas como na matéria degenerada a pressão é dominada pelo prinćıpio da exclusão de

Pauli, sendo praticamente independente da temperatura, esse processo não promove a

expansão que numa estrela comum alivia a pressão no núcleo, e com isso a densidade e

temperatura aumentam livremente. E uma vez atingida a densidade necessária inicia-se a

queima descontrolada do C e do O, que libera uma energia maior que a energia de ligação

da estrela, destruindo-a completamente em segundos.

A relativa homogeneidade das curvas de luz e dos espectros das SNIa são os pontos de

partida para os modelos de explosão, que devem prever suas caracteŕısiticas observacionais

[40], sendo a principal delas é a fusão de quantidades suficientes de 56Ni, produto final da

queima do C e do O. Esse elemento é instável e decai em 56Co com uma meia vida de

6,1 dias, que por sua vez decai em 56Fe com meia vida de 77 dias, ambos por decaimento

β+ seguida de emissão de raios gama. As observações mostram que esses decaimentos

fornecem energia às curvas de luz de todas as SN, e como o seu fluxo energético cai
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exponencialmente, as magnitudes das SN caem linearmente (figura 8).

Em uma SNIa t́ıpica são produzidos entre 0,4 e 1,0 M� de 56Ni enquanto uma SN de

colapso nuclear ejeta tipicamente no máximo 0,1 M� de 56Ni. Neste ponto é conveniente

frisar a última diferença entre os dois tipos de SN: as estrelas massivas têm suas camadas

exteriores menos densas e opacas e assim a luminosidade observada vem diretamente da

explosão que expande e aquece o material ejetado. Nas SNIa por outro lado o material da

estrela é tão denso e opaco que a energia da explosão é totalmente dissipada na expansão

de suas camadas. Assim o que é observado nas SNIa não é a explosão em si mas sim o

decaimento de suas cinzas radiativas e sua interação com o material ejetado, o que faz

com que a quantidade total de Ni produzido determine a forma da curva de luz.

Os modelos de explosão também devem reproduzir a composição qúımica do material

ejetado, que contém elementos de massa intermediária (Si, Ca, etc - figura 7, produtos da

queima incompleta do C+O em Ni) observados com velocidades de expansão tipicamente

da ordem de 104 km/s. Assim o modelo deve ser tal que permita a produção de uma

explosão que seja ao mesmo tempo homogênea em seus produtos finais mas que também

permita variações intŕınsecas que possam ser relacionadas aos diversos fatores que po-

dem influenciar nas condições da explosão como a composição qúımica inicial, a taxa de

acresção de massa e o momento angular da estrela.

Dessa forma dos cenários posśıveis apenas um resistiu ao confronto dos resultados das

simulações computacionais com as observações [40]. O primeiro tipo de modelo descartado

é o chamado sub-Chandrasekar, onde especulava-se que uma detonação inicial na camada

superficial de He poderia fornecer a energia necessária para a queima explosiva do C+O

no núcleo de uma anã branca de massa t́ıpica, entre 0,6 e 1,2 M�. O segundo tipo é o

chamado degenerado duplo, que corresponde à fusão de duas anãs brancas em sistemas

binários, um cenário também problemático pois em prinćıpio a massa total do sistema é

variável e impede uma explosão homogênea, e além disso os modelos teóricos prevêm que

tendência do sistema seria o colapso para uma estrela de nêutrons. Esse modelo ainda

não foi descartado e poderia explicar a existência de SNIa super luminosas, com produção

de ≈ 1 M� de 56Ni contra 0,6 M� de uma SNIa t́ıpica.

Assim o modelo que prevê com sucesso todas as caracteŕısticas observadas nas SNIa

é o chamado degenerado simples, descrito acima, onde a homogeneidade das explosões

é uma simples consequência da massa ser praticamente a mesma em todos os casos, e

as variações intŕınsecas seriam causadas pelas diferenças nos sistemas progenitores que

por sua fez afetariam os detalhes do mecanismo de explosão. Esses detalhes dependem
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da hidrodinâmica da explosão, cuja modelagem é extremamente complexa e tem como

ponto chave o processo de propagação inicial da chama termonuclear que pode ocorrer

de duas maneiras: ou através de uma detonação supersônica, onde uma onde de choque

provocada pela ignição inicial comprime e queima as camadas sucessivas rapidamente, ou

uma deflagração subsônica provocada pelo aquecimento convectivo devido a ignição.

Na última década o interesse pelas SNIa aliado ao avanços na computação permitiram

uma maior discriminação nos modelos para a explosão, sendo o melhor modelo o da de-

tonação adiada [41] onde a explosão é iniciada por uma deflagração que aquece e expande

o combust́ıvel diminuindo a densidade das camadas externas, seguida de uma transição

para uma detonação que produz o Ni no interior da estrela e os elementos de massa in-

termediária nas camadas externas. Porém esse modelo explica apenas as caracteŕısticas

das SNIa “normais” que exibem praticamente a mesma composição qúımica, velocidades

de ejeção e magnitudes em MB ≈ −19,3, com variações t́ıpicas de 0,3.

Recentemente esse modelo foi questionado devido à baixa quantidade de fontes de raios

X macios que corresponderiam a esses sistemas de estrelas [42]. E também a existência das

SNIa “anormais”, que representam entre 15-40% do total, observadas num limite inferior

de MB ≈ −16, 5 e superior de MB ≈ −20 (possivelmente mais), com grandes diferenças na

composição qúımica e nas velocidades de ejeção, são os grandes desafios para essa área de

pesquisa. No entanto a existência de uma correlação emṕırica garante um consenso sobre

a calibração das magnitudes absolutas das SNIa, pelo menos no ńıvel de precisão atual.

Mas a medida que uma maior precisão for necessária, essa interface entre a Cosmologia e

a Astrof́ısica será cada vez mais determinante.

3.2.2 Velas Padronizáveis

Desde a década de 60 já se sabia sobre a homogeneidade das SNIa, mas faltava saber

o quanto. A equação 3.5 mostra que medir a distância luminosa é equivalente a medir

a magnitude absoluta, uma vez observado o fluxo luminoso do astro. Assim no ińıcio

da década de 90 com o uso de técnicas da escada de distância cósmica (figura 5) para

medir a distância a galáxias onde haviam sido observadas SNIa, comprovou-se tanto a

homogeneidade das SNIa t́ıpicas, entre 0,3 e 0,6 magnitudes, quanto a existência do tipo

exótico com grandes variações. O desafio era então diminuir a incerteza nas magnitudes

absolutas para só então iniciar as buscas a distâncias na escala cosmológica (z > 0,1).

Felizmente havia uma indicação de como isso poderia ser feito pois na década de 70

foi sugerida a existência de uma relação entre as magnitudes máximas das SNIa e sua
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taxa inicial de decĺınio. Assim em 1993 foi demostrada a chamada relação de Phillips [43]

sob a forma Mmax(λ) ∝ ∆m15(B), onde ∆m15(B) é a variação em magnitudes na banda

B após 15 dias do brilho máximo. Com essa relação foi posśıvel diminuir a dispersão

das magnitudes máximas das SNIa t́ıpicas para ≈ 0, 2− 0, 3 e abrir o caminho para uma

maneira sistemática de corriǵı-las. E essa relação emṕırica pode ser entendida no contexto

do modelo da explosão de uma anã branca pois a quantidade total de 56Ni produzido é

proporcional tanto à luminosidade máxima quanto à opacidade das cinzas da explosão,

que depende da temperatura. Assim quanto mais Ni produzido, maior será a luminosidade

da SNIa, que também brilhará por mais tempo enquanto as cinzas ejetadas absorvem e

reemitem a radiação proveniente dos decaimentos do Ni e do Co.

Ao final da década de 90 os projetos Supernova Cosmology Project (SCP) e o High-Z

Supernovae Search Team (HZT) já haviam observado dezenas de SNIa e desenvolvido

suas próprias técnicas de calibração das magnitudes inspirados na relação de Phillips.

Esses procedimentos de calibração usam amostras de SNIa modelo, em baixo z (< 0,01)

cujas distâncias, espectros, curvas de luz e de cor (a evolução temporal das cores B − V ,

V − R, etc) são precisamente observadas de modo a terem suas magnitudes absolutas

individualmente calculadas como em [40]

〈MV 〉 ≈ −19,30± 0,33 + 5 log
H0

60
(3.13)

que é usada na técnica para a determinação de H0 através de variáveis Cefeidas [13].

Ao invés de tomar as SNIa como velas padrão de mesma luminosidade, assume-se

que essas podem ser estimadas empiricamente. Partindo de um modelo emṕırico que

relaciona a magnitude máxima com a evolução das curvas de luz e de cor através de

seus parâmetros (que são parâmetros f́ısicos observáveis mais os puramente emṕıricos),

compara-se estatisticamente as magnitudes previstas com as observadas nas SNIa padrão

(cujos parâmetros f́ısicos são conhecidos), fixando os parâmetros emṕıricos do modelo e

construindo uma famı́lia cont́ınua de curvas. Cada nova SNIa descoberta passa então pelo

processo inverso de comparação de suas curvas de luz e de cor com as dessa famı́lia de

curvas, de onde retiram-se seus parâmetros f́ısicos e suas magnitudes absolutas.

A construção e calibração desses modelos emṕıricos é um procedimento complexo

tanto nos aspectos astrof́ısicos, devido aos vários fatores teóricos e instrumentais que

devem ser levados em conta, quanto no estat́ıstico e computacional devido a grande quan-

tidade de dados que tem que ser processados. Assim a medida que mais e mais dados

são disponibilizados publicamente para a utilização na Cosmologia, uma vez entendidos
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os aspectos qualitativos da calibração, o foco deste trabalho foi na utilização dos dados já

calibrados para a discriminação de modelos e determinação de parâmetros cosmológicos.

Dois modelos de calibração foram amplamente utilizados em grandes projetos obser-

vacionais: a equipe do HZT desenvolveu o Multicolor Light Curve Shapes (MLCS [44]),

que parte das equações 3.5 e 3.8 com a adição de termos que modelam a variação da

magnitude e das cores com o tempo. O parâmetro fundamental é a diferença na magni-

tude máxima ∆ = MV −MV,0 onde MV,0 é a magnitude de uma SNIa modelo, e a esse

relacionam-se os parâmetros emṕıricos de correção (inicialmente em 1a ordem) nas formas

das curvas de luz e de cor, CV (t) e Ccor(t):

µ = mV −MV − CV ∆ (3.14)

B − V = (B − V )0 + EB−V + CB−V ∆ (3.15)

com equações análogas para outras cores como V − R, R − I, etc. Essas correções re-

presentam as correlações entre a evolução da magnitude e das cores com a magnitude

máxima expressa na relação de Phillips. Usando as SNIa cujos parâmetros são conheci-

dos, obtém-se CV (t) e Ccor(t) através de uma média, e de posse dessas funções pode-se

comparar as curvas de luz e de cor de cada nova SNIa descoberta com essa famı́lia de

curvas, inferindo seus parâmetros µ, Aλ (através de Ecor) e ∆.

Por utilizar as curvas de cor em várias bandas esse método permite a estimativa da

extinção interestelar na linha de visão da SNIa e sua contribuição nas cores, pelas equações

3.8 e 3.11. Isolando esse efeito, demonstra-se uma segunda correlacão emṕırica, também

supostamente ligada ao modelo de explosão, que é a correlacão entre magnitude e cor: as

SNIa mais luminosas são mais azuis (tem maiores MU , MB) enquanto as mais fracas são

mais vermelhas (maiores MR, MI). Essa é vantagem dessa calibração, que estima tanto

as cores intŕınsecas das SNIa quanto a extinção interestelar, com a desvantagem de que o

seu conjunto de SNIa modelo precisam ser muito bem observadas.

Já o projeto SCP criou a técnica do fator de esticamento que parametriza diretamente

a dilatação do tempo na curva de luz das SNIa devido às diferenças em suas magnitudes

máximas, onde uma curva de luz é maior ou menor do que outra por um fator multipli-

cativo de s(1 + z) onde s é o esticamento relacionado à magnitude máxima de uma SNIa

modelo. Além de corrigir as magnitudes essa relação também foi usada para mais uma

vez demonstrar a natureza cosmológica do redshift [45], pois dadas duas SNIa idênticas,

suas curvas de luz são esticadas por um fator de 1+z, e similarmente dadas duas SNIa em

mesmo z, suas curvas de luz diferem por um fator de s relacionado à diferença em suas
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magnitudes máximas. Essa parametrização deu origem ao modelo SALT [46] (Spectral

Adaptive Lightcurve Template) que não separa os efeitos da extinção interestelar das cores

intŕınsecas das SNIa, e também não avalia a contribuição das relações emṕıricas em cada

Figura 9: http : //supernova.lbl.gov/public/

SNIa individualmente. Seu estimador de

distância é

µ = mB −MB + α(s− 1)− βc (3.16)

onde α e β são os parâmetros emṕıricos

que medem a influência das correlações

entre magnitude máxima, decĺınio (s) e

cor (c), esses últimos determinados para

cada SNIa. Assim os parâmetros α e β

são determinados globalmente para cada

conjunto de SNIa analisadas e influenciam

a distância µ junto com os parâmetros

cosmológicos. Porém são tratados como

parâmetros secundários fixados ao assumir

um modelo de referência (o ΛCDM) que

produz estatisticamente os valores mais

prováveis, como no Cap. 4.

Além das correlações emṕıricas existem uma série de outros fatores que tornam ainda

mais trabalhosa a calibração das magnitudes, a começar pela chamada correção K, que

é o efeito do redshift da luz nas bandas fotométricas, que faz com que o fluxo observado

em uma banda seja em parte luz proveniente de outra banda, deslocada. O cálculo

desse efeito, que se torna maior com o redshift, não é trivial e faz parte dos modelos

de calibração. Juntamente com as estratégias de observação e acompanhamento pelos

telescópios, e a subtração das imagens de fundo e da galáxia hospedeira (cujo espectro

em geral determina o redshift da SNIa), e a calibração fotométrica, esses são os principais

fatores instrumentais que foram sensivelmente aprimorados nos últimos 20 anos.

Por outro lado alguns efeitos de origem Astrof́ısica ainda não são totalmente com-

preendidos e serão os alvos dos estudos que visem aumentar ainda mais a precisão do

calibração das SNIa. O principal deles seria o da provável evolução das SNIa pois os mo-

delos de calibração comparam as SNIa próximas com as distantes como se suas explosões

fossem idênticas. E já foi provado por exemplo que SNIa em galáxias jovens são mais

brilhantes (≈ 0,3 magnitudes) do que as em galáxias eĺıpticas onde há maior conteúdo

http://supernova.lbl.gov/public/
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metálico [47]. No entanto a correlação da magnitude com as curvas de luz corrige esse

efeito, mas isso pode não ser o caso para outras diferenças nas SNIa. Da mesma forma

sabe-se que a extinção interestelar também varia com z devido a diferença na sua com-

posição qúımica, e de fato já foi observado (com o MLCS) que as curvas de cor das SNIa

em alto z são melhores descritas por uma lei de extinção com RV menor do que o da

Via-Láctea [48]. Além desses efeitos controversos e ainda não estimados somam-se outros

já conhecidos como o das lentes gravitacionais na luz das SNIa e o da incerteza em z, que

têm suas contribuições estimadas nas barras de erros das medidas de distância das SNIa.

3.3 Aplicação

Finalmente nesta seção mostra-se a aplicação dos dados das SNIa para a Cosmologia.

As técnicas de calibração já descritas reduziram as incertezas nas magnitudes absolutas

para ≈ 0,1-0,2 magnitudes, o que corresponde a incertezas t́ıpicas de 5-10% na distância

luminosa, e com isso foi posśıvel mostrar na última década a existência da aceleração

da expansão do Universo. No entanto antes de mostrar esse efeito explicitamente, deve-

se esclarecer o papel dos vários parâmetros secundários que entram na calibração das

grandezas na equação fundamental para a Cosmologia que é a 3.5.

No que diz respeito à Cosmologia apenas os parâmetros cosmológicos (H0,Ωi, ωi) que

afetam a distância luminosa são interessantes, e assim na prática os dados utilizados

são calibrados fixando os vários parâmetros do modelo emṕırico nos seus valores mais

prováveis (Cap. 4). Feito isso o que resta à Cosmologia são os dados dos módulos de

distância em função do redshift das SNIa, e de posse de um modelo cosmológico que

especifica a equação de Friedmann H(z), a construção de uma função teórica para a

distância luminosa 2.52 permite a comparação dos dados observacionais com a teoria, que

é a linha de investigação do caṕıtulo 5.

3.3.1 O Parâmetro de Hubble

O parâmetro de Hubble é um caso especial nesta análise e merece uma discussão

a parte a ser explorada aqui. Na literatura esse parâmetro é interpretado como um

rúıdo estat́ıstico (definido no Cap. 4) na análise cosmológica feita a partir do dados de

SNIa, e é tratado da mesma forma que os outros parâmetros dos modelos emṕıricos de

calibração. Assim diz-se que a análise dos dados de SNIa diz respeito apenas a uma

distância luminosa relativa (DL), que é adimensional, escrita como DL = H0

c
dL. Esse
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tratamento se justifica primeiramente devido a existência da técnica espećıfica que utiliza

as SNIa em conjunto com variáveis Cefeidas, numa releitura da equação 3.5 que deixa

apenas H0 como parâmetro livre a ser determinado pelos dados. E também pelo fato de

que pelo menos em prinćıpio a calibração das magnitudes absolutas das SNIa também

depende de um fator de logH0 como em 3.13, que cancelaria o fator correspondente em

log dL do outro lado da equação, tornando-a independente de H0.

Porém na prática ao comparar a magnitudes absolutas das SNIa observadas com

a de uma SNIa padrão, este fator de logH0 é absorvido uma vez que a calibração diz

respeito apenas a variações nas magnitudes. Assim o parâmetro H0 tem seu valor fixado

durante a calibração, fixando assim um valor de M e fazendo com que as curvas teóricas

da equação 2.52 continuem dependendo de H0 através do fator multiplicativo em dL,

mantendo sua forma original. Com isso sabe-se que a presença de H0 serve apenas para

determinar a posição das curvas, assim como os outros parâmetros de calibração que

ajustam as magnitudes das SNIa, e uma mudança no valor de H0 deslocaria tanto os

pontos experimentais quanto as curvas teóricas na figura 10. Porém ao lidar com os dados

já calibrados apenas a curva teórica é afetada, e esse é o fato que leva a interpretação aonde

pelo menos em prinćıpio a determinação dos parâmetros cosmológicos é independente do

valor de H0, onde o módulo de distância é escrito como

µ = m−M = 5 logDL (3.17)

onde M absorve todas as constantes de calibração incluindo os valores de H0 usado na

calibração de M e o que vem da curva teórica de dL [49]:

M = M + 5 log
cH−1

0

Mpc
+ 25 = M − 5 log h+ 42,39 (3.18)

Isso é viśıvel na figura 10, que mostra os dados das SNIa do conjunto Constitution

(descrito a seguir), que foram calibrados pelo modelo SALT com o parâmetro de Hub-

ble fixado em H0 = 65 Km·s−1 · Mpc−1. Sobrepostas aos dados estão funções teóricas

constrúıdas por interpolação numérica, através de uma lista de pontos dL(H0,Ωi, ωi; z) no

programa Mathematica c© (como todos os outros resultados deste trabalho) para o módulo

de distância num Universo plano (Ωk = 0), descrito pelo modelo ΛCDM com parâmetros

fixados em Ωm = 0,3 e ΩΛ = 0,7. As curvas são constrúıdas com diferentes valores de H0

que afeta a dL apenas por um fator multiplicativo e assim não altera a forma da curva. E

não por acaso a curva que melhor se ajusta aos dados é aquela com o valor usado para a

calibração dos dados, h = 0,65, embora os valores dos parâmetros que melhor se ajustam
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aos dados tem que ser estimados estatisticamente como será no Cap. 5.
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Figura 10: ΛCDM: h = 0,55, h = 0,65, h = 0,75, h = 0,85

O gráfico anterior contrasta com o da figura 11, que consiste nos mesmos dados

sobrepostos a curvas do mesmo modelo, mas dessa vez com o parâmetro h fixo em 0,65,

com o único parâmetro livre, Ωm = 1 − ΩΛ, variando. Nesse caso a curva verde é a do

melhor ajuste (ΩΛ = 0,7), a curva amarela representa um domı́nio ainda maior de Λ

(ΩΛ = 0,9) e as outras aos casos extremos do modelo ΛCDM : a curva azul é o chamado

modelo de Einstein-de Sitter com Ωm = 1, e a curva vermelha ao Universo de de Sitter

com ΩΛ = 1. Em todo caso o efeito da variação não se manifesta em baixo z (< 0,1),

onde a lei de Hubble, que corresponde ao 1o termo da expansão abaixo [12], ainda é uma

boa aproximação para

dL(z) =
c

H0

{
z +

1

2
(1− q0)z2 + ...

}
(3.19)

mas se torna evidente em alto z quando as correções ao regime linear se tornam importan-
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tes. Essas correções foram o alvo de diversas investigações que visavam a determinação do

primeiro termo, o de desaceleração q0. Porém recentemente com os dados de SNIa em alto

z a determinação dessas correções passou a ter um papel secundário por serem uma con-

sequência dos parâmetros do modelo cosmológico que determina a forma da evolução da

expansão e das distâncias. Por exemplo no modelo ΛCDM a quantidade total de matéria

tende a desacelerar a expansão do Universo, em contraste com a constante cosmológica

que tende a acelerá-la. Assim quanto mais matéria (> Ωm), mais lenta será a expansão e

as SNIa estarão menos distantes, como é viśıvel na figura 11.
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Figura 11: ΛCDM (k = 0): Ωm = 0, Ωm = 0,1, Ωm = 0,3, Ωm = 1

3.3.2 Dados Utilizados

Desde que as descobertas nos anos 90 confirmaram a utilidade das SNIa essas passaram

a ter uma grande importância para a Cosmologia. Desde então vários projetos foram

executados com o objetivo de observar e calibrar as magnitudes de SNIa para o posterior
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uso em investigações cosmológicas. Como resultado disso na última década houve uma

senśıvel melhora na qualidade e na quantidade de dados de SNIa em relação aos do fim da

década de 90 quando a aceleração foi detectada. Esta seção descreve os dados utilizados

na análise do Cap. 5 e sua comparação com algumas curvas teóricas de teste, que são

as mesmas da figura 11 (com o parâmetro H0 fixado no valor usado na calibração), que

mostram a necessidade da presença da aceleração para explicar os dados.

O primeiro conjunto de dados utilizado neste trabalho é a amostra Gold que é na ver-

dade uma compilação de vários conjuntos de dados [50] (incluindo os do SCP e HZT) que

a essa altura já estavam dispońıveis publicamente, somados a algumas SNIa observadas
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Figura 12: GOLD

pelo Telescópio Espacial Hubble

(HST) em alto z (> 1). Esses

dados foram organizados e repro-

cessados por uma versão atuali-

zada do modelo MLCS que foi

chamado MLCS2k2 [51], que usa

na calibração h = 0,65. Essas

SNIa foram divididas em dois gru-

pos onde Gold representa as SNIa

com alta qualidade em seus dados

enquanto as Silver, não utilizadas

aqui, são as de qualidade duvidosa

por fatores diversos. Utilizando

os dados das 157 SNIa Gold, esse

trabalho [50] deu alguns passos

fundamentais para a Cosmologia demonstrando que a poeira intergalática não pode ser a

responsável pela diminuição do brilho das SNIa e que por outro lado o modelo ΛCDM é a

explicação mais simples e poderosa para os dados, que apontam para o fato de que o Uni-

verso recentemente (z ≈ 0,46) passou por uma transição entre uma expansão desacelerada

e acelerada, reafirmando o problema da coincidência cósmica.

Seguindo o sucesso dessas observações logo outras colaborações foram organizadas

utilizando-se de grandes equipes e telescópios. Mas como a procura, observação e cali-

bração das SNIa é uma tarefa árdua, mesmo trabalhando em equipe durante boa parte

da última década estes projetos coletaram ≈ 100 SNIa cada um, e assim na prática as

análises cosmológicas são feitas reunindo os dados coletados nesses vários projetos após

submetê-los à mesma calibração e aos mesmos critérios de seleção. Esses últimos podem
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exigir várias caracteŕısticas de cada SNIa (a exemplo da diferença entre as amostras Gold

e Silver), tal como um tempo mı́nimo de observação, um certo máximo de extinção na

galáxia hospedeira ou simplesmente que a luminosidade da SNIa não seja muito diferente

das demais (de maneira que possa ser submetida à calibração), entre outros.

Dois projetos dedicados à observação de SNIa estão representados aqui pelos seus

primeiros resultados publicados: o Supernova Legacy Survey (SNLS) [52] com 73 SNIa, e

o Equation of State: SupErNovae trace Cosmic Expansion (ESSENCE) [53] com 60 SNIa.
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Figura 13: ESSENCE

Porém o conjunto de dados ana-

lisados aqui sob o nome Essence

é constrúıdo com a soma destas

60 SNIa com apenas 57 do SNLS,

mais 30 descobertas pelo HST [54]

e outras 45 dispońıveis na litera-

tura, como exposto em [49, 55],

calibradas pelo MLCS2k2 com

h = 0,65 totalizando 192 SNIa se-

lecionadas. As SNIa dessa amos-

tra são os dados de maior uni-

formidade, como visto na figura

13 e nos resultados do caṕıtulo 5,

devido ao fato de virem de co-

laborações projetadas especifica-

mente para a observação de SNIa com estratégias e equipamentos apropriados.

A amostra mais atual utilizada é a Constitution [48] (figuras 10 e 11), que é uma

seleção de SNIa das amostras acima [56], somados a uma amostra de ≈ 100 SNIa em baixo

z observadas pelo CfA (Center for Astrophysics Supernovae Group). Neste trabalho [48]

os dados são calibrados separadamente pelos modelos mais usados (embora aqui para a

comparação foram usadas as 397 SNIa calibradas pelo SALT com h = 0,65). Com isso

foram mostradas as peculiaridades de cada calibração bem como a concordância entre os

resultados obtidos com cada uma. Assim esses dados são um testemunho da maturidade

do teste cosmológico feito com os dados de SNIa, e o fato de que antes da conclusão

deste trabalho esses dados já estão desatualizados e superados mostram como a pesquisa

com SNIa evolui rapidamente, indicando que os vários efeitos que influem as SNIa serão

compreendidos num futuro próximo.



4 Estat́ıstica Bayesiana
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Este caṕıtulo é dedicado às técnicas de inferência estat́ıstica (o processo de comparação

entre as previsões teóricas e os dados experimentais ou observacionais) amplamente usadas

na Cosmologia, que são baseadas na chamada estat́ıstica bayesiana, uma alternativa à

abordagem mais tradicional na estat́ıstica conhecida como frequentista. Começando por

uma interpretação alternativa do próprio conceito de probabilidade, as técnicas bayesianas

dão origem a uma grande variedade de ferramentas, como é evidente na Cosmologia onde

é aplicada em diversos testes observacionais. A intenção deste caṕıtulo é de servir apenas

como uma breve introdução cobrindo os tópicos mais introdutórios e abrindo o caminho

para as técnicas mais avançadas usadas na Cosmologia, a exemplo da própria calibração

dos dados das magnitudes da SNIa. Primeiramente o foco será nos aspectos qualitativos

que caracterizam a abordagem bayesiana e explicitam sua ligação com a Cosmologia.

Em seguida serão abordados os fundamentos da estat́ıstica bayesiana, e por último serão

mostradas algumas aplicações, usadas a seguir nos dados de SNIa.

4.1 O Paradigma

A estat́ıstica bayesiana tem suas origens na obra póstuma de Bayes (1763), cujas

idéias foram popularizadas por Laplace, que provou o caso mais geral do teorema e o

usou para atacar vários problemas. Durante o séc. XIX essa interpretação subjetiva

da probabilidade continuou sendo usada, por exemplo por Gauss que em 1801 usou a

técnica dos mı́nimos quadrados para rastrear a órbita do planeta anão Ceres. Porém no

ińıcio do séc. XX os trabalhos de Fisher, Neyman, Pearson e outros, que desenvolveram

o formalismo da estat́ıstica clássica ou frequentista, colocaram os trabalhos de Bayes e

Laplace em segundo plano, ao considerar a subjetividade um erro a ser eliminado da in-

ferência estat́ıstica. Devido a essa postura cŕıtica e a dificuldade inerente à sua aplicação,

pela ausência de capacidade numérico/computacional, durante boa parte do século XX

as idéias bayesianas cáıram em desuso. Porém isso não impediu o seu amadurecimento

pelos trabalhos de Jeffreys, Jaynes, Cox e outros. Assim durante a década de 80 quando

o uso de técnicas numéricas se tornou frequente, a estat́ıstica bayesiana começou a ser

amplamente utilizada e hoje é a interpretação dominante em diversos contextos, incluindo

a F́ısica. Hoje sabe-se que a interpretação bayesiana apresenta uma flexibilidade muito

maior, permitindo o uso da inferência estat́ıstica em problemas até então intratáveis,

como é o caso da Cosmologia. E apesar da abordagem bayesiana ser muito mais abran-

gente, as principais diferenças entre as técnicas, no que diz respeito a resultados, provêm

diretamente das consequências da diferença na definição de probabilidade [57].
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4.1.1 Interpretações da Probabilidade

Seguindo [58] é posśıvel distinguir 2 definições clássicas de probabilidade: a primeira

é a combinatória, definida pela razão entre o número de ocorrências de um certo evento e

o número total de eventos, que vem da ligação entre probabilidade, jogos de azar, dados

e etc. O problema dessa definição é que ela pressupõe que todos os eventos posśıveis

possuem a mesma probabilidade de ocorrer, e assim define-se a probabilidade com ela

mesma. Refinando essa definição, tem-se a frequentista: a razão (ou frequência) entre um

certo tipo de evento e o número total de eventos em um teste, no limite em que o número

total de testes vai ao infinito.

Nesse contexto a probabilidade é algo que se refere apenas a uma frequência relativa

a um número infinito de tentativas ou observações, sendo também por vezes chamada de

probabilidade f́ısica por conta dos casos em que o uso do termo é justificado e corres-

ponde a uma propriedade f́ısica do sistema observado, como no caso da probabilidade de

decaimento de um nucĺıdeo radiativo. Esse caso por sua vez abriria a discussão sobre a

conexão entre probabilidade e f́ısica, mas isso é descrito no ńıvel mais fundamental pela

Mecânica Quântica, sendo que as diferentes intepretações da probabilidade representadas

aqui dizem respeito apenas ao processo de inferência estat́ıstica baseada na comparação

entre hipóteses e previsões teóricas e os resultados de um experimento ou observação.

Apesar de ter sido a interpretação dominante e em certos casos perfeitamente apro-

priada, a interpretação frequentista é problemática em muitos aspectos. Por exemplo se-

guindo essa interpretação, afirmações do tipo “há uma chance de 50% de chover amanhã”,

ou “há 68% de chance de o Universo ter Ωm = 0,30± 0,05” não têm sentido algum, pois

referem-se a situações únicas, que não podem ser repetidas. Isso expõe uma grave li-

mitação dessa interpretação onde afirmações e inferências leǵıtimas não tem qualquer

validade cient́ıfica. Outro problema notável é a referência a um número infinito de testes

e/ou observações, algo que na prática é imposśıvel e em diversos casos é um obstáculo.

Uma discussão completa das várias falhas do paradigma frequentista vai muito além

dessa introdução e é tipicamente encontrado na literatura [59, 60]. Os pontos chaves são

o fato de que enquanto a probabilidade é encarada como frequência relativa, a validade de

um modelo teórico só pode ser ou verdadeira ou falsa, enquanto que os parâmetros f́ısicos

do modelo são quantidades fixas, mas desconhecidas, e assim não podem ser associadas

a uma distribuição de probabilidade. Isso acontece porque o objetivo da inferência é

fazer previsões acerca da frequência dos resultados de um experimento/observação a ser

infinitamente repetido. A estat́ıstica frequentista é baseada no conceito de amostras, que
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são os resultados do experimento, tomados como uma representação da população, que

é o conjunto de todos os resultados posśıveis do experimento. Assim na Cosmologia as

amostras seriam os resultados das observações cosmológicas, enquanto que a população

seriam os infinitas realizações do Universo sugeridos pelos resultados de cada observação,

cada um com diferentes valores de seus parâmetros cosmológicos. Isso ilustra a divisão

onde a f́ısica de part́ıculas é tipicamente frequentista (mesmo que pense, sem saber, de

maneira bayesiana), enquanto a Cosmologia é declaradamente bayesiana [57, 60, 61, 62].

A interpretação bayesiana por outro lado afirma que a probabilidade é uma medida

do grau de confiança ou plausabilidade sobre um evento, hipótese ou parâmetro, tratando

cada um desses da mesma maneira. Essa definição é flex́ıvel o suficiente para lidar com

as deficiências já citadas e ao mesmo tempo recuperar o sentido original frequentista ou

combinatório nos casos apropriados, além de oferecer várias vantagens óbvias. Por exem-

plo nesse caso uma distribuição de probabilidade pode ser atribúıda a qualquer hipótese

teórica ou parâmetro f́ısico de interesse, que passa a ser determinado pelos dados e ob-

servações. Esses últimos passam a dominar o processo de inferência, ao contrário do caso

frequentista aonde são tomados como amostras de uma população de resultados, e isso

permite à abordagem bayesiana uma inferência baseada nos dados coletados ao invés de

suas propriedades ao longo de séries de repetições.

Porém a principal caracteŕıstica do bayesianismo é a subjetividade que é consequência

direta da definição de probabilidade e é incorporada na inferência através do teorema de

Bayes. Nessa definição a probabilidade é uma medida da incerteza sobre o evento, teoria

ou parâmetro a ser testado, e isso depende tanto do experimento/observação quanto de

uma informação subjetiva que reflete o conhecimento prévio sobre as teorias/parâmetros

antes do experimento, que é a chamada informação a priori ou simplesmente a a priori.

Essa subjetividade é ao mesmo tempo a origem das cŕıticas ao bayesianismo como também

uma das maiores vantagens desse paradigma.

4.1.2 O Teorema de Bayes

Do ponto de vista abstrato a probabilidade é definida pelos chamados axiomas de

Kolmogorov, que identificam os eventos posśıveis ou hipóteses prováveis Hi como subcon-

juntos de um conjunto, o espaço amostral Ω, que representa todos os eventos posśıveis.

Assim na lógica matemática o conjunto Ω representa uma tautologia, ou uma proposição

que é sempre verdadeira, em oposição ao conjunto ∅ que é a contradição, a proposição

que é sempre falsa. Essa identificação é necessária para descrever as operações H1 ∩ H2
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que é o produto lógico (H1 E H2), que representa a ocorrência simultânea de H1 e H2, e a

soma lógica H1∪H2 (H1 OU H2) que seria a ocorrência de pelo menos um desses eventos.

Assim, sendo P (Hi) a probabilidade do i-ésimo evento, os axiomas são

• 0 ≤ P (Hi) ≤ 1)

• P (Ω) = 1

• P (H1 ∪H2) = P (H1) + P (H2)− P (H1 ∩H2)

no entanto esses axiomas apenas definem as propriedades lógicas da probabilidade, mas

não definem o seu significado ou como pode ser aplicada. No entanto com esses axiomas

derivam-se todas propriedades fundamentais da probabilidade, independente de sua in-

tepretação. Por exemplo dada uma hipótese H e a sua negação lógica (H = NÃO H),

tem-se que H ∩H = ∅ e H ∪H = Ω e assim como consequência do 3o axioma têm-se que

P (∅) = 0↔ P (H) + P (H) = 1 (4.1)

que é uma relação fundamental juntamente com a expressão para a probabilidade condi-

cional P (A|B) que significa a probabilidade de A, dada a ocorrência de B.

Para mostrar a forma da P (A|B) convém expressar a tautologia por uma partição

finita (Ω =
⋃
iHi = H1 ∪H2 ∪ ...) de uma classe completa de hipóteses Hi mutualmente

exclusivas (Hi∩Hj = ∅, ∀ i 6= j), análogas a base de um espaço geométrico. Assim notando

que a probabilidade de um evento é dada pela probabilidade condicional P (E) = P (E|Ω),

e usando os axiomas e as propriedades algébricas de ∩ e ∪ tem-se

P (E|Ω) = P (E ∩ Ω) = P

[
E ∩ (

⋃
i

Hi)

]
= P

[⋃
i

(E ∩Hi)

]

=
∑
i

P (E ∩Hi) (4.2)

e então para isolar P (E|Hi) toma-se a contribuição correspondente a esse termo

P (E|Hi) =
P (E ∩Hi)

P (Hi)
=
P (E,Hi)

P (Hi)
(4.3)

onde o termo P (Hi) corresponde a uma renormalização que assegura que quando E = Hi,

P (E|E) = 1. A partir dessa relação várias outras são derivadas. Explorando a simetria

P (E,Hi) = P (E|Hi)P (Hi) = P (Hi|E)P (E) = P (Hi, E) (4.4)

pode-se concluir que dois eventos A eB são prababilisticamente independentes se e somente

se P (A|B) = P (A) e P (B|A) = P (B), quando a ocorrência de um evento não influi na do
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outro, que é equivalente a P (A,B) = P (A)P (B) = P (B,A). Outra consequência dessa

simetria é o próprio teorema de Bayes:

P (Hi|E) =
P (E|Hi)P (Hi)

P (E)
=

P (E|Hi)P (Hi)∑
i P (E|Hi)P (Hi)

(4.5)

onde aqui P (E) é a chamada evidência bayesiana e inicialmente pode ser interpretada

como um constante de normalização que garante que
∑

i P (Hi|E) = 1. Essa construção

mostra que o teorema de Bayes é uma consequência do mesmo formalismo que sustenta

a teoria frequentista da probabilidade, mesmo que não possa ser aplicado nesse caso por

que seus termos não teriam sentido. Já no bayesianismo o termo P (Hi|E) representa a

probabilidade da hipótese Hi, dado o evento E, e é chamada de probabilidade a posteriori,

que é a ferramenta da inferência estat́ıstica bayesiana.

O teorema 4.5 se refere a uma classe completa de hipóteses discretas que em muitos

casos, incluindo a Cosmologia, se referem a validade de diferentes modelos teóricos can-

didatos a explicar os fenômenos observados. Em geral cada modelo possui seu próprio

conjunto de n parâmetros cont́ınuos, um vetor θ = (θ1, ..., θn), que são determinados pelo

ajuste ao conjunto de dados d da observação/experimento. Assim a probabilidade de cada

modelo P (Hi|E) é equivalente a probabilidade p(θ|d)dnθ de que cada parâmetro esteja

num intervalo entre θi e θi + dθi, onde p(θ|d) é uma função densidade de probabilidade

(pdf em inglês). A passagem das hipóteses discretas para os parâmetros cont́ınuos é feita

pelo processo padrão do limite infinitesimal na separação entre os valores dicretos.

Do lado direito, P (E|Hi) ou p(d|θ) é a função likelihood ou verossimilhança que é a

probabilidade do evento ou experimento E (e dos dados coletados d), dada a validade do

modelo Hi nos parâmetros θ. Essa função é uma medida da diferença entre as previsões

teóricas do modelo nos parâmetros θ e o observado nos dados d, e assim pode ser vista

como um funcional dos parâmetros do modelo, uma vez fixados os resultados d do experi-

mento. Por lidar com os dados observados, ela desempenha o papel central na inferência,

e o caso frequentista é inteiramente baseado em manipulações feitas sobre essa função,

que representa a amostra de resultados do experimento repet́ıvel. Nesse caso porém a

likelihood não pode ser interpretada como uma distribuição de probabilidade.

Por último o termo P (Hi) → p(θ) é a informação a priori que é a caracteŕıstica

marcante do bayesianismo, que representa a informação (sob a forma de uma distribuição

de probabilidade) sobre os modelos e parâmetros antes da observação ou experimento, o

que torna o processo de inferência subjetivo, pois cada experimentador que use sua própria

informação a priori e execute o mesmo experimento pode chegar a conclusões diferentes.
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Assim a presença da informação a priori reflete a interpretação onde a probabilidade é

uma medida do conhecimento ou informação sobre o modelo ou parâmetro a ser testado.

Assim o teorema de Bayes mostra que a cada experimento/observação a probabilidade

a posteriori é atualizada tanto pela qualidade dos dados d quanto pela informação a priori.

E essa pode ser usada tanto para levar em conta os resultados de outros experimentos,

como para atualizar os resultados de um mesmo experimento, tomando a probabilidade a

posteriori de uma observação como a informação a priori da próxima, gerando assim um

mecanismo de aprendizado baseado nos resultados. Isso é um ponto cŕıtico pois nos casos

em que os dados do experimento são pouco conclusivos os resultados são dominados pela

informação a priori, mas por outro lado a medida que os dados se tornam conclusivos a

influência do a priori passa a ser cada vez menos relevante.

Esses argumentos sustentam o critério de objetividade bayesiano em que somente

os observadores que realizem exatamente o mesmo experimento e utilizem exatamente as

mesmas informações a priori chegarão aos mesmos resultados. Isso é evidente na Cos-

mologia onde o modelo de concordância cósmica é contrúıdo a medida que diferentes

cosmólogos, usando diferentes observações e informações a priori, convergem para as mes-

mas conclusões. A forma padrão do teorema de Bayes torna expĺıcita essa subjetividade:

p(θ|d, I) =
p(d|θ, I)p(θ|I)∫
p(d|θ, I)p(θ|I)dnθ

(4.6)

onde I representa a informação subjetiva e externa, dispońıvel a priori, e dessa maneira

toda a equação está condicionada ao estado de conhecimento ou informação I. Por último

vale lembrar ainda que as idéias bayesianas vão muito além de sua mera aplicação à in-

ferência. Por exemplo graças ao trabalho dos f́ısicos Cox e Jaynes, hoje sabe-se que o

bayesianismo é a única extensão natural da lógica dedutiva frente a informações incom-

pletas. Assim enquanto a lógica dedutiva lida com proposições verdadeiras (1) e falsas

(0) a lógica bayesiana é a única extensão consistente para lidar com proposições incertas

as quais são atribúıdas um valor, a probabilidade, entre 0 e 1 [59].

4.2 Algumas Aplicações

Esta seção cobre as ferramentas utilizadas neste trabalho e assim representa uma pe-

quena fração das ferramentas bayesianas, principalmente no aspecto de sua implementação

computacional que é o principal motivador de seu uso cada vez mais rotineiro. As van-

tagens dessa abordagem são ńıtidas desde os prinćıpios, por sua flexibilidade que trata
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parâmetros, proposições e modelos da mesma forma, e permite uma “leitura” muito mais

detalhada dos resultados. Neste trabalho o foco da análise estat́ıstica foi na estimação

de parâmetros usando diferentes conjunto de dados frente a diferentes hipóteses, isto é,

diferentes modelos cosmológicos. No entanto como a análise bayesiana fornece uma po-

derosa ferramenta para a comparação de modelos, algo que não pode ser feito da maneira

apropriada na análise frequentista, esse aspecto também foi explorado.

A estimação de parâmetros e suas incertezas é um dos principais objetivos da in-

ferência estat́ıstica, assim por uma questão de consistência algumas técnicas bayesianas

e frequentistas produzem resultados semelhantes em muitos casos. Em ambos os casos a

inferência parte da comparação entre uma curva ou previsão teórica para um observável

e os dados vindos das observações. A técnica amplamente utilizada na F́ısica para a es-

timação de parâmetros é a técnica dos mı́nimos quadrados ou do χ2, onde os n parâmetros

θj de um modelo são determinados pelos valores θm que minimizam a expressão

χ2 =
N∑
i=1

{yi − y(zi|θ)}2

σ2
i

(4.7)

através do sistema de n equações ∂χ2(θ)/∂θj = 0. Aqui {zi, yi} são os N pontos obser-

vados, com as barras de erro σi que servem como peso de cada medida, comparados a

curva teórica nos pontos y(zi|θ). A forma dessa expressão e sua consistência é justificada

pelo famoso teorema do limite central de Gauss, que afirma que uma soma de variáveis

aleatórias e não correlacionadas tem uma distribuição de probabilidade que converge para

uma distribuição normal ou gaussiana, desde que a erro nas medidas seja finito. Nesse

caso, as variáveis são os desvios entre as posições dos pontos experimentais e a curva

teórica y(z|θ) correspondente ao valor real dos parâmetros θ, e esses desvios são suposta-

mente aleatórios devidos a fatores externos que afetam o experimento. Assim:

p(d|θ, I) ∝ exp (
−χ2

2
) ∝ L(θ; d) (4.8)

que é a likelihood do experimento, e L(θ; d) denota uma funcional dos parâmetros θ.

Formalmente, sendo cada medida um evento estatisticamente independente, a likelihood

é constrúıda pelo produto das probabilidades de cada uma. E como a probabilidade de

cada evento é a mesma do desvio ei = yi−y(zi|θ) em cada medida (sendo máxima quando

o desvio é zero), que é dada por uma distribuição normal com variância σi, então

p(d|θ, I) =
N∏
i=1

p(ei|θ, I) =

(
N∏
i=1

1

(2π)1/2σi

)
× exp

{
−

N∑
i=1

[yi − y(zi|θ)]2

2σ2
i

}
(4.9)
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e assim os valores θm que minimizam χ2 são os valores mais prováveis da likelihood.

As técnicas que utilizam essa idéia são chamadas de maximização da verossimilhança

e são a base da estat́ıstica frequentista. Muitas generizações podem ser feitas às equações

4.7 e 4.9, para serem aplicadas em diferentes casos, que em geral não foram aplicadas

neste trabalho. A mais importante para as SNIa é a generalização para o caso onde as

medidas são estatisticamente correlacionadas, e a estimativa da incerteza de uma afeta a

da outra. Nesse caso a forma da likelihood é do tipo

L(θ; d) =
1

(2π)N/2|detC|1/2
× exp

[
−1

2

N∑
i,j=1

ei(θ)C
−1
ij ej(θ)

]
(4.10)

onde Cij é uma matriz de covariância constrúıda a partir dos dados yi e do modelo por

y(zi|θ) [59], e seus elementos diagonais são as barras de erro σ2
i em cada medida. Isso é

necessário à calibração dos modelos emṕıricos para as curvas de luz de SNIa modelo devido

aos parâmetros emṕıricos e suas incertezas que se propagam aos observáveis. Calculando

essas correlações (os termos não-diagonais de Cij), e maximizando a 4.10, fixa-se os valores

dos parâmetros emṕıricos, o que permite o cálculo das incertezas associadas ao processo

de calibração. Assim calcula-se essas contribuições às incertezas de cada nova SNIa, que

voltam a ser não correlacionadas como na equação 4.9, com a diferença que os erros são

σ2
i = σ2

i1 + σ2
i2 + ... onde σik são os k erros independentes.

Além dos valores mais prováveis dos parâmetros, que maximizam a likelihood no

caso frequentista ou a posteriori no caso bayesiano, há também a maneira tradicional

usada em ambas interpretações (com suas diferenças), de apresentar os intervalos de

confiança nos parâmetros, definidos por uma analogia a uma propriedade de uma pdf

gaussiana unidimensional p(x) ∝ exp −(x−x0)2

2σ
centrada em x0 e com variância σ, de que

a probabilidade total P =
∫
p(x)dx contida num intervalo centrado em x0 é∫ x0+σ

x0−σ
p(x)dx = 68,27% ,

∫ x0+2σ

x0−2σ

p(x)dx = 95,45% ,

∫ x0+3σ

x0−3σ

p(x)dx = 99,73%

(4.11)

que dão origem aos nomes regiões de confiança de 1σ, 2σ, e 3σ no espaço n-dimensional

dos parâmetros θ que contém a quantidade especificada de probabilidade. No entanto

a intepretação frequentista não permite esse cálculo direto pois a integração da like-

lihood é proibida, uma vez que uma pdf não pode ser atribúıda a um parâmetro ou

proposição. Nessa interpretação as regiões de confiança não são uma medida da incer-

teza nos parâmetros, e sim uma medida de que “numa série de infinitas repetições do

experimento, em 68,27 % (1σ) das vezes os melhores valores dos parâmetros estarão no
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intervalo calculado”. Quanto ao valor real dos parâmetros, essa interpretação não pode

afirmar nada, a não ser que esses valores ou estão contidos no intervalo, ou não.

Na interpretação bayesiana as regiões de confiança são medidas da incerteza nos

parâmetros que influenciam o experimento, que são variáveis aleatórias associadas a uma

pdf (a posteriori), que por sua natureza pode ser o alvo de uma integração ou margina-

lização em um ou mais parâmetros. A marginalização e a informação a priori são a origem

das diferenças entre os resultados das técnicas frequentistas e bayesianas uma vez que a

informação a priori pode ser usada para restringir a inferência a uma região fisicamente

interessante (ou real) do espaço de parâmetros, ou para testar a consistência dos resulta-

dos de um experimento com os de outro, o que no caso frequentista não pode ser feito e

pode comprometer os resultados. Outra função da informação priori é de converter a like-

lihood na posteriori a ser marginalizada, já que a likelihood isolada é apenas a pdf para os

resultados, dados os parâmetros, e não pode ser integrada. E através da marginalização

pode-se lidar com os parâmetros de rúıdo, que são parâmetros que para o experimento em

questão não são fisicamente interessantes mas estão presentes na likelihood, e em geral

representam parâmetros de calibração emṕırica e/ou instrumental.

Em ambas interpretações a construção das regiões de confiança baseia-se na deter-

minação das fronteiras no espaço de parâmetros que marcam uma variação arbitrária na

função −2 lnL = χ2 em torno do máximo de L em χ2
m, que por analogia ao caso anterior

corresponde a quantidade especificada de probabilidade total, no caso da likelihood ou a

posteriori serem aproximadamente gaussianas. Essas variações de ∆χ2
m = χ2(θ)−χ2

m são

calculadas a partir das propriedades da chamada distribuição estat́ıstica χ2 para ν = N−n
graus de liberdade (N é o número de medidas e n o número de parâmetros de um mo-

delo), que é a distribuição de probabilidade dos N desvios (ei/σi)
2 (que converge para

uma distribuição normal no limite N → ∞ pelo teorema do limite central), no caso em

que os desvios de fato tenham uma distribuição normal. Essa distribuição é uma caso

especial da distribuição gama e com suas propriedades calcula-se [59, 63] ∆χ2 em função

da probabilidade total envolvida e do número n de parâmetros livres, pela equação

P = 1− γ(n/2,∆χ2/2)

Γ(n/2)
=

∫
∆χ2<∆χ2

m

p(θ|d, I)dnθ (4.12)

onde Γ e γ são as funções gama e gama incompleta, respectivamente. Essas regiões

são calculadas assumindo uma aproximação gaussiana, que nem sempre é válida, assim

se a distribuição χ2 do experimento não converge para um gaussiana os contornos de

probabilidade de 1σ, 2σ e 3σ passam a ser apenas uma convenção. Por outro lado se
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os desvios não obedecerem uma distribuição normal, dando origem a um excesso dos

chamados pontos outliers (pontos muito distantes da curva dos parâmetros θm), esse

formalismo não é apropriado. De qualquer forma ao medir variações em torno de χ2
m

a tendência das regiões de confiança é de esconder a existência de múltiplos picos de

probabilidade, se existirem, e a influência dos pontos outliers, como será viśıvel a seguir.

A distribuição χ2 também é utilizada por sua capacidade de medir o qualidade do

ajuste (goodness of fit) do modelo aos dados do experimento, onde em prinćıpio o modelo

com o conjunto de parâmetros que melhor se ajusta aos dados será aquele que fornece o

menor valor do χ2
m. No entanto essa idéia não serve para comparar modelos com diferentes

números de parâmetros livres pois em geral quanto maior o seu número, menores os

valores de χ2
m. Uma outra ferramenta amplamente utilizada é o χ2 reduzido, definido

como χ2
ν = χ2/ν, baseada na propriedade da distribuição χ2 que tem como valor esperado

〈χ2〉 = ν. Assim se a likelihood ou a posteriori forem bem aproximadas pela distribuição

χ2, os melhores valores dos θm parâmetros serão tais que χ2
ν(θm) ≈ 1. Por outro lado

um valor de χ2
ν(θm) < 1 ou χ2

ν(θm) > 1 é um indicador de vários posśıveis efeitos: ou o

modelo não se ajusta aos dados, ou dados estão correlacionados, ou os erros σi foram sub

ou super estimados [61, 62, 63]. Além desses testes as propriedades da distribuição χ2

dão origem a outros testes de qualidade de ajuste usados na estat́ıstica frequentista, que

em geral não podem ser usados para comparar de maneira direta e eficaz a capacidade

que diferentes modelos têm de se ajustar aos dados das observações.

Por outro lado o formalismo bayesiano fornece uma ferramenta para a comparação

de modelos baseada na evidência bayesiana, também chamada de likelihood global do

modelo, que é a integral de normalização no teorema de Bayes. Partindo de sua definição

e reescrevendo a equação 4.6 com a notação em que a informação externa I é a hipótese

sobre a validade de um modelo Hi, tem-se:

Ei = P (d|Hi) =

∫
p(d|θ,Hi)p(θ|Hi)d

nθ (4.13)

e a comparação de modelos parte da flexibilidade da interpretação bayesiana onde proba-

bilidades podem ser associadas não apenas aos parâmetros de um modelo mas também a

hipóteses sobre o próprio modelo. Com isso pode-se reescrever o teorema de Bayes para

a probabilidade a posteriori do modelo, dados os resultados do experimento, usando a

likelihood global do modelo:

P (Hi|d) =
P (d|Hi)P (Hi)

P (d)
(4.14)
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onde P (Hi) é a informação a priori sobre a validade do modelo Hi e P (d) é uma cons-

tante de normalização que garante que
∑k

i=1 P (Hi|d) = 1 para k modelos considerados.

A grande vantagem dessa abordagem é que likelihood global, através do processo de in-

tegração, coloca em ação a navalha de Ockham1, pois os modelos mais complexos (com

maior número de parâmetros livres) são penalizados a não ser que sejam justificados pe-

los dados do experimento e produzam valores maiores na likelihood dos parâmetros, de

forma que quanto maior o ajuste do modelo aos dados maior será sua evidência bayesiana.

Assim a comparação de modelos baseia-se na razão entre as probabilidades a posteriori:

Oij =
P (Hi|d)

P (Hj|d)
=
P (Hi)

P (Hj)
Bij (4.15)

onde Bij = Ei/Ej é o chamado fator de Bayes, e no caso onde não há razão para supor

a priori que um modelo seja mais provável do que outro, Oij = Bij. No caṕıtulo que se

segue os modelos cosmológicos serão comparados com o melhor modelo, que é o ΛCDM ,

que melhor se ajusta aos dados das SNIa e que possui o menor número de parâmetros

livres. E para a comparação será usada a chamada escala de Jeffreys [60] que é medida

em lnOij, onde 0 < lnOij < 1 é considerada uma evidência inconclusiva, 1 < lnOij < 2,5

é uma evidência fraca, 2,5 < lnOij < 5 é uma evidência moderada e lnOij > 5 é uma

evidência forte a favor do modelo com maior evidência.

Na Cosmologia atualmente existem outros tipos de critérios usados para comparação

de modelos que não foram utilizados neste trabalho, como os chamados Critério de In-

formação de Akaike e o Critério de Informação Bayesiano, e suas diversas variações, cri-

ados em geral para lidar com as dificuldades associadas a evidência bayesiana, a começar

pelo alto poder computacional necessário para calculá-la no caso de experimentos e ob-

servações afetados por um grande número de parâmetros, como por exemplo a radiação

cósmica de fundo. Esses mecanismos de comparação também contornam outros problemas

como por exemplo a escolha dos a prioris nos parâmetros dos diferentes modelos compa-

rados, e em geral se baseiam na comparação do valor do χ2
m adicionado a um fator que

depende do número de parâmetros, cuja presença penaliza os modelos mais complexos.

Assim apesar de serem bem motivados e simples de calcular, não foram aplicados nos

resultados que se seguem para evitar uma análise estat́ıstica mais complexa, e também

por que não repetir um resultado já conhecido que é o de que em geral o ΛCDM é o

melhor modelo cosmológico, pois é o mais simples e se ajusta melhor aos dados.

1Prinćıpio criado pelo filósofo medieval que afirma que hipóteses desnecessárias devem ser descartadas
e a explicação mais simples deve ser a favorecida.



5 Análise de Modelos
Cosmológicos
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Este caṕıtulo representa a motivação desta dissertação e da própria Cosmologia que é

a possibilidade de investigar, frente aos dados observacionais, teorias f́ısicas bem motiva-

das sobre a natureza da matéria e energia escuras. Recentemente as posśıveis explicações

acerca da natureza das componentes escuras se multiplicaram em inúmeras alternativas e

assim os modelos abordados aqui não representam sequer uma fração mı́nima das possibi-

lidades abordadas na literatura atual. Como consequência desta variedade a Cosmologia

hoje é uma ciência de muitas possibilidades teóricas que tentam se sustentar frente as

evidências observacionais. Assim este caṕıtulo representa um estudo sobre o uso e a con-

tribuição dos dados de SNIa para a Cosmologia e não sobre os detalhes da F́ısica teórica

que fundamenta os modelos abordados. Além disso o estudo detalhado sobre a viabilidade

de cada modelo deve passar também pelos outros testes observacionais da Cosmologia,

que estão além do escopo desta dissertação. Assim este caṕıtulo é uma amostra da capa-

cidade do teste com os dados SNIa utilizados isoladamente, em contraste com a literatura

onde são normalmente complementados com outros dados observacionais.

5.1 Introdução

Antes de partir para a análise dos modelos cosmológicos faz-se aqui uma última revisão

sobre o uso dos dados de SNIa na Cosmologia, afim de justificar as hipóteses fixadas

neste trabalho, o impacto que elas terão nos resultados, e a forma com que estes serão

apresentados no restante do caṕıtulo. A equação fundamental usada na construção da

escada de distância cósmica é a

µ = m−M = 5 log dL + 25 = 5 logDL − log h+ 42, 39 (5.1)

que permite a determinação da distância uma vez conhecida a magnitude absoluta M do

astro observado com magnitude m. A magnitude M de cada SNIa observada é estimada

(a menos de um fator que depende de H0) através de suas curvas de luz e de cor, que são

comparadas, através de uma estat́ıstica χ2, com as de um banco de dados de SNIa locais

(z < 0,01) que tem seus parâmetros e curvas conhecidos. A calibração de cada SNIa

fornece os valores de seu módulo de distância µi, do redshift zi de sua galáxia, e o erro na

distância σi,µ. Esse erro inclui várias contribuições como as correlações na incerteza dos

parâmetros emṕıricos, variações intŕınsecas nas magnitudes (que é uma incerteza somada

arbitrariamente de modo que χν ≈ 1 para o conjunto de SNIa), e os fatores instrumentais

como a fotometria e o efeito da correção K. A estas componentes somam-se ainda, quando

posśıvel, outras contribuições independentes que podem ser apenas estimadas, como as
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das lentes gravitacionais em alto z, e a incerteza no redshift associada aos movimentos

peculiares da SNIa e da galáxia hospedeira, que contribui com [64]

σi,~v =
∂µ

∂z
δz =

5

ln 10
× 1

dL

∂dL
∂z
× δv

c
(5.2)

que domina a incerteza em baixo z (baixas dL) e estabelece um critério de corte, geralmente

entre 0,01 < z < 0,02, onde as SNIa abaixo deste z não são usadas pois seu redshift é

dominado pelos movimentos peculiares. Esta incerteza em geral é inclúıda nos dados

disponibilizados, onde usa-se δv ≈ 200 − 600 km/s, no caso deste trabalho 400 km/s e

z > 0,015 em todas as amostras. Além disso outros critérios de corte arbitrários também

são aplicados para remover SNIa outliers e/ou cujas muitas incertezas citadas acima não

podem ser calculadas. A Cosmologia prossegue então com as SNIa restantes, montando

a likelihood para um modelo e um conjunto de dados não correlacionados

χ2 =
N∑
i=1

{µi − µ(zi, H0, θ)}2

σ2
i,µ + σ2

i,~v

(5.3)

onde µ(zi;H0, θ) é a função teórica dada pelo modelo, constrúıda através da interpolação

numerica de uma tabela de valores de {µ(z;H0, θ), z,H0, θ} que contém tantos pontos

quanto necessários para alcançar a precisão almejada, que neste trabalho foi de 1% nas es-

timativas dos parâmetros cosmológicos1. A função téorica depende de todos os parâmetros

que afetam a distância luminosa µ ∝ log dL, incluindo a curvatura espacial através de

dL = a0(1 + z)×


sen(χ), k = 1

χ, k = 0

senh(χ), k = −1

, onde χ =

∫ z

0

cdz′

H(z′)
(5.4)

e os parâmetros de cada modelo através da equação de Friedmann H(z), ou a sua equi-

valente em teorias que modificam a RG.

No entanto cada teste observacional da Cosmologia é marcado por sua degenerescência

caracteŕıstica, que é a existência de amplas regiões no espaço de parâmetros onde a

pdf é > 0. Isso é viśıvel na figura 5.1 que mostra os resultados de vários testes no

plano ΩΛ − Ωm do modelo ΛCDM , incluindo as SNIa da amostra Gold usada a se-

guir. A figura ilustra a forte degenerescência dos resultados das SNIa em relação ao

valor de Ωk, que quando inclúıdo como parâmetro livre gera no espaço de parâmetros

uma larga região de compatibilidade com os dados, isto é, com valores razoáveis na li-

kelihood, especialmente para modelos com vários parâmetros livres como por exemplo

1Essa precisão não é a dos dados utilizados mas sim a da função interpolada µ(z; θ) que juntamente
com os dados, dão origem ao χ2 e os resultados.
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o gás de Chaplygin [65, 66] analisado a seguir. O parâmetro Ωk = 1 − Ω0 descreve as

posśıveis geometrias de um Universo homogêneo e isotrópico onde Ωk < 0 ↔ k = 1,

Ωk = 0 ↔ k = 0 e Ωk > 0 ↔ k = −1 de forma que Ωk é um parâmetro cont́ınuo ainda

Figura 14: www.xray.mpe.mpg.de/theorie/

que k seja discreto. Assim o Universo

pode ser curvo ainda que Ωk ≈ 0,

porém a única forma de conciliar os

resultados das SNIa com este fato é

através do cruzamento com os resul-

tados de outras observações (a parte

central da figura 5.1 onde as regiões

se encontram), especialmente da RCF

(através do WMAP) que mostra que

Ωk ≈ 0 (a linha ΩΛ + Ωm = 1), e

neste caso a análise estat́ıstica depen-

denderia do soma dos χ2 de cada ex-

perimento. Uma outra alternativa é o

uso da informação a priori, que dada

sua natureza subjetiva pode ser usada

de diversas maneiras, geralmente sob

a forma de uma gaussiana centrada no

valor de um parâmetro medido por outro experimento, ou até mesmo o χ2 de outra ob-

servação com poucos pontos, como é o caso da oscilações acústicas de bárions (BAO) e

as medidas de H(z) em galáxias de evolução passiva. Assim dadas essas dificuldades a

abordagem deste trabalho segue a tendência encontrada na literatura que é de fixar o

parâmetro k = 0 para facilitar a construção da dL e a interpretação dos resultados.

Uma última degenerescência que afeta os testes com as SNIa é o fato de que em

prinćıpio a expansão cósmica é senśıvel apenas à quantidade total de matéria com p = 0

no Universo, e assim a estimativa das contribuições individuais da matéria escura e da

bariônica deve vir de outras observações ou fixando uma dessas quantidades a priori. Essa

afirmação no entanto pode depender do modelo considerado como será visto a seguir.

Para o uso das ferramentas bayesianas foi escolhida a informação a priori uniforme

ou plana que é afirmação que qualquer valor de cada um dos parâmetros é igualmente

provável dentro do intervalo considerado, e 0 fora desse. Assim p(θ|I) = k, onde k é

uma constante, e como a informação a priori é uma pdf normalizada, k−1 = ∆θ que é o

tamanho do intervalo considerado. Essa a priori não afeta os resultados e sequer aparece
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na posteriori pois cancela-se com o fator correspondente na integral de normalização,

juntamente com as outras constantes na likelihood 4.9, onde a posteriori final é

p(θ|d) =
exp

(
−χ2

2

)
∫

exp
(
−χ2

2

)
dnθ

(5.5)

Nesse caso a análise bayesiana poderia reproduzir os resultados frequentistas de maxi-

mização da verossimilhança, mas a prática encontrada na literatura e reproduzida aqui é

de usar a marginalização para obter as pdfs unidimensionais para cada parâmetro, com a

qual calcula-se o valor mais próvavel e os erros a 1σ ou 2σ do parâmetro.

Assim os resultados expostos a seguir diferem dos da literatura em alguns aspectos,

como o da visualização das pdfs unidimensionais para cada parâmetro, que normalmente

são usadas apenas para o cálculo dos erros (que neste trabalho foram todos calculados a

95,45% da probabilidade). E também o uso de uma informação a priori plana difere do

que é encontrado na literatura onde os dados de SNIa são usadas em conjunto com outros

dados observacionais (normalmente sob a forma de um a priori gaussiano), com o objetivo

de quebrar a degenerescência entre os parâmetros e aumentar a sensibilidade do dados

das SNIa. Assim o que se vê a seguir representa a capacidade real do teste das SNIa e

mostra as limitações desses dados usados isoladamente. Por último, para a visualização

das regiões de confiança foi seguido o seguinte padrão, em todas as figuras bidimensionais

a seguir: a linha cont́ınua representa 1σ e a tracejada 3σ, todas calculadas em relação ao

mı́nimo do χ2 após a marginalização.

5.2 ΛCDM

Este é o modelo de concordância cósmica que produz os melhores resultados frente

a grande maioria dos dados observacionais, e por isso isso ele é tomado como referência

para a comparação de modelos e qualidade de ajuste dos dados. Também é um dos

modelos mais simples pois só possui um parâmetro livre que é o da matéria total Ωm =

Ωe+Ωb = 1−ΩΛ já que k = 0 e h é um parâmetro de rúıdo da calibração das magnitudes

das SNIa. Nesse modelo a matéria escura é a CDM que tem quase todos os atributos

desejáveis frente as outras evidências observacionais, como as anisotropias da RCF e a

estrutura em larga escala do Universo. Assim apesar de sua natureza desconhecida e de

seu comportamento exótico nas escalas astrof́ısicas, nesse modelo a matéria escura afeta

a expansão do Universo da mesma maneira que a bariônica, com o parâmetro da equação

de estado constante ω = 0. Por outro lado a constante cosmológica Λ com ωΛ = −1 e
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densidade de energia ρΛ constante acelera o Universo, e a equação de Friedmann é

H2 = H2
0

{
Ωm(1 + z)3 + 1− Ωm

}
(5.6)

O sucesso desse modelo se origina no fato de que ele é o único compat́ıvel com várias

evidências observacionais distintas, consideradas isoladamente ou em conjunto. Por exem-

plo considerando os últimos resultados do WMAP [17], onde Ωk ≈ 0 e Ωm = 0,27, todos

os valores de Ωm mostrados abaixo são compat́ıveis com esse. Este não é o caso de alguns

modelos cosmológicos que se seguem (e muitos em geral na literatura), onde sem o uso

de informação a priori e/ou o cruzamento com outros dados observacionais os resultados

em geral não são compat́ıveis com as várias evidências e os melhores modelos são aqueles

que mais se aproximam do ΛCDM . Porém esse aparente sucesso não alivia os problemas

acerca da natureza da matéria e da energia escura e as recentes evidências observacionais

que não são explicadas por esse paradigma [33]. Assim o que ficará claro nos resultados

a seguir é a capacidade do ΛCDM gerar resultados compat́ıveis com as observações, sem

o uso de informação a priori ou cruzamento de dados.
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Figura 15: GOLD: χ2
ν(h,Ωm) = 1.135(0.644, 0.301)

Estes primeiros resultados são os da amostra Gold que mostra aparentemente um bom

ajuste ao modelo pelo seu valor de χ2
ν ≈ 1. Como em todos os resultados a seguir, os

gráficos são obtidos após a marginalização da pdf multimensional para os parâmetros, e as

barras de erro são calculadas a 95,45% e tomam como referência o o valor mais provável da

pdf. Dois aspectos que não são abordados na literatura chamam a atenção: o primeiro é o

cálculo do valor esperado 〈...〉 do parâmetro, que é uma importante informação 2 no caso

em que a pdf tem caracteŕısticas não gaussianas (como assimetrias), pois no no limite

2Na estat́ıstica bayesiana a natureza subjetiva da probabilidade sugere que valor estatisticamente
significante é o valor esperado e não o valor mais provável de uma pdf [58].
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em que a distribuição χ2 (que assume que os desvios na observações sejam aleatórios)

converge para uma gaussiana, o valor esperado e o mais provável se igualam. O segundo

aspecto é o da pdf para h, que raramente recebe alguma atenção na literatura e é restrito a

uma pequena região perto de seu máximo, em geral a O(1%) do valor usado na calibração,

h = 0,65. O fato desse valor não concordar com as medidas atuais que colocam h > 70 não

é uma inconsistência pois seu valor afeta tanto a curva teórica quanto os dados das SNIa,

sendo normalmente apenas marginalizado dos resultados finais, o que os altera também

na ordem de O(1%) [67]. Sendo assim todos os modelos exibem resultados semelhantes

para esse parâmetro e não são mostrados a seguir.
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Figura 16: ESSENCE: χ2
ν(h,Ωm) = 1.024(0.655, 0.269)

Esses resultados mostram que os dados dessa amostra, por conter as SNIa dos pro-

gramas SNLS e ESSENCE projetados especificamente para a observação de SNIa, são os

mais uniformes e fornecem o melhores ajustes (χ2
ν → 1) entre as amostras analisadas aqui.
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Figura 17: CONSTITUTION: χ2
ν(h,Ωm) = 1.179(0.652, 0.289)

E finalmente a amostra Constitution que mostra o efeito do número crescente de SNIa
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utilizadas nas barras de erro, que é o esperado pois o erro nos parâmetros depende do

número de pontos observados como δ ∝ (N)−1/2 [63], e isso é o que faz com que as barras

de erro do Constitution sejam menores (397 SNIa), seguidas das do Essence (192) e Gold

(157). Porém os a presença de uma assimetria na pdf de Ωm dessa amostra indica que

esses dados estão sendo afetados por fatores diversos, que não podem ser identificados

aqui (a exemplo da presença de outliers, como indicado em [33, 56]), que destróem a

convergência para uma distribuição gaussiana, que é o esperado a medida que o número

de SNIa nas amostras aumenta.

5.3 ωCDM

Este caso não é um modelo fisicamente motivado e sim uma parametrização (também

chamada de XCDM) da equação de estado da energia escura, escrita como p = ωρ, onde

ω é uma constante a ser determinada pelos dados. Essa parametrização tem claramente

como objetivo testar a consistência dos dados da expansão do Universo com a constante

cosmológica que tem sua equação de estado constante e ωΛ = −1, ainda que o teste não

seja completo pois assume que a equação de estado é constante ao invés de testar essa

hipótese. Assim com essas hipóteses a equação de Friedmann 2.40 é

H2(z) = H2
0

{
Ωm(1 + z)3 + (1− Ωm)(1 + z)3(1+ω)

}
(5.7)

(a) GOLD (b) CONSTITUTION

Figura 18: Degenerescência no plano ω − Ωm

A figura 18 mostra os contornos de probabilidade constante da amostra Gold e as

curvas de 1σ e 3σ da amostra Constitution, para os dois parâmetros livres. Fica evi-

dente aqui o resultado problemático da amostra Gold, cujos valores mais prováveis de ω

ficam muito distantes de -1. Outra caracteŕıstica notável é que a inclusão de apenas um
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parâmetro livre a mais em relação ao ΛCDM introduz uma considerável degenerescência

e produz barras de erro bem maiores. A origem dessa degenerescência está na distância

luminosa que depende de uma integral da expansão do Universo e de todos os parâmetros

que a afetam. Essa integração soma as contribuições de cada parâmetro, o que dificulta

a identificação dos seus efeitos, e para separar essas contribuições e distinguir modelos

cosmológicos, é preciso construir com precisão adequada a dL em uma larga faixa de

redshift. Esse tem sido o desafio da Cosmologia atual, onde os dados observacionais tem

sido usados para progressivamente restringir os valores dos parâmetros cosmológicos. No

entanto esses resultados mostram que o uso dos dados das SNIa isoladamente leva a resul-

tados bem menos expressivos do que os encontrados na literatura, onde em geral obtém-se

ω ≈ −1±O(1%) com uso de prioris como o da BAO.
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Figura 19: GOLD: χ2
ν(h,Ωm, ω) = 1.121(0.656, 0.492,−2.411)

Esses gráficos comprovam que a amostra Gold dá origem a resultados inconsisten-

tes, sendo alegadamente prejudicada pelo uso de SNIa coletadas em diversas observações

usando equipamentos diferentes, e pela presença de outliers [49, 68].
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Figura 20: ESSENCE: χ2
ν(h,Ωm, ω) = 1.028(0.658, 0.313,−1.153)
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Já as amostras Essence e Constitution mostram sua consistência com ω = −1, ainda

que seus melhores valores estão em regiões < −1 e > −1 respectivamente. Isso, somado

ao tamanho das barras de erro (que poderiam ser diminúıdas com o uso de priors) mostra

que estes dados ainda são consistentes com outras possibilidades para a energia escura.

Também é viśıvel a vantagem do uso em conjunto dos valores esperado, do valor máximo

e o da likelihood máxima, que dão informações muito mais detalhadas sobre o compor-

tamento da pdf do que apenas o valor máximo, deixando viśıveis o efeito do aumento do

número de SNia nas barras de erro e na convergência dos valores obtidos.
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Figura 21: CONSTITUTION: χ2
ν(h,Ωm, ω) = 1.182(0.652, 0.300,−1.029)

Na comparação de modelos nota-se que os valores de χ2
ν dados acima só são menores

do que os valores do ΛCDM para a amostra Gold. Através do uso da evidência bayesiana

pode-se obter uma idéia de qual modelo se ajusta melhor aos dados: para a amostra

Essence lnBij = 0,10 e para o Constitution lnBij = 0,39 a favor do ΛCDM que possui

uma evidencia maior, o que na escala de Jeffreys indica uma evidência inconclusiva a favor

do ΛCDM . Por outro lado na amostra Gold a tendência se inverte lnBij = 1,08 que é

uma evidência fraca a favor a favor do ωCDM , o que poderia ser mais uma indicação da

irregularidade dos dados.

5.4 Λ(t)CDM

Este modelo e o próximo são representantes de uma classe muito explorada na lite-

ratura cuja estratégia de abordagem ao problema do setor escuro é de supor a existência

de uma interação entre suas componentes. Em geral isso pode ser implementado em

diversos modelos para o setor escuro e fornece uma solução dinâmica para o problema

da coincidência cósmica, onde a energia escura passa a ser descrita por uma equação de
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estado efetiva e a transferência de energia para a matéria escura modifica a forma usual,

ρe ∝ a−3, com que a matéria escura com p = 0 afeta a expansão do Universo [29]. Em

contextos espećıficos pode-se mostrar que a aceleração recente do Universo é uma con-

sequência da transferência de energia para a matéria escura [69, 70], o que implica na

criação de part́ıculas ou no aumento de sua massa. Sendo ρ = ρm + ρX e p = pX a

densidade de energia e a pressão total, a conservação do momentum-energia para cada

componente implica que

ρ̇+ 3H(ρ+
p

c2
) = 0 −→ ρ̇e + 3Hρe = − ˙ρX (5.8)

e então o passo seguinte do modelo é a especificar a forma de ˙ρX e suas motivações.

Nesse modelo, descrito em [71, 72, 73], a energia escura é a propria energia do vácuo

quântico com ωX = −1 cuja densidade de energia, num Universo homogêneo e isotrópico,

pode variar no tempo. O modelo lida diretamente com o problema da constante cos-

mológica através de um processo de renormalização da energia do vácuo quântico, cujo

cálculo diverge nas teorias de campo em espaço-tempo plano. Em prinćıpio o cálculo

dessa energia num espaço-tempo curvo contém essa contribuição, que deve ser subtráıda

ao final do cálculo, restanto assim apenas a parte da energia do vácuo que depende da

curvatura, sendo muito alta no passado remoto mas diminuindo com a expansão cósmica.

O grande problema é que não existe uma teoria que forneça uma expressão exata para a

energia do vácuo no espaço-tempo curvo, que pode ser apenas estimada. Assim esse mo-

delo segue um ansatz onde a energia do vácuo é dominada pela contribuição da transição

de fase da cromodinâmica quântica (QCD), o que dá origem a uma lei de decaimento da

forma Λ ∝ m3
πH = σH, que concorda com os valores atuais de Λ = 10−47 GeV4, H0 ≈ 70

Km/s/Mpc e a massa do ṕıon mπ ≈ 150 MeV/c2.

Esse ansatz tem um atrativo do ponto de vista cosmológico pois ele reproduz todas as

fases do modelo padrão, incluindo o Universo primordial com energias acima da escala da

QCD com diferentes comportamentos de Λ, seguida da fase de radiação, da nucleosśıntese

e a era da matéria. No Universo mais recente, que é a fase observada com os dados das

SNIa, a combinação das equações de Friedmann a da conservação do momentum-energia

para cada componente leva a

2Ḣ + 3H2 − σH = 0 (5.9)

que pode ser integrada no tempo para gerar uma solucão a(t) que tem a propriedade

desejada de reproduzir uma fase Einstein-de Sitter no passado remoto e uma fase de

Sitter no futuro, como no ΛCDM . E com essa solução pode-se reescrever a evolução das
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densidades de energia

ρm =
σ2C3

3a3
+
σ2C3/2

3a3/2
e ρΛ =

σ2

3
+
σ2C3/2

3a3/2
(5.10)

onde C é uma constante de integração, que mostram como a tranferência de energia altera

a evolução das densidades da matéria e da energia do vácuo. Com essas relações a equação

de Friedmann fica

H(z) = H0

{
Ωm(1 + z)3/2 + 1− Ωm

}
(5.11)

e como a taxa de transferência de energia é fixada pelo ansatz, esse modelo só tem um

parâmetro livre.
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Figura 22: GOLD: χ2
ν(h,Ωm) = 1.150(0.641, 0.387)
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Figura 23: ESSENCE: χ2
ν(h,Ωm) = 1.031(0.651, 0.347)

Esses resultados mostram que a tendência desse modelo é de um valor de Ωm superior

ao de concordância (mesmo com o uso de priors [74]), apesar das barras de erro mostrarem

que esses valores são ainda compat́ıveis com o ΛCDM .
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Figura 24: CONSTITUTION: χ2
ν(h,Ωm) = 1.186(0.649, 0.357)

Outro aspecto viśıvel é o de que apesar de também possuir apenas um parâmetro

livre o ajuste do modelo aos dados é ligeiramente inferior ao do ΛCDM , pelos valores

de χ2
ν . Nesse caso esses valores podem ser comparados diretamente (pois os modelos tem

o mesmo número da parâmetros), e mostram uma pequena preferência pelo ΛCDM . A

evidência bayesiana também mostra essa preferência apontando evidências fracas (Gold)

ou inconclusivas (Essence e Constitution) a favor do ΛCDM . Assim a conclusão é de

que no que diz respeito aos dados de SNIa apenas, esse modelo é apenas marginalmente

compat́ıvel com o ΛCDM além de não oferecer um melhor ajuste aos dados do que esse.

5.5 Running Λ

Este modelo compartilha a intenção do anterior em atacar diretamente o problema

da constante cosmológica partido do fato de que tanto do ponto de vista clássico quanto

quântico não há razão para supor que Λ seja constante ou zero. Esse caso porém não é

um ansatz e sim uma abordagem mais direta através do formalismo do grupo de renorma-

lização aplicado à teoria quântica de campos efetiva em espaço-tempo curvo. Colocando

da maneira mais simples (a descrição completa se encontra em [75, 76]), a idéia é de que

através de uma teoria de campo efetiva pode-se investigar os efeitos quânticos provenien-

tes de novos campos/part́ıculas perto da escala de Planck, ainda que a teoria fundamental

para a gravitação quântica não seja totalmente conhecida. E através de uma equação do

grupo de renormalização, a energia do vácuo Λ faz o papel de uma constante de acopla-

mento cujo valor depende da densidade de energia do Universo. Combinando argumentos

teóricos e fenomenológicos (que parecem invalidar o ansatz do modelo anterior Λ ∝ H),
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deduz-se a forma da equação do grupo de renormalização que é

dΛ

d lnH
≈ σH2M2

4π2
=

3ν

4π
H2M2

P com ν =
σ

12π

M2

M2
P

(5.12)

onde M é a soma das contribuições das massas de cada campo/part́ıcula, M2
P a massa

de Planck, σ = ±1 dependendo se a maior contribuição for bosônica ou fermiônica, e

o parâmetro ν quantifica a contribuição dos campos. Juntamente com as equações da

conservação do momentum energia, essa relação permite, assim como no modelo anterior,

expressar a evolução das componentes e a equação de Friedmann, que no caso k=0 é:

H2(z) = H2
0

{
1 + Ωm

(1 + z)3(1−ν) − 1

1− ν

}
(5.13)

e por fim mostra-se que no caso |ν| � 1 esse modelo se aproxima do ΛCDM e reproduz

as fases do modelo padrão como a nucleosśıntese e as eras da radiação e da matéria. Por

exemplo para campos cuja escala de energia seja próxima a escala de Planck, M ≈MP e

ν ≈ 0,01 e assim espera-se que os valores fisicamente interessantes sejam ν . 0,01.

(a) Essence (b) Constitution

Figura 25: Degenerescência no Modelo Running Λ
Os resultados mostram mais uma vez que o modelo possui degenerescência suficiente

tal que seus parâmetros não são acuradamente restringidos pelos amostras atuais de dados

de SNIa, ainda que haja uma evolução viśıvel nos resultados a medida que o número de

SNIa aumenta. A amostra Gold mais uma vez mostra resultados problemáticos, pois

nesse caso o valor de ν obtido não permite a ocorrência da nucleosśıntese primordial. Já

a amostra Essence mostra uma sensibilidade maior ao valor de ν mas assim como a Gold

prevê um Ωm abaixo do observado. Por último a Constitution mostra um valor de Ωm

muito consistente com o observado, e deixa evidente que apenas essa amostra começa a

atingir a sensibilidade necessária para restringir esse modelo, como observado na evolução

dos valores máximo, esperado e χ2
ν . Assim a conclusão é de que a investigação desse
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modelo precisa da complementação com outros dados observacionais, como por exemplo

da estrutura em larga escala, que se mostra compat́ıvel com ν < 10−3 [77].
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Figura 26: GOLD: χ2
ν(h,Ωm, ν) = 1.130(0.648, 0.199,−0.501)
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Figura 27: ESSENCE: χ2
ν(h,Ωm, ν) = 1.027(0.659, 0.217,−0.234)
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Figura 28: CONSTITUTION: χ2
ν(h,Ωm, ν) = 1.181(0.653, 0.257,−0.157)
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Já o aspecto de comparação de modelos mostra novamente que esses dados não são

senśıveis o suficiente para chegar a conclusões acerca desse modelo. Comparando por

exemplo com a parametrização ωCDM os valores de χ2
ν são praticamente os mesmos. Já

em relação ao ΛCDM a comparação bayesiana também é inconclusiva pois as evidências

são praticamente iguais e lnBij < 1 para todos os casos.

5.6 Gás de Chaplygin Generalizado

Este caso é a inspiração dos chamados modelos de quartessência que propôem que a

matéria e a energia escura sejam ambas manifestações de um mesmo fenômeno f́ısico, em

oposição a quintessência e outros modelos que em geral supõem a existência separada da

CDM e da energia escura. Assim como no caso anterior suas motivações têm origem nas

propostas da f́ısica teórica para conciliar a Mecânica Quântica com a Relatividade Geral,

nesse caso atráves das teorias de supercordas e suas posśıveis dimensões espacias extras

compatificadas. Originalmente o gás de Chaplygin aparece como um fluido com pressão

negativa e uma equação de estado exótica pc = −A/ρc (com A > 0) que é deduzida da

ação de Nambu-Goto, a ação mais simples das teorias de cordas, para uma d-brana (um

objeto em d dimensões) em um espaço-tempo em (d+ 1,1) dimensões. Assim no contexto

das teorias de cordas esse modelo é bem motivado e além disso possui uma generalização

para teorias supersimétricas [78, 79]. Porém o caso analisado aqui é uma generalização do

anterior, que também pode interpretado como uma d-brana generalizada [80] e é descrito

pela equação de estado

pc =
−Ā
ραc

(5.14)

e como nesse modelo não há interação, sua densidade de energia se conserva separada-

mente, e integral da equação de conservação leva a

ρc = ρc0

{
A+

1− A
a3(1+α)

} 1
1+α

(5.15)

onde Ā = Aρc0 tal que em a(t0) = 1, ρc = ρc0. Esse é o chamado gás de Chaplygin

generalizado, que no caso α = 1 se reduz ao original. Do ponto de vista da cosmologia

esses modelos são interessantes pois no caso em que 0 < A < 1 o comportamento de

sua densidade de energia dada pela expressão acima varia entre o da matéria (p = 0 e

ρc ∝ a−3) no passado remoto (a � 1) e uma fase de Sitter no futuro (a → ∞) com

constante cosmológica ρc = −p ∝ A
1

1+α , com uma fase intermediária onde p ≈ αρ. Outro

aspecto interessante é que o modelo se comporta como energia do vácuo para A = 1 e
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como o modelo ΛCDM para α = 0. Assim o modelo pode ser visto como uma mistura

de matéria descrita por p = αρ e uma constante cosmológica com ρ ∝ A
1

1+α o que em

prinćıpio poderia eliminar a necessidade da existência da CDM como entidade separada.

Esses modelos foram extensivamente estudados na última década não só através dos dados

de SNIa (por exemplo [65, 66]) onde a equação de Friedmann com k = 0 é

H2(a) = H2
0

{
Ωma

−3 + (1− Ωm)

(
A+

1− A
a3(1+α)

) 1
1+α

}
(5.16)

mas também frente as várias outras evidências observacionais. Inicialmente o valor de α

foi restringido a 0 < α < 1 o que garantiria uma velocidade de som 0 < v2
s < c para as

perturbações de densidade que dão origem a estrutura em larga escala do Universo, já

que para o gás de Chaplygin v2
s = ∂p/∂ρ = Aα/ρ1+α

c . Mas como essa restrição deve ser

investigada em detalhes no formalismo da teoria de perturbações cosmológicas, e como

os outros dados observacionais não restringem os valores dos parâmetros, especialmente

o de α, outros intervalos passaram ser estudados na literatura, dependendo do teste

considerado. Soma-se a esse fato a presença da matéria Ωm = Ωe + Ωb que pode ser

modelada de várias maneiras, por exemplo supondo que toda a matéria não bariônica é

descrita pelo gás de Chaplygin (quando Ωe = 0), fixando a priori a quantidade de matéria

bariônica Ωb pela nucleosśıntese primordial, deixando a quantidade total Ωm livre e ainda

outras combinações. O resultado é que existem várias maneiras com as quais o esse

modelo pode ser testado frente as evidências, dependendo da escolha dos parâmetros e

de seus intervalos. Nesse trabalho a alternativa mais simples foi escolhida para testar

a capacidade de unificação do modelo, onde Ωm = 0 apesar da existência da matéria

bariônica que poderia ser fixada a priori. Assim na equação de Friedmann só há dois

parâmetros livres, onde A ∈ [−1, 1] e α ∈ [−1, 2].

(a) Essence (b) Constitution

Figura 29: Degenerescência no Modelo Gás de Chaplygin Generalizado
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Esses gráficos mostram que mesmo a escolha conveniente de eliminar os parâmetros

Ωk e Ωm o que resta são pdfs ainda degeneradas no espaço de parâmetros do modelo.

Em particular é viśıvel na amostra Gold a degenerescência relatada na literatura [81] na

direcão de valores positivos de α e A → 1, que por outro lado não se faz viśıvel nas

outras. Outras caracteŕısticas notáveis são a grande diferença nos valores obtidos com as

diferentes amostras que demostram a sensibilidade do teste com o aumento do número

de SNIa utilizadas, e também o fato de que nenhuma amostra produz valores 6= 0 para a

pdf na região A < 0, o que é um sinal da consistência do modelo.
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Figura 30: GOLD: χ2
ν(h,A, α) = 1.124(0.651, 0.920, 2.614)

A amostra Gold mostra mais uma vez, no parâmetro α, a sua tendência para resultados

em regiões distintas do espaço de parâmetros, que poderia levar a conclusões que são

desmentidas pelas outras amostras de SNIa. Já a amostra Essence mostra a mudança do

resultado do parâmetro α → 0 e também a mudança no parâmetro A para valores mais

baixos.
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Figura 31: ESSENCE: χ2
ν(h,A, α) = 1.028(0.658, 0.779, 0.355)
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A mesma tendência também é viśıvel na Constitution que mostra valores ainda mais

baixos de A e valores de α, como mostram os valores médio e do χ2
ν .
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Figura 32: CONSTITUTION: χ2
ν(h,A, α) = 1.182(0.652, 0.730, 0.154)

Na comparação de modelos nota-se que os valores de χ2
ν novamente são menores do

que o do ΛCDM o que justifica o uso das técnicas bayesianas de comparação. Porém nesse

caso a comparação pela evidência bayesiana tem resultados surpreendentes que apontam

que o gás de Chaplygin se ajusta melhor aos dados do que o ΛCDM com lnBij = 1,58 para

a amostra Gold o que é um evidência fraca a favor do gás de Chaplygin. Já a comparação

com a Essence resulta em lnBij = 0,64 e a Constitution lnBij = 0,34 que são evidências

inconclusivas, mas também a favor do gás de Chaplygin. Esse é um resultado interessante

que deve ser comparado a outros da literatura, onde através do uso de outros critérios de

comparação, o modelo ΛCDM geralmente é o melhor [55]. No entanto deve-se lembrar

que todas as técnicas de comparação penalizam modelos com mais parâmetros livres, e

que portanto esse resultado pode ser consequência do fato de que o parâmetro Ωm foi

eliminado desse modelo, gerando apenas um parâmetro livre a mais do que o ΛCDM .

Assim mais uma vez a degenerescência da pdf que possui valores 6= 0 em uma ampla

região do espaço de parâmetros (A,α) é o que gera uma evidência maior do que a do

ΛCDM .



6 Conclusões e Perspectivas
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A Cosmologia é atualmente uma ciência de várias frentes que vão desde a observação

e redução de dados astronômicos até a investigação da F́ısica apropriada as escalas mais

extremas da natureza. Assim devido a essa abrangência, e ao caráter de revisão deste

trabalho, muitos detalhes relevantes ao uso das SNIa na Cosmologia não foram abordados

aqui. Ainda sim através dos resultados obtidos, algumas conclusões sobre esse teste

observacional puderam ser inferidas ao término deste trabalho.

Na última década através de grandes projetos como o SNLS, Essence, CfA e o te-

lescópio espacial Hubble, a Cosmologia baseada na observação de SNIa atingiu uma ma-

turidade e deu um passo além do inicial no fim da década de 90 que revelou a aceleração

do Universo. Além do aumento gradual no número de SNIa presentes nas amostras, que

garantem a qualidade estat́ıstica dos resultados, houve também uma senśıvel melhora nos

procedimentos de calibração das magnitudes das SNIa. Esta calibração é baseada na su-

posição de que as explosões de SNIa ocorridas há bilhões de anos-luz e observadas hoje

ocorrem exatamente da mesma forma que as SNIa locais, a milhões de anos-luz, que po-

dem ser bem observadas e estudadas em seus detalhes. E se por um lado há uma grande

quantidade de evidências reportadas na literatura que suportam essa suposição, no ńıvel

de precisão já atingido pela calibração, por outro lado há diversos efeitos que introdu-

zem erros na estimativa das distâncias das SNIa. Alguns desses já tem sua contribuição

estimada nas barras de erro das medidas, como é o caso dos velocidades peculiares (que

dominam os erros em baixo z), das lentes gravitacionais (que introduzem erros em alto

z) e dos erros induzidos pela calibração com as curvas de luz das SNIa modelo.

Porém estas técnicas de calibração emṕırica e de estimativa de incertezas estão se

aproximando de uma nova etapa, a medida que um limite é atingido. Quanto maior

o número de SNIa nas amostras, menor é o erro nas estimativas dos parâmetros de-

vido ao peso estat́ıstico de cada medida individual. E atualmente essas estimativas de

parâmetros cosmológicos começam a ser mais afetadas pelas incertezas de origem obser-

vacional e Astrof́ısica do que pela incerteza de origem estat́ıstica. Assim o futuro próximo

das investigações baseadas nas SNIa passa necessariamente por uma investigação mais

profunda desses diversos efeitos, e é provável que a Astrof́ısica das SNIa se torne um

tema de grande importância para a Cosmologia, em uma analogia ao que já ocorreu com

a F́ısica das anisotropias da RCF. Apesar da extensa discussão encontrada na literatura

ainda não há um consenso sobre como alguns desses efeitos afetam as SNIa e de como

corrigi-los. Uma prova disto é a presença constante de SNIa outliers nas amostras, que por

motivos diversos tem suas magnitudes muito acima ou abaixo da maioria, e que mesmo

sendo sistematicamente removidas das amostras pelas equipes de astrônomos, ainda sim



92

parecem se fazer presentes no resultados deste trabalho.

Um efeito em particular que é o alvo de muitas investigações e é um dos principais

desafios futuros para o uso das SNIa na Cosmologia, por lidar diretamente com a suposição

usada na calibração das magnitudes, é o da evolução Astrof́ısica das SNIa possivelmente

devido a evolução da composição qúımica do Universo. Sabe-se que os elementos qúımicos

leves, até o Fe, são produzidos no interior das estrelas, e acima desse, pelas explosões de

SN. Assim quanto mais velho o Universo maior o seu conteúdo metálico e isto pode

afetar as SNIa de várias maneiras, como pela variação da extinção interestelar na galáxia

hospedeira com z e pela variação da razão entre as quantidades de C e O presentes na

anã branca no momento da explosão, que apesar de terem o mesmo produto final de

sua combustão (o 56Ni), têm balanços energéticos diferentes em suas cadeias de reações.

Além da evolução há também outros efeitos que ainda não podem ser descartados como a

posśıvel existência de diferentes sub-tipos de SNIa que não deveriam ser calibrados usando

o mesmo modelo emṕırico.

Apesar de não haver como afirmar, com base nos resultados deste trabalho apenas,

que este ou outro efeito em particular esteja afetando os dados das SNIa, os resultados

da amostras Gold e Constitution mostram sinais que poderiam ser causadas por esses

fatores. Mas como na literatura a presença desses efeitos ainda é muito discutida, até

pelo fato de que essa só poderá ser confirmada com amostras maiores de SNIa que terão

maior precisão estat́ıstica, os resultados apresentados aqui pedem uma investigação mais

detalhada de cada amostra, a exemplo da Constitution que foi originalmente processada

por vários filtros de calibração, mas que aqui está representada por apenas um deles, o

SALT. Por outro lado fica claro nos resultados obtidos aqui e na literatura em geral que as

diferenças entre as amostras são causada pelas diferenças nos mecanismos de calibração

e como esses lidam com os vários efeitos astrof́ısicos e instrumentais.

De qualquer forma fica claro com os resultados expostos aqui que o teste cosmológico

com os dados de SNIa ainda tem muito a evoluir nos próximos anos e ainda não pode

ser usado isoladamente (sem o uso de informação a priori ou cruzamento com outros

dados observacionais) para analisar precisamente diferentes modelos cosmológicos. Isto

não diminui a importância das SNIa para a Cosmologia pois sabe-se que a reconstrução

da distância luminosa é o teste cosmológico que possui maior sensibilidade à aceleração

recente na história do Universo, em contraste a outros testes como o da RCF e o da

estrutura em larga escala que apesar de detectá-la indiretamente, são mais senśıveis ao

passado do Universo onde ela não se faz presente. Assim atualmente sabe-se que para



93

discriminar entre diferentes modelos cosmológicos será necessário no futuro próximo um

estudo muito mais detalhado para determinar como esses fatores astrof́ısicos afetam as

magnitudes das SNIa e introduzem incertezas em suas distâncias, principalmente em z > 1

onde espera-se que seus efeitos sejam maiores e onde a qualidade dos dados obtidos já é

inferior devido a baixa luminosidade, o que por si só introduz barras de erros maiores do

que em baixo z.

Algumas conclusões deste estudo dizem respeito à aplicação das técnicas estat́ısticas.

O fato de que o uso de técnicas bayesianas é muitas vezes ignorada na literatura torna

mais dif́ıcil a interpretação dos dados e dos resultados da inferência estat́ıstica. Durante

todo quase todo o século XX a técnicas frequentistas foram as preferidas pela comunidade

cient́ıfica e assim até hoje algumas convenções utilizadas têm origem nessa interpretação.

Por exemplo até hoje o valor mais provável é normalmente o escolhido como estatisti-

camente interessante, já que na estat́ıstica frequentista a integração da verossimilhança

para o cálculo de valores médios é proibido, em contraste com a estat́ıstica bayesiana que

encoraja o uso da marginalização para o cálculo do valor médio para os parâmetros e o

seu uso como valor estatisticamente significante.

E essa mudança de paradigma se manifesta na literatura recente onde nota-se uma

aceitação cada vez maior ao uso declarado da estat́ıstica bayesiana, principalmente para

as técnicas de comparação de modelos. Por exemplo se no ińıcio da década passada

encontravam-se publicações que se referiam a seus resultados como frequentistas, mesmo

após obtê-los através de marginalização, por outro lado as últimas publicações da equipe

do satélite WMAP expõem todos os seus resultados usando os valores médios da likelihood,

contrariando a convenção seguida.

Assim ao ignorar os fundamentos da estat́ıstica e as mudanças trazidas pela inter-

pretação bayesiana no resultado final do formalismo, detalhes se perdem e frequentemente

não são reportados. Por exemplo a convenção estabelecida de expor os resultados sob a

forma de regiões de confiança multidimensionais (normalmente 2d) assume que os dados

obedecem uma distribuição gaussiana o que é uma suposição que a prinćıpio tem que ser

testada. E ao pular esse passo detalhes sobre posśıveis não uniformidades nos dados po-

dem ser escondidos pelos contornos de probabilidade. Isso sem falar da profunda mudança

conceitual na definição de probabilidade que tende a ser ignorada.

Pelos resultados apresentados fica claro que do ponto de vista estat́ıstico os vários

modelos cosmológicos distintos, com diferentes números de parâmetros livres, têm prati-

camente a mesma compatibilidade com os dados das SNIa em seu atual ńıvel de precisão,
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pelo fato de que não possuirem uma diferença maior do que um ordem de grandeza em

suas evidências bayesianas. Esse fato pode ser contrastado com uma aplicação ilustra-

tiva da evidência bayesiana ao caso das previsões da teorias Newtoniana e da RG para o

cálculo do desvio da trajetória da luz no campo gravitacional do Sol: nesse caso pode-se

mostrar que os dados medidos em 1919 na famosa observação em Sobral levariam a um

fator de Bayes Bij ∝ 1010 que seria um evidência esmagadora a favor da RG, e números

semelhantes seriam obtidos ao comparar as previsões da mecânica clássica com a quântica.

Isto ilustra o quão sutil é a comparação de modelos na Cosmologia e o quanto isto

dependerá decisivamente do aumento na precisão nas observações cosmológicas no futuro

próximo. E também explica porque a evidência bayesiana não é usada na literatura:

como ela é praticamente a mesma para diferentes modelos, tem pouco capacidade de

discriminação e isso justifica a preferência pelas técnicas alternativas (AIC, BIC e outras)

que também quantificam o prinćıpio da navalha de Occam.

Finalmente no que diz respeito aos diferentes modelos pouco pode ser dito além do

já exposto. Devido a limitação do uso isolado dos dados das SNIa percebe-se que o teste

de modelos concorrentes mais complexos (maior número de parâmetros) que o ΛCDM é

muito prejudicado devido a alta degenerescência estat́ıstica no espaço de parâmetros e as

incertezas nas distâncias das SNIa. Assim o estado atual do teste com as SNIa é de que

apesar do modelo ΛCDM ser o que melhor se ajusta as observações em geral, esse fato terá

que ser continuamente testado no futuro visto que algumas amostras de SNIa (incluindo

as mais atuais não usadas aqui) parecem se ajustar melhor a outros modelos como o Gás

de Chaplygin. E também o fato de que uma mesma amostra de dados, calibrada por

modelos distintos como o SALT ou MLCS2k2, leva a resultados ligeiramente diferentes,

podendo preferir modelos distintos na comparação, é mais um sinal de que as incertezas

na calibração precisam ser melhor controladas.

Assim atualmente sabe-se que qualquer que seja a causa da aceleração do Universo,

ela deve se comportar de maneira muito parecida com a constante cosmológica, isto é

com ωX ≈ −1 e aproxidamente constante. No entanto ainda há espaço para toda uma

variedade de modelos (incluindo os sem energia escura) onde ωX varia muito lentamente

no tempo, e esses modelos só poderão ser melhor restringidos a medida que um número

significativo de SNIa na região z > 1 seja observada e calibrada permitindo uma medida

precisa da variação de ωX com z. Também nessa faixa de redshift o efeito da presença de

Ωk poderá ser investigado, pois sabe-se que mesmo que para Ωk ≈ 0,01 seus efeitos não

podem ser desprezados nessa faixa de redshift, ainda que a prática atual seja de desprezar
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esse fator uma vez as amostras atuais de SNIa não permitem sua determinação com uma

precisão razoável, também devido a degenerescência nos dados de SNIa e sua imprecisão.

No entanto espera-se que esse panorama atual se modifique em breve e que a Cos-

mologia baseada nas observações de SNIa dê outro salto de qualidade a medida que os

próximos grandes projetos dedicados as SNIa como o DES e o JDEM com o satélite SNAP

entrem em operação e observem cada um milhares de SNIa. Com essa quantidade de SNIa

as incertezas serão totalmente dominadas pelos efeitos astrof́ısicos e uma vez que esses

sejam determinados, a discriminação de modelos cosmológicos poderá prosseguir.

Enquanto isto não ocorre as várias possibilidades teóricas devem continuar a ser in-

vestigas, inspiradas nos muitos problemas e lacunas do modelo ΛCDM . E também no

fato que algum desses muitos modelos alternativos, seja com equações de estado exóticas

para energia escura, modificações a teoria da RG ou com interações entre a matéria e a

energia escuras, para citar alguns exemplos, podem ser a descrição correta do Universo

mas que no entanto ainda não podem ser apontados como tal devido à limitada precisão

nos dados astronômicos.

Por fim o fato de que esta dissertação tem como objeto de estudo esse tema tão atual

e signicativo para a Cosmologia e para a F́ısica em geral traz a vantagem de abrir auto-

maticamente muitas perspectivas, a começar pela reaplicação dessa análise nas amostras

de SNIa mais atuais que as utilizadas aqui (como as SNIa dos programas SDSS e Union2)

e das muitas que surgirão na próxima década. Assim esse trabalho servirá como base para

posśıveis investigações futuras sobre os muitos detalhes que não foram explorados a fundo

nesse estudo, como os efeitos astrof́ısicos nas SNIa, o estudo de técnicas estat́ısticas mais

avançadas e por fim no objetivo da Cosmologia em geral que é a análise detalhada de

modelos Cosmológicos sobre a natureza da matéria e da energia escura frente a múltiplas

evidências observacionais.
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