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“If we begin with certainties, we shall end in doubts; but if we begin with doubts,

and are patient in them, we shall end in certainties.”

(Sir Francis Bacon, De Augmentis Scientiarum)



Resumo

A inflagdo césmica, que é a hipdtese de que o Universo primordial tenha passado por
um periodo de expansao exponencial, é atualmente a mais aceita e estudada teoria para
explicar as flutuagoes primordiais que evoluiram até as estruturas em grande escala que
observamos hoje. As ondas gravitacionais, quando detectadas, podem nos dar informacoes
importantes sobre a inflagao. Neste trabalho estudamos a teoria de Brans-Dicke e as ondas
gravitacionais produzidas pela inflagao cosmoldgica nesta teoria e obtemos parametros
observacionais como o espectro de poténcia, o indice espectral e a densidade relativa de

energia.



Abstract

The cosmic inflation, which is the hypotheses that the early Universe has passed by
a period of exponential expansion, is currently the most accepted and studied theory to
explain the early fluctuations which evolved to the large scales structures which we observe
today. The gravitational waves, when detected, can give us important informations about
inflation. In this work we study the Brans-Dicke theory and the gravitational waves
produced by cosmological inflation in this theory and we obtain observational parameters

as the spectral power, the spectral index and the relative density of energy.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das primeiras aplicacoes da teoria da Relatividade Geral foi tentar descrever o
Universo em que vivemos. Estes estudos foram feitos por homens como Einstein, Alexan-
der Friedmann e Georges Lemaitre. As previsoes de um Universo nao estatico, feitas por
Friedmann e Lemaitre na década de 1920, foram confirmadas logo em seguida, em 1929,
por Edwin Hubble quando o mesmo verificou, através da medicao do efeito Doppler na
radiacao emitida por galaxias distantes, que as mesmas se afastavam do Sistema Solar e
que a taxa de afastamento ¢ maior para galaxias mais distantes. Tendo em consideragao
o Principio Cosmoldgico, que atesta que nao existe posigao privilegiada no Universo, ou
seja, o mesmo deve ser homogéneo e isotropico, chegou-se a conclusao de que o Universo,

em grande escala, estd em processo de expansao.

Nas décadas seguintes, com o surgimento de novas tecnologias e a consequente expressiva
melhora nos dados observacionais e também no processamento dos mesmos provocou
um desenvolvimento bastante acelerado do nosso conhecimento a respeito do Universo.
Previsoes como a radiacao césmica de fundo em microondas e a abundancia primordial
de elementos como hidrogeénio, hélio-4, hélio-3, deutério e litio-7 sao os grandes triunfos

do modelo cosmolodgico padrao.

Para melhor descrevermos o Universo que conhecemos o modelo cosmolégico padrao

tem de assumir algumas condicoes iniciais muito particulares no que diz respeito a homo-
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

geneidade e a velocidade inicial das particulas. Tais condigoes iniciais ficaram conhecidas
como problema do horizonte e problema da planura [1], respectivamente. Como o modelo
nao prevé e nem explica tais condigoes iniciais uma teoria que o faca é de fundamental

importancia.

Em uma tentativa de resolver tais problemas, em 1980, Alan Guth propos uma expansao
exponencial do Universo nos seus instantes iniciais. Esta teoria ficou conhecida como
Inflacao Césmica. Nos modelos mais simples a inflacao é provocada por um fluido de

pressao negativa ou por um campo escalar, também conhecido como inflaton.

Além dos problemas enumerados acima, que podem ser resolvidos pela inflagao, os
cosmologos tém dois fatos observacionais para descrever. O primeiro deles foi descoberto
por Fritz Zwicky que, na década de 1930, estudando o aglomerado de galaxias Coma,
constatou que existia cerca de 500 vezes mais matéria do que era possivel observar nesse
aglomerado. Durante as décadas seguintes outros fizeram a mesma constatagao analisando
curvas de rotacao de galaxias espirais, por exemplo. Essa matéria, que nao podia ser
observada, ficou conhecida como matéria escura e é até hoje um dos grandes desafios da

Cosmologia.

O segundo foi descoberto no final da década de 1990, quando constatou-se, através da
observagao de Supernovas tipo la, que, diferentemente do que era previsto pelo modelo
cosmolégico padrao, o Universo passa, neste momento, por um processo de expansao ace-
lerada. Um possivel (e desconhecido) responsavel por tal aceleragao da expansao césmica
foi chamada energia escura. A natureza tanto da matéria escura como da energia escura
¢ ainda um mistério. O modelo de energia escura mais difundido é a constante cosmolo-
gica, mas existem modelos alternativos, como gas de Chapligyn, quintesséncia e teorias

escalares-tensoriais.

As teorias escalares-tensoriais combinam dois tipos de campo, os tensoriais, como na

Relatividade Geral, e o campo escalar, que é previsto por teorias como a teoria de Cordas
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e a teoria de Kaluza-Klein [2]. A mais simples e comum na literatura é a teoria de Brans-
Dicke, onde a constante gravitacional da teoria Newtoniana (G) é substituida pelo inverso

de um campo escalar que é ndo-minimamente acoplado a geometria do espago-tempo [2,3].

Veremos que das aproximacoes lineares de campo fraco da teoria de Brans-Dicke pode-
mos resgatar os resultados encontrados na Relatividade Geral quando fazemos o parametro
constante @] da teoria de Brans-Dicke ir ao infinito. De fato medidas feitas no sistema
solar indicam que ® > 4 x 10* [4,5]. Isso mostra que a teoria é consistente em siste-
mas planetarios como o sistema solar, mas também diminui as chances de distinguirmos
observacionalmente as teorias. Por outro lado, confrontando as observagoes das Super-
novas tipo Ia com a teoria de Brans-Dicke vemos que em escalas maiores o parametro @
de Brans-Dicke assume valores no intervalo —3/2 < @ < 4/3 [6]. Estes resultados, além
de sugerirem que @ pode varirar com escala, permite que o modelo tenha uma fase de

expansao acelerada, mas também faz com que o acoplamento gravitacional seja negativo.

Segundo a teoria da Relatividade Geral o Universo é preenchido por um fundo de
ondas gravitacionais, que sao flutuagoes da estrutura geométrica do espago-tempo, geradas
durante o Big-Bang. Assim como a radiacao cosmica de fundo, as ondas gravitacionais
podem fornecer informacoes importantes sobre a inflacao e a formacgao de estruturas em
grande escala do Universo [1]7]. Para detectar as ondas gravitacionais de origem astrofisica
(como as produzidas por colisdes de buracos negros, ou explosoes de supernovas) e também
as de origem cosmoldgica ja estao em operagao observatorios de ondas gravitacionais como
o LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory), nos Estados Unidos da
América, o VIRGO, localizado na Italia, que é um esfor¢o conjunto entre Franca e Italia,
MiniGrail, na Holanda, CLIO (Cryogenic Laser Interferometer Observatory), no Japao,
o GEO 600, baseado na Alemanha mas que conta com colaboragao britanica, o TAMA
300, também no Japao e a antena Mario Schenberg (Projeto Graviton) no Brasil. E estao

em projeto o AIGO (Australian International Gravitational Observatory), na Austrélia,

1Veremos mais detalhes a respeito deste parametro ao longo do texto, mas ja podemos adiantar que
as solucoes de base da cosmologia na teoria de Brans-Dicke dependem de w
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o LCGT (Large Scale Cryogenic Gravitational Wave Telescope) no Japao, o LISA (Laser
Interferometer Space Antenna), que é um detector espacial projetado pela NASA em
colaboragao com a ESA, e o BBO (Big Bang Observer), sucessor do LISA e que tem

como principal objetivo observar ondas gravitacionais primordiais [§].

O objetivo do presente trabalho é desenvolver e analisar as perturbacoes tensoriais
(ondas gravitacionais) primordiais de origem quantica, tendo como modelo gravitacional a
teoria de Brans-Dicke. Obtemos também parametros observaveis que futuramente podem

ser comparados com dados observacionais.

No segundo capitulo fazemos uma breve revisao da teoria da Relatividade Geral ao
obtermos as equagoes de campo variando a agao de Hilbert-Einstein. Em seguida fazemos
uma aproximacao linear de campo fraco para os caso estacionario e nao estaciondario.
Finalmente estudamos as solucoes cosmoldgicas de base, desenvolvemos as perturbagoes
tensoriais que mais tarde sao quantizadas para obtermos os parametros observacionais. No
terceiro capitulo introduzimos a teoria de Brans-Dicke ao obtermos as equagoes de campo
a partir da acao de Brans-Dicke. Em seguida fazemos a aproximagao de campo fraco para
o caso estacionario e entao analisamos a mesma teoria no referencial de Einstein através
de uma transformacao conforme. No quarto capitulo tratamos das solu¢oes cosmolégicas
de base na teoria de Brans-Dicke e obtemos as equagoes que regem o comportamento das
perturbagoes tensoriais a partir das equacoes de campo. Partindo da acao de Brans-Dicke
mostramos a acao das ondas gravitacionais, para em seguida quantiza-las e finalmente
calculamos o numero de gravitons criados no estado de vacuo durante a inflagao e os
parametros observaveis, como o espectro de poténcia quantico das ondas gravitacionais,
a densidade de energia relativa quantica e o indice espectral. Os resultado do ntumero
de particulas, do espectro de poténcia e da densidade de energia podem ser encontrados
na literatura, mas aqui eles sao calculados de maneira mais clara e objetiva. Ja o indice

espectral para este modelo é um resultado inédito.




Capitulo 2

Relatividade Geral

Em 1887 Albert Michelson e Edward Morley testaram a lei de adi¢ao de velocidades da
mecanica Newtoniana quando tentavam determinar o movimento da Terra em relacao ao
éter [9]. O resultado do experimento foi uma evidéncia da nédo existéncia do luminiferous
aether e indicou que a mecanica Newtoniana deveria ser modificada. Em 1905 Albert
Einstein publica a teoria da Relatividade Especial, onde ele, a partir de dois postulados,
encontra as transformacoes de Lorentz, que até entao eram apenas hipdteses lancadas
anos antes por Lorentz, Fitzgerald e Poincaré para explicar o resultado do experimento
de Michelson e Morley. O resultado do experimento, somado ao sucesso da teoria de

Einstein, evidenciaram as limitagoes do pensamento Newtoniano.

Nos anos seguintes Einstein parte em busca de uma teoria de gravitagao que seja consis-
tente com o principio relativistico. A principal idéia que guiou Einstein na formulacao da
Relatividade Geral foi a equivaléncia local entre forcas inerciais e gravitacionais. Mas ele
foi também influenciado pelas criticas de Ernst Mach ao conceito Newtoniano de espaco
e tempo absolutos, idéias estas que ja haviam sido exploradas anteriormente por outros
pensadores [10]. Foi o préprio Einstein um dos primeiros a utilizar a expressao principio

de Mach para tais idéias.

Para Mach apenas o movimento relativo existe, ou seja, nao existe espaco absoluto da

maneira como existia para Newton. Tome como exemplo o famoso experimento mental do
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balde com agua. Enquanto o balde permanece em repouso, a superficie da agua presente
no balde permanece plana. Quando o balde comeca a girar a forca centrifuga faz com que
a superficie da dgua se torne concava, e quanto mais rapido o balde gira, mais concava é a
superficie. Se a velocidade angular do balde é diminuida até ele parar, a agua continuara
a rodar por algum tempo e, durante esse intervalo de tempo, a superficie permanecera
concava. Finalmente, quando a dgua estiver novamente em repouso, a superficie voltara

a ser plana.

Segundo a fisica Newtoniana, a concavidade da superficie da agua é resultado da forca
centrifuga causada pela rotacao da dgua, relativa ao espago absoluto. Para Mach, a forca
centrifuga experimentada pela dgua no balde s6 existe porque o balde rotaciona em relagao
as estrela fixas e distantes. Além disso, caso o balde permanecesse em repouso e as estrelas
fixas girassem, entao o efeito provocado sobre a superficie da dgua no balde seria o mesmo

que é produzido pela rotacao do balde.

Mach vé toda a matéria acoplada de maneira tal que as forgas inerciais tém origem na
matéria. Do exemplo anterior, segue que as forgas inerciais observadas em um sistema
local devem ser interpretadas, segundo as idéias de Mach, como efeito gravitacional devido

as massas distantes aceleradas em relacao ao sistema local.

Mesmo amparado pelo principio de Mach, Einstein as incorporou de maneira incompleta
a Relatividade Geral. Isto fica evidente através da solucao das equagoes de campo para o
espago-tempo livre de matéria, também conhecido como espago de De Sitter. Neste caso

o espago-tempo evolui temporalmente mesmo na auséncia de componente material.
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2.1 Equacoes de Einstein

O resultado da tentativa de Einstein de incorporar o principio de Mach a gravitacao ¢é

a teoria da Relatividade Geral, descrita pelas equacoes de Einstein:
1

Nestas equacoes Ry e R sao o tensor e o escalar de Ricci, respectivamente, T,y € o tensor
energia-momento e indices gregos, como U, sao iguais a 0, 1, 2 e 3, onde 0 é a componente
temporal, e 1, 2 e 3 as trés componentes espaciais. k é uma constante, que é definida
como sendo k = 8ZC oes d t t t to d

= =7 para que as equagoes descrevam corretamente o comportamento dos

planetas no sistema solar. Na definicao anterior, G é a constante de Newton e ¢ ¢é a

velocidade da luz. Daqui em diante faremos ¢ = 1.
O tensor de Ricci [11] é escrito como

Ruy = 9T, — 0TS, + T8I0, ~TheI%, . (2.2)

onde Fﬁv ¢ o simbolo de Christoffel, que ¢ dado pelo tensor métrico gy através da relacao

re —gaﬁ( 2.3
uv—T gu[i,v"‘gvﬁ,u_gyv,ﬁ) ) ( : )

e o escalar de Ricci é

R=g"Ryy . (2.4)

. . ~ v
O tensor energia-momento deve satisfazer a relagao V,THY = T+ =0, onde V, ey
denotam a derivada covariante que, para um tensor de ordem dois como o tensor energia-
momento, é escrita como

T =T" + Tou T +Ty ,TH* | (2.5)

10
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onde T“‘:“ =, TH".
Para um fluido perfeito, o tensor energia-momento é dado por
" = (p + p)uu’ + pg" (2.6)

onde p e p sao a densidade e a pressao do fluido, respectivamente e u* é a quadri-velocidade

do fluido.
A equagao (2.1)) pode ser obtida a partir da agao de Hilbert-Einstein:
R 4
s:/ ) Vg dh (2.7)

onde g é o determinante do tensor métrico guvﬂ. Variando 1) em relacao ao tensor

métrico guv, obtemos:

( guvR> V- 5g“vd4x+ﬁ/5Ruvg“V\/ gd*x (2.8)

o [A) ,

oghv

167rG

Mas o termo
/ SRuvg" v/ —gd*x = / Ve [g“v (Sng> g% (SFB )]\/_ d*x

¢ uma contribuicao de contorno que, no infinito, pode ser definida como nula, e o tensor

energia-momento é

2 3(/ &) 8L

v—g Sgtv 6uv+g“"‘gM ' (2.9)

Tyv =

Fazendo 565 =0 é possivel obter as equacoes de campo |D

LA menos que se escreva o contrario, vamos utilizar em todo este texto a métrica com assinatura

(= + ++).

11
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2.2 Aproximacao de campo fraco

As equagoes de campo (2.1) da Relatividade Geral sdo nao lineares e portanto dificeis
de serem resolvidas exatamente, a menos que se imponha algumas condi¢oes de simetria,
como no caso da métrica de Schwarzschild, ou que se faga algumas aproximacoes lineares

[11]. Vamos tomar a métrica com componentes

guv = Nuv +huv s (210)

onde Nyy € o tensor métrico do espaco-tempo de Minkowski e ‘huv‘ < 1 é a aproximagao
em primeira ordem. Toda vez que subirmos ou descermos um indice, usaremos o tensor

Nuv- O tensor métrico deve satisfazer a relagao guag®” = §;, de maneira que
ghV = kv v (2.11)
Calculando o tensor de Einstein G,y = Ryy — 4 guvR, encontramos
u uv — 78u

Guv = (hau,va + hawua —Uhypy —hpy — nﬂvhlofla + nﬂVDh> ‘ (2.12)

Fagamos a transformacao

- 1
huy = hyy — Enuvh ) (2.13)

que é conhecida como trago reverso, onde h = g*Vhyy é o traco da perturbacao métrica. A
transformacao inversa é dada por hyy = fzuv — %T]#vfz, e o tensor de Einstein escrito nessa

nova variavel fica

G'uv = (ljlau7va + }_lav"ua - D}_l”v - nuv}_laﬁ7aﬁ) . (214)

| =

Uma pequena mudanga no sistema de coordenadas, gerada por um vetor &*, cujas

componentes sao fungdes da posigao, deixa a métrica (2.10) inalterada, desde que & seja

12
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pequeno. Escrevemos esta tranformacao
A¥=x*+E% . (2.15)

Sendo assim, usando a transformacao

IR AT

W= — — 2.16
8 Ix® OB 8 ’ (2.16)

e tomando apenas termos até primeira ordem, temos:
g;” = nuv+huv_€u,v—§v,u ) (2.17)

o que significa que podemos redefinir Ayy — h;w = hyy —&Euv — &y u. Tal transformacao é

chamada, em analogia com a teoria eletromagnética, de transformagao de calibre.

E possivel notar que se impormos a condi¢ao hgyu, % = 0 simplificamos a equagao ([2.14]).
Como as fungoes de calibre &y sao livres devemos encontrar um calibre onde a condigao

l_za“fx = 0 seja verdadeira. Tal condicao de calibre é chamada de calibre de Lorentz.
Aplicando a transformacao de coordenadas ao tensor f_z“v, temos
}_l;w = }_luv —&uyv—Svut nuvéa,a ) (2.18)
onde hyy M # 0.

ueremos um calibre onde a condicao ljl, B =0 seja satisfeita. Para tal, o deve
¢ uv, )
satisfazer

13
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Ou seja, existe pelo menos um vetor &, que satisfaz a equagao (2.19)), de maneira que

neste novo sistema de coordenadas o tensor de Einstein é

1 -
Guy = _EDhﬂV ) (2.20)

w Io»

onde, para simplificarmos a notagao, descartamos o simbolo usado para denotar as

tranformacao ([2.15)).

Assim sendo, as equacoes lineares de campo sao:

A teoria da Relatividade Geral deve fazer as mesma previsoes que a teoria Newtoniana
de gravitacao quando o campo gravitacional é pequeno o suficiente para criar velocidades
inferiores a velocidade da luz [12]. O fato das velocidades serem pequenas implica que as
componentes do tensor energia-momento devem obedecer a relagao |T00| > ‘TOi‘ > ‘Tij ‘
(onde i e j denotam componentes espaciais), como pode ser verificado através de uma
rapida olhada na equagao . Por meio de e da desigualdade escrita acima

pode-se concluir que |i_z00} > ‘}_lOi| > Wj ’

Tomando uma massa M pontual e estacionaria, podemos resolver a equacao diferencial

(2.21)) para hgp, lembrando que em coordenadas esféricas

_ 1d [ ,dhoy
Vihy = - — | PP—2 2.292
0= 24, (r dr ) ’ (2.22)

e encontramos

- M
hoo = 4Gﬁ . (2.23)

7
Da transformacao de calibre (2.13]) sabemos que A = —h e como as componentes espaciais

de hyy sao pequenas comparadas com a componente temporal, podemos aproximar i =

14
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—h & hgg. Desta forma podemos escrever:
M
h()() - 2GH
M
hij = ZGH . (2.24)
r
Com este resultado podemos calcular o desvio para o vermelho [11] causado por um

campo gravitacional como das equagoes ([2.24]):

%;im(l_l>, (2.25)

re Iy

onde Av é a diferenca entre a frequéncia da radiacao eletromagnética emitida e a recebida
(V). rf e r, sdo as coordenadas da fonte emissora de radiacdo e do receptor, respectiva-

mente, e M é a massa do corpo fonte do campo gravitacional.

E possivel também calcular o desvio no caminho de um féton provocado por um campo
gravitacional. O angulo de deflexdo de um féton [13] viajando a uma distancia r de uma

fonte de campo gravitacional de massa M ¢é

4MG
o=
r

(2.26)

Existe também a possibilidade do campo ser fraco e nao estacionario. Para o caso de

um corpo distante a solugao de (2.21]) no vacuo é do tipo ondas planas

—
-

huy = Apy (k)™ + A%, (K)e (2.27)

Da equacao de onda para o caso do vacuo e da condigao hyy,¥ =0, que foi imposta

anteriormente para simplificar as equagcoes lineares de campo, obtemos, respectivamente

k%gq =0

KAy =0 . (2.28)
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Como k% = (w, k), a primeira das equagoes anteriores mostra que ondas gravitacionais
se propagam com a velocidade da luz e a segunda que elas sao transversas, ou seja, o

plano de oscilagao é perpendicular a direcao de propagacao.

Usando estas propriedades e também as tranformacoes (2.13)) e (2.18]) é possivel mostrar

que, para uma onda viajando na direcao z positiva, temos:

00 0 0
0 Ax Ay O

(Apv) = A (2.29)
0 Ay —Agy 0
00 0 0

Ou seja, temos apenas duas componentes independentes, A, e hy,, que correspondem
a dois estados de polarizacao das ondas gravitacionais, conhecidos como estados ® e ®.
O efeito de tais ondas atravessando um anel de massas teste em repouso no plano xOy,
para o caso hy, # 0 e hy, = 0 e para o caso hy =0 e hy, # 0 podem ser vistos nas figuras

abaixo.

T

Figura 2.1: O efeito de ondas gravitacionais atravessando um anel de massas testes para
o estado de polarizacdo @, que corresponde a hy(t,z) #0 € hyy =0 [14).

- . - - -
- . /""f \..\ - . L o - "
- ", » Y - L . - .
r i | N
7 v N \
. . i P . . L w . .
F, b r ! N
o b ;"” o b A
» ] A ) ] \\ » ]
LN o . -
S el - ST S

Figura 2.2: O feito de ondas gravitacionais atravessando um anel de massas testes para
o estado de polarizacio ®, que corresponde a hyy(t,2) 0 e hy =0 [17).
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2.3 Solucgoes cosmolégicas de base

O Principio Cosmoldgico, em resumo, atesta que o Universo é homogeéneo e isotropico.
Tais propriedades podem ser verificadas através da observagao da distribui¢ao das estru-
turas em grande escala do Universo e também da radiacao césmica de fundo. Sabemos
desde 1929, através das observacoes de Edwin Hubble, que o Universo se expande. Um
Universo que satisfaca o Principio Cosmolégico e que expanda pode ser descrito pela
chamada métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (métrica FLRW), que, em
coordenadas esféricas, é:

ds? = —df> + a2 () {—

2 2
5+ } , (2.30)

onde a(t) é o fator de escala, que como o nome diz define a escala da geometria do espach]
[11], e K é o parametro de curvatura, que pode ser k <0 , Kk =0 e k >0 , para descrever

o Universo com geometrias localmente hiperbdlica, plana e esférica, respectivamente.

As observacoes da radiacao césmica de fundo sugerem um universo plano, ou seja,

podemos fazer ¥ =0, e em coordenadas cartesianas, temos
ds? = —dr* +a*(r) (dx2+dy2+dz2) . (2.31)
Aplicando a métrica (2.31)) no simbolo de Christoffel (2.3) encontramos
0 —aas,; , T =95 (2.32)
i =44 st = % o :
e portanto o tensor e o escalar de Ricci ficam
a2

a . .2 d
R00:—3; , Rij:(aa—l—Za)Sij , R=—6;—6; ; (2.33)

2Para o espaco fechado (geometria esférica) o fator de escala pode ser interpretado como o raio do
Universo. Ja para o espago aberto ou plano a mesma interpretagao nao é valida.

17
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onde “ 7 significa derivacao com relagao ao tempo t. Substituindo a componente Ryg do

tensor de Ricci na equagao de campo ([2.1)) encontramos

3 (9)2 = 87:G2i:pi : (2.34)

a

que é conhecida como equagao de Friedmann, onde H(t) = % é o parametro de Hubble.

Podemo escrever

H2
H_g = Zgi(t) , (2.35)
onde
Qi) =2 (2.36)
Pc

¢ a densidade relativa dos componentes que constituem o Universo,

_3m3

= 2.37
S (2.37)

Pe
¢ a densidade critica e H, = H(ty) é o valor do parametro de Hubble hoje.

Considere agora um fluido barotrépico, ou seja, um fluido em que a pressao depende

linearmente da densidade. Entao escrevemos a equagao de estado
p=op . (2.38)

Sabemos que ao longo de sua histéria o Universo atravessou fases distintas, onde em cada
uma destas fases um determinado fluido foi dominante na composicao da densidade to-
tal. Acredita-se que primeira dessas fases foi a inflagdo, onde o Universo passa por uma
expansao exponencial. Para que a inflacao ocorra precisamos de um fluido de pressao su-
ficientemente negativa, e portanto fazemos o« = —1. Em seguida a componente dominante
na densidade do Universo foi um gas de fétons e neste caso sabemos, da termodinamica,
que a = 1/3. Conseguinte entramos na era da matéria. Nela os dtomos se agregam,

formando as estruturas que vemos hoje, como galdxias e aglomerados de galaxias. Em
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grande escala podemos considerar o Universo como sendo constituido principalmente de

poeiraﬂ que tem pressao nula, ou seja, @ = 0. Resumindo, temos:

(
—1 , inflacao

@=41/3 | radiacao : (2.39)

0 , matéria

\

~ ~ . \% ~
Da equacao para a conservacao do tensor energia-momento, T .v =0 e da equagao de

estado do fluido, temos

p+3gp(1+a) 0 (2.40)
Vp=0 | (2.41)

onde para obtermos a equagao (2.40]), que expressa a conservacao da energia, fizemos o
indice u do tensor energia-momento igual a zero e somamos em V e para obtermos a
equacao ([2.41)), que é a conservacao do momento, fizemos U =i e também somamos em

V.
Da equacao da conservagao de energia ([2.40) calculamos
p = poaU+¥) (2.42)

e, substituindo na equacao de Friedmann, podemos encontramos

2

o<t (2.43)

Mais adiante veremos que um reescalonamento da coordenada temporal ira facilitar

razoavelmente alguns calculos. Portanto, desde ja, definimos este reescalonamento do

3Neste caso estamos, por enquanto, desconsiderando o fato observacional de que o Universo passa
por uma expansao acelerada, o que pode sugerir a existéncia de uma componente de comportamento
distinto daquele da matéria que conhecemos e que possui participacao significativa na atual composicao
do Universo
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tempo, mais conhecido como tempo conforme, como sendo:
dn=——dr , (2.44)

tal que o fator de escala calculado em 71 fornece

2

aocnTiTE | (2.45)

2.4 Perturbacoes tensoriais

Quando perturbamos a equacao de Einstein estamos relacionando perturbacoes na mé-
trica com peturbacoes do tensor energia-momento [15]. Como a métrica do espago é
descrita por um tensor (o tensor métrico) damos o nome de perturbagoes tensoriais as
perturbagoes na métrica. O tensor energia-momento de um fluido perfeito é escrito em
funcao da densidade de energia, da pressao e da velocidade das particulas que constituem o
fluido. Quando perturbamos o tensor energia-momento perturbamos também a densidade
de energia e a pressao, que sao as perturbagoes escalares, e as peturbagoes na velocidade
sao conhecidas como perturbagoes vetoriais. Petrubagoes no trago de um tensor também
sao perturbacoes escalares e perturbagoes no divergente de um tensor sao perturbagoes

vetoriais.

Como visto anteriormente, um Universo homogéneo e isotropico é descrito pela métrica
FLRW, dada pela equacao (2.31). Estamos interessados em perturbagdes na métrica e
entao a reescrevemos:

ds? = —d? + (a* (1) 8 + hij) d'dx’ (2.46)

onde §;; é o delta de Kronecker e h;j = h;j(¥,t) << 1 é a perturbacao na métrica. Portanto

o tensor métrico é dado por

8uv = &uv +/’luv(3_5,t) ) (2.47)
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onde g,y € o tensor métrico da base, ou seja,
goo=—1, &j=a1)&; . (2.48)
Como guag”’ = 8, encontramos que
gt =g —hV(x1) (2.49)

Como as perturbagoes tensoriais, escalares e vetoriais evoluem independentemente [1],
vamos nos preocupar apenas com as perturbagoes tensoriais. Aplicando a métrica (12.46)

¢ possivel calcular as conexoes Fﬁv e as conexoes perturbadas SFﬁv como sendo

-t . Th- .
a
i hj a i 0 hl k 1
§Ty ="~ %n  orh =" 6Fij:§<hik7j+hjk7i_hij7 k) , (2.50)

Com os resultados anteriores pode-se calcular a perturbacao do tensor de Ricci, lem-

brando que perturbagoes tensoriais tém traco nulo. O resultado é:

hi j 1 a h,’ j d [ h j
5R1] = 7—1—@ (hik,jk+hjk,ik_hij,kk) +57—2(1a§ ﬁ . (251)
Perturbando a equagao (2.6]) do tensor energia-momento de um fluido perfeito, tomando
as componentes temporal, espaciais e também tomando o trago do tensor energia-momento

perturbado, temos
6T00:5p , ST,']':ph,‘j , 6T:35p—6p . (2.52)

onde p e p sado a densidade e a pressao do fluido, respectivamente, e §p e dp as pertur-

bacoes escalares. Como estamos interessados nos modos tensoriais vamos considerar as
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perturbagcoes escalares nulas. Entao perturbamos a equagao de campo ([2.1]) e encontramos

. a, V2 od
/’l,‘j—;hij—l—(—?_(_l)hij:o . (2.53)

Agora podemos usar o tempo conforme, através da equacao (2.44}) e também fazer
h,‘j — azh,-j . (2.54)

Note que as transformagoes ([2.54]) é equivalente a fazer com que a métrica seja

goo=—a*(m) , gij=a*n)(8&;+hij) , (2.55)

e portanto temos que

/
a 2
h§}+25h§j—v hij=0 (2.56)

w o

onde ¢ a derivada em relagao ao tempo conforme 7.

Decompondo as ondas gravitacionais nos dois estados de polarizacao e fazendo uma

transformacao de Fourier, escrevemos

Fk pYm) iz
hii (X, — Tikke , 2.57
CE / et (2.57)
e encontramos
/!
w+ (k2 - %) p=0 , (2.58)

para cada estado de polarizagdo (@ e ®), onde el.(;) é o tensor de polarizagao, que satisfaz
(

~ il / . . ~ . ~ . .
a relacao sijs) e) =28%" Vamos discutir as solucoes deste tipo de equacio diferencial

mais a frente, quando estudarmos as perturbacgoes tensoriais na teoria de Brans-Dicke.
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2.5 Acao e Hamiltoniana classicas das ondas gravita-

cionais

Para encontrarmos a acao das ondas gravitacionais precisamos perturbar a acao de

Hilbert-Einstein até segunda ordem. Esta acao é dada por [7]E|:

/d x/—gg"vo h,ﬂvhf ,

Sog = 87r12

(2.59)

onde [, = /871G ¢ o comprimento de Planck. Entao encontramos a densidade Lagrangeana

aZ

Zog = 87:12 (-

hih'" +Vhij- V')

Podemos decompor a perturbacao em termos dos estados de polarizagao

]’lij = h@gi(j@) + h®8i(]®) ;

Fazendo
he = he = V21,5
a
encontramos
1
Log =5 [ (W' —u)* + (Vu)z} ,
onde 7 =%

Portanto temos que
1
Loy = = (u’z + AU =2 — (Vu)z)
Para (%” ,LLZ)/ =0 |7] encontramos a densidade Lagrangeana equivalente

1
go(g) — _5 <‘u/2+ (%Z‘i‘%/) ‘uZ_ (V‘LL)2>

4Lembrando que neste texto usamos a assinatura (— 4+ + +).

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)
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Para encontramos as Hamiltonianas das ondas gravitacionais precisamos antes encon-

trar os momentos conjugados. Entao temos

2.2
= auf =—u'+#p (2.66)
0.2
e finalmente as Hamiltonianas sao
g — 1 FE <~2 = 2
- x7t—23fun+(Vu)> (2.68)
e
H? — 1 a3 o d’ o 2
=3 x|\ w7 — (V)] . (2.69)

2.6 Quantizacao

Para quantizarmos a Hamiltoniana de um campo devemos fazer com que o campo e
seu momento conjugado se tornem operadores na descricao de Heisenberg da mecanica

quantica, de forma que
g2 g0 a2 a0 g
og — Hpg' = ) dx |77 — R (vip)<| (2.70)

e devemos também impor a relacao de comutacao entre os operadores de campo e o

momento, dada por

[ua()_évn)vﬁ:(yvn)] :i6(3)(£_)7) ) (2'71)

onde fizemos i = 1.
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Expandindo o operador de campo e o momento conjugado em Fourier, temos

N P —ik%® | At ik-%

=31 am 3/2 (me™™" + . (1n)e }

. &Gk R A 5

=3 am 3/2 (n)e ”‘Hn%(n)e’ky], (2.72)

e substituindo na rela¢ado de comutagao (2.71)) encontramos

d3kd3 —i(k-3%+G5 AT A i(R-x+d-v
4// fiz, ﬂe (kX+Gy) 4 [,Llj, He(k +qy)} n
d3kd3 k3= AT oA | ikE—gy . g
4// qj}e i(k-X—4-y) + [“g’ E],}e(k 61)’)}:15(3)(x_y) ’ (2.73)

mas podemos escrever a funcao delta de Dirac §3)(X —7) como sendo [16]

3 o
§O—y) = [ Lk ik (2.74)
X—y (2%)36 . .

Assim, para que a relagao de comutagao (2.73)) seja vélida, as componentes da expansao

em Fourier devem obedecer a

z )
& (). ()| =18 (k- )
[ (n), 25(n)] = 187 (k + )
alm),alm)| =180 +3) . (2.75)

Substituindo os operadores (2.72) no Hamiltoniano (2.70) e lembrando que podemos

escrever

3 . .
/ d’x w3 — s§OF—g) | (2.76)
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encontramos

NIRRT 2 @7\ (oo e
Hog_—z/dk[< AR z)+(k -— (;k+ . ;) : (2.77)

Sabemos que na representacao de Heisenberg da mecanica quantica a evolucao temporal
de um operador como fl ou &, por exemplo, é dada pela equacao de Heisenberg, que neste

caso sao

iﬁ’:[ﬁ, AO(?] e ifr’:[fr, Aé?} . (2.78)

Calculamos o comutador entre o campo fl e o Hamiltoniano e encontramos

4] =5 | [ Gt { e (ot 1) = (2~ 5) [ oo i)
-5/l G+ -~
g

Fazendo uso das relagoes de comutagao (2.75)) encontramos

que é a mesma relagao existente entre o campo classico e o seu momento conjugado. Da

equacao de Heisenberg para o operador momento, temos

2

{kz _ “_} . (2.81)

»?L

Combinando os dois resultados, vemos que o operador de campo obedece a mesma

evolucao temporal que o campo classico, ou seja

A// 2 a" 7
+ [k —;] =0 . (2.82)

26



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL

A solugao geral é do tipo [7]

By = (o) fi(m) +a" (o) £ ()

#; = dz(mo)ee(n) +a" - (10)g; (n) (2.83)
onde
/!
fi==g , 8= [kz—%l fe (2.84)

e Mo ¢ um tempo fixo qualquer.

Usando o resultado anterior, a relagao de comutagao (2.71)) e a expansao de Fourier dos

operadores de campo e momento conjugado, encontramos que

figk —gify =i (2.85)
desde que a relagao
[akaH — 500G -3 , (2.86)
seja satisfeita.
Devido a relacao f] = —gx, encontramos
R =Rl =i, (2.87)

que nada mais é que o Wronskiano de f(1) e sua complexa conjugada f;(n).

Podemos também definir os operadores criacao e destruicao da mesma forma que se faz

para quantizar o oscilador harmonico:

Y ) k(. i,
sz (erim) amG(am) o e

27



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL

Entao concluimos que

AT

A

. Gtag N LY e
b= =t R S(@-a'y) (2.89)

Da mesma maneira como foi feito anteriormente precisamos quantizar a hamiltoniana

(2.68]), de maneira que
4 1 Fa A A A A A
Ao = _§/d3x #2— (RR+ L)+ (VAY] (2.90)

onde suprimimos o til do momento conjugado, lembrando que, para o caso deste Hamil-

!

. / . . . . ~
toniano, T =y’ — %,u. Substituindo no Hamiltoniano a expansao ([2.72]) e os operadores

E59), temos

. 1
Ay -5 / Bk [k (azd%cf a %) i (agdT —dzd,z)} . (2.91)

Usando a equagao de Heisenberg para os operadores d; e a' o encontramos

, ot
Y _ .+ et g ika' .+ A a 2.92
il AR P L PSS (2.92)

Podemos escrever a solucao geral deste sistema como sendo

a* (1) = vim)ag(no) +ui(m)a (mo) . (2.93)

onde 1 é um tempo fixo e as fungoes u(N) e vi(N) obedecem

duk

d
E:lkuk—f—%vz s ﬂ:

an ikvg + A u; . (2.94)

As equagoes ([2.94) sao as transformagoes de Bogoliubov e ux(1n) e v(1) sdo os coefici-
entes de Bogoliubov. Substituindo a solucao geral (2.93) encontrada para os operadores
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criacao e destruigao no comutador (2.86f), encontramos
2 2
| " = v =1, (2.95)
como era esperado.

Substituimos a solugao geral (2.93) dos operadores criagao e destrui¢do na equagao
(2.89) para encontrarmos
(ue+vy) ag(mo) + (ug +vk) d*_%(mﬂ

0 = , 2.96
& ik (296)

e comparando com a solugao geral ([2.83)) concluimos que

_why

Jr NeT

(2.97)
Podemos também tomar a derivada em relagao ao tempo comovel i das equagoes ([2.94))
e entao somando a primeira com a complexa conjugada da segunda, obtemos

d2 ) a"

Somando a primeira das equagoes ([2.94)) com a complexa conjugada da segunda obtemos

e b dfe e g
vk_\/z_kdn+\/ﬂ(k i)
w= Y S gy (2.99)

T V2kdn | Vak

e podemos calcular o niimero de gravitons N = |v|?> (ver apéndice (A])) produzidos pela

expansao do Universo, que €é

2
£l 1 ‘dfk o

2
H dfy
W=l =B 27y L[S (2

-~ 2k \"Mdn

dfi\ 1
ﬁ) -3 (2.100)
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Para o caso de kn >> 1 encontra-se, das equagoes (2.84)), que gx ~ Fikf; e entao temos

que o numero de particulas é

2\ 1
Nzk|fk|2<l+m>—§ : (2.101)

e para kn << 1 temos que g ~ —(d'/a) fi e calculamos’
, 1
N~k =3 (2.102)

2.7 Observaveis

2.7.1 Espectro de poténcia

Sabemos que o espectro de poténcia é definido como sendo a transformada de Fourier
de uma fungao de correlagao de dois pontos [1], ou seja, para as ondas gravitacionais,

temos
sin (kr)

R EmREm 0 = [ Prikm™ (k) | (2.103)

onde Pr(k,n) é o espectro de poténcia, ou seja, a variancia na distribuigdo de energia das

ondas gravitacionais [17].

O processo de quantizagdo das ondas classicas (2.57), que transforma o campo escalar

u em um operador, através da expressao (2.72)), resulta em:

(% V2L, d3k —ik¥ | nT ik
M = ) r@@z/ (g 0] ) (2.104)

com o operador [I; escrito como

B = az(10) fi(n) +di;(no)ff(n) a (2.105)

50 significado das aproximacdes kn << 1 e kn >> 1 sera discutido mais adiante, quando falarmos das
ondas gravitacionais na teoria de Brans-Dicke.
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onde

a
i+ <k2 - —) fi=0, (2.106)
que é a mesma equacao diferencial que descreve o comportamento da fungao classica u(n).
Definimos entao o estado de vacuo |0), que é aniquilado pelo operador d;(1o), de ma-

neira que

a0y =0= (0al =0 . (2.107)

Agora é possivel, usando ([2.86)), calcular a variancia dos modos tensoriais, e encontra-se

que

MR Sk M iy
(0\h§j(x,n)h](y,n)!0>28112,/(%)3‘ "Eg” e k) (2.108)

Sabendo que o espaco é isotrépico e usando coordenadas esféricas é possivel escrever

;sin@ do do - ’f"| ¢ ikreos® (2.109)

i i 2 2
(O] it (%, )R (5,m) [0) = 81 /k

onde fizemos F=X—y e k-7 =krcos 6. Integrando, encontramos

. . K2 |fil? 2sin (kr)
T @A (3 — 82 k 2.11
(O I m)10) =815 [ oy = Pk (2.110)
onde fazendo X — y temos
KAl

2.7.2 Densidade de energia

Da equagao ([2.59) sabemos que a densidade Lagrangeana das ondas gravitacionais é

1 _ ..
gog = 2—11%g“"8“h,~javh” s (2.112)
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e usando a equagao (2.9) podemos calcular o tensor energia-momento das ondas gravita-

O,y — —

Fazendo

(2.113)
CRCIO I
hij=v20, Y &' | n) = : (2.114)
s=Q),D a
encontramos
1
onde definimos
h=h® =h" (2.116)

Agora podemos calcular a densidade de energia, e encontramos

h/2 .

p(og) = (Og)TOO — <¥ +g—ljalhajh> (2117)
Para calcularmos a densidade quantica de energia primeiro fazemos
h—

h=
e entao temos que

Q=

(2.118)

tramos

1 T % 7 7%
(Plog)) = (01 P(og) 10) = — ((OI A'H"[0) + (0] VA- VA" |0))

- 1
(O[A'h |0) =

_/ﬂ
-2

(2.119)
Usando as expansoes (2.72)), as solucoes (2.83) e a relagdo de comutagao (2.86)) encon-
(2m)?

{gel>+ 22\ fil* — A (anfi +gifi) e * Y

(2.120)
NSRS Y I LTI e

OV Vi 10) = 5 [ G5kl ,
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portanto

—

1 &’k * * —ik(X—y
(Pue) = o1 | oo s+ (€4 [ = (aufi 4] 559 (2121

Assim como fizemos para o espectro de poténcia, devemos lembrar que o espago é
isotropico. Reescrevemos a equacao acima em coordenadas esféricas e integramos as co-

ordenadas angulares @ e 0, para obtermos

1 [ k*dk . 4. 2sinkr
(Plog)) = CF/W [|gkl* + (12 + %) | f|> — (g fi + 85 o)) P (2.122)
onde r = |¥—Y|. Tomando o limite ¥ — ¥ ficamos com
_ LRk oo e e 2.12
<p(og)>_ e 272 [|gk| +( + )|fk| (gkfk +gkfk)} . ( . 3)
Podemos calcular
d<p0 > IS * *
T — o gkl 4+ (2 + 2) |l = (i + Fesi)] (2.124)
e definindo a densidade relativa das ondas gravitacionais como
1 d{Preg))
Q k = ——" 2.125
(og)( 7”) pe dInk ) ( )
temos que
lg ’ 2 2 2 2
Q(og)(km):@mz 7 Lgkl? + (K +227) | ol — 7 (i fiE + fegk)] (2.126)
i a
Para kn >> 1 (g = Fikf;) encontramos
leS %2
Qe (k) ~ —L—— il [ 1+ = 2.12
eolkm)~ il (149 ) (2.127)
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que pode ser reescrito como

2

" 12H}a?

Pr(k,n) (1 + ﬁz) : (2.128)

Q(()g) (k7 Tl) 242

Para o caso de kn << 1 temos que g ~ — f, e encontramos

2k5
Qo) ~ —L——|fl* . 2.129
(og)( 77) 671:2Hga4 |fk| ( )
que pode ser reescrito
k2
Q) (kM) = WPT(k,n) : (2.130)
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A teoria de Brans-Dicke

Como mencionado anteriormente, a principal idéia que levou Einstein a teoria da Re-
latividade Geral foi a equivaléncia local entre forcas gravitacionais e inerciais. Mas ele

tentou, também, satisfazer o Principio de Mach, apesar de nao ter obtido sucesso [1§].

Podemos ver como a Relatividade Geral se comporta no que diz respeito ao Principio
de Mach [18], através de um experimento mental proposto por Carl Brans e Robert H.

Dicke [3].

Neste experimento devemos considerar o espaco constituido apenas de um laboratoério
de massa pequena para podermos considerar a aproximacao de campo fraco, e o experi-
mentador dentro dele munido de um rifle e um giroscoépio. De acordo com a Relatividade
Geral seria possivel fazer o laboratério girar abrindo-se uma janela no laboratério e dis-
parando o rifle tangencialmente. Em seguida, o giroscépio deve permanecer apontando
fixamente para o projétil, ou seja, o giroscopio deve rodar em relagao as paredes do labo-
ratorio. Portanto, pelo Principio de Mach, o projétil, muito menor e menos massivo que
as paredes do laboratério, é mais importante que as proprias paredes para determinar um

referencial inercial.

A partir deste problema podemos assumir apenas uma das seguintes trés conclusoes:

o espaco tem propriedades geométricas e inerciais especificas, além daquelas criadas pela
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matéria, o exemplo anterior é nao fisico devido a alguma condigao de contorno desconhe-

cida, ou entao o experimento nao ¢é corretamente descrito pelas equacoes de Einstein.

A terceira hipdtese foi alvo de Brans e Dicke no comego da década de 1960 [3]. Na teoria
de Brans e Dicke a constante gravitacional é basicamente substituida pelo inverso de um
campo escalar que, descrevendo de maneira simples, faz variar a constante gravitacional

efetiva no espacgo e também no tempo.

Ainda na década de 1920 a teoria de Kaluza-Klein ja sugeria a hipétese de uma constante
gravitacional varidavel [19]. Na década de 1930 a hipétese de “constantes” fundamentais
variaveis foi langada por Dirac, motivado pelos chamados niimeros de Dirac que, combi-
nando constantes fundamentais de forma adimensional, obteve niimeros parecidos para as

escalas atomicas e cosmoldgicas [20].

Para o nosso estudo a relagao de Dirac mais importante é

1

— = 3.1
G Y ( )

&8

onde G, M, e R, sao a costante gravitacional de Newton, a massa total e o raio do Universo,

respectivamente.

Uma relac¢ao parecida foi encontrada por Sciama [3},19,)20] na década de 1950 quando
0 mesmo tentava incorporar o Principio de Mach a gravitagao de uma forma quantitativa

usando apenas argumentos adimensionais.

Diante da hipétese dos niimeros de Dirac (3.1]) e do trabalho de Sciama, Dicke lanca a

hipétese de que a constante gravitacional obedega a [19):

O==p . (3.2)
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O resultado é uma teoria escalar-tensorial para a gravitacao, conhecida como teoria
de Brans-Dicke, onde a interagao gravitacional entre os corpos ¢ mediada por um campo
tensorial, como na Relatividade Geral, e também por um campo escalar que faz o papel

do reciproco da constante gravitacional.

3.1 Equacoes de campo

Para incorporar o Principio de Mach a gravitagao através de um parametro gravitacional

varidvel Brans e Dicke propoem a seguinte modificagao da acao de Hilbert-Einstein [3]:

88 = 6/ [¢R+167r.,§fM w¢“¢ V—=gd*x=0 | (3.3)
onde @ é uma constante adimensional.
A escolha padrao para a Lagrangeana de um campo escalar ¢ deveria ser £ = —@¢ (2)7“,

mas assim @ deveria ter a mesma dimensao que G. Como um dos objetivos de Brans e

u
Dicke [19] era eliminar G, eles escolhem £ = — o ¢¢’ . Desta forma @ permanece adi-

mensional.

Prosseguindo com a variagao da agao temos que:

1 1
/ {¢ (Ruv - EguvR) - % (¢,u¢,v - —guv¢,a¢,a>] 6g“v\/—_gd4x—l—
cron [ QW 8M) ga, +/¢)g“v5R —gd*x=0 . (3.4)

oghv
E facil identificar as semelhangas e as diferengas entre esta equagao e a variagao da acao
(2.8)). Como visto anteriormente para o caso das equagoes de Einstein, o ultimo termo
da equagcao (2.8) é uma contribuigao de contorno, que pode ser definida como zero. Mas

agora a presenca do campo ¢ nos da um resultado diferente.
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Neste caso temos
[ o sRuv=gdx = [ Ve [g (sT5) —e (615, )] Vgt . (39
onde calculamos que

1
8Ly =—3 [gaqu(Sg"“)JrgavVu(ng““)—gaugﬁvV"(5g°‘ﬁ)] : (3.6)

sendo que V,(0g°%) = (6g°%).u. Entao escrevemos

[0 SRuv/=gd's = [0V, [sapVH(85°) - VP(65™) | v=gaty . (37)

que depois de integrarmos por partes encontramos que

[ 08 SRuv=gds = [ [0 — ] 88" vgdis . (3.8)

E substituindo na varia¢ao da agdo de Brans-Dicke ({3.4)) obtemos as equagdes de campo

1 8

Ryv — guvR = 0

> T,LLV+ ¢2 ((l)u(pv guv‘P,a‘P,a) ‘i'% (¢;uv_guv|j¢) ) (3-9)

onde o tensor energia-momento ainda obedece T" ‘;ﬂ =0 [11].

Variando a acdo de Brans-Dicke (3.3]) em relacao a ¢, temos

2
20,

p 2¢u¢ +R=0 . (3.10)

¢

Tomando o trago das equagoes de campo (3.9), temos

87r ()

38



CAPITULO 3. A TEORIA DE BRANS-DICKE

E entdo, combinando as equagoes (3.10) e (3.11)), chegamos finalmente em

87
Op=———T 3.12
¢ (34+2w) (3.12)
onde O = dyd* = g—; —V? é o operador de D’Alembert.
Podemos reescrever a equagao de campo (3.9) da seguinte maneira:
8 I+ (0] 1
Ryy = ? (Tuv - mguvT) + E‘P,M‘P,v + E‘P;uv . (3.13)

Considerando a aproximagao de campo fraco (veremos com mais detalhes na segao

seguinte) e considerando uma casca esférica de massa M e raio r, o resultado é [19]

2 M
O~ 0t 350y - (3.14)

o que satisfaz a hipdtese de Dirac (3.1J).

3.2 Aproximacao de campo fraco

Assim como na Relativitade Geral, fazemos

guv = Nuv+hyy , (3.15)

e de maneira parecida, fazemos o mesmo com o campo escalar

¢=¢d+& , (3.16)

onde & é uma perturbacgao de primeira ordem no campo escalar e ¢y uma constante.
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Usando entao (3.12)), encontramos

Y1
& = 3.17
: 20+3 (3.17)
que tem a seguinte solu¢ao para o tempo retardado [3]:
-2 T
= ~d 3.18
& 20+3) r *o (3.18)

e entao podemos encontrar (3.14)).

A aproximacao de campo fraco para as equagoes de campo ([3.9)) é encontrada de maneira

muito similar a que foi feita para a Relatividade Geral. Primeiramente fazemos

- 1

huy = hyy — Enuvh ) (3.19)
como foi feito anteriormente.

Devemos fazer também

Oy = }_l,uv,ocnva . (3.20)

E entao escrevemos a equagao ([3.9) como

_ Euv—NuwE 8w

1 _
-5 (Dhuv—dﬂ’v—Gv7u—|—nuvca7ﬁnaﬁ> . tog T (3.21)
Desta vez devemos impor a condi¢ao de coordenada
oy = 5—“ , (3.22)
®o
e para simplificar os calculos, definimos
Oyy =h S 3.23
uv = uv_nuv% . (3.23)
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Entao a equagao (3.21]) assume a forma simples, e parecida com a equagao (2.21)):

167

que tem como solu¢ao no tempo retardado [3]

oyy=— | —d’x . 3.25
uv (PO r ( )

Em seguida, usando as equagoes (3.19)), (3.20]) e (3.24]), temos:

1
hyy = O‘uv_irluva_nuv_ (3.26)

¢o

onde o ¢ o traco de oyy.

J4 possufmos a solucao no tempo retardado para &, a perturbacao no campo escalar.

Podemos, facilmente, fazer o mesmo para oyy. E chegamos em

4 [Ty 4 o+1
hyy = /Ld3x / —d3x . 3.27
00 ) r do20+3 (3.27)

Para o caso de uma massa M, pontual e estacionaria, temos:

M
§= 57
ow+3)r
20, 'M 1

hoo = 1 2

00 r ( +2a)+3) (3:28)

h':z%—lM&j .

Y r 2w+3

Assim como foi feito em (2.25)) para a Relatividade Geral, podemos calcular o desvio

para o vermelho na teoria de Brans-Dicke:

Av 1 1 1 1
— =0, M|1 ——] . 2
% % ( +2a)+3) (rf rr) (3:29)
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Comparando este resultado com o encontrado para a Relatividade Geral, podemos

definir a constante gravitacional como sendo

I (2o+4
Go=— .
0= <2w+3) ) (3-30)

e também, da mesma maneira que calculamos a equagcao (2.26)) para a Relatividade Geral,
pode-se calcular o desvio provocado na trajetéria de um féton devido ao campo gravita-

cional de uma massa M:
oy M9y

r

: (3.31)

onde r é a distancia entre a massa M e uma linha reta que ligue a fonte ao observador.

3.3 Transformacao de unidades e invariancia

Nesta secao vamos eliminar o campo escalar da teoria de Brans-Dicke “transformando”
ele em uma constante. Na literatura diz-se que estamos indo de um referencial conforme
para outro, neste caso, do referencial de Jordan para o referencial de Einstein. Uma

transformacao conforme nos leva de uma métrica a outra de acordo com a seguinte regra:

8uv = l(x“)guv
g =20 gt (3.32)
VEE= AL Vg
ds? = A (x*)ds? |

onde A(x*) é uma fungdo arbitraria dependente do tempo e da posigao. Esta funcao A
funciona como um fator de escala e nao é, de maneira alguma, como uma transformagao
de coordenadas. Como pode ser visto pela ultima das equacoes anteriores, A muda as
distancias (e também o tempo) por um fator que varia de ponto a ponto e de maneira
isotrépica, ou seja, sem privilegiar nenhuma direcao do espago, portanto mantendo o

angulo entre dois vetores invariante. Esse é o significado da palavra conforme [2].
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Segundo a interpretagdo de Dicke [21] esta transformacdo conforme do referencial de
Jordan para o referencial de Einstein consiste de uma transformacao no sistema de uni-
dades que faz com que o tempo, o comprimento e o inverso da massa sejam reescalonados
da mesma maneira (neste caso por l’%) e tenham a mesma dimensao. A velocidade da
luz, o quadri-poténcial eletromagnético, carga elétrica do elétron e também a constante
de Planck sao invariantes sob tal transformacao. Fazendo uma andlise dimensional [21],

temos ainda que o campo escalar da teoria de Brans-Dicke se transforma como
p=L"1¢ . (3.33)

Desta maneira, a variacao da acao de Brans-Dicke transformada é

u TR
6/{(131?’+3(13Eln7t—%(2(0+3)(}3’1’“)L —2(01’“(]) _o?

w0 | en V=2d3x =0
2 1 5 + 167 —gd'x=0 .

(3.34)

Para este estudo é interessante que A seja dependente do campo escalar ¢, de maneira

que @ seja constante, ou seja

¢
A== 3.35
¢ ? ( )

onde a constante ¢ é o valor de ¢ em um ponto qualquer.

Para a funcao A com tal dependéncia, a variacao da acao de Brans-Dicke é

M _
5/[1?—%(2@%)&"/‘1% +1%$ V=gdx=0 . (3.36)

Podemos considerar A um campo de matéria e fazer as seguintes definigoes:

. 2o+3) At
Zh= 321Gy A2
1
Go— = 3.37
=73 (3.37)
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e, mais uma vez, a variacao da acao é
5 [ [R+162Go(Z+2,)] V=35 =0 . (3.38)

Variando a acdo acima em relacao a g"v, encontramos

_ 1 _ _
onde
_ _ _ -2 _ _
TH =TH + A = — \/—g‘ L+ L
g (3.40)

Podemos também variar a mesma acao em relacao ao campo de matéria A e usando a

transformacido T = A 2T obtemos

¥

que ¢é equivalente a equagao (|3.12]).

Portanto a modificagao do sistema de unidades feita aqui faz com que o campo escalar
se comporte como um campo de matéria, sendo também uma fonte de campo gravitacio-
nal. No referencial de Jordan a interacao gravitacional é descrita pelo campo tensorial e
pelo campo escalar. Com a transformacgao conforme que acabamos de fazer, a interagao
gravitacional no referencial de Einstein passa a ser descrita pelo campo tensorial, mas
sempre com a presenca do campo escalar ¢, que agora passar a ser um tipo de campo de

matéria.
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Perturbacoes tensoriais na teoria de

Brans-Dicke

Teorias gravitacionais tensoriais, como a Relatividade Geral e a teoria de Brans-Dicke,
que preveem a existéncia de ondas gravitacionais, prevéem também a produgao pelo Big
Bang de um fundo de ondas gravitacionais. Detectar esta radiacao de fundo é fundamental
para melhorar o nosso conhecimento sobre o Universo. Além disso, ondas gravitacionais
criadas em instantes proximos aos instantes iniciais do Universo, ou seja, durante a In-
flacao Cosmoldgica, podem servir como um importante teste para o modelo inflacionario
e para as variadas teorias de gravitacao, nos permitindo até distinguir os varios modelos
existentes, além de nos fornecer informacoes sobre o Universo primordial que sao impossi-
veis de se obter de outras maneiras, como por exemplo, através da observagao da radiagao

cosmica de fundo em microondas.

4.1 Solucoes cosmolégicas de base

Substituindo a métrica (2.31]) nas equagdes de campo (3.12)) e (3.13) da teoria de Brans-

Dicke e considerando um fluido perfeito barotropico, descrito pelo tensor energia-momento
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(2.6) e pela equagao de estado ([2.38)), encontramos as equagoes de movimento

i 8n (24 w+30+3a0 o> ¢
_3;‘?’( 3120 )MPW 4D
.. a. 81
¢+3;¢:3+2wp(1—3oc) : (4.2)

~ ~ . v
Da equacio para a conservacao do tensor energia-momento, 7" .y = 0, obtemos de modo

semelhante a Relatividade Geral
. a
p+35p(1—|—oc):0 (4.3)
Vp=0 . (4.4)

Consideramos que as solugoes para o fator de escala a(t) e o campo escalar ¢(¢) tém a

dependéncia em relagao ao tempo mais simples possivel, do tipo lei de poténcia, ou seja,

a(t) o<t (4.5)
O(t)o<t® . (4.6)

Sendo assim, substituindo as duas equagoes anteriores em (4.1]- 4.4)), temos que [22]

s[24+3a+(1+30)w

—3r(r—1) =8mpt>~ e +s2(14+w)—s , (4.7)
s?+s(3r—1) = sm pt?S(1-3a) (4.8)
342w
p+3;(1+a)p:O , (4.9)
pi=0 . (4.10)

A equacgao (4.10) nos diz apenas que a densidade nao varia com a posicao. Ja as
equagoes (4.7]- 4.9) sdo trés equagoes acopladas com quatro incégnitas, r, s, p e a. Para
podermos resolver este sistema acoplado impomos os valores de o que correspondem as

fases de evolucao do Universo.
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Para a inflagao, onde o« = —1, encontramos
1
r:aH—E, s=2, p=constante . (4.11)

Durante a inflagao queremos que a expansao do Universo seja exponecial, que é justamente
o que encontramos na Relatividade Geral, mas neste modelo usamos uma lei de poténcia.
Essa lei de poténcia pode aproximar o crescimento exponecial se @ for suficientemente

grande (como é previsto pelas observagoes locais) [23].
Para a radiacao, onde a = %, temos:
1
r=— s=0, poator? | (4.12)

que é o mesmo resultado encontrado na Relatividade Geral para a fase de predominancia
da radiagao.
E para a matéria, onde o0 = 0, temos:

24+2m
=
4430’

242w

s=2-73r, po<a_3o<t_3(m) . (4.13)

Lembrando que a(t) = apt”, onde ap é uma constante, podemos calcular o tempo con-
forme:
1 dr th=r
dn=——=dr = :/—b:—b, 4.14
1 a(t) n aot’+ 0 ap(1—r) o (4.14)
onde by ¢ uma constante de integracao. Agora podemos escrever t em funcao de 7, que

fica

t = [ao(1—r)(n —bo)| ™ (4.15)

e substituindo na lei de poténcia para o fator de escala encontramos

a(t) = apt" = aglap(1—r)(n —bo)] 77 . (4.16)
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Como temos trés valores para r, um para cada fase do Universo, escrevemos

( 1+20

aiMf [a(1/2 — @)(n — b 1720 —co < < —1
a(n) = { gz [a54(1/2)(n — b)) —m<n<m (4.17)

2+20
\a(r)nat [abnat( 24+m )(n bmat)] pEND) n > m

onde “infl”; “rad” e “mat” significam inflacao, radiacao e matéria, respectivamente. Aqui é
possivel vermos que para o fator de escala crescer com o tempo durante a inflacao @ > % e

resgatamos o comportamento encontrado na Relatividade Geral quando @ vai ao infinito.

Como a(n) — 0 quando 1 — —oo podemos fazer bmﬂ 0. Sabemos que o dominio de

a(n) é negativo e que ® > 1, entdo podemos fazer

(1/2=0)(n) = (0—1/2)(-n) = (0 —1/2)[n] . (4.18)
E, para facilitar os passos seguintes, redefinimos A = @ e B= aaadzbrad € Teescrevemos
( 1420
ag" [ag™ (0 —1/2)In]] —o <N <M
a(n) =1 An—-B -m<n<m (4.19)
| [ E) -] TS =,

Impondo as condigoes de continuidade do tipo aiua(—N1) = arad(—N1), Grad(N2) = amat (1M2),

dan&_%(n)‘n:_m = da%%(n)‘n:_m ‘“"g—ff’”}km = da%ﬁ(n)‘n:m e fazendo @i = 1, obtemos:
( 120
[(0—1/2)[n[]1=e —eo <N < -1
am = (@-1/2m] 5 [14(22) (241)] -m<n<m . (@20
¢ [(#55) (1 — fimat)] = nz=mnm

48



CAPITULO 4. PERTURBACOES TENSORIAIS NA TEORIA DE BRANS-DICKE

onde

. 12 onp (443
€= (a3 = (2+1§2) @ =172)m] e (2122) g

AEEED DT o

- 2420 w+1/2 M
s == 5 |14 (22 (142)] (1.22)

sendo que fmat < N2-

Seguindo o mesmo procedimento para o campo escalar ¢(¢) e impondo as condigoes de

continuidade, encontramos:

p

(@—1/2)|n|]F= —eo<n <
o) = [(@—1/2)my] ™ —m<n<m - (423)

2
_4 _f 2+o
[(@—1/2)m] ™ (I )™ g >,

4.2 Perturbacoes tensoriais
Para calcularmos as perturbacoes métricas na teoria de Brans-Dicke reescrevemos:
ds? = —dr* + (a®(£) 8+ hyj) dx'dyd (4.24)
onde §;; é o delta de Kronecker e h;; = h;j(X,t) << 1 é a perturbagao na métrica.

Como ja foi dito anteriormente, as perturbacgoes tensoriais, escalares e vetoriais evoluem
independentemente [1], entdo vamos nos preocupar apenas com as perturbagoes tensoriais.

Usando a métrica 1' ¢é possivel calcular as conexoes Fﬁv e as conexoes perturbadas
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0 Fﬁv como sendo

4.
F?I-:da&'j , F{OI ;(Zj ,
. h] a. 0 hlj k 1 k k k
51“61.:17_5;11,1 ’ 51“1.1.:7 , 5Fij:§<hi RS =Ry > : (4.25)

Pode-se calcular a perturbacao do tensor de Ricci, lembrando que perturbacoes tenso-
riais tém trago nulo. O resultado é:

5Rij: >

1 ahij . 0 ( hj
+2_az(hik,jk+hjk,ik_hij,kk)‘f’a%—zaag (2—;2) , (4.26)

Perturbando a equagao (12.6) do tensor energia-momento de um fluido perfeito, temos
(STl'j:phij , 5T:35p—5p . (4.27)

onde p e p sado a densidade e a pressao do fluido, respectivamente, e §p e dp as pertur-
bacoes escalares. Como estamos interessados nos modos tensoriais vamos considerar as

perturbagoes escalares nulas.

Perturbando a equacao de campo (3.13)) obtemos

87 1+ )
OR;j = K (57}]' — 3_'_mhijT) — %SF?]' . (4.28)
E finalmente, juntando todos esses resultado, temos:
. AN V2 & 8m (2(l+w)p—2mp

onde V2 = aa—; + g—yzz + g—; e p e p sao a densidade e a pressao do fluido perfeito. A partir

da equacao de campo (3.9) nao perturbada é possivel encontrar que

87 (2(1+w)p —2wp i d*>  _ad
— =2— 44— 2L 4.
i) < 20+ 3 a * a? + ap ’ (4.30)
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usando isso para simplificar a equacao (4.29)) encontramos que

. ¢ a\ . vZo i _adl,
hij"’(a_;)hij_*—[ ) —2(—1—2 ¢:|hij—0 . (4.31)

Passando para o tempo conforme, através da equagao (2.44)), obtemos

(P/ a 5 a" a/2 a(b
hi;+ (<l> 2a hii+ |-V 2L +2¥_2_¢ hij=0 (4.32)

w o

onde significa derivagao em relagao ao tempo 1.

Para resolver esta equacao diferencial sera preciso fazer a seguinte transformacao de

Fourier:

e a(mppy(n) gz
hij(%,m) = \/ﬁl%@/ EE & (k)we ko (4.33)

onde V2h;j = —k?h;j e o tensor polarizagdo S(M(l%) obedece a relacao 8.(.'1)(12)8’7(”)(15) =

2824 §6)(k — p) para os estados de polarizacio ® e ®. Entdo obtemos

" N\ 2 Y,
k2+_+_¢__1(¢;> +“¢]:0 . (4.34)

() () + peay(n) XA a0

Podemos fazer ®(n) = a(n)/#(n) e reescrever a equacio diferencial (4.34) na forma

1oy (M) + 1y (1) [kz - q;(_(;,))} =0 . (4.35)

Da solucao para o fator de escala (4.20]) e para o campo escalar (4.23)) é possivel encon-

trar que )
., T,(,T;) —e NS -1
qq))((:)) =40 —-ms=n<mn (4.36)
\ % nz=m
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onde

234+2w)(1 +2w)

Flo)= (1—20) (4.37)
~ (B3+20)(1+ow)
G((D) - (2+ 60)2 )

e mais uma vez recuperamos a Relatividade Geral quando fazemos @ ir ao infinito.

Mas é possivel também chegar a este resultado de outra maneira. Da equagao (4.15)) e
da lei de poténcia (4.5)) sabemos que

a(n)e<nt , ¢(n)ecnt7 | (4.38)

onde, para o caso da matéria, devemos fazer N — N — M. Entao, substituindo este
resultado na equagao diferencial (4.34) encontramos
2r(r+3s—1)+3(5-1) 1

iy () + By (n) | = = =0 (4.39)

e substituindo os resultados (4.1114.13) obtemos os mesmos resultados que na equagoes
(E354.30).

Para encontrar uma solugao para (4.35]) é necessario fazer algumas transformagoes. Sao

elas:

u(z) = vns(z) (4.40)
z=kn
Para a inflagao temos que
2@+ 9 (2 F(cu)+l =0 (4.41)
Z a2 Zdz glz 1))=0 - .
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Esta é a equacao diferencial de Bessel. Uma das solugoes possiveis é uma combinacao
linear das fungoes de Hankel [16], ,%”v(l)(z) e ,%’(,(2) (z), que podem ser escritas como as
seguintes combinagoes lineares das conhecidas fungoes de Bessel de primeiro e segundo

tipo:

AW (2) = Iy (2) +iNy (2) (4.42)
AP (2) = Ty(2) = iNu(z)

onde v=/F(w)+1/4.

Portanto encontramos que para a inflagao

uikn) = v/ (416" (kin ) + 4267 (kn))) (4.43)

~ . ~ . ~ /!
onde A1 e Ay sao constantes de integracao. Para o caso da radiagao temos que % =0, e
neste caso

w(kn) = By 4 Bye N (4.44)

onde By e By também sao constantes de integracao. E para o caso da poeira encontramos

ulkn) = V1 |CLA) (k(n = Amat)) + G (kM = Amat)| . (4.45)

onde C; e C; s@o constantes de integracao e a = /G(w) +1/4.

4.3 Acao e Hamiltoniana classicas das ondas gravita-
cionais

Para encontrarmos a agao das ondas gravitacionais é necessario perturbar a acao de
Brans-Dicke (3.3]) até segunda ordem no tensor métrico. Para isso vamos dividir a agao

(3.3) em trés partes:
Sep=S+Sn+Sy | (4.46)
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onde
1
- 16z

S = / M —gdx e (4.48)

S / PR/ —gd*x | (4.47)

1 ¢ uor
Sq,:—lm/[w “(p’ }\/—_gd“x , (4.49)

sendo que a primeira parte é a contribuicao geométrica, que esta acoplada ao campo

escalar, a segunda parte é a contribuicao material e por ultimo a contribui¢ao do campo

escalar.

O tensor métrico covariante com perturbacoes de primeira ordem e o tensor métrico

contravariante com perturbacoes de segunda ordem podem ser escritos como

guv =8&uv+Huv
gtV = ghv _HHY L gROY (4.50)

onde goo = —1, §ij =da*(t)5;j e

H,-j:az(t)hl-j ,
_ ) hikhj
HlkH]k:aZ—(t)k : (4.51)

Note que a diferenga entre a métrica utilizada aqui e a métrica (2.46)) nao estd apenas
no termo de segunda ordem, mas também se fez h;; — a*h; ;. Esta maneira de escrever a
perturbacao da métrica é a mais comum na literatura, além de ser conveniente daqui em

diante. Para ficar claro, tomemos a métrica (2.46]):

ds? = —d? + (a* (1) 8 + hij) d'dx’ (4.52)
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entao fazemos h;; — a’h; j para obtermos
ds? = —dr* + (a2(1)5,'j +a2h,-j) dxidx/ = a® [—dnz + (5,']' —|—hl‘j) dxidxj] , (4.53)

onde 1 é o tempo conforme, que esta relacionado com o tempo césmico ¢ da maneira como

é descrito pela equagao ([2.44)).

Usando as defini¢oes anteriores, podemos calcular

V—g=+v— 1l 58 P Hep ——gaﬁgmHaxH/s + g P HugHyo| (4.54)
onde g e g sao os tracos de gyy e guv.

Como queremos estudar apenas as perturbacgoes tensoriais é possivel mostrar que os
termos Sy e S, da acao de Brans-Dicke sao nulos em segunda ordem. O termo restante
¢ idéntico a Relatividade Geral, exceto pela presenga do campo escalar ¢ () no lugar do
inverso da constante de Newton. Portanto, temos que a acao das ondas gravitacionais
é [7]:

S = o / o(n g AuhiduhiT) dx (4.55)

que, usando o tempo conforme, pode ser escrita como
1 iy -
Soe =y [ 9 (A 8y ) (4.56)

w !ow»

onde significa derivagao em relagao ao tempo conforme 7.

Entao escrevemos

L
h=vier Y &8 @) (4.57)
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que ¢ diferente de (4.33)) devido a diferencga entre as métricas (4.24) e (2.46]). Substituindo
a equacao (4.57) na agdo das ondas gravitacionais resulta em

g 1 g2 D% 9 y/05) _ iy (),
sgg):_E/dnd%((u’())2+—(u(>)2—2—u”u’<)—5’#5)#7(1)) , (4.58)

para cada estado de polarizacao, onde ® = a/¢ e sendo que a acgao total é a soma dos

dois estados de polarizacao. Daqui em diante vamos escrever simplesmente L.

Das equacgoes de Euler-Lagrange

2.2L) 2.2y
aug — 0y WZ) =0 (4.59)
é possivel encontrar
q)//
u+ (—V2 — E) u=0 , (4.60)
onde
1 CI)IZ / B
D%(;) =3 ((u')2+Euz—Zauu’—B’Ju7iu,]—> . (4.61)

Para o caso de % (% ,le> = 0 encontra-se a densidade Lagrangeana equivalente [7]

1 i ..
KR -3 ((u’)2 i 5”u,iu,j> : (4.62)

Com isso podemos calcular as fungbes Hamiltonianas a partir das densidades Lagran-

geanas ,,2”0(; ) e ,,%(g ). Para isso devemos calcular os momentos conjugados, dados por

ozl @’
¢ )
0%,
n= 9H§ =—u . (4.64)
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E lembrando que a densidade Hamiltoniana é dada por

H=nu'—%,, , (4.65)
encontra-se que
gl _ 1 By | #2 L ij
og = —= X | —=2—uf+0"uin (4.66)
2 o
Hi; =——/d3 [ u 24+ 6Yu, uj} : (4.67)
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Capitulo 5

Perturbacoes tensoriais quanticas

5.1 Quantizacao canonica

Como ja foi dito anteriormente, para quantizarmos a Hamiltoniana de um campo deve-
mos fazer com que o campo e seu momento conjugado se tornem operadores na descri¢ao

de Heisenberg da mecanica quantica, de forma que para a teoria de Brans-Dicke
(2) . 3 0 SUN L
Hog og - d’x ,LL + O I ) (51)

e devemos também impor novamente a relagao de comutacgao entre os operadores de campo

e o momento, dada por

@), 2Fm) =8 (x-3) | (5.2)

onde fizemos i = 1.

Expandindo o operador de campo e o momento conjugado em Fourier, temos

- &k (e FF 1t (m) e
‘LL:2 27[ 3/2 )e l X+ k(n)el xi|
"= 2/ (2m) 3/2 )‘/’_ik'ui(")eikﬂ ! (5:3)

o8



CAPITULO 5. PERTURBACOES TENSORIAIS QUANTICAS

substituindo na relagdo de comutacao (5.2) encontramos

d3kd3 A1 —i(kX+gy At AT i(kREGY
4// o Az e i(k3+q5) 4 [ g (7} el x+qy)} +
d3kd3 (535 i(k7-37
4// A;':| e—l(k.x—q.y) + [ﬂ]%-)ﬁq} el(k‘x—q.y)}:i5(3)()—é_)7) 7 (54)

lembrando que podemos escrever

Lo (R S
5(3)(x—y):/We D) (5.5)

Assim, para que a relagdo de comutagao (.4]) seja valida, as componentes da expansao

em Fourier devem obedecer a

q) , (5.6)

A A

onde [l = u =7

Substituindo os operadores ((5.3) no Hamiltoniano (5.1)) e fazendo uso da relagao (5.5)),

sO que dessa vez no espaco dos vetores de onda, encontramos

"
3k At At 2 PP P N
Og ___/d { ziLk 7Lk %>+<k ——)( z k"’“ﬁ;j %)} : (5.7)

Sabemos que na representacao de Heisenberg da mecanica quantica a evolugao temporal
de um operador como fI ou &, por exemplo, é dada pela equacao de Heisenberg, que neste

caso sao dadas por

m':[g, 25?] e m’:[ﬁ, Ao(?} . (5.8)
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A primeira destas equacoes resulta em

que é a mesma relacao existente entre o campo classico e o seu momento conjugado. Da

equacao de Heisenberg para o operador momento, temos

q)//
Al 2 ~

Combinando os dois resultados, vemos que o operador de campo obedece a mesma

evolugao temporal que o campo classico, ou seja
(1)//
~ 2 ~
'+ [k _E} fi=0 . (5.11)
A solucao geral é do tipo

‘ﬂ% = aA%(nO)fk(n) +&i%(n0)flj(n)

i = ag(mo)ax(m) +a" _(1o)gi(n) (5.12)
onde
) (I)//
fi=—8 . &= [k —g] fe (5.13)

e No ¢ um tempo fixo qualquer.

Usando o resultado anterior, a relagao de comutagao (5.2)), e a expansao de Fourier dos

operadores de campo e momento conjugado, encontramos que

figk —g&rfy =i (5.14)
desde que a relacao
[&z,dﬂ —§0G-3) | (5.15)
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seja satisfeita.
Devido a relacao f] = —gx, encontramos
ffe—hfl =i (5.16)

que nada mais é que o Wronskiano de fy(1) e sua complexa conjugada f;(n).

5.2 Estados coerentes

Podemos também quantizar as ondas gravitacionais na teoria de Brans-Dicke definindo,
assim como se faz para o oscilador harmonico e outros sistemas andlogos, os operadores

criacao e destruicao

N T N Y
iy = E(uzﬂLg”z) A= 5(%77@) : (5.17)

E conveniente escrevermos

5 1 ot
. a%"’“,} R k. o
==t R 5((17(‘—6177{,) . (5.18)

Como na segao anterior, precisamos quantizar a hamiltoniana (4.66)), de maneira que
N 1 o TP
Al = —3 / dx [ﬂz — g (Ar+R[) +5”u,iu,j} : (5.19)

onde suprimimos o til do momento conjugado, lembrando que, para este caso, T = u’ —

% W. Substituindo neste hamiltoniano a expansao 1} e os operadores 1} temos

aly ——l/d3k {k (MM&* a ) ¥ (a*&* —aza )] (5.20)
8 T 75 k% k * k" —k ’ ’
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Usando a equagao de Heisenberg para os operadores d; e at o encontramos

AT
da- @' da' - @
E A At kAt n
E =ik z+ a y dn = —lkdi%—F Ea% . (521)

Podemos escrever a solugao geral deste sistema como sendo

az(n) = ur(n)az(no) +Vk(n)di;;(no)
"m) =vi(m)ag(no) +u(ma’ L (no) (5.22)

onde Mg ¢ um tempo fixo e as fungoes ug(n) e vi(N) obedecem

duk . (I)/ % dvk . CI)/ %
E = lkuk + Evk s ﬁ = ka + auk . (523)

As equagoes (5.23) sao as transformagoes de Bogoliubov das ondas gravitacionais na
teoria de Brans-Dicke e ux(n) e w(n) sdo os coeficientes de Bogoliubov. Substituindo

a solucao geral ([5.22) encontrada para os operadores criagdo e destruigdo no comutador

(5.15]), encontramos
el =P =1, (5.24)

COImMo €era esperado .

Substituimos a solugao geral (5.22)) dos operadores criacdo e destruigdo na equagao

(5.18)) para encontrarmos

(ur+vy) ag(mo) + (ug +vk) d*_%(no)

o = , 5.25
i o (5.25)
e comparando com a solugao geral ([5.12)) concluimos que
uy +v;
fe= b (5.26)

V2k
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Podemos também tomar a derivada em relagao ao tempo comével 1 das equagoes ((5.23))

e entao somando a primeira com a complexa conjugada da segunda obtemos

d2 5 "

5.3 Coeficientes de Bogoliubov

Para mais adiante podermos calcular o espectro de poténcia gerado pelas ondas gra-
vitacionais produzidas durante a inflacao, temos antes que definir o estado quantico das
perturbagoes durante a inflacdo. Normalmente assume-se um estado muito particular
como estado inicial, o vacuo de Bunch-Davies. Este vacuo é definido como sendo a au-
séncia de particulas (de acordo com todos os observadores inerciais) no passado distante
(N — —o0), quando o espago pode ser aproximado assintéticamente pelo espago de Min-
kowski [24]. Portanto, expandindo a solugao para valores grandes de k|n| [25] temos

que

2
k||

2

ei(k|n|—%v7r—%7r) +
k||

A

f;fmﬂ)(klnD:\/ﬁ(Al e—“k"'-%w—i’”) . (5.28)

e para que fk(mﬂ) (k|n|) seja nula no passado distante, ou seja, quando 11 — —oo, temos de

fazer A} = 0. Entao, nosso estado quantico é

£ (kn)) = Apy A2 (k) (5.29)

onde %”\,(2) (kn) é a fungao de Hankel. Fazendo uso da relagdo de normalizagao

dfi
dn

d k
%ﬁ— fi=—i | (5.30)

d

e lembrando que o Wronskiano das funcoes de Hankel é

d AN ()
dz

A0 () _ 4

- %(1)(Z) dZ Tz )

A (2) (5.31)
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encontramos que

Ay = %ﬁeie" : (5.32)

onde 6; é um fator de fase.

Somando a primeira das equagoes ((5.23)) com a complexa conjugada da segunda obtemos

nm el L ()
CVakan v\ e

—i dfy | Ji o
e = \/_dn+\/_k(k+ ) , (5.33)

e de acordo com apéndice podemos calcular o niimero de particulas (gravitons) N =

lvi|> produzidas pela expansao do Universo, que é

e AP 2 g AP
N=Ind™ =" (k (cp 2k |an

Como estamos interessados em obter informacoes sobre os primoérdios do Universo,

1
5 - (534)

1o/ dff L dfi
2kcp(f el )—

calculamos o nimero de particulas para k|n| << 1. kn pode ser interpretado como a
razao entre o horizonte comével e o comprimento de onda (comével) da perturbagao [17].
Portanto, a condi¢ao k|n| << 1 significa que o modo em questao é tao grande que ele
nao sofreu nenhuma interacao causal provocada pelas propriedades fisicas do inicio do

Universo. Sendo assim, o limite kn >> 1 significa que o modo é menor que o horizonte.

Para o caso de kn >> 1 encontra-se, das equagoes (5.13)), que gx ~ Fikf; e entao temos

que o numero de particulas é

1 [P\ 1

Para kn << 1 temos que g; ~ —(®'/®) f; e calculamos

1
zvmc|fk|2—5 . (5.36)
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—_— | | k= 1071 m!
4x10% | k%1075 m™! ©=10 2.0%10%!
- w =30 l \
.- - =10
1% 10% | \ w 3.00 » w
x - Relativ. Geral 1.5x10%} | \ - w=130
| \ - - w =300
X Ox t elativ. Gera
Z2x10%) | \ rox102 || \ Relativ. Geral
\
1x10% | N 5.0%x10% |
N AN
\ ~ \ -
- _
0l 0 S
0 2.x107% 4.x107° 6.x107° 8.x107° 0.00001 0 2.x107° 4.x10° 6.x10° 8x107° 0.00001
Inl Inl

Figura 5.1: O nudmero de particulas (gravitons) produzidas pela inflagao na teoria de
Brans-Dicke para diferentes valores de @ e também na Relatividade Geral

em funcdo do tempo comovel N para os vetores de onda k=107 m™! e
k=10~ m~1
k=10m™" k=10"m"!
0.9
\ | e
7
08 AN [
~ 0.745 /
ZOJ w=10 - I I
_ 30 0.7401 | —
0.6 - =300 | - s
Relativ. Geral 0.735 I - w =100 000
05 |
I -- Relativ. Geral
04l 0.730'
0 2.x107% 4.x10° 6.x107° 8.x107° 0.00001 0 2.x107% 4.x10° 6.x107° 8.x107° 0.00001
Inl Inl

Figura 5.2: O mesmo que a figura anterior, mas para os vetores de onda k= 10° m~! ¢

-1
k=10" m~!.
-5
[n|=10 Inl=1
0.76 0.76
0.75 0.75
Z 0.74 7 0.74
0.73 0.73
0.72 0.72
0 2x10°  4x10°  6x10°  8x10°  1x10’ 0 20 40 60 80 100
k (m™) k (nt)

Figura 5.3: O nimero de grdvitons para valores pequenos de @ em dois momentos dis-
tintos.
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Inl=1
0.75} -
0.753
0.752 0.70
- w=10
0.751 0.65 - w =30
> z - w =300
5
0.750 0.60 - w=10¥
Relativ. Geral
0.749 0.55
R VA i ‘ e ) 0.50!
0 2x10° 4x10° 6x10° §x 10° 0 5 10 15 20
K (m™) K (m™h)

Figura 5.4: O mesmo que a figura anterior, mas para valores grandes de @ e para a
Relatividade Geral.

5.4 QObservaveis

5.4.1 Espectro de poténcia

Nesta secao vamos calcular expressoes que futuramente podem ser comparadas com
dados observacionais. Para comegar vamos calcular o espectro de poténcia quantico das
ondas gravitacionais cosmoldgicas. Como vimos anteriormente o espectro de poténcia
é definido como sendo a transformada de Fourier de uma funcao de correlacao de dois

pontos [1], ou seja, para as ondas gravitacionais, temos

01 i) [0) = [ etk g (5.37)

onde Pr(k,m) é o espectro de poténcia.

O processo de quantizagao das ondas cléssicas (4.57)), que transforma o campo escalar

1 em um operador, através da expressao (5.3)), resulta em:

(s) 3
R Viern 1 & (k)dk o
hl()_dn): - — E —/J— ‘I:b s e_lk'x_|_ ek~x , (538)
’ am)\/o(n) T2/ (2m)3? ( K (s) k. (s) )

com o operador [I; escrito como

By = ag(mo) fi(m) +a" (o) fi(n) (5.39)
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onde
(I)”
fi + (k2 - 5) fi=0, (5.40)

que é a mesma equacao diferencial que descreve o comportamento da fungao classica u(n).

Definimos entao o estado de vacuo |0), que é aniquilado pelo operador d;(1o), de ma-
neira que

a0y =0= (0al =0 . (5.41)

Agora ¢ possivel, usando (5.15]), calcular a variancia dos modos tensoriais

—

.. 3 . - =
O G o) = a5 L W)l s (5.42)

Sabendo que o espago € isotropico e usando coordenadas esféricas é possivel escrever

Slne do do XL |fk| fzkrcose 7 (5.43)

O )i 5.m) o) = 4 [ 1 i

-
—

onde fizemos F=X—Y e k-7 = krcos 6. Integrando em 0 e @, encotramos

y K2 | fi|* 2sin (kr)
(3 —
Ol &) 10) = 64 [ 3y B 0= ke (5.44)
Comparando com a equagao ((5.37) temos que
13 | fil®
Pr(k,n) =327~ /i (5.45)

2 a2¢
Da secao anterior sabemos que para a inflacao

b)) = Il A2 ki) (5.46)
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In1=10"¢

1.x 107276

8.x 107277

«6.x107277
4. % 107277

2.x 107277

0 50107 1.0x10® 1.5x10% 2.0x10®
k (m™Y

Figura 5.5: O espectro de poténcia das ondas gravitacionais na teoria de Brans-Dicke
em funcao do vetor de onda para trés valores pequenos de @ em |n| = 10-6.

[gl=1073 [yl=10"5
1.4x107% 7.%x107¢7 Py
w =0,

1.2x 1076 6.x1077 - w=0815
1.x 1076 5.% 10767 Relativ. Geral

~ -67

. 8.x107° 54'“0
6.x 10770 3.x10767
4.x10770} 2.%1077;
2.x1077° - - 1.x1077
oo— — TN\ T . . ) o = ‘
5x10° 10° 1.5x10° 2x10° 0 2x10° 4x10° 6x10° 8% 10°
k (m™) k (m~Y)

Figura 5.6: O espectro de poténcia das ondas gravitacionais na teoria de Brans-Dicke
para dois valores de @ e também para a Relatividade Geral em func¢ao do ni-
mero de onda em |n| = 107>, A figura da esquerda mostra o comportamento
para k <2 X 105 m~! ¢ a da direita para k > 2 X 105 m— 1.

e para argumentos pequenos da fun¢ao de Hankel [25], temos que

%J”(Z)x—irg) 3. ffv@)(z)mFS:) 3. (5.47)
portanto )
i =E0 () o9

onde I'(v) é a fungao especial gama [16,25]. O espectro de poténcia para kn << 1 é dado

por:
_ 8m2PTA(v) K

Prllm) = > o k) (549
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Inl=10-% Inl=10"*

: . 2
5x10° 105 1.5x10° 2x10° 2.5x10° 3x10° 5x10° 10 1.5x10* 2x10% 2.5x10* 3x10*
k (m") k (m'l)

Figura 5.7: O mesmo que as duas ultimas figuras, mas para valores maiores de ®.

Com o auxilio de H = g = alzg—g, é possivel encontrar que
20+1\ 1
= — 5.50
= (Go 1) (5.50)

e entao temos

8M22T2(v) (20+1\'""2 H? [k \**

Pr(k,n) = 3 v) — | — (5.51)

T 200 —1 ¢ \aH
5.4.2 Indice espectral
Agora podemos calcular o indice espectral, através da expressao
dinPr(k,m)
=k ) (5.52)
or— (35 )

ja que estamos interessados no momento em que os modos entram novamente no horizonte,

20—1
20+1

ou seja, quando k = ( )aH . Para darmos andamento ao calculo do indice espectral
vamos introduzir o parametro €, que esta relacionado com a evolucao do parametro de

Hubble H da seguinte maneira

1 dH
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Para o caso da teoria de Brans-Dicke encontramos que

e— 2 (5.54)
C 20+1 '
Desta maneira, temos que
d H? k dH dl
nT—dlkPHQ—)} =2 — —dfi (5.55)
LA o et -G M (gt

Calculamos o primeiro termo do lado direito da equacao anterior da seguinte maneira:

deH
H dk

_ Kk dH dJn|

=2
Hdn| dk

aH=(3551 )k

kdH (din|\ " din|
Hdn \ dn dk

aH=(38°} ) oH=(38 i

mas é possivel, usando a equacao (5.50)), calcular [17]

d 20+1 1 d /1 1
—@((—zw_l)a—ﬂ)‘ _d_k(§)__ﬁ’ (5.57)

a=(8 )k

d|n|

dk

ati—(325))

e juntando as equacoes ([5.56)), (5.57) e (5.53]) temos

L, (20+1) _ding
= 20—1) dink

, (5.58)
aH=(3311 )k

que para o caso de @ — oo e ¢ costante obtemos para o indice espectral o mesmo resultado

[17] obtido para a Relatividade Geral.

De maneira semelhante podemos calcular o termo dependente do campo escalar ¢ na

equagao ((5.58)), tal que

dln¢
dInk

 kdg
=3

 kd¢dn

¢ dn dk

_ kdg (M)ldw

dn dk

TR R -Gy O
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que, com a ajuda das equagoes ((5.50)) e (4.23), fica

20+ 1 4
_ 5 _ 5.60
" 8(2w—1> 201 (5.60)

que novamente se reduz ao resultado esperado para a Relatividade Geral quando fazemos
® — oo, Para finalizar, substituimos a relacao (5.54]) no resultado encontrado acima, e

tem-se que
-8
C 20—1

nr (5.61)

. . .
-10 -05 05 10 15 20

_30|

Figura 5.8: O indice espectral das perturbagoes tensoriais em funcdo do parametro ®.

Usando (5.53) podemos isolar @ e obtemos
2
20="-1, (5.62)

que pode ser substituido no resultado final para o indice espectral, tal que

4
nr = 8—81 — 4e(1—g)! . (5.63)
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Para € pequeno, podemos expandir o termo (1 —€&)~!, para obtermos
nr~—de(l+e+0(e?)) | (5.64)
e retendo apenas os termos de primeira ordem, temos que

nr~ —4¢€ . (5.65)

5.4.3 Densidade de energia

Na secao encontramos a acao classica das ondas gravitacionais. Da equacao (|4.55))

podemos escrever a densidade Lagrangeana das ondas gravitacionais

Ly = %gwaﬂhi Ok (5.66)

e usando a equagao ([2.9) podemos calcular o tensor energia-momento das ondas gravita-

cionais:
1 1 N
(Og)Tuv = —%Z (8ﬂhi_,~8vh’/ — Eguvgo‘ﬂ&ahijaﬁh’J) . (5.67)
Fazendo ©
N
hi=vier Y e | p=H_ (5.68)
Y s:éaa ’ a\/a
encontramos
1
087, = —2¢ (8uh8vh— Eguvgaﬁaahaﬁh> , (5.69)
onde definimos
h=h®=h% . (5.70)
Agora podemos calcular a densidade de energia, encontrando
2
Ploe) = BT, 0= ¢ " + 8" 9ihd;h (5.71)
(0g) 0 2 87 : :
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Para calcularmos a densidade quéantica de energia primeiro fazemos

hosh=-H
a

(5.72)

3

e temos que
(Plos)) = (01p1ag)10) = 5 ({011 0) + (0] V- Vir*[0)) (5.73)

Usando as expansoes (5.3)), as solugoes (5.12)) e a relagao de comutagao (5.15) obtemos

d’k @/ T
(0| 'R |0) 2‘1’/ {\8k\2 < ) fil* — ( )(gkfk +gkfk)} ik ()

’fk|26—i%~(5€—§)

.. 1 3k
0|Vh-Vh*|0) = —
o110 = 3 [ s

Dessa maneira

—

3
& ¢k (5.75)

{Plog)) = a_4/ (27)3

'\ ? @
|gk|* + <k2+ <5> ) fil* — Y (8xfi +8efe)

Assim como fizemos para o espectro de poténcia, devemos lembrar que o espaco é
isotropico. Reescrevemos a equacao acima em coordenadas esféricas e integramos as co-

ordenadas angulares @ e 6, para obtermos

1 [ K2dk @'\ ? P’ 2sinkr
(Plog)) = / 2y lgel*+ ( + (5) ) fil? = (@i +gif) | = — » (5.76)
onde r = |¥—Y|. Tomando o limite ¥ — ¥ calculamos
K2dk @\ 2 L,
(Pog)) = el By lgkl* + <k2+ (5) > |fil> = 3 8kfi +8rfi) (5.77)
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Podemos calcular

d{P(og)) k>

dlnk  2m24*

q)/ 2 CI)/
|gk|* + (k2+ (5> ) fil* — Y (gefi +fige) | (5.78)

e entao definimos a densidade relativa de energia das ondas gravitacionais:

1 d<p(0g)>
Qpg)(k; ) = oo dink (5.79)
ou seja
875(})71 k3 2 2 CI)/ ? 2 CI)/ * *
Q(og)(kﬂ?)zﬁm k" + [ &+ ey |kl _E(gkfk + fx&k) (5.80)

Para os modos que estao completamento dentro do horizonte, ou seja, para kn >> 1

temos que gy &~ Fikf; e entao calculamos que

8k ) 1 (@
Q(og)(k,n)NWm! <1+m<6>> , (5.81)

que podemos reescrever em funcao do espectro de poténcia:

K2 1 (@
Q) (k1) ~ WPT (1 Tz (5) > : (5.82)

Para os modos que estao completamente fora do horizonte, ou seja, para kn << 1 temos

/
que g ~ —% fx e encontramos

8Tk

2
N ———— , 5.83
672 HS pa* /i (583)

'Q'(og) (ka 77)

que também pode ser reescrito em funcao do espectro de poténcia, e portanto encontramos

2

Q k ~—— Pk 8’4
(Og)< ’n) 24H§a2 T( 7”) I (58 )
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Iy|=10-¢
1.2 x 107286
1.x 107286 - w=06
_287 - w = 0.6001
L 8.x10 |
& == w=0.6002
% 6.x1072%7
4.%x 107287
2.x1072%7
0
0 1x107 2x 107 3x107 4x 107 5x107
k (m™)
—10-4
[7|=10"¢ In|=10
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Figura 5.9: A densidade relativa de energia das ondas gravitacionais na teoria de Brans-
Dicke em func¢ao do vetor de onda k para valores pequenos de @ e com o
tempo fixo.

notando que quando os modos entram novamente no horizonte, ou seja, quando k = aH,

a densidade de energia é proporcional ao espectro de poténcia.
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3.5%107°
3.x107°
2.5%x107°

[7]=10"%

©w=06.0
w=6.1
w=62

@
C,,'= 2.x107° Relativ. Geral| /
= 15%107
1.x107°
5.x10710
0
5x10° 10° 1.5x10° 2x10°
k (m'l)
k=10* m™!
8x107*
w=3.0
6x1074 w=3.1
B w=32
=] . Relativ. Geral
= 4x10”
2x1073

1073

7x1073

2.x1078

1.5%x 1078

1.5%107°

1.x107°

Oy,

5.x10710

5x10° 10" 1.5x10" 2x10*

k (m™)

k=102 m™!

w=3.0
- w=3.1
- w=32
Relativ. Geral

5%1073 1072 1.5%x1072

Inl

2x1072

Figura 5.10: Na parte superior as duas imagens mostram a densidade relativa de energia
das ondas gravitacionais na teoria de Brans-Dicke para trés valores de @
ligeiramente diferentes e também para a Relatividade Geral em func¢ao do
vetor de onda k com o tempo fixo, e na parte inferior a densidade relativa
de energia em fungao do tempo |n| para dois valores fizos de k.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Iniciamos o presente trabalho fazendo uma revisao da teoria da Relatividade Geral.
Encontramos as aproximacoes de campo fraco e as solugoes cosmoldgicas de base. De posse
destas solucoes estudamos as perturbacoes tensoriais na sua forma classica para depois as
quantizarmos, e encontramos o nimero de particulas e parametros observacionais como o

espectro de poténcia e a densidade relativa de energia das ondas gravitacionais.

Em seguida introduzimos uma das mais antigas e conhecidas modificagoes da Relati-
vidade Geral, a teoria de Brans-Dicke [3]. Nela a constante gravitacional é substituida
pelo inverso de um campo escalar que estd acoplado a geometria do espago-tempo. En-
contramos as solucoes lineares de campo fraco e vemos que neste caso a modificacao da
Relatividade Geral se da através de uma redefinicao da constante gravitacional local, que
¢ escrita em termos do parametro @, que é, na acao de Brans-Dicke, uma constante de
proporcionalidade adimensional na Lagrangeana do campo escalar. Através das solucoes
lineares de campo fraco é possivel ver que os resultados encontrados na teoria de Brans-
Dicke podem ser aproximados aos encontrados na Relatividade Geral fazendo @ muito

grande.

Estudamos também uma transformagao conforme que deixa as equagoes de campo da
teoria de Brans-Dicke com uma forma parecida aquela da Relatividade Geral, onde a

constante gravitacional permanece constante e o campo escalar é transformado em um
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campo de matéria. Esta passagem do referencial de Jordan para o referencial de Einstein

¢ interpretada por Dicke como uma transformacao no sistema de unidades [21].

No capitulo 4 encontramos as solugoes cosmoldgicas de base na teoria de Brans-Dicke
considerando um Universo plano com a escala variando no tempo e constituido de um
fluido perfeito barotrépico, sendo que este Universo passa primeiro por uma fase inflacio-
naria, depois uma fase radiativa e em seguida uma fase dominada por poeira. Mais uma
vez podemos encontrar neste modelo os mesmos resultados que encontramos na Relati-
vidade Geral fazendo o parametro @ tender ao infinito para os casos inflacionarios e da
poeira. Para o caso radiativo as solucoes nao dependem do parametro @ e portanto sao
idénticas aos da Relatividade Geral, o que mantém inalterado um dos melhores resultados

da cosmologia, que é nucleossintese primordial.

Ainda no quarto capitulo perturbamos as equacoes de campo para encontrarmos as
perturbagoes tensoriais classicas. Comparando a equacgao diferencial que descreve o com-
portamento das ondas gravitacionais cosmoldgicas na teoria de Brans-Dicke com a encon-
trada na Relatividade Geral é possivel ver que o resultado da Relatividade Geral se reduz
ao de Brans-Dicke fazendo a(t) — a(t)\/¢(z). Usando a agdo de Brans-Dicke encontra-
mos também a acao classica das ondas gravitacionais, para em seguida encontrarmos as

Lagrangeanas e as Hamiltonianas.

No quinto capitulo quantizamos as ondas gravitacionais através do procedimento cano-
nico para campos e, em seguida, usando a descricao de estados coerentes e as trans-
formagoes de Bogoliubov (ver apéndicie foi possivel calcular o nimero de particulas
(grévitons) produzidas pela expansdo do Universo. Na figura podemos ver que du-
rante a inflagao o nimero de gravitons cai rapidamente com o tempo, que a producao de
particulas é maior para comprimentos de onda grandes e que o resultado encontrado no
nosso modelo se aproxima da Relatividade Geral para @ >> 1. Da figura ([5.2)) vemos que,
além da producao de particulas ser muito baixa para comprimentos de onda pequenos,

o nimero de gravitons se aproxima assintoticamente com o tempo do valor 3/4 e que o

78



CAPITULO 6. CONSIDERACOES FINAIS

nosso modelo se aproxima lentamente do modelo descrito pela Relatividade Geral quando
tomamos valores grandes de @. Na mesmo figura podemos ver que as curvas para @ = 300
e ® = 100000 nao sao muito diferentes e que o valor minimo do nimero de particulas na
Relatividade Geral é bem menor que o do nosso modelo. Ja pelas figuras vemos
que para tempos fixos o niimero de particulas diminui mais rapidamente conforme diminui
o comprimento de onda e que, apesar das curvas se aproximarem do comportamento das
curvas na Relatividade Geral, o nimero minimo de gravitons na teoria de Brans-Dicke é
maior que o da Relatividade Geral mesmo para valores muito grande de @, como @ = 10%,

por exemplo.

Ainda no capitulo 5 calculamos os parametros que futuramente podem ser comparados
com os dados observacionais para melhor entendermos o nosso modelo e vermos o quao
robusto ele é. Comecamos calculando o espectro quantico de poténcia, que em sua forma
geral é bem parecido com o da Relatividade Geral se substituirmos o inverso do campo
escalar pela constante gravitacional. Das figuras e vemos que para tempos
fixos o espectro de poténcia em funcao do nimero de onda cai rapidamente para depois
voltar a crescer e que quanto maior o valor de @ mais rapida é essa queda, além do valor
minimo do espectro de poténcia também aumentar com @ e com o tempo. Ja da figura
(5.6)) podemos ver que, diferentemente dos resultado obtidos no sistema solar e do niimero
de particulas, podemos aproximar o comportamento da Relatividade Geral apenas para

valores pequenos de ®@.

Em seguida calculamos o parametro € da inflagao. A condigao necessaria para que a
inflacao ocorra é € < 1. Na teoria da Relatividade Geral, usando a constante cosmolégica
como modelo de inflacao encontra-se que € = 0. J4& no nosso modelo encontramos o
parametro € dependente do parametro @ da teoria de Brans-Dicke. Em modelos em que
um campo escalar auto interagente é a fonte da inflagao, € varia com o tempo e o periodo
inflaciondrio termina quando € ~ 1 [1]. Em nosso modelo € =1 quando @ =1/2 e a

inflacdo acontece se @ > 1/2 (e < 1).
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Calculamos o indice espectral e vemos que, mantendo o indice espectral escrito em
fungao de € e w, o resultado encontrado em nosso modelo é o mesmo da Relatividade

Geral quando @ se aproxima do infinito, ou seja
nr ~ —2¢ . (6.1)

Como calculamos € em funcao de @ podemos escrever o indice espectral em fungao apenas

de o (equagao (5.61))) e concluimos que quando @ — oo
np~0 . (6.2)

Finalmente encontramos a densidade relativa de energia das ondas gravitacionais, e das
figuras (5.945.10]) vemos que a densidade em funcao do nimero de onda k (com o tempo
fixo) decresce até atingir um minimo e depois voltar a crescer, e que quanto maior o
valor de w, mais rapidamente a densidade decresce, a0 mesmo tempo que o valor minimo
cresce com @. Diferentemente de muitos casos anteriores (nimero de particulas e indice
espectral, por exemplo) o comportamento do nosso modelo se aproxima do comportamento

descrito pela Relatividade Geral apenas para @ < 10.

Dando continuidade ao trabalho aqui apresentado pretendemos estudar as perturbagoes
escalares de origem quantica na teoria de Brans-Dicke, sendo que para o caso das per-
turbagoes de densidade ja existem dados observacionais com os quais podemos analisar o

nosso modelo.
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Apeéendice A
Transformacoes de Bogoliubov

Considere um campo escalar ®(X), descrito pela equagao diferencial
O®(X) =0 (A.1)

que é parecida com a equagao (4.60)) obedecida por nosso campo . Definimos, entao, o

produto interno [24]

(P, D) = —i/ (@19v D5 — Iy P 1D3) /—grdZV | (A.2)

onde dXV = nvd¥L, dX é o elemento de volume da hipersuperficie tipo espago £ e n¥ é um

vetor ortogonal a hipersuperficie X.

Existe um conjunto completo de fungoes u;(X), solugoes de (A.1]), que sdo ortonormais,
ou seja
(u,-,uj) = 51" s (I/t;-k,btj-) = _6ij > (ui,u}f) =0 . (AS)

Portanto, podemos expandir ®(X) e também adotar uma relagao de comutagao tal que

i

[dhdﬂ =5 (A.4)
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onde o estado de vacuo |0) é aniquilado por d;, ou seja, d;|0) = 0.

Considere também um segundo conjunto ortonormal de solugoes i;(¥). Expandindo &
neste segundo conjunto temos

(A.5)

e definimos um novo estado de vacuo }(_)>, de maneira que a; }O> 0

Como os conjuntos u;(X) e #;(X) sdo completos, podemos expandir um em fungao do

outro, ou seja
(A.6)

i =) (i + Bjiniy) i =) (oGt — Bjt)
i J
Esta expansao é conhecida como transformacao de Bogoliubov e @;; e B;; sdo os coefi-

cientes de Bogoliubov. Através do produto interno, temos que
(A.7)

Bij=—(@uj)

oji = (ﬁj,ui) ;

e entao podemos obter
(A.8)

a=Y (Go+dBr) o & =Y (aog-alp;)
J l
Através da condicao de comutacao entre d@; e d;, encontramos que os coeficientes de

Bogoliubov devem obedecer a seguinte relacao
(A.9)

Y <ajia;k - ﬁjkﬁfi) = Oix

J

Como consequéncia temos que, para o caso de fB;; # 0, o estado ‘O> nao ¢ eliminado

pelo operador @;. Portanto podemos calcular o nimeros de particulas no vacuo do modo
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u; contidas no modo i}, que é

N=(0

ala;|0) =Y |Bal* - (A.10)
J
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