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Resumo

Nesta tese investigamos como o TeVeS se comporta quando a razao entre a densidade
de energia p; e p; ¢ constante no referencial de Einstein, onde ps 4 p1 = pes ¢ a densidade de
energia efetiva no referencial de Einstein. Verificamos que o TeVeS ¢é capaz de geometrizar
a matéria escura no referencial fisico, eliminando desta forma a matéria escura. Em seguida
realizamos procedimento semelhante nas teorias escalares tensoriais, ao mantermos a razao
entre a densidade de energia da matéria e a densidade de energia do campo constantes no
referencial de Einstein. O resultado prediz a existéncia de uma energia escura geometrizada
e, portanto nao é necessario uma nova forma de energia permeando o universo a fim de
explicar a aceleragao do universo. A terceira parte trata da possibilidade da existéncia
de densidade de energia negativa no universo. O nosso modelo, que inclui uma constante
cosmolbgica e um campo escalar, é confrontado com dados de supernovas tipo Ia e de
2dFGRS. O resultado prediz que é possivel existir densidade de energia negativa tanto para
o campo escalar quanto para a constante cosmologica, porém nao permite densidade de

energia negativa para a matéria.
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Abstract

In this tese we investigate the behavior of TeVeS when the the ratio between the enegy
densities py and p; is constant in the Einstein frame, where ps+p; = pey is the energy density
efective in the Einstein frame. We have verified TeVeS can geometrize the dark matter in the
physical frame, eliminating the dark matter. Then we used a similar procedure in the case
of scalar-tensor theories, preserving the ratio constant between the matter energy density
and the field energy density in the Einstein frame. The result predict the existence of
geometrized dark energy , then it is not necessary a new kind of energy filling the universe
to describe the universe acelaration. The third part deal with the possibility of negative
energy density filling the universe. Our model with cosmological constant and sclar field is
compared with supernovas types Ia and to the 2dFGRS data. The result show that it is
possilble to exist negative energy density for the scalar field as well as for the cosmological

constant, but it does not allow negative energy density for the matter.

v



Sumario

1 INTRODUCAO GERAL 3

2 MATERIA ESCURA E ENERGIA ESCURA 5

2.1 MATERIA ESCURA . . . . . . . o 5

2.1.1 INTRODUCAO . . . . . . . . 5

2.1.2 MATERIA ESCURA EM GALAXIAS . .. ... ... ... ..... 7

2.1.3 MATERIA ESCURA EM AGLOMERADOS DE GALAXIAS . ... 12

2.14 FORMACAO DE ESTRUTURAS . . . . . . ... ... . ..., 13

2.2 ENERGIA ESCURA . . . . . . s 21

221 ACDM . ... 22

222 QUINTESSENCIA . . . .. ... i 24

2.2.3 K-ESSENCIA . . . . . . . . 26

224 CAMPO FANTASMA . . . . . . . . o, 27

225 GAS DE CHAPLYGIN . . .. ... .. ... .. ... .. .. ..., 29

2.2.6 MODELO BRANAS . . . . . . 31

3 TEORIA ALTERNATIVA DE GRAVITACAO 33

3.1 PARADIGMA MOND . . . . . . ... 33

3.2 AQUAL . . . . 36

3.3 TEORIAS RELATIVISTICAS . . . . . . . . . . o .. 38
3.3.1 REQUISITOS PARA UMA TEORIA RELATIVISTICA TIPO

MOND . . . 38

3.3.2 REFERENCIAL DE JORDAN E REFERENCIAL DE EINSTEIN . 39

34 RAQUAL . . . . . 41

3.5 PCG . 42

3.6 TEORIAS COM TRANSFORMACAO DISFORME . . . . ... ... .... 42

3.7 TEVES . . . . 43



3.7.1 FUNDAMENTOS DO TEVES:. . . . ... ... ... ... ..... 45
3.7.2 EQUACOES COSMOLOGICAS DO TEVES . . . ... ....... 57
SOLUCAO DE POTENCIAS NO TeVeS 63
41 INTRODUCAO . . . . . . 63
4.2 DESCRICAO ALTERNATIVA DE DUAS COMPONENTES . . ... ... 64
4.2.1 DENSIDADE DE ENERGIA E PRESSAO NO REFERENCIAL DE
EINSTEIN . . . . . . . 72
4.3 IMPLICACOES DA FUNCAO F . . . . . . . . oo, 73
4.4 DINAMICA NO REFERENCIAL DE JORDAN . . . . .. ... ... .... 75
45 PARAMETRO DESACELERACAO . . . .. ... ... .. ... ...... 79
4.6 MEIO COSMICO . . . . . . ., 81
4.7 DISCUSSAO . . . .o, 84

SOLUCOES DE POTENCIA E EXPANSAO ACELERADA EM TEO-

RIAS ESCALARES TENSORIAIS 85
51 INTRODUCAO . . . . . . . 85
52 DINAMICA BASICA . . . . . . e 86
5.3 DESCRICAO DE DUAS COMPONENTES . . . ... ... ......... 88
5.4 SOLUCOES NO REFERENCIAL DE JORDAN . . . ... ... ...... 94
5.5 O MEIO COSMICO . . . . . oo s 99
56 OBSERVACOES . . . . . . . .. . 102
5.7 CONCLUSAO . . . . o 104
ENERGIA NEGATIVA 106
6.1 INTRODUCAO . . . . . . . 106
6.2 DOIS FLUIDOS SEM PRESSAO . . . . . . . i 107
6.3 INCLUINDO A CONSTANTE COSMOLOGICA . . . ... ......... 110
6.4 EQUACOES PERTURBADAS NO CALIBRE SINCRONO . .. ...... 111
6.5 ANALISE DO ESPECTRO DE POTENCIA E DADOS DE SNIA . . . . . . 114
6.6 DISCUSSAO . . . o o 119
CONCLUSAO 121
APENDICE 123

8.1 TEOREMA VIRIAL . . . . . . . o 123



Capitulo 1
INTRODUCAO GERAL

A primeira teoria séria de gravitagao foi proposta por Newton, e no inicio do século
passado, Einstein propos a relatividade geral. A teoria obteve grande sucesso por estar em
acordo com varios experimentos. Vérios outros modelos surgiram nos tltimos 100 anos a
fim de generalizar a relatividade geral ou até mesmo confronta-la. O modelo padrao ACDM
consiste em adicionar uma constante cosmologica a equagao de Einstein original. O modelo
¢ de grande aceitacao, pois é capaz de prever a aceleragao do universo a partir de um
efeito antigravitacional promovido pela constante cosmoldgica. A constante cosmologica é
responsavel por uma forga repulsiva proporcional a distancia [1] ao contrario da gravitacional
e, por isso é capaz de acelerar o universo. Segundo dados da anisotropia da radiacao de
fundo e de supernovas tipo Ia, a matéria contribui com €2, = 0.25, e a energia escura com
Qpr = 0.75. Apesar de suas vantagens, o modelo apresenta também pontos fracos, como

0123

por exemplo, o valor predito para a constante cosmologica é cerca de 1 vezes o valor

observado % ~ 107*"GeV*. Um valor pequeno de A garante que o universo comecou
a acelerar recentemente, dando origem ao problema da coincidéncia. Além do mais uma
quantidade de matéria escura fria (CDM) nunca foi detectada.

Teorias mais gerais que a relatividade geral podem se apresentar na forma de teorias
escalares tensoriais. O modelo inicial dessas classes de teorias é a teoria de Brans-Dicke.

As teorias f(R), que podem ser reformuladas em uma teoria escalar tensorial através da

df (R)
dR

caso particular em que f(R) = R. Mostraremos que as teorias escalares tensoriais podem

relacao ¢ = podem explicar a aceleragao do universo. A relatividade geral seria um
explicar a aceleracao do universo a partir de uma modificacao da gravidade ao invés de se
introduzir uma nova forma de energia.

Um dos problemas da cosmologia diz respeito as curvas planas de rotagao de galéxias.



E observado que na regido exterior da galéxia, a velocidade das estrelas sdo praticamente
as mesmas. Isto nao estd em acordo com o modelo que se baseia na dindmica Newtoniana e
somente na matéria visivel. Neste modelo as estrelas mais afastadas devem possuir veloci-
dade menor do que as estrelas mais proximas do centro galdtico, o que estd em contradigao
com a observacao. A dindmica Newtoniana é capaz de explicar a existéncia de curvas planas
de rotacao de galaxias através da introdugao de uma quantidade de matéria misteriosa de-
nominada matéria escura. A matéria escura também é capaz de explicar as observadas
lentes gravitacionais. Ela poderia compreender neutrinos massivos, axions, neutralinos etc.
Entretanto, nada até o momento foi detectado. Uma alternativa seria modificar a dinamica
Newtoniana e nao introduzir matéria escura. Milgrom, no inicio dos anos 80 propos um
modelo denominado MOND. O modelo é capaz de prever as curvas planas de rotacao de
galaxias sem introduzir matéria escura. Entretanto, o MOND nao é um modelo relativistico
e, portanto nao pode prever desvios da luz.

Em 2004 [2]|, Bekenstein apresenta uma teoria mais complexa que as escalares tensoriais.
Trata-se de uma teoria relativistica que se reduz no seu limite nao relativistico a dinamica
Newtoniana quando as aceleragoes das estrelas nas periferias das galaxias sao muito maiores
do que ag ~ 1078cm/s?, e a0 MOND quando as aceleragdes siao bem menores do que ag. A
teoria, que é chamada TeVeS e significa Tensor Vector Scalar, possui além do tensor métrico,
2 campos escalares e um vetorial. A teoria também faz previsoes corretas a respeito do
desvio da luz pelas galaxias, se for levado em conta apenas matéria luminosa. Porém, ela
também parece necessitar acrescentar uma quantidade de matéria escura nos aglomerados
de galaxias [3].

Nesta tese se tratard de como o TeVeS e as teorias escalares tensorias se comportam
quando a razao entre duas densidades de energia é postulada como sendo constante. No caso
do TeVeS, a razao entre % é constante, onde py e p; sao densidades de energia no referencial
de Einstein e sao provenientes da equacao de Friedmann. No caso das teorias escalares
tensoriais, ’;—’;l ¢ constante no referencial de Einstein. p,, e ps sao a densidade de energia
da matéria e do campo escalar respectivamente. Por tultimo se discutira a possibilidade
de existir densidade de energia negativa no setor escuro. Enquanto que os dois primeiros
trabalhos estao bem correlacionados, o terceiro pode ser visto como um assunto a parte.
A motivacao para acreditar que possa existir densidade de energia negativa é devido a
questoes tedricas e observacionais. Do ponto de vista tedrico existem modelos que predizem
a existéncia de densidade de energia negativa, como por exemplo certos modelos que tentam
resolver o problema da coincidéncia [4,5]. Do ponto de vista observacional ha indicagoes de

que possa existir densidade de energia negativa. Isto ja acontece no modelo ACDM.



Capitulo 2

MATERIA ESCURA E ENERGIA
ESCURA

2.1 MATERIA ESCURA
2.1.1 INTRODUCAO

Por mais de sete décadas [11] a matéria escura tem sido postulada para explicar as grandes
velocidades de particulas (estrelas e gases) na periferia das galaxias (formando uma curva de
rotagao plana a poucos kiloparcecs do centro, onde 1ps &~ 3 anos luz), mantendo para isso a
gravitagao Newtoniana intacta. A no¢ao de matéria escura vai desde sistemas constituidos
por galaxias anas esferdides com massa aproximadamente de 107 massas solares até grandes
agrupamentos de galaxias detentoras de massa na faixa de 10'* massas solares [2,12].

De acordo com as medidas de supernovas tipo IA e da anisotropia da radiacao de fundo,
cerca de 1/3 da densidade de energia do universo deveria estar na forma de matéria escura
e baridnica e os outros 2/3 em um universo plano seria devido a uma componente pouco
conhecida denominada energia escura [4,25]. Em um universo plano, a contribui¢ao da
densidade de energia da matéria bariénica seria aproximadamente 5% e a da nao barionica
25%. A maior parte da matéria nao visivel estaria na forma nao bariénica. Inicialmente
supods-se que toda matéria escura estaria na forma de neutrinos, entretanto hoje é sabido que
isso nao seria possivel se sua massa estiver em torno de 0.05 eV; neste caso a razao entre a
densidade de energia dos neutrinos e a densidade de energia total do universo para curvatura
nula ¢ dado por €2, = ’;—Z ~ 1073 [19]. Se a matéria escura fosse composta de neutrinos

apenas, a massa dos neutrinos deveria estar em torno de 30 — 70 €V para valores razoéveis



da constante de Hubble. Experimentos realizados por Mains e Troisk [13| mostraram que o
limite maximo para a massa dos neutrinos seria de aproximadamente 2.2 — 2.5 eV. Por este
ponto de vista, os neutrinos nao poderiam ser a componente dominante da matéria escura.
Segundo a referéncia [19], o universo seria bem diferente do observado caso os neutrinos
dominassem a matéria escura.

Historicamente a idéia de matéria escura surgiu em 1933 quando Zwicky [1] percebeu
que as velocidades das galaxias individuais dentro do aglomerado de Coma era grande, e este
aglomerado s6 poderia estar gravitacionalmente ligado se a massa total do aglomerado fosse
superior a soma das massas das galaxias individuais. Parte da matéria nao luminosa nos
aglomerados de galaxias estaria em torno das galaxias, regiao denominada halo, enquanto
que outra parte estaria distribuida em outras regioes.

Ao se observar o grafico da velocidade de uma particula teste (estrela) em funcao de
sua distancia ao centro da galéxia (geralmente espiral), grafico também chamado de curva
de rotagao, percebe-se que ao invés da velocidade decair nas regioes onde a luz emitida pela
galédxia cessa, ela se torna aproximadamente constante. Isso s6 poderia ser possivel caso
fosse postulado a existéncia de uma componente invisivel de matéria, com caracteristicas
diferentes da baridonica. Por exemplo, a massa bariénica é proporcional ao cubo do raio,
my(r) oc r* admitindo densidade constante, enquanto que a massa nao bariénica seria pro-
porcional ao raio mp(r) o< r a fim de explicar as curvas planas de rotacao de galaxias. Nao
se sabe quase nada a respeito desta componente, e existem modelos que preferem mudar a
gravidade e manter apenas a matéria luminosa das galaxias.

A distribuicdo da matéria escura nas galaxias e nos aglomerados de galédxias é bem
diferente [1]. Nas galdxias a matéria escura aumenta proporcionalmente com a distancia ao
centro. Nos aglomerados de galéxias, a medida do forte desvio da luz por estes aglomerados
indica que neles a matéria escura esta fortemente concentrada em uma regiao central de raio
aproximadamente igual a 0.2 a 0.3 Mpc. A matéria ndao luminosa também pode ser composta
por matéria baridnica nao detectada, ja que podem existir estruturas como planetas gigantes
e estrelas afastadas que nao seriam capazes de emitir quantidade de luz suficiente para serem
observadas. Uma caracteristica da matéria escura nao barionica, é que ela nao interage com
as ondas eletromagnéticas e, por isso nao pode ser detectada observando fétons nas varias
frequéncias. A maior parte da matéria baridnica nos aglomerados de galédxias esta na forma
de gases quentes emitindo raio X [19].

Contudo, nenhuma evidéncia direta foi encontrada para supor a existéncia de matéria
escura, apesar dos intimeros esforcos. A postulacao da matéria escura visa manter a rela-

tividade geral intacta para explicar as lentes gravitacionais e reproduzir as curvas planas de



rotacao de galéxias.

2.1.2 MATERIA ESCURA EM GALAXIAS

As curvas de rotacao de galédxia sao vistas como sendo planas além da regiao dominada
pela matéria luminosa. O problema é explicar porque isto acontece. Se mantivermos a
relatividade geral(G.R) na sua forma original, entdo uma certa quantidade de matéria escura
deve existir em torno das galdxias. E principalmente nas galaxias espirais que as curvas
ficam planas, enquanto que nas elipticas a curva tende a declinar como se fosse composta
por apenas matéria visivel.

Medir a massa de uma galaxia através de métodos dinamicos significa detectar efeitos
gravitacionais da massa desta galdxia de uma forma ou de outra. Pela terceira lei de Kepler

tem-se:
GM(r) = V2r, (2.1)

onde V ¢é a velocidade orbital da particula teste (por exemplo uma estrela ao redor da

galaxia), e M(r) é a massa da galéxia no interior do raio r [18]. Atualmente

Qr = >,Q; = 1, onde ¢ designa cada componente. Na equagao acima ¢ representa a
componente luminosa LU M. Continuando a utilisar a dindmica Newtoniana para além da
regiao visivel, através da medida da linha dos 21 cm emitida pelo hidrogénio neutro, deveria
surgir uma queda na curva do grafico velocidade orbital no eixo y X distancia do centro da
galdzia no eizo z [18,19]. Porém néao é o que os astrénomos observam, isto é, observa-se uma
curva plana a partir da periferia da galaxia, que é justamente onde cessa sua componente
visivel. Entao uma saida foi manter a gravidade convencional e introduzir uma componente
nao visivel de matéria. O resultado foi uma componente com massa cerca de 10 vezes o
valor da massa luminosa, que estaria localizada em torno da regiao visivel da galaxia, regiao

denominada halo. Portanto,
Qp ~0.1. (2.3)

A idéia da matéria escura nas galaxias é capaz de explicar duas questoes. Em primeiro
lugar as mencionadas curvas planas de rotacao baseando-se na dindmica Newtoniana e em
segundo lugar comprender o motivo do forte desvio da luz nas periferias das galédxias a partir

da relatividade geral.



Nas periferias e nas regioes das galaxias espirais onde nao hé mais matéria luminosa,
as medidas sao realizadas a partir da observacao de estrelas raras ou medindo o efeito
Doppler na linha dos 21 c¢m emitido pelo hidrogénio neutro(HI) que se encontra na forma
de gas [12,18]|. A partir dos dados obtidos plota-se o grafico da velocidade da particula
teste em torno da galaxia em funcao da distancia ao centro da galaxia, e o resultado ¢ uma
velocidade relativamente constante da particula teste na regiao onde nao ha mais matéria
luminosa. Introduzindo-se uma certa quantidade de matéria escura em torno da regiao
visivel da galdxia e mantendo-se a dinAmica Newtoniana, obtém-se a observada velocidade
constante na regiao onde a luz da galéxia cessa.

O halo é suposto dominar o campo gravitacional na parte exterior da galaxia, e na
pratica a nogao de halo s6 funciona ap6s um ajuste fino [2]. Também é observado que as
curvas de rotacao comecam a se tornar planas a partir de cerca de 10Kpc do centro da
galaxia. Ainda na regiao plana, a velocidade da particula teste em galdxias espirais é em
torno de 200 — 300km/s [39].
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A partir da gravitacao Newtoniana

mGM (r) _ mV27 (2.4)

72 r

onde m é a massa da estrela, M(r) é a massa da galaxia e V(r) a velocidade da estrela.

Logo, cancelando m obtemos

GM (r)

VZ= (2.5)

Como na regiao plana as velocidades das particulas sao = constantes, entao através da

equagao acima se percebe que a massa da matéria escura é proporcional ao raio M (r) o r.

Logo, a densidade de matéria nao luminosa deve variar na forma
M(r) 1

r3 r2 ’

p X (2.6)

Esta relacao é verdadeira desde que se assuma que a matéria escura esteja distribuida
de forma esféricamente simétrica [12]. Como o campo gravitacional Newtoniano possui a

forma [2]

anl = [V = 17 .7
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entao apds uma integragao, vé-se que o novo potencial gravitacional gerado pela matéria

escura é dado por

@(r) o< In(r) (2.8)
que conduz as curvas planas.

Lei de Tully-Fisher

A lei de Tully-Fisher afirma que a luminosidade do disco da galaxia perto do infravermelho
(banda H) Ly é proporcional & quarta poténcia da velocidade de rota¢ao na regiao plana
da curva (plateau) [12,40]:

Ly o< V2 (2.9)

O fator de proporcionalidade é constante dentro de cada classe morfologica de galaxia [2].
Para galaxias espirais, este fator esta relacionado & razao % ~ 10 — 20% [1, 2], onde
Mg e L correspondem & massa e luminosidade solar respectivamente, sendo que a massa
luminosa de um galéxia tipica gira em torno de 10 M. Esta versao da lei de Tully-Fisher
so foi estabelecida apés o MOND ser enunciado [2], e a luz infravermelha de uma galaxia
provém em sua maior parte de estrelas anas frias que correspondem a maior parte da massa
da galaxia. Surge também uma relagdo de proporcionalidade entre M (massa visivel da
galaxia) e Ly. A lei de Tully-Fisher também pode ser enunciada através da rela¢ao entre a
velocidade da particula teste no plateau (regiao plana) V. e a massa barionica M da galaxia

geradora do campo [20,40]:
M o V2 (2.10)

Devido a luminosidade ser proveniente da matéria visivel, e a velocidade na regiao plana
ser mais fixada pelo halo no modelo de matéria escura, entao a lei de Tully-Fisher requer
um ajuste fino entre os parametros do halo (como velocidade de dispersao) e os parametros
do disco visivel [2]. A equagao (2.10) é uma relagdo entre a massa visivel e a velocidade
de rotacao no plateau, que é devido aos efeitos desta componente visivel. Nesta relagao ¢é
a matéria visivel que fixa a velocidade de rotagao na regiao plana. No entanto, se houver
presenca de matéria escura, a matéria luminosa nao seria a tnica responséavel pelos valores
das velocidades na curva de rotacao e, portanto a lei de T.F. perderia seu sentido. Porém,
a lei de Tully-Fisher ¢ uma lei segura e, por isso um ajuste fino é necessario a fim de tentar

conciliar a postulagao da matéria escura com sua formulagao. No entanto, um ajuste fino na
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regiao de transigao entre os efeitos do disco e do halo implica no aparecimento de um calombo
na curva de rotacgao, o qual nao é observado. Novamente outro ajuste fino é necessario para
evitar o calombo formado [40]. A lei empirica de Tully-Fisher ¢ uma correlagao bem afiada.
Ela também forma a base para um dos métodos mais seguros nas medidas de distancias de
galaxias espirais |2|. Portanto do ponto de vista da matéria escura, a lei de Tully-Fisher é

um mistério [2,40].

2.1.3 MATERIA ESCURA EM AGLOMERADOS DE GALAX-
IAS

Nos aglomerados de galaxias, a massa total detectada por métodos dindmicos, como por
exemplo o teorema virial, indica que a massa total deve ser superior & soma das massas
das galaxias individuais (massa visivel). Segundo a referéncia [39], a matéria predita pelo
teorema virial é cerca de 20 vezes o valor da matéria barionica. Por outro lado, o artigo [12]
sugere que pelo mesmo método, a massa total seria cerca de 5 a 10 vezes a massa observada
nas galaxias (visivel) e gases quentes que emitem raio X, sendo estes tltimos responsaveis
pela maior parte dos barions nos aglomerados [19].

Para que os agrupamentos de galaxias estejam em equilibrio dindmico [1], a energia

cinética e a energia potencial do sistema devem estar relacionados na forma

E
EC+7” =0 (2.11)

que ¢ o teorema virial [1]. E, &~ —GM?/R ¢ a energia potencial de um aglomerado de raio
R, e E.~ 3M < V? > /2 é a energia cinética. O teorema virial também pode ser escrito
como
GM = % (2.12)
<r—t>
onde M é a massa do aglomerado, (< V2? >1/2) ¢ a velocidade média entre as galdxias

1 > & o inverso da distancia

que pode ser obtida através de amostras de redshift e < r~
média entre as galaxias [14,18]|. O teorema virial conecta velocidades peculiares devido a
presenca de inhomogeneidades em escalas r e prediz que a contribuicao da massa total nos
aglomerados, isto ¢, a visivel mais a do halo mais uma terceira quantidade contribuiriam
com aproximadamente 0.1 — 0.2 no valor de €y = 1 [18]. Ao contrario das galaxias, em
que as particulas (estrelas, planetas etc) se movem de forma ordenada, nos aglomerados isso
nao acontece. Ocorre justamente o contrario, as particulas (galaxias ) se movem ao acaso a

partir de uma velocidade peculiar. Esta velocidade corresponde a componente perturbada
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da velocidade total da galaxia, isto é, trata-se da velocidade em relacao ao referencial de

repouso coHsmico.

Em um aglomerado tipico % ~ BOO]\L/‘[—S por [1,14], porém no aglomerado de Coma este
valor cai para % ~ 150 £ 401\5—5 [14]. A massa da matéria escura em torno das galaxias

aumenta de forma proporcional a distancia do centro galatico. Nos aglomerados, a medida
do forte desvio da luz indica que a matéria escura esta fortemente concentrada numa regiao
central. A massa tipica de um aglomerado de galaxia varia de 10 — 10 M, e o de uma
galaxia tipica 10" M. O teorema virial [40] d4 uma estimativa da massa no interior dos
agrupamentos de galaxias, que ¢ muito maior do que a soma das massas das galaxias dos
agrupamentos dando margem para postular a existéncia de matéria escura. Nas tultimas
duas décadas, gases quentes emitindo raio X [12] tém sido encontrado em abundéancia em
varios agrupamentos de galaxias [40]. A partir do teorema virial [12,39]| pode-se fazer uma
estimativa da massa total dentro de um agrupamento de galéxias tipico, e foi observado
que este valor ¢ cerca de 5 a 10 [12] vezes a soma das massas individuais de todas as
galaxias (componente visivel) do aglomerado mais a massa dos gases quentes que emitem
raio X e que também compoem o aglomerado. A medida da deflexao da luz provocada
por varios destes aglomerados indica aproximadamente o mesmo valor da massa predita
pelo teorema virial [12], portanto a massa extra em gés s6 ajudou a resolver o problema da
massa faltante, porém ainda ha uma quantidade nao detectada [12]. A maior parte da massa
barionica nos aglomerados de galaxias esta na forma de gases quentes [19]. Concluindo, os
célculos realizados pelo método dinamico (teorema virial) e pelo desvio da luz ddo o mesmo

valor para a massa faltante. Isto seria uma justificacao a favor da matéria escura [40].

2.1.4 FORMACAO DE ESTRUTURAS

Tratamento nao relativistico

A primeira teoria séria sobre formagao de estruturas foi proposta por Sir James Jeans
no inicio do século vinte. Jeans supds que o universo era preenchido por um fluido nao
relativistico, com densidade de massa p, pressao p, velocidade v e um campo gravitacional
g, governados pelas equagoes da continuidade e de Euler:

9P L T p) =
T + V(pv) =0, (2.13)

— t(OV)T=——+7, (2.14)
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e pelas equagoes abaixo

V x§=0, (2.15)

V.j = —47Gp. (2.16)

Neste modelo, que ¢é estatico, foi suposto que as componentes nao perturbadas p e p fossem
constantes e v = 0. Apds introduzir pequenas perturbagoes pi, p1, U1 € ¢i, encontram-se as

equacoes perturbadas em primeira ordem das relagoes acima:

dp1

oy v2(‘§p1
oL s a 2.18
8t P "‘gla ( )
V x gy =0, (2.19)
V.5 = —47Gp, (2.20)

onde v? ¢ a velocidade do som que ¢ dada por

o_ D1 _ Op
v = — = (=). 2.21
B (5D (2:21)
Todas as grandezas que nao possuirem o indice 1 sao grandezas nao perturbadas. Combi-

nando estas equagoes perturbadas encontra-se:

82:01 252
92 = v;Vop1 +4nGpy (2.22)
cuja solucao possui a forma
p1 o exp(ikT — iwt). (2.23)

Introduzindo (2.23) em (2.22) surge a equagao chamada de relag¢ao de dispersao:
w? = K*v? — 4nGp. (2.24)

Para w = 0 surge,

AnGp 12
= () (225)

onde k; é chamado de vetor de onda de Jeans. w ¢ imaginario para k < k; e neste caso
havera um crescimento exponencial. No entanto se w for real, as perturbacoes oscilarao
como ondas sonoras [8,18] . De qualquer maneira o modelo de Jeans nao serve para explicar

a formacao de estruturas pois ele assumiu um universo estatico. Em 1929 Edwin Hubble
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fez uma observacao fundamental, segundo a qual as galaxias estao se afastando umas das
outras nao importa a dire¢gao que se olhe, isto é, o universo esta se expandindo. Neste caso a
distancia fisica ¢ dada por x; = z.a(t) e o vetor de onda fisico dado por ky = %, onde a(t)
é o fator de escala. A métrica que descreve a expansao do universo é chamada de métrica
de Robertson-Walker e ¢ dada por

dr?

2 2 2

+ r2df? + r? sin? ngpﬂ , (2.26)

onde A é uma constante que pode ser igual a +1, —1 ou 0.

Seja uma esfera de raio A = 2?” Entao a massa total dentro desta esfera é dada por

_ drmma (27T>3 : (2.27)

M=
3 k

onde k = ky e n a densidade do niimero de hidrogénio. A massa de Jeans ¢ definida como

Arnmy (27>
M;= — 2.28
! 3 (k) (2.28)

Como foi visto a tnica maneira de haver crescimentos é para k < kj;, entao s6 havera
também crescimentos para M > M;. Usando a equagao (2.28), a eq. (2.25) para o caso

com expansao e levando em conta o termo de pressao encontra-se:

/2
dmnmpyg < T2 )3

M; = . (2.29

3 G(p+p) )

Levando em conta a expansao do universo a densidade de energia perturbada é escrita

como: L
. i
p1(7 1) = pr() exp (;) , (2:30)

onde 7 é a distancia fisica e ¢ o vetor de onda coordenada. Uma grandeza importante por

ser adimensional é a contraste densidade que é definida como:

s(t) = 20, (2.31)

onde p(t) o< a~3(t) no periodo dominado pela matéria. As equagoes perturbadas da con-

tinuidade e de Euler levando em conta a expansao do universo sao :

Q iq
oL+ 3% + pity <q> ~0 (2.32)
a a
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e
. a V2 iq
G0y _ _vim <Q> L (2:33)
a p a
também existe:
Vxg=0 Vi=—4p. (2.34)

Entao a partir das equagoes perturbadas (2.32), (2.33), (2.34) e de (2.31) surge a importante

equacao

0 +2—0 = —v2 50 + 47 Gpo. (2.35)
a a

As galéxias sao supostas crescer a partir de pequenas flutuagoes presentes na época da
recombinacao. A questao é saber como tais flutuagoes de protogalaxias poderiam crescer
até o presente. Em outras palavras, qual o tamanho que as flutuagoes precisariam ter na
recombinacao para haver possibilidade delas crescerem a ponto de originar as galaxias que
observamos. Medidas da radiagao de fundo sugerem dr ~ 107° em torno de z = 1100 [1].
No caso em que a pressao da matéria se anula, o termo velocidade do som v? = (%ﬁ)adiabtica
se anula também. Consequentemente sem a pressao da matéria, a forca gravitacional pode
agir livremente conduzindo a um colapso. Este seria o inverso do caso de um gas ideal,
onde o termo de pressao é muito maior do que as forgas gravitacionais conduzindo o gas a

aumentar o seu volume. Uma maneira de eliminar também o termo de pressao é supor
_q
kE==<<ky (2.36)
a
ou de forma equivalente M >> M. Por (2.35) e (2.36) obtém-se
5+ 2% — anGps = 0. (2.37)
a

Como no periodo dominado pela matéria p o a% e a o t2/3, entdo a solugao de (2.37) é dada
por
§ o 33, (2.38)

Se k << ky, o termo de pressao na eq.(2.35) nao tem importancia pois o tempo de resposta
da onda de pressao é grande comparado com o tempo de crescimento de § [18]. Neste caso
o termo de pressdao nao tem importancia na eq.(2.35). As protogalaxias comecariam a se
formar em z ~ 1500 [8], enquanto que as galaxias se formariam em torno de z = 1. No
regime linear (§ = %p x a, 6 < 1), o tamanho fisico de uma dada densidade de perturbagao
cresce com a expansao : Ay = a(t)A. Se isso continuasse indefinidamente, entdo o tamanho

fisico de uma galaxia com massa 10'2M, teria hoje um tamanho aproximado de 1.9Mpc, o
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que nao ¢é verdade, ja que o valor tipico é de 30kp. Por isso, a perturbagao passa para um
regime nao linear (0 > 1) em algum momento no passado dentro do periodo dominado pela
matéria [18]. Uma vez que a perturbagao entra no regime nao linear (§ o< a™, n > 3,6 > 1),
ela se separa da expansao, isto €, ela cessa de expandir e se torna um sistema gavitacional
auto-ligado. Entao 1.9Mpc seria o tamanho que uma galéxia teria hoje, caso a perturbagao ¢
nao tivesse passado para o regime nao linear e, portanto nao tivesse se separado da expansao
do universo.

A nocao de matéria escura nao barionica também é capaz de explicar as fortes con-
densagoes que observamos hoje. Caso a matéria total fosse apenas bariénica, nao haveria
como explicar as estruturas observadas atualmente, pois nao haveria tempo suficiente desde
o desacoplamento até hoje para elas se formarem na maneira como sao vistas. A partir
de experimentos com a radiacao de fundo, as perturbagoes na época do desacoplamento
(z &~ 1100) teriam um valor 6z ~ 1075. Como hoje § > 1, o modelo da matéria exclu-
sivamente barionica, sem a presenca de matéria escura nao baridnica, exigiria dp ~ 1073,
valor em contradi¢gao com a observacao, a fim de explicar as fortes condensagoes que ob-
servamos hoje. Por outro lado, no modelo nao baridnico, a auséncia de acoplamento entre
matéria escura nao baridnica e radiagao conduziria a um crescimento das estruturas muito
antes do desacoplamento. Desta forma, apoés os barions se livrarem da pressao da radiacao
(desacoplamento), eles poderiam colapsar muito mais rapidamente em comparagao com o
modelo exclusivamente barionico, devido a atracao gravitacional da matéria escura nao bar-
ionica ja desacoplada. Em resumo, um universo com matéria escura nao barionica pode
originar as estruturas observadas hoje, a partir das pequenas flutuagoes iniciais observadas
(0r &~ 107°). De acordo com a nucleossintese primordial, os barions seriam responsaveis por
apenas 4% da densidade de energia total hoje, ou seja, Q0 ~ 0.04 [1,19]. Cerca de 25%
consistiria de matéria nao bariénica, e os outros 70% da densidade da energia total seria
composta por uma componente pouco conhecida denominada energia escura. O modelo
com Q,,, = 1 deve ser descartado com seguranca [19] e origina um crescimento da per-
turbacdo contraste densidade proporcional a t?/3. Este modelo possui uma quantidade de
matéria escura que vai além do valor permitido pelas observagoes. Ha duas possibilidades
para matéria escura nao barioénica, o HDM que significa Hot Dark Matter (matéria escura
quente) e o CDM que significa Cold Dark Matter (matéria escura fria). Os dois casos serao

discutidos separadamente.

(i)HDM: neste modelo é assumido que as particulas desacoplaram da matéria/radiagao



18

quando eram relativisticas e, por isso possuem grande velocidade de dispersao [1]. O modelo
inclui somente neutrinos leves. Os neutrinos, que sao férmions de spin 1/2, nao colidem entre
si e também nao podem colapsar em direcao a objetos ligados mais compactos. Portanto,
eles ficam menos condensados, e o resultado é uma espécie de sandwich em que a carne
sao os barions. Também s6 interagem com a matéria no caso particular da desintegracao
beta inversa. Neste modelo, estruturas denominadas proto-pancake com massa tipica de um
aglomerado de galaxias sdo as primeiras a surgirem [1,14]. As galaxias formadas aparecem
devido a fragmentacao destas estruturas, e este cenério é chamado de pancake ou top down.
Devido os barions estarem bastante aquecidos no quadro HDM, eles teriam dificuldade em
colapsar [18]. Se os neutrinos dominassem a matéria escura, entdo o universo seria bem
diferente do atual [19]. Também a fim de reproduzir as observadas fungbes correlagao,
que medem a probabilidade de encontrar duas galaxias separadas por uma distancia r, a
época da formacao das galaxias deveria ter acontecido em z menor ou igual a 1. Porém, é
observado galaxias que se formaram em redshift maior que 1, talvez até 3 [18]. Por estas e

outras razoes, existe uma certa resisténcia em aceitar estar este modelo.

(ii))CDM: ao contrario do modelo anterior, aqui as particulas desacoplaram da
matéria/radiacdo quando eram nao relativisticas, e também a velocidade de dispersao é
baixa. Os seus principais candidatos sdo A) os neutralino que sao neutros, férmions e WIMP
(Weakly Interacting massive particle) e também teriam massa entre 100 a 1000 Gev [1]; B)
outro candidato com caracteristicas bem diferentes é o axion com massa aproximadamente
1075 eV [1,14]; C) os fotinos; D) axinos; E) os gravitinos. Neste modelo as grandes estru-
turas (galéxias) seriam formadas a partir do colapso de varias subestruturas, e este cenario
é chamado de bottom -top.

Seja qual for sua natureza, a matéria escura parece realmente existir pelo menos nos

aglomerados de galaxias.

Tratamento relativistico

No periodo dominado pela radiacao, ao contrario do da matéria, um tratamento relativistico

¢é necessario. Novamente a métrica de Robertson-Walker com curvatura zero, é dada por
ds® = —dt* + a*(t) (dx2 +dy* + dzZ) (2.39)
e a conexao é dada por

(0% 1 (07
T = 59™ (9o + Govp = Guw.s) (2.40)
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onde as letras gregas representam (¢, x,y,2) e as latinas representam (x,y, 2). As Unicas

conexoes que nao se anulam sao

, a
Fl . = *52" 241
07 a J ( )
e
Iy = aad;. (2.42)
O tensor de Ricci é dado por
RBV = gauRaﬂuua (243)
onde
_ A A A o A o
Rapr = gox (Thup = Thuw + 1205 = T0,15,) (2.44)
Apo6s alguns célculos encontra-se que
Rop = —3-~ (2.45)
a
e

Estas sao as equacoes nao perturbadas.

Adotanto a métrica com perturbagao, ela adquire a forma:
ds® = (=1 + hoo) dt* + (a*(£)03; + hiy) (da® + dy® + d2?) . (2.47)

No calibre sincrono, o qual sera utilisado, h;y = hgp = 0. Neste calibre as conexoes que nao

zeram sao dadas por

1,
F?j = 5 (2&&51']' + hlj) , (248)

A Q
FOj — TGQ <2aa(5i]~ + hji — 2h'ij&> , (249)
F;‘k = 92 (hijge + hikj — Pk i) - (2.50)

Usando as conexoes acima junto com as defini¢oes (2.43) e (2.44) encontra-se

i h . a i a2
= 3—— — + h— — - = 2.51
= (55, s

onde h = hyy + hyy + h... A equacao acima contém nao s6 a componente perturbada, mas
também a nao perturbada. No momento s6 a componente perturbada é a importante. As

varidveis perturbadas se comportam da forma

hz’jv P1, D1, (71 X exp (“ﬁ) =expi (Qa:% + QyTy + q/ﬁz) ) (2-52)
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onde ¢ e T sao o vetor de onda coordenada e distancia coordenada respectivamente. Uj
¢ a velocidade peculiar gerado pelas inomogeneidades. p; e p; sao densidade de energia
perturbada e a pressao perturbada respectivamente.

A equacao de Einstein também pode ser escrita como

1
Ry, = 87G (TW - qu,,T) . (2.53)
Seja
1
S =T, — igu,,T, (2.54)
entao
R, = 87GS,,. (2.55)

T ¢é o trago do tensor momento energia, e o tltimo é dado por
™ = (p+p) U'U" + pg"". (2.56)

O termo U* é a velocidade e sua componente temporal ¢ dada por U° = 1 e Uy = —1
na convengiao (— + ++). Sua componente perturbada é U = 0. A partir destes dados

encontra-se

1
St = 5 (p1+3p1). (2.57)
Através da componente perturbada da eq.(2.51) mais (2.55) e (2.57) surge a importante
relacao
.. Q- az G )
h—2-h+2|— ——|h=—=87G(p1+3p1)a’. (2.58)
a a2 a
Outra equacao importante é a da conservagao da energia que é dada por
3a d ( h - o
n+ — =— — | = Upy. 2.59
p1+ B (p1+p1) ('O+p){dt <2a2>+v 1} (2.59)

Fazendo |g] << 1, o termo VU, tende a zero e deve ser desprezado. Entao neste caso a

eq.(2.59) pode ser integrada fornecendo

h 2p1
— = — 2.60
2R? p+p (2.60)
e definindo a contraste densidade como
| (2.61)
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entao unindo (2.60) com (2.61) encontra-se

h = —2a%. (2.62)

s —

Usando (2.62), (2.61), (2.58), e admitindo que v7 = 2! encontra-se a equagao

NS,

546 (;) —47Gp(p+p) (1+302) 5 =0. (2.63)
No periodo dominado pela radiagao p o ai‘l e a o< tY/2. Também p = £ e, portanto
v = g—’; = % Através destes dados é possivel calcular o crescimento da contraste densidade

durante a época em que a radiagao dominava a densidade de energia, que é dada por
doxt (2.64)

A equagao (2.37) é reencontrada a partir de (2.63), com os termos de pressao v> = 0 e p = 0.

2.2 ENERGIA ESCURA

Ha& vérias indicagoes de que o universo é plano, isto é, g = 1. De acordo com a inflacao
este valor deve ser o correto, no entanto existem outras formas de confirmacao. Existe outro
método, que consiste em relacionar o nimero de galdxias contadas em funcao do redshift
z [18], que também prevé o valor unitario para Q. As medidas da anisotropia da radiagao
de fundo associada as observagoes das supernovas tipo la com alto redshift [42] também
fazem predigoes de que a densidade de energia da matéria corresponde a aproximadamente
1/3 e os outros 2/3 a uma componente exotica de propriedades ainda nao bem conhecidas e,
por isso chamada de energia escura. Estas observagoes também sugerem que o universo deve
estar numa fase de aceleragao. Em 1998, dois grupos (Riess et al.,Perlmutter et al, 1999)
observando supernovas informaram evidéncia direta da energia escura a qual é responsavel
pela aceleragdo do universo [19]. A evidéncia ¢ baseada na diferenca entre a distancia
luminosa de um universo dominado por matéria escura e outro dominado por energia escura.
A distancia luminosa é maior em um universo dominado por energia escura e, por isso
objetos com brilho fixo aparecerao mais fracos em um universo dominado por energia escura
do que em um composto exclusivamente por matéria [19]. Devido as supernovas tipo la
serem bastante brilhantes, elas se tornam ideais para estudar as propriedades do universo
a grandes distancias [1]. Em um universo plano dominado exclusivamente pela matéria
(Q, = 1), a distancia luminosa para z = 0.83 é igual a 0.95H; ", enquanto que em um

universo dominado pela energia escura, 2y = 0.7 e €2,,, = 0.3, a distancia luminosa passa a
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ser 1.23H, . O primeiro caso, que consiste em um universo dominado somente pela matéria
pode ser excluido com confianca [19].

O exemplo mais simples de energia escura, é o da constante cosmologica introduzido
por Einstein em 1917. O objetivo inicial era bastante diferente do de hoje. Einstein tinha
suposto um universo estatico, e para nao haver colapso gravitacional, ele introduziu uma
constante cosmolégica com efeito anti gravitacional. Com a descoberta de que o universo
se expandia, ela perdeu seu sentido e desapareceu. Contudo, ao se descobrir posteriormente
que o universo estava acelerando, a constante cosmoldgica foi novamente aproveitada, a fim
de reintroduzir o efeito antigravitacional.

A indicacao de que o universo esta acelerando provém de dados das supernovas tipo Ia
e medidas da anisotropia de fundo [19,24,25], e esta expansao acelerada é responsavel pelas
supernovas serem vistas de forma muito fraca, que s6 pode ser causada por uma energia
escura com pressao negativa [19]. Pressdo negativa é algo que nao nos é familiar [19]; matéria
nao relativistica pode ter uma pequena pressao e é positiva, e no caso da radiagao p = —|—§

que é novamente positiva [19]. Na relatividade geral temos:

a —4rG

—=—(p+3p). 2.65

" 5 (p+3p) (2.65)
A partir desta equagao, vé-se claramente que @ = 0 somente se p = —£, isto ¢, o
universo comeca a acelerar a partir de p < —g, com pressao obviamente negativa ja

que a densidade de energia é sempre positiva. A presenga de pressao negativa também
aparece na inflagao, perfodo em que o termo cinético em py = %2 + V(¢) é desprezado e

sobra apenas o potencial V (¢), originando p, = —ps = V(¢). A variavel ¢ é o campo escalar.

O primeiro candidato que surgiu para representar esta desconhecida forma de energia
foi a constante cosmologica, consistindo no modelo ACDM. Variagoes surgiram com uma
‘varidvel constante cosmolégica”. Atualmente existem varios candidatos que solucionam um
problema e deixam outros em aberto, entre eles estao o modelo ACDM, quintesséncia, o
caso fantasma, a K-essence, branas, gas de Chaplygin, cordas cosmicas [4] etc.

A seguir seré discutido algumas destas possibilidades.

2.2.1 A CDM

Este é o modelo mais simples que envolve energia escura. Ele é capaz de explicar a aceleragao
do universo em acordo com os dados de supernovas que sao vistas de foma bem fraca. Um

universo acelerado s6 pode ocorrer a partir de uma energia escura com pressao negativa [19].
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redshift z

Flgura 2.3: Oeixo y representa a distancia luminosa. A distancia luminosa é maior em um universo dominado por energia
escura do que um dominado por matéria.

A equacao de Einstein tem a forma

Agaﬁ
Gap = 87G [T + ] . 2.66
ap op + o (2.66)
A convengao da equagao acima é (+ - - -). py = —pa e, portanto, o parametro da equagao
de estado ¢ wy = —1. O valor da constante cosmolodgica A, deve ser pequeno quando

comparado com o valor predito, isto &, o valor observado é cerca de 10'?° vezes menor

que o valor predito. Um valor pequeno de A garante que o universo comecou a acelerar
A ~

recentemente e, por isso, g = ~ 10~*7GeV* [1]. A constante cosmolégica é responsivel por
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uma for¢a repulsiva proporcional a distancia [1] ao contrario da gravitacional e, por isso é
capaz de acelerar o universo. O fator de escala evolui da forma
2/3
. 3 [A
a(t) = a; | sinh | =/ =ct : (2.67)
2V 3
e interpola entre o universo dominado pela matéria a o t2/3 no passado e a fase de aceleracdo
no futuro governada por a e\/gt. Esta solugao exponencial corresponde ao universo de
De Sitter. Devido 2o = 1 hoje, entao €2, + 25 = 1, e a partir de 2, > 0.74, o universo ja
¢ mais velho do que Hy'. No limite Q +— 1, ¢y — oo.
Por estar em grande acordo com as observagoes, muitos modelos de energia escura se ap6iam
nos resultados do modelo ACDM.

2.2.2 QUINTESSENCIA

A quintesséncia é uma outra candidata a energia escura. Seu nome deriva do fato dela ser
mais uma componente além dos fétons, barions, neutrinos e matéria escura. Junto com
a matéria, hoje Qp = 1. No modelo ACDM padrao existe uma componente fixa (A). Na
quintesséncia, por outro lado, existe uma componente dinamica representada por um campo
escalar ¢ e um potencial V' (¢). Também Q4 ~ 0.7 como esperado. A quintesséncia possui
um campo escalar que varia devagar (slow roll) [23].

Um submodelo em particular chamado de quintesséncia ‘ campo tracker” tem a vantagem
de poder solucionar o problema da coincidéncia segundo a referéncia [22]. O problema da
coincidéncia consiste em questionar o fato de vivermos justamente numa época em que
pm =~ pp (densidade de energia escura). Seria pura coincidéncia? Viverfamos numa época
privilegiada, em que a densidade da energia escura passa a dominar a densidade de energia do
universo so recentemente (z ~ 0.7) e, por consequéncia conduziria & aceleragdo do universo

. 3 -
em um momento bem proximo do presente? No modelo ACDM r = p;)‘oa , logo a razao

m

(0]
das densidades r varia de 0 a co. Atualmente 1y = ZTA ~ L
m

estarfamos realmente vivendo em um momento privilegiado, o que nao é bem aceito pelos

~ 1. Por este ponto de vista

cosmologos devido a enorme coincidéncia. A quintesséncia ‘campo tracker” tenta resolver
esta questao [22], e sua cosmologia é insensivel as condigoes iniciais [23|. Por outro lado, o
modelo necessita de um ajuste fino a fim de iniciar o periodo de pressao negativa do campo e
consequentemente a acelera¢ao do universo [24|. De forma diferente, na K-esséncia (proximo

modelo a ser discutido) a transi¢do ocorre através de processos dinamicos naturais.



25

A densidade do lagrangeano da quintesséncia padrao ¢ dada por [1]

PP a
2

I =

— V(o) (2.68)

e o parametro da equagao de estado possui a forma,

P _
we =22 = ;V(@ (2.69)
Pe S +V(9)
(6{0) 011
We > —1. (270)

Combinando a analise da radiagao de fundo com dados das supernovas e aglomerado de
galéxias, o parametro da equacao de estado da energia escura deve estar no intervalo —1.61 <
wp < —0.78 [43], com 95% de seguranca.

Voltando ao modelo tracker, o parametro w, varia de acordo com wy, [22]. Quando o

universo é dominado pela radia¢do (wp, = %), entao w, ¢ menor ou igual a %,

mais vagarosamente do que a densidade de energia da radiacao. Quando o universo é

e py diminui

dominado pela matéria (w, = 0), entdo wy é menor do que 0 e p, decresce mais devagar do
que a densidade de energia da matéria. Uma vez que p, supera a densidade de energia da
matéria, wy, — —1 e Q4 — 1. O formato do potencial na quintesséncia ¢ bastante variado,
podendo ser exponencial, proporcional a poténcia de ¢ [1] etc. Segundo a referéncia [25],
o modelo ‘tracker” nao pode possuir um potencial puramente exponencial. A quintesséncia
também foi usada por Hao no artigo [44] com objetivo do campo escalar imitar a energia
escura na teoria TeVeS (Tensor Vector Escalar).

Os potenciais usados na quintesséncia sao:
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Viexp(-Ag) Ratra & Peebles (1988), Wetterich (1988),
Ferreira & Joyce [1998)

m’e*, \o* Frieman et al (1995)

Vo/o®,a>0 Ratra & Peebles (1988)

Voexp(Ao)/o° Brax & Martin (1999,2000)

Volcosh Ao — 1)° Sahni & Wang (2000)

Vosinh™ (Ao) Sahni & Starobinsky (2000), Urefia-Ldpez & Matos (2000)
Vo(e®® + 559) Barreiro, Copeland & Nunes ( 2000)

Volexp My /o - 1) Zlatev, Wang & Steinhardt (1999)

Vo[l — B)® + Ale= Albrecht & Skordis (2000)

Figura 2.4: Potenciais possiveis no modelo quintesséncia

O modelo quintesséncia pode ser dividido em duas categorias [51]. O primeiro, denom-
inado modelo ‘freezing”, o parametro da equagao de estado w, possui um valor arbitrario
inicial e decresce com o tempo tendendo de maneira assintotica para o valor —1. O segundo,
denominado modelo ‘thawing”, possui wg ~ —1 inicialmente e aumenta com o tempo. No
modelo tracker, wy decresce assintoticamente em dire¢ao a —1 [51]. O artigo [51], ao con-
trario dos artigos [22,23], afirma que o modelo ‘tracker ” ndo pode resolver o problema da

coincidéncia devido aos ajustes finos necessarios nesta teoria.

2.2.3 K-ESSENCIA

A K-esséncia é um modelo, em oposto & quintesséncia, que possui o termo cinético dom-
inando sobre o potencial, dai a letra K [20]. Segundo [20] este modelo reproduz muitas
caracteristicas cosmologicas de forma mais natural do que a quintesséncia [20]. Este mod-
elo também possui o termo cinético nao linear na acao, o que é infamiliar para a fisica de
particula e cosmologia [25]. A K-esséncia também tem como objetivo resolver o problema
da coincidéncia [25]. Véarios candidatos a energia escura (inclusive a constante cosmolégica)

necessitam de um ajuste fino na densidade da energia escura inicial para que ela se torne
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cerca de 100 a 120 ordens de magnitude menor do que a densidade de energia inicial da
matéria [25].

O proposito da K-esséncia é fornecer uma explicacao dindmica que nao necessita de
ajuste fino das condigbes iniciais [25]. Tanto na K-esséncia quanto no modelo quintessén-
cia tracker, o campo escalar converge para uma solugao atractor [24|. A diferenca esta no
mecanismo que inicia o regime de pressao negativa do campo e consequentemente a aceler-
acao do universo. No modelo tracker é necessario um ajuste fino enquanto na K-esséncia a
transicao ocorre a partir de processos dindmicos naturais. A K-esséncia nao pode dominar
nem antes nem logo depois do inicio do periodo dominado pela matéria pois neste momento
sua energia cai por varias ordens de magnitude. Desde que sua densidade de energia diminui
de maneira mais devagar do que a densidade de energia da matéria a medida que o universo
expande, a K-esséncia s6 pode se tornar componente dominante apenas recentemente [24].

Uma caracteristica importante da K-enséncia ¢ que ela pode produzir energia escura

com uma velocidade do som menor do que a da luz [16].

2.2.4 CAMPO FANTASMA

O campo fantasma é caracterizado por possuir o termo cinético negativo e um parametro
da equagdo de estado wy, < —1. Um importante artigo de Caldwell [110] argumenta que um
bom ajuste na distancia luminosa derivada de supernova é fornecido por uma energia escura
com paramtero da equagao de estado dado por wy < —1. Ele chamou de energia escura
fantasma. Este modelo nao esta sem problemas, pois uma equacao de estado ultranegativa

sugere que a velocidade do som no meio v =

j—i‘ pode ser maior do que a velocidade da
luz [1]. Também, o sinal negativo no termo cinético causa instabilidades no nivel quantico,
tornando o modelo suspeito [1]. Se o campo fantasma representar a energia escura no
presente momento, a densidade da energia escura deve ser positiva p% > 0se 0 < Q% < 1e
se Q0 + 0% =1 [4]. O modelo fantasma padrao viola todas as condigoes classica de energia
(fraca e forte) e reproduz um efeito antigravitacional muito maior do que o da constante
cosmologica segundo [4] além de conduzir a uma singularidade chamada de big rip. Neste
modelo, o universo entraria numa fase de super-aceleracao no futuro até se auto-destruir em
um instante finito [4].

Tanto o fator de escala a quanto a densidade de energia p, tendem ao infinito (divergem)
apo6s um intervalo de tempo finito ¢, [1,39]. Seja t., a época em que a densidade de energia

do campo fantasma e da matéria sdo iguais [1]. Usando este dado, o fator de escala em um



28
universo dominado por energia fantasma é escrito na forma [1]

. 2/3(14w,)
] y Wy < —1 (271)

o0~ alt) (14 )

eq

e diverge
a(t) — oo, (2.72)

em um intervalo de tempo finito

tﬁm:<iﬁ0%w (2.73)
]

O parametro de Hubble também diverge quando ¢ — 1, [1]. Esta divergéncia esté associada

com a divergéncia da densidade de energia fantémica, que é dada por [1]:

polt) o [(1 4 w¢)tt _ w¢]_ | (2.74)

eq

Assim, p,(t) — oo quando t — tp,, isto é, a energia fantasma culminard em uma futura
singularidade denominada ‘big rip”.

Também existem casos particulares do modelo fantasma, em que w # constante [37],
ao contrario do modelo de Caldwell que assume w constante. Segundo a referéncia [37],
existem casos em que quando a condigao de energia dominante (p > |p|) é violada, e w
¢ nao constante, os sinais se propagam causalmente e sem também a presenca de um big
smash (ou big rip).

Existe um outro modelo, também de campo fantasma denominado phantom matter,
que oposto ao primeiro, produziria uma superdesaceleracao em algum momento no futuro
conduzindo a uma parada na expansao, e logo ap6s o universo comecaria a se contrair em
dire¢do a um Big Crunch. Nos artigos [4,5] Sola e Opher propuzeram solucionar o problema
da coincidéncia introduzindo um modelo denominado XACDM, onde X nao precisa ser
necessariamente um campo escalar. A equacao de estado deste modelo pode ser do tipo
quintesséncia ou fantasma dependendo da interacao entre as componentes X e A. Como um
A constante traz problemas com teoria quantica de campos, ela deve ser varidvel. Como ja
foi mencionado, néo é possivel resolver o problema da coincidéncia através do modelo ACDM
padrao pois neste caso a razao r = Z—Z varia de 0 a oo. Modelos ACDM com A variavel
também nao solucionam o problema da coincidéncia segundo a referéncia [4]. Porém, no
caso XACDM a matéria se conserva isoladamente e a interagao ocorre apenas entre X e A.

Existem 3 possibilidades neste modelo,
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(i) se wx > —1(tipo quintesséncia) e Q% > 0, entdo a expansio do universo pode cessar
contanto que 2, < 0. Neste caso existe um momento no futuro em que H = 0.

(ii) caso fantasma padrao em que wx < —1 e Q% > 0. Neste caso a densidade de energia
escura aumenta indefinidamente com a expansao e nao importa se {2, é positiva ou negativa,
pois de qualquer forma o universo passara por uma fase superacelerada de finita duragao
até se romper em pedacos e se auto destruir [4]. Por isso, este modelo é denominado de
singularidade Big Rip.

(iii) Outro caso fantasma ocorre se wxy < —1 e Q% < 0. Agora o cosmon, que pode-
ria ser um campo escalar segundo a referéncia [4|, colabora com a matéria devido o seu
efeito gravitacional ao contrario do caso Big Rip, criando assim uma super desaceleracao
na expansao do universo até ele finalmente parar de expandir (stopping point) e comecar
a se contrair. Isto s6 pode ocorrer se 23 > 0 [5]. Este caso particular de campo fantasma
conhecido como phantom matter possui densidade de energia do cosmon negativa, o que
nao ¢ novidade na literatura [46]. Segundo [5] o phantom matter satisfaz a condi¢do de
energia forte ao contrario do campo fantasma padrao que viola todas as condigoes classica
de energia. Nesta teoria a razao r = Z—Z varia de aproximadamente 0.1 no periodo da nucle-
ossintese primordial até um valor em torno de 10 no futuro. Logo apds o universo para de
expandir, em a = a, > 1 ou H(a,) = 0, e comeca a se contrair em dire¢gdo a um Big Crunch.
Portanto, a probabilidade de vivermos em um universo com r =~ 1 é essencialmente 1 neste
modelo denominado phantom matter, uma variante do campo fantasma.

No artigo [38], ocorre um modelo de energia escura baseado na teoria de cordas, com
termo cinético negativo no referencial de Einstein, portanto do tipo fantasma, porém sem
problema de estabilidade. Também a energia fantasma nao é a tnica que tem o parametro
da equacdo de estado < —1; outro modelo denominado branas (sera discutido adiante)

possui w.s < —1 hoje, mas ndo conduz a um Big Rip no futuro [1].

2.2.5 GAS DE CHAPLYGIN

Outra possibilidade para a energia escura é o gas de Chaplygin cuja equagao de estado

obedece a regra

A
P 2.75
Pc ( )

Pela equacao da conservagao da energia

p+3g (p+3p) =0 (2.76)
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e equagao de estado (2.75), onde a é o fator de escala, surge a seguinte relagao para p.:

B

na qual B é uma constante de integracao. O gas de Chaplygin procede como matéria
sem pressao em tempos remotos e como constante cosmologica no futuro. O parametro de
Hubble em um universo contendo matéria escura fria (CDM) e gas de Chaplygin é dado por
1/2

, (2.78)

m |A
Q14 2)° + =24/ = + (1 + 2)°

onde k£ = %. Por (2.78), k = %0 quando z = ’\0/\;1)‘1 tende ao infinito. O parametro

z ¢ a diferenca entre o comprimento da onda de luz recebido e o emetido dividido pelo

comprimento da onda emitido. A relacao entre A e B é dada por

A:{H(lgf’”)zq}. (2.79)

O gas de Chaplygin pode ser derivado de 2 lagrageanos distintos:

1)da densidade do lagrangeano da quintesséncia (2.68) com o potencial [1]

VA 1
V(p) = — h3 2.80
2) e também pode ser derivado a partir da densidade do lagrangeano de Born-Infield
L=—Vo/1 = ¢ pr (2.81)

Para ¢, tipo tempo, a quadrivelocidade pode ser definida por

Pt

ut = (2.82)
\/ Qb,agb’a
que conduz tensor momento energia padrao
T;w = (P + p)uuuu — Puv, (283>
onde [59]
\%
p= —— (2.84)
\/ 11— ¢,u¢’u
e

p=—Vo/1—¢o". (2.85)
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Portanto, a equagao (2.75) foi reencontrada, com A = ViZ. Devido o gas de Chaplygin
interpolar entre a matéria escura (CDM) e o termo A, existe a possibilidade do gas de
Chaplygin fornecer os conceitos para um modelo unificado de matéria escura e energia

escura. Em contraste com CDM e bérions, a velocidade do som no gas de Chaplygin
dpe _ VA
dpc Pc
se torna da ordem da velocidade da luz no presente e se aproxima a velocidade da luz

V. = cresce rapidamente com t? durante o regime dominado pela matéria e
assintoticamente no futuro distante [1]. Um gas de Chaplygin generalisado foi proposto

com p x —1/p* [1]. O parametro da equagao de estado neste caso é dado por

’W0|

w(a) = — — (2.86)
[|Wo| + %}

que interpola entre w = 0 em tempos remotos (¢ << 1) e w = —1 no futuro (a >> 1);
wp seria o atual parametro de estado para a = 1. A constante « regula o parametro w(a).
Dados de supernovas, WMARP, e de estruturas em larga escala foram usados para testar o gas

de Chaplygin [1]. Na referéncia [32] se discute o espectro de poténcia no gas de Chaplygin.

2.2.6 MODELO BRANAS

Inspirada no cenario de Ramdall-Sundrum |[1], a cosmologia braneworld sugere que
poderiamos estar vivendo numa ‘brana” de trés dimensoes que estaria contida em um vol-
ume(bulk) de dimensoes maiores (geralmente quatro). De acordo com tal esquema todos
campos de matéria estao confinados na brana, e o graviton esta livre para propagar tanto

nela como no bulk. A equacao do campo escalar é dada por
b+ 3Ho+V(d) =0 (2.87)

A equagao analoga a de Friedman em 4 dimensdes, na brana ¢ dada por [1]
8w 1% A4 C
H? = — (1 ) — = 2.88
32’ g ) T3 T (2.88)
onde a densidade de matéria na brana é dada por
12
p=2+V(9), (2:89)

e ¢ é uma constante de integracao. A tensao brana o fornece a relacao entre a massa de

Planck quadridimensional (m) e a massa de Planck pentadimensional (M).

m = \/E (?f;) . (2.90)
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o também relaciona a constante cosmologica quadridimensional A4 & constante cosmologica

pentadimenssional A, através

47

M=qp

4
(Ab + 3]\23 02) . (2.91)

Existem outras variantes deste modelo, como por exemplo o proposto por Deffayet, Dvali e
Gabadadze chamado de DDG.



Capitulo 3

TEORIA ALTERNATIVA DE
GRAVITAGAO

3.1 PARADIGMA MOND

Uma maneira alternativa de compreender o problema das curvas planas de rotacao de galax-
ias, sem invocar a presenca de matéria escura em volta das galaxias, é o de alterar a gravidade
Newtoniana. Os primeiros modelos empiricos enfatizavam uma modificagao da gravitagao
em largas escalas, mas Milgrom demonstrou que para um modelo ser consistente, a mod-
ificagao deveria ocorrer a partir de uma escala aceleragao e nao a partir de uma escala
distancia [12]. A primeira proposta satisfatoria, na forma de uma lei empirica, em modificar
a dindmica Newtoniana foi feita por Milgrom no inicio dos anos 80 e ficou conhecida como
MOND (Modified Newtonian Dynamics), na qual a dindAmica Newtoniana deve ser modifi-
cada nas regides onde a aceleragao das particulas testes que se encontram na periferia das
galaxias é menor que ag ~ 1078¢m/s%. ay é uma constante com dimensao de aceleragao. O
MOND prediz que a familiar igualdade entre a aceleracao @ da particula teste e o campo

Newtoniano gy nao se mantém necessariamente [40]. A relagdo proposta por Milgrom foi:

p(=—)a = g, (3.1)
Qo
sendo que gy = —Vo ~ € o campo gravitacional convencional, @ é o potencial Newtoniano,

e p € uma funcao que deve obedecer a regra abaixo:

plr) =z se x<<l1, (3.2)

33
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plr) —1 se z>>1. (3.3)

Milgrom estimou ag = 10~3cm/s? [2]. O valor foi ajustado para reproduzir a fenomenologia
das curvas planas através de uma modificagao na gravidade.

Analisando as equacoes do MOND em seus respectivos limites, percebe-se que na escala
do sistema solar, onde a aceleragao ¢ grande comparada com ag, a dindmica Newtoniana
é reencontrada, isto é, @ = —V®y (®x é o potencial Newtoniano). A modificacao da
gravitacao Newtoniana pelo MOND é suficiente para reproduzir as curvas planas de rotagao
de galaxias, sem a necessidade de recorrer a postulacao de uma componente invisivel de
matéria permeando o universo. As modificagoes imposta pelo MOND fazem bastante sentido
nas escalas onde as aceleragoes das particulas testes sao muito menores do que ag e isto ocorre
principalmente na regiao fora do visivel, isto é, além da periferia de galaxias espirais.

No caso das galaxias elipticas gigantes, nao ha geralmente presenca de curvas de rotagao
planas e, portanto nao ha necessidade de se inferir matéria escura. Para o MOND estas
galédxias podem muito bem serem descritas pela dindmica Newtoniana, ja que as aceleracoes
das particulas testes excedem ay mesmo a grandes distancias da periferia deste tipo de
galaxia. Por isso, as modificagoes preditas pelo MOND nao fazem sentido nas galaxias
eliticas gigantes.

O MOND nao é uma teoria, mas sim uma formulacao empirica para que uma teoria
relativistica consistente se reduza a sua regra no limite apropriado. O modelo também
estd de acordo com a lei de Tully-Fisher [11], que é uma correlagao entre a luminosidade
infravermelha de um disco de galaxia de massa M e a velocidade de rotagao de uma particula
teste de massa m na regiao plana da curva de rotacao, como sera mostrado adiante.

Nas escalas em que a aceleragao da particula |@| é muito menor do que ag, a dindmica é

modificada de acordo com as regras do MOND . Portanto, u(z) = = e

p(x) |a] = |gn| (3.4)
ap 2’ ’

Ao isolar a aceleragao @ encontra-se [2|:

N GMCLO 1/2
= (255)

r2

(3.6)
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A equacao acima define exatamente a aceleracdo que a particula (estrela, nuvens de
hidrogénio) deve sofrer além da periferia da galdxia. Como a aceleragao centripeta é dada

por VTCZ, entao junto com a eq.(3.6) obtém-se:

V'CQ (GMCL())I/2
m—=-m———

3.7
r r (3.7)
que acarreta imediatamente ao resultado:
V4
M= —“. 3.8
Gae (3.8)
Dividindo a equagao acima por M encontra-se [40]:
V4
1= <. 3.9
M Gao ( )

Multiplica-se os dois lados acima por Ly que é a luminosidade no infravermelho [2,40], e

LyV?
Ly = - 3.10
H MGCLO ( )
que é 0 mesmo que
V4
Ly =—5%—. (3.11)
EG(IO
E como a razao vy = % ¢ constante, a relagao de Tully-Fisher é encontrada:
Ly oc V2 (3.12)

A incrivel concordancia da eq.(3.12) com a lei de T.F (2.9) mostra que o modelo bariénico
obtém mais sucesso que o de matéria escura [12|. Por outro lado, agrupamentos de galéxias
paregem possuir cerca de 2 ou mais quantidade de matéria do que a observada em qualquer
forma (gases quentes que emitem raio X e galdxias do aglomerado) [12|. Por este ponto
de vista o MOND apenas melhorou o problema da massa faltante, portanto deve existir
uma quantidade ainda nao detectada, seja na forma de barions dificilmente observados por
equipamentos 6ticos, ou na forma de neutrinos massivos [3,12].
Para os casos em que a aceleracao sofrida pela particula for muito menor do que aqg, isto é,
além da periferia da galaxia Tem-se:
iy
o= laxl. (3.13)
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Logo pela equagao (3.6) temos

L (MGag)'/?
g = S0l (3.14)
r
Utilizando a relacao Vo = —J e a equacao acima, obtém-se o potencial gravitacional

modificado para regioes de baixa aceleracao. Para isto basta uma pequena integracao,

eo resultado ¢ um potencial logaritimico que predomina na regiao plana da curva de rotacao:

r

®(r) = (MGag)?In(—). (3.15)

To

Como o MOND nao ¢é derivado de lagrangeano, as leis de conservagao nao sao re-
speitadas. Percebe-se que a equagao (3.1) nao pode ser verdadeira, pois, a partir dela nao
ha conservacao do momento linear, angular e da energia. Outro problema é que o principio
de equivaléncia fraco nao é verificado [12,40]. Também a dindmica interna de um sistema
em queda livre na presenca de um campo constante é diferente da dindmica interna deste
mesmo sistema na auséncia de campo externo. Claramente isto corresponde a uma violagao
do principio de equivaléncia forte.

Em conclusao, a hipotese da validade dindmica Newtoniana em todas as escalas implica
necessariamente na existéncia de grande quantidade de matéria escura, uma quantidade
nunca detectada. Por outro lado, uma modificagao na gravitagao pode explicar as curvas
planas de rotacao de galaxias eliminando natualmente a necessidade de se recorrer aquilo

que nao se mede e nao se vé.

3.2 AQUAL

Embora bem sucedido empiricamente ao descrever o movimento de particulas testes (como
por exemplo estrela ao redor de uma galaxia ou galéxia ao redor de aglomerados de galaxias),
a formula do MOND p(|d| /ag)d = Gy nado esta totalmente correta por nao provir de um
lagrangeano [2,12,40]. E facil checar que em um par de particulas onde uma acelera no campo
da outra, o momento nao é conservado se utilisarmos a férmula do MOND [2|. Considere
um sistema binario [12] com massas m; e my evoluindo sob somente suas gravidades. A
derivada temporal de mv; + msvs calculado pela formula do MOND nao zera em geral se
pelo menos uma das aceleragoes for da mesma ordem ou menor do que ag [12], desde que
os pu’s geralmente nao sejam iguais. Por isso, pela formula do MOND o momento nao é

conservado. Também nao conserva momento angular nem energia e consequentemente o
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MOND néo pode ser considerado uma teoria [2,12]. Uma reformulagdo do MOND derivado
de lagrangeano foi realizada a fim de garantir as leis de conservagao (energia, momento linear,
momento angular. Ao contrario do MOND, o principio de equivaléncia fraco, que afirma
que todos os objetos se movem da mesma forma em um campo gravitacional, é satisfeito na
nova formulagao [2,40]. A teoria é chamada de AQUAL (AQUAdratic Lagrangian), e seu
lagrangeano é dado por [40]:

at - a?
L=——"—Ff(—)—p® 3.16
sl () = 02, (3.16)
onde ® é o verdadeiro potencial, @ = —VD ¢ a aceleracao sofrida pela particula teste, e p

é a densidade da matéria total. A partir do lagrangeano acima encontra-se a equagao de

Poisson modificada que assume a forma:

L[ Vol
\% ,LL(TO)V(I) = 4nGp (3.17)
i(\y) = df(y)/dy. (3.18)

3/2

Aregraé f(y) —ysey >> 1, e f(y) — 2y%% se y << 1. A equagao de Poisson na sua

forma original é dada por:
VV®y = 4nGp (3.19)

na qual & é o potencial Newtoniano.
Por (3.17) e (3.19) encontramos:

L[ ve|
0
logo [40],
[L(’;ﬂ)a = —Vdy+V x h. (3.21)

Isto é verdadeiro pois VVxFEF=0 sempre, para um vetor F qualquer. A correcao V xh
garante as leis de conservagao [40]. Milgom mostrou através de calculos numéricos que
nas regioes internas h contribui com somente 10 a 15% da aceleracao [40]. Nos casos de
simetria esférica h = 0, e a formula do AQUAL (3.21) se reduz exatamente na formula do
MOND (|| Jag)d = —V®y. A equagio do AQUAL (3.21) ao contrario da do MOND
respeita o principio de equivaléncia fraco. Em conclusao o AQUAL cura os problemas de

nao conservacao do MOND. Por isso, o MOND pode ser visto como uma aproximacgao do
AQUAL.
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3.3 TEORIAS RELATIVISTICAS

3.3.1 REQUISITOS PARA UMA TEORIA RELATIVISTICA
TIPO MOND

Para que o MOND seja uma descri¢ao fenomenolégica viavel [2], ele deve estar coberto por
uma teoria relativistica que se reduza a ele nos limites apropriados. Neste contexto a teoria
relativistica deve satisfazer determinados principios e requerimentos. A seguir vamos dicutir
os dois casos.

A) PRINCIPIOS

1) PRINCIPIO DA ACAOQ: A teoria deve ser derivavel do principio da acéo, pois ¢ a
tinica maneira conhecida para garantir a necessaria conservacao do momento linear, mo-
mento angular, e consevagao da energia. A acao é a integral sobre a densidade do la-
grangeano

2)INVARIANCIA RELATIVISTICA:
Intimeros experimentos fornecem evidéncia direta para a validade universal da relatividade
especial. A acao deve entao ser um escalar relativistico tal que todas as equagoes da teo-
ria sejam relativisticamente invariante. Isto implica que a teoria reduz-se a relatividade
especial quando a gravitagao ¢ desprezivel. Desta forma excluimos teorias com referencial
preferencial.

8) PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA:
Como foi demonstrado com grande precisao (1 parte em 10'%) pela experiéncia de Eotvos-
Dicke, particulas livres em queda livre seguem trajetorias universais. Entao a massa inercial
é igual a massa gravitacional, e o principio de equivaléncia fraco é satisfeito

4) CAUSALIDADE:
Nao é permitido propagacao superluminal, isto é, nao pode haver velocidade de qualquer
campo mensuravel, de energia, de momento linear, e de momento angular maior do que a
velocidade da luz. Desta forma nao havera quebra da causalidade.

5) POSITIVIDADE DA ENERGIA:
Segundo a referéncia [2|, campos nunca podem carregar energia negativa. Do ponto de vista
quantico é uma precaugao contra instabilidade de viacuo. A densidade de energia de cada
campo deve ser nao negativa em cada evento, isto ¢ denominado positividade local.

6) ABANDONO DA DINAMICA NEWTONIANA:
A teoria deve exibir uma escala preferencial de aceleracao, abaixo da qual h4 um abandono

da dindmica Newtoniana.
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B) REQUERIMENTOS
Uma teoria relativistica que contenha o MOND deve predizer de forma satisfatoria diversos
femdmenos que ja estao bem estabelecidos, que serao mencionados abaixo.

1) ACORDO COM FENOMENOLGIA EXTRA GALATICA:
O limite nao relativistico da teoria deve fazer predigoes que estdao em acordo com as do
AQUAL .

2) ACORDO COM LENTES GRAVITACIONAIS:
A teoria deve predizer corretamente o desvio da luz que sdo responsaveis pela formacao
de lentes gravitacionais e arcos. A teoria deve fazer predigoes do desvio da luz similar

ao previsto pela relatividade geral utilizando matéria escura. Isto é estabelecido pelo TeVeS.

3) CONCORDANCIA COM EXPERIMENTOS SOLARES:
A teoria alternativa de gravitagao deve em acordo com a relatividade geral nos diversos testes
solares como desvio da luz, tempo de atraso de sinais, precessao do periélio de planetas entre

outros.

3.3.2 REFERENCIAL DE JORDAN E REFERENCIAL DE EIN-
STEIN

O fendmeno da inércia, segundo o principio de Mach, deve surgir a partir de aceleragoes
com respeito a distribuicao da massa geral do universo. Se isto for verdade a massa inercial
nao seria constante e, consequentemente ela diferiria da massa gravitacional. Neste caso o
principio de equivaléncia fraco perderia o seu sentido [8]. Em 1961 Brans e Dicke |7] criaram
uma teoria nao acoplando o campo escalar ¢ a matéria e mantendo a massa inercial idéntica
a massa gravitacional. Nesta formulacao a constante gravitacional passa a variar de acordo
com o campo escalar ¢ [8], e a massa permanece intacta. Pouco tempo depois a teoria foi
reformulada mantendo a constante gravitacional intacta, e variando a massa. Para isso, o
campo escalar ¢ foi acoplado & matéria e nao a gravidade. No primeiro caso a teoria foi
descrita no referencial de Jordan, também chamado de referencial fisico, e no segundo no

referencial de Einstein. A seguir os dois casos serao discutidos separadamentes.
REFERENCIAL DE EINSTEIN

Neste referencial o campo escalar interage explicitamente com a matéria [29], e as trajetorias
das particulas nao sao geodésica da métrica de Einstein. Também a constante gravitacional

G permanece constante [30], enquanto que as massas das particulas variam. O tensor
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momento energia da matéria nao necessariamente se conserva, e ¢ o tensor momento energia

efetivo que se conserva: G%’B = 87TGT§3f °% — (). E neste referencial que o TeVeS foi formulado.
REFERENCIAL DE JORDAN

De forma alternativa a agao é descrita no referencial de Jordan em que a interagao escalar
¢ absorvida pela transformagao conforme da métrica, e as trajetorias das particulas sao
geodésicas da nova métrica. Neste referencial os campos nao interagem com a matéria, e o
tensor momento energia da matéria sempre se conserva: Tﬁfbﬁ 5 = 0[30]. Aqui o campo escalar
acopla a gravidade [29]. Também a ‘constante gravitacional’ ndo é constante e, portanto
varia, enquanto que as massas das particulas sdo constantes [30]. Segundo a referéncia
[35], a equivaléncia matemaética entre os dois referencias nao implica necessariamente em
equivaléncia fisica.

Uma teoria relativistica pode ser descritas em duas maneiras diferentes. Uma usando
o referencial de Jordan e outra usando o referencial de Einstein. Segundo [2,11,12] o
referencial de Jordan é aquele cujas grandezas possuem significado fisico e nao matematico.
Desta maneira a métrica pode ser escrita tanto em um referencial quanto em outro.

A relagao entre a métrica no referencial de Jordan g,z e a de Einstein g,z € feita através
de uma relacao que é denominada transformacao conforme. Nesta transformagcao, as duas

métricas estao ligadas por uma fungao do campo escalar ¢:
gaﬂ - 62¢ga6- (322)

Isto siginfica que o espaco-tempo foi localmente esticado isotropicamente em todas direcoes
com respeito a g,g. A trajetéria da particula é geodésica quando escrita na métrica de
Jordan e nao geodésica quando escrita na métrica de Einstein. O observavel é justamente
a métrica de Jordan [9,12], isto ¢, aquela usada para fazer medi¢oes a partir de relogios e
réguas. Se gag = gas, vale o principio de equivaléncia forte. Porém nao hé experimento
que verifique tal igualdade, e o principio de equivaléncia forte s6 tem algum suporte a
nivel do sistema solar. A grandes distancias a validade do principio de equivaléncia forte é
questionéavel. Para a relatividade geral tanto o principio de equivaléncia fraco como o forte
é satisfeito, porém somente o principio de equivaléncia fraco é que é sustentado por muitos
experimentos. Estes experimentos sao evidentes somente para .3 # gag COMo acontece em

largas escalas.
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3.4 RAQUAL

O AQUAL decreve bem as curvas de rotacao de galaxia, mas nao é uma teoria relativistica.
A implementagao de uma teoria relativistica é indispensavel nao s6 para prever desvios da
luz, mas permitir também a investigacao de sistemas como pulsar binario e cosmologia.
A nova formulagao deve se comportar como o MOND no limite de baixas aceleragoes e
como a gravidade Newtoniana quando as aceleragoes sao grandes. A teoria também deve
fazer as mesmas predigoes da relatividade geral na escala do sistema solar além de prever
corretamente os fortes desvios da luz sem incluir a existéncia de matéria escura nas galaxias.

Naturalmente o RAQUAL é derivado de um lagrangeano, e sua forma é:

ag . (9 ad
L,— ——20 et 3.23
¢ 87TGf ( a? (3:23)
A partir da variacao em ¢ encontra-se
gaﬁgb oe¢ I} ~a B

pl =52 g"¢,| =—-4ArGG*T,g, (3.24)

a5 i
onde u(y) = #TS’). No caso de campos fracos da relatividade geral, isto é, quando o campo

gravitacional ¢ muito pequeno para produzir velocidades perto da velocidade da luz [6], a

métrica é dada por :

goo = —(1 +2®y). (3.25)

No RAQUAL a previsao no mesmo limite é dado pela métrica fisica abaixo:

oo ~ —(1 4 2By + 26). (3.26)

Neste caso o novo potencial é dado por & = &y + ¢, e o campo escalar desenvolve o papel
do potencial gravitacional da suposta matéria escura. Para sistemas quase estaticos com
campos fracos a equagao (3.24) tem a mesma forma da equagao do AQUAL(3.17). A teoria
se comporta bem ao predizer as curvas planas de rotacao de galédxia e estd consistente
com os testes solares. Porém carrega sérios problemas, como propagagao superluminal do
campo ¢. A relacao conforme utilisada também nao é adequada e por isso a teoria prediz
aproximadamente o mesmo desvio da luz previsto pela relatividade geral se levarmos em

conta apenas a matéria visivel, em pleno desacordo com os fortes desvios observados.
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3.5 PCG

Devido ao RAQUAL carregar consigo o problema da causalidade, isto é, a velocidade das
ondas do campo escalar é maior do que a velocidade da luz no regime do MOND, Bekenstein
sugeriu uma nova teoria envolvendo dois campos escalares e que ficou conhecida como PCG
(Phase Coupling Gravity). Neste formalismo surge um campo escalar complexo dado por
X = qe® onde ¢ e ¢ sao dois campos escalares. O primeiro representa a amplitude e o
segundo a fase do campo escalar x. A teoria recebe este nome devido a matéria acoplar a
fase do campo escalar complexo. A transformagao conforme g,5 = €**g,5 ¢ mantida, onde
¢ é a fase do y que aparece.

A acgao proposta para este campo tem a forma:

1 « *
Sy =5 [ (97" xaxs + V(X' X)) (—9)'/d"x. (3.27)
O potencial V' (x*x) representa a autointeragao do campo escalar complexo. Em termos dos

campos ¢ e ¢ a agao acima é escrita como:

1

Seo = =5 [ (€00’ + 000" + V(¢*)(—9)"*d"x. (3.28)

Diversas versoes surgem em virtude das diferentes escolhas para o potencial. O modelo
mais simples ¢ o0 PCG minima V' (¢?) = 0. A teoria melhorou o problema da causalidade
quando confrontado com o RAQUAL, porém apresenta fraco desvio da luz caso nao se infira
matéria escura, e isto é devido a métrica fisica e a de Einstein estarem relacionadas por uma
transformacao conforme como no RAQUAL. Por fim, a precessao do periélio do Mercurio

esta em conflito com a observagao. Em resumo, a teoria é falha.

3.6 TEORIAS COM TRANSFORMACAO DISFORME

A fim de resolver problema do desvio da luz foi sugerido trocar a transformacao conforme

gaﬁ = e_ngoaﬂ (329)

pela disforme:
Gop = € 2V (Agag + BL*Y 41 5). (3.30)

A, B sao fungoes do invariante g"“1 ,1,, e L é uma constante. Neste caso a diregao do

espaco tempo colinear com 1 , ¢ comprimida diferentemente nas quatro diregoes, por isso, a
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forma da métrica é distorcida. No entanto foi visto que se insistirmos na propagacao causal,
que consiste na velocidade da luz ser maior do que a das ondas gravitacionais (perturbagao
da métrica g,p), o sinal requerido para B deve ser o oposto do desejado para aumentar o
desvio da luz. Para que o desvio da luz aumente B tem que ser positivo [9,20], porém surge
o entdo problema de causalidade que para ser evitado exige um B negativo [9].

Uma maneira de sair do impasse, como mencionou Sanders [61], consiste em trocar
os termos v 49 3 por U,Up na equacdo (3.30), onde U, é um quadrivetor constante que
aponta para o tempo [9]. A introdugao do campo vetorial U* faz o truque [9]: o MOND
¢é recuperado e o desvio da luz é aumentado para as corretas propor¢oes mesmo para um
B negativo (2,9, 20| evitando os problemas de causalidade [2]. Esta nova transformagao
disforme é responsavel pelo desvio extra da luz, em acordo com as observacoes, sem invocar
a presenca de matéria escura ao contrario das teorias predecessoras que falharam neste

intuito. A métrica fisica da teoria estratificada de Sanders é dada por:

Gop = € 2V gap — 2U,Us sinh(29)) (3.31)

Esta teoria de gravitacao estratificada se comporta bem quando confrontada com testes do
sistema solar. Todavia, a teoria precisa de um referencial prioritario [2,9,40], entao ela pode
ser covariante enquanto que uma teoria aceitavel necessita ser covariante.

Este problema o TeVeS, que sera a proxima teoria do tipo MOND a ser discutida, resolve.

3.7 TEVES

Na presente tese vamos trabalhar com uma nova teoria denominada TeVeS que significa
Tensor Vector Scalar, pois possui campos gravitacionais nestas trés formas. Seu objetivo
principal é:

1) explicar as observadas curvas de rotacao de galdxias sem invocar a presenca de matéria

escura

2) explicar as lentes gravitacionais e os fortes desvio da luz sem ter que apelar para a

matéria escura que jamais foi detectada.

Como foi mencionado anteriormente vérias teorias alternativas de gravitagao foram cri-

adas com o intuito de resolver o problema. A primeira foi o MOND seguido pelo AQUAL
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e ambas nao sao relativisticas. Porém, é necessario uma teoria relativistica. A primeira da
série foi 0 RAQUAL que falhou em explicar o forte desvio da luz e carregava a indesejavel
propagacao de campos superluminais, em seguida surge o PCG que melhorou o problema
da causalidade, porém continuou a desviar fracamente a luz caso nao se admita a existén-
cia da matéria escura. Havia também outro problema, a do conflito com a precessao do
periélio de merctrio. Em vista de tantos problemas era necessario desenvolver uma teoria
mais completa e geral. O TeVeS, desenvolvido por Bekenstein, foi a primeira teoria real-
mente madura do tipo MOND e capaz de superar vérios obstaculos e evitar diversos efeitos
colaterais. Porém problemas também existem [20].

Nesta teoria, seu limite nao relativistico com aceleragoes muito menores do que ag
conduz ao MOND, enquanto no seu limite nao relativistico com grandes aceleracoes
em relacao a ag, a dinamica Newtoniana é recuperada. A teoria possui trés constantes
importantes: [ com dimensao de comprimento, e mais duas positivas e adimensionais, k e
K.

Os pontos fortes do modelo sao:

A) o TeVeS passa pelos testes usuais do sistema solar,

B) prediz o desvio da luz de acordo com o observado sem requerer a presenga da matéria
escura,

C) néao exibe propagacao superluminal e

D)fornece um formalismo especifico para a constru¢ao de modelos cosmolégicos.

O TeVeS é baseado em quatro campos gravitacionais, sendo um tensorial, um vetorial e
dois escalares descritos abaixo:
1) a métrica de Einstein g, bem como sua inversa g"”.

2) um campo quadrivetor tipo tempo U, tal que

g*°UUs = —1 (3.32)

3)um campo escalar dindmico ¢ adimensional.

4) e finalmente um campo escalar nao dindmico o com dimensao igual a de ﬁ
A meétrica fisica do TeVeS, como na teoria estratificada de Sanders, é obtida esticando a
métrica de Einstein na dire¢do do espaco tempo ortogonal a U® = g*’Uj por um fator e~2?

enquanto encolhe pelo mesmo fator na diregcao paralela a U?:

Jap = € > (gap + UaUs) — €*°UUy (3.33)
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ou de forma equivalente,

Jop = € 2*gop — 2U,Ug sinh(2¢) (3.34)
A meétrica fisica inversa é dada por:

§°P = ¥ g*P 4 2UUP sinh(2¢) (3.35)

onde U® = ¢g*%U,.

3.7.1 FUNDAMENTOS DO TEVES:

A) Acgoes

Nesta teoria existem 4 ag¢oes que serao discutida a seguir. A primeira é devido a parte

geométrica e é idéntica a acao da relatividade geral:
S, = (167G)"! / 4% Ros(—g)2d"z. (3.36)

O termo g é o determinante de g,s que é a métrica no referencial de Einstein.

A segunda acao é devido aos campos escalares:
1 1
S =—3 / (021,065 + SGI 20" F(kGo®))(—g)2d'z, (3.37)

onde o termo h®? = g% — U*U® & introduzido para eliminar a propagacdo superluminal
do campo ¢ [2,9] devido a presenga do campo vetorial [2], sob a condigdo ¢ > 0. F' é uma
funcao adimensional livre [2|. Além do mais, dois pardmetros constantes sio introduzidos:
k que ndo tem dimensdo, e [ que tem dimensdo de comprimento. O termo o2UUP¢ ¢ 5
foi incluido na agao escalar para impedir a propagacao superluminal do campo ¢ [2]. A
propagao superluminal era um dos grandes problemas que assolava o RAQUAL. A terceira

acao provém do campo vetorial U?:
K Q, v v
S0 =~ [ 179" Uyl — 20/ K) @O0, + D)(~9) e, (3.38)
O par de indices entre colchetes é devido a antisimetrizagao:
Utau] = Uau = Upsar- (3.39)

O novo parametro K introduzido é uma constante de acoplamento adimensional desde

que U® também seja adimensional. A\ ¢ um multiplicador de Lagrange dependente do
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espaco-tempo para forcar a normaliza¢ao |9] do campo U%, e que é determinada assim
que as equagoes sao resolvidas. A variagdo em A da justamente a relagio ¢*°U,Us = —1
mencionada anteriormente [17]. Resumindo:

F' = funcao sem dimensao,

¢ = campo escalar dinadmico sem dimensao,

o?= campo escalar ndo dinAmico com dimensdo do inverso da constante gravitacional
newtoniana,

U%= campo vetorial sem dimensao,

A ¢ o multiplicador de Lagrange que depende do espaco-tempo

k = constante sem dimensao,

K = constante de acoplamento sem dimensao,

[ = constante com dimensao de comprimento.

A quarta e ultima acao é a da matéria:
S = [ LGu)(=9)d'z. (3.40)

E importante conhecer a relagdo entre g (determinante de g,5) € g (determinante de

gap)- Para isto multiplicamos a métrica fisica pela de Einstein:

3" gua = [€*°9" + 29™ 9" U U sinh(26)] ... (3.41)
= 6" + 2U,U, g0 sinh(20)
e — 720
= 04 + 20 U (——5—)
= e2[6F 4+ UrU,(1 — e )],
entao como U® s6 tem componente temporal, a relagao do determinante de g e g é

G7lg = det[e**] + U Uy(1 — e749)], (3.42)

onde I é a matriz unitéaria.

Apos algumas algebras elementares encontramos
[—G =e % /. (3.43)
B) EQUACOES BASICAS

Uma relacao fundamental para se encontrar as equacoes de campo e de Eintein modificada é

derivada da relagao (3.35). Apos realizadas as devidas variagoes nesta equagao encontramos:

550 = e226g°% + [°Pe®® + 2U°U” cosh(2¢)]5¢ + (3.44)
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+25sinh(2¢)[0g" U U,] +
+25sinh(2¢)[U*¢?*5U,]

Os parénteses indicam relagao de simetrizagao:
U grsu, = (¢**U° + ¢?U*)5U, (3.45)

A equagao (3.45) serda fundamental para encontrar as equagdes de campo e de Einstein

modificada a partir da relacao abaixo:

N Va0
Ta,[-}:\/_—g 5578 (3.46)

Apos realizadas as variacoes em ¢*°, o, ¢ e U, a quatro equacdes fundamentais da teoria
7 )

serao descritas separadamente.

B1) EQUACAO DE EINSTEIN MODIFICADA

Para se encontrar a equacao de Einstein modificada no referencial de Einstein deve-se fazer

a variacao em ¢g*’. O resultado final é:
Gop = 87G(Tap + (1 — e VU T, uUp) + Tag) + Oup, (3.47)
onde
— 2 1 nz o 1 v
Tap =0 ¢,a¢,ﬁ - 59 ¢,u¢,ugaﬁ -U ¢,M(U(a¢,,3) - §U ¢,Vgaﬁ) -
1
ZGl_204F(k‘G02)ga5 (3.48)
1
Qaﬂ =K <g'ij[u,B} U[l/,ﬁ] - ZQUT.QNVU[U,M} U[T7V]ga,3> - )‘UaUﬁ (349>
B2) EQUACAO DO CAMPO ESCALAR o

A equacao de o pode ser escrita de forma mais compacta e pratica a partir de uma

redefini¢ao de variavel como é feito abaixo:

—pF(p) — ;MQF/(M) =, (3.50)



48

onde
p = kGo? (3.51)
e u= pu(kl?h*¢ o 5). O termo h*? é definido como
hoP = gof — UeUP, (3.52)
Finalmente a variavel y é dada por
y = kI*h*’ ¢ o0 5. (3.53)
B3 - EQUACAO DO CAMPO ESCALAR ¢
A partir deste campo escalar é encontrada a equacao
(17 o ,=HkG (97 + (14 ) urUP| Tog. (3.54)

O tensor momento energia ¢ dado por [2]

Top = platis + P(Jas + Ualg), (3.55)

onde p ¢ a densidade de energia propria, p é a pressao, e 4, ¢ a quadrivelocidade [2] . A

teoria também prevé a relagao abaixo
liq = €*U,. (3.56)
Usando (3.56) e (3.55) surge a relagao:
Top = p(e?Ua)(€Up) + pe** (gap + UaUs) . (3.57)
Unindo a condigao (3.54) e (3.55) encontra-se:
16 = kG g™ + (14 e ) U] [pliatiy + (s + Tatin)] (3.58)

Por (3.56), de ¢*°U,Us = —1 e (3.58), a equagio do campo ¢ (3.54)é reescrita na forma

abaixo :

(176 4 5= kG o+ 3] e 2. (3.59)

Esta equagao ¢ de uso tanto para sistemas quase estéaticos quanto para cosmologia [2].
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B4) EQUACAO DO CAMPO VETORIAL U,
Fazendo a variacao em U, surge a equagao
KUS™ 4+ \U® + 87Go?U ¢ 3g* ¢, = 87G(1 — e *) g™ U T,5. (3.60)
A é o multiplicador de Lagrange e é determinado assim que as equagoes sao resolvidas [9)].

C) ESCOLHA DE F(u)

Hé grande liberdade na escolha de F'(u) ou y(p). A fungdo y(u) proposta por Bekentein [2]
possui a seginte forma :

_ 3P (p—2)?

3.61
11 (3.61)

A medida que y(j) varre de 0 a oo , i aumenta de 0 & unidade. A presenca de ;2 na equacio
acima garante que a teoria possui 0 MOND como limite [2|. Uma importante caracteristica
desta escolha de y(yu) é que para pequeno y, p o< /Y, e para grandes valores de y temos
w1 40].
A partir do y acima e integrando a equagao (3.50) encontramos:

3p(d+2p —4p® + 1 + 2In[(1 — p)?]

F=_ . 3.62

Para F' menor do que 0 e consequentemente y variando de 0 a 1 estamos no limite de sistema
quase estatico, enquanto que para F' maior do que 0 e x4 maior do que 2 entramos no dominio
cosmolégico. Vale a pena reafirmar que ha grande liberdade na escolha de F', e que cada

escolha define uma nova teoria distinta [9].
D) RELATIVIDADE GERAL COMO LIMITE

Uma das razoes para acreditar que o TeVeS é uma teoria consistente, é motrando que
em pequenas escalas como a do sistema solar, ela se comporta da mesma maneira que a
relatividade geral. A teoria possui trés parametros: k, [ e K, e no limite em que k£ — 0,
lx k=32, K o k el — oo a teoria se funde naturalmente a relatividade geral para qualquer
forma de F desde que se faca uma troca de variaveis ¢ — ¢, = lp, 0 — o, = Vko.
Assim quando [ — 00, a agao escalar desaparece e ¢, desacopla da teoria [2]. Quando
K — 0 a acao vetorial S, desaparece, e também A — 0 [2,40]. Entao a equagao de Einstein
modificada se reduz na relatividade geral [2|, e a métrica fisica se torna idéntica a métrica
de Einstein [2,40].
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E)LIMITE NAO RELATIVISTICO

O limite nao relativistico ocorre em sistemas quase estéaticos que sao caracterizados pelo
fato da energia potencial gravitacional de uma particula (estrela ou galéxia) ser muito menor
do que a sua massa de repouso. Portanto, os campos gravitacionais sao muito fracos para
produzirem velocidades proximas & da luz [2|. Nestes sistemas quase estaticos podemos
desprezar as derivadas temporais em comparacao com as espaciais.

Para fazer a aproximacgao nao relativistica do TeVeS, é necessario a equagao de campo do
campo vetorial U® (3.60) para calcular A. Depois introduzimos este valor nas equagoes
linearizadas de Eintein, e descartamos 7,5 € 0,5 ( com excegao de A). O resultado final ¢ a

métrica fisica para sistemas quase estaticos dada por [2,9,40]:
Jopdr®dz® = —(1 4 2®)dt* + (1 — 2)5;;dr' da?, (3.63)
onde o potencial é escrito como,
O ==0y+ ¢ (3.64)

Onde ® é o potencial total , &5 o potencial gravitacional Newtoniano devido a matéria
barionica [9] , e ¢ € o campo escalar que desenvolve o papel do potencial da matéria escura.

Aquantidade = ¢ uma constante proximo da unidade dada por [9,40]:
E=e (14 K/2)7, (3.65)

onde ¢, € um valor assintotico de ¢ [40], e = deve possuir um valor proximo da unidade [9,40].
Nesta teoria a métrica de Einstein no limite de campos fracos se comporta de uma maneira
um pouco diferente da relatividade geral, isto é, o TeVeS introduz uma pequena correcao na

métrica e que deve ser escrita na seguinte forma [40:
goo ~ —(1+ 2Z0y) (3.66)

Observe que o fator multiplicativo nao é exatamente 2 como na relatividade geral. A métrica

fisica, por sua vez, possui a forma
Joo = —(1 +29) (3.67)
que pode ser escrita como

Goo = —(1+ 22Dy + 2¢). (3.68)
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A equacao do campo ¢ para o caso estatico esfericamente simétrico com a matéria
representada pelo fluido (3.55) e usando a equagao do campo ¢ (3.54) encontramos

V1 (k2(V6)?) Vo = kGp. (3.69)

Em sistemas quase-estaticos h*’ — ¢*? e a equacdo (3.54) se reduz a (3.69) que tem a

mesma estrutura da equagao do AQUAL [2]|. Seja a equagao de Poisson na nomenclatura
TeVeS:

V.V = 4nGp (3.70)
Comparando as duas equagoes acima vemos que:
Vo = (k/4np)Vdy (3.71)
Vamos agora calcular Vo a partir da equagao & = =Py + ¢ que nos da:
pVo =Voy (3.72)
onde
= (E+k/dmp)™ (3.73)

A equagao (3.72) é precisamente a equagao do MOND visto que a aceleragao da particula

teste é dada por a = —Vo. A partir da relagao (3.69) p é visto como fungao de ’ﬁqﬁ

, €

consequentemente por (3.73) e (3.72) f1 pode ser escrito como fungao de ‘ﬁ@

, exatamente
tipo o formato do MOND [40]. Vamos examinar dois casos distintos e opostos, primeiro
analisaremos o caso de campos mais fracos, isto é, para i << 1 que é justamente a regiao que
predomina o MOND puro com simetria esférica. Fm seguida analisaremos o comportamento
do TeVeS no limite p —— 1 que corresponde ao limite de alta aceleracao.
CASO A)LIMITE MOND(u << 1): SIMETRIA ESFERICA

O valor de y = ki?h*P¢ ¢ 5 proposto por Bekenstein ¢ dado por (3.61), e no limite em que
it << 1 obtemos y ~ 3u%. Entao,

o (k)3)21 |V (3.74)

Usando a relac¢do acima em (3.71), (3.72) e (3.73) para eliminar ‘ﬁ(I)N‘ e ‘ﬁﬂ obtemos:

1= (k/87%) <—1 + \/1 +4|Vo| /a0> (3.75)
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onde ay ¢ uma constante com dimensao de acelera¢ao dada por [40]

ag = (3k)Y?(4n=l) 7} (3.76)

Foi escolhido p > 0, e a expressao (3.75) s6 é valida para u << 1 [40]. Assumindo k << 1
isto sera verdadeiro quando ’ﬁ@‘ << ag. Neste caso p ~ (k/4n=) ‘6@’ /ag. Porém por
(3.72) temos i~ =71 ’ﬁ@‘ /ag. Portanto assumindo k£ muito pequeno e usando as equagoes

(3.75) e (3.76) obtemos:

V|V /ag = EVDy (3.77)

Se identificarmos ag da equagao (3.76) com a constante de Milgrom [40], entdo estamos
precisamente no caso |@| << ag. A presenca de = na equagao (3.77)mostra que o TeVeS
faz uma correcao no MOND puro, mesmo que muito pequena.Desta forma o TeVeS, que é
uma teoria relativistica, cobre a descrigao fenomenolégica do MOND no limite de baixas
aceleracoes e por isso se sai muito bem.

CASOB)LIMITE NEWTONIANO:SIMETRIA ESFERICA
Vamos considerar a partir de agora o outro caso extremo, isto é, para u ~ 1 que dé origem
ay = kl? ‘ﬁ(ﬁf >> 1. por (3.73) temos

f~ (24 k/4n)~t (3.78)
Portanto por (3.72) e a equagao acima é encontrado que :
Vd = (2 + k/4n)Vdy (3.79)

Como k << 1 e = ¢é proximo da unidade, a aceleragao da particula teste (estrela ao redor

da galaxia ) @ = Vo [40] tem a forma Newtoniana no limite yu ~ 1. Em Consequéncia de

(3.79) obtemos:
Gy = (Z+ k/4m)G (3.80)

analisando a equagao acima ¢ visto que o TeVeS faz uma corregao na constante grav-
itacional, isto é, o TeVeS é equivalente a dinamica Newtoniana, mas com o valor da
constante gravitacional ‘normalizada” [2]. Como k << 1 e = é bem proximo da unidade,
a modificagao ¢ muito pequena. Por exemplo se £ = 0,03 ha um aumento fracional

de 5,3 x 107 no campo gravitacional Newtoniano do sol na ¢rbita da terra, o qual é
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‘ﬁ@’ = 0,59cms 2. Nao ha como medir as diferencas das predicoes, no limite Newtoniano,
do TeVeS com as da dindmica de Newton, pelo menos nos dias atuais. Para a orbita de
Saturno ‘6@‘ = 0,0065¢ms ™2, e a correcao fracional é de 4,3 x 1075, Isto corresponde a
um aumento na aceleracao de 2 x 10~"ems—2. Novamente nao podemos dizer se a previsao
Newtoniana estd mais proxima da realidade do que o TeVeS e vice versa. Concluimos esta
segao fazendo a observagao que pela relagao (3.79), @ =~ gy, e a >> ag para o limite pu ~ 1.
Neste limite O TeVeS cobre com tranquilidade a dindmica Newtoniana.

C) REGIAO INTERMEDIARIA PARA 0 < pn < 1

Nos casos em que p << 1 e p ~ 1 a teoria se reduz ao MOND puro [40|, desde que
seja adotado o caso particular de simetria esférica [2], como foi feito nos itens A) e B)
analisados acima. Mas quando g possui um valor intermediario, o TeVeS produz correcoes
no MOND [40] . Neste regime ®y e ¢ fazem contribui¢oes similares para ®. No presente
caso as predigoes do TeVeS satisfazem a equagao de Poisson modificada do AQUAL [40],
pois esta teoria carrega o termo extra vV xh que também é responsavel pelos casos onde nao
ha simetria esférica, e a equagao de Poisson original. Por isso em geral ® nao é exatamente
uma solugdo do MOND puro. E mencionado por Bekenstein [40] que existem realmente
aglomerados de galaxias cuja dindmica nao é bem descrita pelo MOND puro, eum possivel

motivo é que deva existir uma certa quantidade de matéria escura nestes aglomerados.

F) CORRECOES RELATIVISTICAS NO TEVES

Os testes dentro do sistema solar tém sido usados frequentemente para aceitar ou descar-
tar as novas teorias gravitacionais que competem com a relatividade geral. A métrica de

Sghwarzschild em coordenadas isotrépicas é

Gapda®d® = —e”dt? + ef[dp® + p*(db? + sin? 0d¢?)] (3.81)
e’ =1—-2GNp t +2B8G5m*p 2 +0(p?) (3.82)
€ =1+ 29Gymp™" +0(p72) (3.83)

Aqui m é a massa fisica do Sol , e Gy a constante gravitacional Newtoniana. -~ esta
relacionada com a deflexao da luz e o sinal de radar "time delay", enquanto que [ esta
relacionada & precessao do periélio de varios planetas .

O objetivo é calcular as corregoes da métrica de Schwarzschild que descreve a solugao ex-

terior de uma massa m e determinar os parametros "post-Newtonian"do TeVeS e comparar
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com a relatividade geral. O primeiro estagio consiste em escrever a métrica de Einstein
esfericamente simétrica e estética do sol (interior e exterior) em analogia com a equagao
(3.81):

Gapda®d® = —e"dt? + e*[dp* + p?(d6? + sin® 0dp?) (3.84)
Com v = v(p) e £ = £(p) Fora do sol as fungoes da métrica podem ser expandidas na forma:

e’ =1—r,/p+aa(ry/p)* + ... (3.85)

& = 1= Bury/p+ Balry/ o) + .. (3.86)

O r, tem dimensao de comprimento e precisa ser determinado. A simetria e renormalizacao

sugere que

Ue = (e2,0,0,0). (3.87)

Com esta equagao resolvemos a equagao escalar para obtemos

kGmg

e +0(p™%), (3.88)

onde ¢, é o valor assimtético de ¢, e mg é a massa escalar dada por
R
m, = 4 / (5 + 3p)er/3+36/2-2 2, (3.89)
0

onde R é o raio do sol. Pelo fato do fluido ser nao relativistico p << p, entao m, deve estar
muito proximo da massa Newtoniana. m, e a apropriada massa gravitacional m, diferem
por uma fracao de apenas 107° [2| no interior do sistema solar. Em seguida vamos calcular
as componentes Gt e G* da equagao de Einstein modificada usando séries de poténcias, para

determinar os coeficientes:

Br=1 (3.90)
1
3 K kG?m?
_ 3 K 5 92
& s T 16 82 (3.92)
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O proximo passo ¢ encontrar as solucoes interior e exterior para e® na superficie do sol cujo

procedimento determina que:

rg = 2Gmy + 0(r2/R) (3.93)

onde novamente R ¢ o raio do sol e m, ¢ uma integral sobre as varidveis 74 e 04, que
concorda com a expressao para a massa do sol m com precisao fracional de 1075 [40]. Sua

massa observavel(fisica) é dada por

m = (G/Gy)(m, + ’Z’f). (3.94)

Finalmente usamos as relagoes (3.33), (3.87) e (3.88) para calcular a métrica fisica. O
resultado final é [40]
vy=1 pg=1 (3.95)

que podem ser introduzidos em (3.81), (3.82) e (3.83).
Concluindo, os valores (3 e v sao iguais a 1 tanto para a R.G quanto para o TeVeS. Portanto,
nao é possivel optar por uma teoria ou outra em vista da precisao dos aparelhos de medidas

atuais.
G)LENTES GRAVITACIONAIS DE ACORDO COM O TEVES :

As lentes gravitacionais surgem devido a formacao de imagens através do desvio da
luz, e em muitos casos é observado fortes desvios da luz cuja causa nao poderia ser apenas
pela presenca da matéria luminosa. Se levarmos em conta a presenca de grande quantidade
de matéria escura nas galdxias e aglomerados de galaxias, entao a relatividade geral ¢ um
excelente intrumento tedrico para fazer previsoes do desvio da luz e esta em concordancia
com a observacao. Na secao anterior foi calculado o desvio da luz no regime Newtoniano
(altas aceleragoes) do TeVes. Nesta segao sera verificado como o TeVeS prediz o desvio da

luz no regime MOND ( baixas aceleragoes). Vamos trabalhar com a teoria linearizada

_ 1 _
Jap = Nap + haﬁ - 577&57776}176 (396)
que satisfaz a condicao de gauge

7" 93h.s = 0. (3.97)
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Entao o tensor de Einstein para 0(h) se torna
I -
Gag = —577 8785ha/3. (398)
Unindo esta equagao com a de Einstein modificada encontramos
17°0,05hap = —167G[Tos + (1 — eV Ty Upy + Tag] — 20up. (3.99)

Galaxias e agrupamentos de galaxias sdo sistemas em repouso (sua estrutura nao varia
com o tempo ao contréario do caso cosmoldgico) e, por isso podemos desprezar as derivadas
temporais de l_lag; da mesma forma desprezamos os tensores quadréticos 7,3 e 0,3 com
excegao do termo —AU,Up que nao é ostensivamente pequeno. O A é calculado a partir
da equagao do campo U* (3.60) depois de negligenciar os termos ¢. Para Tag utilizamos a

equagao do fluido perfeito:

Top = Plialig + P(Jap + Ualig)- (3.100)

O resultado final é hy = —4Z®y onde @y provém da equagao de Poisson com p como
fonte, e = é uma constante proximo da unidade como ja foi definido antes. No caso nao

relativistico p << p, entao podemos fazer l_zij ~ 0 e hy ~ 0. Logo,

Jop = (1 = 22PN )05 — 42PN T, 0. (3.101)
Por (3.101)
goo ~ — (1 +2EPy). (3.102)

Ao se usar a equagao (3.33), que relaciona a métrica fisica com a de Einstein, junto com
(3.102), encontra-se
Joo = — (1 + 220y + 2¢) . (3.103)

A métrica fisica, por sua vez, adquire a forma

Gapdr®dar® = —(1 + 2®)dt? + (1 — 2®)6;dz’da? 3.104
B8 J

onde & = =Py + ¢. A métrica acima tem o mesmo formato da métrica de campos fracos
da R.G.. No TeVeS o potencial ® é responsavel nao s6 pela dinamica das galaxias, mas

também pelas lentes gravitacionais. A equagao (3.104) pode ser descrita pela R.G. se ® for
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proveniente da equagao de Poisson caso seja incluso matéria escura na fonte, enquanto no
TeVeS @ e ¢ aparecem no potencial @, e a fonte é devido apenas a matéria visivel. Como
no RAQUAL, o campo escalar ¢ desempenha o mesmo papel do potencial gravitacional
da matéria escura caso a R.G seja a teoria adotada. Concluindo, as predi¢oes do TeVes
(no limite de baixas aceleragoes para as lentes gravitacionais sao as mesmas da relatividade
geral se incluirmos matéria escura, e ambas estao em acordo com a observagao. Portanto, ao
contrario de suas predecessoras como RAQUAL e PCG, o TeVeS descreve com sucesso as ob-
servadas lentes gravitacionais. Este topico é apenas uma generalizacao da questao do desvio
da luz ja discutido anteriormente, a diferenga consiste que neste caso foi tratado sistemas no
regime MOND (baixas aceleragoes ) e na se¢ao anterior foi realisado um tratamento para o

regime Newtoniano (altas aceleragdes) como ja foi mencionado.
H) CAUSALIDADE

A transformacao disforme usada no TeVeS resolve o problema da causalidade e, portanto
nao ha propagacgao superluminal de ondas gravitacionais. Os detalhes ja foram explicados
anteriormente. Também na agao escalar, a presenca do vetor U® elimina a possibilidade de
propagagao superluminal do campo escalar. Esta discussao ja foi tratada ao se apresentar a
acao escalar anteriormente. Outra condigao, a fim de evitar qualquer tipo de problema de

causalidade é supor que o campo ¢ deva ser maior do que zero [2].

3.7.2 EQUACOES COSMOLOGICAS DO TEVES

Vamos reescrever as equacoes de campo e de Einstein modificada para o caso cosmologico, na
qual as variaveis dependem do tempo, mas nao das coordenadas espaciais ja que o universo

¢ homogéneo e isotropico em largar escalas. Neste caso o campo vetorial é dado por
Ue =o; (3.105)
A métrica usada é a de Robertson Walker pois o universo é homogéno e isotropico

ds? = gagda®da’ = (3.106)
—dt* + a(t)? [d’r’2 + 72(d6* + sin® 9d<p2)} :

Esta é a métrica no referencial de Einstein . Por outro lado, através de

9ap = € **gap — 2UaUg sinh(2¢) (3.107)



o8

podemos calcular a métrica fisica, ou seja, aquela formada por grandezas que realmente

podemos medir. Como U® = 67, entao pela relagao (3.107) temos

goo = —e** (3.108)

i = a’e”?. (3.109)
A partir de (3.108) e (3.109) a métrica fisica é escrita na forma

d3? = Gagda®da’ = —(e%dt)* + (3.110)
(e~%a(t))? [dr? + r*(d6® + sin? d?)| =
—dP? + a(1)* [dr® + r*(d6” + sin® 6dip”)] .
Portanto por (3.108), (3.109) e (3.111) surgem as importantes relagoes

di = e®dt, a(l) = e ?a(t). (3.111)

Embora estejamos trabalhando no referencial de Einstein e utilizando as varidveis a e t,
elas nao possuem nenhum significado fisico [11]. O proximo passo consiste em encontrar as

equagoes cosmologicas. Ao multiplicar (3.55) por U obtemos

UTop = U [pilniis + P [ > (gop + UaUs| =

pUP g1, + pe 2 [gasU”? + UPUSUL). (3.112)
Utilisando a relagao g*°U,Us = —1, a equacio acima pode ser escrita como
UPT,5 = pUP(eUp) iy, (3.113)
E como a5 = e?Up [2], entdo
UPT,5 = —pe**UL,. (3.114)

Ao unir (3.114) com (3.60) e adotando U = §¢* encontramos a equagao cosmologica geral

do campo vetorial U*
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A = 87G[o%¢? — 2psinh(26)). (3.115)

A partir de (3.47) e usando (3.115) para eliminar A, encontramos a equagao de Einstein

modificada para a componente temporal:

at  87G _ _,, 887G L., 2w utF(u)
— =P —— %P+ 3.116
2 3 T T T (3.116)
ou de forma equivalente,
a’  8nGpe=?¢ A i
— = — . 3.117
Para a componente espacial temos
i a? . Go*F(kGo?
20 4+ & g | g0 — o2 4 GOEKGT) (3.118)
a a? 412

Por (3.50) encontramos a equagao cosmologica do campo escalar o, onde pu = kGo?:
. 1
2k’ ¢* = pF(p) + 5/EF’(M). (3.119)

Por ultimo (3.54) fornece a equagao cosmologica do campo ¢:

kGe™2?
2

i+ 3=+ = — 5+ 3). (3.120)

A eq.(3.116) pode ser reescrita com o auxilio de u = kGo? e se torna

a’ 1o (1)

L =20 o 3.121
?)a2 87G | pe” P + quﬁ + ek (3.121)
onde a densidade de energia efetiva é dada por:
2
_ oo Mo E() 3.122
pEf pe + kG¢ + 4Gk2l2 ( . )
que leva a equacao
12 8rG
KR L (3.123)
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A componente espacial da equagao de Einstein modificada (3.118) pode também ser reescrita

em funcao de p:

a @ o 1 pPF ()
2— + — = —81G |pe * + ¢*— — 3.124
PR L v AT TG (3.124)
Portanto, a pressao efetiva é dada por
5 o s
Assim (3.124) em (3.125) nos da
a a?
25 + ? = —87TGpef. (3126)
Por (3.57) e (3.105) obtemos:
Too = p(e’Uo)(e®Us) + pe > (goo + UoUp) = e (3.127)
ou
Too = pm = pe*®. (3.128)

Da mesma forma para a componente espacial do tensor momento energia da matéria temos

Tow = p(?Uy)(e?Uy) + pe 2 (guw + UnUs) = Pe*%a® (3.129)

na qual novamente foi assumida a relacao. Logo,

Ppm = pe 2. (3.130)

Como
Pef = Pm + Po, (3.131)

entao
Pp = Pef = Pm- (3.132)

Por (3.132) e (3.128) obtemos a densidade de energia do campo escalar que ¢ dada por :
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2

po = p [exp[~26] — expl2]] + L6 + o Fl) - (3.133)

De forma equivalente para a pressao, temos

Pef = Pm +p¢>' (3134)

Por (3.125) é encontrada a componente pressao

o p
- Pz . 1
P =169 " mepg T (8.135)

As relagoes entre pressao e densidade de energia sao dadas por

p=wp (3.136)
e
P = WinPrms (3.137)
onde
Wy, = we ¢ (3.138)

é dado por (3.128) e (3.130). Para o campo escalar, o parametro da sua equagao de estado

é dado por

wy = L2, (3.139)

P

e CONSERVACAO DA ENERGIA DENTRO DA COSMOLOGIA

Uma importante relacao ¢ [11]:

i CaN
p=3(¢>—a) (p+D). (3.140)
Por (3.111) derivada do fator de escala fisico pelo tempo fisico

di o, ( do  da
a_ W 141
i © ( " dt) (8.141)

que ao ser dividido por @(#) da origem a
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7o 99
H=e (dt+H' (3.142)

A partir de (3.140), (3.111) e (3.142) surge a equagao da conservacao da energia no
referencial fisico da componente matéria:
dp S
L 3H(5+p). (3.143)
dt
E neste referencial que as varidveis podem ser medidas por meio de relégios e réguas [2].

Por outro lado, no referencial de Einstein

P + 32 (14 W) P = 5 P — 3w [(Z — q's) - exp[—llqﬁ]ﬂ Pm (3.144)

o +3% oyt p0) = <500+ 30 [(2 = 0) —expl-a0)?] o (3149

Unindo as duas equacoes acima, surge a importante relagao

. a
Pef + 35 (pef +pef) = 0. (3146)

Ainda que a relagao (3.131) seja fisicamente bem motivada desde que p,, coincida com a
componente 00 do tensor momento energia da matéria, nao parece que exista uma maneira
Obvia de manusear os resultados dindmicos. Por isso, vamos considerar uma diferente de-
composi¢ao na proxima se¢ao. Concluindo, por (3.144) e (3.145) percebe-se imediatamente
que no referencial de Einstein o tensor momento energia da matéria nao se conserva indi-
vidualmente como ocorre no referencial fisico, isto é, no referencial de Einstein é o tensor
momento energia efetivo T;c'g que se conserva, em pleno acordo com a expressao (3.146).

Existem trabalhos que tratam de como o TeVeS se comporta na cosmologia. Segundo a
referéncia [3], o TeVeS pode explicar a formagao de estruturas de acordo com o observado
com Q, = 0,17,Q, = 0,05 e Q) = 0,78 [3]. Neste caso haveria presenga de neutrinos

massivos..



Capitulo 4
SOLUCAO DE POTENCIAS NO TeVeS

4.1 INTRODUCAO

Devido a dificuldade de detectar a matéria escura, teorias que modificam a relatividade geral
e que nao necessitam de matéria escura (pelo menos em grande quantidade) tém surgido.
Neste trabalho, a gravidade modificada na teoria TeVeS deve explicar a matéria escura como
um fendmeno geométrico. As equagodes originais sao escritas no referencial de Einstein e é
suposto que a razao entre a densidade de energia de duas componentes, que seré definida
adiante, é constante. Posteriormente serao encontradas as solugoes no referencial de Jordan.
Enquanto que o fator de escala no referencial de Einstein é do tipo exponencial, no referencial
de Jordan é do tipo poténcia. Apoés as solugoes serem encontradas no referencial de Jordan,
o resultado sera comparado com o modelo ACDM. No nosso modelo a energia escura nao
é geometrizada. Por outro lado, o TeVeS pode geometrizar a matéria escura, mas somente
na presenca de uma energia escura fantasma. A componente matéria p da teoria original
de Bekenstein tem um significado diferente na presente teoria, e ela deve ser associada
a energia escura no referencial de Jordan. As solugoes do tipo poténcia podem somente
ser consideradas como aproximagoes de uma determinda época, isto é, elas nao podem
descrever transi¢oes entre diferentes periodos. Cada fase possui um resultado particular. O
objetivo deste trabalho é descobrir como o TeVeS se comporta quando a razao entre ps e py
é constante. O resultado é uma modificagao da gravitacao que substitui a matéria escura.
Este trabalho esta descrito também na referéncia [31].

Na se¢ao 4.2 sao encontradas as solu¢oes no referencial de Einstein. Posteriormente na

secao 4.3 seré encontrada a fungao F', e veremos que ela é diferente da predita por Bekenstein
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e serd mostrado casos particulares. Na secao 4.4 se encontrara as variaveis no referencial
de Jordan, em seguida na secao 4.5 se calculara o parametro desaceleracao. Na secao 4.6
se mostrard que o TeVeS pode substituir a matéria escura através de uma modificacao da

gravidade. Na tltima secao se fard uma discussao dos resultados obtidos.

4.2 DESCRICAO ALTERNATIVA DE DUAS COMPO-
NENTES

Usando (3.122) e (3.125) podemos separar a densidade de energia efetiva em duas compo-

nentes
Pef = p1+ pa- (4.1)

O mesmo ¢é feito para a pressao efetiva

Pef =P1+ D2, (4.2)
onde )
pr= L+ e ) (4.3)
e
pa = pe . (4.4)

A equacao acima também pode ser escrita na forma

P2 = pm exp[—4g) (4.5)

a partir de (3.128). De maneira anéloga

p= i (4.6)
kG 4k212G
e
P2 = Pm = W P, €Xp[—4¢] . (4.7)

A razao entre py e py é dada por

pr Pexpl-20] b
p2  pexp[=2¢] p

que é constante. Por outro lado,
2

wy = P 169"~ mieg P (4.9)

P %Qﬁz + e F(w)
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nao ¢ necessariamente constante. De forma analoga as equagoes (3.144) e (3.145) existem
duas relagoes que surgem devido as componentes 1 e 2 nao se conservarem isoladamente:

) a
o1+ Ba (I+w)pr =—0¢ (14 3w) po (4.10)

p2—|—32 (14 w)py =6 (14 3w)p, . (4.11)

E o sistema de equacdes (4.10) e (4.11) que serd analisado adiante. Este sistema consiste
de duas componentes que estao interagindo uma com a outra. A interagao é dada explici-
tamente pelo lado direito das equagoes (4.10) e (4.11); vamos resolver as solugoes deste
sistema sob condic¢oes especiais. A primeira condi¢ao é a de w = constante, como jé foi
mencionado. Também é assumido w; = constante. A terceira condi¢ao imposta é que razao

entre as densidades de energia R também deve ser constante, a qual é definida por

P2
R=—. 4.12
P1 ( )

Para w constante, a equagao (4.11) é resolvida imediatamente, cuja solugao é

r 3(14w)
p2 = pao exp[(1 + 3w) (¢ — ¢o)] (;) ) (4.13)

onde ¢g e a; sdo apenas constantes. A relagao (4.13) vale sem qualquer suposigao na dinamica
do campo ¢. Integrando (3.140) encontramos a expressao para p:
. a;\ 30+
p=pepBltw)@-a) (Z) (4.14)
e a partir de (4.14) e da relagao p,, = pe?® (3.128) surge

P = Pt exDI(5 -+ 30) (6 = dw)] (&

i 3(1+w)
Do

(4.15)
E 6bvio que Ty coincide com p,, = pet??, e py e py, sdo diferentes e diferem por um fator que
depende de ¢. Também py = pes — pm, proveniente da componente 00 do tensor momento
energia, é diferente de p;. Portanto, as densidades de energia ps e p; nao correspondem as
densidades de energia de um fluido T [11].
A partir de (4.10) e (4.12) surge
p1 a ;
;+3a(1+w1) =—¢ (1+3w)R. (4.16)
1
No caso mais simples em que ambos w; e R sdo constantes, a equagao (4.16) tem a solugao:
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a;\ 3(t+w1)
p1 = proe” 1IN (a) : (4.17)
Combinando as equagoes (4.13) e (4.17) encontramos
N\ 3(1+w)
(1+3w)e (az 3(w—w
p_Po_© (%) _ PN (43u0)e(1+R) ("’) A (4.18)
a

P10 o—(1+3w)éR (%)3(1%}1) P10

a
Conclui-se pela relagao (4.18) que no caso particular do campo escalar ¢ ser constante, e
introduzindo w = w;, entao R = constante. No caso particular w = w; = —1 com ¢

constante, e por (4.13) e (4.17), entdo p; e p, também serdo constantes, bem como pey.

Consequentemente,
L\ 2
8rG
H? = (a> = %pef = constante, (w=w; = —1) (4.19)
a
logo o fator de escala é dado por
a = me= (4.20)

onde m é apenas uma constante de integracao.

Pela equacao cosmologica geral de ¢

B kGe™2?

5 [P+ 38] — 1o — 3H (4.21)

po =
e usando a relagao
p = pae®?, (4.22)

a equagao cosmologica geral de ¢ pode ser escrita em fungao de po, a partir das equacgoes

(4.21) e (4.22), e possui a seguinte forma:

(nd) +3Hpuo = —kf (14 3w) ps . (4.23)

Pela equagao (4.23) observamos que para ¢ constante, p, tem de ser nulo para w # —1/3.
Logo, neste caso em particular p.y = p;. Consequentemente, nesta solugao de vacuo R = 0.

O segundo caso mais geral consiste em manter R = constante, porém nao necessaria-
mente com campo ¢ constante, e é justamente este caminho que vamos seguir daqui para
frente. Isto é possivel através da equagao (4.18), que por ser constante, origina a condigao

abaixo:
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w—wq

e(IHBw)o(I+R) _ 3(w—w1) o (143w} _ 355R (4.24)

Esta relacao fixa a dindmica de ¢ e foi assumida a constante de integragao a(t = ty) = 1, que
corresponde ao fator de escala hoje. Apos esta equagao ser derivada em relagdo ao tempo
t, encontramos uma importante relacao, que é consequéncia direta de R ser constante:

w — wy
(14+3w)(1+ R)

¢=3 H. (4.25)

Isto significa que se R for constante, entao qb é proporcional a H. A partir das equagoes

(4.24), (4.17) e (4.13) a seguinte relagao de proporcionalidade é encontrada:

14wy +R(14+w)

p1 OC Py OC pep <@ °— 1R : (4.26)

Por (3.116), segue a equagao de Friedmann

2T

8rG 8T .
— = —— p exp|—2¢] + —pue* °F 4.27
5= g P exP[=20] + g™+ st F () (4.27)
que pode ser escrita em termos da densidade de energia efetiva ps
8rG
H? = %pef. (4.28)

Como estamos no referencial de Einstein a constante gravitacional G' nao varia com o tempo,

e com o auxilio das relagoes (4.26) e (4.27) encontramos:

3 1+wi+R(1+w)

Hox+t\/peg = Houxta 2 1R . (4.29)

Os dois sinais designam duas solugoes possiveis: na primeira hé expansao H > 0 e na
segunda existe uma contracao H < 0.

A partir da igualdade abaixo,

(nda’):

a3

: a -
= (ud) +3-pé (4.30)
e da relagao (4.23), a equagao cosmologica geral do campo ¢ pode ser escrita em termos de

P2
(/JJQZ;CL:S). = —kQG (14 3w) a®ps . (4.31)

ou

d(ppa’)da  —kG X
o = —y Pl 3w)a (4.32)
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obtemos entao a equagao de campo ¢ cosmologica geral

d . g kG a?
Por (4.29) e (4.26) temos :
H _ Hoaigl-!—wll-o—JrRR(l-kw) ’ 02 = pa0 - 1+w11++RRE1+w) 7 (434)

Ao integrar (4.33) e usando a segunda equagao de (4.34) encontramos a equagao de campo

¢ para o caso particular R constante:

. kG P20 1+ R _ 3 14w +R(1+w)
— 7 1430 22 2 1+R ) 4.35
Ho === (1+3w) Ho 31— w + R(1—w)]" : (4:35)

Ademas, levando em conta a definigdo de R apartir de (4.12) e usando (4.18) encontramos,

£20

peso = (14 R) p1o = (1 + R) T T P (1+ R) = Rpejo - (4.36)
Por outro lado, a partir da primeira equagao de (4.34)
3 14wy +R(1+w) H

3T itR . = —— 4.37

a + HO ’ ( )

onde Hj, é uma constante que representa o valor atual de H. Levando em consideracao
(4.36), (4.37) e o fato de

8rG
Hg = T3 Pefor (4.38)

a equacao de campo ¢ (4.35) pode ser escrita como

: k 143w
= _ 4.39
¢ 8t 1 —w +R(1—w) (439)
Comparando a equagao (4.25) com a (4.39) podemos isolar %
) k(14 3w)R 3(w — wy)
o __ _ (4.40)
H 8ru(l —wy + R(1 —wq)) (14 3w)(1+ R)
que se reduz a
2
8tp R (14+ R)(1+ 3w) . (4.41)

3k 9(w—w)[l—w +R(1—-w)
Esta rela¢@o implica que o parametro p é constante, e naturalmente a fungao F'(u) também
deve ser. A equacao cosmoldgica geral do campo u, ja mencionada anteriormente, possui a

forma
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. 1
2kIG° = pF () + S F(p)" (4.42)
Portanto,
¢ = constante. (4.43)

Logo, por (4.43), (4.3) e por u ser constante, a densidade de energia p; também se torna

constante. Também por (4.40), % ¢ constante e, por isso

H = constante, a o e, (4.44)
Consequentemente, por (4.37)
3 1+wi+R(1+w)
a~2" 1FR = constante , (4.45)

e evidentemente para a equacao acima ser verdadeira em um universo que expande, é

necessario que
l+w +R(1+w)=0. (4.46)

Entéao por (4.26) p2 = constante. Portanto, p.y = p1 + p2 devera ser também constante. Por
(4.46),
w=—-1—-R(1+w) . (4.47)

Introduzindo (4.47) em (4.41) encontramos a importante relagao,

8mpu R (1+ 3w)?

= —— . 4.48
3k 18(1+w)(1+ R) ( )
Esta equagao diverge para w = R = —1. Para R = 0, entao p = 0. No limite oposto
R >> 1, pu se torna independente de R. Unindo (4.47) com (4.25) obtemos:
: 1+w
=3 4.49
¢ 1+ 3w ( )

Esta rela¢ao serviu como condigao no artigo [11], enquanto no presente trabalho a condigao
usada foi assumir R constante que conduziu & relacio (4.49). Se w = —1, entdo ¢ = 0.
A relagao (4.49) é independente de R ao contrério de (4.39) e (4.25). Unindo (4.48) com

(4.49) encontramos '
s 3 (R) (1+w> )
o — 2 () (=2 g2 4.
kG 817G \2/ \1+R (4:50)
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Por (4.50) podemos extrair a conclusdo de que £ ¢ somente positivo para w < —1. Isto ¢

exatamente a condigdo que os autores de [11]| obtiveram para expansao exponencial. Um

valor negativo para a razao % é obtido se w > —1, que gera um termo cinético negativo em

(4.3), originando entdo a energia fantasma. Isto esta consistente com (4.47), na qual w; < —1
implica w > —1. Entao, o carater fantasma (w; < —1) no referencial de Einstein surge com

o0 termo cinético negativo e com w > —1. Ainda por (4.49), qb e H possuem o mesmo sinal

% e w < —1. Caso tenham sinais contrarios, entao —1 < w < —%. Para w = 0,

a teoria deve ser do tipo fantasma. Todavia, a energia fantasma ocorre no referencial de

se w > —

Einstein e, por isso nao significa necessariamente que vivemos em um universo com campo
fantasma ja que é no referencial de Jordan que as grandezas sdo observaveis [12], isto é,
aquelas que tém significado fisico. Mais adiante serda mostrado que mesmo com um termo
cinético negativo, p; é positivo.

Solucoes do tipo fantasma costumam possuir problemas de estabilidade a nivel quantico
[1], além de violar todas condi¢oes de energia classica [4], como a condi¢ao de energia forte
(wy > —3%) e a condigao de energia fraca (w; > —1) [1]. Além do mais ocorre um efeito
antigravitacional muito maior do que o da constante cosmologica, que conduz a singularidade

denominada big rip e a uma super aceleracao do universo no futuro que o destruiria. Outro

problema do caso fantasma é que a velocidade do som no meio v = ’Z—i’ pode ser maior
do que a velocidade da luz [1].

Como p foi introduzido através de p = kGo?, um valor negativo de & corresponde

a um valor negativo de 0?. No caso particular em que w; = —1, por (4.47), surgem 2
possibilidades: a primeira R = 0 simplesmente, e a segunda w = —1 com R assumindo
qualquer valor constante. Além do caso especial w = 0, existe outro que consiste em

assumir w; = 0 (ndo fantémico) que implica w < —1 de acordo com (4.47).

Por (4.1) e (4.2), a equagao de estado total pode ser escrita como

Pef D1ty P P2 (4.51)
Pef P11 P2 Pef Pef
Por (4.36), as densidades de energia podem ser escritas na forma
Pef
= 4.52
P1 1+t R ( )
e
Rp.
py = —Let (4.53)

1+R
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Por (4.52), (4.53) e (4.51) a seguinte relagao ¢ obtida

LT R
T py 1+R "T1+R

1. (4.54)

wef

A equacao total de estado esta relacionada pelo fator —1 sempre que R for constante. Este
resultado esta consistente com p.; = constante.
Um caso particular interessante é quando w = 0, desta forma a equagao (4.48) passa a
ser escrita como:
8rp 1 R

5k 181+ R (w=0), (4.55)

e o parametro da equagao de estado da componente campo passa a ser
w; =—-1—R (w = 0). (4.56)

A relagao (4.49) adquire no periodo dominado pela matéria a seguinte forma:

¢=3H (w=0). (4.57)
Como foi visto anteriormente, H e ¢ sao constantes.

Existe outro caso de interesse que é o de w; = 0 e w arbitrario. Por (4.47),

1+ R
R
Entao, por (4.48) e (4.58) econtramos a equagao

w =

(w; = 0). (4.58)

8T 1 1(1+2R>2
3

g_Z-N 5/ =0). 4.

3k 2 1+R 7 (wi =0) (4.59)

Esta equagao deve ser comparada com (4.55). Por (4.58) e (4.49) encontramos

1

b= mﬂ, (wy = 0). (4.60)

Esta equagao deve ser comparada com sua correspondente (4.57).

Por (4.5) a densidade de energia da componente m ¢ dada por

pm = pae*? (4.61)

Se por um lado p é constante, p,, definitivamente nao é. Por (4.24) e (4.47) encontramos:

14w

e = a® 15w, (4.62)
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Como gb = constante, entao ¢ = at + B onde a e B sao constantes. Logo, se w = —1 entao

por (4.62) ¢ = B que é constante. Se w = 0, entao
e? =a’ (4.63)

e, por isso
Pm = p2a'’. (4.64)

O fator de escala a pode crescer ou decrescer, porém ele nao tem nenhum significado fisico
[11]. E justamente o fator de escala fisico @ = ¢ %a e o tempo fisico £ que devemos nos

preocupar [11].

4.2.1 DENSIDADE DE ENERGIA E PRESSAO NO REFEREN-
CIAL DE EINSTEIN

A equacao de Einstein modificada no referencial de Einstein em funcao das componentes
126

3H? = 81G(p1 + pa). (4.65)

Como u = kGo?, entao a equagao (4.3) pode ser escrita na forma

o= 02 + GZ;F (4.66)
Usando ainda a definicao de R, entao
p2 = p1R. (4.67)
Portanto, através de (4.65) e (4.67) surge a relagao
3H? = 87G(1 + R)p:. (4.68)

Por (4.66) e (4.68) a equagao de Friedmann pode ser escrita de maneira mais compacta

(4.69)

. 4p
3H? = 87G(1 + R) [a%zs? + GZP ] .

Novamente usando a definicao u = kGo?, a equacao (4.48) pode ser escrita na forma

87G , R l( (1+ 3w)? ] (4.70)

377 18|Q+w(l+R)



73

Ao unir a relagao (4.70) com (4.49) encontramos

3H> R 1+w
2 8tG1+ R

que nada mais ¢ do que a equagao (4.50) escrita em fungao de 0. Usando (4.71), a equagao

(4.69) se reduz a

o2 = —

(4.71)

G\ 1 4 £tw)
— ) o*'F =3H* | ——2— 4.72
&G<MJU ; 1+R | (4.72)
e ao eliminar 3H? da equacao acima através de (4.71) encontramos
- R(1+4 w) ( G ) 1
2= L =)o F——— ). 4.73
i 2 {420 1+ E(1+w) (4.73)

Usando a combinagao de (4.73) e (4.66), encontramos

m:—(Rdim>ﬁ&. (4.74)

No caso de w; = 0 (campo nao fantémico, logo o > 0), e usando (4.58) e (4.74), a densidade

de energia do campo ¢ se reduz a
p1 =202, (w;=0) (w<-1). (4.75)

wy = 0 acarreta w < —1 de acordo com (4.47). Para a pressao do campo escalar o principio

é 0 mesmo :

B G\ 4 J1+R14+w)| 55 R1I+w)+1
n=-() P\ rat | = R )

2

Por (4.71) observamos novamente que se w < —1 entdao o* > 0, e no caso oposto se

w > —1 entdao 0% < 0. Se 02 < 0 ocorre o caso fantasma no referencial de Einstein e ao
analisar a densidade de energia p; pela relagao (4.74), percebe-se que ela é sempre positiva

2 2

para 0 < 0 e w > —1. Nocaso 0° > 0 e w < —1, p; é também sempre positivo. Na

verdade, a densidade de energia p; é positiva em qualquer caso, bem como ps.

4.3 IMPLICACOES DA FUNCAO F

O objetivo desta se¢ao é analisar como a funcao F' se comporta sob a condi¢ao R constante

imposta anteriormente. A combinagao de (4.50) com (4.69) conduz ao resultado

R 2 12 P21+ 21+ w)
MPP ~(1 ]—Fl R ’p = 2
+5 (L+w) (I+R) = p or 1+ R

2
=7 m 3H? . (4.77)
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Proseguindo, elevamos ao quadrado a equagao (4.48) e a introduzimos na relagao (4.77)

eliminando p?. O resultado final é

F (1+w)*(1+R) R
—— =32 36ml° [ —(1 } 4.78
3H? M R Qe T2 (4.78)
Para o caso particular de w = 0
F s 1+ R R

Através da equagao cosmologica do campo p (4.42) e da igualdade

R G) = 20 () + o, (4.80)

onde o termo (/) significa derivada em relagao a p, surge uma relagdo mais simples para a

equagao cosmologica geral de p :

X 2F /
2Ui2H? = (“2 ) (4.81)
Elevando ao quadrado (4.49) e eliminando ¢? através de (4.81) encontramos:
1 2
(42F) = 36k L“%H? . (4.82)
(1+ 3w)

O proximo passo consiste em dividir a relagdo acima pela (4.77) que da como resultado a

equagao

(W2F)  24r (1+R)(1+w)’

pE k(143w 1+ B+ w)] (4:59)

Contudo, podemos usar a equagao (4.48) para reescrever a equagao acima na forma alter-

nativa

(12 F)' R 1+w

= (4.84)
pEF 2101 + & (14 w)
cuja solugao é
_ 443(1+w)R
F(p) oc () 2070w, (4.85)

Novamente no caso particular w = 0, a relagao (4.85) se reduz a

3R+4

Focp™ Rz (w=0). (4.86)
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Outro caso de interesse ¢ fazer w; = 0 (entdo w < —1 de acordo com (4.47)) e, portanto

pelas equagoes (4.58) e (4.85) obtemos

F(u) P (w; = 0). (4.87)

Concluimos esta secao fazendo a observacao de que a fungao F' obtida neste trabalho é
diferente da predita por Bekenstein, o que nao é nenhum problema ja que ha grande liberdade
na escolha desta fungao [9], e cada fungao diferente representa uma teoria diferente. No nosso

caso F'(u) é constante ja que pu é constante.

4.4 DINAMICA NO REFERENCIAL DE JORDAN

As grandezas no referencial de Einstein possuem significado matemético apenas, porém no
referencial de Jordan (fisico) as coisas sao diferentes e os resultados passam a ter significado
fisico, por isso a importancia de passar as grandezas para este referencial.

Pelo fator de escala fisico (3.111) e por (4.62) surge uma relagao entre os fatores de

escala no referencial de Jordan e o do referencial de Einstein:

G =a T (4.88)
Somente para w = —1 é que @ = a. Para o caso w = 0, encontramos
1

Consequentemente, se o fator de escala a for crescente (decrescente), entdo o fator de escala
fisico a sera decrescente (crescente) para w = 0. Isto significa que a medida que o fator
de escala fisico a aumenta, a diminui. Por outro lado, admitindo w; = 0 ao invés de w,

encontramos por (4.58) e (4.88):
a= am7 a=a3CER) (= 0). (4.90)
Por (4.64) e (4.89)
Pm = p2a (w=0), (4.91)
e como

p= pmei2¢> (4'92>



76

entao

p= (”) e (w=0). (4.93)

aﬁ

Combinando a equagao acima com (4.63) e (4.89) encontra-se
p=pa (w =0) (4.94)

A dependeéncia de p o< a3 esta consistente com a equagao (3.143) para w = 0 ja que py
¢ constante nesta teoria. O proximo passo consiste em combinar a relagdo (3.142) com as

equacdes (4.62) e (4.49) a fim de relacionar H com w:

2 _3 14w

T30 ° 3w H (4.95)

-

Para w > —1/3, H e H possuem sinais diferentes. Um H contraindo corresponde a um H
expandindo e vice versa. O tnico caso em que H = H ocorre quando w = —1 e, portanto

equivale a H = constante. Se w = 0,
H=-""=-2%%H, (w=0). (4.96)

Por (4.44), H é constante nesta teoria, e para o caso particular w = 0, o parametro de Hubble
fisico H varia com @*2. Como foi dicutido anteriormente, o carater fantasma surge nesta
teoria para w > —1, e no presente caso w = 0, ja indicando a presenga da energia fantasma
no referencial de Einstein. Por outro lado se w; = 0 e w assume um valor arbitrario, entao
por (4.58) e (4.95)

1 _1/(142R/3)
———a H,
1+3/(2R)

Portanto neste caso, H e H possuem o mesmo sinal. A relacdo entre ¢ e ¢ em funcio de w
é obtida combinando dt = e®dt com (4.62):

H= (wy = 0). (4.97)

df = a* 3 dt . (4.98)

Pela relacdo acima di é igual a dt somente para w = —1. Como H & constante, entdo a
solugao para o fator de escala é

a =Mt (4.99)

Logo,

df = 31t 4t | (4.100)
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Apo6s uma integracao encontramos,

R T (4.101)
w

Uma expressdo entre @ em termos de ¢ obtida através de (4.95) e (4.88), como ¢ visto a

seguir:
N 2 s da 2 .1
H=_ ~—(1+w)H = = ~’(5+3w)]{. 4.102
T+ 30" i~ 1+30” )

Como H é constante e apos uma rapida integracao de (4.102), obtemos

~ &Z

a(f) = . (4.103)

2
3 (14w . \]30r®
1+311—:_73U:Ua12(1+ ) i (t—ti)} 3+ w)

Para H < 0ew > —% ~ —0.33, a soluc¢ao (4.103) descreve um universo em expansao que
se aproxima de uma singularidade ap6s um tempo finito (big rip). Porém, a solugao de
big rip nesta teoria ¢ diferente da solu¢ao de Caldwell [110]. Mais adiante serda mostrado
que s6 pode haver acelera¢io (veja (4.130)) se w > —2 &~ —1.66, portanto nesta teoria um
big rip ocorre em um universo acelerado, o que é bem natural. A solucao a f_ﬁ foi

encontrada antes em [11]. Novamente para o caso w = 0, a relacao (4.103) se reduz a

Q= 4 (w=0), (4.104)

{1 L33 H (t—t)]

e, portanto a singularidade big rip ocorre em um tempo finito &,

3 ~ ~ ~ ~ 1
14362 H (I — 1) =0 = fp=fi+—5—. (4.105)
3a; |H|
Para w; = 0, entdo w < —1 de acordo com (4.47), e pelas equagoes (4.58) e (4.103), o fator

de escala do referencial de Jordan se torna

1 2R/3
i=a |1+ —— a0 (- t)]

1+2R/3"" (wy =0) (w<-=1).  (4.1006)

A expansao acelerada requer R > 3/2. Nao ha big rip para w; =0 (w < —1).

Por (4.101), t e t estdo relacionados na forma

focefHimsn! = Htoclnis oo (4.107)
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Se por um lado o fator de escala do referencial de Einstein ¢ do tipo exponencial (a oc efft),
o fator de escala do referencial de Jordan ¢ do tipo poténcia de acordo com (4.103). Outra
maneira de escrever o fator de escala do referencial de Jordan, é em funcao do parametro

efetivo da equacgao de estado
2
a oc £ (4.108)

E por (4.103)

i o § 50w (4.100)
Combinando (4.108) com (4.109) surge

Wep ==L =—2—w (4.110)

Pef
que é o parametro da equacao de estado efetivo no referencial de Jordan. Por outro lado no
referencial de Einstein w.; = —1 sempre, de acordo com (4.54). Se w = —1, entdo W.y = —1
também. Este resultado estd em acordo com (4.95) que prevé H constante para w = —1.
Def € Pef S0 a pressao efetiva e a densidade de energia efetiva no referencial de Jordan, e a

equacao de Friedmann é dada por
3H? = 870G pe;, (4.111)

que ¢ andloga a (4.28). Pela relacao (4.110), w.s vai ser do tipo fantémico para w > —1
(caso fantoémico também no referencial de Einstein) e obviamente para w = 0. Se W, = %
do tipo radiacao, entao w = —%. No caso w = —2, W,y = 0 do tipo matéria, e por (4.47)
w; = —1 + R. Em outro caso, se w; = 0 ( entdo obrigatoriamente w < —1), e combinando

(4.58) com (4.110) segue

1
Ibef =—-1+ ﬁ (w1 = O) . (4112)
No referencial de Jordan a equagao da conservagao da energia possui a forma
d~e r ~ ~
%+3H(1+wef)pef=0, (4.113)
onde
pey oc @31+ 0es) (4.114)

¢ a solucao de (4.113). A equacao (4.113) deve ser comparada a (3.146). Por (4.110), a

equagao (4.114) pode ser escrita na forma

feg o< @>Hw) (4.115)
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A partir de (4.110), a dindmica no referencial de Jordan se torna bem conhecida. A
relagao entre w.s e wer = —1 ¢é diferente das correspodentes teorias escalares tensoriais.
Compare com as equagoes (5.43) no referencial de Einstein e (5.64) no referencial de Jordan
do proximo capitulo. Na teoria escalar tensorial, os dois referencias estao relacionados
por uma transformagcao conforme enquanto que no TeVeS a relagao ocorre através de uma

transformacao disforme.

4.5 PARAMETRO DESACELERACAO

Pelas equagoes (3.141) e (3.111) surge

da . . .
d—? = exp[—2¢] (a — agb) = aexp[—2¢] (H — gb) = aexp[—d] (H — gb) , (4.116)
e derivando sobre df a equacdo acima, encontramos

2~

fl; = exp[—3¢] a (H - 2(15) (H — (b) + exp[—3¢] a (H — gb) : (4.117)

Ao multiplicar ambos lados da equacdo acima por @ = ae~? obtemos

‘ ccl;?g = exp[—49]a® (H —20) (H — ) + exp[~4¢]a® (H - ) . (4.118)
E por (4.116)
da\’ , N
<df> = exp[—4¢|a (H—¢) , (4.119)

O parametro desaceleracao fisico é dado por

it (H-20)(H-9)+H—-9

~ __ dt2
j=———"9%5 =— —5 (4.120)
3 (-9
que pode ser reescrito depois de dividir o numerador e o denominador por # na forma
|98\ (1_9) 4 d _ b
c]z—( i) (1= 1) + e~ i . (4.121)

2
%
(1-%)

Outra forma alternativa para o parametro desaceleracao, é escrevé-lo em funcao do

parametro da equacao de estado efetivo,

q =5 (14 3wey). (4.122)
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No referencial de Eintein o valor do parametro desaceleracao qg ¢ dado por

ad a
_ - 4.123
4E a2’ 4 W H2 ( )
Pela identidade abaixo
a . 9
S=H+H (4.124)
a

e por (4.123) obtemos o pardmetro desaceleragao no referencial de Einstein

H
Obviamente H é constante e, por isso gz = —1. Pelas equagoes (4.125) e (4.121), a relagdo
entre ¢ e qg ¢ dada por:
1—20V(1 _ ) _ 1 _gn— 2
I 21Ut 2 Bl Gl (4.126)

ou

AEDICEDEION
(0-5)

Logo, uma expansao acelerada é obtida se o numerador do lado direito da equacao (4.121)

(4.127)

for positivo, isto é:

- <Z> ¢ H. (b
=N 1-2=)11-= 4+ = - = 4.12
q<0 ( H H H?2 H? >0, ( 8)
que é equivalente a . ) .
? ) [0)
9 . 3 IE — =5 > 0. (4.129)

Portanto, pela dindmica discutida nesta teoria (w = constante, w; = constante, R = con-
stante e consequentemente H também ), temos por (4.125) gp = —1. Pelas relagoes (4.121),

(4.43) , (4.44) e (4.49) encontramos o fator desaceleragao fisico em fungao de w:

5+ 3w
5 -
Se w = —1, entdo § = —1 em acordo também com (4.95). No referencial de Jordan, o

j=-— (4.130)

universo so é acelerado quando w > —g. Se w = 0, o universo ja é acelerado em acordo com

a observagao, e

q= —2 (w = 0). (4.131)
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Neste caso em particular, o parametro desaceleragao nao depende de R. Porém se wy; = 0
(logo w < —1), entao por (4.58) e (4.130)

qg=— (1 - 2?;%) , (w1 =0). (4.132)

Expansao acelerada ocorre para R > % em acordo com (4.106). Se R = %, entao ¢ = 0 que
corresponde a wey = —3 (veja(4.112), (4.122)). Para R =1, § = 5 de acordo com (4.132).

§ = % equivale a w.; = 0 ou seja w = —2 em acordo com (4.110).

4.6 MEIO COSMICO

A dinadmica é totalmente determinada pelo parametro da equagao de estado w. Se w > —1
entao wy; < —1 e pelo menos no referencial de Einstein, predomina o campo fantasma. Por
outro lado, se w < —1, entdo w.y > —1 (veja (4.110)). Na teoria original de Bekenstein, a

densidade de energia da matéria no referencial de Jordan é dada por
pox a3+ (4.133)

que é solugao de (3.143). Na presente teoria a interpretacao de p deve ser revista. Ao
contrario do referencial de Einstein em que as duas componentes nao se conservam (veja
(4.11), (4.10)), no referencial de Jordan, entretanto, ndo ¢ o caso ja que p se conserva de
acordo com (4.133) e (3.143). O lado direito da equagao de Friedmann (4.111) é formado
pela densidade de energia da matéria no referencial fisico e por uma segunda componente
de natureza ainda desconhecida que sera denominada componente y. Entao a densidade de

energia efetiva deve ser

Pt = P+ Py - (4.134)
Obviamente se p se conserva, o mesmo deve acontecer com p,, logo

dp,

7 + (14 wy,) py, =0, (4.135)
onde p, ¢ de natureza geométrica. O parametro da equagao de estado pode ser escrito na
forma ~ ~

et = WL+ i1, 2L (4.136)

Pef Pef
Introduzindo a razao B
i=f2 (4.137)
Py
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pode-se escrever
Wy = (1 +7) Wef — Tw (4.138)

que nao ¢é necessariamente constante. Desde que

T = = e 1+7= — (4.139)

~ ~ ~i
Pef Pef

p o o1
Pef — P 1—

e desde que a razao [f’f seja conhecida
e

P Qi o) Q=" (4.140)
Pef Pef0
Q ~—6(1+w) 1
F= 00 e 14i= . (4.141)

1 — Qpa—60+w) "1 — Qa—8+w)

Através de (4.110) e (4.138) encontramos
Wy =—2—w-—-2F(14+w) . (4.142)
Em termos do fator de escala

24w (14 Qa o)

y = e (4.143)
No periodo tipo radiagao w.; = %, logo w = —% e, portanto (4.143) se reduz a
11+79a . 1 7
_ ° or = — - — 4.144

Para a << 1, isto ¢, para altos redshifts w, se aproxima de w, = % A componente y de

natureza geométrica procede como radiagao neste caso. De acordo (4.130) o universo acelera

no referencial de Jordan somente se w > —% ~ —1.66, e como w = —% ~ —2.33 nao ha
aceleragao.
Por outro lado, se w.r = 0, entdo w = —2. Neste caso a equacao (4.143) se reduz a
20"
Wy = —=— Wer=0) (w=-2). 4.145
v Qi (Wey ) ) ( )
Para a < 1, isto é, em altos redshifts w, se aproxima de w, = 0. A componente y

procede como matéria nao relativistica. Este aparentemente estranho resultado que possui

um periodo dominado pela matéria w.y = 0 necessita que w, = 0 e da presenca de uma
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componente energia escura, do tipo fantasma, com w = —2. Para w = —2 e usando (4.47),
obtemos
w; = —14+ R. (4.146)

Esta relacao nao varia com o tempo ja que tanto w; quanto R sao constantes. Se w; = 0

(caso nao fantoémico no referencial de Einstein), entdo R = 1. Por outro lado, a razao fisica

7 nao é constante de acordo com (4.141) e, portanto para w = —2 obtemos
Qoa®
F=— Wer =0) (w=-2). 4.147
o (@ =0) (w=-2) (1.147)

Entao 7 — 0 se a < 1. Isto é equivalente a
Py > P = Pef & Py (a<1), (4.148)

como ja é esperado em um universo dominado pela matéria. Neste cenario, a componente
da energia escura p é desprezivel para altos redshifts.

No momento atual (4.143) se reduz a

2+w<1+§~20)
1—Q '

(4.149)

wy():—

De acordo com (4.145), w, = 0 para altos redshifts, e parece tentador considerar a possibil-
idade W, ~ 0 (valor atual de @,). Isto corresponde & intencao inicial do TeVeS para evitar
a introdugdo da componente matéria escura. Através de (4.149) surge uma relagdo sob a

condicao W, ~ 0:
2

1+

Se a componente y desenvolve o papel de matéria escura hoje, a componente ‘matéria"com

w =~

(yo ~ 0) . (4.150)

equacao de estado w tem que ser associada a energia escura. Neste caso ocorre uma
geometrizacao da matéria escura.

O préximo passo consiste em analisar o grau de confiabilidade dos resultados da teoria.
O modelo ACDM é um modelo confidvel e, por isso devemos comparar nossos resultados

com tal modelo. O parametro da equacao de estado do modelo ACDM ¢é dado por

1 3
ACDM
w = ~- =075, 4.151

onde "pLAO = %, e isto significa que 2y ~ %. Ao comparar este dado com a atual teoria, a razao

entre pg e peso deve ser QO R %. Usando este valor em (4.150), encontramos o parametro da

equacao de estado w da energia escura: w =~ —% = —1.14. Tal valor é compativel com os
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dados observacionais 27|, e por (4.110) w.; = —0.86. Este valor ¢ bem proximo de —0.75
que ¢ o valor predito pelo modelo ACDM (veja(4.151)). Portanto, o resultado encontrado
estd de acordo com as observacoes e nao deve ser rejeitado. Como a aceleracao ocorre se w
for maior do que —g ~ —1.66 de acordo com (4.130), e como w = —1.14 o universo ja esta
acelerado. Sob a condigao (4.150), e por (4.47) segue que
1—Q R
wy %—1+R1+QO %—1+7,

Esta equacao é formada apenas por constantes. A partir dela, se w; = 0, entdao R = 7.

(yo ~ 0) . (4.152)

Também para w < —1, a equagao (4.140) pode ser maior que a unidade e, por isso
acarretaria valores negativos para p, no futuro. Por isso, pode-se aplicar um limite w = —1
para o futuro com a > 1 para evitar valores negativos para p,. Porém, como seréd discu-
tido em outro capitulo, existe a possibilidade de existirem energias negativas em situacoes

especificas no universo.

4.7 DISCUSSAO

Neste modelo foi assumida uma razao constante R, no referencial de Einstein, entre as
componentes p; e p que nao sao provenientes do tensor momento energia. O resultado é H
constante, e uma funcao F' que também é constante. No referencial de Jordan, a densidade
de energia efetiva é dada por p.r = p+ p,, onde p, ¢ de natureza geométrica, e o paramtero
da equacgao de estado w, desta componente nao ¢ constante. Como w.y = —2 — w, entao
uma solucao do tipo matéria s6 ¢ obtida se w = —2 que representa uma energia escura do
tipo fantasma no referencial de Jordan. Por outro lado, no referencial de Einstein o caso
fantomico ocorre se w > —1.

Para altos redshifts, isto ¢, @ << 1 encontramos uma fase de matéria w.; = 0 com

1

wy — 0. Ainda para a << 1 existe uma fase do tipo radiacao em que .y = % e wy — 3.

Quando w = =2 e a << 1, entao pes =~ py, isto é, a componente energia escura ¢ irrelevante.

Ao comparamos a teoria com o modelo ACDM, assumindo ﬁ " % e Wy = 0, entao
€

w ~ —1.14. Este modelo, ainda que totalmente nao convencional, esta consistente com
as teorias tipo MOND que procuram eliminar a matéria escura. As solucoes encontradas

implicam na geometrizacao da matéria escura.



Capitulo 5

SOLUCOES DE POTENCIA E
EXPANSAO ACELERADA EM
TEORIAS ESCALARES TENSORIAIS

5.1 INTRODUCAO

O interesse em teorias modificadas de gravidade ¢ motivado pela esperanga em descrever
a recente aceleragdo do universo sem a componente energia escura |75, 76|, possivelmente
incluindo mesmo um procedimento tipo fantasma sem campos fantasmas [77]. Ao invés,
é o setor geométrico que supostamente é o responsavel por fornecer a desejada dinamica
[39,62,78]. Esta classe de aproximagcao pode ser vista como uma geometrizagao da energia
escura. Teorias quanticas fundamentais envolvendo tipica dimensao extra parecem predizer
teorias escalares tensoriais com 4 dimenssoes [63]. A teoria de Brans-Dicke, baseada nas
idéias de Mach e Jordan, é o prototipo da teoria escalar tensorial [7,10]. Problemas com
teorias escalares tensoriais em geral ou sub classes delas tém sido apontados por varios
autores [64-67,81,82]. Porém, parece claro que tais teorias merecem atencao, pelo menos
como interessantes modelos testes. As teorias f(R) [68,83-85] podem ser reformuladas e
escritas na forma de teorias escalares tensoriais. Condig¢oes para a viabilidade cosmologica
de modelos de energia escura f(R) foram formuladas em [91].

As teorias escalares tensoriais também tém sido usadas para fornecer explicacao ge-
ométrica da matéria escura [71,72,93]. As teorias escalares tensoriais sao formuladas tanto
no referencial de Einstein quanto no referencial de Jordan, em que os dois estao relacionados

por uma transformacao conforme. Segundo a referéncia [35], os dois referenciais sdo matem-

85
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aticamente equivalentes, entretanto nao necessariamente fisicamente equivalentes. No nivel
quantico a equivaléncia é perdida [30]. O campo escalar das teorias escalares tensoriais
pertence ao setor geométrico. O formalismo no referencial de Einstein deve ser considerado
na forma da RG, em que o campo escalar nao geométrico interage com a matéria de alguma
forma especifica.

Teorias escalares tensoriais sao mais complexas do que a RG. Investigagoes na literatura
frequentemente contam com a analise de um sistema dinamico com o objetivo de encontrar
pontos criticos, equivalentes as solugoes assintoticas do tipo poténcia [29]. Solugoes de
poténcia para quintesséncia no caso de vacuo tém sido obtidas, por exemplo, em [97].

E conveniente introduzir a razao das densidades de energia da matéria e a do campo
escalar no referencial de Einstein e, entao, procurar solu¢oes para um valor constante desta
razao. As solucoes do referencial de Einstein sao transformadas em solugoes do referencial
de Jordan, e esta transformacao permite uma discussao da equacgao de estado efetiva.

Nossas solugoes representam caracteristicas gerais de teorias escalares tensoriais e nao
dependem de um modelo especifico. Elas sao validas para qualquer teoria escalar tensorial.
Demonstramos, todavia, como solugoes assintoticas especificas encontradas na literatura se
ajustam em nosso esquema. A Secao 5.2 recorda a dindmica basica das teorias escalares
tensoriais no referencial de Einstein e no referencial de Jordan. Na segao 5.3 sao encontradas
as solugoes no referencial de Einstein. As correspondentes solugoes no referencial de Jordan
sao encontradas na secao 5.4. A partir dos resultados encontrados, é feita uma discussao
sobre a equacao de estado efetiva do meio césmico e uma comparacao da nossa aproximacgao
com o modelo ACDM na se¢ao 5.5. Na se¢ao 4.6 encontramos a a distancia luminosa, e

finalmente na sec¢ao 4.7 discutimos as conclusoes.

5.2 DINAMICA BASICA

As teorias escalares tensoriais escritas no referencial fisico, também chamado de referencial

de Jordan, possuem a ac¢ao do tipo Brans-Dicke com a seguinte forma

-1 L 3(1-48) 1 (dF
S = /d%\/jg sl (DB = ey F (@) \ d®

+ [ day/=gLn Gu) - (5.1

na qual k2 = 87G e 3 ¢ uma constante de acoplamento. As variavais § e R sao o determinante

da métrica fisica g, e o escalar de Ricci no referencial fisico respectivamente. L,, representa
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o lagrangeano da matéria. F' > 0, por sua vez, é uma fun¢ao do campo escalar ®, e V(P)
potencial escalar representado no referencial fisico

No referencial de Einstein a agdo acima é escrita na seguinte forma

5= [dey=g [R _ (V) - )} + [ d'ey=gLy, <€2\/2/_35¢gm,> . (52)

As relagoes entre o referencial fisico e o de Einstein para a métrica e a funcao F(®P) sao
dadas por

G =€ 2/3k5¢ G F(D) = 2V2/3:5¢
(S

(5.3)

V(@)= F(2)V(9). (5.4)

E necessario uma funcao de ® a fim de relacionar ® como funcéao de ¢. A componente

temporal da equagao de Einstein modificada, escrita no referencial fisico, em um universo
plano proveniente da agao (5.1) é dada por

_, 871G - HdF 1-—4832 dr\?
H? = — |pp + V(®)| — =—= — | 5.5
3F Pt V) = e F2<dt> (5:5)
onde H = %—j Também héa outras equagoes neste referencial dadas por
dH 1 1 @F 1HdF _1-4821 (dF\°
— = ———87G (P + DPm) — == —=- ———3 —|—= , 5.6
Y i L YA M S e A A T2 F2<dt> (5.6)
d*F dF ~ F
+3H— = 871G [4V(®) — 2V — — 3P 5.7
T 4B = 8GR [4V(8) ~ 2V L+ (i 3) 57)
Novamente como se trata do referencial fisico o tensor momento energia da matéria se
conserva e, portanto
dpm
c[z)f + 3H (o + Pm) =0 . (5.8)
As equagoes correspondentes no referencial de Einstein sao dadas por
H? = " + - @ +V (5.9)
| ’ '
dH K2 do\>
kA A - , 5.10
@~ g |fmm T (dt) ] (5.10)
d*¢ do

2
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dpm dg
P4 SH (0 + ) = = 2692 (0~ 30 (512)
onde H = é%. Como estamos no referencial de Einstein é natural que o tensor momento

energia da matéria ndo se conserva, por isso o lado direito da equacao (5.12) nao é 0. As
relagoes entre o tempo fisico e o nao fisico, e o fator de escala fisico e o nao fisico sao dadas

por
dt = e~ V2/3:5%qy e a=e V¥, (5.13)

respectivamente. O fator que relaciona a pressao da matéria no referencial de Einstein com
o referencial fisico é o mesmo que relaciona a densidade de energia da matéria no referencial

de Einstein com o referencial fisico:

2/3kB¢ 2/3kB¢

P = €* Pm s Pm=¢" P - (5.14)

pelas equacoes acima conclui-se imediatamente que z—m = z—m, isto é, o parametro da equagao
m m

de estado w,, = @,, permanece invariante.

5.3 DESCRICAO DE DUAS COMPONENTES

Iniciaremos nossa investigacao no referencial de Einstein ji que as equagoes ficam mais

simples [33]. Multiplicando (5.11) por =7 encontra—se

dop d>¢ ¢ \[
dtdt2+3H<dt> ,¢dt fopuust Din) - (5.15)

A densidade de energia do campo escalar p, e a correspondente pressao que é dada por py,

d d
po = (ﬁ) LV e pye (;f) v, (5.16)

respectivamente. Embora o tensor momento energia da matéria nao seja geralmente conser-

sao definidas como

vado no referencial de Einstein, o efetivo é. Portanto, a partir desta afirmagao e da equacao

(5.12) encontra-se a relagao

d d
L0 1 3H (ps + pe) = \ﬁﬂ( ~3pn) (5.17)

Obviamente ao somar (5.12) com (5.17) o resultado no lado direito seré 0, justamente porque

a densidade de energia total ou também chamada efetiva se conserva:
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d
P = Pm+tPg P=DPm+Dy = d—§+3H(p+p):0. (5.18)
A equagao (5.12) pode ser escrita como
1 dpp, 2 do
—— +3H (1 m) = —A\| =kB— (1 = 3wy,,) , 5.19
Lt 1 (1) = — 2822 (1 ) (5.19)
onde wy, = £=. De forma similar por (5.17),
1 dp, V/2 do
=~ % L 3H(1 — 26822 (1 = 3wy T 5.20

onde wy = Z;—z é o parametro da equacao de estado para o campo escalar no referencial de

Einstein. Além do mais, também foi introduzida a razao das densidades de energia r como

sendo constante

P (5.21)

P¢
O conjunto de equagoes (5.19) e (5.20) é remanescente de uma investigagao anterior de

r

modelos quintesséncia (veja |74]), em que o campo escalar é parte do tensor momento
energia dentro da relatividade geral padrao e interage com a matéria de maneira especifica.
O parametro r, por sua vez, descreve a razao entre a matéria escura mais baridénica com
energia escura. O parametro de acoplamento (3 esta relacionado ao parametro de Brans-

Dicke wgp pela relacao

3 1

_31—4p? B
4 2wpp+3°

WBD = 8

Uma das maneiras de explicar a presente aceleracao do universo, é modificar a teoria de

3 (5.22)

gravidade de Einstein, introduzindo corre¢oes no lagrangeano Einstein-Hilbert [51]. Estas
teorias alternativas de gravitacao seguem a idéia de que a expansao acelerada do universo
deve possuir uma interpretacao geométrica ao invés de se adicionar uma forma exdtica de
energia, denominada energia escura [51]. Por este ponto de vista, a energia escura é a
manifestagdo de uma gravitagdo modificada ao invés de uma nova forma de energia [51].
A forma mais simples de gravitagao alternativa [51] pode ser obtida trocando o escalar de

Ricci R, na agao da relatividade geral, por uma funcao f(R).
I
como se pode observar através de (5.22). No limite oposto em que wgp — 00, a teoria de

A classe de teorias f(R) corresponde ao caso especial 32 = 1 equivalente a wpp = 0,

Brans-Dicke tem como limite a relatividade geral e, portanto § +— 0. As teorias f(R) tém

dificuldade de passar nos testes na escala do sistema solar [36]. Outra caracteristica dessa
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classe de teorias é que o fator de escala no referencial de jordan é proporcional a /2, o
que nao estd em acordo com o valor do regime dominado pela matéria [35,36] e estd em
contradigao com dados observacionais [36]. Neste periodo o universo nao entrou ainda na
fase acelerada [36]. O ponto positivo é que elas podem explicar a aceleragao do universo bem
como geometrizam a matéria escura [39]. Também segundo a referéncia [36], as teorias f(R)
coincidem com a teoria de Brans-Dicke com wgp = 0 e com a presenca de um potencial. As
teorias f(R) também sdo equivalentes aos modelos quintesséncia escritos no referencial de
Einstein com potencial exponencial [35,36]. A estabilidade da teoria f(R) seria garantida

contanto que [15]

df(R)

R 0 (5.23)
‘ 2 f(R)

T >0, (5.24)

A razdo (5.21) varia de acordo com

d 1 dp, 1d
ar _ | 8Pm L e (5.25)
dt Pm  dt Py dt
Por (5.19) e (5.20) em (5.25) encontramos
dr 2 1 do
- ik - 1 2
= 3H'r[ — W, \/;FL 3F dt( 3w,) (1+7) (5.26)

O interesse no presente caso é por um r constante no referencial de Einstein caracterizado

pela razao entre as densidades de energia. Portanto para o caso particular » = constante,

dr 1 dp Wy — Wy
— = s — = 1/ . 2
dt 0 3H dt  kf3 (1 —3wy,) (1+7) (5:27)

que pode ser escrita como

\[nﬁd(b (1 - 3w,,) = 3H % . (5.28)

temos

O lado esquerdo da equagao (5.28), corresponde ao lado direito das equagdes (5.12) e (5.17).

Consequentemente surgem

H = Him . 2
dt ° 1 3H (py +py) =3 T, P (5.29)
¢ d

Pm Wy — W,

— +3H (pm, m) = —S3H —— p,,, . 5.30

el (Pm + Pm) =, P (5.30)
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Obviamente a soma das equagoes (5.29) e (5.30) deve dar 0 no lado direito, a partir de
(5.21) e (5.18). Como estamos no referencial de Einstein a matéria interage com o campo
escalar e, por isso é o tensor momento energia total que se conserva e nao a matéria isolada.
Também a direcao do fluxo de energia depende do sinal de wy — w,,. Para wy — w,, > 0
ha um fluxo da componente m para a componente ¢. Para wy, — w,, < 0 ocorre o oposto

(sempre assumindo H > 0). Como w,, é constante, entao a solugdo da equacao (5.19) é

a; ) 3(1+wm)

a

e~ V/2/3B(1=3wn)(6=4:) (5.31)

sendo que o indice ¢ indica valor inicial. De forma similar, se w, e r forem constantes, entao
a solugao de (5.20) é

A 3 1+w
Do = Poi <C;Z) ( i ¢) eV 2/35B(1=3wm) T (¢=6i) (5‘32)

Obviamente, (5.32) é consistente com (5.27), pois as duas equagdes existem a partir da
condicao de que r é constante.

Como H = 142 ¢ integrando a equacdo (5.27) é encontrado

adt
o213 (9—61) _ (04>3<11;ZZ;T““ o % €”£Z§5ﬁ(22322$;?(¢_¢0 : (5.33)
a a
que também pode ser escrita como
oV/23RB(=3wn) r (9=1) _ (a) i (1o um) , (5.34)
a;

Combinando (5.32) e (5.34) encontramos

1+w¢+'r(l+wm)
ai 1+7r
P¢=Pm<> : (5.35)
a
Pode-se também mostrar que

1+w¢ +r(14+wm)

Pm X (;) : (5.36)

A equagao de Friedmann (5.9), combinada com a defini¢ao (5.21), pode ser escrita como
3H? =87Gp =87G (1+71) py - (5.37)

Consequentemente, unindo a eq.(5.37) com ps da eq.(5.35), encontra-se o parametro de
Hubble no referencial de Einstein o qual é dado por

3 1+w¢+r(l+wm)
H:ﬂ(“Q v (5.38)

a
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Apo6s uma integragao dos dois lados, encontramos o fator de escala no referencial de Einstein

2 147
31+ wy+71 (14 wpy) 3 Trwgtr(Fwm)
=q; |1+ = H; (t —t; , 5.39

a=a [ + 2 1+7r ( ) ( )

ou 2 147
a=a; (;>3W(me) , (5.40)

A partir da relagao
2 1 1

i r (5.41)

- 314wy +7r(1+wn)t;
junto com a (5.39), a eq.(5.40) ¢ encontrada. Obviamente os limites corretos para r — 0 e

r — oo sao recuperados. No referencial de Einstein

NI 2 1
a=a ()5“ ) . O H=-— " = (5.42)
t; 3(1—|—w€f)t

onde wey = % é a fragdo entre a pressao efetiva (total) e a densidade de energia efetiva
(total) (5.18). Comparando, entdo a eq.(5.42) com a eq.(5.40) obtéms-se
Wy + Wy, 1+ wg+7 (14 wy,)
Wef = ———— .
/ I+r 1+7r

Com (5.42), a dindmica do referencial de Einstein estd completamente resolvida. Desde

= 4wy = (5.43)

que wey € constante, solugoes deste tipo nao podem descrever transicoes entre épocas com

diferentes equacgoes de estado. Na melhor das hipoteses, podemos comparar solugoes com

diferentes valores de w.s. Pelo parametro desaceleracao ¢ = _a;ﬁ ‘;273 =—-1- ﬁ% e por
(5.38) encontra-se no referencial de Einstein
1 11+ 3ws+ 7 (14 3wy,)
=— (14 3we) = = . 5.44
1= 5 L+ 3ue) =3 147 (54)
A condigao para a expansao acelerada, novamente no referencial de Einstein, é
1 d%a 1 1
Eﬁ >0 =4 Wef < —g = w¢—|—7“wm< —g (]."'T) . (545)

Uma expansao acelerada pode ser obtida para w,, = 0 ¢ wy < —% (14 7). O caso especial

da expansao exponencial é caracterizado por
Wep=—1 & 14+we+r(l4+wy,) =0 <& wytrw,=—-1-r & q¢=-1. (546)

Como as equacoes sao provenientes da quintesséncia, entao w, > —1. O segundo termo da
eq. acima pode ser escrito como

1+w¢>
T

Wy = —1 — (H = constante) , (5.47)
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isto ¢, w,, < —1, e a componente m tem que ser do tipo fantasma (H= constante).

No referencial de Einstein a densidade de energia efetiva (total) varia da forma
p oc a”30Hwer), (5.48)

Uma solugao do tipo matéria pode ser encontrada, p o< a3, fazendo we; = 0 na eq.(5.48).
De acordo com a eq.(5.43), isto pode ser feito para qualquer combinagao realizada a partir
de wy + rw,, = 0. Todavia, todas estas soluc¢oes, baseadas em (5.42), ndo s@o solugoes

dentro do referéncial fisico e, por isso seu significado nao é 6bvio, pelo menos até o presente

estagio.
Por (5.27) e (5.37) segue que
1 (do\> 9 Wy, — W 2
<¢) - 8, (5.49)
2\dr) T A5 (1~ 3w (1+7)

Entao, unindo (5.16) e (5.49), o potencial encontrado é dado por

_ 1(de\* [ 9 (wn—wy)
V(¢)_p¢_2<dt> _[1 182 (13w’ (1)) (5.50)

E através de (5.32), (5.33) e (5.50) surge um potencial exponencial

(1=3wm) [ 14wy +r(1+wm)
2/3r3 [1ve ] (=)

V(9) =Vie R , (5.51)

ou de forma alternativa, usando (5.43) em(5.51) encontramos

(1—3wm)<1+wef) 2

- KD ——————= (0— @4 9 m
Vig)=vie VP ey 2 lm ) g
452 (1 —3wy,) (1+7)
(5.52)
Unindo (5.49) e (5.16), junto com a definigdo wy = i—z, surge a relacao
9 (W, —wg)® 1 1
2 m ¢
=— . . 5.93
v 2(1—3wy,)* 1+7r 1+w, (5:53)

Como mencionado anteriormente, a constante de interagao nas equagoes (5.12) e (5.17) néo
é um paramero livre, porém deve ser determinada pelos parametros da equacao de estado e
r. Com (5.53) junto com (5.51) e (5.27), a equagao do campo escalar (5.11) é identicamente
satisfeita. Qualquer valor de (3% # i representa uma teoria fora da classe f(R).

Ao eliminar 3 através de (5.53), o potencial (5.52) pode ser escrito como

V (¢) = V; exp{—V24nG (14 wey) (0 — i)}, (5.54)

1+
1+’LU¢
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enquanto que a combinagao de (5.22) com (5.53) resulta em

31 (1—3wy)?
wWBpp = —5 +Em(1+7") (1—|—w¢) (555)

que é o parametro de Brans-Dicke.

5.4 SOLUCOES NO REFERENCIAL DE JORDAN

Através de (5.13) encontra-se

di  da do
e a partir da condigao (5.27), obtemos a relacao
. 1—
H — [ eV?2/3:6¢ 1 — 3wy (5.57)
1 — 3w,

Isto significa que o parametro de Hubble nao possui necessariamente o mesmo sinal nos dois

referenciais. Por (5.33) segue
V280 o 78 T | (5.58)

A relagao explicita entre a e a é dada por

i (a\Twen
== <a> " (5.59)
Combinando (5.58) com (5.42) obtemos
e VIO o t2% (5.60)

Através do conhecimento explicito da dependéncia temporal do lado direito de (5.60), pode-
se obter uma relagao #(t) entre o tempo fisico (referencial de Jordan) ¢ e o nio fisico (refer-

encial de Einstein) ¢. Integrando a primeira rela¢ao (5.13) encontramos

1—w€f—wm(l+3w€f) (1—3wm)(1+w5f)

oot Otemuer) o p o §imermem (i) (5.61)

Por (5.42),(5.61) e (5.59) encontramos o fator de escala no referencial de Jordan

~g( 1-3w,s )
i o« 11 (e e (562
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Mas, o fator de escala também é dado por

2

i oc 1 20%0) ; (5.63)

entao através de (5.62) e (5.63)

2Wep — Wy, (1 4+ 3wey)
1— 3wef '

wef =

(5.64)

Com (5.63) e (5.64) a dinAmica no referencial de Jordan esté resolvida.

Por célculo direto podemos verificar que a solugao no referencial de Jordan (5.63) esta
de acordo com as equagoes (5.5) - (5.8). As solugoes sao do tipo poténcia, correspondendo
a um parametro efetivo constante da equac@o de estado (5.64). O parametro wes difere
obviamente de w.r. A forma da densidade de energia efetiva, por ser conservada, possui a

forma
peg oc @31 er) (5.65)

A introdugao desta quantidade serve para encontrar solugoes através de uma equagao que

possui o mesmo formato que a equacao Friedmann da RG,
3H? = 81Gpes (5.66)

O parametro da equagao de estado ¢ w.r. Este ponto sera elaborado na secao 5.5. O
parametro desaceleragao no referencial de Jordan é dado por
5 d2a
~ 72 ~
= ——d N =

(%)

e a relacao entre o parametro desaceleracao do referencial de Jordan e o do referencial de

(1+ 3iey) (5.67)

N | —

Einstein é dada por

(1=3w,)(1+r) 11— 3wy,
T 3wy + 7 (1—3wn) 11— 3wey,

G= (5.68)

Veja que ¢ e ¢ nao possuem necessariamente o mesmo sinal. Para w,, = 0 ¢ wey > %,
uma desaceleracao do universo no referencial de Einstein corresponde a uma aceleracao do
universo no referencial de Jordan. Portanto, o referencial de Einstein e o fisico (Jordan) sao
matematicamente equivalentes, mas isso nao implica necessariamente que sejam fisicamente
equivalentes [35]. No caso de aceleragao exponencial no referencial de Einstein (veja (5.46))
segue

G- —1(1—3wm) | (W + Ty = =1 —7) . (5.69)
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No caso particular w,, = —1, segue § = —1. Note também que ¢ = —1 (referencial de
Einstein) para w.y = —1 que corresponde a H constante.

A relagéo entre H e @ ¢ dada por

~ 3 [ (1+7r)(1—wm)—(1+3wm) (wg+rwm)
H x d_i T—3wg+r(1—3wm)

(5.70)

Novamente no caso de aceleragao exponencial no referencial de Einstein, por (5.46) e (5.70),
surge a relacao
H o g~ 10+wm) (5.71)

Concluimos que se H é constante, entdo o fator de escala do referencial fisico é do tipo
exponencial e isto ocorre quando w,, = —1. Como 1 + r + wy + w,r = 0 quando H ¢é
constante, entao wy, = —1. Este & o caso em que H e H sio constantes ao mesmo tempo.

Um caso de interesse particular é o de w,, = 0 (observe que w,, = w,,). Entao a rela¢ao
(5.64) se reduz a

(5.72)

Dada a equagao de estado para o caso matéria sem pressao, a eq. (5.72) define um possivel
parametro fisico da equacao de estado em termos dos parametros do referencial de Einstein.
A relacao entre diferentes intervalos de w.; e w,; € mostrada na tabela 5.1. Casos especiais
de interesse no referencial de Jordan (referencial fisico) sao:

(i) fase dominada pela matéria w,, = .y = 0, e por (5.72), w.y = 0. Este caso requer
wy = 0, em acordo com (5.43). Esta fase corresponde ao limite entre as faixas III e IV da

tabela Tabela 5.1. De acordo com (5.53), esta fase dominada pela matéria possui 4% = 0.

1

~ . ~ . 2 .
Desta forma nao pode haver teorias f(R), que sao caracterizadas por 5° = ;.

(ii) fase de aceleragdo exponencial, ocorre para .y = —1 em (5.72) ja que

feg o< 30 H ) (5.73)
e

3H? = 871G pe;, (5.74)

portanto, H = constante. Por (5.72), e fazendo o expoente de (5.70) igual a zero com
w,, = 0, entao

Wep=1 = wy=1+r (5.75)

Este caso corresponde ao limite entre I e II na tabela 5.1. Se w.; = —1, entao wey = +1

(veja (5.72)). Isto significa que enquanto ocorre uma expansao exponencial acelerada no
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referencial de Jordan, ocorre uma contragao desacelerada no referencial de Einstein (veja

5.57, 5.67) ja que

1
1=5 (1 + 3wey). (5.76)

Este resultado também esta de acordo com (5.68). Por (5.57), wy, = 0 e wep > 3,

parametro de Hubble no referencial de Einstein tem sinal diferente do sinal no referencial de

(o)

Jordan. Também por w.y > %, Wy, = 0 e (5.68), um universo que desacelera no referencial
de Einstein, corresponde a um universo que acelera no referencial de Jordan. Para w, > 1,

o potencial V(¢) deve ser negativo a partir de (5.16), ou de forma equivalente, através de

p
V(g) =5 (1—w,). (5.77)

Foi admitido w,, = 0.

(ili) comego da fase acelerada we; = —3. Isto ¢ devido & equagdo (5.67). Neste caso, no

limite entre os intervalos IV e V na tabela 5.1, temos w.; = —% a qual é verificada por

(5.72). Pelas equagoes (5.72) e (5.43) com w,, = 0 encontramos

2w¢

Def = ————— 5.78
A p— (5.78)
Portanto, neste caso em particular em que w.y = —%, o parametro da equagao de estado do
campo ¢ é dado por
1
Wy = —§(1+7“). (5.79)

Aqui também foi admitido w,, = 0.

(iv) caso intermedidrio, anexo a faixa I da tabela 5.1, é w.; = correspondendo a

_3
47
wer = 3 com wy = 3 (14 r). Novamente foi usado (5.72), (5.78), além de w,, = 0.
(v) equagao de estado fantasma Wer = —%, parte da faixa II da tabela 5.1. Portanto,
Wep = % por (5.72) que é para w,, = 0.
O préximo passo consiste em investigar quais valores de 1. em (5.72) admitem 3? = i

que € o caso da teoria f(R). Neste caso, usando (5.53), (5.43) e fazendo w,, = 0 encontramos

72

we =5 5
T3y v 2 1

(vi) #* = 1 er = 0. Por (5.80), encontramos w.s ~ 2.5 ¢ W,y ~ —0.26. Expansao acelerada

é impossivel nestas condigoes ja que para haver aceleracao no referencial de Jordan seria

NeCessario wey < —3.
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1

(vii) 3 = ; e r — oo. Para grandes valores de r (ordem 10%), as solucoes de (5.80) s&o

Wef = % e Wep ~ 0. O tultimo valor representa o perfiodo dominado pela matéria com

a o< t¥/3. Novamente nao ha aceleracao.

(viii) 3> = % e r = 8. O sinal superior de (5.80) d& w.; = 3, correspondendo a @ ox /2.

Esta solugao desempenhou um papel na discussao sobre a viabilidade cosmica das teorias

f(R) [36]. Para o sinal inferior segue .y = —2& = —0.09 > —3 = —0.33. Mais uma vez
nao ha aceleracao.

A existéncia de solugoes na forma de poténcia com W < —% em um universo preenchido
por matéria sem pressao ¢ possivelmente a mais simples demonstracao da capacidade das
teorias escalares tensoriais para estimar uma expansao acelerada sem a componente energia
escura. Por outro lado, também é possivel encontrar equagoes de estado de interesse sob a

condi¢ao w,, # 0 e w, = 0. Para w, = 0, a relagao geral (5.64) se torna

. r(1—3w,)—1
Wer = Wy, . 5.81
/ r(1—=3w,)+1 (5:81)
Esta equacao conduz a uma relacao quadratica para w,,,
11— 7 (1+ 3ey) 147 _
2 ef
l m+ ———Wer =0 . 5.82
w; + 3 . Wy + 5 Wet ( )
Temos entao
(ix) wm universo dominado por matéria w.; = 0. Ha duas solugoes, w,, =0 e w,, = %’”;—1

para r > 1 o segundo caso se aproxima de w,, = %, isto é, a equacgao de estado da radiacao.
(x) expansao exponencialmente acelerada com w.r = —1, § = —1. Esta condicao pode ser
verificada através de (5.67), (5.73) e (5.74). Neste caso o parametro da equagdo de estado

da componente matéria é dado por

1142 1 |
wp = - e 112 (5.83)
r (1+2r)
Para r > 1 as solugoes sao w,, = —1 e w,, = % Para r = 1 temos w,, = —1.46

e w, = 0.45. Para as solugoes com w,, < 0 pode ser argumentado que a componente ¢
descreve a matéria (nao relativistica), e a componente m desenvolve o papel da energia
escura. Diferente dos casos em que a energia escura é geometrizada, agora é a matéria
escura que ¢ geometrizada. Mas novamente, existem solugoes para uma expansao acelerada
que nao requerem parametro da equagao de estado negativo da componente matéria, isto €,
solugoes com w.r = —1 que possuem wy = 0 € w,, > 0.

A analise de sistemas dinamicos determina pontos criticos da evolugao cosmica que (em

algumas investigagoes ) estao na forma de solugoes assintoticas e na forma de poténcia como
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em (5.63) (veja [29,95]). Como exemplo, mostramos a consisténcia das nossas solugdes com

pontos criticos obtido em [26].

Ponto P1 em [26] tem w.r = —1 e /'35”; = 0. Isto corresponde ao nosso caso (ii) acima com

r=0.
~ _ 2
Ponto P2 em [26] tem . = % e gj"; (397352)2

matéria em acordo com o caso (i) acima. Através da relagdo acima, w.; = —1 se 3% = %

No caso 3? = %, temos na nossa teoria w.y = wg = 1 se w,, =r = 0 e, portanto w.y = —1

veja 5.43, 5.75, 5.72). Isto é verificado por (5.53). Portanto aqui, 8> = 2 corresponde ao
4

. 32 = 0 descreve a fase dominada pela

caso (ii) acima.

Ponto P3 em [26] tem @,y = % e gf = 0. Pela nossa solugao (5.53) de § com w,, =7 =0

e por wer = w, (veja 5.43), encontramos

wg

PN 2wy

(5.84)

Usando (5.84) e a definicao de 10.; acima, encontramos

3 F 322l
~ - 1+wef
Wey = 3i9x/§vi”jf . (5.85)
A/ We f

Para w.s = 1 existe uma soluc¢ao w.; = 0 (sinal superior ), e outra (sinal inferior) w.; = —1
que novamente se reduz ao caso (ii).

Finalmente o ponto P7 em [26] tem w.; = % e Z’; = 0. Portanto, se w.y = —1, entao
08 = % (veja também P2). Novamente, na nossa teoria, isto requer wy = w.r = 1 se
W, =1 = 0 (veja 5.43 ,5.75, 5.53, 5.72) e, por isso w.y = —1. Portanto aqui, § = %

corresponde ao caso (ii). O potencial é V(¢) = 0 em acordo com (5.77). Concluimos
que nossa solugao (5.64), e em particular o caso especial (5.72), sdo consistentes com os

resultados da anélise do sistema dinamico.

5.5 O MEIO COSMICO

Vamos voltar a equagao de Friedmann (5.74) e a equagdo da densidade de energia (5.73).
Obviamente, (5.63) é solucao de (5.74). A densidade de energia (5.73), por outro lado, pode

ser vista como solucao da equagao da conservagao da energia

dpy
gtf +3H (feg + Peg) = 0 (5.86)
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EoS Einstein frame | EoS Jordan frame
I OO>U)efZl —%>7I)ef2—1
1T 1>wey > 1 —1 > Wep > —00
111 3> Wey >0 00 > Wey > 0
IV 0> we > —3 0> Wey > —
V] —s>wy>-1 —5 > UWef > —5

Tabela 5.1: Correspondencia entre diferentes faixas para o parametro da equagao de estado w.s do referencial de Einstein
e os correspondentes pardmetros da equagao de estado .y no referencial de Jordan para wy, = 0.

com uma pressao efetiva dada por
ﬁef = wefﬁef . (587)

Estas equagoes da teoria escalar tensorial possuem solugoes do tipo poténcia de forma equiv-
alente as da RG. O meio césmico como um todo é descrito pelo parametro da equacao de
estado (5.64). Por célculos diretos confirmamos que usando (5.14) junto com as solugoes
(5.31) e (5.33), a relagao de conservacao (5.8) ¢é satisfeita de maneira consistente, correspon-

dendo a
P ¢ @30 Hwm) (5.88)

Vamos definir a densidade de energia p, como a diferenca

P = fes — P - (5.89)

Isto significa que a densidade de energia efetiva p.s ¢ a soma da contribui¢ao da matéria com
a nova componente x. A partir do conhecimento da dinédmica cosmologica total, dado por
Weys, € também a partir da dinadmica do subsistema da matéria que se conserva isoladamente,
dado por w,,, podemos determinar a dinamica do subsistema com densidade de energia dada

por p,. Assumindo a equagao de estado p, = w,p,, é entao possivel calcular o parametro

w,. Por .
wef = ,66; ) ﬁef = Pm + Dz » ﬁef = ﬁm + ﬁx (590)
temos ~ 3
@ef = wml?fm + 12190?71 = Wy = (1 + Tef) ’LZ)ef — WmTef , (591)
Pef Pef
onde ~
Pm

Tef = = (592)
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¢ a razao das densidades de energia das duas componentes. Por (5.89), obtemos

~ Pm
Pm Pef 1
’r‘e = = — = — e ]_ —|— ’r‘e — = . (593)
g Pef — Pm - STW; ! 1- %
Com as solugoes (5.88) e (5.73) a razao g’ﬂf varia como
Pn Lm0 =3(wm—ter) (5.94)
Pef Pef0

onde gifg ¢ a presente razao entre a densidade de energia da matéria com a energia to-
€

tal. O valor do fator de escala atual ag foi normalizado e, portanto é dado por ag = 1.

Consequentemente para w,, = 0,

~ ~ 24-1
~ We f Wef 3
- g — — = — == = m = O 5 595
w 1 — Pmo d3wef 1— Bmo ( 1 >3wef 1_ Q ( 1 )(2q—1) (U) ) ( )
Peto Poto \ 142 m0 \ T,

onde z é o parametro de redshift e €2, = ’,%E- Como consequéncia imediata, se wey = 0
€

(era da matéria), entdo w, = 0. Contudo, @, nao é constante para w.s # 0. O parametro
da equacao de estado hoje, é dado por
w
gy = ——
1— Qo

Para a presente expansao acelerada, isto é, w.y < —% temos | Wyo |>| Wey |, isto &, Wy €

(wy, = 0) . (5.96)

mais negativo que w.s, desde que 2,0 < 1. Isto significa que a componente z, de origem
geométrica, procede como energia escura. Agora devemos fazer uma comparacao com o

modelo ACDM. O parametro da equacao de estado deste tultimo modelo é wrcpm que €

dado por
Pa
wWL,ecpM — ———————— . 5.97
PA T+ Pmo ( )
Com py = —pa e a partir de dados experimentais, p,,o ~ %pA, o parametro efetivo total da

equagao de estado do modelo ACDM no presente momento é wrcpy = —%. Usando este
altimo valor para w.r em (5.96), encontramos w,o ~ —1 se Qo = 0.25. Consequentemente,
a solugao da teoria escalar tensorial para a época atual é compativel com a relatividade geral
baseada no modelo ACDM, porém o parametro da equagao de estado w,, que é equivalente
ao da energia escura, varia com o tempo. Para uma solugao futura w.r = —1 (expansao
exponencial), teremos W, < —1. Para @ > 1 o parametro @, aproxima de w.s pelo lado
fantasma. Neste modelo, temos uma solucao do tipo poténcia para o meio césmico como um
todo, correspondendo a um parametro da equagao de estado w.s que é constante. Também,
o parametro da equacao de estado da energia escura geometrizada varia com o tempo de

acordo com (5.95).
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5.6 OBSERVACOES

O 1ltimo passo consiste em testar a solucao tipo poténcia com os dados das supernovas
tipo Ia (SNIa) e comparar os resultados com a anélise do modelo ACDM. A quantidade
importante é a distancia luminosa, pois é esta distancia que realmente pode ser medida

pelos instrumentos. Em um universo plano ela é dada por

dp, = (1+2) ‘;5 . (5.98)

De acordo com (5.73) e (5.74) o parametro de Hubble &

H = Hya 30400 = [T (1 4 2)20+%0) (5.99)

Por (5.67), (5.98) e (5.99) encontramos

~ 14+z 1 —do
dp = ey [(1+2) 1] . (5.100)

Assim a distancia luminosa é bem conhecida. O interesse é aplicar esta equacao para o
momento presente. Expandindo em poténcias de z, obtemos a distancia luminosa até a
terceira ordem de z

5 2 1 _ 1/, 9
dL_E][1+2(1_QO)Z+6<q0_1)Z +} (5.101)

A expressao correspondente no modelo ACDM é [108,109]

~ z 1 _ 1 - 2 - 2
I =7 [1—1—2(1—610)2—1—6 (3@ +1)? — 56+ 1)) 2 +} . (5.102)
Até a segunda ordem, a distancia luminosa dos dois modelos coincidem, porém diferem na
terceira ordem.

A seguir usaremos a amostra de 182 SN Ia [111]. A quantidade crucial para nossa anélise

¢ a distancia modulo ji, que é obtida a partir da distancia luminosa d; e é dada por

dr,
i = 5log| —— ) +25 . 5.103
a Og(Mpc)+ ( )

A fim de comparar os resultados teéricos com as observacoes, nos efetuamos a anélise x?,

baseada na expressao
2
=0 —t
Ho; — Mo,i)

=) <2 : (5.104)

i O poyi
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x? é uma funcao estatistica que da a qualidade do ajuste do dado observacional pelo modelo
tedrico. A quantidade fif; ¢ a medida distancia modulo para cada supernova dos dados das
182 [111]. fih; sdo os correspondentes valores teoricos e o7, ; representa a medida dos erros
[111,112]. A funcao densidade de probabilidade (PDF) para nosso caso com os parametros
livres Hy e go é definida por

P(Hy, Go) = Ae X (Hodo) | (5.105)

Onde A é uma constante de normalizacao. A marginalizacao sobre um dos dois parametros
livres conduziréd as correspondentes representagoes unidimensionais da densidade de proba-
bilidade. Os detalhes das analises sao dadas em [113].

Fig. 5.1 mostra a func¢ao distribuicao de probabilidade bidimensional para ¢y e h. Aqui
h & definido por Hy = 100hkm/Mpc/s. O melhor valor do ajuste (minimo para x2) é
x? = 3.3054, que implica gy = —0.31939 e h = 0.640359. Os valores correspondentes para
o modelo ACDM séo x2 = 3.297 com 2,0 = 0.31, equivalente a gy = —0.535, e h = 0.645.
Para nosso modelo de poténcias, o presente valor absoluto do parametro desaceleragao é
menor que o do modelo ACDM. As distribui¢oes de probabilidades unidimensionais para ¢
e h do nosso modelo estao mostradas nas figuras 5.2 e 5.3, respectivamente. Os valores
maximos sao gy = —0.392037 e h = 0.639022.

2

Figura 5.1: Funcao distribuigao de probabilidade bidimensional para §o e h. O melhor ajuste corresponde a go = —0.31939
e h = 0.640359.
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Figura 5.2: Funcéo distribui¢do de probabilidade unidimensional para gp. A probabilidade é méaxima para §o = —0.392037.

5.7 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi resolvida a dinamica da teoria escalar tensorial sob a condi¢ao de que a
razao entre a densidade de energia da matéria e a densidade de energia do campo escalar,
no referencial de Einstein, é constante. Os parametros da equacao de estado w,, = w,,
e w, foram supostos constantes. Portanto, os parametros efetivos w.s e w.; também sao
constantes.

As solugoes no referencial de Einstein foram transformadas para o referencial de Jordan.
Para o caso da matéria ndo relativistica (sem pressao), a relagdo entre os dois parametros
fgiffef. A solugao w.s = —1 foi obtida com wey = 1, w,, =0 e
H constante. Neste caso ha uma expansao exponencial acelerada no referencial de Jordan

efetivos ¢ dada por .y =

e uma contracao desacelerada no referencial de Einstein. Outros casos envolvendo w,, = 0
foram discutidos. A aceleracao do universo no referencial de Jordan ocorre se W,y < —%, e
no caso mais simples de matéria sem pressao w,, = 0, a teoria escalar tensorial prediz que
ela existe sem a presenca de energia escura, pelo menos neste modelo. No referencial de
jordan, usando equacgoes na forma da relatividade geral, foi idenficada uma componente que
pode ser chamada de energia escura geometrizada, e esta componente possui um parametro
da equacao de estado W, que depende do tempo e de w.¢. Este parametro possui um valor

similar ao do modelo ACDM no presente momento, porém ele varia com o tempo.
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Figura 5.3: Fungio e distribuigio de probabilidade unidimensional para h. A probabilidade é maxima para h = 0.639022.




Capitulo 6

ENERGIA NEGATIVA

6.1 INTRODUCAO

Deducoes indiretas do procedimento das componentes escuras sugerem caracteristicas pouco
usuais. Por exemplo, a pressao da matéria escura hoje deve ser proxima de zero, da mesma
maneira que a componente barionica. Todavia, em contraste com os barions, a matéria
escura se desacopla da radiagao muito antes do periodo dominado pela matéria, e este
procedimento é essencial para haver uma explicacao coerente da formacao das estruturas.

A questao é: as caracteristicas pouco conhecidas do setor escuro podem incluir densi-
dade de energia negativa? A razao para fazer esta pergunta é devida a questoes tedricas e
observacionais. Primeiramente, do ponto de vista teodrico, existem modelos que procuram
resolver o problema da coincidéncia utilizando densidade de energia negativa [4,5]. Do ponto
de vista observacional, ha indicagoes de que possa existir densidade de energia negativa. Isto
ja acontece a nivel do modelo ACDM (veja figura 1).

E claro que densidades de energias negativas devem trazer varios problemas, o mais
importante é a presenca de instabilidades a nivel quantico e mesmo classico; esta ¢ uma das
principais razoes responsaveis pelo assunto ser pouco mencionado. Ha algumas esperancas
para que estas instabilidades estejam ausentes em algumas situagoes, pelo menos quando a
condigao de energia nula é violada, e quando o fluido é motivado por teorias de cordas [37].
Este assunto nao sera tratado aqui. Nosso objetivo é mais simples: desenvolver um modelo
teste que deve incorporar a possibilidade de energia negativa, através de um campo escalar.
Uma constante cosmoldgica com sinal negativo, também serd levada em conta, bem como

a possibilidade de densidade de energia escura negativa. O modelo é puramente classico e
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serd testado com os dados das supernovas tipo Ia e com os dados de 2dFGRS. Os resultados
indicam que valores negativos para A sao altamente admitidos quando sao usados dados de
2dFGRS. Por outro lado, quando sao usados dados de SNIla, valores negativos para A sao

bastante restringidos.

6.2 DOIS FLUIDOS SEM PRESSAO

As equacoes de Einstein, na auséncia de pressao, e com a presenca de um campo escalar
com curvatura zero e da métrica de Robertson-Walker na convencdo (+ - - -), podem ser

escritas na forma

3 <Z>2 =8nGp + qu + V(¢), (6.1)
23+<Zf:>fia+va (6.2)

Nestas expressoes ¢ ¢ o campo escalar, V(¢) o potencial e a o fator de escala. Como nao
nao ha pressao, a densidade de matéria p pode ser escrita como p = py/a®, onde py ¢ uma
constante. Se € = 1, entao o campo escalar é do tipo ‘normal” , enquanto que se e = —1, o
campo ¢é do tipo fantasma com termo cinético negativo. Admitindo a = agt?/?, as equacodes

(6.1,6.2) se tornam .
41  8mGpy 1 ?

—— —+V 6.3
92'52
(6 representam (6] periodo dominado pela matéria (pI'GSSElO zero). Consequentemente por (64),
(bz
2 = v(9). (6.5)

2

A convengao é que ty representa o tempo cosmico hoje, e o atual fator de escala a;, é dado

/3

por a, = aotg = 1. Logo,

aot(z)/g =1l aqy= taz/g‘ (6.6)

O parametro de Hubble hoje (¢t = t;) ¢ dado por

Hy =t (6.7)

Ay,



portanto o tempo atual é escrito na forma

2
Por (6.3) e (6.4), obtem-se
41  487Gpo ‘9
529 me T
Definindo o parametro densidade como
87TG[)0
Qy =
0 3H3 )
a relagao (6.9) se torna
41 49 b
32 3

dando origem a

- 2

qb = i@ 6(1 - QO)

2
(b—QSO::i:ﬁ 6(1—Qo)lnt

Ao ser invertida, esta equacao deve ser escrita como

que por sua vez conduz a

t:exp iﬁﬂ .
2 6(]_ - Qo)
Usando o fato de que
¢2
65 = V(¢>,

ou seja, a pressao do campo escalar é zero, entao o potencial deve ser

V(6) = 2(1— Q) exp

w

Ao aplicar as derivadas primeira e segunda obtemos

ov 3

A )

V(9)

V3 ¢ — 9o

Vel — Q)
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(6.8)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)
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V¢¢ - a¢2 = 6(1 . QO) V((b)
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(6.18)

Também podemos escrever o fator de escala a = aot?/? em funcdo de uma grandeza chamada

de tempo conforme que é definida como

dt
n= )
a

t_ (77)3
to  \3to

e o fator de escala deve ser escrito na forma

entao

Por sua vez, 0 campo escalar se torna

2 3
o = 1 Je(1— Qo)in | L
¢ — o i\/g (1 0)“[ 0],

e o potencial é escrito como

A partir de V(¢) e da definigdo de 7, surgem as equagoes abaixo:

1-Q
VCLQ = 6%,
n
\e(1—0Q
V¢CL2 — :|:6\/§(7720)’
1
V¢¢CL2 = ﬁ

02
A derivada em relacao a n do campo ¢, é dada por

¢ = i2\/§7\/6(1—90).
U]

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)
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6.3 INCLUINDO A CONSTANTE COSMOLOGICA

O modelo acima possui um problema: ele nao é capaz de explicar a aceleragao do universo
ja que a o< t¥3. A fim de encontrarmos solucdes que predizem a aceleracdo do universo
incluiremos uma constante cosmologica nas equagoes de Einstein. Usando novamente a

métrica de R.W. para um universo plano encontramos

Sl 2 )
3 (Z) = 87Gp + ef + V() + A, (6.28)
. L2 12
22+ (2) = —e‘g L V() + A, (6.29)
b+ 3Z¢ — —eVy(0). (6.30)

Da mesma forma como antes, adotaremos que a pressao do campo escalar ¢ nula p, = 0.

Isto implica novamente que V' = %ng e, portanto

V+3iv =o. (6.31)
a

com solugao

V = Vha . (6.32)

A equacao de Friedmann, deve agora, ser escrita na forma

L\ 2
a QmO

- = —— 4+ Qno- 6.33

(a) a3 550 (6.33)
Para obter tal equagao foi necessério dividir (6.28) por HZ e redefinir o tempo coordenada

na forma Hyt — t. Os parametros densidades podem ser escritos como:

87Gpa’ € 2 A
Qo = Qo + Q 0y = Qo = —%a® = ZVa®, Qo= —. 6.34
0=+ o, Lo 5T g0ra =3Va', Ll 312 (6.34)
Também foi feito a redefini¢ao 2z — V. A solucdo de (6.33) admite a solugao:
0

QmO 1/3 . 2/3 3
a = (%) sinh / (2\/QA0t> . (635)

No limite 2,9 — 0, que implica §2,,0 — 1 obtemos
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3 2/3
a(t) = (Qt) , (6.36)
onde a(t =ty) =1 e 3tr/2 = 1. Como a pressao do campo escalar é zero (ps = 0), temos
€15 S0
—¢* = ——. 6.37
= (6.37)

Ao integrar esta relac¢do e usando (6.35) encontramos

2 (300 tanh (g)
~ o=t In , 6.38
¢~ %o 3V Qo [tanh (%0) (6.38)
onde 5
0= 2\t (6.39)

6y esté relacionado ao tempo ¢y no qual ¢ = ¢. Usando (6.28), (6.29) e (6.38) encontramos

o potencial

2 Qs0Qn0 [ cosh g(¢p) — cosh by sinh g(¢) 2
=3 4
V(¢) 3 QmO sinh 90 ’ (6 0)
onde
- 4€€)
9(¢) = :l:¢ ¢0» r=1/= ¢0, Qo = Qgo + Q. (6.41)
r 3Qm0

No limite em que a constante cosmoldgica tende a zero, o tempo atual tende a ty = 2/3.

6.4 EQUACOES PERTURBADAS NO CALIBRE SiN-

CRONO
Seja as equagoes abaixo com a presenca da constante cosmologica:
Ry — ;guvR =8nGT . + € (¢;u¢;v - ;gwqﬁ;pgb;p) + G + 9V (9), (6.42)
¢y = =€V (9), (6.43)
7 =0, (6.44)

que podem ser escritas como

1
R,, = 87G (T,w _ ng,T) + 660 — g V() — GuA, (6.45)

¢ip = —Vo(9), (6.46)
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T = 0. (6.47)

Assumiremos novamente que tanto a pressao da matéria como a do campo escalar sao nulas,
e as solugoes das equacoes nao perturbadas estao na se¢ao anterior. Agora introduzimos as

perturbagoes:

Guv = ggw ¢ = (bo + 6¢7 p=po+ 5p7 (648>

onde o indice 0 indica as grandezas nao perturbadas. Fazendo hgy = h,o = 0 (calibre

sincrono), surgem as equagoes perturbadas abaixo

o+ 2%5 = 471G pd + 2ep)\ — V), (6.49)
)\+3a)\—|— §+EV¢¢ A= @o. (650)
Foram utilisadas as seguintes definigoes:
)
5= p”, A =60 (6.51)

O indice 0, que indica as grandezas nao perturbadas, foi omitido. A perturbacao da con-
stante cosmologica é zero, e n é o vetor de onda. No primeiro caso, equagdes (6.49)e (6.50),
a constante cosmologica esta ausente. Passando para o tempo conforme estas relagoes se

tornam

a’ 3(a\ ¢? Va?
8+ =4 — | = et — | = 2e N\ — 2\ .52
—I—a + 2<a>+4+ 5 € Vpa® A, (6.52)
/
N+ 2%X + [n? + Voo A = 0. (6.53)
Ao incluir as solugoes nao perturbadas, elas passam a ter a forma final abaixo:
o’ 0 N A
(SH +2—— 690*2 = 2¢e— + 372, (654)
Ui U] Ui Ui
N 18 o’
N +4—+ <n2 + 2) A= 12¢(1 — Qo) — (6.55)
n n n

Nas equagoes acima foi feita a substituicao:

+2v/3/e(1 — Qo)A — A (6.56)
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Vamos agora considerar o caso de longos comprimentos de onda, ou seja, n — 0. A questao
¢é investigar se a presenca de densidades de energias negativas pode acelerar a aglomeracao

de massa, com pressao zero. Neste limite, as equagoes se tornam

o’ 0 N A
8" +2— — 60— = 26~ + 35, (6.57)
n n n n
N 18 o’
n n n

Vamos supor solugoes na forma de poténcias:
0= 5077r, A= )\onr, (659)

onde &y, \g e r sao constantes. Desta forma obtemos a seguinte expressao polinomial para
para 7:
A 4r® — (1 —6Q0)r? — 18(1 — Qo) (1 — 2¢)r — 1089 = 0. (6.60)

Considerando o termo cinético positivo, € = 1, o polinémio acima deve ser escrito como
(r* +7 —6)(r* + 3r + 18Q) = 0. (6.61)

As raizes sao as seguintes:

3
=2 rp=-3, ry=g(-1%\/1-80). (6.62)

As raizes r1o correspondem as solugdes usuais para contraste densidade para um fluido
sem pressao. As solucoes r4 correspondem & presenca do campo escalar. Elas representam
oscilagoes decrescentes a menos que €y < 0, isto é, a densidade de energia da matéria
possui valor negativo. Neste caso tem-se solugoes que crescem com o tempo, e o parametro

densidade €4 é maior do que 1 desde que

Qo + Qo = 1. (6.63)

No momento do desacoplamento, t; ~ 10''s, e a contraste densidade possui um valor da
ordem &; ~ 10~°. Na usual teoria, a contraste densidade cresce na forma ¢ o t%/® no periodo

dominado pela matéria, resultado também obtido aqui. Entao,
t 2/3
=107° (t) : (6.64)
Hoje t ~ 10'7s, e consequentemente § ~ 107! atualmente. Portanto, o regime nao linear

nao teria sido atingido ainda, em contradi¢ao com a existéncia das galdxias. Esta é uma das
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razoes que levaria a matéria escura a se desacoplar da radiagao ainda no periodo radiativo.
Todavia, se colocarmos 9 = —1 na rela¢ao (6.62), obtemos um crescimento com r = 3 |

que implica § o< n® oc t. Entao a nova contraste densidade é dada por

t
§ = 10—5;, (6.65)

e portanto hoje d ~ 10. Logo o regime nao linear ja teria ocorrido ha bastante tempo atras.

6.5 ANALISE DO ESPECTRO DE POTENCIA E DA-
DOS DE SNIA

As equagobes perturbadas com a presenca da constante cosmologica sao dadas por

" ail / § é _ ry/ 2
0"+ =0 — =Qp— = 2ep' N — a"VyA, (6.66)
a 2 Ta
¢ /
N+ 2%)\’ +{n? + eVioa®} A = 915 (6.67)

Novamente as linhas significam derivada com relacao ao tempo conforme 7. O objetivo é
transformar as equagoes acima para outras equagoes com derivadas em relagao ao fator de
escala a ao invés de derivadas em relagao ao tempo conforme 7. A transformacao é feita

utilizando a regra

o dF _dFda

= = —— =dF 6.68
dn  da dn o (6.68)
dF’ ) ..

F' = i a'F +d?*F, (6.69)
n

onde F'(a) representa uma func¢ao qualquer. Agora o ponto significa derivada em relagao ao

fator de escala a. As relages (6.28) e (6.19) junto com as defini¢oes acima dao origem as

equacoes:
CL/ 2 QO + Q¢0
— | = 7 4 Quod?, (6.70)
a a
© 2
" /
2% (“) = 3Qp0a2 (6.71)
a a

Foi feita a transformagao nHy — 1. A partir destas expressoes encontramos

1/2

fla)=d = [Qmoa + Qaoa’| (6.72)



Qm
g(a) =a" = TO + 2Q00°,

onde €2,,,0 = Qy + y. O potencial do campo escalar para p, = 0 ¢ dado por

3 Q¢0

V(a) = SR

A derivada do potencial V(a) em relagao a ¢ é

., da da dn a  9Qy 1
Vo= Vags = Veando = "9 = "2 4t h(a)’

onde

_ ¢ 1 3
h(a) = 7~ 7 -

De maneira similar encontramos a derivada segunda em relagao a ¢:

Vo [4  h
V¢¢——hQ{a+h}.
As equagbes (6.66), (6.67) junto com as (6.68) e (6.69) dao origem a
2

g ) ca
5+{f2 }5— 307 = 2ehA = 5V

2 2
A+{Jf’2 }A+{;Q f2V¢¢}>\ hs,

onde agora, o ponto significa derivada em relacao ao fator de escala a.
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Figura 6.1: Fungéo distribuicdo de probabilidade unidimenssional (PDF) para ¢ no modelo ACDM usando dados de
2dFGRS (esquerda). No centro ocorre a distribuigio bidimensional para h e Q5o usando dados de SNTa. A direita, a distribuigio
de probabilidade unidimensional para Qxq.
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o

Fungao distribuigdo de probabilidade unidimensional e bidimensional (PDF) usando dados do espectro de

Figura 6.2:

poténcia. No centro o PDF obtido para 5¢ variando Q4 e a direita o PDF obtido para Q¢ variando €.
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Figura 6.3: Funcao distribui¢ao de probabilidade bidimensional para Q259 e h usando dados de SNIa a esquerda. No

centro ocorre a fungao distribui¢do unidimenssional usando também dados de SNla, e a direita o PDF para Qg usando dados
de SNIa e de 2dFGRS combinadas.

Existem trés parametros livres: €, {240 € 250, € como vivemos em um universo plano,
de acordo com dados da anisotropia da radiacao de fundo e das SNIa e dos dados do WMAP,
entao o+ Q0+ Q240 = 1. Na anélise dos dados das SNIa também hé dois parametros livres:
a densidade da constante cosmoldgica (ou de forma equivalente o parametro da matéria sem
pressao) e o parametro de Hubble reduzido h (Hy = 100hkm/Mpc.s).

Vamos primeiro fazer uma analise do modelo ACDM, onde Q4 = 0 e Qy = 1 — Qyo.
Vamos também considerar os dados obtidos por 2dFGRS e pelas supernovas tipo Ia. A
figura 1 mostra a distribuicao de probabilidade unidimensional para a componente matéria
usando dados de 2dFGRS, junto com a distribuicao de probabilidade bidimensional para o
parametro de Hubble reduzido A e 259, bem como o correspondente unidimensional PDF
para o parametro da constante cosmoldgica usando dados da SNIa. O melhor cenério,
usando dados do 2dFGRS, ¢é obtido para €y = 0.24 com x2. = 0.38 e, usando dados de
SNIa, Qg = 0.31 com x?2,;, = 1.13, em acordo com os dados conhecidos.

Vamos voltar para o modelo sem pressao, com constante cosmologica e campo escalar
com também pressao nula. A fim de impor condicOes iniciais para a analise do espectro

de poténcia, usamos o procedimento descrito na referéncia [55|. O PDF bidimensional e



119

unidimensional usando dados do 2dFGRS nos planos €2, € €29, e também nos planos §25q
e )y sao mostrados na figura 2. Esta claro que valores negativos para (), estao excluidos.
Por outro lado, pequenos valores negativos para {24y sao permitidos. Valores negativos para
Qa0 s@o também compativeis com os dados de espectro de poténcia. A correspondente
distribui¢ao unidimensional PDF confirma estas conclusdes. O melhor ajuste é obtido com
Qg0 = 0.06, 2y = 0.24 ¢ Qo = 0.70 com x?2,;, = 0.30, resultado que é melhor do que o obtido
no contexto do modelo ACDM. Todavia, a configuracao com Q4o = —0.02, 2y = 11.02 e
Qa0 = —10 tem x? = 0.34 que é melhor do que o modelo ACDM, mas a qualidade do ajuste
se torna rapidamente pior ja para valores negativos moderados do parametro densidade da
matéria.

A analise das SNIa possui dois parametros livres, o h e o parametro densidade [56].
Quando os dados das SNIa sao usados, obtemos os graficos PDF bidimensional e unidimen-

sional mostrado na figura 3, junto com as probabilidades combinadas considerando os dados
de 2dFGRS e SNIa.

6.6 DISCUSSAO

A possibilidade de energias negativas no setor escuro tem sido evocado tanto a nivel tedrico
como observacional. E claro que existem vérios problemas conceituais relativo & densidade
de energia negativa. De qualquer maneira a necessidade de um fluido exético na cosmologia
¢ um argumento que deve ser considerado mesmo com a possibilidade de existirem energias
negativas.

Desenvolvemos um modelo teste que possui duas componentes sem pressao, um represen-
tado pela matéria e outro por um campo escalar, além da presenca da constante cosmologica.
Permitimos que as trés componentes pudessem ter energias negativas, bem como positivas
e a andlise estatistica usou dados tanto de 2dFGRS como das SNIa.

E muito dificil admitir valores negativos para a densidade de energia da matéria, desde
que isso implica massa negativa. Porém, h& menos resisténcia em admitir densidade de
energia negativa do campo escalar e da constante cosmoldgica. Todavia, deixamos os dados
observacionais definirem quais valores para cada componente é o melhor. As observacoes
restringem consideravelmente valores negativos para )y, mas permitem pequenos valores
negativos para {14. Em relacao a constante cosmoldgica, a analise do espectro de poténcia
permite valores bastante negativos, mas o espectro de poténcia também restringe fracamente
Q. Portanto, de acordo com nossa analise, densidade de energia negativa deve ocorrer

na natureza, mas principalmente se se refere ao campo, ao invés da matéria, e com um
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parametro de densidade pequeno comparado com as outras componentes.



Capitulo 7

CONCLUSAO

O MOND surgiu com o objetivo de explicar a existéncia das curvas planas de rotacao de
galaxias, ele se sobresaiu, mas, nao podia fazer previsoes a respeito do desvio da luz ja que é
um modelo nao relativistico. Em seguida surgiu o AQUAL, que resolve os problemas de nao
conservagao do MOND, e que também é nao relativistico. A primeira teoria relativistica da
familia MOND é o RAQUAL. A teoria usa uma transformacao conforme, e nao foi capaz
de prever os fortes desvios da luz pelas galaxias sem utilizar matéria escura. Além do mais
carrega problemas de propagacao superluminal do campo escalar. A fim de substitui-la,
surgiu o PCG que melhorou em relacao ao problema da causalidade, mas também nao foi
capaz de prever o desvio correto da luz. Também falha ao fazer previsoes a respeito da
precessao do periélio de mercrio.

Percebeu-se que para se obter o desvio correto da luz sem introduzir matéria escura
seria necessario trocar a transformagao conforme por uma disforme. Porém nao era possivel
prever o desvio correto da luz e evitar problemas de causalidade ao mesmo tempo. Sanders,
entretanto, propds trocar a derivada do campo escalar por uma campo vetorial e isso fez
o truque. A nova transformacao disforme era capaz de prever o desvio correto da luz sem
carregar consigo o problema de causalidade. E justamente esta transformacao que o TeVeS
utilizou.

O ponto positivo da teoria é que ela é capaz de explicar a existéncia da curvas planas
de rotacao de galaxias, bem como prevé os fortes desvios da luz gerados pelas galaxias
sem para isso utilizar matéria escura. Também passa nos testes da escala do sistema solar.
Entretanto, parece haver necessidade de se introduzir certa quantidade de matéria escura
nos aglomerados de galaxias.

P

Nesta tese, foi verificado como o TeVeS se comporta quando a razao % é constante. Nem
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p2 = pe~? nem p; provém do tensor momento energia ao contrério de Too = pm = pe*? e
po- Mas, pa + p1 = pef = pm + py. As quantidades py = p,, = pe=?% e p; = p, tém origem
no tensor momento energia, onde T,, = pe~2%a?. A vantagem de usar as componentes 1 e
2 é que % = wy = ’;; = w. Por outro lado, i—: = we~**. E admitido que tanto w quanto
w; ¢é constante, logo o modelo s6 pode tratar de uma determinada época de cada vez, e nao
de transicoes de épocas. O resultado foi uma solucao exponencial para o fator de escala no
referencial de Einstein e uma solugao de poténcia no referencial de Jordan. No referencial
de Jordan, p desenvolve o papel da densidade de energia escura ao contrario do modelo
original. Neste caso se geometriza a matéria escura.

O segundo tema tratou de como as teorias escalares tensoriais se comportam quando a
razao ";—Z é constante. Também foi discutido casos das teorias f(R), que correspondem a
3? = i, e se percebeu que elas nao sao capazes de prever a aceleragao do universo quando a
razao ’;—’z é constante e w,, = 0. Por outro lado, foi mostrado que para outros valores de 3
com w,, = 0, as teorias escalares tensoriais podem prever a aceleracao do universo a partir
de uma modificacao da gravitacao e nao a partir da presenca de uma nova forma de energia.
Neste caso ocorre uma geometrizacao da energia escura.

A seguir foi discutida a possibilidade de ocorrer densidade de energia negativa no setor
escuro. O modelo assumiu que tanto p,, quanto p, e pp poderiam assumir valores nega-
tivos. Quando confrontado com o espectro de poténcia, o modelo prevé alta probabilidade
para 5o negativo, porém nao permite valores negativos para {)y, o que acarretaria massa
negativa. Também permite pequenos valores negativos para (24. Quando confrontado com

as supernovas tipo la prevé baixa probabilidade para €2, negativo.



Capitulo 8

APENDICE

8.1 TEOREMA VIRIAL

A seguir serd demonstrado o teorema virial. Seja a equagao
daf
2 =ci (8.1
Esta é a equacgao de Boltzmann. O lado direito contém todos os possiveis termos de colisao,
e a fungdo f = f(t,z,p) é uma fungdo do tempo, distancia e momento. Na auséncia de
colisao, a funcao distribuicao obedece df = 0. Isto poderia representar o caso dos neutrinos
pois nao colidem entre si. Na auséncia de colisao o lado esquerdo da equagao (8.1) é escrito
como of of 0DOf
a—i— % 9707 =0, (8.2)
onde ® é o potencial gravitacional, e H = % + ®(z,t). Multiplicando (8.2) por v e
integrando sobre todas as velocidades obtem-se:
;/d3ﬁfvj +/d3UUZU]6 gi /d317vj§?{; = 0. (8.3)

A ultima integral de (8.3) pode ser escrita usando o teorema do divergente e admitindo que

f se anula para valores grandes de ||, entao
L of _Ov; .
/dg’UUj avz = —/d3U aUZf == —/d3U ijf == —5Z'jV, (84)

onde v da a probabilidade por unidade de volume de encontrar uma estrela particular em

sem levar em conta sua velocidade e é dado por:
- / PTf (T, 7). (8.5)
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Outra relagao importante é dada por
n(Z) = Nv(Z), (8.6)

em que N é o numero de estrelas na popula¢do. n(Z) pode em principio ser determinado
por contagem de estrelas, e entdo v(¥) pode ser derivado por n(Z). Em galdxias que nao é
possivel contar estrelas, pode-se derivar v(¥) a partir da densidade de luminosidade j(Z) =
Lv(Z), onde L é a luminosidade da populagao de estrelas. A equagao (8.3)deve ser reescrita
como 5 (s . 30

R ) 87)

A eq.(8.7) foi obtida multiplicando a equagao de Boltzmann sem colisao por v; e inte-

grando sobre todas as velocidades. O proximo passo é multiplicar (8.7) por z e integrar
sobre todas as posi¢oes, convertendo estas equacoes diferenciais em equagoes tensoriais
referindo-se a propriedades gerais de uma galédxia, como a energia cinética total e a veloci-
dade mean-square straming. Multiplica-se por Mx, onde M é a massa total do sistema.
Desde que a densidade de massa é p(Z) = Mv(Z) e integrando sobre as variaveis espaciais

encontra-se

/d3 /dea:k pvzvj /d%pxk oz, (8.8)

O ultimo termo do lado direito é o tensor energia potenmal Wi;. O primeiro termo do lado

direito pode ser rescrito com auxilio do teorema do divergente

/dgmxk gzﬁj = /d Topipviv; = —2Ky;. (8.9)

O tensor energia cinética ¢ definido como
_ 1 3 -
Kj, = §/d Zpujuy, (8.10)

que também pode ser escrito como

1
Kk = Tir + 51, (8.11)
onde .
L=5 / &2 pio, (8.12)
(&

I, = / P02, (8.13)
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onde

O;; = ViVj — ;U5 (814)

é o tensor velocidade dispersao. As derivadas com repeito ao tempo na equagao (8.8) devem

ser colocadas para fora da integral pois x; nao depende do tempo. Por (8.8) encontra-se

5% /dsxp U, + x0;) = 2T + I + Wiy (8.15)
Seja I, o tensor definido como:
L = /depmjmk. (8.16)
Diferenciando em relacao ao tempo,
dl )
]k /d3_’ pxjxk (8.17)
Também a equacao da continuidade é dada por
v 0 (vy;)
— =0 8.18
o " or, (8.18)

onde v é dado por (8.5). Entao com (8.18), o lado direito de (8.17) se torna

—/dg_) aval Tl = /dgfpﬁl (l’kdﬂ +x](5kl) . (819)

Substituindo a expressao (8.19) em (8.17) obtém-se

dl
]k /d Tp (205 + 20 - (8.20)

Agora, combinando (8.15) com (8.20), encontra-se o teorema virial tensorial:

1d2I,,
2 dt?

A equagao (8.21) capacita relacionar as propriedades cinematicas e morfologicas das galaxias.

= 2T + I + Wiy (8.21)

Em muitos casos o lado esquerdo pode ser zero, desde que nao haja dependéncia temporal.

Pela eq.(8.10): O trago do tensor energia potencial é dado por
j=3
traco(W) =Y W;; = /d3 (7). (8.22)
j=1

A relagao (8.10) mostra que trago (K) =trago(T') + 5 trago (II) é a energia cinética total
do sistema. Se o sistema estiver no seu estado estacionario, entao I = 0. Neste caso o trago
da eq.(8.21) se torna

2K, + W, =0. (8.23)
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Os termos K, W, da equacao acima sao os tracos de K, W que formam tensores. A equacao
(8.23) ¢ chamada de teorema virial escalar.
A energia cinética de de um sistema estelar com massa M é K, = %M < v? > velocidade

quadratica médidas estrelas do sistema). Portanto o teorema virial afirma que

) w| GM
=1 = 8.24
< vt > o ( )

onde 1,4 ¢ chamado de raio gravitacional e definido como

GM?
Wi

No caso de uma esfera homogénea de raio a, ry = ga.

(8.25)

7"95

O uso do teorema virial é capaz de predizer a quantidade de matéria em escalas de 10

a 20 Mpc de acordo com [18].
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