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RESUMO

Apresentam-se neste trabalho duas diferentes formulagdes do Método dos Elementos de
Contorno, geradas para o modelamento de problemas bidimensionais de transferéncia
de calor com escoamento, nos quais os fenomenos de difusdao e convecgao forgcada estao
associados. A primeira delas ¢ fundamentada no procedimento conhecido como Dupla
Reciprocidade Singular (FDRS), criado originalmente para solugcdo de problemas de
autovalor.  Esta técnica foi aprimorada por diversos autores para muitas outras
categorias de problemas, entre os quais o caso abordado no presente trabalho, usando
uma interpolagdo com fungdes de base radial para o tratamento das derivadas espaciais
dos termos convectivos. A segunda formulagao ¢ a Dupla Reciprocidade Hipersingular
(FDRH), que apresenta uma estrutura similar a Dupla Reciprocidade Singular, mas ¢
obtida a partir da equacao integral inversa diferenciada com relagdo a dire¢cao normal ao
contorno, de modo que a ordem das derivadas dos nucleos se altera. Assim os nucleos
das integrais passam a ter singularidades de ordem superior (1/r e 1/r?) em relacao as

existentes na FDRS (Inr e 1/r).

Realizam-se, entdo, simulagcdes com exemplos que possuem solugdo analitica, onde ¢
analisada a influéncia de importantes parametros, tais como o refinamento da malha e a
velocidade do escoamento. Restrigdes fisicas, limitagdes numéricas, precisao e outras

caracteristicas importantes relacionadas a cada formulacao sao discutidas com detalhe.



ABSTRACT

In this work two different boundary element formulations are presented for the
modeling of two-dimensional problems of heat transfer, in which the phenomena of
diffusion and forced convection are associated. The first formulation is based on the
procedure known as Singular Dual Reciprocity, originally created for solving
eigenvalue problems and other domain source problems. This technique has been
improved by several authors for application in many other categories of problems,
including the case discussed in this work, related to Diffusive-advective phenomena. On
important feature of this technique is the use of radial basis functions to interpolate
spatial derivatives related to the convective terms. The second formulation is the
Hypersingular Dual Reciprocity, which has a structure similar to the Dual Reciprocity,
but is obtained from the differentiation of integral equation with respect to the normal
direction on the boundary. Thus, the kernel of the integrals are changed with the

singularity order being increased.

Are held, then simulations with examples that have analytical solution, where it is
analyzed the influence of important parameters such as mesh refinement and the flow
velocity. Physical constraints, numerical limitations, accuracy and other important

characteristics related to each formulation are discussed in detail.
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LISTA DE PRINCIPAIS SIMBOLOS

T - Campo de temperaturas.

q - Derivada normal do campo de temperaturas.

q" - Fluxo de calor condutivo unidade de 4rea na direg@o 1.

q", - Fluxo de calor irradiado por unidade de 4rea.

q"_. - Fluxo de calor convectivo por unidade de area.

k - Condutividade térmica.

Y - Difusividade térmica.

h - Coeficiente de pelicula.

p - Massa Especifica.

C, - Calor especifico a pressdo constante.

\'%& - Componente da velocidade para o termo da energia cinética

v - Componente de velocidade na dire¢io x {equagdes [T=¢*"] e [T=e"+e"]}.

W - Componente de velocidade na dire¢io y {equagdes [T=¢*"] e [T=e"+e"]}.

u - Componente da velocidade na direcdo x, empregada na dedugdo da equacao da
difusdo-advecgao.

v - Componente de velocidade na direcao y, empregada na deducao da equagdo da
difusdo-adveccao.

Q - Dominio.

r - Contorno.

I, - Contorno estendido total.

I, - Contorno estendido parcial.

u’ - Solu¢do fundamental difusiva.

q - Derivada normal da solugdo fundamental difusiva.

& - Ponto de aplicagdo da carga concentrada no problema fundamental.

n, - Coordenadas do vetor unitario normal ao contorno.

r - Distancia euclidiana entre dois pontos quaisquer do dominio.
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- A¢30 de dominio.

- Solugdo fundamental Hipersingular

- Fungdes de interpolacio.

- Coeficientes das fungdes de interpolacao inicialmente desconhecidos

- Fungao primitiva de f’

- Derivada normal das fun¢des primitivas de f’.

- Coeficientes utilizados para a segunda interpolagdo (eliminagao das derivadas
espaciais).

- Matriz com fungdes de interpolacao

- Viscosidade do meio fluido.

- Pressdo
- Reagdo quimica

- Geragao térmica

- Temperatura na superficie de controle

- Temperatura na regido externa (referente ao fluxo de fluido).
- Energia interna

- Entalpia do fluido

- Calor especifico a volume constante
- Termo de forgas corpo

- Termo de forgas corpo

- Representa as variaveis cartesianas (X,y).
- Aproximagao da variavel do problema para a condic¢ao essencial u
- Aproximagao da varidvel do problema para a condi¢ao natural q

- Raio do setor circular aumentado do contorno

- Angulo interno ao redor do ponto fonte

- Angulo interno entre duas normais adjacentes ao ponto anguloso
- Matriz originada pela a formulacao do MEC

- Matriz originada pela a formulacao do MEC
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- Matriz originada pela a formulagao do MEC (velocidade direcional).

w - Matriz originada pela a formulagao do MEC (velocidade direcional).
S - Matriz originada pela a formula¢ao do MEC (aloja as velocidades direcionais)
R - Matriz originada pela a formulacao do MEC (aloja as matrizes S).
A - Matriz originada pela a formulacao do MEC
w - Matriz originada pela a formulacao do MEC
f - Vetor de valores incognitos
d - Vetor de termos independentes
¢, - Coeficiente de influéncia gerado no nucleo das integrais
ui - Valores internos do potencial
ai - Valores internos da derivada direcional
X’ - Pontos nodais aplicados a FDRS e FDRH tanto no contorno quanto no interior
do dominio.

g* - derivada normal (em relacdo a &) de u* empregada na FDRS e FDRH.

J,; - Jacobiano (passagem das variaveis de integracdo para grandezas
adimensionais)

w,  -Pesos de Gauss

n; - Pontos de Gauss

L - Numero de pontos interpolantes

il - Os vetores que podem ser considerados colunas da matriz U.

q’ - Os vetores que podem ser considerados colunas da matriz Q.

U - Matriz originada pela a formulacdo do MEC



; - Matriz originada pela a formulacao do MEC

Q
P - Matriz originada pela a formulacdo do MEC (termos convectivos).
N - Pontos de interpolag@o no contorno
M - Pontos de interpolagdo internos
E advx - Energia (relacionada a advec¢ao na diregao x(i)
E adv.x+dx - Energia (relacionada a adveccao na superficie de controle na direcao
x(1)
E condx - Energia (relacionada a conducao na diregao x(i)
E cond.x+dx - Energia (relacionada a condug¢do na superficie de controle na dire¢do

x(1)
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Capitulo I

CAPITULOI

INTRODUCAO

I.1 - ASPECTOS GERAIS

A humanidade vive hoje a era digital, onde em algumas aplicagdes os computadores
desempenham fungdes vitais para o conforto e bem-estar dos seres humanos. Pessoas
cada vez mais lidam com estes aparelhos no trabalho, nas escolas, nas universidades,
nos bancos ou em casa, etc. Através do avanco da microeletronica eles tornaram-se
compactos, adgeis e com elevada capacidade de processamento, sendo que, este ultimo

item ¢ de fundamental interesse para a pratica académica.

Paralelamente a estas inovagdes, as técnicas numéricas de solucdo de problemas de
engenharia também vém experimentando constante evolucao tecnoldgica, bem como a
ampliacdo de seu campo de aplicagao. Elas estdo expandindo-se cada vez mais e,
através desses avancos e acessibilidade, a modelagem matematica por métodos
computacionais torna-se cada vez mais difundida, auxiliando na resolugdo de questdes

complicadas pertinentes a engenharia, entre outras disciplinas de cunho pratico.

Normalmente, na solugdo de problemas complexos de engenharia e de fisica,
empregam-se técnicas numéricas. Em contraste com as técnicas analiticas e
experimentais, as técnicas numéricas abrangem uma imensa gama de problemas, cuja
complexidade dos fendmenos fisicos associados ¢ muito maior do que os abordados nas

demais. Resultados que seriam complicados de se alcangar empregando-se métodos
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analiticos, consegue-se obté-los a um menor custo de tempo com maior agilidade

através do uso de métodos numéricos, em que se determina uma solugdo aproximada.

Os principais métodos numéricos sdo baseados na idéia de discretizagdo. Os mais
destacados sao os seguintes: Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos
Volumes Finitos (MVF) e o método dos Elementos Finitos (MEF), todas essas
classificaveis como técnicas de dominio; e ainda o Método dos Elementos de Contorno
(MEC). Esta tultima ¢ uma técnica de contorno, pois somente a discretizacdo do
contorno € necessaria, ao contrario das outras técnicas, que necessitam discretizar todo o

dominio do problema.

O M¢étodo dos Elementos de Contorno ¢ uma técnica relativamente recente, cuja
divulgacdo ocorreu principalmente em meados dos anos setenta. Entretanto, no
decorrer dos anos, vem sofrendo mudancas, atualizagdes e conquistando um nimero
cada vez maior de interessados, alcancando uma abrangéncia cada vez maior na
abordagem de problemas fisicos relacionados a projetos de importancia na engenharia.
Engenheiros e pesquisadores de varias nacionalidades exploram cada vez mais o
potencial desta ferramenta e, conseqiientemente, geram formulagdes mais competitivas
e eficazes. Dai observa-se uma melhor eficiéncia da técnica na precisdo dos seus
resultados, na economia do processamento computacional e na facilidade de

manipulacdo de seus programas.

Isto se deve, entre outras razdes, por sua superioridade e efetividade no trato de

problemas com fronteiras moveis, concentragdo de tensdes, fratura, contato, meios
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infinitos e semi-infinitos, problemas esses em que os métodos de dominio ndo sao

versateis nem simples de empregar.

No caso de problemas de fratura, contato e concentragdo de tensodes, constata-se que
uma importante caracteristica do Método dos Elementos de Contorno em sua equagao
integral de governo: o uso da solucdo fundamental, uma solucao auxiliar cuja estrutura
matematica ¢ correlata ao modelo matematico que se deseja resolver, permitindo a
obtenc¢do de solucdes aproximadas com elevado nivel de precisao, quando comparadas

as respostas obtidas por outros métodos numéricos.

Com o aumento da capacidade dos computadores em armazenar e processar dados, as
técnicas numéricas descritas acima, pode alcancar evolugdes e adaptagdes, visando um
melhor desempenho e maior abrangéncia. Assim, o MEC experimentou
implementagdes em sua formulagdo tradicional ou classica como a adogdo de
formulagdes alternativas como a Dupla Reciprocidade (FDRS) e a formulagdo Hiper-
Singular (FDRH), entre outras. As citadas formulagdes alternativas constituem

precisamente o objeto da presente dissertacao.
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[.2 - OBJETIVO

Em muitos  problemas de engenharia ¢ importante conhecer as derivadas direcionais
da variavel primal na fronteira. Em elasticidade, para se calcular as tensdes tangenciais
na fronteira com precisdo, € preciso determinar as derivadas espaciais dos
deslocamentos. Também problemas de campo escalar, muitas aplicacdes requerem a

determinagdo do campo de velocidades normal e tangencial no contorno a partir de

potencial de pressao.

O procedimento mais efetivo para isso consiste em gerar uma equacao integral que

calcule essas derivadas com rigor matematico. Esse o objetivo ¢ alcangado com a

denominada formulagao hiper-singular do Método dos Elementos de Contorno (FHS).

Deve-se notar, no entanto, o éxito da FHS em compara¢do com outras técnicas para
modelar e resolver problemas de contato e de mecénica da fratura, casos em que estdo
associados elevados gradientes no comportamento das variaveis basicas do problema e
ha necessidade de se gerar duas distintas equagdes integrais para representar particulas
localizadas no mesmo ponto, como no caso de uma trinca. Nesta situacdo, uma equagao
¢ dada pela formulacdo classica do Método dos Elementos de Contorno (FCS) e outra

pela formulacdo hiper-singular.

Por outro lado, a formulagdo do Método dos Elementos de Contorno com Dupla
Reciprocidade (DRF) estabeleceu-se como alternativa eficaz para solucdo de problemas

modelados por equagdes diferenciais ndo homogéneas, que correspondem fisicamente a
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presenca de agdes de campo ou dominio. Com o aparecimento da DRF a solucao de
problemas com essas caracteristicas tornou-se acessivel, através do uso de funcdes de
base radial e polindmios adequados para interpolagdo. Problemas transientes, dinamicos
e difusivos-advectivos também puderam ser resolvidos de modo mais simples através

dessa formulagao.

Nesta dissertacdo apresenta-se a formulacdo do Método dos Elementos de Contorno
com Dupla Reciprocidade a partir da equagdo integral em sua forma hiper-singular
aplicada a Equagao da Difusdo-Advec¢do. Demonstra-se formalmente que os arranjos
matriciais sdo analogas aos construidos na formulacdo com Dupla reciprocidade
singular, apenas as matrizes cléassicas sdao substituidas pelas equivalentes hiper-

singulares.

Neste trabalho ¢ feita a comparagdo entre os resultados obtidos nas formula¢des FDR e
FHR, analisando-se seus desempenhos e a convergéncia de ambos, utilizando-se

exemplos que possuem solu¢do analitica.

Uma das finalidades desse trabalho ¢ ratificar se a formulagdo Hipersingular do MEC ¢
adequada aos casos nos quais os gradientes de tensdo ou acdes em geral sdo elevados,

conforme normalmente se destaca na literatura especializada (Prado [1]).

Em principio, espera-se uma melhor capacidade da formulagdo Hipersingular em
representar problemas descontinuos e de elevados gradientes, pois que os ntcleos das

integrais hipersingulares sdo compostos por fun¢des de ordem inversa mais elevada.
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I. 3 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na literatura especializada nao foi identificado nenhum trabalho com abordagem direta
sobre o desenvolvimento da Formulagdo Hipersingular com Dupla Reciprocidade em
problemas difusivos-advectivos. No que tange a formulagdo hiper-singular em
problemas de Poisson, resultados interessantes foram alcan¢ados por Peixoto ) em sua
dissertacdo de mestrado, onde durante simulagdes, a formulagdo proposta teve um
comportamento satisfatério. Excluindo-se esses trabalhos, apenas abordagens em

problemas sem fontes ou agdes de dominio foram realizadas.

Os trabalhos de Prado [1], que se iniciaram com sua dissertacdo de mestrado,
apresentaram resultados para aplica¢des tanto na teoria do potencial escalar quanto na
elasticidade, sem ag¢des de dominio, conforme ressaltado anteriormente. Contudo, as
simulacdes feitas por esse autor naquela época apresentam imprecisdes, ja que algumas
condi¢cdes matemadticas que cercam a questdo da Hiper-singularidade eram pouco
conhecidas. Esse mesmo problema, ligado especialmente a questdes de continuidade das
variaveis entre elementos, ocorreu com diversos autores que se detiveram sobre o

estudo da formulagdo hiper-singular.

Nesse sentido deve-se destacar o trabalho elaborado por Mansur et. al. *!. Neste foi feita
extensa e cuidadosa abordagem da existéncia das integrais hipersingulares, que nao sao
improprias, existem num sentido especial. Desde que certas condi¢des de continuidade

sejam obedecidas, ha estabilidade nos resultados numéricos, anteriormente nao obtidos
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por diversos autores. No artigo de Mansur et. al. *! apresenta-se o formalismo que se

deve seguir na obtengao da equacao integral de contorno hiper-singular.

I.4 - ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho foi estruturado em oito Capitulos.

O primeiro ¢ esta introdugao.

O segundo apresenta o fenomeno fisico envolvido nestes estudos.

O terceiro traz o MEC para a Equacdo de Laplace, que ¢ inicialmente apresentada em
sua forma diferencial e trabalhada até a forma integral inversa. Logo apos ¢ aplicada a
solugdo fundamental de um problema correlato, formando uma equacdo de governo que
contém apenas integral no contorno. Isto ¢ feito para a formulagdo singular e

Hipersingular.

No quarto capitulo temos a Formulagdo Matematica para problemas de Difusdo-
Advecgdo, onde ¢ apresentada a Formulagdo com Dupla Reciprocidade Singular

(FDRS).

Ja no capitulo cinco, sera introduzido o método FDRH (Formula¢do com Dupla Reciprocidade

Hipersingular). Todas as singularidades presentes nos nucleos das integrais foram

examinadas, umas com maior € outras com menor rigor matematico.
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A discretizagdo dos métodos FDRS e FDRH serdo expostos no capitulo seis desta dissertacao,
onde serdo necessarios artificios matematicos para a formag¢do do conjunto de matrizes e

permutagdes, peculiares as estas formulagdes. No final do capitulo é apresentada a forma
com que se introduzem os pontos internos constitutivos, bem como as matrizes

ampliadas para inclusdo destes, importantes na Formulagcdo com Dupla Reciprocidade.

A andlise das simulagdes numéricas € realizada no capitulo sete, onde dois exemplos
regidos por campos de temperatura diferenciados sdo estudados Os desenvolvimentos
ficaram limitados a dominios bidimensionais e elementos de contorno constantes. Os

resultados sdo devidamente estudados e comentados.

Por fim, no capitulo oito, algumas conclusdes, consideragdes e sugestdes para futuros

trabalhos sdo apresentadas.
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CAPITULO I

PROBLEMA FiSICO

II. 1 — O FENOMENO DA TRANSFERENCIA DE CALOR.

Conforme dito no capitulo anterior, para se obter sucesso com as Técnicas doravante
empregadas, ¢ imperativo que se tenha um problema fisico bem posto, com 0 méximo
de informagdes possiveis para que o trato matematico deste seja viabilizado. Diante
disto, inicia-se a partir de agora o entendimento e a interpretacdo do problema fisico,

suas particularidades e a formulagdo do seu equacionamento de governo.

Inicialmente determina-se, mesmo que de maneira simplista, a transferéncia de calor,
que ¢ o principio deste trabalho académico e objeto de estudo para as formulagdes que
virdo nos proximos capitulos. Incropera e Witt ! definem a transferéncia de calor (ou
calor) como sendo o transito de energia provocado por uma diferenca de temperatura.
Em outras palavras ele diz claramente que a diferenca de temperaturas implica em um
gradiente térmico podendo ocorrer em um meio continuo, ou entre varios meios.
Incropera e Witt ™! referem-se aos diferentes tipos de processos de transferéncia de calor

como “modos”.

Os modos de transferéncia de calor mais difundidos sao a condugdo, a radiagdo ¢ a

convecgao, conforme ilustrado na figura 1.
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E importante que se conhecam os mecanismos que fundamentam estes modos de

transferéncia de calor e também as equagdes das taxas que quantificam a energia

transferida (Incropera e Witt ().
Difusio Convecciao Radiacao
T n >T; T. r>T, Superficie T
g Movimento o
1 do fluido | 7" =
W i
- qu 'I'." ".I “u,  Superficie , T,
" — conv qn L.
- . rad I -
q, . 4 *\ {:’f’
. II| ]’_ q " -+ -
rad =

Figura 1 - Modos de transferéncia de calor pela condugéo, pela conveccdo e pela radiagdo (Incropera e

Witt M.

Ainda em seu capitulo introdutério, Incropera e Witt ¥ resumem de forma compacta os
trés modos de transferéncia de calor, sucinta e objetivamente. O Autor cita que quando
existe uma variagdo de temperatura num meio estaciondrio, podendo ser este solido ou
fluido, haverd entdo conducdo e esta transferéncia de calor ocorrerd neste meio.
Continuando a exploracdo dos modos de transferéncia de calor, Incropera e Witt (¥ diz
que existe um contraste entre a condu¢do e a convecgao, uma vez que esta ultima refere-
se a transferéncia de calor que ocorrera entre uma superficie e um fluido em
movimento, lembrando ambos os meios devem estar em temperaturas diferentes. Por
fim, mas ndo menos importante, existe a transferéncia de calor pelo modo denominado
radiagdo térmica. O mecanismo de transmissdo deste modo de transferéncia de calor ¢
descrito como sendo a emissdo de energia na forma de ondas eletromagnéticas entre

superficies numa temperatura finita (Incropera e Witt 4. No livro tomado como
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referéncia, o autor faz questdo de enfatizar que na auséncia de um meio interveniente,
haverd uma transferéncia liquida de calor pela radiacdo entre duas superficies em
temperaturas diferentes. Entretanto, o modo de transferéncia de calor por radiacdo nao
serd abordado nesta dissertagcdo, uma vez que a proposta ¢ realizar o estudo do
fenomeno difusivo-advectivo através da técnica dos Elementos de Contorno, tendo a

abrangéncia e aplicabilidade sobre os modos da condugao e da convecgao.

I1.1.1 - CONDUCAO: CARACTERISTICAS E FORMULACAO MATEMATICA.

O fendmeno da transferéncia de calor por conducdo estd intimamente ligado aos
conceitos de atividade atomica e atividade molecular, que sdo processos invisiveis a
olho nu, mas sdo nestes niveis que estas interagdes alimentam esse modo de
transferéncia de calor. Incropera ¢ Witt ™ consideram a conducio como a
transferéncia de energia das particulas mais energéticas de uma substancia para as

particulas menos energéticas, gragas as interagdes destas particulas.

Pode-se avaliar a condugdo em substancias no estado gasoso, liquido e so6lido.

Nesta dissertacdo sera focada apenas a conducgdo no estado solido, uma vez que este
modo de transmissao de calor ¢ atribuido a atividade atdmica sob a forma de vibragoes
da rede. Incropera ¢ Witt 1! atribuem a transferéncia de energia a ondas na rede
provocadas pelo movimento atdmico. Eles também salientam que para um soélido
isolante a transferéncia de energia se faz exclusivamente através dessas ondas, mas em

contra partida para um sélido condutor, a transferéncia também se deve ao movimento
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translacional dos elétrons livres.

A energia transferida por condugao ¢ proporcional ao gradiente de temperaturas em que
o meio estd sujeito, podendo ser quantificada utilizando uma constante de
proporcionalidade. Define-se, entdo, a equagdo de calor transmitido por condugao,

conhecida como lei de Fourier (Incropera e Witt ).

" oT
=—k— II.1
q,=-k— (IL.1)

Onde ¢ ¢ o fluxo de calor transferido na dire¢@o x por unidade de area perpendicular a

direcdo de transferéncia, e ¢ proporcional ao gradiente de temperatura, dT/dx, nesta
direcdo. A constante de proporcionalidade k € uma propriedade de transporte conhecida
como condutividade térmica e ¢ uma caracteristica do material onde ocorre a

transferéncia de calor.

A figura 2 ilustra a distribuicdo de temperatura e ajuda a visualizar a descrigdo da lei de
Fourier. O sinal negativo na equagdo deve-se ao fato do calor ser transferido na dire¢do

de temperatura decrescente (Incropera e Witt 4,

-

LE

=

- I -

Figura 2 — Transferéncia de calor por condu¢@o unidimensional ‘difusdo de energia’ (Incropera e Witt 4.
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Na ilustragdo acima, a lei de Fourier foi aplicada para o modo de condugao em regime
permanente unidirecional, isto facilita a compreensdo deste modo de transferéncia de
calor e oferece o suporte necessario para o proximo nivel da abordagem deste trabalho
académico, que ¢ o conhecimento da condugdo bidimensional em regime permanente.
Esta sim tera aplicagdo direta no equacionamento matematico do problema fisco que
serd levado para a técnica do método dos elementos de contorno (MEC) que viabilizara

a solucao do problema numericamente.

Na condugao bidimensional, o fluxo de calor local em um sélido ¢ um vetor em todos os
pontos, normal as linhas de temperatura constante (isotermas). Portanto, em regime

permanente e sem geragao de calor a forma da equacao fica como mostrada em (II. 2):

2 2
.21,
X Y

II. 1.2 - CARACTERISTICAS FiSICAS DA CONVECCAO

Neste topico serd abordado o modo de transferéncia de calor por conveccdo, cujas
particularidades e mecanismo de transmissdo sdo de suma importancia para a
compreensdo, prepara¢do e organizagdo das equagdes constituintes do problema fisico.
No capitulo III, estes conceitos de condugdo e convecgdo, serdo submetidos as técnicas
do método dos elementos de contorno (MEC), onde o trato de cada modo sera abordado
de forma distinta e em parcelas posicionadas em disposi¢cdes, convenientemente,

opostas na igualdade da equacao.
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Incropera e Witt ! descrevem que na conveccdo a transferéncia de calor se da entre
meios, como exemplo pode-se dizer um liquido (fluido) e outro so6lido (superficies) em
movimento relativo, na presenga de um gradiente térmico. O modo de transferéncia de

calor por convec¢dao compreende dois mecanismos:

O primeiro ¢ o movimento molecular aleatorio (difusdo), e o segundo ¢ o movimento de
massa (ou macroscopico) em que um grande numero de moléculas se desloca
coletivamente ou em agregados — o escoamento propriamente dito. Desta forma, um
fluido ao escoar-se sobre uma superficie (ou tubulacdo de qualquer formato) onde a
temperatura superficial ¢ maior do que a do fluido ocorrerd o fluxo de calor por
conveccdo. Em outras palavras, o calor serd transferido da superficie para as particulas
do fluido, que se encontram mais proximas desta area superficial e conseqiientemente,
experimentardo um acréscimo de temperatura e energia interna. Entdo, quando estas
particulas fluidas, que sofreram a interacdo descrita acima, moverem-se para regides de
menor temperatura (transportando a carga térmica e a energia interna), isto ird gerar um

fluxo de fluido e também de energia.

A literatura define que a transferéncia total de calor se deve a superposicdo do
transporte de energia pelo movimento aleatério das moléculas com o transporte de

energia provocado pelo movimento de massa do fluido (Incropera e Witt [*1).

De acordo com a maior parte da literatura especializada, utiliza-se o termo convecgao

para identificar esse transporte acumulado (movimento aleatoério com o escoamento) e o
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termo advecg¢do para identificar o transporte devido exclusivamente ao movimento de

massa do fluido.

Neste topico fica claro que o modo de transmissao de calor por convecgdao inclui
também o modo condug¢do, aqui chamado de difusdo (mecanismo de transferéncia a

nivel molecular de interagao).

A figura 3 mostra a interagdo citada acima, além de algumas particularidades geradas
pelos modos de transferéncia de calor. O objeto de interesse neste caso ¢ a transferéncia
de calor por convec¢ao que ocorre entre um fluido em movimento ¢ uma superficie
limitante, quando os dois estdo em temperaturas diferentes (escoamento de um fluido

sobre uma superficie aquecida).

Fluido 3
i'--'\J
.-
. | S
Distribuicao Distribuicdo da
da Velocidade Temperatura

i vl T".I' Fivl
- - =
Aquecida

Figura 3 — Desenvolvimento da camada limite na transferéncia convectiva de calor (Incropera e Witt 4.
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Incropera ¢ Witt ! mostram que uma conseqiiéncia da interacdo do fluido com a
superficie ¢ o desenvolvimento de uma regido no fluido aonde a variagdo da velocidade
vai de zero até um valor finito, v... Assim, Incropera e Witt*! definem esta regido como
sendo a camada hidrodindmica ou camada limite. Quando estdo em diferentes
temperaturas (fluido e superficie) ocorre uma regido no fluido na qual a temperatura
varia de T, em y = 0, até T., na regido externa, conceituada como camada limite
térmica. Claramente o autor evidencia o fenomeno da convecgao associada a difusao

molecular e o transito de energia devido a adveccao.

Incropera e Witt ¥ explanam que nas proximidades da superficie, onde as velocidades
sdo baixas, o movimento molecular aleatério (difusdo) tem maior contribuigdo para a
transferéncia de energia em relacdo ao movimento macroscopico do fluido (interface
superficie — fluido, a velocidade ¢ nula). Por tanto, a transferéncia de calor se da
exclusivamente pela difusdo. Em contrapartida, a medida que o escoamento desloca-se
no sentido da dire¢do x, ocorre um acréscimo na camada limite e, portanto, tem-se uma
maior contribuicdo do movimento macroscopico do fluido. Desta forma o calor
conduzido para essa camada ¢, entdo, arrastado pela corrente do fluido e se transfere

para o fluido externo a camada limite.

Equacionando tudo o que foi mostrado até agora, no que tange a convecc¢ao, chega-se a
conhecida lei de Newton do Resfriamento, onde se tem que a variagdo de calor
convectivo ¢ proporcional a diferenga de temperatura (fluido-superficie), 75 e T
respectivamente. A constante de proporcionalidade, / € conceituada como o coeficiente

de transferéncia convectiva de calor, ou como condutancia da pelicula ou simplesmente
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coeficiente de pelicula. Abaixo se apresenta a forma matematica da descricao feita da lei

do resfriamento de Newton, equacgao II.3.

¢ =hT, ~T,) (IL3)

O coeficiente de pelicula, 4, influencia todos os parametros de transferéncia convectiva
de calor. Seu valor depende das condi¢cdes na camada limite, e estd condigdes sdo
influenciadas pela geometria da superficie, pela natureza do movimento do fluido e por

um conjunto de propriedades termodinamicas e de transporte do fluido (Incropera e Witt

8N

O mecanismo que sera abordado neste trabalho tem um carater mais complexo onde a
equacdo de governo serd obtida a partir da camada limite térmica da convecgdo,

contudo, algumas condi¢des simplificadoras serdo adotadas.

Entretanto, deve-se salientar que o método dos elementos de contorno (MEC) pode ser
utilizado para a resolu¢do de problemas com estas caracteristicas, como da camada
limite, mas também pode ser aplicado diretamente a outros problemas com

caracteristicas similares, ndo sendo exclusivo apenas para este tipo de processo.

O proximo topico trata exatamente da construgdo do equacionamento de um problema

convectivo, suas particularidades e condi¢des contorno.
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1. 2 - FORMULACAO MATEMATICA DA CONVECCAO

Agora serao deduzidas as equagdes de governo, onde o desenvolvimento simultdneo das
camadas limites cinética e térmica ¢ considerado. Como dito anteriormente, para
simplificar a analise, serdo admitidas algumas consideragdes e hipodteses

simplificadoras, que sdo:

e (Condi¢des bidimensionais de escoamento em meios homogéneos isotropicos;

e Escoamento incompressivel em regime permanente;
e Escoamento Inviscido (u desprezivel);

e Condutividade térmica e calor especifico sdo constantes;

Para cada uma das camadas limites, Incropera e Witt ™! identificam os processos fisicos
relevantes e aplica as leis de conservacao apropriadas a superficies de controle e isto €
mostrado na figura 04. No que tange a camada limite hidrodindmica, uma lei da

conservagao pertinente ¢ a de que a matéria nem pode ser criada nem destruida.
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Figura 4 — Superficie elementar para analise energética na camada limite (Incropera e Witt (4.

As componentes de velocidade do fluido nas diregdes, x e y, foram convencionadas
como, u € v. Ja a densidade p, o calor especifico ¢, e a condutividade térmica k sdo
constantes, além de serem propriedades intrinsecas dos materiais. Assim, as parcelas

atuantes no volume de controle infinitesimal sdo as energias de condugdo e advecgao.

Entdo, tomando como referéncia a figura 4, inicia-se o equacionamento referente a
camada limite cinética. A entrada de massa na superficie de controle (entrada menos
saida) deve ser igual a zero. A massa entra e sai do volume de controle exclusivamente
em virtude do movimento geral do fluido. Com isso, Incropera e Witt ) mostra que o
transporte devido a esse movimento ¢ a advec¢do. Realizando a variagdo no sentido da
abscissa, x, a taxa de saida de massa na superficie em, x+dx, pode exprimir-se como um

desenvolvimento em série de Taylor com a seguinte forma:
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[(pu)+%dx}dy =0 (I1.4)

Com um resultado andlogo para a direcao y, a exigéncia da conservacao da massa fica:

(pu)dy+(pv)dx_[(mp%%x}dy_{w)%v)dy}dx:o s)

Aplicando uma simplificacdo e dividindo por dxdy, chega-se

(IL6)

A expressao (II. 6) é a equagdo da continuidade (mostrada aqui por motivos didaticos).
Esta ¢ uma expressdo geral de exigéncia global da conserva¢do de massa e deve ser
obedecida em todos os pontos da camada limite cinética. Neste contexto, Incropera e
witt ¥ diz que a segunda lei fundamental pertinente 4 camada limite cinética é a
segunda lei de Newton do movimento. Eles ainda reintegram que em uma superficie de
controle na camada limite cinética, esta lei afirma que a resultante de todas as for¢as que
atuam sobre a superficie de controle ¢ igual a taxa liquida de momento da superficie de
controle (saida menos entrada). Porém, nesta dissertacdo nao serdo consideradas forgas
de corpo (motivo pelo qual as equagdes abaixo sdo igualadas a “0”), proporcionais ao
volume e as forgas de superficie proporcionais a area, conforme consideragdes

anteriores.

A partir de agora ¢ necessario o calculo dos fluxos do momento linear do fluido na

superficie de controle. Considerando, inicialmente, a dire¢do x, os fluxos relevantes
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surgem, conforme a figura 04. ApoOs breve analise, observa-se uma contribui¢ao para o
fluxo do momento linear na direcao x, ¢ a do escoamento de massa em cada uma das
direcdes. Conforme enfatizado por Incropera e Witt [, os fluxos podem alterar-se em
cada uma das direcdes coordenadas, logo o momento linear em x da superficie de

controle é:

ol u] dx(dy) + (07 dy(dx) =0 (IL7)
Ox oy

A equacdo (II. 7) pode ser posta numa forma mais conveniente mediante a expansao das

derivadas, o que da:

( ou (%t)
plu—+v—|=0 (IL.8)

ov  0Ov
Yo, ua—+v— =0 (11.9)

O significado fisico das equagdes (II. 8) e (II.9), conforme dito anteriormente, ¢ a
representacdo do momento linear da superficie de controle. Agora que a parte de

transporte de massa esta pronta, a parte térmica deve ser apreciada.

Levando em consideragdo as exigéncias da conservagao de energia, para uma superficie
de controle na camada limite térmica (figura 04) e os processos fisicos relevantes.

Assim, a energia térmica e a energia cinética, com o movimento geral do fluido, sofrem
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advecgao através das superficies de controle. Logo, para a direcdo x, a taxa liquida de

entrada da energia na superficie de controle é:

2 2 2
Eadvx _Eadvx+dx :pu e+ V dy_ pu e+ V +i pu e+V_ dx dy (IIIO)
' ’ 2 2 ox 2

Da equagao (II. 10), apds algumas manipulagdes algébricas, obtém-se a expressao

(IL.11), que ¢:

: : 0 &
Eadv,x - Eadv,x+dx = _a|:pu[e + 7]:|d3€dy (II 1 1)

Mas, considera-se que a energia se transfere através da superficie de controle em
decorréncia de processos moleculares. Entretanto, focando na contribui¢ao que se deve
ao processo de conducdo, a transferéncia liquida de energia para a superficie de controle
¢ equacionado da seguinte forma:

: . oT or of(,orT
E. —-FE =—k—ldy-|-k——-——| k— |dx |d I1.12
cond ,x cond ,x+dx ( 8x j y |: 8x ax ( ax j x:| y ( )

Procedendo algumas manipulacdes algébrica a equagao (I1.12) apresenta desta maneira:

E . —-E = ﬁ(ka—Tjdxdy (11.13)

cond ,x cond ,x+dx — 8 ax

Pois bem, agora trabalhando as equacdes (II.11) a (I.13), assim como as equagdes
andlogas para a dire¢do y , exprime-se a exigéncia da conservagdo da energia como se

segue:
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Filote 2l 305

(IL14)

Esta expressdo proporciona a forma geral das exigéncias da conservacdo da energia na
camada limite térmica. Entretanto, na formulacdo (II.14) aparece nos dois ultimos
termos a varidvel, P, que ¢ a pressdo e faz parte da exigéncia da expressdo, contudo,
como o escoamento € incompressivel, nas proximas manipulacdes algébricas este termo
sera cancelado. Em seu livro, Incropera e Witt 4 define a expressao (II.14) como
equacdo da energia térmica , mas para que o equacionamento do problema fisico fique
dentro do proposto para esta dissertagdo, fazem-se necessarias algumas adequagdes

algébricas, como a mostrada na equacao (I1.15) a seguir:

Oe e O(,0TY O,0T| —ou ov
ou—+py—=—I\k— |+—| k— |- P| —+— (IL.15)

ox oy ox\ ox) oyl oy ox Oy
Convenientemente a formulacdo da equagdo da energia térmica sera trabalhada com
base na entalpia do fluido, 7, € ndo mais com sua energia interna, e, definida como:
i—et? (11.16)

Yol

Entdo realizando a introdu¢ao do termo da equagao (II. 16) na equagao (II. 15) chega-se

a expressao (II. 17), que é:

oi  _oi o, er) o, er oP 0P
ou—+py—=—I|k— |+—| k +lu—+v (11.17)
ox oy ox\_ ox) oyl oy ox oy
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Entdo, ¢ necessario exprimir o primeiro membro da equagdo da energia térmica em
termos da temperatura. Logo, mais uma condi¢do simplificadora sera adotada, que ¢ a

consideragdo da substancia fluida como um gas perfeito, assim:

di=cpdl (IL18)
Substituido a equagao (I1.18) na (II.17) temos:
or 9T\ o (,ar) o, or oP 0P
pc |lu—+v—|=—|k—|+—| k=—|+|u=—+v—1_ (L19)
PL ox Oy ox\  Ox oy \ Oy Ox oy

A equacao (II. 19) reduz-se ao objetivado, eliminando assim o termo de pressao

€9

(momento em ““y” igual a zero), conforme observado anteriormente veja:

(1L 20)

U—+v— |=— +—| k—
Peo ox

or  oT 6(6T] o(,oT
ox oy ) Ox oy\ oy

Todo o desenvolvimento mostrado até aqui (equacionamentos, formulagdes,
algebrismos) teve como base a superficie de controle apresentada na figura 4 e para
recaptular o que foi elaborado, o balango de energia pode ser escrito, de forma resumida

como mostrado abaixo na figura 5:

Energia de Energia de Energia de Energia de
condugdo na convec¢ao convec¢ao condugdo na -
face —I_ na face —I_ na face —I_ face inferior JE—
esquerda esquerda inferior

Energia de Energia de Energia de Energia de

- convecgao convecgao condugdo na condugdo na

e — na face —I_ na face face superior _I_ face direita

direita superior

Figura 5 — Analise energética da superficie de controle para na camada limite.
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A equagao (II. 20) ¢ a base para a resolucao do problema difusivo-advectivo, proposto
nesta dissertacdo de mestrado. Assim como no inicio desse capitulo, serdo reiteradas
algumas aproximacdes e condicdoes de contorno especiais. A equagao (II. 20)
proporciona uma boa descricao dos processos fisicos que influenciam as condi¢des da
camada limite cinética e térmica em condi¢des bidimensionais € em regime permanente.

(4]

Na literatura Incropera e Witt também admitem simplificagdes como fluido

incompressivel ( p constante), com propriedades constantes (k, u, etc.), com forgas de
corpo despreziveis (} =Y = 0), sem reacdao quimica (7 ,=0) e sem geracao térmica
(¢=0). Além disso, a condu¢do de calor e difusdo de massa na dire¢do y sdo muito
maiores que as taxas na dire¢ao x. Outro ponto de interesse € o desenvolvimento da
camada limite cinética, que se caracteriza (em geral), pela existéncia de uma velocidade
nula do fluido na superficie. Rearranjando os termos do segundo membro da equacao
(I1. 20) obtemos:

2 2
fols ua—T+v6—T =k 8§+8Y; (I1.21)
Plox oy ox~ Oy

Como a pressdo ndo varia na direcdo normal a superficie, esta foi desprezada. A
dissipagdo viscosa também foi desprezada, pois na realidade, somente em condi¢des de
escoamento sonico, ou no movimento de dleos lubrificantes a alta velocidade ¢ que os
efeitos da viscosidade sdo apreciados. Entdo a equagdo (I1.21) é a representacdo da
equagdo normalizada da transferéncia convectiva e ainda fazendo o um rapido manejo
matematico, a expressao ficara da forma deseja da equagdo da energia, que estava sendo

buscada para esta dissertagdo. Manipulando o termo referente a capacidade de
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acumular energia térmica (oc,) do primeiro para o denominador do segundo membro,

tem-se:
or oT\ k (0T 0T

u +v = >+t (1L.22)
ox oy pc,\ Ox” Oy

Mas a relacao entre a capacidade do material conduzir energia conduzir energia térmica

(k) sobre a capacidade em acumular energia térmica ( oc, ) € definida como difusividade

térmica (y), levando a expressao (I11.23):

y=—" (11.23)

Substituindo a expressdao (I1.23) em (I1.22) chega-se finalmente a formulacao da

difusdo-advecgao em regime bidimensional - equacao (11.24):

(8T 8Tj (82T 82Tj
Uu—+v— =y + (11.24)

ox* oy’

A expressao de energia (I1.24) caracteriza-se pelo primeiro membro ser o termo de
adveccao (o lado esquerdo representa o transporte de energia na superficie de controle)
e o segundo termo ¢ o termo da difusdo ( onde o lado direito representa a saida de calor
devida a condugdo). Esta situacdo descreve os escoamentos com convecg¢do forgada, a

baixa velocidade, que se encontra em muitas aplicagdes de engenharia.
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Hoje, através de técnicas numéricas, ¢ possivel encontrar solugdes para o problema da
camada limite, através do método dos elementos de contorno (MEC) conforme sera

visto nos proximos capitulos.
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CAPITULO III
O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

PARA A EQUACAO DE LAPLACE

III.1 - FORMULACAO CLASSICA

Neste capitulo inicia-se o estudo do Método dos Elementos de Contorno, daqui em

diante representado apenas pela sigla MEC, suas formulagdes e equacionamento.

Para um melhor entendimento dos fundamentos matematicos que compdem o MEC, a
técnica do Método dos Residuos Ponderados (MRP) pode ser utilizada. Pois sob a otica
do MRP, uma série de peculiaridades importantes do MEC sdo interpretadas
claramente. Outra forma ¢ o empregando da técnica de integracdo por partes
juntamente com a aplica¢do do Teorema da Divergéncia. Esta segunda técnica serd o
foco desta dissertagao.

Bl utiliza a formulagdo integral classica do MEC para o

Brebbia e Dominguez
tratamento da parcela difusiva da equagdo de governo (difusdo-adveccdo). Nos textos
de Fisica Matematica esta ¢ conhecida como Segunda Identidade de Green, ou seja, o
tratamento do termo representado pelo laplaciano da temperatura ¢ feito da mesma

forma em todas as formulagdes propostas, pois se trata de um procedimento operacional

basico, bem conhecido na literatura do MEC.
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II.1.1 - OBTENCAO DA FORMULA CLASSICA

Vislumbrando a resolugdo da expressao da difusdo-advecgdao em regime bidimensional

via MEC, repete-se a equagao (II. 26) a seguir como (III. 1), por conveniéncia:

or  oT 0T 0o°T
UtV =y ot ™~ (IIL1)

Observa-se que o lado direito da equacao ¢ o termo da difusdo e este por sua vez
enquadra-se como uma Equacao de Laplace. Em contrapartida, o lado esquerdo contém
o termo advectivo e sua resolugcdo requer um tratamento similar ao empregado a
problemas com caracteristicas de agcdes de dominio ou fontes sorvedouros, como ocorre
para a Equacdao de Poisson. No entanto, existem algumas particularidades, mas a

abordagem dessa parcela advectiva sera efetuada oportunamente no capitulo I'V.

Algumas consideragdes sobre as formulagdes integrais devem ser observadas para que o
entendimento da técnica do MEC. O modelo matematico representativo de um problema

fisico pode ser exposto de dois modos:

e Formulagao Diferencial;

e Formulacao Integral.

A Formulagao Diferencial deriva da aplicagdo de principios inaugurados pela Mecanica
Newtoniana, fundamentados na exigéncia de equilibrio (ou principio equivalente) local

em todas as partes do sistema. Apesar da naturalidade de seus conceitos, em problemas
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mais sofisticados ¢ comum o aparecimento de complicadas e insoluveis equagdes.

Em contrapartida a Formulacdo Integral surge de forma mais comum, ndo como
expressao de modelamento, mas sim como técnica de resolucdo. Na realidade, toda
solucdo analitica ou semi-analitica de equagdes diferenciais resultam em alguma
integragdo. Por outro lado, ¢ possivel modelar um problema fisico diretamente em

termos de uma Formulagdo Integral.

Isto ocorre naturalmente quando se aborda um problema a partir de principios de
conservagao de energia (ou correlato) implicando em expressdes escalares nos quais o
equilibrio ¢ exigido em termos globais e ndo locais, sendo esta situacdo exposta no

capitulo II.

No MEC busca-se demonstrar que a forma inversa de uma equagao integral equivale a
sua sentenca do MRP, na qual estdo sendo computadas minimizagdes de residuos
existentes na desobediéncia as condicdes ESSENCIAIS (1) e NATURAIS (g), além do
proprio residuo da solugdo aproximada no dominio. As etapas da formulacdo do MEC

sdo as seguintes:

e Estabelecimento da forma integral inversa;
e Definicao da solucio fundamental,
e Discretizacao;

e Formulagdo numérica.
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Entendida essa estrutura, aplica-se por plena questdo de opg¢ao, a formulacdo do MEC ¢

exposta segundo os formalismos tradicionais da fisica matematica.

Por conveniéncia, daqui em diante sera adotada a notacdo indicial simples, associada ao

sistema de coordenadas cartesianas.

I11.1.1.1 - DEFINICAO DO PROBLEMA MATEMATICO

Para a definicdo do problema matematico, a solugdo fundamental, algumas

consideragdes devem ser observadas.

1. Inicialmente admite-se que o sistema fisico em estudo, aqui representado

genericamente na figura 6, ¢ composto de um dominio bidimensional Q(X);

(Y3 2) e,

2. “X” representa as variaveis espaciais cartesianas “x”’e “y”, ou seja, X=X(x, y).

3. Delimita-se um contorno I'(X), sujeito as condi¢des especificas que

particularizam a solugao.

A figura 6 exibe estas consideragdes elementares.
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'y

Figura 6 — Representacdo do dominio bidimensional £(X) e seu contorno /(X). (Brebbia e Dominguez

[5])'

A seguir o contorno recebe as condi¢des essenciais “u” (referente a temperatura neste

trabalho) e naturais “q” (que ¢ derivada normal da temperatura, ou seja, fluxo de calor).

[

. . 5 . . . . ~ ,
Brebbia e Dominguez ] evidenciam desta mesma maneira em suas publicagdes, porém

de forma generalista.

Entdo se tem a seguinte configuragdo e a sua ilustragdo na figura 7:

1. Tu(X) é a parte do contorno na qual sdo conhecidos os valores do potencial

(condicao essencial “u”);

2. T'q(X) sdo prescritos os valores da derivada normal (condi¢ao natural “q”).
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Tu(X)

Figura 7 — Adaptacdo para a representagdo das condi¢des de contorno. (Brebbia e Dominguez By,

A unido de I'u(X) com I'q(X) configura-se o contorno I'(X). A equagdo diferencial ¢
reescrita na forma integral forte sobre o dominio 2(X), onde se emprega uma funcao

auxiliar u’ (&, X), conforme mostrado na expressao (III. 2).
I1.1.1.2 — ESTABELECIMENTO DA FORMA INTEGRAL INVERSA

Autores respeitados como Brebbia e Dominguez ! e outros utilizam-se da Equacio de
Laplace para realizar todo o desenvolvimento que embasa o MEC. Nao alheio a este
fato, esta dissertacdo trara a apresentacdo da Formulagdo Cléassica do Método dos
Elementos de Contorno desta mesma maneira. Ja a Equagdo de Poisson necessita de

outra formulacao, tao sofisticada como esta, sendo abordada no capitulo seguinte.

Assim, no caso do problema de Laplace, a estratégia de formulacdo do MEC ¢,

inicialmente, o estabelecimento da forma integral forte deste problema:

f(um» u*)dQ =0 (111.2)

Q
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Ressalta-se que «* é uma FUNCAO AUXILIAR que possui uma série de caracteristicas
matematicas, dentre as quais se podem destacar a completidade, continuidade e
integrabilidade. Também na equacao (I11.2) a solugdo exata (u) deve ser substituida por

uma funcao de aproximagao (u ) nas equagdes.

Na literatura Brebbia e Dominguez B destacam que ¢ possivel descrever estas sentencas
integrais aproximadas a partir de identidades de Green ou formas integrais, sejam

fracas, inversas ou fortes.

Na equacao (III. 2), vé-se que muito se exige da funcdo u (em termos de continuidade,
etc.) que ¢ a solugdo e pouco de (u*) que pondera. O MEC utiliza fungdes (u*)
especiais para que o modelo aproximado resultante seja expresso exclusivamente em

termos de integrais e valores de contorno.
III. 1.1.3 - TRANSFORMACAO DA FORMA FORTE EM FORMA INVERSA.

Agora se apresenta o tratamento matematico, que obtém a forma integral inversa a partir

da forma integral forte.

Inicialmente, realiza-se uma integragdo por partes, para se obter a forma integral fraca:

J(u»i u*), dQ —Iu,i u*, dQ =0 (I1.3)

Q Q

A expressao (IIL1.3) traz a forma integral fraca (ou variacional) que diminui o nivel de
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exigéncia na funcao (u), solicitando maior abrangéncia de (u*).

O MEC, na sua formulagao mais comum, pode ser deduzido de duas formas:

1. Usando uma sentenga completa da técnica dos residuos ponderados;

2. Gerando uma forma integral inversa associada ao modelo diferencial, na qual se

tomam aproximagdes u € g para as varidveis do problema.

Neste trabalho serd seguido o segundo caminho. Desta maneira, a expressao (III. 3),

apo6s algum trabalho algébrico (procede-se a segunda integracao por partes) apresenta-se

como:
gj;(u,i u *),i dQ —gj;(uu,j)i dQ + iuu,; dQ =0 (IT1.4)

A equagao (II1.4) ¢ a forma integral inversa da equacao integral inicial (III.2), onde
observa-se que a funcao de ponderagdo (u*) ¢ muito mais exigida do que a funcao de

aproximacao u.

E possivel demonstrar que as formas inversas e fracas contém uma estrutura matematica
equivalente a uma formulagdo de residuos ponderados (MRP), onde se inclui uma
minimiza¢do do residuo no dominio ¢ no contorno com relagdo as condigdes naturais

(q) ou essenciais (u).

Por conveniéncia, a expressao ficara sob a forma de integral de dominio, pois adiante,
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serdo aplicados os artificios matematicos que transformarao a equagado (III.4) na forma
apropriada para a aplicacio do MEC (quando serda empregado o teorema da

divergéncia).

I11.1.1.4 - SOLUCAO FUNDAMENTAL

A fungao (u*) ¢ denominada SOLUCAO FUNDAMENTAL, e corresponde a solugio
analitica de um problema correlato ao abordado, ou seja, trata-se de um problema
governado pela Equagdo de Poisson que consiste de uma agdo externa concentrada num

ponto particular (§) sobre um dominio infinito.
Ela possui propriedades especiais, que faculte a elimina¢do da integral de dominio
restante e, sob a Otica da técnica dos Residuos Ponderados, garanta uma boa

minimizag¢do dos erros na obten¢do da solugdo aproximada.

A figura 8 ilustra todas estas afirmacgdes.

X  A(EX) petta de Dirac

.
Ponto campo
r

.
g Ponto fonte

Figura 8 — Adaptag@o para a representacdo do dominio do problema fundamental.
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A representacao matematica do problema correlato ¢ dada, entao, por:

u,.=—A(&X) (IIL5)

il
Para o caso bidimensional, a solu¢do fundamental (u*) ¢ dada pela seguinte expressao:

u'(&X)= —(ij Inr(&X) (IIL6)

Em contrapartida, sua derivada em relagdo a normal ¢:

eV 1 or(&; X)
g (&X)= {m(g; XJ P (11L.7)

Sendo que r(&; X) ¢ a distancia euclidiana entre o ponto de aplicacdo da carga
fundamental, usualmente denominado ponto fonte (§), € um ponto genérico do dominio,

chamado ponto campo (X), conforme ilustragdo da figura 8.

O problema fundamental ¢ expresso pela equacdo de Poisson, com o termo
independente dado pelo operador delta de Dirac [-A (&, X)], que possibilita eliminagdo
da integral de dominio que permanece na equagdo integral inversa. Isto sera
demonstrado no topico (III. 1.2.4) a seguir e a forma que essa parcela tomara depende
da posicao de “&” com relagdo ao dominio fisico do problema. Maiores informagdes

vide apéndice A.

[ (u; Jude2 = [ A& X hd2 = —c(&)u() (IIL8)

Q
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O valor de ¢(¢) depende da posicdo de (&) com relacdo ao dominio fisico Q(X) do

problema.

Nesta dissertacdo serd estabelecido o posicionamento dos pontos fonte (§) de acordo
com a op¢do mais comum e difundida, ou seja, localizar os pontos fonte (§) no
contorno. Outro fator relevante ¢ a insercao destes pontos fonte (§) preferencialmente

coincidentes com os pontos nodais (X), e, desse modo, ird se conhecer o valor de c(&).

Uma questdo de suma importancia e que deve ser tratada ainda neste capitulo ¢ a
obtencdo do c(§), pois neste topico ele foi apenas apresentado, porém ndo foi exibida
sua deducdo. Apenas por formalidade académica, ¢ apresentada primeiramente a
aplicacdo do Teorema da Divergéncia a fim de preparar a equacao integral inversa da
formulacao do MEC para o raciocinio proposto para o c¢(§). No item III.1.2.5, apresenta-
se a deducdo do valor de c(&) para os casos possiveis referentes ao posicionamento do

ponto fonte.

II. 1.1.5 — APLICACAO DO TEOREMA DA DIVERGENCIA

No que tange a formulagao do MEC, a aplica¢ao do Teorema da Divergéncia constituiu-
se em uma das mais importantes etapas deste método, pois nela faz-se a passagem do
dominio para o contorno. Esta ¢ a esséncia matemdtica que o MEC traz como

diferencial em relagdo aos demais métodos discretos (discretizagdo apenas no contorno).
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Desta forma objetiva-se transformar as integrais de dominio (conforme apresentado na

equagao II1.4) em integrais de contorno.

Para isto, aplica-se o Teorema da Divergéncia que Transforma a integral de area em
integral de linha. Entdo utilizando este artificio matematico na equacao (III. 4) que esta
na forma integral inversa, isto resultara em:

Jots; (a* )t = o Jn,dr + [}, d2 = 0 (IIL.9)
r Q

r

Na equagao (III. 9) o Teorema da Divergéncia foi empregado no primeiro € no segundo

termos e desta forma as integrais de dominio sdo transformadas em integrais de linha.

Deve se ressaltar que as componentes do vetor normal (n) sdo derivadas direcionais
(seno e cosseno diretores). E necessario enfatizar que a variavel (q), nesta dissertagao, ¢

atribuido o conceito de fluxo de calor.

(11 10)

% Vi

(1L 11)

Entdo de posse dos conceitos descritos anteriormente (forma integral inversa, solugao
fundamental [delta de Dirac], Teorema da Divergéncia) e aplicando as equacoes, (I11.8),
(IT.10) e (III.11) sobre a expressao (II.9), pode-se escrever, de modo sucinto, a

equagao integral do problema na forma inversa.

& u()+ [ugdr —[ qu*dr = 0 (I1.12)
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Finalmente obtém-se a equacdo integral (III. 12) onde nao ha mais a presenca de
integrais de dominio, ou seja, esta expressa somente em termos de integrais de contorno.
E importante ressaltar que ainda néo foi feita nenhuma aproximagcio para os campos de
variaveis (1) e (q), isto leva a conclusdao de a equagao (IIl. 12), em aprego, € uma

expressao analitica exata.

11.1.1.6 - DEDUCAO DE ¢(£) - ANALISE DAS SINGULARIDADES

O estudo do valor do ponto fonte (§) quando € posicionado no contorno exige uma

analise matematica elaborada.

Repetindo a expressao (II1.12) e considerando o ponto fonte (§) localizado internamente

no dominio fisico Q(X), obtém-se a equacao (II1.13), ou seja:

u(g)+ l {ug*}dr" - l {qu*}dI =0 (IIL.13)

Visando obter-se o valor de c(§) quando (§) esta no contorno, torna-se necessario o
emprego de uma estratégia que se leva em consideracdo o posicionamento do ponto

fonte (&) bem préximo a fronteira, criando assim um contorno adicional que o envolve.

A Figura 9 mostra esta estratégia de criagdo do dominio acrescido em torno de (&).
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-

Figura 9— Dominio Estendido de um Setor Circular ao redor do Ponto Fonte &.

Como pode ser vista na literatura, a geometria desse contorno adicional ¢ arbitraria. As

integrais deste apéndice sdo devidamente examinadas.

Levando-se em consideracdo o dominio estendido simbolizado por 't = I' - T'g + T
Entdo, serdo alterados os limites de integracao da expressao (III. 13), passando a ser
reescrita da seguinte forma:

u@=lm{ [ w'EX)Edr - [ ¢'EXud

T +T% =T +Ie

(111 14)

No que diz respeito as fungdes u* (& X) e q* (& X), observa-se que estas sdo
descontinuas quando (r = 0). Contudo, u* (§; X) ¢ integravel ao longo do contorno e
seu limite ¢ estabelecido normalmente. Vide expressao (III. 6). Ja a integral de q* (&;

X) ¢ singular, isto pode ser constatado ao consultar a expressao (III. 7).

Uma definicdo importante que deve ser levada em consideragdo ¢ que as integrais
singulares sdo aquelas cujos integrandos alcangam um valor infinito em algum ponto no

dominio de integracao.
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Entretanto, as integrais podem ser convergentes ou ndo, dependendo das caracteristicas

de seus integrandos.

Existem outros fatores que influenciam as caracteristicas citadas no paragrafo anterior e
que oportunamente serdo abordados. Por hora, ¢ realizada a anélise da existéncia das
integrais, onde esta ¢ feita exatamente tomando-se um intervalo bem reduzido, que

inclui a singularidade, e obtendo-se o limite quando este espaco pequeno tende a zero.

No que tange a integral de g* (§; X), de fato esta ndo existe no senso usual se o ponto
singular estiver incluso, logo sua integral deve ser examinada separadamente, como se

segue:

u®=[u'E X)q(X)dF—}Sigg{ | dE@Xuedr+ | q*@;X)u(X)dr} (IIL 15)

T-T,

O exame ¢ realizado considerando-se a seguinte estratégia: Adiciona-se um potencial
nulo [u (§)] na equagdo (III.15), especificamente no ntcleo da terceira integral do lado

direito, onde se obtém a expressao a seguir:

lino1 .[ q (& X)u(X)dr = linol{J. q (&X)[u(X)—u(&)]dr + J. q' (& X)u(&)dr} (111. 16)

Observa-se que a integral sobre o contorno estendido foi desdobrada em duas outras, e
considerando-se que u(X) ¢ uma fun¢do continua, torna-se necessaria uma expansiao em
série de Taylor de primeira ordem, sendo aplicada no primeiro termo da equacao (III.

16).
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Considerando-se as seguintes relagdes no setor circular (ilustrado na figura 10),

agrupadas como expressao (III.17), tem-se:

dx; .
s (I1L. 17)
dT. =&d6

Figura 10 - Definigdo dos Angulos Internos entre os Contornos Adjacentes ao Redor do Ponto Fonte.

Obtém-se, para o primeiro membro do lado direito da equacgdo (III. 16), o seguinte

resultado:

lim [ 4" (& 30000 - u(@Ndr = —tim [ - E 8 -

| (I1L. 18)
~lim{ j U (E)n;2d0) =0

Através da equacao (III. 16) obtém-se a seguinte identidade (segundo termo do lado

direito da equagao integral):

lim [ q"(&X)u(X)dr = lim{ [ q'(&;X)u(&)dl’} = u(@)lim{ [ q'(&;X)dr} (IIL. 19)



Capitulo III 73

No entanto, este termo pode ser facilmente integrado, mas ¢ deixado aqui em forma
geral, pois caso o ponto fonte (§) se situe num ponto anguloso, seu valor ¢ dependente

do angulo formado entre os elementos adjacentes.

Desta forma, escreve-se:

@[l +lim [ q'(&X)dr = u(@)e(©) (II1. 20)

Substituindo-se a expressao (III. 18) de q* (§; X) na expressao anterior (III. 20). Depois,

levando-se em consideracdo que o contorno tenha um setor circular adicional e

adotando a relagdo onde se tem g_r _1 , chega-se:
X; n;
-1 or ox, .6 -1 1 1 e
o(&) =1 +lim [" S on, g OVl tim [ nedo)= (1 [ O] 21

Agora raciocinando para o caso de contornos suaves, podem-se considerar os limites de

integragdo com os seguintes valores: 6;=0 e 6,=n. Logo se obtém:

1 T
(&) =[1-- [ d6]=0.5 (III. 22)

Nos casos em que o contorno ¢ anguloso, tem-se:

n-0,+0, «
"o (II1.23)

i 2n

c(8)=
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No que tange o angulo (a), vé-se que este corresponde ao angulo interno entre duas

normais adjacentes ao ponto anguloso, conforme mostra a figura 11

n. »

]

Figura 11 — Caracterizag@o geométrica de um contorno anguloso

A partir de agora, a equagao integral de governo passa a ser escrita da seguinte forma:

c@u(8) = [u"(&X)q()dr - lim{ [ q"(&X)u(X)dr}
' =0 (111.24)

Analisando a ultima integral do lado direito, equacao (III. 24), uma existe uma condi¢ao
que deve ser obedecida. A literatura enuncia que se u(X) obedece a condi¢do de
Holder, entdo se diz que seu limite existe no sentido do Valor Principal de Cauchy
(VPC). Em outras palavras, a integral ¢ convergente, ja que seus valores singulares se
anulam de alguma forma. Entretanto, para o caso de integrais singulares como desse

tipo, a seguinte abordagem pode ser feita:

J a*(&X)dr == tim [ 2r, 0, (X)dT+ [, 1, (X)dr ] (111.25)

-0
r-r 27[ ¢ -a
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Na expressao (III. 25), as varidveis “a e b” sdo os limites inicial e final da integragao.
No nucleo das integrais observa-se a presenga da funcao hiperbolica q* (&; X). Esta ¢

uma fung¢do cuja integral isolada teria um resultado divergente. Todavia, essa fungao ¢

acompanhada do produto r,, n,, que altera o sinal do nucleo e a torna convergente.

Nesta dissertacdo de mestrado, serdo utilizados elementos de contorno retilincos e
especificamente para este tipo de discretizacdo, o valor de r,, n, ¢ nulo. Isto significa

que o produto escalar entre a direcdo do raio vetor (r, ;) € a normal ao contorno ¢

ortogonal.

Finalmente, apds uma série de analises e manipulagdes matematicas, a equagao integral

de governo pode ser escrita simplesmente como:

c(®)u(@) = [u'(&X)q(X)dr(X) - VPC[ q' (& X)u(X)dr(X)
r r (I11.26)

Esta expressdo (I11.26) ¢ a Formulac¢ao Singular do Método dos Elementos de Contorno.

Agora no proximo item deste capitulo, serd deduzida a equagdo para a Formulacdo
Hipersingular do Método dos Elementos de Contorno, tomando como base o problema

de Laplace.
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I11.2 - FORMULACAO HIPERSINGULAR PARA A EQUACAO DE LAPLACE

I11.2.1 FORMULACAO MATEMATICA

O nome Hipersingular resulta do fato de que com a derivagao da equagao original de
contorno, a ordem das derivadas dos nucleos se altera. Isto acontece gragas ao

posicionamento do ponto fonte (&) nos proprios elementos de contorno, esses nticleos

. . . . . 1 1 5N
das integrais passam a ter singularidades de ordem superior (— ¢ —-) em relagdo as
rooor

existentes na formulacao classica (Inr e 1 ).
r

O método Hipersingular nada mais ¢ que uma formulacao derivada da formulagdo

classica apresentada no topico III. 1.2.4 deste capitulo.

Os seguintes passos devem ser observados, para que a aplicacdo da Formulagao
Hipersingular (FHS) seja bem sucedida. Inicialmente se encontra a equacao integral de

contorno que fornece a derivada direcional de um ponto fonte (&), situado no interior do

dominio. Posteriormente, tal como na formulagdo classica, leva-se, essa equagao

integral em termos da derivada do potencial em um ponto interno para o contorno.

O modelo matemadtico para ser bem posto, conforme abordado em capitulos anteriores
exige o envolvimento das condi¢des de contorno naturais (g), que sdo expressas em

termos de derivadas normais.
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A Formulagdo Hipersingular (FHS) pode ser deduzida a partir da derivagao da equacao
integral (III. 12) com relacdo a dire¢ao normal, tomada, ¢ claro, no ponto fonte (&),
situado internamente. Em termos matematicos, fica:

(€)= (&)= [ (& X)g(X)dr - [ .} (& X (X )dT 11127

r

Em decorréncia da derivagao efetuada nos nucleos, estes se modificam de ordem.

Desse modo, tomam-se as variaveis com relacdo a dire¢ao normal, onde a derivada da
variavel u* (§; X) transforma-se em gq* (§; X). Em contrapartida o ntcleo resultante da

derivada de g* (§; X), de ordem inversa mais elevada ¢ dado por p* (§; X):

9(&)= [ a4(& X)a(X)dr = [ pX(& X u(X)dr 111.28

Mas p* (§; X) que ¢ na verdade a solugdo fundamental hipersingular, fica do seguinte

modo:

p*(&:X) = (1/ 2mr){ 2[r,, (X)n, (E)][r,; ()In; (X)] -1, (E)n, (X)} 111.29

Uma expressao similar a Equagdo (III. 28) pode ser obtida para qualquer dire¢do, mas,
apenas para um poOs-processamento, pois por conta da ja comentada necessidade do
problema esta matematicamente bem posto, isto ndo serd apreciado a fundo nesta

dissertagao.
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I1I. 3 - EQUACAO HIPERSINGULAR COM PONTO FONTE NO CONTORNO

Para se obter a equacdo integral na qual o ponto fonte (&) se situa no contorno, deve-se

considerar um setor circular adicional de raio (€¢), conforme ja demonstrado na figura

10.

Considerando, entdo, esse contorno adicional, e o fato de que o ponto fonte (&) estd
interno ao dominio, a equagdo integral da derivada normal do potencial (q), fica sendo

dada por:

q(&) = lim{ [ q*(EX)q(X)dr + [ g* (& X)q(X)dI -

I11.30
[ p*E&X)ue)dr - [ p* (& X)u(X)dr}

Por conveniéncia, a fim de se explanar o conceito matematico envolvido na FHS,
aplicando-se um potencial constante u (§) em todo o dominio [0 outro potencial,
utilizado no topico anterior, era u(X)] e considerando-se que a derivada normal do
potencial q(&), aqui nesta dissertagdo tratada como fluxo de calor, ndo ¢ afetado por esse

potencial adicional, entdo a equagao II1.30 pode ser reescrita como:

q©=lm{ | q*(EX)aC0dr+ [ q*EX)(XN - [ p*(EX)uC)-u(©dr-
o " o 1131
[p*(EXue0-u(@r
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As expressoes de p*(§;X) e q*(§;X) sdao mais simples, uma vez que no contorno

adicional I ¢ tem-se:

ne=r, . ~rr=¢ 111.32

Logo, apos observar na expressao I11.32 que o produto da normal em relagdo a distancia

(¢) € exatamente o raio vetor (r ), chega-se entdo, a seguinte equacao para p* (&; X):

(X .
p*(EX) = 2;2 e (r ) nj@][r‘(rx) 0, (X)] - 0, (&), (X)]} =
ﬁ 200, (n, (), (O, ()] - n, (&), (X)] = 2ELE)
e 2ne 1I1.33
B
.. p (57 X) 2”52

Mas para que seja possivel a operagdes subseqiientes, na expressao anterior (I11.33), foi

considerado que:

n;(X)n;(X) =n;(E)n; (&) =1 111.34

Também a expressao de g*(&;X) se simplifica no contorno adicional:

wrpen 1 corX) x,(X), 1 r(X) _ 1
q*(&X) = _2nr[—8xi(X)—6n(é)] ol @I= o (X (E)]
11135

_ 1, (X)n, (&)

S ACE y
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Efetuando-se uma expansao em Série de Taylor de primeira ordem, apenas para a quarta

integral do lado direito da equagdo (III. 31) obtém a seguinte expressao:

e—0

(X (E) U, AX.
g [ p# (& X)[u(X) - @)} = iy [ 2 21250 40, -

18133{j%:@u,j n,de}

II1.36

[REOE), 9
2z Y

J
BI.‘

L pF(EX) = lim{

£—0
Similar aproximacao ¢ obtida ao se efetuar sobre o segundo termo do lado direito da
equagao (II1.31), que sdo os mesmos recursos matematicos empregados na expressao

anterior (II1.36), o que conduz ao seguinte limite:

n.do}

1)

lim{ j q*(&;X)q(X)dT} = — lim{ .[ Mu’j n,£d0} = ~lim{ .{ n,(X)n, (&) "
0 e &0 0, 2me £—>0 5, 21t
I11.37
: (X)n,
-'-q*(é;X>=—13m{I nene), ”.,-de}

-0 |g
a

Observa-se claramente, com excecdo do sinal negativo, que ¢ a mesma equacdo obtida
ao se analisar a expressdo II1.37 onde a soma das duas integrais pode ser condensada em
uma unica integral, deste modo reescrevendo (substituindo II1.36 e I11.37 em II1.30) a

equacao II1.30 ficara da seguinte maneira:

@~ lim( [ I, ndoy =lim [ q*(&X)q00dr —lim [ pHEXOLOOWE)
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O segundo termo do lado esquerdo da equacao (II.38) ¢ resolvido fazendo-se uma
integragdo angular, onde pode ser observado o fato de que (n;) ¢ fungao de (0). Maiores
detalhas vide apéndice B.1. Resolvendo esta integral dependente de 6 (angulo interno

no entorno do ponto singular), chega-se a expressao 111.39:

PEIEy, 100} =(6) - 5@ + w, (9, © 11139

q(&)~lim{

Assim como mencionado em capitulos anteriores, condigdes simplificadoras sdo
consideradas, entdo se toma os contornos como suaves, o que acarreta em (w;) nulo (0).
Ja o s(§) possui valor igual a 0,5 propondo que a equagdo (II1.40) envolve apenas o

fluxo na dire¢do normal.

No que tange as integrais restantes, observa-se que estas ndo sao convergentes em um
senso comum, mas sim, existem no sentido do Valor Principal de Cauchy (VPC). Isto
quer dizer que a integral ¢ convergente, pois os valores singulares se anulam de alguma
forma. No caso de integrais singulares desse tipo, isto ocorre quando consideradas

juntas. Desta maneira a equacao (III. 39) fica:

0,5q(8) = VPC{[ p*(& X)[u(X) - u(@)ldr - [ g* (& X)q(X)dI'} 111 40
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Esta expressao (III. 40) ¢ a tipica equacgdo integral Hipersingular do Método de
Elemento de Contorno. A discretizagdo do método FHS serda exposta adiante no

capitulo VI desta dissertacao.
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CAPITULO IV
FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

COM A DUPLA RECIPROCIDADE SINGULAR

IV.I FORMULACAO MATEMATICA PARA PROBLEMAS DE DIFUSAO-

ADVECCAO

No capitulo anterior, o termo de transporte da Equacdo da Difusdo-Adveccao foi
momentaneamente colocado a parte, para que se apresentasse o procedimento usual do
MEC na abordagem de problemas governados pela Equacao de Laplace, cujo operador
auto-adjunto garante a transformacdo das integrais de dominio geradas na formulagao

integral inversa tipica do MEC, em integrais de contorno.

Nesse momento, ¢ preciso enfocar o tratamento matemdtico a ser dado ao termo

advectivo, de modo que suas integrais sejam igualmente conduzidas ao contorno.

Cabe ressaltar que o desenvolvimento de uma formulag@o consistente em Elementos de
Contorno para os problemas difusivos-convectivos surgiu somente no inicio da década
de 80, quando foi gerado um modelo matematico baseado na solugdo fundamental de
um problema difusivo-convectivo similar, com fonte concentrada (Brebbia et. al. h E
uma formulagdo elegante e precisa, mas possui séria limitacdo, relacionada ao fato de
ndo poder resolver adequadamente problemas com campo de velocidades variavel no

dominio.
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Poucos anos apds, foi apresentada por Partridge et. al. ) uma formulacio capaz de
resolver este tipo de problema, incluindo campos com velocidades variaveis,

fundamentada no procedimento da Dupla Reciprocidade.

O M¢étodo da Dupla Reciprocidade (DRM — Dual Reciprocity Method) foi idealizado e
implementado por Nardini e Brebbia ™ em 1982 para a solugio de problemas de
elastodinamica. Ele ¢ essencialmente uma forma generalizada da construgao da solucao
particular e pode ser usado para resolugcdo de problemas ndo lineares e dependentes do
tempo, 0s quais tratam com simplicidade estes casos escalares. Inicialmente ele foi
utilizado para que aproximagdes pudessem ser usadas para resolver uma ampla

variedade de problemas de parabolas bem como hiperbdlicos dependentes do tempo.

Uma completa descri¢ado de como o método pode ser aplicado para vibragdes foi bem

apresentado por Nardini e Brebbia .

Neste trabalho académico o termo utilizado para designar esta formulagdo sera FDRS
(Formulagdo com Dupla Reciprocidade Singular). Atualmente FDRS ¢ uma das mais
importantes formulacdes do Método dos Elementos de Contorno, cujo principal
propésito € gerar uma alternativa mais acessivel e competitiva para resolver os
problemas de autovalor e resposta dindmica, sua metodologia foi generalizada e

aplicada com éxito a outros casos conforme dito anteriormente (fontes, sorvedouros).
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Ressalta-se a versatil caracteristica da integracdo ser efetuada apenas no contorno,
diferentemente de outros métodos, como o das células, que requer uma discretizacdo do

dominio.

Outra caracteristica que ndo deve ser omitida entre as importantes contribuigdes da
formulacao com Dupla Reciprocidade ¢ sua a flexibilidade, pois gragas a este atributo ¢
possivel gerar formulagdes do Método dos Elementos de Contorno mais acessiveis em
problemas cujo operador diferencial da equagdo de governo ¢ relativamente
complicado. Dentro dessa categoria, estdo os casos térmicos como a convec¢ao, que ¢ o
objeto de estudo desta dissertagdo. E necessario que o problema possua uma forma
integral inversa matematicamente bem posta, tornando possivel gerar outras

formulacdes mais flexiveis através do uso da formulacao com Dupla Reciprocidade.

A luz do Método dos Elementos de Contorno, o tratamento mais elegante a ser dado a
integral de dominio, onde o argumento de integra¢do ¢ o termo de acdo de dominio
p(X), este tratamento recebe o nome de Formulagdo com Dupla Reciprocidade. Tal
denominacdo se deve ao fato de que as matrizes H e G originadas para a Formulagao
Classica do MEC, sdo duplicadas, ou seja, reaparecem. A exibi¢do das mesmas serd

efetuada no capitulo VL.

A formulagio mais tradicional, apresentada por Partridge er. al!”, sera aplicada no

termo do lado esquerdo da equacdo a seguir.

(viuai): 7(”71’:‘) (Iv. 1
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Originalmente esta ¢ a equagao (III. 1), repetida aqui por conveniéncia e ja na forma

indicial simples, renumerada como equacao (IV.1).

O procedimento para a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno permanece
como apresentado anteriormente. Multiplicam-se ambos os termos da equacao (IV. 1)

por uma fun¢ao auxiliar (u*) e integra-se o resultado em um dominio (dQ).

I(Vi”ai)u*dQ:7j(”ni)”*dQ (Iv.2)

A aplicagdo do procedimento caracteristico da formulacdo com a Dupla Reciprocidade
parte da consideragdo de que o termo convectivo da equagdo (IV.2), lado esquerdo da
referida expressdo, pode ser interpretado como se fosse uma agdo de dominio (p), ou

seja:

[pudQ=a|(u, u"dQ (IV 3)
Q Q

O lado direito pode ser operacionalizado conforme mostrado no capitulo precedente a
este. Todos os esfor¢os e atencdo sdo agora dirigidos para o lado esquerdo da equagao

(IV.3).

Tradicionalmente a técnica da Dupla Reciprocidade propde substituir a fungdo p(X) por
uma série finita composta por novas fungdes auxiliares (@’ f’), onde (a’) sdo
coeficientes inicialmente desconhecidos e ( /) sdo fungdes de aproximagdo cuja

quantificagdo depende de pontos ( X”’) escolhidos tanto no contorno, quanto no interior
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do dominio. Este procedimento ¢ descrito por Brebbia e Dominguez ! em seu livro
Boundary Elements an introductory course, em outras palavras, traduzindo este

paragrafo na logica matematica fica:

p(X)=a’f/(X) (IV. 4)

O aspecto mais importante contido na expressao (IV.4) ¢ a interpolagdo ai introduzida,

na qual se situa a maior fonte de erros produzida pela formulagao.

Define-se uma nova fun¢io (W¥’), como sendo uma primitiva de ( f/), conforme a

equagao (IV.5):

ri=w) (IV.5)

Desta forma, pode-se reescrever o termo da esquerda da equagdo (IV.3) da seguinte

forma:

[ putde=[ a’fiutda= a’(¥.; " d (IV.6)

°] aplica as mesmas transformacdes matematicas que

Assim, Brebbia ¢ Dominguez |
conduziram o lado direito da equagdo (IV.2), em outras palavras, tudo que foi utilizado

para preparar a equacao integral classica do MEC e expressa-la unicamente em termos

de valores de contorno.
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Portanto, inserindo a equacao (IV.6) no lado esquerdo da equagao (IV.2) e realizando os
procedimentos matematicos necessarios para o emprego do MEC, chegando a equagao

(IV.7):

al| @)/ (@)+ W/ (x5 x)g (& x)ar = [/ (X s x b (G X M0 | =0 av.7)

Sendo que (777) ¢ a derivada normal do potencial (\P/), conforme é exibido na equacio
(IV.8).

oy

J IV.8
N (Iv.3)

Ressalta-se que (W) e (177) sdo fungdes conhecidas e estdo relacionadas com a fungio

(f7), que por sua vez, pode ser escolhida arbitrariamente. Nesta dissertagio de
mestrado utiliza-se a funcdo radial simples (r) e a de terceira ordem (r*), pois estas
apresentam solugdes simples e com regularidade de resultados, independentemente da

geometria do problema.

Os resultados obtidos com as fungdes radiais serdo interpretados no capitulo VII desta

dissertacao.

Estas fungdes caracterizam a distancia euclidiana entre os pontos (X) do dominio e os

pontos deste relacionados a interpolacdo regida pela Dupla Reciprocidade, expressos

por (X7).
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No que tange a problemas de campo escalar, estas fungdes sao muito importantes para a
obtencdo de solugdes particulares para (W’) e (n’), principalmente tratando-se da

funcao radial simples.
Para as fungdes de interpolacdo radial simples (r) e de terceira ordem (r*), as fungdes
primitivas sdo de terceira ordem e também de quinta ordem (respectivamente), onde se

espera obter um comportamento mais convergente.

A forma das equagdes primitivas ¢ mostrada a seguir.

v (x7x)=""y (IV.9)
2 (xx)= A[%J (IV.10)

Observa-se inicialmente a fun¢do primitiva \|/j radial de terceira ordem (IV.9) e sua
derivada normal (IV.10), que serdo utilizadas em um primeiro momento. Por
conveniéncia, designaremos a equacao (IV.9) como simplesmente F1, ja que no capitulo

VII esta fungao sera citada em vérias passagens.

Apds exposicao e tratamento dos resultados obtidos com F1, oportunamente a fungdo de
interpolacdo serd alterada para a forma vista na equacao (IV.11), bem como a utilizagdo
de sua derivada normal (IV.12) onde serdo observados os impactos ocasionados e seu

comportamento no que diz respeito a FDRS.

Wl x)=r (IV.11)
/(X x) = ,%(%) (IV.12)
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Pelos mesmos motivos citados acima para equagdao (IV.9), a equagdao (IV.11) sera

denominada de F3.
A dedugdo das expressdes IV.9 a IV.12 encontram-se presentes no apéndice D.1 e D.2.
IV. 2 ELIMINACAO DAS DERIVADAS ESPACIAIS

Agora sdo apresentados os algebrismos pertinentes para a obtengdo da equacao integral
com Dupla Reciprocidade (FDRS) explicitando as derivadas da velocidade que

aparecem na equacgao da difusao-adveccgao.

Este problema ¢ amplamente difundido na literatura voltada para engenharia e sua
caracteristica marcante ¢ sua equacgdo diferencial parcial que representa os casos
escalares, fisicamente homogéneos e isotrdpicos, em que ha presenga de acdes de

dominio.

Toma-se inicialmente a expressao (I11.26), como de praxe renomeada de (IV.13), que ¢

a Formulagdo Singular do Método dos Elementos de Contorno, como mostrado abaixo:

c(®)u(®) = [u'(& X)qa(X)dr(X) - VPC[ q' (& X)u(X)dr(X)
r r (IV.13)

O proximo passo consiste em manipular algebricamente a equacao (IV.13) de maneira
que esta possa receber a insercdo da equagdo (IV.7), onde o agrupamento obtido pode

ser reescrito conforme visto na expressao (IV.14)
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c(E @)~ [u*(&X)g(X)dr +VPC [u(X)q* (& X)dl =

(X) (X

(IV.14)
=a’| @/ (€)+ [ W/ (X x)g (& a)ar— [’ (/s X" (& x )T

r(x) r'(x)

Desta forma, foi deduzida a equagdo para a Formulacdo com Dupla Reciprocidade
Singular (FDRS) do M¢étodo dos Elementos de Contorno, tomando como base o
problema da difusdo-adveccao (a difusdo esta representada pelo termo a esquerda e o

termo da advecgao ¢ reproduzido no lado direito).

Entretanto, o valor (a’) é dado por:
al =F'p (IV.15)

No caso do problema difusivo-advectivo, o valor de p(X) corresponde a parcela

advectiva que ¢ composta de derivadas espaciais da temperatura, na forma:

o =F'(v,u,) (IV.16)
Para se eliminar as derivadas espaciais ainda presente, faz-se:

u=BF -p' = [Fj]_lu
(Iv.17)
W, = ﬁjF’g

Onde ( B7) sdo coeficientes e as mesmas fungdes de base radial podem ser utilizadas na

interpolagdo deste campo.
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A discretizacdo do método FDRS sera exposta no capitulo VI desta dissertacao, onde
serdo necessarios artificios matematicos para a formacao do conjunto de matrizes e
permutagdes, peculiares a esta formulagdo. A seguir no capitulo V, serd introduzido

método FDRH (Formulagao com Dupla Reciprocidade Hipersingular).



Capitulo V 93

CAPITULO V
FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

COM A DUPLA RECIPROCIDADE HIPERSINGULAR

V.l —FORMULACAO MATEMATICA

Neste capitulo serd exposta uma analise objetiva e clara dos conceitos basicos inerentes
ao método da Dupla Reciprocidade, que também serdo aplicados a Formulagdo

Hipersingular (FHS) do MEC.

A Hipersingularidade que ja foi objeto de estudo no capitulo III, tendo sido conceituada

e aplicada na formulagao integral classica do MEC.

Os artificios e manipulacdes matematicas envolvidos na Formulagdo com Dupla
Reciprocidade Hipersingular (FDRH) sdo tdo sofisticados quanto aos empregados na

FDRS.

O desenvolvimento da FDRH tem inicio com a reintroducao da forma integral (IV.14),
que ¢ a expressao tipica da FDRS. Deste ponto em diante, serd feita uma derivagao de
primeira ordem na expressao (IV.14), sendo esta em relacao a uma dada direg¢ao n(&) no

ponto (&), obtendo-se a expressao (V.1) a seguir.
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u® ¢ urEX) 8q* (&:X)
- X)dI' +VPC X)————~ =
Cane) F(Jx) oney 1N F(L)”( o)
- oV’ (X7;8) (v w109 *(EX) (i v )0u*(EX)
=a’| (&) [ v (X x )22 ar - [ g (x s x ) ——=22ar (V.1)
il EC ey i;x) ) on() JX)”( ) on(e)

Ap6s a resolucdo da derivada da expressdo (V.1), o nicleo (argumento) de cada forma
integral foi alterado, obtendo-se a forma Hipersingular aplica a FDRS, como mostrado

na equagao (V.2):

($)q®~ [¢*E&EX)gX)dr + [ p*(&Xu(X)dl =

r(x) r'(x)
(V.2)
= a’{— [/ (X7 X)g *(&X)dl' + f‘Pj(Xj;X)p*(ﬁ;X)dF+77j(Xj;§)}
T'(X) '(X)

Os termos do lado esquerdo da equacdo anterior ja receberam o tratamento detalhado no
item II1.2.1 do Capitulo III, referente a Formulagdo Hipersingular para o problema de
Laplace. A exposicdo do método neste momento contempla apenas os termos a direita

da equagdo (V.2).

O dominio aumentado por um setor circular de raio (&), em torno de (&), agora
considerado sobre o contorno, leva ao resultado (V.3), isto novamente considerando o

limite de (&) tendendo a zero (¢—0).
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a"{_ [ 7/ (X/;X)g * (& X)dr + I‘P"(X";X)p*(i;X)dF+f7"(X";§)}=

r(X) r'(X)

. . . . (V-3)
o’ ygg{— [ 77 XX0g*@X)dr+ [/ (X5 X)p* & X)dr +7 (X-';a)}

I+ r-r, +I,

Agora manipulando apenas o primeiro termo (o que esta a esquerda) da equagao (V.3),

este pode ser desmembrado como apresentado em (V.4) a seguir.

lim [’ (X/:X)q* (&X)dl + lim [ 7/ (X';X)q * (& X)dl v.4)
r-T, T,

Agora tratando apenas da expressao (V.4), observa-se que a integrabilidade do primeiro
termo (este a esquerda) ¢ justificada pelo nucleo ser formado por fung¢des hiperbolicas e
estas estdo acompanhadas do produto (7,7; ), isto acarreta na geragdo de sinais distintos
(antes e ap6s a singularidade) equalizando a sentenga matematica (auto-compensagao),

como pode ser visualizado na equagdo (V.5).

lim {7/ (X/;X)g *(&X)dl = [/ (X';X)7 * (& X)dT (V.5)

Ja a segunda integral a direita em (V.4) assume a forma apresentada em (V.6), apos a
introducdo da expressdo (III. 35), referente a ¢ *(§;X) sobre o contorno aumentado

apenas, e aplicando as relagdes (II1.17) referente a (dl'=ed6).
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lim [/ (X’;X)g * (& X)dT =
T,

N (X X) _
_%{( j[n (X)n (2’;)]( o (X) jnk(X)dF }— (V.6)
) hm{ jlr.cone) (a‘l’j(xj;x)jnk (XW}

-0 5, axk(X)

Aplicando os resultados obtidos em (V.5) e (V.6), o termo a esquerda da equagao (V.3)

pode ser reescrito na forma (V.7) a seguir.

In (X/:X)q * (& X)dl +1i { | L, (X),’Z (g)](wé;()((;)x)jnk(x)de} (V.7)

De maneira que a partir de agora os cuidados sdo voltados para o termo da direita da
equacdo (V.3), que também ¢ reescrito em duas partes na expressao (V.8). Assim como
foi realizado anteriormente, serd considerada uma expressdo referente a regido

aumentada do contorno (setor circular) e outra no restante da fronteira.

lim [¥/(X7;X)p *(&X)dr +1im [P/ (X7 X) p* (& X)dT
I-T, T,

(V.8)

O termo do lado direito da expressao (V.8) pode ser escrito assim como (V.7), ficando
representada pela forma visualizada na equagdo (V.9), considerando que a integracao
sera realizada apenas no setor circular aumentado e que a equacgdo (II1.33), que

representa p *(&;X) nessa regido, ¢ utilizada.
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lim [ W/ (X7;X) p* (&X)dl =lim[— ( lzj[n,-(X)n,-(é)]‘Pj (X/;X)dl (V.9)
g—)Ofg &0 2re

Jlea—y

Uma expansio de primeira ordem em série de Taylor é realizada para ¥ /(X /; X) em
torno de (§). Desta expansao serd obtida a relagao (V.10).

OP’(X;E)

W/ Xj;X ~ Y/ X'/;
( ) (X58)+ )

[ (X) = x, (8)] (V.10)

Para o desenvolvimento subseqiiente, ¢ necessaria a consideragdo dos valores das

componentes do vetor normal externo, apresentada em (V.11).

ni(X)=M (V.11)

Tomando esse ultimo termo originado em (V.9) e considerando a equagdo (V.11) que
representa as componentes do vetor normal no setor circular aumentado, obtém-se a

expressao (V.12).
lim P/ (X7X) p* (& X)dl =
F{I

- J X8 % (- O ¥/ (X78) _
lim j W/ (X738) p* (& X)dl + lim r[[zﬂgj[ni(X)ni(a>]( 5© Jnk(xwr]— V.12)

N s |l On @) 0% (X38)
lim j ¥ (X/38)p* (& X)dl +lim j . [ 5 Jnkoode]
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Segundo Mansur et. al. ) a equacdo integral hipersingular deve representar de modo
consistente a presenca de um potencial constante u (§), de maneira que a relacao do
divergente do gradiente seja zerado [u(&)],; =0. Desta maneira, pela similaridade dos
termos gerados na forma integral inversa da equacdo de Laplace com as integrais

produzidas pela Dupla Reciprocidade, pode-se concluir que:

lim [P/ (X/38)p*(&X)dT =—lim [/ (X/38)p* & X)dT (V.13)

Desta forma, o primeiro termo a direita da igualdade na equacao (V.12) expurga a
singularidade inerente ao primeiro termo a direita na equagao (V.8), que ocorre apenas
quando (£=X). Assim, a equacao (V.8), ou o termo da expressao (V.3), assume a forma

apresentada em (V.14).

o (X)n. J (X
v 00 o 2 ox,(§)
As Equacodes (V.8) e (V.14) substituem, respectivamente, os termos da equacao (V.3),
gerando a representacdo da carga de dominio em integrais de contorno, conforme

detalhado em (V.15).

aj{nf(x";é)—ygg [’ (X7 X07 * & X)dr +1im | \Pf(Xf;xm*(a;X)dr}:

[T, +T, [T, +T,

af'{n"(X-’;a)—jnf(Xf;xm*(@X)dquff(xf;xm*(é;xwr+

. J~[ni(X)n,.(§)] M (XX)) (X)d0 | —1im I[n,-(X)n,-(é)] v (X58) (X)do
0l o ox, (X) k =P 27 ox, (§) !

(V.15)
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Ao gradiente de (¥”), aplicam-se os mesmos argumentos que precedem a equagdo (IIL
39) do capitulo III, no limite (e—0), sua magnitude no ponto (§) pode ser tomada como
constante, variando apenas sua direcdo ao longo da integracdo no setor circular (6,).
Com isso, tem-se que:

(a\yf(xf;X)Jnk(X) :(a\yf(xf;g)

2%, (X) 0%, (&) j""(x) (v.16)

Os dois ultimos termos da equagao (V.15) podem ser somados, gerando (V.17).

o’ {n‘f (X739 -lim [/ (X/;X)g *@&X)dl +lim  [W/(X/;X)p*(&; x>dr} :

r-T,+T, r-T,+T,

[, X)n, (§)]( 0¥/ (X7;8)
gj ( ox, &) j"k(x)cw} (V.17)

~ [ (X/:X)7 *&X)dr + | \Pf'(xaxm*(&;xwr}

af{nj(Xj;é) - ligg[

Antes de se definir os nds funcionais e discretizar o contorno, deve-se reescrever a
integral ao longo do setor circular, contida na expressao (V.17), numa forma
numericamente tratavel. Isto ¢ feito de forma idéntica ao procedimento descrito para
Formulagao Hipersingular (FHS) utilizado para o problema de Laplace [equagdo
(IT1.39)]. Isto foi oportunamente transcrito aqui sob a forma (V.18). Maiores detalhas
vide apéndice B.2.

.1 v/ (X/; o I
gg%[; Jon.com (a)](ﬁjnj (X)d@] — 5@ (XD @/ (X8 (V.I8)
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Assim como foi realizado na equacao (I11.40), os valores de s(§) e wi(§) ja foram dados,
através de condigOes simplificadoras. Desta maneira, obtém-se o novo resultado (V.19)

para as integrais que representam a carga de dominio.

af{n%xf;ﬁ)—nnol [’ (X/;X)g*(&X)dr +1im jw(xf;x>p*<a;x>dr}=
[-T,+T, AT,

(V.19)
o {— 0,57 (X;8) + VPC{ [W/ (X5 X)p* (& X)dr - [’ <x";x>a*<¢;><)dr}

No capitulo subseqiiente, serd abordada a discretizagdo do contorno para a Laplace
utilizando a formulagao Singular e Hipersingular. O mesmo procedimento serd adotado

para formulagdo com Dupla Reciprocidade, também Singular e Hipersingular.
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CAPITULO VI

DISCRETIZACAO E FORMULACAO NUMERICA

VI. 1 - DISCRETIZACAO E FORMULACAO NUMERICA PARA A

FORMULACAO CLASSICA SINGULAR

Neste capitulo serdo abordados os itens, ou etapas, de discretizacdo e formulagdo
numérica que serdo aplicadas inicialmente para a forma integral classica do MEC,
empregada no trato da equacdo da difusdo. Na seqii€ncia, estas técnicas também serao
utilizadas para a resolucdo do problema da convecgao através da implementacdo da
FDRS e por fim, estes procedimentos discretos e numéricos estardo sendo aplicados na

sofisticada FDRH.

Recapitulando os passos anteriores, nota-se que primordialmente foi obtida a equagdo
integral, que compde o modelo matematico do MEC, ou seja, uma solugdo fechada e
agora se deseja alcancar o modelo aproximado correspondente, em outras palavras, que
pode ser obtido numericamente. Nesta etapa estd a esséncia do MEC, ¢ onde sua
formulagdo ¢ baseada como técnica numérica propriamente dita. Para que a técnica em
apreco tenha sucesso, uma minuciosa preparacdo deve ser efetuada prévia ao seu

emprego.
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A etapa de discretizacao da equagdo integral configura-se como uma operacao simples,
pois se trabalha apenas no contorno e eventualmente com alguns poucos pontos internos
constitutivos, porém ¢ imperativo que todos estes dados estejam dispostos da forma

correta ja que ¢ a partir dai que se inicia a compilacao destes valores.

Em relagdo a formulacdo do sistema matricial, este ¢ carregado com as condigdes
essenciais (u) e naturais (q), posicionamento dos elementos (estratificagdo em nos
geométricos ¢ funcionais) e de posse de todas estas informagdes procede-se o

processamento computacional.

A proposta deste trabalho contempla apenas o emprego de elementos constantes e

retilineos, cujo aspecto pode ser exprimido de acordo com a figura 12. O contorno I'(X)

¢ discretizado em uma composic¢do de elementos distintos.

] element

{b) Linear Elements
{a) Constam Elements

Figura 12 — Exposigdo do contorno I'x (imaginério) devidamente discretizado. (Brebbia e Dominguez ')
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Apenas por efeitos didaticos, ¢ mostrado na figura 13 a mesma discretizagao visualizada

acima, porém com a adocao de elementos quadraticos.

(c) Quadiatic Elermenis

Figura 13 — Representagdo grafica dos diferentes tipos de elementos de contorno utilizados na

discretizagio do domimio I'x (Brebbia e Dominguez ™).

Cada elemento do contorno I'x ¢ devidamente identfificado e computado junto aos

demais, podendo ser exibido conforme a seguinte sentengca matematica:

NE
I +T, +T, +.. 4+ = > T,(X) VI 1
i=l1

Na figura 14 ¢ apresentada uma superficie de controle similar ao utilizado no trato do
problema difusivo-advectivo, tema do capitulo II, coerentemente exibido nesta

passagem, para embasar a técnica discreta em aprego.
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] Baunda
+ o+ e
ne + ' 13

17 & hilaimal posnds [ X1

2 3

Figura 14 — Visualizagdo de um volume de controle elementar com seus nos funcionais e adogdo de

pontos internos. (Brebbia e Dominguez 1Y)

Observa-se que ao longo de cada elemento sdo definidas variagdes da grandeza basica

ou sua derivada normal em fungdo de valores em determinados pontos. Brebbia e

]

Dominguez™ pondera sobre estes ndés ou pontos nodais, sinalizando que seu

posicionamento pode ser efetuado de diversas formas, sobretudo no que tange ao nivel

de sofisticagdo e ordem de interpolacdo desejada.

A afim de simplificar o esquema de aproximacao, o ponto nodal serd considerado no
elemento (mais especificamente no meio do comprimento de cada elemento), conforme
figura 15, outro ponto importante ¢ admitir que nao ha variagdo do valor calculado n6
ao longo deste mesmo elemento, procedendo assim uma interpolagdo constante, com

elementos retilineos (caso bidimensional).
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- Nodal value

MNodal value of of uor g
uorg -
. -‘: i
f==1
| 2 ] 12—

Figura 15 — Defini¢des do elemento linear. (Brebbia ¢ Dominguez 1Y)

VL 1.1 - TRATAMENTO DA PARCELA DIFUSIVA (EQUACAO DE LAPLACE)

O tratamento do problema de Laplace inicia-se através da discretizagao da equagdo
classica do MEC referenciada nesta dissertacdo como expressao integral (I1I.12). A
discretizagdo ¢ realizada em termos de elementos constantes retilineos, podendo ser

reescrita como se segue:

c(&hi(§)+ LTI g, [u’dr =0 VL2

Os valores u e g sao os valores nodais aproximados para o potencial (u) e sua derivada

normal (q), contudo, existe uma excecdo, os valores das condi¢cdes de contorno

prescritas.

Matematicamente, as interpolacdes dos valores nodais sobre cada elemento

caracterizam-se através do seguinte arranjo matricial:
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VL. 3

q(Xi):Nqin VI1. 4

Entretanto, o que esta sendo tratado neste trabalho ¢ um caso onde os elementos sdao
constantes, entdo (N) (matriz para fung¢des de interpolacao) ¢ apenas um escalar unitario
e a potencia (n) (indica o ponto nodal ao longo do elemento “i” de coordenadas “X”) ¢
dispensavel. Admitindo-se, também, a discretizacdo do contorno em (NE) elementos e

os valores do campo constantes ao longo do elemento.

Neste trabalho sera utilizada uma técnica de aproximacao para resolucao das equagdes
integrais do MEC. Neste contexto havera o emprego da chamada Quadratura de Gauss,
deixando a expressdo VI. 2 com o seguinte aspecto:

NE P P

0(5)17(5)+Z{L7,- N’ w, -3, Yu J,-(n‘,-)wj}O VL5
1 j=1 j=1

i=

As novas varidveis que sugiram na equagao VI.5 sdo o Jacobiano (J) (passagem das
variaveis de integracdo para grandezas adimensionais), os pontos de Gauss (1) € os
pesos de Gauss (w), cujo propdsito ¢ tornar adimensional os elementos. Para
desenvolver o sistema de equacdes integrais, aqui proposto, ¢ necessario localizar os
pontos (&) coincidentes com todos os pontos nodais (Método da Colocacdo). Desta

maneira pode-se gerar um sistema com mesmo numero de equacdes € incognitas.
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Escreve-se matricialmente a seguinte expressao:
Hu—-Gg=0 VL 6
Onde a matriz “H” contém as integrais:

H=[q*(&x ), VL7

E a matriz “G” contém as integrais:

G =[ux(g x )T, VL 8

Os procedimentos numéricos mais especificos foram aqui omitidos, por simplicidade,
pois ja foram apresentados em ampla literatura (Brebbia e Dominguez!). Em cada
ponto nodal conhece-se o valor do potencial ou da sua derivada normal, logo o sistema
matricial pode ser rearranjado, colocando-se os valores incognitos em um vetor d e os
termos independentes em outro vetor f. Uma vez que todos os dados estdo reunidos,

forma-se o seguinte arranjo matematico:

f=Ad VL. 9

Entdo, esta ultima equagdo ¢ ser resolvida através de um dos diversos algoritmos
computacionais (modelo computacional), disponiveis para estas aplicagdes em fisica
matematica trazendo a solucdo deste sistema de equagdes algébricas. Cabe destacar que
as matrizes H, G e A s3o cheias e sem simetria, uma das caracteristicas positivas do
MEC. Entretanto, a dimensao destas matrizes ¢ reduzida em comparagdo com outros

métodos numéricos, em razao da discretizagdo se limitar ao contorno.
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VL. 1.2 - CALCULO DOS VALORES INTERNOS DA PARCELA DIFUSIVA

(EQUACAO DE LAPLACE)

No que tange ao calculo de valores internos, um pds-processamento deve ser executado,
empregando os valores de contorno (u;) € (q;) ja calculados. Para que este célculo seja
efetuado sdo necessarios os dados de pontos do interior onde se deseja calcular o
potencial e sua derivada direcional, tratando esses pontos como pontos fonte (&). Este

desenvolvimento pode ser observado na expressao (VI.10):

ﬁ(é)—Z{(Z [u"dr -, J‘q*dl“} (VL10)

Em relacdo aos fluxos, basta apenas derivar a expressao (VI.10) em relagdo a X(§).

ou(g) N _ cou” . coq
aX(f)_;'{qi i ax a ”rj ox dr} (VL 11)

Nos proximos itens sdo apresentados procedimentos similares a esses utilizados para a
equacdo de Laplace. Entretanto, todos os esforgos serdo direcionados para a exposi¢ao

da equacdo de Poisson (convecgdo - termo fonte), de acordo como se segue.
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VL. 2 - DISCRETIZACAO DA PARCELA ADVECTIVA — FDRS

O préximo passo consiste em reescrever a equacgao (IV.14) em uma forma discretizada,
porém sera focado o termo a direita da igualdade, que traz a forma discretizada da

parcela onde foi utilizada a técnica da FDRS.

NE . NE . NE+L . L NE . NE . n
C7‘+Z,[rkq udl -3 | u'qdl' = 3, a’(Cu’ +erkq a’dr -3 | u qfdl“j VL 12
k=1 k=1 =1 k=1 =l

Algumas convengdes sao adotadas:
e NE representa o nimero de elementos;
e L o niimero de pontos interpolantes;
e Ressalta-se que os elementos de contorno também sdo utilizados como pontos de

interpolagao.

Considerando elementos retilineos e com funcao de interpolagdo constante, a equagao

(VI.12) pode ser expressa sob a seguinte forma matricial.

NE+L ) o
Hu - Gq = z H-Gq')d (VL.13)

Jj=1

A

Os vetores (') e (q’) podem ser considerados colunas das matrizes U e Q, assim, a

equacdo (VIL.13) fica:

Hu-Gq=HU-GQ)a (VL14)
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Na expressdo anterior o vetor (o) poderia ser facilmente eliminado, caso (p) fosse
realmente uma fonte ou agdo de dominio conhecida, entdo, a seguinte estratégia de ser

utilizada:
Hu-Gq=MHU-GQ)F'p=P (VL15)
Mas, para os problemas convectivos, necessita-se fazer uma nova interpolacao, segundo

a metodologia empregada por Partridge er. all”’, da qual considera que cada uma das

parcelas associadas a conveccao ¢ uma espécie de agao de dominio:

ou
P = (%( a
(VL. 16)
pr = (w2t
2 K oy
Entdo, pode-se reescrever:
—al
)2 1jf , (VL 17)
Pr=ayf

Aplicando-se os procedimentos expostos anteriormente, a equagao (VI.14) fica:

Hu-Gq=HU-GQ)F'(p, +p,) (VL 18)

Em termos das variaveis originais:

L 8 0
Hu-GqZ(HU-GQ)F'l(v6—E+W5uj (VL 19)

As variaveis v e w, no processo de discretizagao, representam as velocidades direcionais

em cada um dos elementos de contornos, ou seja, sdo vetores. Mas, para garantir a
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consisténcia do arranjo proposto na equagao (VI. 19), as velocidades em cada ponto

nodal sdo agora representadas por matrizes diagonais Ve W.

S, =(Ha-Gq)F 'V
S = (H" G4 )F—l (VI 20)
, =(Hu-Gq W
Dessa forma, pode-se reescrever a Equacao (VL. 19), como:
ou ou
Hu-Gq=S_|—|+S, | — VI. 21
1 x(axj y(ayj (V12D

Um procedimento especial deve ser implementado para relacionar os valores de (u) com
os valores nodais de suas derivadas em x e y. Usam-se, entdo, novas interpolagdes,

similares a anteriormente empregada. Inicialmente, faz-se:

u=Fp (VL. 22)
Onde a # B. A derivacdo da equagdo anterior com relagdo a x e y produz:

ou (OF

(2

ox \ Ox

ou_(oF ; (VL. 23)
6y_ oy

Logo, pode-se fazer:

a—u:[a—FJF_lu:F"F_lu

o \Ox (VL 24)
ou_(0F F'u=F’Flu

oy \ oy

Substituindo-se essas Ultimas expressoes na equacao (VI. 21), tem-se finalmente:
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Hu-Gq=S F'F'u+S F'Flu=(R, +R )u (VL. 25)

Podendo-se reescrever a equagdo acima na seguinte forma:

(H-Ru-Gq=0 (VL. 26)

Daqui em diante 0 mesmo procedimento exposto no item (VI. 1.1), sera aplicado sobre
a expressao (VI. 25), resultando num sistema de equagdes similar a equacao (VI. 7),

dando a equacao (V1.26). Lembrando que H ¢ assimétrica e G ¢ simétrica.

VL 3 - DISCRETIZACAO DA PARCELA ADVECTIVA — FDRH

Tudo o que foi proposto para os itens anteriores sera também empregado neste
momento. Mais uma vez considerando-se elementos retilineos constantes, os nucleos
singulares e hipersingulares podem ser resolvidos de modo simples. Inferindo-se que o
ponto fonte se situa exatamente no centro do elemento e os valores do potencial e fluxos
ndo variam ao longo dos elementos, de modo que nao haja problemas de

descontinuidade nessas grandezas.

Levando-se em consideracdo que os elementos sdo homogeneamente retos, o valor do

nucleo de mais alta ordem ¢ dado por:

1
2mr?

P*(&X) =———[n,X)n;(§)] (VL. 27)

E sua integral no elemento da Hipersingularidade, ¢:
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[ p*(EX0u00dr =-U* [ [, (X)n, )T (V1. 28)

Ising r

Percebe-se que, nesSC Caso:

0, (X)n, (&) =1 (V1. 29)
Entdo:
sin 1 USing 1
[ prEXuxydr= | v (— : ]dr =——— [ Sdr (VL. 30)
I'sing Tsing an ZTC I'sing r

Dividindo-se o dominio (I") em dois subdominios, ao longo do elemento singular,
conforme ilustrado na figura 16 obtém:

I r || r I >
X<0 _g J__L+ ¢ X>0
L2 +L/2

Figural6 - Limites de Integrag@o ao longo do elemento singular.
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Using 1 Using —& 1 Using L/2 1
- —dl'=— —dr— —dr VI 31
21 Foing r’ 2n _J/Q r’ 21 ;[ r’ ( )

Resolvendo-se a equacdo (VI.31), tem-se:

2n r),, 2n r),

. . , (VL.32)
U™ + ! +(— ! J + U™ |:+ 1 +(—lﬂ = U™ —limg+i
2n | (-¢) (-L/2) 2n | (L/2) € 2n e L

A singularidade presente no resultado dessa ultima integral (V1.32) ¢ neutralizada

exatamente pelo termo:

_ I p*(&;X)u(E)dl = —u(&) j p*(&X)dl = U™ j p* (& X)dI’ (VL.33)

Tsing I'sing Tsing

Pois da mesma maneira como foi feito com u(X), u(§) também ¢ uma funcio constante,

saindo, portanto, do nucleo da integral.

Analisando-se agora a integral no elemento da singularidade, vé-se que sua solucdo ¢
imediata, ou seja:

J a*(&X0900dr=Q** [ q*(&Xdr = [ fiar—o (V134)

I'sing sing sing
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O processo de discretizagdo para a equagao hipersingular segue o mesmo padrao
apresentado anteriormente: Os pontos fonte (§) sdo posicionados em coincidéncia com
todos os pontos nodais que caracterizam os elementos de contorno, de modo a gerar um
sistema solucionavel de equagdes, no qual o numero de incognitas seja igual ao numero
de valores conhecidos.

Devido a diferenga nos nucleos das integrais, novos coeficientes de influéncia sao
gerados e as matrizes resultantes sdo distintas, ou seja:

HY = Ij ¢.q*dr, (VL35)

J

wi :l:[(l)kp dr, (VI36)

J

Dai resultando na seguinte equagdo matricial:

(VL37)

V1.4 - PONTOS INTERNOS CONSTITUTIVOS

Pelo fato de que, na Formulagio com Dupla Reciprocidade, as cargas de dominio
presentes sdo aproximadas apenas por fun¢des de interpolagdo entre os nos funcionais
do contorno, torna-se necessaria, na maioria dos casos, a introduciao de novos pontos de

interpolacdo, agora internos ao dominio, que permitam uma representacdo mais realista

de p(X).
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Como esses pontos também promovem um aumento na dimensdo das matrizes, sdao
denominados pontos internos constitutivos e tem a vantagem adicional de gerarem

resultados internos para o potencial, sem exigir uma etapa de pos-processamento.

VI4.1 - PONTOS INTERNOS NA FORMULACAO COM DUPLA

RECIPROCIDADE SINGULAR

Aos (N) pontos de interpolagdo do contorno, somam-se (M) pontos internos, de forma

que as equacoes (IV.4) e (IV.5) ganham novos termos, conforme registrado em (V1.38)

e (VL39).
p(X)~ a’F/(X/;X) (VL38)
F/(X7;X) =Y, (X/;X) (V1.39)

j=L. NN+l N+M

Onde (j=1,..., N) refere-se aos pontos no contorno e (j=N+1,..., N+M), refere-se aos

pontos internos.

Considera-se aqui, como ponto de partida, a equagdo (IV. 14) chamada a partir de agora

de (V1.40), mas com a introducao dos pontos internos.
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c@uE)+ [q*E&XuX)dr - [u*(EX)g(X)dl =

rx (X)

r(x) (X

a./{— I n’ (X7 X)u* (&;X)dl" + J-\I’f(Xf;X)q*(g;X)dF-i-c(g)\Pj(Xj;&)} (VL40)

j=L.,N.N+1.,N+M

O passo seguinte, como adotado nos demais desenvolvimentos, consiste em aplicar o
método da colocagdo, utilizando & (i=1,...,N+M) pontos, novamente coincidentes com
todos os pontos de interpolagdo, que agora ndo se limitam somente aqueles situados no

contorno. Desta forma, tém-se as equagdes (VI.41), a seguir.

c@mE)+ [q*@XuX)dr - [u*E;X)g(X)dl =

150.9) (X)

a{= [0/ (X Xu*EX)d0+ [/ (X73X)g* &' X)dT +c(E )P (X8’

I'(X) r'Xx) (VI41)
i=L.,.NNN+1L..,.N+M
j=L. N N+1., N+ M

Por fim, divide-se o contorno em (N) elementos constantes (I",), onde o ponto médio de
cada elemento, (X,), coincide com os nds funcionais ali localizados. Chega-se, desta

forma, as expressoes (V1.42).

AQHMEN+D U [g*E;X )0~ Y 0" [u*@;X,)dr =

e=l1 e=l1

“j{‘Z”j(Xf;XJI Wt @ X0 +Z‘PJ’(X";Xe)Iq*(&";Xe)dnc@")LPJ’(X@&")}
B - - 2 (V1.42)

i=1..NNN+1...N+M
j=L.,NN+L. .N+M
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As equacoes (VI.42) podem ser reescritas em forma matricial como a seguir,

considerando sempre, contornos suaves.

i}~ Gla)= (7 - G} = [F7 - GuJF-' i) (V143)

VI42 - PONTOS INTERNOS NA FORMULACAO COM DUPLA

RECIPROCIDADE HIPERSINGULAR

Por ndo estarem situados no contorno, os pontos internos constitutivos, mesmo na
Formulacdo Hipersingular, que envolve derivacdes do potencial com relagdo a uma

direcdo normal a fronteira, devem ser tratados por equagdes da Formulagdo Singular.

Desta forma, a aproximacdo da carga de dominio ¢ realizada novamente como em (VL.
38) e (VL. 39), como exibido no item anterior. Assume-se (V) pontos no contorno e
mais (M) internos para interpolagdo. Com isso, as equacdes que formam o sistema linear
podem ser divididas em dois grandes grupos, um com (N) e outro com (M) equagdes,
representados em (V1.44) e (V1.45) respectivamente, considerando a discretizagdo do

contorno, assumido como suave, em (/) elementos constantes.

DU [ P XA - Y0 [74E X )+ 059(E) -

af{o,snf(xf;a")—Zn’(xf;Xg)Iq*(&";Xg)dﬂZ‘P’(X’;Xe)fp*@i;xe)dr} (V1.44)

i=1..,N
j=L.,N,N+L..N+M
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N N
YU fa*@E:X,)dr =Y 0 [u* @3 X,)dr +u@) =
e=1 T, e=1 T,

al LW (X8 + YW (XX ) [q* @3 X )d0 =D 0! (X)5X,) [u* (@5 X, )T
e=1 T, e=1 T, (VI45)

i=N+1,..,N+M
j=1L,.,N,N+1..N+M

Matricialmente, este sistema pode ser resumido na forma apresentada em (VI1.46).

Wi Dla) - [W7 - D) - [W - alF ) (V1.46)

No capitulo VII serdao apresentados os dados obtidos via FDRS e FDRH, sendo estes

resultados devidamente coletados e analisados.
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CAPITULO VII

ANALISE DAS SIMULACOES NUMERICAS

VIL.1 - ESTABELECIMENTO DOS EXPERIMENTOS

VIL.1.1 - ESCOAMENTO BIDIMENSIONAL

Como objeto de estudo desta dissertacdo de mestrado sdo abordados dois problemas de
transferencia de calor, sendo que em ambos os casos sera focado o escoamento em uma
superficie de controle na qual sdo estabelecidas condi¢des de contorno de temperatura e

fluxo de calor.

VII.1.2 - GEOMETRIA DOS PROBLEMAS

Conforme amplamente difundido pela literatura especializada, para este tipo de
experimento sera empregado uma superficie de controle de geometria simples, ou seja,
trata-se de um quadrado com dimensdes 1 x 1 (unidade de medida) de lado e com a
origem do sistema cartesiano localizada no vértice inferior esquerdo, conforme sera

mostrado nos itens a seguir.

A difusividade térmica y ¢ considerada unitaria. Dessa forma, a equagdo de governo do

problema fica como esta exposto na expressao (I11.26), repetida aqui por conveniéncia:



Capitulo VII 121

o'T 0o°T oT oT

+ —+W— VII.1
o> oy’ V@x Way ( )

Estas condigdes estabelecidas nos topicos anteriores sdo estendidas aos dois exemplos a

serem exibidos e ndo sofrerdo alteragoes.

VIL.1.3 — EXEMPLO 1 — CAMPO DE TEMPERATURA REGIDO PELA EQUACAO

T=e"+e"

As condi¢des de contorno prescritas sdo somente do tipo essenciais, ou seja,
prescrevem-se temperaturas em toda a fronteira do dominio, conforme mostra a figura

17.

=N
— N

LT

Figura 17 — Representagao fisica para o exemplo 1.

Para estas condi¢des dispostas acima, dispde-se da solucao analitica para o potencial,

dada pela equagao (VIL.2).
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T=e"+e" (VIL.2)

Para o fluxo em x e em y a solucdo analitica ¢é:

aT VX
a— =ve
o (VIL3)
or
—=we"
oy

Neste exemplo 1, as componentes do vetor velocidade sdo “v” no eixo da abiscissa e

“w” no eixo da ordenada.

Os valores prescritos para estas velocidades sdo 1, 2, 3 ¢ 5. Resalta-se que os valores

sao arbitrados de forma idéntica nas diregdes x € y.

Estes resultados analiticos foram utilizados como base para testar a eficacia da
Formulagdo com Dupla Reciprocidade Hipersingular (FDRH), principalmente quando

comparada com a Formulagdo com Dupla Reciprocidade Singular (FDRS).

Os resultados foram retirados a partir da aresta vertical direita e aresta horizontal
superior, referentes a ja citada superficie de controle, nas quais os valores tendem a ser

mais represnetativos com o acrescimo da velocidade do escoamento.



Capitulo VII 123

VIL1.3.1 - DETALHES DA DISCRETIZACAO PARA O EXEMPLO 1

A solugdo numérica do problema ¢ obtida utilizando-se malhas de 16, 40, 80 e 160
elementos de contorno. Busca-se dessa forma, avaliar o comportamento do método com
o refinamento do contorno, sem a adogao de pontos internos constitutivos do sistema.

As malhas utilizadas nestes problemas sao mostradas nas figuras 18, 19, 20 e 21, a

seguir:

Figura 18 - Malha com 16 elementos.

Figura 19 - Malha com 40 elementos.
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Figura 20 - Malha com 80 elementos.

Figura 21 - Malha com 160 elementos.

Posteriormente, os pontos internos serdo inseridos em cada malha, cuja a forma de
discretiza¢do do contorno foi mostrada acima, de forma a verificar a performance da

interpolagdo introduzida pela técnica da Dupla Reciprocidade.
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Neste exemplo 1, foram estipuladas duas alternativas: Sem adicao de pontos internos
(SPI) ou serao adicionados 9 pontos internos (9PI). A disposi¢ao dos pontos internos €

mostrada na figura 22 e a localizagdo geométrica na tabela 1.

T »* » »
T »* » »
T » » »

Figura 22 - Posicionamento de 9 pontos internos constitutivos.

Localizagdo dos Pontos Internos Constitutivos

PI X y

1 0.25 0.25
2 0.25 0.50
3 0.25 0.75
4 0.50 0.25
5 0.50 0.50
6 0.50 0.75
7 0.75 0.25
8 0.75 0.50
9 0.75 0.75

Tabela 1 - Configuragdo com 9 Pontos Internos.

O erro percentual acumulado para todas as malhas exploradas nesta dissertagao de

mestrado estd expresso como mostrado no apéndice C.



Capitulo VII 126

VIL 1.3.2 - EXEMPLO 1 - AVALIACAO DO FLUXO PARA VELOCIDADE “v=1".

VIL.1.3.2.1 APLICACAO DA FDRS

Analisando inicialmente a velocidade do fluxo igual a 1, onde itens como refinamento
da malha e fun¢do de interpolacdao sdo discutidos. Em seguida, serdo comparadas as

FDRS e FDRH, evidenciando as particularidades e comportamento de cada formulagao.

Na FDRS adotando inicialmente uma malha de 16 elementos, observa-se que com
excecdo da curva que emprega a fungdo de interpolagio F1, SEM A ADOCAO DE
PONTOS INTERNOS, o restante das curvas numéricas apresentou boa concordancia
com a curva de referéncia, inclusive para esta mesma fung¢do porem com a ADOCAO

DE 9 PONTOS INTERNOS.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS

3,0
2,9 S
28 SN :
2,7 1 Cp— ~ - — = A_"-—--:T--—--.—...u:*
26 | N - S
2,5 Mo

2,4 A -
2,3 T~ P

2,2
2,1
2,0

Fluxo de calor
/

Analitco —--=-F1SPl ---a---F19PI —--%--F3SPl --x—- F39PI

Figura 23: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢é v=1.
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Na malha um pouco mais refinada, onde o contorno foi segmentado em 40 elementos,
as curvas numéricas referentes ao emprego 9 pontos internos mostraram-se
concordantes com a solucdo analitica de referencia, com destaque para a curva onde
utilizacao a fungdo de interpolagdo F3, que apresentou boa proximidade com a solugao
fechada. J4 para as demais curvas numéricas, foi observada uma situacao satisfatoria no
que diz respeito ao tangenciamento da curva com solucao fechada. Ressalta-se que os
valores das curvas numéricas apresentam um distanciamento com relacdo a solucao

analitica proximo aos cantos, por efeito caracteristico dos elementos constantes no

MEC.
Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
3,0
‘\‘
S “
E 2’87 * \‘ B el el M~ .
o RSN =X T R |
() \‘"-i,,___ - e x —— =
T Gty SEALSLELY ERRELLE! Wbt FEEREREY VFEEEEEE TN -
o ‘*'-‘“}V
5 26
(18
24 , , , , , , , , ,
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Posigdo do elemento
Analitco —-#-F1SPl  ---a---F19PI —-%--F3SPl —-% - F39P|

Figura 24: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta
representativa, para a FDRS com contorno discretizado em 40 elementos, quando a
velocidade de escoamento do fluido ¢ v=1.

Continuando o processo de refinamento do contorno, valendo-se de uma malha de 80
elementos, viu-se que todas as curvas numéricas apresentaram boa concordancia em
relagcdo a curva analitica; contudo, ressalta-se que para a funcao de interpolagdo F3 sem

a adog¢do de pontos internos ocorreu uma dispersao em relagao ao referencial analitico.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS

30

\
29+

Fluxo de calor

26 ‘ — ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Posigao do elemento

Analitco --=-F1SPl ---a---F19P1 —-%--F3SPlI —-x%- F39PI

Figura 25: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta
representativa, para a FDRS com contorno discretizado em 80 elementos, quando a
velocidade de escoamento do fluido ¢ v=1.

Por fim, ao utilizar a discretizacdo maxima empregada nesta dissertacdo de mestrado,
foi visto que para o refinamento com 160 elementos, houve uma boa concordancia das
curvas numéricas. Entretanto, percebe-se uma flutuagao dos valores obtidos ao longo
da aresta, para todos os pontos. Esse efeito se deve ao emprego de funcdes de base
radial e ndo caracterizam divergéncia ou instabilidade numérica, e sim a forma com que
essas funcdes interpolam os valores das grandezas. Esse efeito ¢ mais pronunciado
quanto maior ¢ a ordem da fun¢do radial empregada, e no caso da auséncia de pontos
internos interpolantes, o desempenho geral da interpola¢do tende a se tornar menos

preciso, como foi o caso da fungdo F3 SEM A ADOCAO DE PONTOS INTERNOS.
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Comparativo entre o resultado analitico e numérico FDRS

30

Fluxo de calor

26

41 42 43 44 45 45 47 45 49 50 51 52 53 54 55 55 57 55 59 60 61 62 63 64 55 66 67 BB 63 70 7172 7374 75 76 77 78 79 60
Posicao do elemento
s Analitico —B-F15SPI ---A--- F1 9PI — »—-F3 SPI — 4 — F3 9PI

Figura 26: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta
representativa, para a FDRS com contorno discretizado em 160 elementos, quando a
velocidade de escoamento do fluido ¢é v=1.

VIL.1.3.2.2 APLICACAO DA FDRH.

Nas simulagdes com a formulacdo Hipersingular ndo foram empregadas fungdes F1
(radiais cubicas — referencia a equacao IV.9) por conta dos melhores resultados obtidos

com a fung¢do F3 (primitiva radial a terceira - referencia a equacao IV.11).

De forma analoga ao realizado para a FDRS, ¢ executado um criterioso exame dos
resultados obtidos para a FDRH. Entdo, tomando-se a malha de 16 elementos
constantes, constatou-se que para a fun¢ao de interpolagdo F3, SEM a inser¢do de
pontos internos, foi constatada uma boa concordancia com a solugao fechada, ao passo
que com a inser¢do de pontos internos constitutivos a curva numérica distanciou-se,

afastando-se de forma consideravel da solugdo analitica.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
2,9 1
1
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©
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Posicado do elemento
Analitico ---m---F3SPI — —A— —F39PI

Figura 27: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,

para a FDRH com
do fluido ¢ v=1.

contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento

Ja para o contorno discretizado em 40 elementos, F3 SEM adocao de pontos internos,

viu-se uma maior concordancia com relacdo a resolucao fechada.

Mas, a partir da

insercdo de pontos internos, ocorre um distanciamento entre a curva numérica € a

analitica.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Fluxo de calor
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Posigdo do elemento
Analitico —a—F3 SPI ——4——F39PI

Figura 28: Comportamento do fluxo de calor em relagéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=1.
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A malha com 80 elementos com F3 SEM adocao de pontos internos mostrou boa
concordancia em relagdo a curva analitica e verificaram-se os mesmos efeitos ao efetuar
a inser¢ao de pontos internos, sendo que a curva numérica experimentou 0 mesmo

distanciamento descrito para a malha de 40 elementos.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH

3.1

2,9

Fluxo de calor

2,7 4
~ 4 A

~A— A~ _ P 4
A _ A~
k‘t\i’i\j/ ’'e

2,5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Posicao do elemento

Analitico —sa—F3SPI - -4 -F39PI

Figura 29: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=1.

Com discretizagdo méaxima fixada em 160 elementos, observou-se que para a fungao F3
COM adocao de 9 pontos internos a concordancia das curvas numéricas com o
referencial analitico permaneceu no mesmo patamar. Entretanto, para esta mesma
funcdo de interpolacdao, mas SEM a inser¢ao de pontos internos constitutivos, a precisao
da curva numérica em relacdo a solucdo fechada caiu consideravelmente, havendo um

distanciamento entre os resultados.



Capitulo VII 132

Comparativo entre o resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 30: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=1.

A seguir sdo apresentadas curvas nas quais se mostram os resultados referentes ao erro
percentual médio para as duas formulagdes nas condi¢des anteriores. Nesses graficos, o

efeito do refinamento da malha fica melhor destacado.

Destaca-se a piora nos resultados extraidos a partir da FDRH quando s3o inseridos
pontos internos. J& a FDRS mostra uma maior convergéncia de seus resultados,
principalmente quando se ¢ utilizada a funcdo de interpolacdo F3 e adocdo de 9 pontos

internos.



Capitulo VII 133

Comparacgao do erro percentual acumulado entre formulagées e
funcgao de interpolagao (SPI)

15
S 10
e _ —A
= -
w 5 -
—e
—0
0
16 40 80 160
Numero de elementos
———Singular F3SPI  —®——Singular F1SPI — - & - —Hipersingular F3 SPI

Figura 31: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido é v=1.

Comparacao do erro percentual acumulado entre
formulagoes e fungao de interpolagao (9 pontos internos)
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Figura 32: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=1.
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Para melhor analise do conjunto dos resultados, a seguir ¢ apresentada uma tabela
comparativa do desempenho das malhas para velocidade igual a 1, tanto para a
formulacao Singular quanto Hipersingular, na qual ¢ nitida a superioridade da FDRS
com a funcao de interpolacao F3 e adicao de 9 pontos internos, sendo mais convergente
com a solu¢ao analitica. O melhor resultado foi alcangado com o refinamento da malha

para 160 elementos, conforme esperado.

Resultados para o fluxo de calor para a aresta representativa

Numero , FDRS FDRH
elementos Numero P1 0 ;3 o Wi o i
contorno | constitutivos Erro % w/ =1 4 Erro % ¥/ = AS Erro % ¥/ = AS

16 0 12,65 2,94 1,86
elementos 9 3,88 1,93 6,93

40 0 2,18 1,45 1,54
elementos 9 1,83 0,63 3,22

80 0 1,03 1,57 2,09
elementos 9 1,08 0,58 3,15

160 0 0,91 2,03 7,15
elementos 9 0,84 0,66 11,96

Tabela 2 - Erros percentuais médios: Fluxo de calor
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VIL.1.3.3 - EXEMPLO 1 - AVALIACAO DO FLUXO PARA VELOCIDADE “v=2".

VII.1.3.3.1 APLICACAO DA FDRS

Repetindo a malha de 16 elementos e alterando a velocidade do fluxo de calor observa-
se que apenas as curva numeéricas onde foram utilizados pontos internos constitutivos,
foi onde se conseguiu maior concordancia com o referencial analitico, seja empregando
a funcdo F1 quanto F3. Ressalta-se que para os experimentos realizados para estas
fungdes de interpolacdo sem a inser¢ao de pontos internos constitutivos ocorreu uma

consideravel dispersao nos resultados obtidos.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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Figura 33: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=2.
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Passando ao emprego da malha de 40 elementos observaram-se bons resultados no que
tange a concordancia entre as curvas numéricas e o referencial fechado. Ressalta-se o
comportamento deficiente para a fungdo F3 sem a utilizacdo de pontos internos, cujo

distanciamento da solucao fechada foi mais pronunciado.

Comparativo entre o resultado analitico e numérico FDRS
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Figura 34: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=2.

Algo semelhante foi visto na malha com refinamento de 80 elementos, onde os bons
resultados foram obtidos com a aplicacao de pontos internos € a auséncia dos mesmos

causa uma consideravel dispersao dos resultados.
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Comparativo entre o resultado analitico e numérico FDRS
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Figura 35: Comportamento do fluxo de calor em relag@o aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=2.

Por fim, ao aplicar a discretizagdo do contorno com 160 elementos, constatou-se a
concordancia costumeira as malhas mais pobres, tendo como resultado um bom
tangenciamento das curvas numéricas com a curva analitica. Destaca-se positivamente
a funcao de interpolagdo F3 acompanhada da adogdo de 9 pontos internos que mostrou
uma satisfatoria constancia ao delinear a solucdo fechada. Contudo, o destaque
desfavoravel fica por conta desta mesma fun¢do de interpolacdo sem a aplicacdo de

pontos internos, cuja representacao grafica exibiu uma acentuada dispersao.
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Comparativo entre o resultado analitico e humérico FDRS
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Figura 36: Comportamento do fluxo de calor em relag@o aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=2.

VII.1.3.3.2 APLICACAO DA FDRH
Partindo da malha mais pobre discretizada nesta dissertagdo de mestrado, 16 elementos,

observa-se que ambas as curvas numéricas ficaram afastadas da solugdo analitica, ndo

apresentado um bom desempenho como era esperado.
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Figura 37: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=2.

Na malha de 40 elementos viu-se que os resultados pioraram quando se emprega

velocidade mais elevada, ou seja, com o acréscimo da velocidade, mesmo refinando a

malha, ambas as curvas numéricas divergiram da solu¢do fechada, contudo em termos

de simetria, estas curvas numéricas apresentaram certa semelhanca.

Fluxo de calor

Comparativo entre resultado andlitico e humérico FDRH
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Figura 38: Comportamento do fluxo de calor em relag@o aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=2.
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Aplicando-se a malha de 80 elementos 0 mesmo comportamento curioso da malha de 40
elementos foi constatado, seja na divergéncia, seja na semelhanga de simetria entre as

curvas numeéricas.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 39: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=2.

Com refinamento méximo, 160 elementos, viu-se em F3 com a utilizagdo de 9 pontos
internos constitutivos a volta da boa concordancia de resultados numéricos e analitico,
contudo, sem a adog¢do de pontos internos ocorreu um espalhamento e perda da

fidelidade dos dados levantados.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 40: Comportamento do fluxo de calor em relag@o aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=2.

Observa-se que o resultado obtido do erro percentual médio para a formulagdo FDRS,
com emprego da fun¢do de interpolacdo F1, foi melhorando com o refinamento da

malha, mostrando um melhor desempenho em relagdo a FDRS com F3 e principalmente

que a FDRH (também com F3).

Comparag¢ao do erro percentual acumulado entre
formulagdes e fun¢ao de interpolagdo
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Figura 41: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido é v=2.
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Ja nesta segunda situacao, o resultado grafico obtido do erro percentual médio para a
formulacao FDRS, com emprego tanto da funcdo de interpolagdo F1 quanto com F3,
mostraram-se satisfatorios e foram melhorando com o refinamento da malha, conforme
esperado. Entretanto, a FDRH apresenta resultados piores, mesmo com a adicdo de

pontos interno constitutivos.

Comparagao do erro percentual acumulado entre
formulagdes e fungie de interpolagio (2 pontos internos)
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Figura 42: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=2.

Comparando o desempenho das malhas para velocidade igual a 2, a tabela apresentada
abaixo, mostra a superioridade da FDRS, independente da fun¢do de interpolagdo. Isto
fica mais evidente com a adi¢do de pontos internos, onde os resultados alcangados pela

FDRS sdo convergentes com a solucdo analitica.
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Resultados para o fluxo de calor para a aresta representativa

Numero , FDRS FDRH
elementos Nu“?er". PI 0 ;3 N ;s o LS
contorno constitutivos | Erro % w/ =r 4 Erro % ¥/ =7 4 5 Erro % ¥/ = é 5

16 0 6,33 3,94 3,72
elementos 9 1,52 1,69 11,20

40 0 0,98 2,44 2,34
elementos 9 0,63 0,65 7,77

80 0 0,55 2,19 1,95
elementos 9 0,38 0,42 7,59

160 0 0,50 2,03 8,41
elementos 9 0,30 0,33 14,07

Tabela 3 - Erros percentuais médios: Fluxo de calor

VIL1.3.4 — EXEMPLO 1 - AVALIACAO DO FLUXO PARA VELOCIDADE “v=3".

VIL.1.3.4.1 APLICACAO DA FDRS

Nesta passagem a malha de 16 elementos experimenta os efeitos do incremento de

velocidade um pouco mais intensificado sendo que em F3 sem a introducdo de pontos

internos houve uma elevada dispersdao quando comparada com a solugdo analitica. Ja

em F1 houve a presenca de dispersdo nos resultados, porém, menos acentuada que a

curva obtida anteriormente (F3). Estas duas fung¢des de interpolagdo com o emprego de

pontos internos constitutivos mostraram concordancia satisfatoria em relacdo ao

referencial analitico.
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Comparative entre resultado analitico @ numérico FDRS
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Figura 43: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3.

Refinando a malha para 40 elementos constata-se que em F3, com 9 pontos internos,

uma maior aproximagdo e constancia de resultados no que tange a concordancia das

curvas numéricas e analitica. Todavia, sem pontos internos ndo ha bons resultados.

Comparativo entre o resultado analitico e numérico FDRS
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Figura 44: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3.
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Passando a malha de 80 elementos, a dispersao de F3 sem adogao de pontos internos foi
ainda mais pronunciada. As demais curvas mantiveram a boa concordancia rotineira,
com destaque para F3 quando adicionados pontos internos, trazendo resultados

satisfatorios com convergéncia apreciavel entre solucao fechada e numérica.

Comparativo entre o resultado analitico e humérico FDRS
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Figura 45: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=3.

Partindo para 160 elementos no contorno, registrou-se boa concordancia para funcio de
interpolagdo de ordem mais elevada e com adogao de pontos internos, ao passo que sem
a adocdo de pontos internos, essas mesmas fungdes tiveram seu desempenho

comprometido.
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Comparativo entre o resultado analitico e humérico FDRS
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Figura 46: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=3

VIIL.1.3.4.2 APLICACAO DA FDRH

Para 16 elementos e velocidade igual a 3, observa-se uma situagdo idéntica a visualizada
para a velocidade igual a 2, ou seja, curvas numéricas afastadas da solucdo analitica,
nao apresentando um bom desempenho. Este comportamento sintomatico persiste para

as malhas de 40, 80 e 160 elementos.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 47: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3

Comparativo entre o resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 48: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3
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Fluxo de calor

Figura 49:

Comparativo entre o resultado analitico e numérico FDRH
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Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,

para a FDRH com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=3
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Figura 50: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3
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No tocante ao erro percentual médio, o que se viu foram resultados bons alcancados
pela FDRS com emprego da funcao F1. Os dados coletados mostram o bom
desempenho obtido pela funcdo F1 em relacdo a F3 para uma mesma formulagao.
Comparando as formulacdes, a FDRS com emprego da fun¢do F1 foi superior FDRH
(que conta com F3), sendo que os resultados da FDRS foram melhorando com o
refinamento da malha, conforme esperado. Ja a FDRH experimenta um comportamento
inicialmente convergente, até satisfatorio, mas com o refinamento da malha acima de 80

elementos, a curva descrita pelos dados coletados fica divergente.

Comparagao do erro percentual acumulado entre
formulag¢odes e funcao de interpolacao
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Figura 51: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=3.

Com a adogao de pontos internos, a FDRS mostra uma maior convergéncia de todos os
seus resultados, isto tanto para a funcdo de interpolacdo F1 quanto para F3. Mais uma
vez, resultados melhores sdo obtidos quando se refina a malha. Entretanto, os

resultados extraidos a partir da FDRH sao ruins, com erro percentual acima de 10%.
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Comparagao do erro percentual acumulado entre
formulagodes e funcao de interpolacao (9 pontos internos)
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Figura 52: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido é v=3.

Na tabela abaixo, fica visivel a ligeira superioridade da FDRS com a fun¢do de
interpolacdo F1 sobre a F3, isto quando sdo adicionados pontos internos, sendo F1 um
pouco mais convergente com a solucdo analitica. O melhor resultado foi alcangado com
o refinamento da malha para 160 elementos, conforme esperado. Os dados referentes a
FDRH mostram que esta formulacdo experimentou uma queda de desempenho ao serem
inseridos pontos internos. Todavia, mesmo sem a adi¢do de pontos internos, os

resultados foram pouco satisfatorios.
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Resultados para o fluxo de calor para a aresta representativa

Numero , FDRS FDRH
elementos Nu“?er". PI 0 ;3 N ;s o LS
contorno constitutivos | Erro % w/ =r 4 Erro % ¥/ =7 4 5 Erro % ¥/ = é 5

16 0 3,07 9,02 9,86
elementos 9 1,74 1,76 17,06

40 0 1,11 6,55 7,18
elementos 9 1,09 1,05 12,46

80 0 1,08 6,33 6,79
elementos 9 0,83 0,94 11,80

160 0 1,04 6,24 9,40
elementos 9 0,68 0,89 13,51

Tabela 4 - Erros percentuais médios: Fluxo de calor

VIL.1.3.5 - EXEMPLO 1 - AVALIACAO DO FLUXO PARA VELOCIDADE “v=5".

VIL.1.3.5.1 APLICACAO DA FDRS

Iniciando a analise com a malha de 16 elementos confere-se o destaque negativo para a

funcdo de interpolacdo F3, sem ponto interno, uma vez que sua concordancia foi

extremamente baixa, ficando muito distante da solugdo fechada.

As outras curvas

numéricas foram concordantes com a analitica, onde a fun¢do de interpolagdo F3 com 9

pontos internos constitutivos , apresentou uma distribuicdo mais aproximada da curva

analitica.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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Figura 53: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=5

No que diz respeito a malha com 40 elementos, observa-se a boa concordancia que as

funcdo de ordem mais elevada e com 9 pontos internos proporcionam e que o inverso €

uma realidade, ou seja, fungdes de interpolagdo com ordem mais elevada e sem pontos

internos tende a dispersarem o resultado.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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Figura 54: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=5.
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Para 80 elementos nao ¢ diferente do que foi descrito para a malha de 40 elementos,
principalmente no que diz respeito a fung¢des de interpolacdo de maior ordem e sem
pontos internos. A grata surpresa fica por conta da funcdo F1 que ao ser trabalhada
juntamente com a adogao de 9 pontos internos constitutivos, apresenta maior constancia

e fidelidade nos resultados, havendo uma maior harmonizag¢do entre numérico ¢

analitico.
Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
800,0 .——.__.__.__I—*—'Ii-?._\._\ _
- — o -‘AtAl l,\ ~
o Ak A K K= K XK K K — e THX
© yaEn 3
© X
35 X
X
2 _.x7
3 . e X
w E i S el
500,0 — — — —

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Posicao do elemento

Analitco — - —F1SPI ---a---F1 9Pl —-%--F3 SPl —-%- F39PI

Figura 55: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=5.

Fechando esta andlise para ‘V’ igual a 5 e malha de 160 elementos, as mesmas
caracteristicas como a boa concordancia em func¢ao de ordem mais elevada ¢ com 9
pontos internos proporcionam € que o inverso ¢ uma realidade, ou seja, fungdes de

interpolagdo com ordem mais elevada e sem pontos internos tende a dispersarem o

resultado.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico
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Figura 56: Comportamento do fluxo de calor em relag@o aos elementos da aresta representativa,

para a FDRS

com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=5.

VII.1.3.5.2 APLICACAO DA FDRH

Na malha

caracterizan

numéricas.

de 16 elementos a curva referencial versus obtida fica afastada nao
do bom desempenho, mas vé-se uma maior proximidade entre as curva

Para 40, 80 e 160 elementos o0 mesmo comportamento ¢ catalogado.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 57: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=5.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 58: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=5.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,

para a FDRH com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=5.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 60: Comportamento do fluxo de calor em relag@o aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido

€ v=5.
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Assim como foi observado para a velocidade igual a 3, aqui na velocidade 5 também
houve um melhor desempenho da FDRS com F1. Enquanto seu erro percentual em
relacdo a solucdo analitica permaneceu proximo a 5%, a FDRH e a mesma FDRS com
F3 apresentaram um percentual de erro 3 vezes maior (acima de 15%). Mas cabe

ressaltar que o valor do erro percentual ndo esta conforme se esperava.

A FDRS com F3 apresentou um desempenho ligeiramente melhor que a FDRH. Esta
ultima continua apresentando uma eleva¢ao no erro percentual quando a malha ¢

refinada a 160 elementos.

Comparacgao do erro percentual acumulado entre
formulagoées e fungao de interpolagao

30
£ 20 —_— . —.=a
o M M
2 10
w [ 0 0 O
0
16 40 80 160

NiUmero de elementos

—&——Singular F3 SPI —&——Singular F1SPI — - & - — Hipersingular F3 SPI

Figura 61: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido é v=5.

Com a adogdo de pontos internos, a FDRS mostra uma maior convergéncia de todos os
seus resultados, isto tanto para a func¢do de interpolacdo F1 quanto para F3. Mais uma
vez, resultados melhores sdo obtidos quando se refina a malha. Entretanto, os

resultados extraidos a partir da FDRH sao ruins, com erro percentual acima de 20%.



Capitulo VII 158

Comparacao do erro percentual acumulado entre
formulagées e fungao de interpolagao (9 pontos internos)
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Figura 62: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=5.

Sob a otica dos resultados apresentados na tabela a seguir, fica evidente a supremacia da
FDRS com F1, quando ndo sdo inseridos pontos internos. Ao se inserir 9 pontos
internos constitutivos, esta superioridade d4 vez a uma ligeira vantagem a mesma
formulagdo, porém com fungdo de interpolagdo F3. A medida que ocorre o refinamento
da malha para 160 elementos, a FDRS com FI1 ¢ um pouco mais convergente com a
solugdo analitica. Com erro percentual acima de 15% para qualquer situagdo (sem ou
com pontos internos), a FDRH mostra a mesma queda de desempenho detectada durante
avaliacdo dos dados para a velocidade igual a 3. Todavia, mesmo sem a adi¢dao de

pontos internos, os resultados foram pouco satisfatorios.
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Resultados para o fluxo de calor para a aresta representativa

Numero , FDRS FDRH
elementos Nu“?er". PI 0 ;3 N ;s o LS
contorno constitutivos | Erro % w/ =r 4 Erro % ¥/ =7 4 5 Erro % ¥/ = é 5

16 0 4,62 23,49 25,34
elementos 9 5,13 2,37 30,61

40 0 4,41 17,41 18,60
elementos 9 3,18 2,53 22,62

80 0 4,56 16,55 17,74
elementos 9 2,35 2,56 21,52

160 0 4,58 16,45 21,23
elementos 9 1,92 2,69 25,64

Tabela 5 - Erros percentuais médios: Fluxo de calor

VIL.1.4.1 — EXEMPLO 2 - CAMPO DE TEMPERATURA REGIDO PELA

EQUACAO T =¢"*™

Neste exemplo, trés abordagens diferentes serdo realizadas em relagdo a pontos internos
constitutivos. A primeira sera sem inser¢do de pontos, a segunda com a adog¢ao de 9 PI
(como foi mostrado na figura 22) e a terceira chegaremos a um maximo de 16 PI, sendo
estes ultimos introduzidos conforme mostrado na figura 24 a seguir. A malhas

utilizadas neste problemas sdo as mesmas mostradas nas figuras 18, 19, 20 e 21.

Assim como no exemplo precedente a este, as condigdes de contorno prescritas sdo
somente do tipo essenciais, conforme mostra figura 23. Nestas condic¢des, dispde-se da

solucdo analitica para o potencial dada pela equagdo (VIL.4).

T = "+ (VIL4)

Para o fluxo em x € em y a solucdo analitica é:
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Z_T — Vev(ery)
X
(VILS)
6_T — Vev(x+y)
Yy

1 1 1 1
4 » » - »
4 - » - -
1 - - - -
4 - - - »*

Figura 64 - Posicionamento de 16 pontos internos constitutivos.

A disposi¢do dos 16 pontos internos foi mostrada na figura 24 e a localizacdo

geométrica encontra-se na tabela 6.
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Capitulo VII
Localizagdo dos Pontos Internos Constitutivos

PI X y PI X y

1 0.20 0.20 9 0.60 0.20
2 0.20 0.40 10 0.60 0.40
3 0.20 0.60 11 0.60 0.60
4 0.20 0.80 12 0.60 0.80
5 0.40 0.20 13 0.80 0.20
6 0.40 0.40 14 0.80 0.40
7 0.40 0.60 15 0.80 0.60
8 0.40 0.80 16 0.80 0.80

Tabela 6 - Configuragdo com 16 Pontos Internos

VIL.1.4.2 - EXEMPLO 2 — AVALIACAO DO FLUXO PARA VELOCIDADE “v=1".

VII. 1.4.2.1 — APLICACAO DA FDRS

Avaliando os resultados obtidos para a malha de 16 elementos, imprimindo a velocidade

de igual a 1, nota-se que as curvas numéricas extraidas a partir da aresta representativa

apresentaram boa concordancia com o referencial analitico, seja com a adogdo de

pontos internos ou nao.

Comparativo entre resultado andlitico e numérico FDRS

7,0

6,5

6,0

55
5,0
4,5 1
4,0

Fluxo de calor

3,5 1
3,0

Analitico

— -m— —F1SPI

—-%--F3SPI

—-X—- F39PI

Figura 65: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=1.
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Com o refinamento da malha para 40 elementos de contorno constantes ¢ mantendo a
baixa velocidade do fluxo, viu-se que todas as curvas numéricas com ou sem pontos
internos e com fungdes de interpolacdo radiais de primeira ou de terceira ordem, a
concordancia com a curva analitica foi satisfatoria, mostrando um bom desempenho do

método.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS

Fluxo de calor
[¢]

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Posigao do elemento

Analitico — 8- —F1SP| ---A---F19PI —-% - -F3SPI — -X—- F39P

Figura 66: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=1.

Dobrando a segmentag¢ao do contorno em 80 elementos constantes, o que foi visto foi a
manutencdo da boa concordancia entre as curvas numeéricas ¢ analiticas, onde este

refinamento adicional da malha trouxe uma maior aproximacao do referencial analitico.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS

Fluxo de calor

21

22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Posicédo do elemento

Analitico — —#— —F1SPI ---A---F19PI —-X% -—-F3SPI —-X—- F39PI

Figura 67: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=1.

Concluindo a analise proposta para esta velocidade do fluxo do fluido e refinando a

malha para o maximo proposto para este estudo, 160 elementos, obtiveram-se resultados

semelhantes as outras malhas com uma melhora na aproximacdo do referencial

idealizado.

A concordancia foi tdo pronunciada que em alguns elementos, que em

certos pontos as curvas chegaram a convergir quase que totalmente. Desta forma os

resultados levam a concluir que o refinamento da malha trouxe uma maior acuidade.

Fluxo de calor

Comparativo entre o resultado analitico e numérico FDRS

414243 44 4546 4748 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 6162 63 64 6566 676869 70 7172 73 74 7576 77 78 79 80

Posigdo do elemento
Analitico ---m--- F1SP| ---A--- F19PI —-%-—-F3SP —-%—- F39PI

Figura 68: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=1.
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VII. 1.4.2.2 - APLICACAO DA FDRH

Tomando agora a FDRH, repetindo o mesmo raciocinio empregado anteriormente, ¢
analisada agora a malha de 16 elementos, onde se destaca a boa concordancia com F3
utilizando 9 pontos internos, onde os resultados foram melhores do que com a mesma
funcdo de interpolagdo e emprego de 16 pontos internos. Deduz-se que o acréscimo de
pontos interno para Hipersingularidade, para este tipo de problema fisico proposto,

causa perturbacao na intricada formulacao do MEC.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH

Fluxo de calor

Posig¢ao do elemento

Analitico — -#@— —-F3SPI ---¢---F39PI — -k - -F36PI

Figura 69: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=1.

Com o refinamento da malha a 40 elementos constantes, viu-se que todas as curvas
numéricas apresentaram boa concordancia com a curva analitica, onde se cabe destacar
a curva que representa o fluxo com 9 pontos internos, que acompanhou o delinear da

curva analitica.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH

Fluxo de calor
()]

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Posicao do elemento

— Analitico — -#@— —F3SPI ---A---F39PI| —-X—- F3®BPI

Figura 70: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=1.

Ja com o contorno segmentado em 80 elementos constantes, observou-se boa
concordancia entre as curvas numéricas € a analitica, com destaque negativo para a
curva numérica que designa o fluxo referente a 16 pontos internos, cujo distanciamento

em relagdo ao referencial analitico foi mais evidente.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH

Fluxo de calor

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Posicdo do elemento

Analitico — #— —F3SPI ---A---F39PI —-X—- F36PI

Figura 71: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢é v=1.
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Por fim, com o emprego de 160 elementos, a boa concordancia entre as curvas manteve-

se com certa dispersdo entre os resultados.

Comparativo entre o resultado analitico e numérico FDRH

Fluxo de calor

4142 43 44 4546 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 6162 63 64 6566 6768 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
Posicao do elemento
Analitico — = —F3SPl —«¢ - F39PI ---A--- F316P

Figura 72: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=1.

No grafico abaixo, o que se observa ¢ a superioridade da FDRS com a fungdo de
interpolacdo F1 sobre a F3 e também sobre a FDRH. O melhor resultado foi alcancado

com o refinamento da malha para 160 elementos, conforme esperado.
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Comparacao do erro percentual acumulado entre
formulagoes e fungao de interpolagao

Erro (%)
N

16 40 80 160

Numero de elementos

———Singular F3SPI —®——Singular FISPI  — - & - — Hipersingular F3 SPI

Figura 73: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=1.

Quando sdo adicionados 9 pontos internos, a FDRS F3 se mostra um pouco mais
convergente com a solucdo analitica do que a FDRS F1. Com o refinamento da malha
para 160 elementos, os resultados alcancados foram melhorados e as duas curvas
mostram certa concordancia entre si. Os dados referentes a FDRH mostram que esta
formulagdo experimentou uma queda de desempenho ao serem inseridos pontos

internos.

Comparacgao do erro percentual acumulado entre
formulagées e fungao de interpolagao (9 pontos internos)
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—&——Singular F39PI —8— Singular F19PI — - & - — Hipersingular F3 9P|

Figura 74: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido é v=1.
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O mesmo comportamento relatado acima foi observado quando s3o adicionados 16
pontos internos, mas desta vez a FDRS F1 e a FDRS F3 praticamente igualam-se em
termos de convergéncia com a solucdo analitica. Com o refinamento da malha para 160
elementos, os resultados alcangados foram melhorados ¢ as duas curvas mantiveram a
concordancia entre si. Os dados referentes a FDRH mostram que esta formulagao

experimenta uma queda de desempenho ao serem inseridos pontos internos.

Comparacgao do erro percentual acumulado entre
formulagoes e fungao de interpolagao (16 pontos internos)

Erro (%)
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Figura 75: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=1.

Na tabela abaixo, fica visivel o bom comportamento obtido com a FDRS usando as
fungdes de interpolagdo F1 e F3. Quando sdao adicionados pontos internos, FDRS com
F1 e F3 cada vez mais convergentes com a solucdo analitica. O melhor resultado foi
alcancado com o refinamento da malha para 160 elementos, conforme esperado. Os
dados referentes a FDRH mostram-se satisfatérios em um primeiro momento sem a
adicao de pontos internos, mas a formulacdo experimentou uma queda de desempenho

ao serem inseridos pontos internos.



Capitulo VII 169

Resultados para o fluxo de calor para a aresta representativa
Nﬁmero , FDRS FDRH
elementos Numero P 3 5 5
ituti Erro % /= 7 % pi =7 / % i = /
contorno constitutivos o 7o ¥ 4 Erro % W o Erro % ¥ 5
16 0 3,89 3,18 3,61
9 2,45 2,12 3,93
elementos
16 2,26 2,08 6,93
40 0 1,94 2,94 3,12
9 0,89 0,85 2,75
elementos
16 0,90 0,86 5,15
<0 0 2,07 2,59 3,02
9 0,57 0,57 2,58
elementos
16 0,55 0,55 5,40
0 1,96 2,88 2,83
160
9 0,46 0,53 6,41
elementos
16 0,43 0,47 4,01

Tabela 7 - Erros percentuais médios: Fluxo de calor

VIL.1.4.3 - EXEMPLO 2 - AVALIACAO DO FLUXO PARA VELOCIDADE “v=2".

VII.1.4.3.1 — Aplicagdao da FDRS.

Para 16 elementos, tanto para velocidade igual a 1 quanto para a velocidade igual a 2, o

comportamento foi 0 mesmo, com destaque para curva referente ao fluxo com 9 pontos

internos e fun¢do de interpolacao F3, que acompanha de forma fiel a curva analitica.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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Posigdo do elemento

Analitico — #— —F1SPI ---A---F19PI —-X%--F38PI —-X—- F39PI

Figura 76: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=2.

Foi visto que com o incremento da velocidade (v=2) e refinamento da malha para 40
elementos, apenas as curvas numéricas com adocao de pontos internos mostraram boa
concordancia, tanto radiais cibicas quanto radiais a quinta, ja as demais mostraram certa

dispersdao em relagdo ao referencial analitico.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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Analitico — - —F1IsPI ---A-- - F19PI — X% - -F3SPI —-X—- F39PI

Figura 77: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=2.
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Aumentando o refinamento da malha para 80 elementos constantes, apenas as curvas
numéricas que representam os fluxos de calor com pontos internos permaneceram

concordantes com a curva analitica, independente da ordem da funcao de interpolagao.

Comparativo entre resultado andlitico e numérico FDRS

100 +

80
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20 -

Fluxo de calor

s
0 T T T
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Posicdo do elemento

Analitico — - —F1SPI ---A---F19PI —-% - -F3SPI —-X—- F39PI

Figura 78: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=2.

Elevando o refinamento da malha para 160 elementos constantes foi constatada a
permanéncia dos bons resultados, mas isto apenas para aquelas em que estd sendo
empregado o uso de pontos internos. As curvas numéricas com 16 pontos internos
mostram ligeira melhora na concordancia em relagdo as outras curvas onde foram
usados apenas nove pontos internos. Enfatiza-se a permanéncia da boa concordancia e
fidelidade dos resultados destas curvas numéricas em relacdo ao referencial analitico.
Cabe também destacar que as demais curvas numéricas, porém, sem pontos internos sao

concordantes entre si, mas mostram certa dispersdo em relacdo ao referencial fechado.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS

Fluxo de calor

[ 4

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
Posigao do elemento

Analiico —-#-—F1SPl ---a---F19Pl —-x--F3SPl —-x- F39PI

Figura 79: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=2.

VIL.1.4.3.2 - APLICACAO DA FDRH.

Iniciando a interpretacdo dos dados coletados para a malha de 16 elementos, observou-
se que mesmo elevando a velocidade do fluxo de 1 para 2, nota-se um bom desempenho
tanto para malhas com 9 pontos internos como para 16 pontos internos. Destaca-se o
comportamento concordante entre essas curvas numeéricas e o referencial analitico, pois
foi identificado um harmonioso delinear entre as curvas citadas acima. Cabe dizer que
o resultado para as demais curvas numéricas (sem adoc¢ao de pontos internos) foi

satisfatorio, mas ndo apresentou o mesmo nivel de interagao.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 80: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=2.

Tomando como base a malha com 40 elementos, salta aos olhos a curva numérica
referente ao fluxo de calor para 16 pontos internos, independente da funcdo de
interpolagdo, aonde a variagdo entre numérico e analitico chega a ser quase

imperceptivel em alguns segmentos.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH

Fluxo de calor

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Posig¢do do elemento

Analitico — —#@— —F3SPI ---A---F39PI| —-X—- F36PI

Figura 81: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=2.
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Refinando a malha para 80 elementos foi detecta uma significativa melhora nos
resultados em relagdo a concordancia entre as curvas numéricas ¢ a analitica, com
destaque positivo para as curvas, independente da funcao de interpolagdo, com emprego
de 16 pontos internos, onde houve um delinear mais suave destas curvas com o
referencial analitico. Isto mostra a acdo da malha mais refinada aumentando a
fidelidade dos resultados numéricos quando comparados com aqueles onde foi obtido

resultado fechado.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Analitico — - —F35P ---A---F39PI —-X—- F3BPI

Figura 82: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=2.

Empregando o refinamento da malha do contorno em 160 elementos, ocorreu uma
inversdo nos resultados, onde os avangos conseguidos nas malhas de 40 e 80 cairam por
terra, os dados coletados foram ruins. A curva numérica com funcdo de interpolagdo
F3, sem a adi¢do de pontos internos, mostra alguns pontos de convergéncia, mas isto a

partir dos ultimos 20 elementos.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 83: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=2.

No grafico abaixo, o que se observa ¢ a melhora nos resultados obtidos com a FDRH,

sendo melhor que a FDRS com a fun¢do de interpolacdo F1 também que a F3, esta

melhora foi mais pronunciada com o refinamento da malha para 160 elementos,

conforme esperado.

Comparacgao do erro percentual acumulado entre
formulagoées e fungao de interpolagao
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Figura 84: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido é v=2.
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Entretanto, com a adocao de pontos internos, a FDRS mostra uma maior convergéncia
de todos os seus resultados, isto se empregando a funcao de interpolacao F3. Quanto a
FDRS com F1, mostrou um comportamento divergente em um primeiro momento, mas
com o refinamento da malha para 160 elementos o erro percentual caiu a niveis
satisfatorios. Contudo, os resultados extraidos a partir da FDRH sao inicialmente

razoaveis e com o refinamento da malha tornam-se piores.

Comparacao do erro percentual acumulado entre
formulagoes e funcao de interpolacao (9 pontos internos)

Erro (%)

*
*
L 2
L

16 40 80 160

Numero de elementos

——&—— Singular F3 9P| ——&8—— Singular F19PI — - A& - — Hipersingular F3 9P|

Figura 85: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido é v=2.

Com 16 pontos internos vé-se o dominio da FDRS com F3 em todas as malhas,
atingindo niveis de erro percentual cada vez mais baixo. A FDRH acompanhou estes
bons resultados citados para a FDRS com F3 até o refinamento da malha em 80
elementos. Ao refinar-se a malha para 160 elementos o que se vé ¢ um piora subita da
FDRH e uma melhora nos resultados da FDRS com F1, que ja vinha gradativamente se

recuperando.
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Comparacao do erro percentual acumulado entre formulagoées e
fungao de interpolagao (16 pontos internos)
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Figura 86: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e

FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=2.

A seguir a tabela 8, exibe a constancia dos resultados alcangados para a FDRS com a

funcdo de interpolacdo F3 e recuperacdo da FDRS com F1.

alternancia dos valores alcangados do erro percentual para a FDRH.

Também mostra a

Resultados para o fluxo de calor para a aresta representativa
Numero , FDRS FDRH
elementos Numero PI 3 5 5
ituti Erro % /= 7 % pi =7 / % P/ — /
contorno constitutivos o 7o W 4 Erro % W o Erro % ¥ 5
16 0 14,81 14,98 15,86
9 8,64 1,09 5,28
elementos
16 8,68 0,70 1,82
40 0 18,85 12,64 13,44
9 6,30 1,17 6,09
elementos
16 5,58 0,78 1,90
%0 0 18,14 12,04 12,56
9 4,63 1,03 5,77
elementos
16 3,84 0,68 1,65
0 17,31 11,82 6,53
160
9 3,50 1,00 6,27
elementos
16 2,69 0,65 14,04

Tabela 8 - Erros percentuais médios: Fluxo de calor
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VIL1.4.4 — EXEMPLO 2 - AVALIACAO DO FLUXO PARA VELOCIDADE “v=3".

VIL.1.4.4.1 - APLICACAO DA FDRS

Partindo da malha com 16 elementos e com o incremento de velocidade do fluxo para 3,
verifica-se que a concordancia das curvas numéricas sem a adicdo de pontos internos
foram ruins. Contudo, a partir da introdu¢do de 9 pontos internos constitutivos, a
fidelidade das curvas numéricas para com o referencial analitico foi mantida. O
destaque positivo foi para a funcdo de interpolacao F3, onde a concordancia para esta

funcdo de interpolagao foi boa.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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Analitico — -#@— —F1SPI ---A---F19PI —-X% --F3SPI —-X—- F39PI

Figura 87: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=3.
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Continuando o processo de refinamento da malha, passando agora para 40 elementos
constantes, mesmo com o incremento da velocidade do fluxo para 3, as caracteristicas e
comportamento das curvas numéricas permanecem os mesmos. Isto quer dizer, apenas
as curvas numéricas com a adocao de pontos apresentaram boa concordancia, ou seja,
tanto para fun¢ao de interpolagdo radial simples quanto para aquelas elevadas ao cubo.

As demais curvas mostraram certa dispersao em relagdo a solugao fechada.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS

1000 -
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Fluxo de calor
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Posicdo do elemento

Analitico — —#— —F1SPI ---A---F19PI — =X --F38PI —-X—- F39PI

Figura 88: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=3.

Elevando o numero de elementos de 40 para 80 observa-se que apenas as curvas

numéricas que representam os fluxos com pontos internos permaneceram concordantes

com a curva analitica.
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Fluxo de calor

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS

1000
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Analitico

Figura 89: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3.

Passando de 80 elementos para 160, a mesma situacdo foi observada, sem nenhum

ganho significativo em relagdo ao tangenciamento da solugdo fechada pelos resultados

computacionais. As curvas numéricas com a ado¢ao de pontos internos permaneceram

com elevada fidelidade em relagdo a referencial analitico e as demais soa concordantes

entre si, porém com dispersao em relagdo ao referencial.

Fluxo de calor

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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4142 43 44 45 46 47 48 49 50 5152 53 54 55 56 57 58 59 60 6162 63 64 65 66 67 68 69 70 717273 74 7576 77 78 79 80

Posigao do elemento

Analtico — - —F1SP —-%-—F3SPl —-%—- F3 9P

Figura 90: Comportamento do fluxo de calor em relacdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3.
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VIL.1.4.4.2 — APLICACAO DA FDRH

Partindo da malha de 16 elementos, no que tange a velocidade do fluxo igual a 3,
observa-se um certo distanciamento das curvas numéricas em relacdo a analitica, com
desta para a curva referente ao fluxo sem a adogao de pontos internos que demonstra

uma maior aproximacao em relacao ao referencial, mas ainda longe do esperado.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 91: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3.

Passando para 40 elementos, as curvas numericas permaneceram juntas, mostrando boa
concordancia entre si, porém bem deslocadas em relagdo ao referencial analitico. A
adicao de pontos internos melhora a proximidade das curvas numéricas com a analitica

gradualmente, mas de maneira pouco significante.
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1000 A
E 820 =
_; 50
o
3 490
L
220
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fosicao do elemento

— B -FAS7 e A FA0 P — 4— FA1R 3

A0 A0

Figura 92: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3.

Dobrando o refinamento para 80 elementos houve certo distanciamento das curvas

numéricas em relagdo ao referencial analitico, mas a exemplo dos resultados coletados

para a malha de 40, viu-se uma boa concordéancia entre resultados numéricos.

Fluxo de calor

0 . . . . . . . . . .

Comparativo entre resultado andlitico ¢ humérico FDRH

21 22 23 24 25 26 27T 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 33 40
Posicao do elemento

5NN —_— - —=F35P ey ¥ U Fa9 Pl — 34— FR 1R PI

Figura 93: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade de escoamento

do fluido é v=3.
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Finalizando, segmentando o contorno em 160 elementos constantes, observa-se uma
melhora nos resultados. Isto foi mais visivel onde a fun¢do de interpolagao empregada
foi a F3 SEM a inser¢ao de pontos internos. Todavia, houve uma maior concordancia
entre curvas numéricas, isto refletiu também em aproximagado do referencial analitico.
Assim deduzimos que o refinamento da malha trouxe uma razoavel acuidade para a

formulacao empregada.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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800
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Figura 94: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRH com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=3.

Com o acréscimo da velocidade os valores de erro percentual sdo mais elevados. No
grafico abaixo o que se constata ¢ o bom comportamento das FDRH e a FDRS com F1.

Com o refinamento da malha, a FDRH mostra-se mais eficiente.
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Comparacao do erro percentual acumulado entre
formulagdes e fungdo de interpolagio
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Figura 95: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=3.

Adicionando-se pontos internos, a FDRS mostra uma maior convergéncia de todos os
seus resultados, isto se empregando a funcdo de interpolacao F3. Quanto a FDRS com
F1, mostrou um comportamento divergente em um primeiro momento, mas com o
refinamento da malha para 160 elementos o erro percentual caiu a niveis satisfatorios.
Contudo, os resultados extraidos a partir da FDRH sao inicialmente razoaveis e com o
refinamento da malha tornam-se piores. Este mesmo comportamento foi constatado
para a velocidade anterior (v=2).

Compara¢io do erro percentual acumulado entre
formulac¢des e funcio de interpolagao (9 pontos internos)
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Figura 96: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido é v=3.



Capitulo VII 185

Com 16 pontos internos vé-se o dominio da FDRS com F3 em todas as malhas,
atingindo niveis de erro percentual cada vez mais baixo. A FDRH nao acompanhou os
bons resultados citados para a FDRS com F3, em um primeiro instante para a malha de
16 elementos teve convergéncia um pouco melhor que a FDRS com F1, mas depois
divergiu, mostrando um péssimo rendimento com o refinamento da malha. Constata-se
também a melhora nos resultados da FDRS com F1, que gradativamente se recupera

com o refinamento da malha.

Comparac¢ao do erro percentual acumulado entre
formulagodes e funcao de interpolacao (16 pontos internos)
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Figura 97: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=3.

Na tabela 9, fica visivel a superioridade da FDRS com a fun¢do de interpolagdao F3
sobre a F1 e também sobre a FDRH. Contudo, cabe destacar que sem pontos internos a
FDRH alcangou melhores resultados que FDRS, independente da funcdo de
interpolagdo, mas isto nao quer dizer que o erro percentual esta a niveis satisfatorios.

Uma vez que o dado mais convergente com a curva analitica exibe um valor maior que
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27%. Quando sdo adicionados pontos internos, ha um dominio da FDRS com F3,

alcangando um baixo erro percentual com 160 elementos (2,87%), sendo mais

convergente com a solugdo analitica.

Resultados para o fluxo de calor para a aresta representativa
Numero , FDRS FDRH
elementos Numero PI 3 5 5
ituti Erro % i —r % Wi 7 / % P = /
contorno constitutivos 110 % P /9 Erro % ¥ 25 Erro % ¥ o
16 0 51,50 42,55 43,93
9 31,14 497 29,82
elementos
16 31,27 2,30 21,98
40 0 67,19 39,37 44,05
9 25,23 4,95 34,33
elementos
16 22,98 3,79 27,93
20 0 64,28 37,15 39,75
9 18,10 4,47 32,17
elementos
16 15,71 3,49 25,72
160 0 60,44 36,21 27,52
9 12,82 3,88 43,77
elementos
16 10,40 2,87 47,18

Tabela 9 - Erros percentuais médios: Fluxo de calor

VIL.1.4.5 - EXEMPLO 2 — AVALIACAO DO FLUXO PARA VELOCIDADE “v=5".

VII.1.4.5.1 — APLICACAO DA FDRS

Imprimindo a velocidade maxima do fluxo, para este estudo que ¢ 5 na malha mais

pobre cuja a quantidade de elementos ¢ de 16, verifica-se que apenas a curva numérica

correspondente a fun¢do de interpolagdo F3, com pontos internos, manteve-se com

baixo desvio em relagdo a curva analitica.
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Comparativo entre resultado andlitico e numérico FDRS

72000

52000

32000

12000

Fluxo de calor

-10C00

Analitica —® —F13P e A F10PI — s FASPI — % — FEOPI

Figura 98: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido ¢ v=5.

Enriquecendo a malha para 40 elementos constantes, observa-se uma maior fidelidade
entre curvas numérica e analitica, mas isto para a curva correspondente ao fluxo
utilizando 9 pontos internos e fun¢do de interpolacao F3. Em contrapartida, a funcao F1
com adocdo de 9 pontos internos também trds boa concordancia com o referencial

analitico, porém sem a boa aproximagao exibida pela funcao de ordem a terceira.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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Figura 99: Comportamento do fluxo de calor em relacéo aos elementos da aresta representativa,
para a FDRS com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade de escoamento
do fluido é v=5.
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Duplicando a malha para 80 elementos, vé-se que as curvas numéricas apresentam boa
concordancia entre si, mas com o acréscimo da velocidade (V=5), estas curvas
distanciaram-se consideravelmente do referencial analitico, mesmo com o refinamento
da adicional da malha. Esta caracteristica foi independente da funcdo de interpolagdo e

adogao de pontos internos.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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Figura 100: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta
representativa, para a FDRS com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade
de escoamento do fluido é v=5.

Fechando este topico, segmenta-se o contorno em 160 elementos, refinamento maximo
empregado nesta dissertacdo e os dados obtidos foram razoaveis, onde as curvas
numéricas com adog¢do de pontos internos permaneceram com fidelidade a curva
analitica. J& as demais sdo concordantes entre si, porém dispersam-se em relagdo ao
referencial. Cabe destacar que a curva numérica com fun¢ao de interpolacao F3 e

adicao de 9 pontos internos manteve a boa concordancia a qual foi uma caracteristica
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desta neste estudo. Nao obstante a isso, destaca-se também o comportamento ruim das
curvas numéricas, em que ndo foram empregados pontos internos constitutivos. Tal
comportamento ¢ visualizado independente da funcdo de interpolagdo empregada,

levando a uma dispersao acentuada dos resultados.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRS
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Figura 101: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos eclementos da aresta
representativa, para a FDRS com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade
de escoamento do fluido é v=5.

VII.1.4.5.2 — APLICACAO DA FDRH

Finalizando as andlises pertinentes ao comportamento do fluxo de calor em relagdo a
formulagdo empregada, tipo de funcdo de interpolacdo, refinamento da malha e
influéncia da velocidade, chegamos a FDRH com a méxima velocidade do fluxo neste

estudo (V=5) na malha mais pobre (16 elementos). Constata-se a pouca aproximagao as
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curvas numéricas e o referencial fechado. Entretanto, pode ser frisada, mais uma vez, a
disposi¢do destas curvas numéricas, pois se apresentam proximas umas das outras e
concordantes entre si. Cabe salientar que a fungdo de interpolagdo F3, com pontos
internos igual a 16, mostrou certa tendéncia a aproximar-se da curva analitica, exibindo

um desempenho um pouco melhor que as demais propostas para esta situagao de estudo.

Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH

90000
& 70000 -
©
© 50000
(]
o
o 30000
3
o= 10000

-10000

6 7 8 9
Posicdao do elemento
Analitico — -m— —F3SPI ---A---F39P —-% - -F3%BPI

Figura 102: Comportamento do fluxo de calor em relagio aos eclementos da aresta
representativa, para a FDRH com contorno discretizado em 16 elementos, quando a velocidade
de escoamento do fluido € v=5.

Elevando de 16 para 40 elementos o refinamento do contorno e mantendo a velocidade
em seu maximo (V=5), as curvas numéricas permaneceram juntas, mostrando boa
concordancia entre si, porém com um distanciamento cada vez maior do referencial
analitico. Mais uma vez, a adi¢do de pontos internos melhora a proximidade das curvas

numéricas com a analitica, gradualmente, mas de maneira pouco significante.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH

90000

70000

50000 ]
- | S /
30000 e

10000 +

Fluxo de calor
I
=
i
4
A
iy
k
\
i
i
N
\‘\

-10000

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Posigdo do elemento

Analitico — -2~ —F3 SPI ---A---F39PI —-%--F316PI

Figura 103: Comportamento do fluxo de calor em relagio aos eclementos da aresta
representativa, para a FDRH com contorno discretizado em 40 elementos, quando a velocidade
de escoamento do fluido é v=5.

Discretizando o contorno em 80 elementos, para as mesmas condi¢des estabelecidas na
malha anterior, os resultados mostram a curva numérica de F3 SEM adoc¢do de pontos
internos e a curva de mesma fun¢do, mas com 16 pontos internos, proximas uma da
outra. Isto exibe certa concordancia entre os resultados, mas muito longe do referencial,
divergindo do comportamento que se esperava. Outro fato a ser comentado ¢ o
resultado obtido com a curva numérica que descreve o fluxo de calor para uma situacao
de 9 pontos internos, que exibe certa concordancia em alguns elementos, mas dispersa
acentuadamente em outros. Isto foi mais evidente nos elementos proximos aos cantos

da superficie de controle, por efeito caracteristico dos elementos constantes no MEC.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 104: Comportamento do fluxo de calor em relagio aos eclementos da aresta
representativa, para a FDRH com contorno discretizado em 80 elementos, quando a velocidade
de escoamento do fluido é v=5.

Encerrando a discussdo proposta para este topico, segmenta-se o contorno em 160
elementos e fazendo a velocidade do fluxo igual a 5, os resultados obtidos foram
similares aos extraidos para a velocidade igual a 2. Mesmo com o refinamento maximo
da malha, os dados coletados foram ruins. O que se vé é a piora dos resultados
extraidos a partir da curva numérica referente a funcao de interpolagdo F3 com adigdo
de 16 pontos internos e a melhora dos resultados relacionados a mesma funcao de
interpolacdo mas SEM pontos internos constitutivos. F3 SEM pontos internos foi mais
concordante com o referencial analitico, porém, por apenas um segmento de aresta
(aproximadamente os 20 elementos iniciais). O comportamento das curvas numéricas ¢é
visivelmente disperso, independente da quantidade de pontos internos empregados,

levando a uma dispersdo acentuada dos resultados.
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Comparativo entre resultado analitico e numérico FDRH
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Figura 105: Comportamento do fluxo de calor em relagdo aos elementos da aresta
representativa, para a FDRH com contorno discretizado em 160 elementos, quando a velocidade
de escoamento do fluido é v=5.

Chegando ao experimento final, elevando a velocidade para 5, sem a adog¢ao de pontos
internos constitutivos, o que se obtém ¢ um erro percentual absurdamente elevado
(acima dos 100% para FDRS com F1, F3 e FDRH). A FDRH ainda exibe um
comportamento um pouco melhor para 16 elementos e também quando hi o
refinamento da malha para 160 elementos. No intervalo entre 40 e 80 elementos a
FDRS com F3 mostra-se ligeiramente melhor que a FDRH. Em contrapartida, a FDRS

com F1 exibe erro percentual bastante elevado para todas as malhas.
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Comparac¢ao do erro percentual acumulado entre
formulag¢odes e funcao de interpolacao

500
B —
400 —=
$ 300
e 200 i S
w190 =
O T T T
16 40 80 160
Numero de elementos
—— Singular F3 SFI —@— Singular F1 SPl — #— - Hipersingular F3 SPI

Figura 106: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS ¢
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=5.

No grafico a seguir ao se inserir pontos internos, constata-se um decréscimo acentuado
do erro percentual para a FDRS com F3, a patamares mais aceitaveis. O erro continua
alto (préximo da casa dos 50%), para a citada formulag¢do e sua respectiva funcido de
interpolacdo. A FDRS com F1 teve o pior desempenho com a malha de 16 elementos e
foi alcancando resultados mais significativos com o refinamento da malha. A FDRH
ndo repete os bons resultados obtidos sem pontos internos, esbogando um inicio que
parecia promissor com a malha de 16 elementos e que ndo se concretizou nas demais
malhas. A partir da malha de 40 elementos, a FDRH apresenta péssimos resultados,
divergindo cada vez mais da solug¢@o analitica (erro percentual de aproximadamente

250%).

O mesmo cenario se repete para as malhas acrescidas de 16 pontos internos

constitutivos, conforme exibido no grafico da figura 108.
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Comparac¢ao do erro percentual acumulado entre
formulagodes e funcao de interpolacao (9 pontos internos)

300
250 A —— -
3200 e ' _'“*h\.\
5150 —
£ 100 r— -
450 — * .
O T T T

16 40 &0 160

Numero de elementos

—e— Singular F3 9P —8— Singular F1 9P — 44— Hipersingular F3 9P

Figura 107: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=5.

Comparacao do erro percentual acumulado entre
formulagodes e fun¢ao de interpolagao (16 pontos internos)

400
350 —
300 ——
* 250 N Y — —
o 200 e = & = —AT
S 150 A \I\
w9 o z —=
50 G — 2 —
0 T T T
16 40 30 160
Numero de elementos
—— Singular F3 16PI —&— SingularF1 16PlI — &— - HipersingularF3 16PI

Figura 108: Erro percentual obtido para a aresta representativa, com o emprego da FDRS e
FDRH, quando a velocidade de escoamento do fluido ¢ v=5.
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O que se vé€ na tabela 10, ¢ o dominio da FDRS com a func¢do de interpolagao F3 sobre a
F1, sendo a F3 sempre mais convergente com a solu¢do analitica (mas a valores acima
de 50% de erro percentual). O melhor resultado foi alcancado com o refinamento da
malha para 160 elementos, conforme esperado. A FDRS com F3 apresentou 48,87% de
erro percentual, praticamente 20% melhor que a FDRS com F1. Imaginava-se um melhor
desempenho para a FDRH, mas que na pratica ndo se cumpriu. Os dados referentes a
FDRH mostram que esta formulag¢ao experimentou uma queda de desempenho ao serem
inseridos pontos internos. Nao se esperava um resultado tdo ruim desta formulagdo para
a condi¢ao tida com a melhor, dentro do que foi proposto nesta dissertacdo, ou seja,
contorno discretizado em 160 elementos constantes e adogdo de 16 pontos internos.
Para esta velocidade igual 5, o erro percentual esteve acima da casa dos 350%,
mostrando uma péssima performance da formulacao. Todavia, mesmo sem a adigdo de

pontos internos, os resultados foram melhores, porém pouco satisfatorios para a FDRH.

Resultados para o fluxo de calor para a aresta representativa
Numero i FDRS FDRH
elementos Numero P1I 3 5 5
ituti Erro % p/ - r % @i 1 / % pi = /
contorno constitutivos 110 % /9 Erro % ¥ o Erro % ¥ o
16 0 252,49 201,29 191,73
9 204,93 58,46 173,86
elementos
16 215,20 53,73 166,33
40 0 438,71 227,60 266,46
9 216,19 80,70 251,97
elementos
16 207,69 79,68 236,21
<0 0 423,84 198,73 225,90
9 158,82 71,41 228,47
elementos
16 150,16 68,65 211,38
160 0 383,89 185,71 134,44
9 102,80 52,13 263,58
elementos
16 94,12 48,87 359,90

Tabela 10 - Erros percentuais médios: Fluxo de calor
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CAPITULO VIII

CONCLUSOES

VIIL 1 - SOBRE A FORMULACAO COM DUPLA RECIPROCIDADE SINGULAR

A aplicagdo desta formula¢do aos dois problemas-teste descritos no Capitulo VII
forneceu resultados bastante satisfatorios quando comparados com as respectivas

solucdes analiticas, mas deve-se ressaltar que o melhor comportamento da formulagao

foi a baixas velocidades. Para o problema 1 (equacdo VIL.2 para T =e" +e") os
desvios médios ficaram na ordem de 0,3% para a velocidade igual a 2, malha de 160
elementos, adocdo de 9 pontos internos constitutivos e fungdo de interpolacdo F1. Ja
para a velocidade igual a 5, os erros médios ficaram na casa de 1,92%, sendo usada a
malha de 160 elementos, 9 pontos internos e funcao de interpolacao F1. Enfatiza-se que
ndo foram excluidos os erros nos vértices, que sao inerentes ao Método dos Elementos

de Contorno quando sdo usados elementos constantes.

Para o exemplo 2, (equagdo VIL4 paraT =e"**") os desvios médios ficaram na ordem
de 0,43% para a velocidade igual a 1, malha de 160 elementos, ado¢do de 16 pontos
internos constitutivos e fungdo de interpolagdo F1. Ja para a velocidade igual a 5, os
erros médios ficaram na casa de 48,87%, sendo usada a malha de 160 elementos, 16
pontos internos e fun¢do de interpolacdo F3. Enfatiza-se, novamente, que ndo foram
excluidos os erros nos vértices, que sdo inerentes ao Método dos Elementos de

Contorno quando sdo usados elementos constantes.
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Os desvios percentuais atingem patamares muito elevados para o fluxo de calor em
velocidades mais altas, sendo que as experéncias anteriores mostraram menor precisao

do método com esse aumento da velocidade do fluxo de calor.

Pode-se concluir desta forma, que a Formulacdo com Dupla Reciprocidade Singular ¢
bastante satisfatoria para simulacao de problemas difusivos-advectivos para valores

baixos de velocidade, ou de modo mais geral, para naimero de Peclet baixos.

VII. 2 - SOBRE A FORMULACAO COM DUPLA RECIPROCIDADE

HIPERSINGULAR

Para a FDRH foi constatado um rendimento satisfatério no que tange ao comparativo
entre a solugdo aproximada e a solu¢do numérica. Algo que chama a atengdo ¢ a piora
dos resultados quando s3o inseridos pontos internos constitutivos, que teoricamente
deveriam melhorar a interpolagdo introduzida pela formulagio com Dupla

Reciprocidade. =~ Como exemplo, toma-se o problema 1 (equagdo VIIL.2 para

T =e" +e") os desvios médios ficaram na ordem de 1,54% para a velocidade igual a
1, malha de 40 elementos, sem a adocdo de pontos internos constitutivos e funcao de
interpolacdo F3. Ja para a velocidade igual a 5, os erros médios ficaram na casa de
17,74%, sendo usada a malha de 80 elementos, sem a adicdo de pontos internos e
funcdo de interpolagdo F3. Enfatiza-se que ndo foram excluidos os erros nos vértices,
que sdo inerentes a0 Método dos Elementos de Contorno quando sdo usados elementos

constantes.
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Outro fato curioso ¢ a dispersdo dos resultados com o refinamento maximo da malha,
onde, como visto acima, os melhores resultados foram tomados com relagdo a malhas

intermediarias (40 e 80 elementos respectivamente).

Para o exemplo 2, (equagio VII 4 paraT =e"**") os desvios médios ficaram na ordem
de 2,58% para a velocidade igual a 1, malha de 16 elementos, adocdo de 9 pontos
internos constitutivos e funcao de interpolagdo F3. J4 para a velocidade igual a 5, os
erros médios ficaram na casa de 166,33%, sendo usada a malha de 16 elementos, 16
pontos internos e fun¢do de interpolagao F3. Enfatiza-se, novamente, que nao foram
excluidos os erros nos vértices, que sdo inerentes ao Método dos Elementos de

Contorno quando sdo usados elementos constantes.

Aqui, novamente, visualiza-se a dispersao dos resultados com o refinamento maximo da
malha, onde, como visto acima, os melhores resultados foram tomados com relagao a
malhas bastante pobres, com apenas 16 elementos. Outro ponto em apreco € o baixo
desempenho obtido com malhas refinadas ao maximo (no caso deste trabalho foram 160
elementos) e ado¢do de pontos internos. Mas faz-se a ressalva de que o melhor
resultado obtido para v=5 foi extraido de uma malha pobre com 16 pontos internos,

causando certo desconforto durante as analises.

A Formulagdo com Dupla Reciprocidade Singular também exibiu uma perda de
eficiéncia quando a velocidade foi elevada, mas ndo tdo pronunciado quanto o que se

pode observar para a FDRH.
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Assim como Peixoto [2], ndo se pode confirmar, no caso na FDRH, a priori, a afirmagao
recorrente na literatura de que a formulagao Hipersingular se comporta melhor quando
gradientes elevados da variavel primal estdo envolvidos. Novos estudos merecem ser

realizados nesse sentido.

Cabe ressaltar, no entanto, que a FDRH o programa implementado em linguagem
Fortran nao contava com Dupla Precisdo, podendo assim ter influenciado na obtengao

de melhores resultados.

VIIL 3 - UMA BREVE COMPARACAO ENTRE A FDRS E A FDRH

Nos problemas abordados, a FDRH ndo teve o mesmo nivel de precisdo que o

alcangado pela FDRS, quando comparadas.

Quando gradientes maiores do potencial foram inseridos em conjunto com a adogdo de
pontos internos, a perda de desempenho da FDRH foi certamente mais elevada, o que

nos leva a resultados mais favoraveis obtidos com a FDRS.

Ambos os exemplos possuem a particularidade da ocorréncia de grandes erros nos
vértices. A magnitude destes erros diminui, em alguns casos com o aumento da ordem
da fung¢ao radial interpolante (de F1 para F3), ja para outros o ocorre o inverso. A
insercdo de pontos internos, também pode influenciar positiva ou negativamente,

permitindo ou ndao que valores aceitdveis para o quesito erro nos vértices seja
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melhorado. Para malhas bem dimensionadas, parece ser justamente o tipo de fungao
interpolante o fator predominante para variagdo nesta magnitude, mas com esse
incremento nas malhas, o tipo de formulagdo passa a ser o fator preponderante, onde os

desvios para a FDRH s3o maiores.

VIIL.4 - DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Assim como Peixoto

, as simulagdes numéricas realizadas foram suficientes para
validar a Formulacdo com Dupla Reciprocidade Hipersingular do Método dos
Elementos de Contorno aqui exposta. Entretanto, ndo permitiram que sugestoes fossem
comprovadas. Cita-se como exemplo a boa eficacia da formulagdo quando o potencial
possui gradientes de ordem elevada. Para que esta hipdtese seja realmente examinada,

uma gama maior de problemas (outras equagdes de governo) deve ser abordada pela

formulacgao.

Este trabalho, de certa forma, ¢ uma continuacao de Peixoto (21 que também testou as
mesmas duas func¢des interpolantes para a FDRH (radial simples e cubica), onde os
resultados obtidos para sélidos (barras homogéneas, etc.) foram melhores do que os
resultados obtidos para fluxo de calor, a velocidades constantes examinados neste
trabalho académico. Aqui se aplicou diretamente a fungdo interpolante radial ctbica e

ndo foram extraidos resultados to significativos quantos os de Peixoto .

O tema da hipersingularidade, de maneira geral, excluindo os casos especificos de
analises de trincas na mecanica da fratura, tem sido pouco explorado e, pelos resultados

que vem sendo apresentados, merece ser abordado com maior profundidade.
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APENDICE

APENDICE A - PROBLEMA CORRELATO E SOLUCAO FUNDAMENTAL

No desenvolvimento das equagdes do Método dos Elementos de Contorno, a escolha da
funcdo de ponderagao a ser aplicada na formulagdo integral inversa do problema de
Laplace deve ser tal que elimine a integral de dominio remanescente. Desta forma, ¢
conveniente definir #*(X) como sendo a solugdo de um problema de dominio infinito,
regido pela equacdo de Poisson, onde a carga externa atua pontualmente em &, conforme

descrito na Equacgao (A.1) e ilustrado na Figura A.1.

Viu*(X) = -A®E X)
(A.1)

—AEX)

Figura A.1 - Problema correlato para equagao de Laplace

O termo [A(E;X)] ¢ a fungdo Delta de Dirac, cuja propriedade principal ¢ apresentada na

Equagao (A.2), valida para pontos & internos ao dominio de integragao.
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[rooaExda= 1@
Q

(A.2)
Considerando dominios bidimensionais, a solu¢gdo do problema (A.l), denominado

problema correlato, ¢ apresentada na Equagdo (A.3) e recebe o nome de solugdo

fundamental.

w*GX) = n()
(A3)

Nesta relagdo, r representa a distdncia euclidiana entre o ponto fonte e os demais

pontos do dominio, conforme destacado na Equagdo (A.4) e na Figura A.2.

r={[xX)-x @) +[xX) -x, @)}
(A4)
x,(X)

x(X)

x,(8)

x,(§)
g

Figura A.2 - Distancia entre o ponto fonte do problema correlato e um ponto qualquer

do dominio
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As Equagoes (A.5) a (A.8) destacam algumas derivadas direcionais importantes de r,

enquanto que as Equacdes (A.9) a (A.11) apresentam derivadas da solu¢ao fundamental.

o _ 1 ) _5(X)-x,(@)
o X) 2 {2[x,(X) = x,(®)]} r
(A.5)
or _ 1, _ _ %) -x%(X)
@) 2r{ 2[x,(X)—x, )]} r
(A.6)
a@r _ or 8xl.(X):{xi(X)—xi(?‘;)}ni(X)
n(X) ox;(X) on(X) r
(A.7)
o __or @ {n(&)—n(&}m ®
on€)  0ox;(8) on(g)
(A.8)
q*(g;x)zaua*(é';;X):Gu*(F,;X) X)) _ 1 ( or Jn,-(X)=
n(X) ox;(X) on(X) 27\ Ox,(X)
1
=- 27272 [xi (X) —X; (%)]nz (X) (A9)
_ ou*(EX)  ou*(E;X) ox,(€) 1 ( or
*(E:X) = - i —_ : —
TENTTRG T me e 2ﬂr(6x,-<é)j” ©
1
= 5T @ X (X1 ©) (A.10)
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) QGNP EX) 2t EX) 5@ _
nE  on(X)on@)  on@) o)
: {x,-(a)ni(X)_xi(X)ni(X)}axi(é):
ox; (&) 27 272 on(g)
- ‘1( }[ ©—x, (0, 0+ () ny (&) =
o5,(®)
(A.11)

= —4 [, (&) — %, X)][x, (&) = x,; (X)), (B)n ; (X) + M _
& 2mr

= ;4 {2[36,- (&) —x, (X)][x, (X) = x; @), (E)n; (X) + 771, (XD, (é)}
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APENDICE B - INTEGRAIS AO LONGO DO CONTORNO AMPLIADO PARA

FORMULACAO HIPERSINGULAR
B.1 Termo Oriundo do Laplaciano do Potencial

O desenvolvimento a seguir visa transformar as equacdes (I11.36 e I11.37), agrupadas e repetidas

aqui no termo (B.1), numa expressao passivel de ser tratada numericamente.

hm[ J.[n X)n (&)][su((i))} .(X)d0]

(B.1)

Considerando apenas o nucleo da integral acima, tem-se a relagdo (B.2) apresentada a seguir,

para um dominio bidimensional.

mxm&n{ j”%} (X)=

[m(X)nl(a)+n2<X)n2<a)]{§j(é)) n(X) + a”(é)) 2<x>}=
1 2

ou(8)
ox, (8)

[ du(®)
axl ©)

uE .. ou®
{ a0 ® " e

m (&)}[nl (X)m (X)] J{ ny (i)}[ﬂz (X)n, (X)]+

(B.2)
1(&):|[”1 X)ny(X)]=

ou(8)

ou(e) ou(e)
o0, (&) (&)

x; (8) 0x,(8)

{ Bu(8)

o () n, (é)}(BQa) + [

"y (é)}(lﬂb) J{ n (é)}(BQC)



Apéndice 211

Apenas os termos (B.2a), (B.2b) e (B.2¢) permanecem como argumentos da integral em (B.1).
Desta forma, tem-se trés integrais que podem ser resolvidas analiticamente como a seguir, apos

a substitui¢do das Equagdes (B.3) e (B.4), obtidas da simples analise da Figura B.1.

n(X)

Figura B.1 - Setor circular de integracao

n,(X) = cos(0)

(B.3)
n,(X) = sen(0)
(B.4)
0, 0, 0 1 0,
j [, (X)n, (X)]d6 = j [cos(0)]>d0 = [5 + Zsen(2t9)}
’ 9‘ ’ (B.5)

6

0,
j [, (X)1, (X)]dO = j [sen(9)]>dO = [g —%sen(20)}
4

é

0,

6

(B.6)
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0, 0, 0,
j [, (X)n,(X)]d6 = j [cos(0)sen(9)]dO = B sen’ (9)}
"‘ ’ ! (B.7)

Com o desenvolvimento apresentado em (B.2) e considerando as relagdes (B.5) a (B.7), o termo

(B.1) assume a forma destacada em (B.8).

llml J.[n (X)n (g)][su(é))J (X)dé’]:

0,

+q2<a>n2<a>[§—%sen<za)} "

0,

0,

{Ch ©)n (‘:)[ +— sen(20)}

60

0,
+[q1<a>nz<§>+q2<a>nl(§)]Bsen2w>} }=
91

[q,(&)m, (&) + g, (E)n, (é)][ 0, -6 )} (B.8)

+q, (g)[ ﬁ) [sen(26,) —sen(26,)] +;—(j)[sen2 (8,)—sen*(6, )]} +

+as (&){—”Z—;@[sen@az) — sen(26,)]+ %[senz (0)—sen* (6, )]} -

5(8)q(8) +w; (8)¢, (8)
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B.2 Termo Oriundo da Carga de Dominio

Aqui, a integral a ser trabalhada encontra-se na equacgéo (V.18) e ¢ destacada a seguir, em (B.9).

|1 OP/ (X’;8)
yg(;[; gj [nAX)m(&)][WJnk(X)de]

(B.9)

Comparando (B.9) com a integral (B.1), percebe-se que o desenvolvimento a ser dado aqui se
trata de uma repeticdo do que foi realizado no item B.1 acima, com a simples substitui¢do de

V(X&) por u(&). Por coeréncia, o procedimento é detalhado a seguir.

Desta forma, considerando agora, apenas o nucleo da integral (B.9), tem-se a relagdo (B.10)

apresentada a seguir, para um dominio bidimensional.

v/ (X';8)

[, (X)m; (&)]( ox ()
k

jnk (X)=

WY O3

[nl (X)nl (é) +n, (X)”z (é)]|: Ox (g) Oox ((z,)
1 2

”2(X)} =

6\}1/ (X./ ,é)

[allf-’(xf;@
6x2 ©)

x, (%)
N {a‘lﬂ (X/58), o), OV XD)
ox; (3) o, (8)

m (&)}[nl (X (X)] J{ ny (&)}[ﬂz (X)n, (X)]+

n, (é)}[n1 X)n,(X)]= (B.10)

{ ox, (%) " (é)}(B 10a)+ { ox, (8) n, (é)}(B 100) +

{wnz(ww

B.10
o, ®) e @}( )
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Novamente, apenas os termos (B.10a), (B.10b) e (B.10c) permanecem como argumentos da

integral em (B.9). Assim, as trés integrais geradas, sdo resolvidas exatamente como em (B.5),

(B.6) e (B.7).

A substitui¢do desses resultados em (B.9) leva a Equagao (B.11), pronta para ser tratada

numericamente.

|1 ¥ (X;8) _
ygg[” j [, (X)n, (a)][ > © jnj (X)de]

0, 0,

+n{<xf;a)n2(é)[g—isen@a)} n

1
V4 0

{n{ (X7, (&)Eﬁsen(ze)}

6

6,
+nf (X7 38)m, (8) + 173 (X! ;é)nl(ﬁ)][%senz(e)} } =
o,

1

[/ (X :m, @)+ (X' :E)m, (&)]%(92 -0, )} + ®.10
+7 (Xj;g){w[sen(%?z) —sen(26,)]+ ”2—(§)[sen2 (6,)—sen’ (6, )]} +
4z 27

+ 77-2/ (Xf ; 2‘,){— nZ—f)[sen(Zﬂz )—sen(26,)]+ %[sen2 6,)- sen® (6 )]} =

s@n’ (X738) + w &) (X/58)
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APENDICE C - OBTENCAO DO ERRO PERCENTUAL

EQUACAO PARA CALCULO DO ERRO PERCENTUAL ACUMULADO

O erro percentual acumulado para todas as malhas exploradas nesta dissertagdo de

mestrado seguem a seguinte expressao:

c _ Solu¢do numérica — Solugdo analitica

erro

Solugdo analitica (C.1)
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APENDICE D - OBTEI:ICAO DAS FUNCOES PRIMITIVAS RELATIVAS AS
FUNCOES DE INTERPOLACAO “r” E “r*”.

3
D.1 — Calculo da fun¢io primitiva % a partir da func¢ao de interpolacao “r”.
Fj(Xj ; X) = W,ii mas, temos que:

\P:ii =r

d2¥  1d¥ _
a2 rdr

)=

drd¥ _ .d?¥| _
r{drdr” drz]

r

1d¥,  1d2¥ _
rdr T g2

11d¥ , ,.d2¥| _
r{dﬁ” der

(D.1)

manipulando o termo %, que passara para o lado

= |direito da igualdade multiplicando na forma

de r, temos:
d[.d¥] _ 2
dr _r dr} 4

dv| _ 2
d {ra’r} rdr

jd{r‘;’;’}qzjrzdr
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Dividindo tudo

=
por — teremos :
r
d¥Y r2 c
_ = — 4
dr 3 r
2
jﬂ =] L velnr+d
dr 3
v
9
Encontrando a derivada da prlmltlva:d—
n
av _avdr
dn dr dn

2
Mas,sabendo que:— =

r< ¢
dr 3
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E que :
dr _ dr dx1+ dr dx,
dn dx, dn dx, dn

d¥y r?
W:*[”,ﬁ”az]
d‘*’:rz{mrz}
n 3lr r
d¥ r?1
n=?;[ﬁ+rz]
d‘P_l

dn 3

5
D.2 — Calculo da fun¢io primitiva ;—5 a partir da funcio de interpolacio r’.

Fj(Xj ; X)=Y,i; mas, temos que:

WYi=r

1 _
r[drdr“’d,,ﬂ =7 (D.2)
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1

manipulando o termo = que passara para o lado

1 ﬂ—i—rdqu = 13 =|direito da igualdade multiplicando na forma
r dr dr2
de r, temos:
d{,.d¥| _ 4
dr{rdr} g
a¥| _ 4
d {r dr} r*dr

jd{r‘ﬁf} = jr4dr

r% _ 7 +c:>(Dzvzdmdo tudo J

S por Tlf teremos:
d¥ r | 1
dr {5+c r

d¥ = {_,_c dr
r
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[dY = jP4+g

Y 2555+c1nr+d
o

Y =75

Encontrando a derivada da przmztzva:d—
n

av _avdr
dn dr dn
D.2
4 (D.2)
Mas,sabendo que:— = r..c
’ dr 5 r

E que :
dr _ dr a’xlJr dr dx,
dn dx, dn dx, dn

vy r?
s el
d‘P:r‘[sz}
n S|r r
ay r*1
s ]
d¥



