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Resumo

Neste trabalho, um modelo analitico com base na teoria da elasticidade, proposto
para mensurar as tensoes residuais em materiais ortotropicos, foi descrito e aplicado
para avaliar o coeficiente de Poisson em filmes finos de ouro. Os matérias metalicos
geralmente possuem anisotropia e textura cristalografica, o que gera problemas para
se analisar as tensoes via difracdo de raios X, uma vez que, as curvas de € vs sin?1)
tornam-se nao lineares. Aplicando as simetrias referentes a ortotropia do material no
tensor elasticidade, obtéve-se as relacoes tensao deformacgao para materiais ortotropicos,
as equagoes para as deformacoes foram encontradas em funcao do estado de tensoes
principais triaxial e biaxial para o caso onde as deformacoes sao calculadas via XRD.
Uma nova equacao foi proposta para o coeficiente de Poisson fora do plano para o caso de
filmes finos transversalmente isotropicos. Um estudo de caso foi realizado aplicando-se
as equacoes a dados experimentais obtidos na literatura para um filme fino de ouro com
textura de fibra {111}, assim o valor do coeficiente de Poisson fora do plano pode ser
calculado de duas formas. A primeira foi realizada ajustando os dados experimentais
pelo método dos minimos quadrados. Na segunda o coeficiente de Poisson foi calculado
como um valor médio de uma superficie que foi construida para o coeficiente de Poisson
fora do plano como funcao de sin®7 e .

Palavras-chave: Teoria da elasticidade, tensoes residuais, difracdo de raios X, materiais
ortotropicos.



Abstract

In this work an analytical model based on the theory of elasticity was proposed to
measure the residual stress in orthotropic materials has been described and applied to
evaluate the Poisson’s ratio thin films of gold. The metallic materials generally have
anisotropy in addition the crystallographic texture, which causes problems to analyze
the stress making use X-ray diffraction , since the & vs sin®1) curves become nonlinear.
Applying the symmetries from the material in the orthotropic elastic tension was obtai-
ned stress-strain relations for orthotropic material, the equations for deformations were
found in accordance with the state of triaxial and biaxial principal stresses for the case
where the deformations are calculated via XRD. A new equation was proposed for the
Poisson coeficient out of the plane in the case of thin films transversely isotropic. A spe-
cific case was done by applying the equations to the experimental data in the literature
for a thin film of gold with fiber texture {111}, so the value of the Poisson coeficient out
of the plane could be calculated in two methods. The first was performed by fitting the
experimental data by the least squares method. The second the Poisson coefficient was
calculated as an average value on the surface, which was built for the Poisson coefficient
out of the plane as a function of sin® and «.

Key-words: Theory elasticity, residual stresses, X-ray diffraction, orthotropic materials.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Materiais com fins tecnolégicos exigem que suas propriedades sejam bem conhecidas, ten-
soes residuais geralmente influenciam as propriedades fisicas dos materiais (magnéticas,
Opticas, mecanicas, etc.). O estudo das tensoes residuais torna-se entdo parte impor-
tante na Ciéncia e Engenharia de Materiais, uma vez que podem causar efeitos danosos
as propriedades esperadas do material em servico e, num outro ponto de vista, podem
ser benéficas, aumentando a resisténcia do material por exemplo. Neste trabalho, uma
andlise teodrica de tensoes em materiais anisotrépicos foi realizada para o caso em que
as medidas sejam realizadas por difragdo de raios X e néutrons, pois a abordagem con-
siderando materiais isotrépicos se afasta da realidade na maioria dos casos e pode levar
a erros significativos nas previsoes tedrico-experimentais, tanto das constantes elésticas

do material, quanto de suas tensoes internas e das demais propriedades mecanicas.

Uma revisao da teoria da elasticidade foi desenvolvida no Capitulo 2, visto que a lei
de Hooke generalizada serviu de base para representar os estados de tensao principais
biaxial e triaxial, no decorrer do Capitulo 2, foram introduzidos os conceitos de desloca-
mento, deformacao e de tensao e suas reespectivas representacoes tensoriais. Assim, se

estabeleceu uma base teorica fundamental ultilizada no decorrer do trabalho.

Em seguida no Capitulo 3, o conceito de tensoes residuais foi abordado; suas origens, clas-
sificacoes e técnicas experimentais sao apresentadas. Em especial foi dada uma atencao

maior a duas técnicas de medicao; uma destrutiva (Hole drilling) e outra nao destrutiva
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(difracdo de raios X pelo método do sin?%)). Esta tltima foi explorada com maior de-
talhamento devido & sua relevancia no presente trabalho e aquela foi dada uma breve

descricao com maior énfase ao seu desenvolvimento historico.

As nogoes de textura cristalografica e de fungao de distribui¢ao de orientacoes (FDO)
foram introduzidas para que as expressoes das médias tensoriais mecanicas e de difracao
fossem escritas, bem como as equacoes béasicas para materiais intrinsecamente isotropicos
e intrinsecamente anisotrépicos, nos casos com e sem textura. Deste modo, foi possivel

aplicar estas ideias nos capitulos subsequentes.

A técnica de sin? ¢ (Capitulo 3) pode ser empregada para determinar as tensoes residuais
em materiais isotropicos [1-3], porém, nos casos anisotrépicos ela pode levar a erros
consideraveis [4,5]. Enfatizamos aqui que na técnica de sin® as tensdes residuais em
materiais anisotropicos sao determinadas ultilizando os fatores de tensao F;; (Capitulo
3) para caracterizar a anisotropia elastica dos materiais, visto que as curvas de & versus
sin?1) sao ndo-lineares. No presente trabalho, mantém-se o uso da técnica de sin®e)
para andlise de tensbes, todavia, com algumas modificagoes, o tensor que descreve as
propriedades elasticas do material é escrito para o caso de materiais ortotropicos. Um
estudo especifico no caso de filmes finos texturados foi entao realizado, assim, como as
curvas ¢ versus sin®1), comportam-se, em geral, de forma ndo linear no caso de filmes
finos anisotropicos texturados (transversalmente isotropicos), atribui-se ao coeficiente de
Poisson fora do plano 13 o papel de fator anisotréopico que gera esta nao linearidade.
O coeficiente de Poisson v;5 presente no coeficiente angular das curvas € versus sin é

entao uma funcao de ¢ e de hkl.

Em um estudo anterior, publicado pelo grupo de Fisica Aplicada da Universidade Fe-
deral do Espirito Santo [6], o coeficiente de Poisson fora do plano 13 foi determinado
ultilizando o método dos minimos quadrados para ajustar curvas do tipo € versus sin® .
Neste trabalho, foi obtida uma nova expressao para o coeficiente de Poisson v43, sendo
que uma superficie foi gerada para v13 em funcdo de ¢ (Capitulo 6) com os resultados
experimentais do trabalho de D. Faurie et al [1], objetivando entao obter o valor médio

hkl . . L ..
de V% , que foi determinado calculando-se seu valor médio na superficie.
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Capitulo 2

TEORIA LINEAR DA
ELASTICIDADE

2.1 Introducao

A teoria linear da elasticidade estuda a mecéanica dos corpos solidos, que sao considerados
como meios continuos [7]. Trata-se de uma teoria macroscopica, de modo que o raio de
acao das interagoes/forcas intermoleculares so se estende as vizinhangas da molécula que
as exerce, sendo portanto, muito pequeno comparado com as dimensoes do corpo soélido.
Aqui, torna-se necessario enumerar algumas consideracoes sobre as quais a teoria linear

da elasticidade se alicerca:

1. O raio de agao das forcas moleculares deve ser tomado como zero;

2. Dado um elemento de volume no solido, entao as forcas exercidas por este elemento

volumar sobre um elemento vizinho agem apenas na superficie do mesmo;

3. Um solido esta regime elastico (lei de Hooke) se as deformagoes deixam de existir

quando as forcas exercidas sobre o mesmo cessam;

4. As deformagoes sofridas pelo solido sao muito pequenas;
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5. As deformacoes sdo pequenas o suficiente para nao mudar o volume do corpo solido

(deformacoes isocoéricas).

O regime elastico pode ser exemplificado, do ponto de vista das aplicacoes em engenharia,
por uma curva tipica de um ensaio de tragdo (Figura 2.1). O ensaio de tragao consiste
na aplicacao de carga de tracao uniaxial crescente em um corpo de prova especifico até
a ruptura. Trata-se de um ensaio largamente ultilizado na industria de metal-mecanica,
pois tem a vantagem de fornecer dados quantitativos das propriedades mecéanicas dos
materiais. Quando um corpo de prova é submetido a um ensaio de tracao, a maquina de
ensaio fornece um grafico que mostra as relacoes entre a carga aplicada e as deformacoes

ocorridas durante o ciclo [8].

O¢
Inicio da ruptura
Regido de
+ Encruamento
. J nao-uniforme
T g
Regido de U .
deslizamento de /-
discordancias / >
o , 2
:m hY /
g A / Regido de
@ Gp B Encruamento
—
Regido de
«.__comportamento
alAsticn
.o=arc g(E)
x
" Ec
Deformacao

Figura 2.1: Curva tipica de um ensaio de tragio o x e [9].

A regiao elastica

Na figura 2.1 a regiao OA é denominada regiao elastica, isto ¢, a relagdo tensao-

deformacao é linear e nao ha deformacoes permanentes, a lei de Hooke é vélida

o= FEe. (2.1)

A constante E é o modulo de elasticidade ou médulo de Young, e fornece a rigidez do
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material, assim quanto maior for E menor sera a deformacao resultante da aplicacao de

uma tensao. A deformacgao, ou alongamento, é dada por

=1

lo

€= (2.2)

onde, Iy &€ o comprimento inicial do corpo de prova e | é o comprimento final para cada

carga aplicada.

Limite de proporcionalidade

Em AB o limite de escoamento é atingido havendo entao o deslizamento de planos e a
nucleacao e movimentacao de discordancias. Esta regiao é caracterizada por uma defor-
magao apreciavel ao passo que a tensao sofre um aumento pouco significativo. A partir
de uma certa tensao a relagao entre tensao e deformacao ja nao é mais linear mesmo que

nao haja deformacao permanente, este ponto denomina-se limite de proporcionalidade.

Regiao plastica

J& na regiao BF da figura 2.1 as deformacoes sao permanentes e ocorre o encruamento
do material e 0 aumento da dureza (no caso de um metal, por exemplo). Esta regiao é

denominada de zona plastica. Por fim ocorre a ruptura.
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2.2 O tensor deformacao

Seja um corpo deformével esquematizado na figura 2.2, também consideremos as coor-
denadas iniciais do corpo descritas por X; ,i = 1,2,3. Apds uma pequena deformacao
os pontos do corpo irao se deslocar, e a cada ? estara relacionado um novo vetor ?,

como mostra a figura

0

Figura 2.2: Uma particula do material sofre uma deformagio, um ponto Q(ty) distante dX do ponto
P(to) antes da deformacao se transforma no ponto Q(t) distante dz de P(t). ref. [10]

O vetor deslocamento é definido como:
i=7—X (2.3)

onde, x e X sao as coordenadas espaciais e materiais respectivamente, sendo usada
a descricao Lagrangiana de coordenadas, o que equivale a dizer que as coordenadas
espaciais (z) estao em funcao das coordenadas materiais (X), © — Z(X). Desse modo
X representa os pontos do meio continuo no instante t=0 no qual se adotou que a

deformagao é nula e x varia com o tempo.

Em um ponto Q, distante dx de )Z', podemos escrever para a Equacao 2.3:

(74 d7) = T+ dit — (X + dX), (2.4)
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subtraindo a Equacao 2.4 da Equacao 2.3, teremos
Az = dX + (% + d7) — @(2), (2.5)

mas,

(7 + df) — @(@) = (VI)dX, (2.6)

substituindo 2.6 em 2.5, tem-se
di = [[I| + (V)] dX, (2.7)
onde [I] é a matriz identidade. Definindo o tensor gradiente de deslocamentos como:
[F] =[]+ (V@) (2:8)

teremos,

dit = [F]dX . (2.9)

Veja como fica a equacao para o elemento de comprimento. Pela definicao:
ds® = dT o AT = [FldX o [F]dX = dX e [F|"[F]dX, (2.10)

segue que se [F]T[F] = [I], entdao nao havera deformagio. Analisando o termo [F|7[F],

tem-se:

IR = {0+ Va)T) (U] + V) ) = 1)+ [V + V] + [V [V (2.11)

Definindo

= S (VR + VR + VRV = 5 (1A - 1), (212

o tensor [¢| definido pela Equacgao 2.12 é chamado de tensor da deformacgédes de
Green-Lagrange. Ele foi definido por Green e St Venant [11]. Estas deformacoes sao

relacionadas a configuracao incial do sélido e medidas em relagao ao sitema de coorde-
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nadas iniciais. Escrevendo a equacao 2.12 em notacao indicial tem-se:

U5\ ox, " ox, T 0x,0x,

As deformactes também podem ser representadas em relacao a configuracao do sélido

deformado (descrigdo Euleriana) como a abaixo

51']'

= — 2.14

este tensor é chamado de tensor das deformagéoes de Almansi [12] e ou compo-
nentes "Eulerianas"de deformagcao e foi introduzido por Cauchy e Almansi. Tanto o
tensor da deformacoes de Green-Lagrange quanto o tensor das deformacoes
de Almansi sao usados na teoria de grandes deformacoes. Quando a teoria trata de
pequenas deformacoes a multiplicacao entre as derivadas dos deslocamentos resulta em
uma parcela desprezivel de deformacao e nao ha distincao entre o tensor da deforma-
coes de Green-Lagrange e o tensor das deformacoes de Almansi. Desprezando
os termos quadraticos das derivadas do vetor deslocamento na Equacao 2.11 e usando
a definicao de extensao simétrica de um tensor, chega-se ao tensor infinitezimal de

deformacao ou deformacgoes lineares, dado por:

(VU] + V") =

] = (1] = [F]"(F]) - (2.15)

N | —

Vale destacar que se |F| pertence ao grupo das matrizes de rotacdo e translagao, isto é, ao
grupo SO(3), entdo ndo havera qualquer deformacao no material. O tensor infinitezimal
de deformacao é simétrico por definicao, e pode ser representado indicialmente como

abaixo:

Ora, se as deformacoes sao infinitezimais, entao é razoavel fazer que as derivadas com

relacao a X, sejam, por aproximacao, iguais as derivadas com relacao a x;, com isso, a
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Equacao 2.16 pode ser reescrita como:

1 Gul an
61‘3‘ = 5 (axj + 8—L) s (2.17)

ou seja, quando as deformagdes sdo pequenas os tensores de Green-Lagrange e de Almansi

sao os mesmos. A representacao matricial do tensor infinitezimal de deformacao é dada

por

Quy 1 (0u | Oua) 1 (0us  Ous
o1 2 (81‘2 + 8:1:1) 2 (8:{:3 + 8901)
g 1 (0Our 4 Oug Ouy 1 (Oug 4 Oug
Eij = 2 (82:2 + 8w1) Ozo 2 <823 + 6x2> : (218)
L(Ou 4 Quzg| 1 (0Quz y Oug Qug
2 (613 + 81:1) 2 (39:3 + 8:62) oxs

Verifica-se que claramente a matriz 2.18 é simétrica. Pode ser mostrado [13]| que, sendo
conhecidos os alongamentos em trés direcoes perpendiculares e as trés deformacgoes an-
gulares relacionadas a estas mesmas direcoes, o alongamento em qualquer direcao e a
distor¢ao do angulo entre duas dire¢oes quaisquer podem ser calculados [14]. Sejam
conhecidas as componentes do vetor deslocamento em trés diregoes ortogonais entre si,
dadas por; uy; = u, us = v, uz = w, entao, as componentes de deformagao, nesse sistema

de eixos ortogonais, podem ser encontradas como abaixo.

Alongamentos

Sao as deformacoes nas direcoes principais ©; = x, 9 = y e x3 = 2, um exemplo
de alongamento é mostrado na Figura 2.3, assim, como as deformacdes sdo pequenas;

Exz = %L;. Os alongamentos nas diregoes =, y e z sao

ou ov ow
Exxr = %, Eyy = a—y, Ery = 5 (219)
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A B'
AX+AuU

Figura 2.3: Alongamento na diregio x [15].

Distorcoes angulares

Tais deformagoes fazem com o angulo entre duas dire¢oes arbitrarias no sélido mude.

s

Assim as diregoes principais formam um angulo diferente de 7 apos a deformagao. Isso

¢ ilustrado na Figura 2.4.

90°-y

Xy

S

X

Figura 2.4: Distorgao no plano xy [15].

Pode-se mostrar que 2¢;; = ;; [10]. Para tanto basta considerar a distor¢ao entre duas
direcoes perpendiculares entre si, § e T por exemplo. Avaliando o produto interno entre
os novos elementos infinitesimais (deformados) dzj e d2s e usando Equagbes 2.9 e 2.15,

obtém-se
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=2[e]+[1]
— — — /_/H —
dz) e diy = [F]dX, e [F]ldX, = dX, e [F])T[F]dX?2 (2.20)
= dX; e (2[e] 4 [[])dX, = dX; e dXs + 2dX; e [€]dX>. (2.21)

o que finalmente leva ao produto interno para quaisquer direcoes

diy o dity = dX; @ dXy + 24X, e [£]dX,. (2.22)

Agora, particularizando para as diregoes x e y. Por simplicidade, considere que |d)51| =

dX5| = dX, assim dX; = |[dX|T e dX, = [dX]|j. Com isso a Equacdo 2.22 torna-se

=0
—

d7 e dF = da? cos(g —q) = dX? Cos(g) 12dX2 (7 e [€]7), (2.23)
dai .
dz \° 77r -
<ﬁ) cos(§ — ) =27 e [g]y. (2.24)

Como v é muito pequeno, podemos fazer as seguintes aproximacoes:

. inf ny@n+D)
o siny = YU (-1 Bt s,

Feitas as aproximacoes, a equacao 2.24 torna-se

da \ 2
(é) siny = 27 o [e]y = 2e,,, = 7. (2.25)

Para os demais planos o calculo ¢ o mesmo, consiste apenas na mudanca de indices,

assim, de forma geral tem-se:

Vij =25 Vi # 7, (2.26)
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ou seja,

_ o _0u+81) _ o _0u+8w _ o _0U+8w
Yoy = Ty — ay 81’7 Yzz = Tz — 82 81’7 Yyz = yz — 62’ ay)

(2.27)
onde, vy, Vz- € Vy. indicam as distor¢oes angulares entre as dire¢oes xy, xz e yz respec-
tivamente e 2e;; = 7;; quando 7 # j. Observe que se dz; e d7s tem a mesma direcao,
entao a Equacao 2.22 fornece os alongamentos em 2.19:

dr? — dX?

e (2.28)

2T e [£]7 =

2.2.1 Equacoes de compatibilidade para as deformacoes

Quando se relaciona os deslocamentos {u, v, w} com as deformagoes obtemos 6 equagoes

(2.19, 2.27), ou seja, as 6 componentes independentes do tensor deformagao:

g.fl'l'
Eyy
U
EZZ
o | = . (2.29)
Tay
w
TCUZ
Tys

A solucao do sistema de 6 equacoes deve ser tinica. Quando o problema inverso é colocado

em questao deve-se introduzir algumas equagoes adicionais. Como no diagrama abaixo:

Exaf
Eyy
U
622
— | .. (2.30)
Tay
w
sz
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Estas sao chamadas de equacoes de compatibilidade de deformacgoes. Para obté-las
supoe-se que as componentes do campo de deslcamentos u, v, w e suas derivadas parciais

sao fungoes continuas. Considere a componente o,, da deformacao

ou Ov
Yoy = 2€wy = (8_y + a_x) , (231)

derivando ,, em relagao = e y, tem-se

Yy 9* [(Ou v
= — 4+ — 2.32
Oxdy  Ozxdy (8y * 8:(:) ’ (2:32)
assim,
2 3 3 2 2
Oy 0w | Ov O (Ou) O (Ov (2.33)
Oxdy  Ox0dy? 0x20y  0Oy? \ Ox 0x2 \ Oy
Como g—z = Epp € g—z = £yy, €ntao
2 2 2
O Voy  O%pe 0%y, (2.34)

oxdy  Oy? ox?’

por outro lado, somando a derivada de o,, com com relagao a x e z com a derivada de

0., com relacao a x e y, obtemos

2 2 2 2
8’Yzy+3%a;_ 0 <8u+8v>+ 0 (8w+8u> (2.35)

0x0z  O0xdy  0x0z 8_y O 0x 0y or ' 0z
Pu v Pw Pu
= 2.
0x020Yy + 0x0z0x + 0x0yox + 0x0y0z (2.36)
Pu 9 (Ov  Ow
= — 4+ — 2.
28x828y T o2 (82 i 3y) ’ (2:37)
das Equacoes 2.19 e 2.27
ou ov  Ow
7 - = 4+ 2.
ox ez Tye 0z * Jy (2.38)
dai
2 2 2 2
Yoy | 0 Vew  0%0a | Oy (2.39)

0x0z = O0x0y ~ Oydz  Ox?’

isolando a derivada parcial de ¢,,

825m~ 82’sz 827@; 827290
= — 2.4
Oy0z Ox? + 010z + 0xdy’ (2:40)
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como todos os termos a esquerda possuem derivadas em relacao a z, conclui-se que

2
20 Erx B 0 (_a")/yz + afyxy + 872:0) ‘ (241)

oydz ox ox 0z oy
Esta ¢ uma das 6 relacoes denominadas de equagoes de compatibilidade, as demais
relagdes podem ser obtidas por permutacgao ciclica dos indices [16]. Abaixo seguem as

6 equacoes de compatibilidade das deformacoes:

Vay  0Pegn N D%ey,
oxdy  Oy? Ox?’

(2.42)

0rdz Oz + 022"’ (2.43)

Oy, O%c.. N D%ey,

0z0y — Oy* = 020y’ (2.44)
22?;: - a% (_ agf + agf’ + 8(;;”) : (2.45)
2% _ (% (_087;; n 867;2 L 8(;?)’ (2.46)
S

Para obter o tensor deformacao foram usadas ferramentas matematicas sendo que até
aqui, houve apenas a suposicao de que o corpo mudou sua forma geométrica sem se
saber a causa da mudanca. Quando os principios da mecanica cléssica sao empregados
para analisar a causa da deformacao, o conceito de tensao deve ser empregado. O tensor
das tensoes, suas equacoes basicas e as relacoes tensao-deformagao serao introduzidos a

seguir.
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2.3 O tensor das tensoes

Suponha um soélido qualquer no qual forgas externas F F; estejam atuando (Figura 2.5).
Seccionando este solido segundo planos com normais 2, y e = ( Figuras (a), (b) e (c) ),
vé-se que forcas internas estao distribuidas nestes planos. Por exemplo, sobre o elemento
de area AA com normal z age uma forca AF com direcao dada pela Figura 2.5, tal
forca pode ser decomposta nas suas componentes segundo os eixos x, ¥, z, de modo que
as componentes AF, e AF, tangenciam a drea AA e a componente AF, tem direcao
normal a AA. Para cada uma das dire¢des ortogonais teremos uma componente de forca
normal e duas tangenciais. Portanto, para cada ponto dos infinitos planos de corte do

solido tem-se duas forgas tangenciais (cisalhantes) e uma forga normal ao plano. Se a

. ) , . . . ~ F

for¢ca por unidade de area normal é AA%, as forga por unidade de area cisalhante sao 1%
Fy

€ AA

(a)y ib) (c)

Figura 2.5: Um sélido sujeito as forgas externas F; e Fy: (a),planos de corte perpendiculares a z, y e x
reespectivamente. Uma forca AF' com direcdo arbitraria age sobre o elemento de area AA com normal
Z [17].

Desta forma, define-se as tensoes normais e cisalhantes no elemento de area AAZ, como:

Tensoes normais

. AF,
T AAD0 AA

(2.48)

O-ZZ
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Tensoes cisalhantes

. AF, . AF,
R v IR L vy 2:49)

TZ$

Generalizando para o espago tridimensional, o tensor das tensdes segundo um sistema

ortogonal de coordenadas cartesianas {,z,y,z}, tem sua forma matricial como abaixo:

Ozz Ogy Ogz

Oyz Oyy Oyz

Oz Ozy Ozz

As tensOes normais constituem a diagonal da matriz, enquanto as tensoes cisalhantes
ocupam as posicoes nao diagonais O tensor das tensdes é simétrico e isso pode ser

facilmente mostrado, como segue.

Simetria do tensor das tensoes: Teorema de Cauchy

Considere um cubo de dimensoes infinitesimais dx, dy e dz, cada face possui uma tensao
normal e um par de tensoes cisalhantes, observe a Figura 2.6, como as dimensoes do cubo
sao infimas, as tensoes nao variam de magnitude nas faces e tao pouco na espessura do
cubo, consequentemente

’

Y

Na notagao usada para representar o tensor o;;, discrimina-se que os indices 7 e j indicam
o plano e a direcao nos quais a tensao esta agindo. Realmente, para representar a tensao
é necessario conhecer sua magnitude, o plano no qual a tensio esta agindo (indice i) e sua
dire¢ao (indice j), ou seja, um indice a mais que um tensor de primeira ordem (vetor),
que é representado por sua magnitude e direcao. Particularmente, 7., representa a tensao
cisalhante ao plano com normal = e que age na direcdo y. J& 7,, é a tensao cisalhante

ao plano com normal 7 agindo na diregao z e assim em diante.

Como o cubo encontra-se em equilibrio, a soma dos momentos em relacao a qualquer
eixo é nula. A Figura 2.7 mostra uma particularidade do estado geral de tensoes do

solido de tensoes acima. O estado plano de tensao no plano zy, as componentes .., 0,
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Figura 2.6: Elemento sélido de tensoes [18].

e 0y, sdo nulas. Além disso, as tensdes nao variam com z (o estado plano de tensoes sera

discutido ainda neste capitulo).

Figura 2.7: Estado plano de tensdo, quando o corpo encontra-se em equilibrio o somatorio de forgas
e momentos é zero ref. [19]

Fazendo a soma dos momentos em torno do eixo z, tem-se:
dy
{04 — am}datgdz + {—Tuy + Ty fdxdydz = 0. (2.52)

Logo,
Tey = Ty, (253)
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de modo anélogo, tomando os estados planos de tensao no planos zz e yz respectiva-

mente, obtém-se;
Tez = Tza, (254)
Tyz = Tay- (2.55)

Conclui-se que o tensor das tensoes é simétrico, Este resultado ¢ chamado de teorema
de Cauchy [20] e é vastamente ultilizado em teoria da elasticidade e em resisténcia dos

materiais.
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2.3.1 A Lei de Hooke Generalizada

As relacoes lineares entre as componentes de tensao e deformacao surgem da definicao
de Green, (como descrito no trabalho de Terzopoulos et al [21] para um solido elastico.

A saber, um solido é dito elastico, quando existe uma energia de deformacao ¢ tal que:

9¢

3&‘” '

(2.56)

054
Sendo que, ¢ — ¢(ep;), a expansdo para ¢ em torno de zero (deformagio nula) é;
$(er) = 0(0) + &' (0)ea + ¢"(0)efy + - .-, (2.57)

desprezando os termos de ordem maior que dois, chega-se a:
0

—~
d(er) = ¢(0) + ¢'(0) e + ¢ (0)e (2.58)

O termo ¢’ é nulo, pois a energia de deformacao ¢ minima quando ey é zero. Substituindo

a Equacao 2.58 na Equacao 2.56, tem-se:

_ 9(¢(0) + ¢"(0)7)
O = 8€ij s (259)
Uij = 2<£>€kléij = 2(£>81j, (260)
€kl €kl

isto mostra que a relacao entre tensao e deformacao é linear quando as deformacoes sao
muito pequenas. Generalizando, sendo a constante de proporcionalidade acima diferente
para cada dire¢ao, ha um tensor de ordem 4 relacionando o tensor das tensoes e o tensor
deformagao

Oij = Az’jkl“’:kl- (261)

Esta equacao é comumente chamada de le: de Hooke generalizada. Segundo esta
relagao tensao-deformagao ¢ valida para cada direcao. O tensor A;j;; ¢ chamado tensor
de elasticidade ou tensor das propriedades elasticas e suas propriedades serao mostradas

com maior atencao no Capitulo 4.
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2.3.2 Tensoes num Plano Inclinado

Pretende-se aqui determinar o estado de tensoes em um plano obliquo segundo um
eixo de coordenadas [x, y, z|. Considerando um ponto tensionado O, sabe-se que infinitos
planos passam por este ponto e, para cada um desses planos, assume-se que o estado de
tensoes é diferente. Para obter a tensao num plano inclinado qualquer, que passe por O,
toma-se um plano BC'D a uma pequena distancia de O como mostra a Figura 2.8. Este

plano, juntamente com os planos coordenados, forma um tetraedro BCDO.

Figura 2.8: Plano obliquo BCD (normal N) a uma pequena distancia de um ponto tensionado O em
que as tensoes sao conhecidas para os planos coordenados xy, xz, yz [22].

Se as componentes de tensao 0,4, Tyy, 02z, Tay, Taz € Ty. 520 conhecidas, pode-se encontrar
o estado de tensdo em um plano inclinado qualquer que passe por O. A medida que o
tetraedro BC' DO se torna infinitesimal, o estado de tensao no plano BC'D se aproxima
do estado de tensao no plano paralelo passando por O. Como o tetraedro tem dimensoes
infinitesimais, pode-se assumir que as tensoes nao variam no volume do mesmo, ou seja,

as tensoes sao uniformes.

Designando por A a area da face BC'D do tetraedro, as areas das outras trés faces serao
projecoes de A sobre os planos coordenados. Sendo N o vetor unitario normal ao plano

BCD, as éareas das faces xy xz e yz serao

A=A (]\7 ) /y\> = Acos (ﬁ, @) = Am, (2.62)
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A=A (]\7 . E) = Acos (]\7, 2) = An, (2.63)
A=A (N . ZE) — Acos (N; 53) — Al (2.64)

onde, [, m e n s20 0s cossenos diretores do vetor normal N no sitema cartesiano. A tensao

S que atua no plano BC'D pode ser decomposta em suas componentes cartesianas como

—

S =(S,.5,,5.). (2.65)

A forca que atua no plano BC'D na direcao de x seré

F, = AS,. (2.66)

As componentes das forcas na direcdo x nas outras trés faces sao

plano xy:

F, = AT, = —Ant,,, (2.67)
plano zz:

F,=—A,.1y = —Amt,, (2.68)
plano yz:

F,=—-A,.0., = —Alo,,. (2.69)

O sinal negativo nas Equacgoes 2.67, 2.68 e 2.69 indica que as tensoes agem no sentido

negativo de x. A equacao de equilibrio para a direcao x é

AS, — Aloy, — AmTyy — Ant,, =0 (2.70)

ou seja,

Sy = 10ge + MTyy + N7, (2.71)
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As projecoes das forcas sobre os eixos x e y fornecem as outras duas equacoes de equilibrio
Sy = Ty + moy, + n1ys, (2.72)

S, =Ty, + M7y, + N0, (2.73)

Por outro lado, pode-se decompor a tensao S em uma componente normal (o) e outra
paralela (7) ao plano BC'D
S? =o0%+ 72 (2.74)

A componente normal é a projecao de S na direcao do vetor normal ao plano BC'D

c=2SeN=(5,8,,5.) (I,m,n) = Syl + S;m + S.n. (2.75)

Substituindo as equacoes 2.71, 2.72 e 2.73 em 2.75 tem-se
0 =120, + ImTyy + InT,, + mity, + m?0,, + mnt,, + nlt,. + nm7,, +no.., (2.76)
agrupando os termos, é obtida a seguinte equacao:

0 = 1204, + m?o,, + n’o.. + 2mt,, + 2InT,. + 2mn7,.. (2.77)

E interesante obter uma equacao que relaciona a tensdo num plano qualquer passando
por um ponto onde o estado de tensao nos eixos coordenados seja conhecido. Um exem-
plo é o caso em que uma medida de difracao de raios X que é feita no sistema de
coordenadas do laboratorio afim de medir deformacoes em uma determinada amostra.
Assim, como a amostra tem eixos principais de tensao e deformacao, é necessario colocar
o estado de tensao da amostra no sistema de coordenadas do laboratoério. Isto se faz via
tranformagoes diddicas do tensor deformacao, uma vez que a deformacao interplanar da

rede cristalina é medida no sistema do laboratorio.
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2.3.3 Equacoes de Equilibrio

Por simplicidade, as equagoes de equilibrio serao obtidas para um caso bidimensional,

sendo entao generalizadas para trés dimensoes.

Considere o equilibrio de um pequeno bloco retangular de arestas com dimensoes h e k
com espessura unitaria com tensoes atuando nas faces 1, 2, 3, 4 (Figura 2.9) e forcas de

massa com componentes B, e B,.

x
Y ooy ls
h 4
(fxy )3
1
2%y
( txy)g
r(a'ng

Figura 2.9: Retangulo de arestas h e k sujeitas as tensdes normais (042)1, (Tyy)2, (0uz)3 € (Oyy)s €
cisalhantes (T4y)1, (Twy)2, (Tay)s € (Tzz)1 [22].

As tensoes nas faces opostas 1 e 3, 2 e 4 nao sao iguais, pois, a tensao pode variar ao
longo do material. Os valores da tensao nos pontos médios de cada face sao representados
pPor (04z)1, (Oyy)2, (0zz)3 € (04y)4, etc. Como as faces tem pequenas dimensoes, pode-se
escrever a forca como a multiplicacao da tensao no ponto médio da face pela respectiva
area da face em que ela atua [22]. Escrevendo a equacao de equilibrio para as for¢as na

direcao x, tem-se

[(wa)lk - (sz)Sk + (Txy)Zh - (Txy)lh + nghk?] = O, <278)

dividindo por hk,

(O'xx)l - (Uxm)S (Txy)Z - (Txy)l

+B,| =0. (2.79)
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Fazendo com que as dimensoes do bloco sejam infinitesiamais, ou seja, h - 0e &k — 0,

da definicao de derivada, tem-se

004, OTyy

B, =0. 2.80
ox * dy + ( )
Analogamente, para a dire¢ao y,

0oy — OTay

— 4+ —+4+B,=0. 2.81

As Equacoes 2.80 e 2.81 sao as equacoes diferenciais de equilibrio para casos bidimen-
sionais estacionarios. Agora usando a notacao de Einstein pode-se extrair as equacoes

para o caso tridimensional estacionario:

8]-02-]- + BZ = 0, 1= 1,2,3. (282)

Quando as tensoes variam com o tempo, um termo temporal deve aparecer na equagao

2.82, na verdade, basta usar a segunda lei de Newton para para concluir que que a forca

92u;
+2

525, onde p & a massa especifica, deste modo, a Eequagao

por unidade de volume é p

2.82 toma a forma:

82ui .
8]-0@-]- + Bz = 'OW’ 1= 1,2,3, (283)
ou,
2 .
8jaij - pW + BZ = O, 1= 1,2,3. (284)

onde B; é a i-ésima componente da forca de massa.

Em muitos casos, a tinica forca de massa agindo no corpo é seu proprio peso , com isto

B, = pg, e a Equacao 2.81 torna-se

+ B, =0. (2.85)
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Capitulo 3

TENSOES RESIDUAIS

As tensoes residuais sao definidas como as tensdes que permanecem em um compo-
nente na auséncia de influéncias externas como forcas, deslocamentos ou gradientes de
temperatura. Todas as tensoes residuais tem origem em deformacoes plasticas distri-
buidas de forma irregular, e estas podem ser geradas de forma mecéanica, térmica ou
metaliargica. As resultantes de todas as forcas e momentos que as tensoes residuais
produzem sao nulas, portanto, o estado de tensoes residuais é denominado de estado
auto-equilibrante. Apesar de serem auto-equilibrantes, as tensoes residuais nao podem
ser desprezadas, pois elas se somam as tensdes de servi¢o (externas), podendo ocasionar

a diminui¢do ou até mesmo o aumento da vida util de componentes [23-25].
As tensoes residuais podem ser intrinsecas e extrinsecas de acordo com sua origem:

Intrinsecas Surgem durante o crescimento do material e de defeitos relativos a sua

estrutura.
Extrinsecas Surgem apoés o crescimento do material, geralmente devido a efeitos tér-
micos e mecanicos.

Além disso podem ser agrupadas em 3 grupos principais de acordo com sua escala de

homogeneidade [26,27] como segue:
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Tipo 1: Tensao que varia em uma escala de comprimento de muitos graos. E por
definicao independente da orientacao dos graos individuais, conhecida como macrotensao
[26]. E considerada homogénea ao longo de um grande niimero de dominios de cristal do

material;

Tipo 2: Tensao que varia de grio a grio. E considerada homogénea dentro dos domi-
nios pequenos do cristal do material (um tnico grao ou fase), este tipo de tensao pode
ocorrer, por exemplo, entre diferentes fases que tém propriedades fisicas distintas ou
entre particulas precipitadas, como inclusoes e a matriz, conhecida como microtensao ou

tensao intergranular;

Tipo 3: Tensao que se origina de defeitos locais e flutua dentro de um grao. Ha
homogeneidade nos pequenos dominios dos cristais (aproximadamente, distancias inte-

ratomicas), conhecida como submicrotensao.

Raramente um material apresenta isoladamente um tnico tipo de tensao. Geralmente
elas coexistem e se superpoe de modo que, na maioria dos casos, leva-se em conta o tipo

de tensao predominante para que o estudo das tensoes seja simplificado.

3.1 Mecanismos de Geracao de Tensoes Residuais

Conforme ja descrito, as tensoes residuais sao geradas em um solido devido a defor-
magao plastica irregular [28]. Estas deformacgoes podem ocorrer no processo de fabri-
cagao [29,30] ou posteriormente, quando a estrutura ja encontra-se em servi¢o [31-33].
A maioria dos processos de fabricacao introduz tensoes residuais com maior ou menor
intensidade, dependendo do processo. Tem-se como exemplo: laminacao, fundicao, for-
jamento, estampagem, trefilacao, extrusao a frio, dobramento, usinagem, tratamentos
térmicos e termoquimicos, soldagem, revestimentos, jateamento e granalhamento. H&
também as tensoes que surgem devido ao reparos e modificagbes em servico [34]. Os

mecanismos basicos que geram tensoes residuais podem ser classificadas como:
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1. Deformacao mecanica diferencial;

2. Contracgao ou expansao térmica diferencial;

3. Variagoes volumétricas devido a transformacao de fase do material;
4. Variacoes volumétricas devido a diversificagao de microconstituintes;

5. Heterogeneidades estruturais em unioes mecanicas.

3.2 Técnicas de Medicao

The Handbook of Measurements of Residual Stresses [35], isto ¢, O Manual de Medidas
de Tensoes Residuais, é hoje a mais conceituada referéncia em técnicas para se medir
tensoes residuais. Atendendo ao pedido do comité de Tensoes Residuais da SEM (Society
for Experimental Mechanics) o francés Jian Lu editou o livro . Muitos pesquisadores
de varios paises contribuiram na elaboracao do livro, com colaboracao a respeito das
principais técnicas: furo-cego, seccionamento, remocao de camadas, difragao de raios X,
difracao de néutrons, técnicas magnéticas e técnicas de ultra-som. Apenas as técnicas do
furo cego [36] e de difracdo de raios X [37] sdo aqui apresentadas por representarem
um método destrutivo e um nao destrutivo respectivamente e por serem amplamente

ultilizados em medicao de tensoes residuais.

3.3 Furo Cego

O método do furo cego, também conhecido como hole-drilling, consiste basicamente
em usinar um furo de pequenas dimensoes na regiao a ser estudada no componente,
fazendo com que a regiao do furo e suas proximidades atinga outro estado de tensoes,

as custas desta transigao, tensoes sao aliviadas gerando deformagoes. A medicao destas
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deformacoes é realizada por strain-gages ultilizando extensiometros de resisténcia elétrica
conforme a norma ASTM E-837 [38|. E apresentado abaixo um breve histérico do método

do furo cego.

Em 1934, o cientista alemao J. Mathar descreveu em seu artigo tanto a teoria quanto
a técnica experimental da medicao de tensoes residuais a partir da usinagem de um
furo [39]. Ele realizou uma medida das tensoes residuais com extensometros mecanicos
ao redor de um furo em uma placa tensionada. O experimento consistiu em medir o
alivio elastico nas vizinhancas de um furo usinado com 6 mm de didmetro, por meio de
um extensometro mecanico de 157 mm de comprimento distando 8 mm do centro do

furo, em uma placa tencionada unixialmente

Em meados da década de 40, os professores W. Soete e R.Vancrombrugge da Ghente
University da Bélgica aplicaram extensometros M E-837 [38] no método. O strain gage

usado tinha 8 mm de comprimento e o diametro do furo 6 mm.

A aplicagdo moderna do método para medicao de tensoes residuais uniformes teve inicio
com o trabalho de Rendler et al em 1966 [36]. Eles desenvolveram um procedimento
sistematico e de facil reproducao, definiram a configuracao das rosetas indicadas pela
Norma ASTM 837 e propuseram a adimensionalizacao dos parametros geométricos do

método para expandir sua aplicagao.

Em 1981, Schajer foi o pioneiro na analise generalizada de elementos finitos para o mé-
todo [40], obtendo os coeficientes de alivio numéricamente. Em 1988, o mesmo Schajer
elaborou um trabalho comparativo dos quatro métodos de calculo de tensoes nao uni-

formes ao longo da espessura com a técnica de furo cego [41].
Em 1989, Lu e Flavenot [42] propuseram a eCEXuc¢ao do furo de forma incremental.

Em 1990, Schajer [43] propés um procedimento e um algoritimo para tratamento dos da-
dos de deformacoes causadas pela eCEXucao do furo para obtengao das tensoes residuais,

os quais sao usados na Norma ASTM E&37;

O método do furo cego ¢ muito usado para a determinacao de tensoes residuais, por
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apresentar mobilidade do equipamento, custos relativamente baixos, além de sua aplica-

bilidade em diversos materiais.

3.4 Método por difracao de raios X

“Todos os métodos que determinam as tensoes residuais em materiais po-
licristalinos sao indiretos, ou seja, eles nao medem diretamente a quantidade
de interesse, mas algo que é causado por ela. Ao medir tais quantidades, ha
sempre uma perda de informacao, isto significa que nem sempre é possivel
calcular completamente a tensao interna por meio das quantidades que sao
medidas. Esta perda de informacao depende do método empregado nas me-
didas; por exemplo, no caso de materiais monofasicos, métodos avancados
de difracao sao capazes de determinar todas as 6 componentes do tensor que

descreve a tensao interna; isto nao pode ser feito por outros métodos” [44].

Materiais com tensao residual possuem parametros de rede diferentes do materiais livres
de tensao. A difracao de raios X torna possivel medir os parametros de rede dos materiais
com alta precisdo e acuricia além da presenca de textura [44] apud [45]. Dentre uma
série de métodos disponiveis para a anélise de tensao, os métodos de difracao de raios X,
utilizando a radiacao caracteristica emitida a partir de um tubo de raios X ou radiacao
sincrotron (energia média; E = 5-15 keV) sdo muito adequados para a anélise de filmes
e de camadas superficiais [4]. Nos tltimos anos o desenvolvimento de equipamentos
portateis de raios X tém ampliado a aplicacao desta técnica permitindo medidas nao

destrutivas de tensoes em equipamentos industriais [46,47].

O fato do método de difracdo de raios X proporcionar uma boa anélise em regides

superficiais ¢ descrito no trabalho de Welzel et al [4]:

“O comprimento de penetracao dos raios X em solidos é bastante pe-
queno, limitando as medidas a superficie dos materias. Porém os métodos de
difracao de raios X permitem a determinagao completa do tensor das tensoes

para todas as fases do material. Além disso informagoes adicionais podem
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ser obtidas; enquanto a analise de tensoes usa os deslocamentos das linhas de
difracao, as intensidades das linhas de difracao contém informacoes sobre a
textura cristalografica (veja, por exemplo, [48|) e as formas e larguras das li-
nhas de difragao contém informagoes do tamanho (distribui¢ao) dos dominios
de difracao e a presenca de defeitos cristalinos como discordancias e falhas

de empilhamento [49]”.

Uma selecao de artigos de revisao em andlise de tensoes por difracao de raios X nos ulti-
mos 30 anos encontra-se na Tabela 3.1 adaptada de [4]. Os artigos desta sele¢do abordam
os materiais de forma geral, portanto, nao tratam de nenhuma classe de materiais de
forma especifica (metais, polimeros e ceramicos). Trabalhos que tratam as tensoes em
escalas abaixo das microscopicas [50] exigem um aparato experimental (detectores bidi-
mensionais, radiacdo branca de luz sincrotron) e analise de dados mais complexos [4],
de fato, os artigos de revisao da Tabela 3.1 nao estao direcionados para tensoes mi-
croscopicas, uma vez que, o foco deste trabalho estd voltado para tensoes mecanicas

macroscopicas.

Também ¢é possivel fazer analises de microtensoes através do alargamento das linhas de
difragdo. Isso pode ser visto no trabalho de Mittemeijer & Scardi, 2004 [51], dentre
outros [52,53]. A Figura 3.1 mostra um pico de difragdo para o material livre de tensoes,
em seguida o material sofre compressao, neste caso o pico de difracao ird se deslocar
para a direita, pois as distancias interplanares diminuem. No caso seguinte, o material

é tensionado e o pico de difracao se desloca para a esquerda.

MACROTENSAO MICROTENSAO
d d
— <«
[ f f | esforgo
gz?::r ° [ esforgo .' ||| esforgo nan_:;
€0 compressivo I'|| distensivo M unitorme
uniforme || ' || uniforme L1
I
(LTI MO0 O] TS
A i ~
d -» d< -+ T 4

Figura 3.1: Efeito das tensdes nas linhas de difra¢do, o 4ngulo 6 aumenta para a direita [6].
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O comportameto mostrado na Figura 3.1 pode ser explicado pela lei de bragg, no caso

do material livre de tensao, tem-se
nA = 2dysin 6y, (3.1)

onde n é a ordem de difracao, dy a distancia interplanar na auséncia de tensao, e 6y o
angulo de difracao. No caso de compressao a distancia interplanar ird diminuir para um
valor d', e o angulo de difracdo sera 6, ou seja
. [ nA . [ nA .
fp = arcsin [ — | < arcsin | — | =60. (3.2)
2d 2d

Conclui-se assim que o angulo de difracao ird aumentar e o pico seré deslocado para a
direita. De forma anéloga, no caso de tracao o pico se desloca para a esquerda. Se por um
lado as macrotensoes deslocam os picos de difragao (esquerda ou direita), as microtensoes

causam um alargamento do mesmo, a difragao ocorre num intervalo maior de angulos,

devido a forma nao homogénea com que as distancias interplanares sao alteradas.
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Tabela 3.1: Artigos de revisdo sobre analise de tensdo por difracio com uma breve descricio do
conteddo de acordo com varias categorias. (adaptado de ref. [4])

Referéncia Foco Fundamentos | Caso elastica- | Caso elas-
mente isotrd- | ticamente
pico anisotropico

(textura)

Noyan et al | Analise de | Origens da | Tratamento -

(1995) [54] tensbes  em | tensdo; tipos | bésico

filmes fino por | de tensao re-
difragdo  de | sidual (macro
raios X; filmes | versus micro);
policristalinos | estado de
e epitaxiais tensoes em
filmes finos

Eigenmann & | Analise de | Revisao  his- | Tratamento -

Macherauch tensoes  por | térica; tipos | completo;

(1995) [55] difragdo  de | de tensdo re- | cdlculo  das

raios X; amos- | sidual (macro | constantes
tras mono e | versus micro) | elasticas  de
policristalinas raio-X

Hauk Analise de | Breve introdu- | Breve introdu- | Apenas men-

(1995) [56] tensbes  por | ¢ao ¢ao cionado; sem

difragao de detalhes
raios X e
de néutrons;
amostras
policristalinas
Dolle Analise de | Breve introdu- | Tratamento Tratamento
(1979) [57] tensdes  por | cdo e revisdo | completo; simplificado
difracao  de | Historica calculo  das | (assumindo
raios X; constantes 0 modelo
amostras elasticas  de | de interacao
policristalinas raio-X de graos de
Reuss)
Welzel et al [4] | Anélise de | Tratamento Tratamento Tratamento
tensoes  por | completo completo; com-
difragao de calculo das | pleto;revisao
raios X; fil- constantes sobre 0S
mes finos elasticas modelos de
policristali- interagao  de
nos e regioes grao
superficiais
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3.4.1 Procedimento Béasico

Um arranjo classico para difracao de raios X estd representado na Figura 3.2, uma
fonte de radiacao monocromaética é usada para irradiar a amostra e o detector registra a

intensidade da radiacao de raios X que sofrem difracao na amostra.

Corpo de

Tubo de

1'310

_ normal ao plano
sjnﬂ“"" cristalografico

Planos cnistalograficos

Figura 3.2: Arranjo classico para medidas da tensdo residual por meio de difracdo de raios X, os eixos
51, S2eS3 constituem o sistema de ccordenadas da amostra [58].

A idéia basica da analise de tensao por difracao estd esquematizada na figura 3.3, onde
é assumido que a amostra policristana esta sujeita a uma tensao compressiva paralela a

superficie.

Figura 3.3: Quando um policristal é submetido a uma tensdo (neste caso uma compressdo uniaxial
paralela a superficie), o espago interplanar dos planos (hkl) da rede variam com a orientagao dos planos
da rede com respeito a direcao de carregamento. Esta dependéncia da deformacao da rede com a diregao
pode ser medida por difracdo de raios X. A deformacado é medida na direcdo do vetor de difracdo e é
identificada pelos Angulos ¢ e 1, onde ¢ é o angulo de rotacdo da amostra em torno da normal a
superficie da amostra e ¥ é o angulo de inclinacao entre a normal & superficie da amostra e o vetor de
difracdo [4].

O espagamento dos planos (hkl) da rede vai depender da orientacao dos graos na amostra
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com respeito ao sistema de coordenadas da amostra [4]. A distancia interplanar é medida
na dire¢ao do vetor de difragdo; para calcular a deformagao dos planos (hkl) usa-se a

equacao
hkl hkl
e A" — dg

=g (3.3)

onde di¥! & a distancia dos planos (hkl) quando a amostra esta livre de tensoes.

A direcao da medida experimental das deformacoes ¢ definida pelos angulos ¢ e 1), onde
1 é o angulo de inclinacao da normal a superficie da amostra com relacao ao vetor de
difragao e ¢ é o angulo de rotagao em torno da normal a superficie da amostra (figuras 3.2
e 3.3). Em geral as deformagcoes medidas por difragao de raios X na dire¢ao caracterizada
pelos angulos ¢ e ¥ nao sao iguais as deformagos mecanicas na mesma direcao. De fato,
a linhas de difragdo contém informagoes apenas dos cristalitos que tem seus planos (hkl)
perperdiculares ao vetor de difragao, ou seja, apenas um subgrupo de cristalitos irao
contribuir na medida das deformagcoes da rede. A deformacao mecanica é a deformacao
média de todos os cristalitos da amostra, enquanto a deformacao medida por difracao
representa um subgrupo de cristalitos compondo a amostra. E importante distinguir

médias de difracdo numa dada dire¢ao de médias mecanicas nessa mesma diregao [4].

3.4.2 Sistemas de referéncia em analise de tensoes por DRX

Os sistemas de refereéncia usados em analise de tensoes por DRX sao:

Sistema de referéncia do cristal (K); Para cristais com simetria cubica, os eixos sdo es-

colhidos de forma a coincidir com os eixos a, b e ¢ da estrutura cristalina (figura 3.4).

Sistema de referéncia da amostra (S); O eixo S3 é perpendicular a superficie da amostra

e os eixos S e Sy pertencem ao plano da superficie. No caso de amostras com orientacao
preferencial, o eixo 57 é geralmente escolhido para coincidir com esta direcao preferencial.
Um conjunto de eixos especial da amostra é o sistema de coordenadas principal (P)
(sistema no qual o tensor das tensdes é escrito), neste sistema as tinicas componentes

diferentes de zero sao 011, 092 € 033.
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Sistema de referéncia do laboratdrio (L); Este sistema é escolhido de forma que o eixo L

esteja na direcao do vetor de difragao, assim quando ¢ = 1 = 0 o sistema de coordenadas

do laboratoério (L) coincide com o sistema de coordenadas da amostra (S).

S,
Ky
/'/ [7
ya
/’/
Ad/ Sy

Figura 3.4: Sistemas de referéncia usados em anélise de tensdes por XRD; em redes ctibicas as diregoes
[100], [010] e [001] formam o sistema de coordenadas do cristal (K), o eixo L3 coincide com o vetor de
difracdo, uma rotagdo de A em torno de Lz pode alinhar a normal ao plano (hkl) com o eixo Lg, as
diversas orientagoes dos cristalitos dependem de A, mais especificamente, os cristalitos que contribuem
para a medida de difra¢do devem ter o vetor de difracdo na direcdo de Lg [44].

Figura 3.5: Sistemas de referréncia da amostra (S) e do laboratério (L) [4].

No que segue, os sobrescritos K, S (P) e L serdo usados para indicar o sistema de

referéncia empregado para representar os tensores.
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3.4.3 Textura Cristalografica

Os metais comumente ultilizados sao materiais policristalinos, que sao constituidos por
pequenos cristais separados por fronteiras denominadas contornos de grao. Os pequenos
cristais sdo chamados de cristalitos (ou graos). O tamanho médio dos grios esta entre

10p e Imm para a maior parte dos materiais.

Um grao do agregado policristalino geralmente tém orientacao cristalina distinta de seus
demais vizinhos. O modo como estes graos estao orientados afeta diretamente as propri-
edades fisicas do policristal. Quando estas orientagoes estao concentradas em torno de
alguma ou algumas orientagoes especificas (do ponto de vista global), o policristal possui
orientacao preferencial ou equivalentemente, textura cristalogrdfica. A textura cristalo-
grafica pode ser definida como uma nao aleatoriedade da distribuicao de orientacdes dos
graos de um policristal. De fato, quando os graos do agregado possuem propriedades
idénticas (isotropia intrinseca) e, além disso, tém orientacao cristalina distribuida aleato-
riamente, entao o material material é dito macroscopicamente isotrépico. Materiais
que apresentam esta caracteristica sao denominados quasi-tsotropicos. Uma caracte-
ristica interessante dos materiais quasi-istropicos é o fato de que, mesmo que cada grao
apresente anisotropia nas propriedades elasticas (anisotropia intrinseca) , o policristal
serd macroscopicamente isotrépico para uma distribuicao aleatéria dos graos. Vale des-
tacar, que a textura se refere a forma como a estrutura cristalina dos graos esta arranjada

e ndo a forma dos graos em si (graos alongados, elipticos, esféricos, etc.).

Influéncia da Textura em Difracao de raios X

A textura cristalografica influencia medidas de difracdo de raios X [44,59]. Isto fica
evidenciado no trabalho de Faurie et al [2] que usa a difragao de raios X para medir as
constantes elasticas dos filmes finos policristalinos de tungsténio e do ouro. As Figuras
3.6 e 3.7, obtidas no trabalho de Faurie et al 2], mostram as curvas de ¢ vs sin® para
os filmes finos de tungsténio (isotropico/sem textura) e de ouro (com textura de fibra)
respectivamente. As amostras sao de filmes finos (tungsténio ou ouro) sobre um substrato

de contantes elasticas conhecidas, foram sujeitas as tracao (11, Ty, T3, Ty, Ty, Tg). Medidas
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de difracao de raios X foram realizadas para medir as deformacoes que fornecem a tensao
média ao longo do vetor de difracao para os cristalitos que contribuem na medida. Uma
vez conhecidas as constantes elasticas de bulk, encontrou-se as contantes elasticas do
filme fino. Nota-se que o comportamento dos dois filmes é distinto. A curva e versus

sin? ) para o tungsténio (figura 3.6) apresentou uma relacio linear entre a deformacio e

e sin? 1.

0.35%
0.30% A T4
0.25%

T3
0.20% A

£ 0.10% ,&é{/’f;;% -
% 0.05% o——>C

0.00% : : t
2 0.4 0.6 0.8

sin2y

Figura 3.6: Filme fino isotrépico de tungsténio, as curvas para as 5 cargas siao descritas por retas [2].

strain €

-0.10% Y {4;4}
222} {331} {420} {331} {422} {222}420}

sin?y

Figura 3.7: Filme fino de Au com textura de fibra, o comportamento néo linear para os 5 carregamentos
se deve ao fato do material apresentar textura cristalogréfica [2].

Por outro lado, a curva do filme fino texturado de ouro (figura 3.7) apresentou um

comportamento nao linear. Estes resultados exemplificam o fato de que as curvas (¢ vs
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sin? 1)) sdo realmente influenciadas pela presenca de textura.

A ndo linearidade das curvas de e versus sin?1 nao esti necessariamente relacionada
a presenca de uma forte textura cristalografica. Outra possivel razao é a presenca de
tensoes cisalhantes nao nulas do tipo 093 ou o3; (0 eixo S3 é normal a superficie da
amostra). Na superficie estas tensdes devem ser zero. Mas neste experimento a radiagao

tem um comprimetro de penetracao da ordem de micrometros [44].

A anélise das tensoes residuais presentes nos dois filmes devera ser distinta. O filme sem
textura é quasi-isotropico, ou seja, seus graos tém orientacoes aleatorias e consequente-
mente as contantes eldsticas sao as mesmas para todas as direcoes. Obviamente o filme
fino com textura de fibra ira exigir um método alternativo para medi¢ao de suas tensoes

residuais |2, 6, 60].

3.4.4 Textura cristalografica e fungao de distribuicao de orien-

tacao (FDO)

A orientacdo dos cristalitos em relacio ao sistema de coordenadas da amostra (S) é
definida pelos angulos de Euler («, 5, 7). Estes angulos podem ser associados a um
vetor § = (a, 3,7) no espaco tridimensional de orienta¢oes (G). Cada ponto no espago
de orientacOes representa uma orientacao do sistema de referéncia do cristal (K) com
respeito ao sistema de referéncia da amostra (S) [4]. A textura pode ser quantificada
introduzindo a funcao de distribuicao de orientacao (FDO) f(a, 5,7). Suponha que gy,
seja a orientagdo de um cristalito particular para o qual a familia de planos {hkl} &
normal a dire¢do de L3 (Figura 3.4). A funcao de distribuicdo de orientacgoes especifica
(FDO) a fragao volumar dos cristalitos que tem orientagoes no intervalo infinitesimal de

orientacao d®g = sin Sdadfdy em torno de g, ou seja

dv g
= J;ST!JQ) &g = % sin(8)dadpdy, (3-4)
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com a condicao de normalizacao

fff o=

A meédia mecanica e de difracao dos tensores sao geralmente calculadas no espaco das
orientagoes (ou espaco de Euler) (G). Como dito anteriormente, a média de um tensor
sobre todos os cristalitos do agregado policristalino é a média mecanica. Considere um

tensor {2, a sua média mecanica ¢ dada por

:8%/!/ 051 () g——L //3 / a0, 5,) sin(B)dadd

(3.6)

onde Q(«,,7) é a média para todos os graos com uma orientagao particular na amostra,

nesta notacao os brackets (...) indicam as médias mecénicas.

Por outro lado as chaves {...} indicam as médias com respeito a medida de difragao,
pois, as linhas de difracao contém apenas informacoes do subconjunto de cristalitos
que tém os planos perpendiculares a dire¢ao escolhida para a medida. Um grau de
liberdade surge, quando rotacionamos a amostra em torno de L3 de um angulo A (figura
3.4). Outros cristalitos possivelmente irdo contribuir na medida, sendo que, desta forma,
deve-se incluir A como um grau de liberdade. Porém, os dngulos de Euler tratam da
orientacao do sistema do cristal com respeito ao sistema da amostra e, portanto, nao sao
parametros experimentais. Entende-se que é preciso expressar a média das medidas de

difracao com respeito a tais parametros, assim

2T Rk p,0) £ (BELA 0,00) AN
T e (hEL A p.0)

{0 = , (3.7)

fr(hkl )\ p,10) é arepresentacio da FDO em termos dos parametros experimentais (hkl,p, 1)

e do angulo de rotacao A. Algumas transformacoes sao necessarias e serao omitidas aqui
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(para maiores detalhes veja Leoni et al (2001) [3]). A equacdo para a deformagao média

na direcao de L3 é mostrada abaixo

wit ST (BRI ,0) (KL 0. 4)dA

{ek h = - (3.8)
ey T pe (R 0,00)

3.4.5 Equacoes basicas da andlise de tensoes por difracao de

raios X
Amostras elasticamente isotropicas

Os materiais policristalinos podem apresentar cristalitos elasticamente isotropicos, ou
seja, todos os cristalitos possuem as mesmas propriedades eldsticas em um sistema arbi-
trario de coordenadas. A lei de Hooke relacionando a deformacao mecanica com a tensao

mecénica é
(e5) = Siim (o) (3.9)

sendo que a convencao de Einstein é usada. Como as propriedades de cada cristalitos
sao iguais as propriedades de bulk, o tensor complianca S{?’kz representado no sistema
de coordenadas da amostra (S) é igual ao tensor complianga representado no sistema de

coordenadas do cristal (K), obtém-se entdo

(e5i) = Sim (o) = S (o), (3.10)

e de acordo com Welzel et al [4] apud [61], a deformagao ird depender apenas de duas

constantes elasticas independentes S7 e S5

1 1
(e55) = | S10i0m + 5525 (600 + 0adj) | {of) - (3.11)

A equagdo 3.11 é vilida para o bulk (material macroscopico), porém também é valida

para cada cada cristalito e para as deformagoes medidas por difracao de raios X.



o4

No caso isotropico, a média dos tensores é a mesma para o bulk e para os cristalitos
individuais, portanto, somente neste caso, as médias mecénicas (§2) sdo iguais as médias

de difracao {Q}Z’fj, por isso, os simbolos (...) e {...} podem ser omitidos.

As constantes S; e Sy estao relacionadas ao modulo de Young e ao coeficiente de Poisson

da amostra como abaixo

v
S1=-% (3.12)
e
1 (1+v)
592 = : 3.13
972 E (3.13)
No caso isotropico vale a relacao
5%}[ = {553}5% =53 = (33) - (3.14)

A deformacao pode ser descrita no sistema de coordenadas do laboratoério. Para tanto

basta achar o tensor (ef;) na direcdo de L;
(ets) = my () m§, (3.15)

¥ sdo as componentes do vetor unitario (m) na diregao do vetor de difragao (ou

i

onde m

equivalentemente, na dire¢ao de L3), o vetor unitario m é dado por

sin ¢ cos ¢
m = | sineysing |, (3.16)
cos 1)
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logo,
(5) =
= sin® 1) cos? p <5f1> + sin? 1 sin ¢ cos <8‘192> + sin ) cos 1 cos <5f3>
+ sin” sin ¢ cos ¢ <5§1> + sin® ¢ sin® ¢ <€§2> + sin) cos ¥ sin <€§3>
+ sin ) cos cos ¢ <5§1> + sin cosysin ¢ <8§2> + cos? 1) <5§3> , (3.17)
dai

(e53) =
= sin® ¢ cos® p (7)) + sin® ¢ sin® p (€3, ) + cos® 1 (e55)

+sin® ¢ sin (2¢) (€7, ) + cos psin (2¢) (7;) + sin psin (2¢4) (e55) , (3.18)

substituindo a equacio 3.11 em 3.18, tem-se a lei de sin®e)
(e53) =

1
= 552 sin® ¢ [cos® ¢ (a7} ) + sin (2¢) {075 + sin® ¢ (020)]

—|—%Sg [cos psin (20) (o7y) + sinsin (2¢) (o83 ) + cos® ¥ (o55)]

+ 51 ((of) + {o55) + (053)) - (3.19)
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A equacao 3.19 é chamada de lei do sin? 1) e foi introduzida na literatura primeiramente
por Macherauch & Miiller (1961) [62]. O nome lei do sin®¢ vem do fato de que se
o sistema adotado para a amostra for o sistema principal (P) (no qual ¢/, = 0 para
todo i # j, neste sistema as tensoes cisalhantes sao nulas.), entdo para cada ¢ fixo
se estabelece uma relacio de proporcionalidade entre sin®1) e as deformacoes. Para
amostras isotrépicas o grafico da deformacdo em funcio de sin® para ¢ constante é
uma reta. Das inclinagoes dessas retas, a ¢ constante, obtém-se as componentes da
tensao. No estudo de caso, em que existem tensoes cisalhantes, a orientacao do sistema
principal (P) de coordenadas é desconhecido. Vale destacar que, para um agregado
policristalino, sujeito a um campo homogéneo de tensoes e consistindo de cristalitos

elasticamente isotropicos, a equacao 3.19 é valida mesmo na presenca de textura.

Amostras elasticamente quasi-isotrépicas

Quando o agregado policristalino possui cristalitos elasticamente anisotropicos, porém
seu comportamento macroscopico é isotropico (constantes de bulk iguais em diferentes
direcoes), diz-se que o material é quasi-isotrdpico. Isso geralmente ocorre, quando os
. . N . ~ L, . . R a2 ~
cristalitos tém orientagoes aleatorias no material. Neste caso a lei de sin“v (equagao
3.19) deve sofrer alteracoes, uma vez que, sendo diferentes as constantes elasticas de cada
cristalito, as constantes S; e Sy irao depender de hkl. Com isso tem-se as constantes

Shkl o Skl no lugar de S e Sy reespectivamente, como abaixo:

{esston =
= %Sgkl sin’ ¢ [cos” ¢ <0f1> + sin (2¢) <0252> + sin® <a§?3>]
—l—%Sgkl [cos psin (20) (o7y) + sinsin (2¢) (083 ) + cos® ¥ (o5;)]

+ S{Lkl (<‘7151> + <‘752> + <U§2> + <U§?3>) . (3.20)
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Note que no caso quasi-isotrépico

(e53) # {3t o (3.21)

ou seja, as médias mecanicas sao diferentes das médias de raios X.

Amostras macroscopicamente elasticamente anisotrdépicas - caso de textura

Para um agregado policristalino consistindo de cristalitos elasticamente anisotropicos,
a presenca de textura faz com que o material seja macroscopicamente anisotropico. A
equacao 3.19 foi elaborada com base na isotropia dos cristalitos e a equacao 3.20 com
base no fato do material possuir cristalitos com propriedades distintas (anisotropia),
porém, na auséncia de textura. Portanto, no caso de materiais com anisotropia intrinseca
(cristalitos anisotropicos) e com textura, as equagoes 3.19 e 3.20 nao sdo validas. Neste
contexto, surgiram os modelos de interacao de grao (grain interaction models) e os
fatores de tensao de raios X Fj; (¢,p, hkl) (X-ray stress factors - XSF') para analisar as

tensoes em materiais macroscopicamente anisotropicos.

(P} = Fyj (w0, hkl) (o) . (3.22)

O fator de tensdo depende da dire¢do da medida e da familia de planos {hkl}. Uma
caracteristica importante do fator de tensao é que ele nao é um tensor, portanto nao
pode ser transformado para outro sistema de coordenadas. Além disso, ele é dependente
da textura. Para materiais quasi-isotropicos Fj; corresponde a uma combinagao entre .Sy

1
e 552, por exemplo Fi1(0, 1, hkl) torna-se [5]:

textura — quasi-isotrépico

F11(0, 4, hkl) — SPk 4 2 SBF gin® o),

para uma melhor compreensao do uso do fator de tensao, sugere-se consultar a Hauk,

1997 [5] e Welzel & Mittemeijer, 2003 [63].
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O contexto da presente secao, ou seja, materiais intrinsecamente anisotrépicos e com
textura, exige considerar, além do fator de tensao Fj;, os chamados modelos de inte-
racao de grao. Estes refletem a forma que as tensdes e deformagoes se distribuem no
agregado policristalino. Os modelos de interacao de grao aqui apresentados serao os de

Reuss, Voigt e Neerfeld-Hill, como segue no préoximo topico.

3.5 Modelos de interacao de grao

Para a aplicagao prética de qualquer metodo de analise de tensoes por difracao de raios
X ¢é necessario conhecer as constantes elasticas de raios X (CEX) no caso de amos-
tras macroscoOpicamente elasticamente isotropicas. Os fatores de tensao de difracao sao
necessarios no caso de amostras macroscopicamente elasticamente anisotropicas. Para
determinar as CEX e os fatores de tensdo aplica-se uma carga conhecida na amostra
e simultaneamente mede-se a evolu¢ao da deformagao por difracao de raios X [4]. Em
policristais, se faz necessario o uso de modelos de interacao de grao para simplificar
a anélise de tensoes. Estes modelos se referem a distribuicdo de tensoes no agregado

policristalino.

3.5.1 Modelo de Voigt

O modelo proposto por Voigt em 1910 [64] assume que a distribui¢do de deformacoes é
homogénea na amostra, portanto, o tensor deformacao ¢ o mesmo para todos os crista-
litos. A suposicao de homogeneidade das deformacoes implica que todos os cristalitos
sao deformados de forma idéntica e isto garante a continuidade da deformagao no con-
torno de grao, porém, este vinculo impoe que as tensoes sejam diferentes em cristalitos
com diferentes orientacoes ja que as propriedades elasticas dos mesmos sao distintas. No
contorno de grao havera, portanto, descontinuidade do tensor das tensoes, ou seja, a con-
dicao de equilibrio mecanico é violada. Desta forma, o modelo de Voigt é imcompativel

com o comportamento de policristais reais.
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O fator de tensao no modelo de Voigt é calculado como segue [5]

ST MRL N, @, 0)) (L, @, 0)dN
m )
’ ST f* (hkL A, 0) dX ’

Fij(¢, ¢, hkl) = m (3.23)

onde ¢® é o tensor rigidez (stiffness) para o monocristal expressado no sistema de re-
feréncia da amostra, na auséncia de textura f* (hkl, A\, p,1) = 1 e racai-se na equagao

3.19.

Para cristais com simetria ctibica as constantes S e %SQ podem ser calculadas das com-

ponentes do tensor complianga para o monocristal [4,64]

_ 250(s11 + 2512) + Bs12544

S 3.24
! 650 + 5844 ’ ( )
e
1 5(811 - 512)544
-5y = 3.25
2 2 680 + 5844 ( )
onde
S0 = S11 — S12 — 5%4- (3.26)

Vale destacar que as CEX’s nao dependem de hkl no modelo de Voigt, portanto sao

iguais as constantes elasticas mecanicas [4].

3.5.2 Modelo de Reuss

O modelo proposto por Reuss em 1929 [65] assume que a distribuigdo de tensbes é
homogénea na amostra, portanto o tensor das tensoes é o mesmo para todos os cristalitos.
A suposicdo de homogeneidade das tensdes implica que todos os cristalitos tem tensoes
idénticas e isto garante a continuidade da tensao no contorno de grao, porém este vinculo

impoe que as deformacgoes sejam diferentes em cristalitos com diferente orientagoes, uma
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vez que as propriedade elasticas dos mesmos sao distintas. No contorno de grao havera,
portanto, descontinuidade do tensor deformacao. Desta forma, o modelo de Reuss é

incompativel com o comportamento de policristais reais.

O fator de tensao no modelo de Reuss é calculado como segue [5]

S (]27r Ss(hkl7 )\7 2 w)ljp(If*(hkL )\7 P ¢)d)‘ms
’ o [ (hkL A, 0,16) dA "

onde s° & o tensor complianga (compliance) para o monocristal expressado no sistema

de referéncia da amostra.

Para cristais com simetria ctibica as constantes S{* e 1S podem ser calculadas das

componentes do tensor complianga para o mono cristal [4]

SR — s11 4 s (hkl), (3.28)

1
Esgkl = S11 — S12 — 380F(hk3l), (329)

onde T é o fator de orientagao [4]

(R2k? + R21% + K*1?)
h2 + k2 + [2

T'(hkl) =

Observe que diferentemente do modelo de Voigt, no modelo de Reuss as CEX’s dependem

de hkl.

3.5.3 Modelo de Nerfeld-Hill

Os modelos de Voig e Reuss sao chamados de modelos extremos Isso se deve ao fato
de serem muito idealizados, pois nem a tensao nem a deformcao sao idénticas em todos

os cristalitos. Em vista desta idealizacao extrema, os valores experimentais para as
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constantes elasticas de amostras macroscopicamente elasticamente isotrépicas sempre
esta entre o valor obtido pelo modelo de Voigt e o valor obtido pelo modelo de Reuss [66].
Desta forma, no modelo de Neerfeld-Hill as constantes elasticas sao calculadas tomando

. Assim

(3.30)

% = — (3.31)
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Capitulo 4

SIMETRIAS NO TENSOR
ELASTICIDADE E CLASSIFICACAO
DOS MATERIAIS

O tensor de elasticidade pode ser usado para classificar os materiais de acordo com a
simetria do material. Nas proximas secoes sao impostas condi¢oes sobre as componentes
do tensor de elasticidade. Isto seré feito fazendo que o tensor de elasticidade satisfaca

certas simetrias.

4.1 Materiais triclinicos

O tensor das propriedades elasticas fornece o comportamento elastico em cada direcao.
Num material anisotropico as cadeias elésticas elementares possuem uma estrutura nao
simétrica, o que de certo modo reflete a irregularidade dos graos do material. Green defi-

niu um material elastico como sendo aquele para o qual existe uma energia de deformacao

(¢) tal que :
0¢ ¢ 99 (4.1)

O11 = 533012 = 755033 =
86117 85127 08337
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generalizando,
9¢

8615

Tij = Nijuien + Njjiogra + - (4.2)

Tomando as equacoes abaixo:

0
o1 = % = Nnienn + Anegie + Avnsers + Aqioecan + Ajiascas + Aissess, (4.3)
11

99

099 = . = Nog11€11 + Nao1o€12 + Aooi3e1s + Aoooocos + Aoooseas + Aoasgsess, (4.4)
22

e diferenciando 4.3 em relacao a €99 € 4.4 em relacao a e11, tem-se,

0 , 09
—_— = A 4-
8522 8611 ) 1122, ( 5)
g 09 .
Oeny 8622) = Ao 9

Mas, como a funcao energia ¢ representa uma grandeza fisica, pode-se supor que esta
funcao possua derivadas parciais continuas, assim podemos igualar as derivadas mistas,

como abaixo:

0? 0?
6 __99¢ (A7)
Oeg90e11 01109
dai,
At122 = Moo, (4.8)
avaliando outros termos,
Aq133 = Az, Aozzz = Aszsoo, A1112 = Mg, Az = Aspin -0 (4.9)
Generalizando este resultado,
Nijrr = Ngij (4.10)

Com esta consideracao o nimero de constantes elasticas do material se reduz a 21, um
material caracterizado por 21 constantes independentes é denominado triclinico e sua

representacao matricial é dada por:



64

A A122 Anzs Az A Adaos

Ag290 Aoz Agoia Agorz Agoos

A= Agszz Asziz Asziz Assos
A1z Mgz Ajoas

Simetrico Aizi3 Aisos

Ag303

Na secao seguinte, é mostrada a matriz das propriedades elasticas para materiais orto-

tropicos.

4.2 Materiais Ortotropicos

Considerando o resultado da secao anterior, ou seja, o tensor elasticidade para materiais
triclinicos, toma-se agora o caso de um material que possui trés direcoes mutuamente
ortogonais de simetria, dados por (z,y, z), tomemos agora a reflexao do eixo z em relagao

ao plano xy (4.1):

Reflexdo do eixo z

X' ----m- X z
y' ------ y
Z' - -Z
X
-z

Figura 4.1: Reflexao ao longo do eixo z, 22 — —z.



A matriz que representa esta transformacao sera:

1 0 O
Q=101 0
00 -1

Para um tensor de ordem 4 a lei de transformacao seré :

/

Anpg = NijtiQim Qjn QipQiq-

. . /
Aplicando para o coeficiente A;;,,, tem-se:

A/1122 = AijleilanQ2pQ2q-

, /_/_
Esta soma anula-se para i,j # 1 e k,l # 2, dai Aj;99 = Aj122 Q11Q11Q22Q22,

’

A1122 = A1

. /
Da mesma forma, tem-se para o coeficiente A;;,s:

(=1
/ ——PN—
A1123 = A1123 Q11Q11Q22Q337

A1123 = _A1123~

65

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Ou seja, sempre que o indice "3"aparecer um nimero impar de vezes o coeficiente sera

nulo, uma vez que os coeficientes devem ser mantidos garantindo a condi¢ao de isotropia.

Desta forma, tem-se

A1123 = A1311 = 07
A2223 = A2213 = 07
A3323 = A3313 = 07

A2312 = A1312 = 0.

(4.17)
(4.18)
(4.19)

(4.20)

A nova matriz fica com 13 constantes independentes, tal tensor caracteriza materiais
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classificados como monoclinicos

A1111 A1122 A1133 A1112

0 0
Agaga Agzzz Azo1z 0 0
A Aszzz Asziz 0 0
A2z 0 0
Simetr Aiz13 Aizos
I Assas |

Considerando a simetria com relagao a x e z, e fazendo reflexdes de x e z respectivamente,

os elementos de matriz da transformacao serao:

’

Qij = €+ [Qle; = cos(ei; e;). (4.21)

~ ’ ~ . o .
Na equagao 4.21, e; e e; sao os vetores de base para os sistemas original e transformado

reespectivamente, de modo que a matriz de transformacao fica como abaixo,

~1.0 0
Q=10 10]- (4.22)
0 01

Fazendo um procedimento anélogo ao anterior, com a lei de transformc¢ao:

/

Amnpq - AijleimanQkalq‘ (423)

/ ’
Para os termos Ay, Aygpo, tem-se

-1

/ /_J\—
Ao = NijQin Qj1Qr1 @iz = Ai112 Q11Q11Q11Q22 = —Aq11o, (4.24)
-1
’ /_/%
Nog1o = NijriQi2Qj2Qr1 Q2 = Nogiz Q20Q22011Q22 = —Agaro, (4.25)

assim, obrigatoriamente

Aq112 = Nao12 = 0. (4.26)
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Visto que a simetria nao deve ser alterada, quando o indice "2"aparecer um niimero
impar de vezes os termos se anularao perante a transformacao 4.23. Por outro lado,

fazendo o mesmo procedimento para os termos Aszja € Aq303:

-1

/ —
Asz10 = NijrQizQi3QrQiz = Asz12 Q33Q33011 Q22 = —Asziz, (4.27)
-1
/ —
Aigo3 = NijrQin Qj3Qr2Qis = M112 Q1Q33022033 = —An1z, (4.28)
com
Aszz12 = Ai3e3 = 0. (4.29)

Neste caso, quando o indice "3"aparecer um nimero impar de vezes na lei de trans-
formacao 4.23 o coeficiente obrigatoriamente serd nulo. Portanto, o tensor elasticidade
para um material com simetria em trés direcoes ortogonais entre si, tem 4 constantes
independentes a menos que o tensor elasticidade para um material monoclinico, deste

modo a nova matriz sera:

| A Aoz Ajizg 0 0 0 ]
Agaga Agazz 0 0 0
A~ Aszzz 0 0 0
A1z 0 0
Simetr Aziz 0

i Assas |

Esta matriz possui 9 constantes independentes e caracteriza materiais chamados de or-
totropicos.
Este altimo resultado serd utilizado intensivamente no decorrer deste trabalho, uma vez

que, leva-se em consideracao os materiais classificados como ortotropicos.
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Capitulo 5

EQUACOES PARA ANALIZE DE
TENSOES RESIDUAIS EM
MATERIAIS ORTOTROPICOS

5.1 Introducao

Um material que possui textura e anisotropia intrinseca dos cristalitos ¢ também elas-
ticamente macroscopicamente anisotropico. A textura gera anisotropia a medida que
certas dire¢oes sao privilegiadas. De fato, em filmes finos policristalinos os cristalitos ge-
ralmente apresentam orientacao preferencial na direcao de crescimento. J& nas camadas
do filme fino nao ocorre direcao preferencial e os graos se orientam aleatoriamente. Isto
caracteriza materiais transversalmente isotropicos (apresenta ortotropia do eixo de cres-
cimento do filme com relacao as camadas do mesmo; no plano das camadas o material é
isotropico). As relagoes tensao-deformagao para materiais ortotropicos sao descritas pela
lei de Hooke utilzando o tensor de rigidez que é descrito pela Equacao 5.4 apresentada
a seguir na Secao 5.2 e pelas transformacoes dos tensores do sistema de coordenadas da
amostra (S) para o sistema do laboratorio (L) (Equagao 3.18). A seguir, as equagoes
L\ hkl

para a deformagao medida por raios X {e oy Serao expressas em fungao dos estados de

tensao principais biaxial e triaxial reespectivamente.
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5.2 Relacoes tensao-deformacgao no sistema de coorde-

nadas principal da amostra

Em uma linguagem fenomenologica, pode-se definir os materiais ortotroépicos como sendo
caracterizados por: trés modulos longitudinais de elasticidade ou modulo de Young (F1,
Ess, Es3), que descrevem a tendéncia do corpo deformével sofrer alongamento num eixo;
trés modulos de elasticidade transversais (G, Gag, Gi3), que descrevem a tendéncia
do corpo deforméavel sofrer cisalhamento; trés coeficientes de Poisson (19, a3, 113), que
decrevem a tendéncia do corpo deformavel sofrer contracao transversalmente a direcao
de alongamento, ou seja as dire¢oes ortogonais a direcao da aplicacdo da tensao sofrem

deformacao.

O coeficiente de Poisson é um tensor representado como abaixo

vy =—2 Y i, (5.1)
27

onde j representa a direcao transversal e ¢ a direcao longitudinal e o sinal negativo indica
que se o corpo sofre tracao entao seu comprimento ird aumentar enquanto as dimensoes
da area de secao transversal irdo diminuir, o oposto ocorre na compressao. As constantes
elasticas (que sao as componentes do tensor de elasticidade) sdo obtidas empiricamente.
Para tanto faz-se um ensaio em cada direcao aplicando uma tensao uniaxial; o material
é carregado na direcao x e a deformacao é entao medida. O mesmo procedimento é feito
para as diregoes y e z. Conhecidas a tensao e a deformacao em cada direcao, calcula-
se 0 modulo de Young (E). Para relacionar o médulo de cisalhamento (G) ao modulo
de Young (E) e ao coeficiente de Poisson (v) faz-se um ensaio aplicando uma tensao

cisalhante & amostra, eis que tal relacao é descrita pela equagao abaixo

E
G= 21 +v) 5.2

A relagao inversa da lei de Hooke é fornecida aplicando a inversa do tensor elasticidade
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A~!' em ambos os lados

Ekl — Al;l%jo—i]" (53)

A forma matricial da equacdo 5.3 para materiais ortotropicos pode ser dada por [6]:

€11 ELM —% —% 0 0 0 011
E929 —%121 ELm —% 0 0 0 099
£33 _ —%131 —EL;; EL&; 0 O 0 033 (5 4)
€93 0 0 0 2G123 0 0 T23
E13 0 0 0 0 5= O Ti3
£12 0 0 0 0 0 2G’112 T12

na equagao 5.4 a primeira matriz a direita é a representagao do tensor de rigidez (com-

pliance). Como esta matriz é simétrica, tem-se

Vo1 V2
- I
E Eqy
V31 3 (5.5)
. .
E33 En
V32 Va3
FE33  Eg

A seguir, sao mostradas as equacoes para o estado triaxial de tensdes no sistema de

coordenadas principal da amostra.
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Estado de tensao principal triaxial

O estado de tensao principal triaxial ocorre quando o tensor das tensoes esta representado
no sistema de principal de referéncia da amostra (P), neste caso, as tensoes cisalhantes
sao nulas, portanto, somente o1, 092, 033 sao nao nulas. De acordo com a equacao 5.4,

tem-se

<€11>S = LUH - E022 - EU%
En E Es3 ™7
) = — 201 4 0y — Doy, (5.6)
En Eos E33
(e33)” = —Eall - @022 + L033
En Es Es3 ™
substituindo 5.6 na equacao 3.18
L\ hkl
{e3s o
.92 2 V2 V31
=sin“1cos” Y | =011 — =09 — — 033
[En Es Ess }
+ sin? 1 sin® ¢ [ 72+ ! o 32 o } (5.7)
——0 011t 5022 — ——033 .
En Eao Fs33

V13 Va3 1 ]
En Es Ess3

2
+cos™ ¢ {——011 — 022+ 033
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utilizando a relacdo cos?1) = 1 — sin®¢ e rearranjando os termos tem-se

{5:%3}%1 =
. 9 011 2
sin w{—E [(1 + v19) cos” @ + (13 — V12):|
11

o :
—|—E—22 [(1 + va1) sin? © + (123 — Vgl)}
22

——= (1 + Vg9 sin?  + v3; cos? gp)}

Vi3 V23 1
— (2 2B gy — ——033 | - 5.8
(EHUH + E22022 Fus 033) (5.8)

A Equagao 5.8 descreve a deformacao medida por difragdo de raios X em funcao do
estado de tensao principal triaxial (011, 092, 033) dos modulos de Young (F1q, Eag, E33) €

dos coeficientes de Poisson (112, Va3, 113).

Estado de tensao principal biaxial

No caso do estado de tensao principal biaxial as tensoes fora do plano (adotamos aqui
o plano zy) sdo nulas (o33 = 0). Isto ¢ interessante no caso da andlise de raios X de
superficies, filmes finos e revestimentos [4]. As relagoes tensao-deformagio ficam como

abaixo

1 V21

<511>S = E—Ull - E—U22,
11 22



S V12 1
= ——= —_— 5.9
(€92) EHU11+ E22022, (5.9)
(e >s LAt o Va3 o
33) = — /=011 — 55022,
En Ea

substituindo as equagoes 5.9 na equacao 3.18, obtém-se

{53%3 Z]fz;l =
, o
sin? @b{E—H [(1+ v12) cos® p + (v13 — 112)]
11

(o) .
—|—E—22 [(1 + vg1) sin® @ + (o3 — 1/21)]}
22

V13 V23
— [ == —_ . 5.10
<E11 o111+ B 022) ( )

A Equacao 5.10 relaciona a deformacao com a tensao superficial em materiais ortotropi-
cos, com base no sistema de referéncia principal da amostra (P). No proximo capitulo a
consisténcia destas equacoes sera testada uilizando as constantes eldsticas presentes no

trabalhos de D. Faurie et al [1].

5.3 Equacao proposta para o coeficiente de Poisson v3

As curvas ¢ versus sin® 1) sdo lineares no caso de materiais intrinsecamente isotrépicos e
macroscopicamente isotropicos na auséncia de textura. Para materiais intrinsecamente
anisotropicos, a presenga de tensoes cisalhantes e/ou textura torna as curvas £ versus
sin?1) ndo lineares. No caso especifico de filmes finos, utiliza-se geralmente a equacdo

para o estado principal biaxial de tensao (Equagoes 3.19 e 3.20) para analizar as tensoes
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superficiais. Mesmo no caso intrinsecamente isotropico na auséncia de textura, pode-
se obter curvas ¢ versus sin® ndo lineares. Isto se deve ao fato de que filmes finos
possuem os graos dispostos em estrutura colunar, ou seja, morfologicamente falando-
“textura morfologica“; os graos no plano S;.9; estao dispostos diferentemente dos graos

nos planos 5153 e 95S5.

No que segue, usa-se a a Equacao 5.10 no ambito de se obter uma expressao para o
coeficiente de Poisson fora do plano S1.5, para filmes finos transversalmente isotropicos.
Filmes finos que possuem isotropia transversal, como o proprio nome sugere, sao isotropi-
cos no plano 515, a equagao 5.10, portanto independe de ¢. Além disso, E; = Fy = E;
Vg = Uy = UV e 13 = Up3 s80 as condicoes de isotropia no plano S15;. Logo podemos

entao proceder da seguinte maneira.

A Equacao 5.10 para ¢ = 0; E; = E9s = E; 119 = 19; = 1 € V13 = /53 torna-se

. o g 1%
{ggg}g;zz = sin? ¢ %(1 +v13) + %(u13 — u)] — % [o11 + 0921 (5.11)

Se o material em questao fosse isotropico, a equacao acima seria uma reta, porém, com a
isotropia transversal (no plano 51.Ss, aparece o termo 43, que corresponde ao coeficiente
de Poisson fora do plano (perpendicular a S1.55). Portanto, atribui-se a nao linearidade

da Equacao 5.11 a variacao do coeficiente de Poisson 1413 com ).

Neste trabalho a influéncia do tamanho de grao nas propriedades elasticas do material
nao foi levada em cosideragao |1, 67|, sendo assim, pode-se dizer que o coeficiente de

Poisson fora do plano vi3 pode ser considerado como funcao de 1 e hkl;
vy — iy, (5.12)

isolando 13 na Equacao 5.11, tem-se

vkl {5253}85;”5 — sin” 1) (011 — ov)

v (011 + 02) (sin? ¢ — 1) (5:13)

A Equacao 5.13 representa v13 como funcao de ¢ e hkl, ja que {5?%3}81’21 também possui

essa dependéncia. As constantes F e v, sao reespectivamente, o0 médulo de Young e o
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coeficiente de Poisson no plano S1.55. Observe que esta equacgao diverge quando siny = 1
ou seja, ¢ = 7, isso estd de acordo com a impossibilidade de medicao de difragao nesse

angulo.

Expressao para ;3 em funcao das tensoes residuais em filmes finos Filmes
finos geralmente apresentam tensoes residuais, isso acontece quer seja devido as condi-
¢oes experimentais de deposicao do filme ou por questoes relacionadas as diferencas das
propriedades do substrato e do filme fino em si. De fato, consideremos a equagao 5.13,
nela as tensoes o1 e 099 nao sao as tensoes aplicadas a amostra, deve-se atentar para
o fato de que as tensoes aplicadas a amostra somam-se as tensoes internas do material,
portanto, o1; e 095 sao na realidade tensoes resultantes da superposicao das tensoes

aplicadas of}, o4, e das tensoes residuais o, e of,. Assim, tem-se

011 20'1414—0';1, (514)

099 = Ohy + Thy, (5.15)
Substituindo estas duas ultimas equacoes na Equacao 5.13, tem-se

o _ {E50p B —sin® ¢ (o], — ohov + ofy — ogpv)

v
13 (o7, + 0%y + ofh + o55) (sin2 P — 1)

(5.16)

Esta é a equacao obtida para a analise tanto das tensoes como do coeficiente de Poisson
fora do plano (113). Numa superficie/filme fino livre de tensdes, sujeita ao estado de
tensao principal biaxial. As tensbes aparentes 011 e 099 sao iguais as tensoes aplicadas

ot e o4 reespectivamente.

A Equacao 5.16 descreve a evolugao do coeficiente de Poisson para materiais transver-
salmente isotropicos, seu valor médio (v43) pode ser calculado utilizando a fungao de

distribui¢ao de orientagoes (FDO). Para este fim, propde-se a equagdo descrita abaixo
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para a média mecanica do coeficiente de Poisson fora do plano v3 :

) = 3 /G/ [ @@ - (.17)

2 T 2
o) =g [ ] e s s sin@adsn,  Gas)

observe que, de acordo com a equacao 3.6, a integracao é feita sobre todo espaco de

orientacoes G.
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Capitulo 6

RESULTADOS E DISCUSSOES

6.1 Introducao

As equagoes presentes na literatura (3.22) para anélise de tensoes por difracao de raios X
em materiais anisotropicos geralmente levam em consideracao o fator de tensao, que por
sua vez conecta/relaciona as tensoes as deformagoes. Como comentado anteriormente na
Subsecao 3.4.5, o fator de tensao nao ¢ um tensor, portanto nao é possivel transforma-lo
de um sistema de coordenadas a outro. Em via contraria, as equacoes propostas neste
trabalho para os estados principais biaxial e triaxial de tensao utilizam um tensor que
conecta as deformacoes as tensoes no sistema principal da amostra. Devido as simetrias
de ortotropia impostas a este tensor, o uso do fator de tensao é substituido pelo tensor

de elasticidade ortotropico.

6.2 CAlculo de v13 médio para um filme fino de Au

Filmes finos geralmente apresentam anisotropia, sendo que esta pode ser gerada pelas
condicoes experimentais de deposicao ou pela diferenca entre as propriedades mecanicas
do substrato e do filme fino. A fim de especular se a Equacao 5.13 gera resultados ra-

zoaveis para vy3, um estudo de caso foi realizado ultilizando os resultados experimentais
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Tabela 6.1: Cargas aplicadas e tensdes aplicadas resultantes (aparentes) para o filme de ouro com
textura de fibra {111} [1].

Tensao TQ T1 T2 T3 T4 T5
Carga (N) 0 1,1 22 36 56 66
o (Mpa) 0 28 56 91.8 143 168
099 (Mpa) 0 6,3 12,5 20,5 31,9 37,6

Tabela 6.2: Valores de v e sin® 1) para diferentes planos (hkl) para o filme fino de ouro com textura
de fibra {111} [1].

Plano difratado  (222) (331) (311) (420) (333) (400) (311) (222) (420)
Angulo ¢ 0 22,00 29,50 39,23 48,53 54,74 5852 70,53 75,04
sin® 1 0 014 024 040 056 067 0.73 089 0.93

de D. Faurie et al [1]. O trabalho de D. Faurie examina os efeitos da textura cristalo-
grafica nas propriedades elasticas de filmes finos, portanto duas amostras sao estudadas:
um filme fino nao texturado de ouro macroscopicamente elasticamente isotropico; e um
filme fino de ouro apresentando textura de fibra {111} macroscopicamente elasticamente
anisotropico, mais especificamente, o filme texturado é transversalmente isotropico (iso-
tropico no plano S1S;). Ambas amostras consistindo de substrato+filme fino com a
geometria da figura 6.1 foram carregas com 5 cargas distintas Ty, T3, To, T3, Ty (ver ta-
bela 6.1) e a evolucao da deformagao foi medida via difragao de raios X para cada angulo

1 da tabela 6.2.

Gt()t

Figura 6.1: Amostra sujeita a tensio o'9', a tensdo transversal o, surge no filme devido a diferenca
entre os coeficientes de Poisson no plano S7.55 entre o substrato e o filme; a geometria da amostra
também é mostrada [1].
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Os resultados experimentais de D.Faurie et al para o filme texturado sao apresentados

no Figura 6.2 de ¢ versus sin® 1. Repare que o comportamento da curva ndo é linear.

(4-20)
1_5)(10'3 | ®-F=22N
—A— F=3.6N
4 | —F=56N
1.0x10”
.
w 0.5x10° -
0.0x10° 4———A
0.5x10° 4§
o) (331)

| | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

sin2 ¥

Figura 6.2: Deformacdes em funcio de sin? 1; curvas experimentais (linhas e simbolos cheios) e teéricas
(linhas pontilhadas e simbolos abertos). ref. [1]

Com os dados obtidos da Figura 6.2, fez-se um ajuste pelo método dos minimos qua-
drados, como mostra a figura 6.3. O coeficiente angular obtido para o ajuste foi igual a
2,02885 - 1073, o coeficiente linear igual a —0,609537 - 1072 e o coeficiente de correlacao

R? = 0,910672. Logo a funcao encontrada por este ajuste foi

e =2,02885 - 10 % sin¢) — 0.609537 - 102, (6.1)
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Figura 6.3: Dados experimentais para a curva do trabalho de D. Faurie et al para a curva com tensio

resultante Ty, a reta foi obtida por um ajuste linear, note que devido a anisotropia do material a curva
real ndo é linear. ref. [1]

Por outro lado, o coeficiente angular da equagdo 5.11 para a tensdo Ty (01, = 143M Pa

e 099 = 31,9M Pa) da tabela 6.1 e com E = 91,8GPa e v = 0,566 torna-se;
m = 1,36105228 - 107% + 1,9005228758 - 10~ *vy3, (6.2)

onde o modulo de Young F e o coeficiente de Poisson v foram obtidos no trabalho de D.
Faurie et al por meio do modelo de interacao grao de Neerfeld-Hill, ja que, as constantes
elasticas foram calculadas com sendo iguais a s, = 23427 Pa™1, 519 = —11,0£0,97TPa~!

e sy =24+ 2TPa'.

Comparando as equagdes 6.1 e 6.2, obtemos 1]} = 0,351, onde o sobrescrito 'm’ indica
que trata-se de um valor médio.

Em um trabalho anterior, Santos el al (2010) [6] encontrou um valor de vates = 0,311

para o filme fino de ouro texturado também ultilizando o método dos minimos quadrados.
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A razao entre o valor calculado por Santos et al e o valor acima calculado é dada abaixo

m
Vi3

~ 0.89. (6.3)

Santos
V13

Ou seja, uma diferenca de aproximadamente 11%. Levando-se em consideracao a incer-
teza desse valor, o resultado encontrado para {3 = 0,351 neste trabalho est& de acordo
com o resultado de Santos et al. As incertezas envolvidas nos célculos é objeto de um

estudo posterior.

Coeficiente de Poisson 5.13 calculado através da superficie gerada

Através dos dados da Tabela 6.1 (017 = 143M Pa, 095 = 31,9M Pa) e dos valores encon-

trados para E (= 91,8GPa) e v (= 0,566) chega-se a seguinte expressao para vy

i _ (918) - 10° (s} — 124.0446in” y
" 174,9 - (sin® ¢ — 1)

(6.4)

Pode-se entdo plotar a superficie 6.4 utilizando os dados do Figura 6.2 de ¢ versus sin® 1.

. .1 hkl g
De maneira que o valor médio de V% na superficie foi calculado e obteve-se v75* = 0,225.

Onde o sobrescrito ‘ms’ indica o valor médio na superficie 6.4.
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e

>0.5

Deformacao *10 °

senz(psi)

1

Figura 6.4: Superficie gerada através da equacgdo 6.4, observe o pico gerado quando sin®) — 1 ou
seja ¢ — 5. A equagao 6.4 diverge nesse ponto.

A razao entre o valores dos coeficientes de Poisson v]5° = 0,225 e v]§ é

75~ 0,64, (6.5)
V13

e a razao entre v{%° = 0,225 e o valor de Santos el al 113 = 0,311 é dada por:

744

3~ 0,72. (6.6)

Vi3
O valor medido na superficie foi &~ 46% menor do que o valor obtido pelo método dos
minimos quadrados, tratando-se, portanto de um resultado significativamente menor.
Além disso, o valor medido na superficie foi ~ 28% menor do que o valor obtido por
Santos et al. Vale destacar, que em alguns trechos da superficie, os valor de {3’ esta de

acordo com o resultado obtido por Santos et al [6].
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Capitulo 7

CONCLUSAO

Uma nova equacao foi proposta para o coeficiente de Poisson v3 para filmes finos.
Atribui-se & v13 o papel de fator anisotrépico na lei de sin?¢ modificada (Eq.5.11),
a superficie para este fator anisotrépico foi plotada para dados experimentais obtidos

do trabalho de D.Faurie et al, esta superficie se mostrou bem comportada para pontos

s
5

suficientemente distantes de ¢ = O estudo de caso para o filme finos texturado de
ouro, no qual se calculou o valor médio de {vf5}¥""*! de duas formas diferentes (método
dos minimos quadrados e pela superficie média), revelou-se de acordo com o trabalho de
Santos et al quando calculado pelo método dos minimos quadrados. No caso da superficie
(figura 6.4), somente algumas regides da mesma apresentaram vq3 proximo do valor cal-
culado por Santos. Como a superficie (figura 6.4) apresenta uma indeterminagao quando
Y = 7, os valores de {vk }¥ oscilam muito nas proximidades deste ponto, sugere-se
realizar medidas de difragao raios X onde ¢ esteja razoavelmente distante de 7, uma
vez que nao se sabe se isso pode influenciar significativamente os valores médios obtidos
de deformacao por difracao de raios x. Do ponto de vista tedrico, uma nova equacao
foi obtida em funcao dos parametros experimentais, porém, existe a necessidade de se
verificar experimentalmente os resultados obtidos para o coeficiente de Poisson fora do

plano, uma vez que, o trabalho de Santos et al que foi ultilizado a titulo de comparacao

é teorico.
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Apéndice

Termodinamica da Deformacao

Suponha uma mudanca infinitezimal du; no vetor de deslocamentos wu;:

Sabe-se que a i-ésima componente da forca interna por unidade de volume é dada por

&nk

fi= )

Considere o trabalho dw devido a este deslocamento infinitezimal, mais especificamente,

o trabalho devido as forcas internas que surgem no sélido. Seja o trabalho dado pela

equacao
usando 2,
0ok,
owdV = ou;dV, 4
/ v / Ozy, ! ( )
integrando por partes,
ddu;
/ SwdV = ]f uduid Ay, — / aik%dv. (5)

Tomando uma superficie no infinito, ou seja, um soélido que foi deformado longe de sua
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superficie de modo que a deformacao na superficie seja nula, tem-se

0

‘ ‘ 06
/ SwdV = f{ udusd Ay — / aikg—“’dv, (6)
Ty

/5de: —/Jika—;:d‘/z —/UZMS (8;:) av, (7)

lembrando que % é um tensor simétrico,
€T

/5de B _§/Jik (a% * 3%‘) , ®)

dai,

[ Ous Ouy, \.
mas, €;; = (8:% + 8:vi>’

ou equivalentemente,

ow = _O'ik(sgik; (10)

da primeira lei da termodinamica,
dE = 0@ — oW, (11)
dE =Tds -+ Uikdgih (12)

esta é a relacao termodinamica fundamental para corpos deformados.

No caso hidrostdtico, quando age uma pressao p, tem-se

Oik = —DOik, (13)

onde 9;; é a delta de Kronecker e vale 1 quando i = j e 0 sempre que ¢ # 7, substituindo

na Equagao 12;

dE =Tds — pédeip = Tds — pde;; = T'ds — p(deyy + deyy + desz), (14)

mas, deg, + dey, + de,, = dV, a equacao 12 toma a forma termodinamica habitual.
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Realizando uma transformacao de Legendre, introduzimos o potencial termodinamico

denominado energia livre de Helmmoltz, a saber:

F=FE—-Ts, (15)
diferenciando,
dF =dFE — Tds — sdT, (16)
substituindo 12,
dF = —sdT + Uikdgik7 (17)

definindo o potencial termodinamico arbitrario ¢ como

¢=E—-TS — ok, (18)

diferenciando,

d¢ =dE —TdS — SdT — Uikdgik - gikdgika (19)

substituindo 17 na ultima equacao

d¢ = —sdl — gikdaik- (20)

O termo e;,doy; tem dimensao de energia por unidade de volume. Para o caso do

potencial termodinamico energia livre de Gibbs, a transformada de Legendre se d4 como

¢=FE—TS+PV. (21)

Analisando quais sao as variaveis independentes nas Equacoes 12 e 17: em dE = Tds +
orde;r, as variaveis independentes sao s e €;,. JA em dF = —sdT' + o;de;;, as variaveis
independentes sao T e ;. E bem comum tomar o elemento diferencial de dE e dF e

comparar os termos com as equacgoes termodinamicas acima para dFE e dF:

oF ok
dE = (—) ds + ( ) d&'k =Tds + O—ikdgiky (22)
ds ). Ogir )
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or OF
F=\ar) & — —sdT + o de, ,
d (aT) . dT + <3€ik>gp sdT + oipdegy, (23)

OF oF
— = 24
ik (8@;)5 <Oeik>T ’ ( )

ou ainda, em termos do potencial termodinamico ¢, para isso basta tomar a diferencial

dai, obtém-se

de ¢ de forma anéloga ao que foi feito acima

(99
Eik — — (ank)T . (25)

A Equacao 24 é considerada como a definicao de um solido deformével e no Capitulo 4

é visto com maiores detalhes que um soélido elastico possui uma energia de deformacao
definida pela Equacao 24, é interessante notar que ou a entropia ou a temperatura devem
ficar constantes, isso reflete o fato de que as deformacoes aqui consideradas sao causadas
na auséncia de variagao de temperatura. A variagdo da temperatura iria gerar expansoes
térmicas e consequentemente deformacoes. As equacoes até aqui consideradas nao levam

em conta a variacao de temperatura.
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