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Resumo

Neste texto expomos alguns resultados relativos a sequéncias. Iniciamos
com a defini¢ao formal de sequéncias, abordamos os assuntos classicos no En-
sino Baésico, progressoes aritméticas e progressoes geométricas e fornecemos
alguns topicos complementares, dentre outros, aplicacoes de sequéncias em
Matemaética Financeira, no calculo de raiz quadrada de um nimero e de uma
forma introdutéria, a nocao de limite de uma sequéncia e Séries numéricas.
O trabalho traz ao longos dos capitulos notas historicas, muitos exemplos,
aplicacoes, interpretacoes geométricas e uma lista de exercicios. Procuramos
elaborar um texto que seja receptivo a alunos e professores do Ensino Bésico.
Para isto, a exposicao dos tépicos é focada em uma linguagem matematica
formal e informal, de modo que o leitor tenha acesso a parte intuitiva de cada

conceito, sem prejuizo no aspecto de precisao da matematica.

Palavras-chave: sequéncias numéricas - progressoes aritméticas - progressoes

geométricas - Matematica Financeira.
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1. Introducao

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1999) quando
os estudantes vao se integrando ao que se denomina uma sociedade da in-
formagao crescentemente globalizada é importante que a educacao se volte
para o desenvolvimento das capacidades de comunicagao, resolugao de proble-
mas, tomada de decisoes, fazer inferéncias, criar, aperfeicoar conhecimentos
e valores e trabalhar cooperativamente. A compreensao da matematica é
essencial para o cidadao agir como consumidor prudente ou tomar decisoes
em sua vida pessoal e profissional.

O novo Ensino Médio nao é simplesmente preparatoério para o Ensino Su-
perior ou estritamente profissionalizante, mas sim tem a fungao de preparar
para a vida, qualificar para a cidadania e capacitar para o aprendizado per-
manente, em eventual prosseguimento dos estudos ou diretamente no mundo
do trabalho.

Infelizmente tal situacao nao acontece na pratica. De acordo dados do
INEP - Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teix-
eira (em novembro de 2003), 62,6% dos estudantes brasileiros da 3* série do
Ensino Médio, na disciplina de Matematica, foram classificados no estagio
critico e outros 4,8% no estagio muito critico do aprendizado. No total, 67,4%
dos alunos tém desempenho muito abaixo daquele desejado. No Brasil ape-

nas 6% dos alunos se encontram no estagio considerado adequado para essa



disciplina.

Os diversos ramos da Matematica demonstram como reconhecer e anal-
isar formas e manipular nimeros. Atualmente, o cdlculo com o emprego
de métodos algébricos é instrumento de vasta aplicagao a todos os tipos de
problemas. Em todos os ramos da atividade humana o uso de conhecimentos
matematicos possibilitou e possibilita diversos avancos.

A Matematica ajuda a estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo,
cabe ao estudo de Matematica durante o Ensino Médio apresentar ao aluno
o conhecimento de novas informacoes e instrumentos necessarios para que ele
possa continuar aprendendo. Compreender e resolver situacoes que envolvem
conhecimento de célculos numéricos e da linguagem algébrica possibilitara ao
aluno compreender melhor as intimeras situagoes do cotidiano que necessi-
tam de conhecimento matemaético, colaborando para sua formacao social,
profissional e para o prosseguimento dos seus estudos.

As sequéncias Numéricas reais sao conteudos obrigatérios dos curriculos
do Ensino Médio. O estudo das sequéncias Numéricas reais possibilitard ao
aluno entrar em contato com a linguagem algébrica, bem como reconhecer in-
strumentos importantes para continuar seus estudos. Além de possibilitar ao
aluno adquirir grande parte das competéncias citadas acima. As progressoes
aritméticas e geométricas tém aplicabilidade em varios ramos da atividade
humana, por exemplo, as PGs (progressoes geométricas) sao aplicadas a es-
tudos para a obtencao do montante de um valor capitalizado periodicamente,
assim como em estudos de taxas de juros, financiamentos e prestagoes.

No entanto, a maioria dos alunos do Ensino Médio apresenta muitas di-
ficuldades para compreender os conteiudos de Matematica em suas diver-
sas areas, inclusive do estudo das sequéncias, destacando-se as progressoes

aritméticas (PA) e as progressoes geométricas (PG), que fazem parte do



curriculo escolar do Ensino Médio Nacional, normalmente apresentado no 2°
ano.

Muitos alunos do Ensino Médio pensam que os conteidos de Matematica
somente enfatizam um grande niimero de férmulas sem sentido, com céalculos
interminaveis e sem relacao com o mundo real. Infelizmente na grande maio-
ria das escolas o ensino das progressoes nao ¢ construido junto com os alunos,
mas simplesmente passado para eles, nota-se também que esses conceitos nao
sao abordados a partir da histéria e nao tém ligacao com a realidade dos mes-
mos.

No ultimo ano do Ensino Fundamental os alunos estudam o basico de
Matemaética Financeira, conhecem e usam as féormulas para se descobrir
valores, mas neste momento nem ¢ citada a relagao entre as progressoes
geométricas e a Matematica Financeira. Normalmente os livros didaticos de
Matematica do Ensino Médio apresentam o estudo das sequéncias Numéricas
de forma bem resumida, normalmente tem-se uma pequena relacao envol-
vendo alguma situacao do cotidiano e em seguida define-se sequéncias Numéricas,
logo em seguida tem uma série de exemplos sobre a formagao dos elementos
de uma sequéncia e pula-se logo para o estudo das progressoes aritmética e
geométricas (onde a énfase maior é na resolugao de exercicios repetitivos)
e normalmente também nao é feita a relacao do estudo das progressoes
geométricas com os calculos financeiros.

Diante deste cenario, o objetivo deste texto é colaborar com o aprendizado
dos alunos do Ensino Médio em relagao ao estudo das sequéncias Numéricas
reais e da sua aplicabilidade em situacoes do cotidiano, inclusive envolvendo
calculos financeiros. Procuramos elaborar um texto que seja receptivo a
alunos e professores do Ensino Basico. Para isto, a exposicao dos tépicos

é focada em uma linguagem matematica formal e informal, de modo que



o leitor tenha acesso a parte intuitiva de cada conceito, sem prejuizo no
aspecto de precisao da matematica. O texto traz ao longo dos capitulos
notas histdricas, muitos exemplos, aplicagoes, interpretacoes geométricas e
uma lista de exercicios.

Neste texto expomos alguns resultados relativos a sequéncias. Iniciamos
com a defini¢ao formal de sequéncias, abordamos os assuntos classicos no En-
sino Basico, progressoes aritméticas e progressoes geométricas e fornecemos
alguns topicos complementares, dentre outros, aplicagoes de sequéncias em
Matematica Financeira, no calculo de raiz quadrada de um ntimero e, de uma

forma introdutéria, a nocao de limite de uma sequéncia e Séries Numéricas.



2. Sequeéencias Numéricas

Em muitas situagoes da vida diaria aparecem a ideia de sequéncia ou Sucessao.
Assim por exemplo, temos:

A sequéncia dos dias da semana (domingo, segunda, ..., sébado).

A sequéncia dos meses do ano (janeiro, fevereiro, ..., dezembro).

A sequéncia dos numeros naturais (1,2, 3,4, ...).

A sequéncia dos anos, a partir de 1990, nos quais a Copa do mundo de
futebol é realizada (1990, 1994, 1998, 2002, ...).

Em todas essas situacoes observa-se certa ordem nos termos. Na sequéncia
dos meses do ano temos: 1° termo: janeiro, 2° termo: fevereiro, ..., 12° termo:
dezembro.

Se representarmos o primeiro termo por a; (lé-se a indice um), o segundo
termo por as, 0 terceiro por ag e, de modo geral, o termo de ordem n ou n-
ésimo termo por a,, temos uma sequéncia finita (a1, az, as, - - , a,) ou ainda,
se permitirmos variar n sobre todos os naturais temos uma sequéncia infinita
(al7a2ya37"' 7an7'“) :

Mais formalmente, uma sequéncia infinita de nimeros reais é uma funcao:

f:N—=R
f(n)=an

Onde n é o indice da sequéncia e a, o m-ésimo termo da sequéncia.



Escreve-se (ai,ag, -+ ,apn, ) ou (ay),cy, OU simplesmente (a,), para in-
dicar a sequéncia cujo n-ésimo termo ¢é a,,.

Observe que pela definicao de fungao, a rigor nao podemos garantir que
ay na sequéncia (3,6,9,...) é 12. Embora, é usual considerar que neste caso,
por exemplo, a,, = 3n.

Por outro lado uma sequéncia finita é uma funcao
a:{1,2,3,--- ,n} >R

onde escrevemos

a(l)=a
a(2) =ag
a(n)=an

ou ainda podemos denota-la por (aj,as, - ,ay).

Nao se pode confundir sequéncia com conjuntos. Observe que a sequéncia
(1,1,1,...,1,...) ndo é o mesmo que o conjunto {1}, ou ainda, as sequéncias
(0,1,0,1,...) e (0,0,1,0,0, 1, ...) sao diferentes mas o conjunto de seus termos
¢ o mesmo, igual a {0, 1}.

Observe o exemplo: Determinar os cinco primeiros termos de uma sequéncia

tal que:
a, = 10" + 1.
tem-se entao

a, =10 +1=100+1 =101
az = 10 +1 = 1000 + 1 = 1001



ay = 10" +1 = 10000 + 1 = 10001
as = 10° + 1 = 100000 + 1 = 100001.

Portanto, a sequéncia sera

(11,101, 1001, 10001, 100001).

Uma nota historica

Os egipcios de 5.000 anos atrds precisaram estabelecer padroes, como o da
enchente do Rio Nilo. Observavam os periodos em que ocorria a enchente do
ri0, pots para poderem plantar na época certa e assim garantir seus alimentos,
0s egipcios precisavam saber quando haveria inundagao. Havia, portanto, ne-
cessidade de se conhecer o padrao desse acontecimento, ou seja, necessidade
de conhecer com que sequéncia aconteceria a prorima inundacao.

Eles descobriram que o rio subia logo depois que a estrela Sirius se levan-
tava a leste, um pouco antes do Sol. Notando que isso acontecia a cada 365
dias, 0s egipcios criaram um calenddrio solar composto de doze meses, de 30
dias cada més. Havia trés estagoes determinadas pelo fluxo do Rio Nilo que
eram as Cheias (akket), o semeio (pert) e colheita (shemu,).

Fibonacci (1170 - 1240) foi um grande contribuinte para esta drea da
matemdatica. Ele inventou uma sequéncia de inteiros na qual cada numero
€ 1gual a soma dos dois antecessores, sendo que os dois primeiros termos
da sequéncia sdo iguais a 1, a sequéncia € a sequinte (1,1,2,3,5,8,13,...),
introduzindo-a em termos de modelagem de uma populagao reprodutiva de
coelhos. FEsta sequéncia tem muitas propriedades curiosas e interessantes.
Por exemplo, pode-se perceber que dois termos sucessivos quaisquer sao pri-
mos entre si. Fsta sequéncia continua sendo aplicada em vdrias dreas da

matemdtica moderna e da ciéncia.



Figura 1: imagem do Rio Nilo

Figura 2: Fibonacci



2.1 Progressoes Aritméticas

A progressao aritmética (PA) é um tipo de sequéncia bastante presente em
situacoes do cotidiano, como mostra a situagao descrita a seguir.

Quando a quantidade de agua de um reservatorio atinge o minimo de
10m3, é aberto um registro, automaticamente, despejando-se 5m? de dgua
por hora neste reservatério até completar sua capacidade, que é de 45m?, e
a partir deste momento nao ha vazao pois fecha-se o registro.

3 contida no reservatério,

A sequéncia que apresenta a quantidade, em m
de hora em hora, a partir do instante que foi atingida a quantidade minima

¢ a seguinte
(10,15, 20, 25, 30, 35, 45).

Uma sequéncia de niimeros reais é chamada progressao aritmética quando
cada um de seus termos, a partir do segundo, é igual a soma do anterior com
uma constante r, chamada razao da PA. Em outras palavras uma progressao
aritmética é uma sequéncia de numeros (ay, as,as, ayq, -+ ,ayp,...) na qual é
constante a diferenga entre cada termo a,,; e o seu antecedente a,, para
n > 2 . Assim uma progressao aritmética de razao r é uma sequéncia (a,)
na qual a,, —a, = r para todo n natural. (MORGADO, WAGNER, ZANI|
2001, pag. 1).

No exemplo anterior se tem:

1) Razao r é representada pelos 5m? de dgua que sao despejados por hora
no reservatorio.

2) Os 10m? representam o 1° termo aj.

3) Os 45m? representam o tltimo termo ay.

Uma PA pode ser crescente, decrescente ou constante.

10



Uma PA é crescente quando cada termo é maior que o termo que o an-
tecede. Para que isso aconteca, ¢ necessario e suficiente que a razao seja
positiva. Exemplo: (3,8,13,18,23,28,...), onde a razao é 5.

Uma PA é decrescente quando em cada termo, é menor que o termo que
o antecedente. Para que isso aconteca, é necessario e suficiente que a razao
seja negativa. Exemplo: (20,17,14,11,8,...), onde a razao é —3.

Uma PA é constante quando sua razao é nula (igual a 0). Como por
exemplo: (2,2,2,222....).

Outros exemplos simples de PA sao a sequéncia dos nimeros pares (0,2,4,...)
ou simplesmente (2n) onde a razao é 2 e a sequéncia dos numeros impares
(1,3,5,...) ou (2n + 1), onde a razao também é 2.

Se (a,) é uma progressao aritmética finita de razao r, entao teremos que:

g — a1 =T
as3 —ag =T

as —az =rT

p — Qp_1 =T
Somando essas n — 1 igualdades teremos que
a, —a;=(n—1)r,
isto é
an, =a; + (n—1)r.

Esta é a expressao que fornece o termo geral da PA a partir do 1° termo
e da razao.
O estudo de sequéncia pode ser um bom laboratério para utilizacao de

inducao finita (veja no Apéndice 3 o que é indugao finita).

11



Agora veja que esta mesma relagao também pode ser demonstrada através
da inducao finita. Temos para n = 1 a afirmacao é obviamente verdadeira,

pois
a;=a;+ (1 —1)r=ay.
Suponha entao que a relagao é valida para n, ou seja
a, =a;+ (n—1)r.

Temos que provar que a relacao também é verdadeira para n + 1. Como
Upi1 = ap+r, temos por hipétese a, 1 = a;+(n—1)r+r. Logo a,1 = a;+nr
e a relacao ¢ valida para n + 1.

Por fim, ficou demonstrado pelo principio da inducao finita que a férmula

do termo geral de uma PA é dada por
an, =ay + (n—1)r.
Como exemplo, na progressao aritmética (3,7,11,15,...) tem-se que
an=a+Mn—-1)r=3+Mn—-1)4=3+4n—-4=4n—1.
Em particular, teremos
agp =4 x 30 —-1=119.

Sobre a soma dos termos de uma PA, comecemos com um comentario
histoérico.

Gauss percebeu esta féormula na escola primaria e utilizou-a para calcular
imediatamente a soma dos numeros inteiros de 1 a 100. Ao apresentar sua
resposta, o professor disse ser impossivel o garoto ter realizado a tarefa em
tao pouco tempo e duvidou da resposta de Gauss. O garoto sé foi levado a
sério no final da aula, quando os outros alunos obtiveram a mesma resposta.

Veja o seu raciocinio

12



1+24+3+4+...4+98499 4+ 100,

somando os extremos tem-se

1+ 100 =101

2499 =101

3+98 =101
e assim secessivamente até

50 + 51 = 101

no total sao 50 parcelas de 101, entao
50 x 101 = 5050.

O procedimento usado por Gauss vale de modo geral. Para se conseguir a
soma dos termos de uma PA basta somar o primeiro termo (a;) com o ultimo
termo (a,), multiplicar pela quantidade de termos e em seguida dividir o
resultado encontrado por 2.

Mais formalmente, a soma de todos os termos de uma progressao ar-

itmética nao infinita, a partir do primeiro, é calculada pela seguinte férmula

(a1 + a,)n

S, =
2

Observe a demonstragao da férmula. Tem-se que
Sp=ai+ay+az+ ..+ ap-1) +a,e
Sn = ap + Q(n-1) + Qn—2) + ... + az + ay.
Somando termo a termo as duas igualdades obtemos

25, = (a1 + an) + (ag + a@-1)) + .. + (an + a).

13



Observe que todos os parénteses sao iguais ao do primeiro, ao passar dos
parénteses a primeira parcela aumenta de r e a segunda parcela diminui de

r, tem-se entdo um total de n parcelas iguais a (a; +a,). Sendo assim tem-se

(a1 + a,)n
Sp=—".
2
Fica como exercicio para os estudantes validar esta expressao via indugao.
Mais um exemplo, qual é a soma dos trinta primeiros termos da progressao

aritmética (3, 7, 11, 15, ...)?

. 3+ 119
Temos S, = (o +2a n _( +2 ) _ 999 % 15 — 3330,

Da mesma forma, pode-se calcular a soma dos n primeiros niimeros pares
positivos e dos n primeiros nimeros impares positivos que sao, respectiva-
2 2 ob imei ] dif de 0 sa
mente, n” + n e n° observe, os n primeiros nimeros pares diferente de 0 sao
(2,4,6,8,...,2n), entao

5, = @ J;a”)” _ @ +22">n —n2+n

e os n primeiros nimeros impares sao (1,3,5,7,...,2n — 1), logo

g _ (@ tan)n _ (1+2n—1)n:2_n2:n2.
" 2 2 2

Observe mais alguns exemplos. Determine a soma dos n primeiros niimeros
inteiros positivos. Observe que se trata de uma PA com n termos, onde o

primeiro termo € 1, a razao é 1 e o n-ésimo termo é n. Sendo assim, tem-se

B (a1 + ap)n
S, = 5
~ (I+n)n
S, = 5
n®>+n
S, =
2

14



Logo o valor de

n®+n
5

Zk:1+2+3+4+...+n=
k=1

Figura 3: Gauss

Uma nota historica

A wutilizacdo das sequéncias numéricas também pode ser observada no
aclamado Papiro de Rhind. Este papiro é um documento egipcio de cerca de
1650 a.C., onde um escriba de nome Ahmes detalha a solu¢ao de 85 proble-
mas de aritmética e geometria. E um dos mais famosos antigos documentos
matemdticos que chegaram aos dias de hoje. O sequinte problema envolvendo
progressoes se encontra no papiro Rhind: Divida 100 paes entre 5 homens
de modo que as partes recebidas estejam em progressao aritmética e que um
sétimo da soma das trés partes maiores seja igual a soma das duas menores?
Problema que pode ser resolvido utilizando as ferramentas estudadas pelos
alunos do Ensino Médio. (Boyer, 1998, pag. 33).

O estudo das sequéncias também for notdvel na Grécia. Presume-se que
se deve a Pitdgoras (585 a.C. até 500 a.C.) e aos pitagdricos a criacao da

aritmética, pois conheciam as progressoes aritméticas, as geométricas, as

15



harmonicas e musicais, as propor¢oes, 0s quadrados de uma soma ou de
uma diferenca. Observaram que os intervalos musicais se colocam de modo

que admite expressao através de progressoes aritméticas. (Boyer, 1998, pag.
59).

Figura 4: Trecho do Papiro de Rhind

Figura 5: Pitdgoras

16



2.2 Progressoes Geométricas

Em véarias situagoes surgem grandezas que crescem ou decrescem pelo pro-
duto por uma constante. O estudo dessas grandezas pode ser feito a partir
de um tipo especial de sequéncia chamada de progressao geométrica (PG).

A progressao geométrica é uma sequéncia de niimeros reais em que cada
um de seus termos, a partir do segundo, é igual ao produto do anterior por
uma constante ¢, chamada razao da PG.

As sequéncias (1,2,4,8,16,32,...), onde cada termo é igual ao dobro do
anterior, (216,72,24,8,...), onde cada termo é igual a terca parte do ante-
rior e (5,5,5,5,5,...), onde todos os temos iguais sao exemplos de progressoes
geométricas de razoes, respectivamente, 2, 1/3 e 1.

Em uma progressao geométrica, para avancar um termo basta multiplicar
pela razao, para avangar dois termos, basta multiplicar duas vezes pela razao,
para avancar trés termos, basta multiplicar trés vezes pela razao e assim

sucessivamente. Assim, por exemplo, em uma progressao geométrica tem-se

a9 = a1 X g
a3 =ay x q= (a1 X q) X ¢ =a; x ¢*

ay = a3 x ¢ = (a1 X ¢*) X ¢ = ay x ¢*
e assim por diante. Vale ainda,

ag = as x ¢°
_ 4
app = ay X q

_ 2
ais = a1z X q-.

Dessa forma, toda progressao geométrica (a,) de razao g o termo geral é

dado por
a, = a; X ¢" L.

17



De fato, o caso em que g = 0 é imediato e no caso ¢ # 0 tem-se

Q2
—_— q
a1
as
p—— q
a2
Qg
_— q
as
Ay,
Ap—1

Multiplicando estas n — 1 igualdades, obtém-se

Qn

_:q
a1

n—1

Dai,

a, = a; X ¢" L.

Por exemplo, na sequéncia (1,2,4,8,16,...) para sabermos o seu décimo

termo, fagamos
alg = a1 X qloil =1x29"1=1x2%=512.

Assim como nas PAs também existe uma relagdo para descobrirmos a
soma dos infinitos termos de uma PQG, observe.

Partindo da definicao de soma dos n primeiro termos .S,, temos que
S,=a1+ay+az+ ...+ a,_1+ a,.

O caso em que a razdo ¢ = 1 (PG constante) é imediato, temos que S,, =
na;. No caso em que ¢ # 1 procedemos da seguinte forma. Multiplicando

ambos os lados da expressao de .S,, por ¢, obtem-se
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an:a2+a3+a4+...+an+anq.

Subtraindo essas duas igualdades tem-se
Sp— @S, = a1 — apq = a1 — a1q".
Ou seja,
Sn(l—q) = ai(l —q").

Como ¢ # 1, tem-se

Sn:CLlX

- 1)

Tente provar esta relacao usando novamente a indugao finita.

Calculando, por exemplo, a soma dos 10 primeiros termos da PG (1, 2,

4, 8,16, ...).

1—qg" 1 — 210
g =1x

= 1023
1—g¢ 1-2

Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu com recompensa um grao
de trigo pela primeira casa, dois graos pela segunda, quatro pela terceira
e assim sucessivamente, sempre dobrando a quantidade de cada nova casa.
Como o tabuleiro do xadrez tem 64 casas, a quantidade de graos pedida
pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros termos de uma progressao
geométrica, onde o primeiro termo é 1 e a razao é 2. Calculando usando a

relagao acima demonstrada

1—q" 1 — 264
=1x
1—gq 1-2

Sn:alx

Calculando, obtém-se um estupendo nimero 18 446 744 073 709 551 615,

com vinte digitos!
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Figura 6: A lenda do xadrez

Observe que se |g| < 1, teremos que lim ¢" = 0, ou em outras palavras,
qualquer ntimero real com o médulo entre 0 e 1 quando elevado a um expoente
muito grande vai dar um resultado praticamente igual a zero. A partir dai
pode-se deduzir que o limite, quando n tende a infinito, da soma S,, dos n
primeiros termos da progressao geométrica (a,), de razao |q| < 1. Segue de
(1) que

a1

SzlimSnzl_q.

Como exemplo, temos a sequéncia
(0,3; 0,03; 0,003; 0,0003;...)

Vamos calcular a soma dos 10, 50 e 100 primeiros termos desta sequéncia.

Observe que a razao é 0,1.

—q" 1—-0,1%° 0, 9999999999
—0.3x — 2~ — (.3 x LTI
1—q 2% 1-01 0T 09

0,3333333333 = %

SlO =a1 X

1—q" 1—0,15 1

Sso = =0,3x ———— =0,3x1,111..1 =0,333..3 = -
50 a; X 1_q ;9 X 1_071 yo X1 ) 3

1—q" 1—0,1%00 1

Sio0 = =0,3x ——— =0,3x1,111..1 =0,333..3 = -
100 = a1 X 1—¢ ;o X 1-0,1 yo X 1, ) 3
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Observe que a soma dos 10, 50 e 100 primeiros termos desta PG sao

praticamente iguais a soma dos infinitos termos da PG,

g @ _ 0,3 0,3 1
1—-¢q 1-0,1 09 3

Uma nota historica

O grego Euclides de Alexandria também teve grande éxito na historia da
matemdtica, produzindo a obra Os Elementos. Os Elementos se compoem
de 465 proposicoes distribuidas em treze livros, e € no livro VIII em que se
encontram as propor¢oes continuas e progressoes geométricas relacionadas,
de forma que, se tenha uma propor¢ao continua a : b =b : ¢ = c¢ : d, entao
a, b, ¢, d formam uma progressio geométrica. (Boyer, 1998, pag. 89)

Os hindus também foram hdbeis aritméticos e deram contribui¢oes signi-
ficativas a Algebm, somando progressoes aritméticas e geométricas rapida-
mente. Os problemas de aritmética hindus comumente envolviam irracionais
quadraticos, o Teorema de Pitagoras, progressoes aritméticas e permutacoes.
As progressoes eram um dos assuntos que mais interessavam os hindus. O
Matematico hindu mais importante do século doze foi Bhdaskara (1114 a cerca
de 1185). Ele foi também o tltimo matemdtico medieval importante da fndz’a,

e suas obras representam a culminacao de contribuicoes hindus anteriores.

(Boyer, 1998, pag. 152)
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Figura 8: Bhaskara

2.3 Limites de uma sequéncia

Neste capitulo serao apresentadas algumas defini¢oes importantes sobre o es-
tudo das sequéncias numéricas reais, iniciando-se com limite de uma sequéncia.
Vamos considerar nesta secao as sequéncias infinitas.

Uma sequéncia (a,) pode ser limitada superiormente ou inferiormente. A
sequéncia é considerada limitada superiormente quando existe ¢ € R tal que
a, < c para todon € N e é limitada inferiormente quando existe ¢y € R tal
que a, > ¢y para todo n € N. Uma sequéncia se diz limitada quando ela é
limitada inferiormente e superiormente. (LIMA, 2012, pag. 23).

Informalmente, se construirmos o grafico da sequéncia no plano cartesiano

(n,a,) € R? existem retas horizontais acima do gréfico (limitada superior-
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mente) e abaixo do grafico (limitada inferiormente).

Uma subsequéncia de uma dada sequéncia (a,,) é a restrigao da fungao a
um subconjunto infinito N’ = {ny, ng, ..., ng, ...} de N onde ny < ng41. Uma
sequéncia somente com nimeros pares ou com numeros impares sao exemplos
de subsequencias de uma sequéncia dos niimeros naturais.

Diz-se que um nimero real [ é limite da sequéncia (a,) quando, para todo
nimero real € > 0 pode-se obter ng € N tal que todos os termos a,, com indice
n > ny cumprem a condicao |a, — | < €. Escreve-se entao que [ = lim(x,).
Significa que, para valores muito grandes de n, os termos a,, tornam-se e se
mantém tao préximos de [ quanto se deseje (veja um exemplo na figura 9).

Ya
11+

0.81
0.61
0.41

0.21 e

¥ 5
”’***¢+¢¢¢¢0¢¢¢+

>

0l 2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24 26 28 30 T

. . 1 1

Figura 9: grafico da sequéncia | — | com ¢ = —

n 10
A sequéncia (1,2,4,8,16,...) onde o primeiro termo é 1 e os termos seguintes
sao o dobro do termo anterior é um exemplo simples de sequéncia limitada
inferiormente (zero é menor que todos os outros termos da sequéncia) e que

nao é limitada superiormente (pois nao existe um nimero real que é superior

a todos os termos da sequéncia).
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Um exemplo de sequéncia limitada é

1 4
2? 757"'

esta sequéncia pode ser também representada da forma

()

)

Wl o
=~ w

Ya
1.41

1.27

I{l ‘*,,..¢4¢¢00¢¢¢++f¢¢
pr

i
0.6
0.4}

0.21

0 2 4 6 8 1012141618202224262830"1:;

n 1
Fi 10: gréfico d énci = —,
igura grafico da sequéncia (n n 1) com &€ 10

Observe que todos os termos desta sequéncia sao iguais ou superiores a
1 . .

— e todos os termos sao inferiores a 1 (veja a figura 10).

Uma sequéncia que possui limite diz-se convergente. Caso contrario ela
¢ divergente. Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites distintos
(unicidade do limite). Uma justificativa informal e a seguinte. Se a sequéncia
converge para [ e [’ com [ # [, teriamos a partir de um indice, todos os termos
da sequéncia estao bem proximos de [, por exemplo, a uma distancia menor

=1

de [ e logo nao estarao proximas de [”.

que
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Figura 11: grafico da sequéncia (—1)", observe que a sequéncia nao tem
limite.

Se lima, = [ toda subsequéncia de (a,) converge para o limite [. De
fato, a partir de um indice, todos os termos da sequéncia estao suficien-
temente proximos de [, em particular os termos de uma subsequéncia ar-
bitraria. Também é verdade que toda sequéncia convergente é limitada. A
sequéncia (1, —1,1,—1,...) é limitada mas nao é convergente pois possui duas
subsequéncias com limites distintos, ja a sequéncia (1, 2, 3, 4, ...) nao con-
verge porque nao € limitada.

Observe que as sequéncias (1,3,5,7,9,...) e (1,1,2,3,5,8,13,...) nao sdo con-
vergentes pois nao sao limitadas, por outro lado as sequéncias (1,1,1,1,1,...)

1234 T . . L.
e|=,=,—,=,... | tém limites respectivamente iguais a 1, ou seja, sao con-

2°3°4°5
vergentes.

Uma sequéncia (a,) chama-se monétona nao-decrescente quando se tem
a, < a,_1 € chama-se mondétona nao-crescente quando se tem a,,,1 < a, para

todo n € N. No caso de a,, < a,_1 e a, > a,41 define-se respectivamente que

a sequéncia é monotona crescente e monotona decrescente.
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Toda sequéncia monoétona nao-decrescente é limitada inferiormente pelo
seu primeiro termo e toda sequéncia mondtona nao-crescente é limitada su-

periormente pelo seu primeiro termo.
Sejam as sequéncias (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,...), (n), (1, g, §, il, ) e <l)
2°3'4°5 n
A primeira é mondtona nao-decrescente ilimitada, a segunda é mondtona
crescente ilimitada, a terceira é mondtona crescente limitada e a quarta é
mondtona decrescente limitada.

Um resultado interessante sobre sequéncias é conhecido como Teorema
de Bolzano-Weirerstrass que diz que toda sequéncia limitada de nimeros
reais possui uma subsequéncia convergente. Para provar tal afirmacao, basta
mostrar que toda sequéncia (a,) possui uma subsequéncia mondtona. Para
quem interessar a demonstracao estd no Apéndice 1.

Existe um método para obter aproximacoes da raiz quadrada baseado
em convergencia de sequéncias, denominado aprorimacoes sucessivas da raiz
quadrada. FEste método conhecido pelos babilonios ha varios séculos tem
como objetivo descobrir a raiz quadrada de certo nimero real m > 0 com
um erro tao pequeno quanto se deseje. recorde que b > 0 é a raiz quadrada

dem>0seb>=0bxb=m.

Para iniciar escolha a; de modo que a? > m e defina indutivamente

m
ap + —
n

Apy1 = 9

Para mostrar que (a,) converge para y/m veja que, para qualquer a € R

tem-se
\/ﬁ<a:>\/ﬁ\/ﬁ<a\/%:>m<a\/ﬁz>%<\/ﬁ
entao
\/ﬁ<a:m<a2:%<\/ﬁ<a.
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m
a+ —
a

2

menor do que a e é maior que a média geométrica destes nimeros (a média

. ;1 . /.- m . ,
Seja y a média aritmética de — e a, logo y = obviamente ¢
a
aritmética de dois niimeros positivos é sempre maior que a média geométrica
destes numeros, demonstragao no Apéndice 2).
Logo, v/m < y < a e tem-se uma sequéncia decrescente com todos os

termos maiores que \/m
a1 > Ay > ... > Ay > Apg1 > ... > /M.

Desta forma, esta sequéncia converge para um numero real ¢ e fazendo

n — oo na igualdade

m
an + —
N n
an+1 - 2 9
obtém-se
m
c+ —
c

=2=c4+m=c7=m.

Isto é, lim a,=c = y/m.

Observe alguns exemplos de como se conseguir a raiz quadrada de alguns
nimeros reais utilizando este método. Vamos calcular com uma precisao de
quatro casas decimais o valor de V2 e v/10.

Calculando uma apréximacao para v/2, temos m = 2 e podemos escolher

a; = 2. Assim,

LOTT5 15413333

2 2

as = = 1,4167

27



2
LT 7067 14167 41,4117

2 2

= 1,4142.

ay =

Observe que o valor de a,=1,4142 ¢ a raiz quadrada de 2 com quatro
casas decimais.
Calculando uma apréximacao para v/ 10, temos m = 10 e podemos escol-

her a; = 4. Assim,

4+ 10
T 65
= =—=3,25
Q2 92 9 9
10
ST 355 3,25 43,0769
az = 5 - 5 — 3,1635
3,1635 —10
’ + 3,1635  3,1635+ 3,1611
ay = 5 — 5 — 3,1623.

Observe que o valor de a4 = 3,1623 é a raiz quadrada de 10 com quatro

casas decimais.
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2.4 Séries Numéricas

Durante o Ensino Médio a abordagem de séries numéricas fica reduzida ao
estudo da soma dos termos de uma PG infinita com |¢| < 1.

As Séries sao conhecidas desde a época de Arquimedes, ele utilizou uma
série geométrica de razao 1/4, no calculo da drea da parabola. Depois desta
ocorréncia de uma série geométrica num trabalho de Arquimedes, as séries
somente voltaram a aparecer na Matematica cerca de 1500 anos mais tarde,
no século XIV. Nessa época tinha um grupo de matematicos na Universidade
de Oxford que estudava a cinematica, ao que parece, foi esse estudo que levou
a reconsideracao das séries.

Haviam também pesquisadores na Universidade de Paris, um famoso pro-
fessor chamado Nicole Oresme (1325-1382), um destacado intelectual em
varios ramos do conhecimento. Além de professor universitario, Oresme
era conselheiro do rei, principalmente na area de finangas publicas, e nessa
funcao revelou-se um homem de larga visao. Um dos trabalhos mais notaveis
de Oresme sobre as séries esta ligado a série harmonica. Antes, porém, de
falar da Série Harmonica, temos que definir o conceito de séries e explicar o
que significa dizer que uma série é convergente ou divergente.

Intuitivamente uma série é uma soma

S:Zan:a1+a2+a3+---+an+---
n=1

com um numero infinito de parcelas. O sentido desta soma é dado via a

limite,

S = lim (a1 + -+ ayp)

n—o0
que pode existir ou nao. Quando existe, dizemos que a série é convergentes
caso contrario, se o limite nao existe dizemos que a serie é divergente ou ainda,

que as somas parciais divergem (LIMA, 2012, pag. 38).
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Dada uma sequéncia (a,) de nimeros reais, a partir dela formamos uma

nova sequéncia (S,,) onde

51:a1

SQZCL1+CL2

Sp=a1+a+--+a,

Onde S, é a sequéncia das somas parciais. Se existir o limite § =

limy,_00Sy, pode-se dizer que a Série > a, é convergente e ainda,

S:Zan:Zan:a1+a2+a3+---+an+---
n=1

que sera chamado de a soma da série. Por outro lado, se lim S, nao existir
significa que a Série é divergente.

Como j4 foi visto anteriormente quando |a| < 1, a série geométrica 1 +

a+a’+ ...+ a" + ... é convergente com soma igual a 1

Podemos, por exemplo, calcular a soma dos infinitos termos da série

il Ly
379 21 "

que é uma progressao geométrica com primeiro termo igual a 1 e razao igual

1
=. T
a 3 emos,

1 3
Logo a soma da série 1+§+§+2—7+..., éiguala§. Jaasériel —1+1—
1+1—1+.., determo geral (—1)"*!, onde a soma parcial S, é igual a zero

quando n é par e ¢é igual a 1 quando n é impar ¢é divergente, pois nao existe

lim S,,.
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A série )+ 6 conhecida com série harménica (o nome harménica é de-
vido a semelhanca com a proporcionalidade dos comprimentos de onda de
uma corda a vibrar), é divergente. Para justificar que a série harmonica

¢ divergente observe que se Y+ = s fosse convergente entdo Y 5= =t e

> 2n171 = u também seriam convergentes. Além disso, como Sy, = t,, + Uy,

fazendo n — oo terfamos s = ¢ +u. Mast =) 5~ =15 L = £ Por outro

lado tém-se

u—t=1lim, oo (U —t,) =

e [ (T ()
2 3 4 2n—1 2n

1 1 1 1
1><2+3><4+5><6 T (2n—1)2n

ltmy 00

Logo u > t, contradi¢ao. Concluimos dai que a série harmonica é diver-
gente.

A Série Harmonica admite uma imterpretacao geométrica. De fato Z%

1 .
é a soma da area dos retangulos sob a curva y = — e 0 eixo x. A &area do
x

o . 1 . . .
primeiro retangulo ¢é 1, do segundo é 2 do terceiro é 3 e assim por diante.

Observe o gréfico
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Figura 13: gravura de Oresme

Uma nota historica

Zenao (ou Zeno) de Eléa (490-425 a.C.) foi o primeiro matemdtico a
propor problemas envolvendo Séries e sequéncias.

Ele escreveu um livro com 40 paradoxos relativos ao continuo e ao in-
finito. Pelo menos quatro dos paradoxos influenciaram o desenvolvimento da
Matemdtica para explicar fenomenos relevantes. Infelizmente, o livro nao so-

breviveu até os tempos modernos, assim conhecemos estes paradoxos a partir
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de outras fontes (BOYER, 1998, pdg. 71).

Dentre os paradoxos de Zenao, dois deles causaram maior perturbacao, a
Dicotomia e o Aquiles. O primeiro diz que antes que um objeto possa percor-
rer uma distancia dada, deve percorrer primeiro a metade desta distancia,
mas antes disso, deve percorrer o primeiro quarto, e antes disso, o primeiro
oitavo e assim por diante, logo € impossivel iniciar o movimento. No
sequndo paradoxo, Aquiles aposta corrida com uma tartaruga que sai com
vantagem e € argumentado que Aquiles por mais depressa que corra, nao
pode alcancar a tartaruga, por mais devagar que ela caminhe. Pois, quando
Aquiles chegar a posicao inicial da tartaruga, ela jd terd avancado um pouco,
e quando Aquiles cobrir essa distancia, a tartaruga terd avan¢ado um pouco
mais e assim indefinidamente, ou seja, Aquiles nunca alcancard a tartaruga.

Os argumentos de Zenao parecem ter influenciado profundamente o de-
senvolvimento da matemdtica grega, influéncia compardvel a da descoberta
dos incomensurdveis (que demonstrou que nem todos os segmentos podem
representar racionais) com a qual talvez se relacione. No final, estes para-
dozos envolvem a soma de um numero infinito de termos positivos a um
numero finito, o qual € a esséncia da convergéncia de uma Série Infinita de
numeros.

Os gregos da antiguidade usaram seu método de eraustao para mediar
dreas de figuras e regioes. Um exemplo € Arquimedes (287 - 212 a.C.) que
alcancou varios resultados importantes envolvendo dreas e volumes de vdrias
figuras e solidos. Ele construiu vdrios exemplos e tentou explicar como so-
mas infinitas de sequéncias numéricas poderiam ter resultados finitos. Seu
trabalho ndao foi tao completo ou rigoroso, como daqueles matemdticos que
vieram depois e desenvolveram sequéncias e séries como Newton e Leibniz,

mas foi tao impressionante quanto. Embora Arquimedes tenha sido obstruido
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pela falta de precisao e notagao eficiente, foi capaz de descobrir muito dos

elementos da andlise moderna de sequéncias e séries.

Figura 14: Arquimedes

Figura 15: Aquiles e a tartaruga, um dos mais famosos paradoxos de Zenao
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3. Aplicacoes em Calculos

Financeiros

De uma forma simples pode-se dizer que o objetivo da Matematica Financeira
no Ensino Médio é dar respostas a indagagoes como:

- Quanto se recebera por uma aplicagao de determinado valor no final de
n periodos?

- Quanto se deve depositar periodicamente para atingir uma poupanca
desejada?

- Quanto vale hoje um titulo vencivel no futuro?

- Quanto se deve pagar mensalmente por um empréstimo?

Ao analisar as indagacoes acima, verifica-se que em todos os casos depara-
se com valores datados, ou seja, uma receita ou desembolso acontecendo
em determinada data. Este problema se apresenta toda vez que se precisa
comparar alternativas em datas diferentes. Ocorre em cada troca que nao
se completa imediatamente, isto é, quando uma das partes recebe valores
mediante a promessa de pagamento futuro.

Todos os casos de empréstimos, transacoes comerciais a prazo e decisoes
de investimentos incluem-se no conceito de valores datados. De forma genérica,
pode-se afirmar que o objetivo da Matematica Financeira é o estudo da

equivaléncia de valores datados. (KUHNEN, 1996, pag. 55).
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Nos valores datados, normalmente se tém varios fatores influenciando,
como juros (elemento que permite transformar um valor de uma data para
outra), atualizagao de valores (reposigao do poder de compra de um capital),
impostos incidentes (como por exemplo, IOF - Imposto sobre Operagoes Fi-
nanceiras e o I0C - Imposto sobre Operagoes de Crédito) e as despesas
(cobrangas, bancérias, juridiciais, entre outras).

Uma das mais importantes aplicagoes de progressoes geométricas é na
Matemadtica Financeira. A operagao bésica da Matematica Financeira é a
operagao de empréstimo. Alguém dispoe de um capital C' (chamado de
principal), empresta-o a outrem por certo periodo de tempo, e apds esse
periodo recebe o seu capital C' de volta, acrescido de uma remuneracao J pelo
empréstimo. Esta remuneragao é chamada de juro. A soma C'+ J é chamada
de montante e serd representada por M. A razaoi = é que ¢ a taxa de cresci-
mento do capital, sera sempre referida ao periodo da operacao chamada de
taxa de juros. Observe como alguns problemas de Matematica Financeira

podem ser resolvidos utilizando conhecimentos de progressoes geométricas.

Exemplo 1: Fédtima investiu R$ 1000,00 em um investimento que rende
6% ao meés, determine quantos reais Fatima vai ter deste investimento em
cada um dos 4 primeiros meses, sendo que ela em nenhum momento retirou
ou adicionou valores.

Resposta: Observe que o capital (R$ 1000,00) representa o primeiro termo
da PG e a razao é uma unidade adicionada da taxa de juros (14+0,06=1,06)
que representa o valor que cada montante més a meés devera ser multiplicado,
sendo assim, tem-se

No primeiro més (n = 2, pois a; representa o capital)
as = a; X ¢~ =1000 x 1,06 = 1060
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No segundo més (n = 3)

az = ay X ¢~ = 1000 x 1,06% = 1123, 60
No terceiro més (n = 4)

as = a; X ¢~ =1000 x 1,06% = 1191, 02
Finalmente no quarto meés (n = 5)

as = a; X ¢~ =1000 x 1,06* = 1262, 48

A sequéncia formada por estes valores é uma PG com cinco termos com

razao igual a 1,06.

(1000; 1060; 1123,60; 1191,02; 1262,48)

Exemplo 2: Paula tomou um empréstimo no valor de R$ 1200,00 com
uma taxa de juros de 5% ao més. Ela deseja quitar sua divida em um tnico
pagamento no final do quinto meés, sendo assim, quanto Paula tera que pagar?

Resposta: Neste caso tem-se que capital (R$ 1200,00) representa o primeiro
termo da PG, a razao serd 1,05 (que é quanto o valor inicial vai variar més
a més), o tempo mais uma unidade (6) representard a quantidade de termos
da PG e o valor da divida no final do quinto meés sera representado por ag,

que € o sexto termo da PG, sendo assim tem-se
ag = a; x ¢"~1 = 1200 x 1,05° = 1200 x 1,276 = 1531, 2

Logo o valor a ser pago sera de R$ 1531,20.
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Exemplo 3: Marcelo pegou um empréstimo de certo valor e apenas no
final do décimo més pagou toda sua divida em um tnico pagamento de R$
2687,83. Sabendo que a taxa de juros era de 3% a.m. Determine quantos
reais Marcelo pegou neste empréstimo. Dado: 1,030 = 1, 344.

Resposta: Observe que o nimero de meses mais um (11) representa o
nimero de termos da PG, a razdo da PG em questao sera 1,03 (taxa 3%
a.m.), o valor do pagamento ou montante (R$ 2687,83) representa o décimo
primeiro termo (aj;) e finalmente o primeiro termo (a;) é o capital, ou seja,

o valor que Marcelo pegou no inicio, sendo assim

— n—1
aj; = a3 X q

2687,83 = a; x 1,031071

2687,83 = a; x 1,344

~2687,83
N 344
ay = 1999, 87.

Sendo assim, o valor do empréstimo é de aproximadamente R$ 2000,00.

Exemplo 4: Ricardo investiu R$ 800,00 em um investimento que rende 7%
ao mes e alguns meses depois, sem que ele adicionasse ou retirasse valores,
Ricardo retirou R$ 1374,55, ou seja, todo o dinheiro deste investimento.
Determine quantos meses este dinheiro ficou investido.

(Sendo: log(1,72) = 0,23553 e log(1,07) = 0,02938).

Resposta: Tem-se que o primeiro termo da PG (a;) é 800, o n-ésimo termo
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(a,) é 1374,55, a razao é 1,07 e o nimero de termos menos 1 representa a

quantidade de meses que o dinheiro ficou investido. Sendo assim

a, =a; x ¢" !

1374,55 = 800 x 1,071

1375, 55
1,071 = ’
’ 800
1,07 = 1,72

log(1,07") = log(1, 72)

1
n—1— 0g(1,72)
log(1,07)
__1<_.0,23553
©0,02938

n—1=8=n=09.

Logo, o dinheiro ficou investido durante 8 meses (nimero de termos da

PG menos 1, pois o primeiro termo da PG representa o capital).

Exemplo 5: Investindo a juros mensais de 8% em quanto tempo seu capital
dobra? Sendo: log(2) = 0,301 e log(1,08) = 0,033.

Resposta: Neste caso o primeiro termo da PG é representado por (a;), o
n-ésimo termo serd representado por (2a;) e a razao da PG serd 1,08. Sendo

assim

a, =a; X ¢"°!
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2a; = a; x 1,087 !

1,08n1 = 22
3]
1,087 =2

log(1,08)" ! =log(2)

(n —1)log(1,08) = log(2)

_ log(2)
~ log(1,08)

n —

L g 0300
0,033

n—1=

n =10

Logo a PG formada por estes valores tem 10 termos, mas como o primeiro

termo representa o capital serao necessarios 9 meses para que o capital dobre.

Exemplo 6: Mdrcia fez um empréstimo no valor de R$ 1800,00 e no final
de um ano ela quitou este empréstimo com uma unica parcela de R$ 2566,37.
Qual foi a taxa mensal de juros deste empréstimo?

Resposta: Observe que o primeiro termo da PG é 1800, o n-ésimo termo
é 2566,37 e a quantidade de termos da PG é 13 (o capital mais os saldos

devedores dos 12 meses). Sendo assim

40



anp = ay; X qn—l

92566, 37 = 1800 x ¢'3~!

2566, 37
1800

12

q'2 = 1,426

q= /1,426

q=1,03.

Como arazao da PG ¢é 1,03 pode-se dizer que a taxa de juros do empréstimo

¢ de 0,03, ou seja, 3%.

Exemplo 7: Charles pretende pegar R$ 2000,00 de empréstimo em um
banco para serem pagos em 10 parcelas mensais fixas. Sabendo que a taxa
de juros do empréstimo é de 3% ao més determine qual serd o valor da parcela.

Resposta: neste caso usaremos a relacao da soma dos termos de uma PG
finita
1—q"
1—q°

A soma do valor atual de todas as parcelas é igual a R$ 2000,00, entao

Sn:alx

(sendo P o valor de cada parcela):

2000 = L + P + ...+ P
Cl4i (L4492 T (T44)0°
Temos entao que o capital é soma dos 10 primeiros termos de uma PG
1

onde S,, = 2000, g =

-=—— n=10ea; = ——.
14+¢ 1,03 1,03

Assim sendo
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S, =
ap X = q
P 1—(x)"
2000 = ’
000 1,03 X 1 il

1,03
P 1-0,7441

2000 =
000 =103 X 120, 9709
P 0,2559
2000 — i
000 =705 * 00201
P % 0,2559
2 =777
000 = =5 02007

0,2559xP=59,946

P = 234,25.

Logo o valor de cada prestacao serd de R$ 234,25.

Exemplo 8: Geraldo comprou uma moto sem entrada para ser paga em
36 parcelas mensais e iguais de R$ 327,90 com uma taxa de juros de 4% ao
meés. Qual seria o prego desta moto a vista?

Resposta: A soma dos valores atuais de cada parcela é igual ao valor da

moto a vista (capital), temos entao

Canital 327,90 . 327,90 - 327,90
apital = et —.
P 1,04 (1,042 (1,04)%
. ) 327,90
Temos entao uma soma de PG onde S,, = Capital, a; = To1 — 315, 29,

1
q—m—0,9615en—36.

Assim
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Sn:CLlX

I—gq

1 —0,9615%

S, = 315,29
“ 10,9615

1—0,2433

n = 315,2
S 315,29 x 0.0355

0, 7567
0,0385

S, = 315,29 x

Sy, = 315,29 x 19,6545

Sy, = 6200.

Logo, o valor a vista da moto é de R$ 6200,00.
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4. Um pouco mais sobre

sequéncias

Faremos neste capitulo alguns exemplos, comentarios e curiosidades gerais
sobre sequéncias, vamos iniciar com um exemplo. Determinar a soma dos
quadrados dos n primeiros termos inteiros positivos, ou seja, o valor de
n
DR =1"42243+ . +n’
k=1
Observe que a sequéncia da soma dos quadrados dos n primeiros inteiros
positivos (1,4,9, 16, ...,n%) nao é uma PA e nem uma PG, ou seja, nao pode-
se usar as relagoes ja demonstradas anteriormente. Este somatério pode ser

obtido da seguinte forma. A partir da igualdade

(k+1)% =k + 3k* + 3k + 1,

fazendo k sucessivamente igual a 1, 2, 3, ..., n e somando obtém-se
Sk+1P=>"E+3> K +3> k+n
k=1 k=1 k=1 k=1

Isto é

B 4B+ 40Pt (1P =142+ 4043 K +3) k+n
k=1 k=1

Simplificando as parcelas em comum
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(n+1)3:13+3ik2+3ik+n.

k=1 k=1

Usando a soma de PA

3

n®>+n

teremos

2 n
n3+3n2+3n+1—1—3(” ;—n)—n:Z&ZkQ

z 3 3
SZkQ—n + 3n? +2n—%—7n

Concluimos que,

—~ , nn+1)2n+1)
> k= : .

k=1

De forma anéloga pode-se provar que

Zk3 ( n+1)) .

Esta demonstracao fica como exercicio.
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O numero ¢

Seja (S,,) definido por
FRTE 1
n+l = +ﬁ+§+"'+m
para todo n € N. Como S,, < S,,11 e

S =141+ L + L +of L
nH I1x2  1x2x3 IX2x%---Xn

11
:1+1+2(———><3,

1 1
<1414 =d ot
+ +2+22—|- +2n71 5 om
segue entao que (.S,) converge. Definimos

: : 1 1
i TR T

O numero e assim definido é um dos mais importantes da matemaética.
Pelo que acabamos de ver, vale 2 < e < 3. A sequéncia acima nos perminte
obter aproximacoes de e com erros arbitrariamente pequenos. Por exemplo,
Sip nos dé a aproximacao 2, 7182818, com erro menor que 10~7. O nimero
e é as vezes chamado de Numero de Euler, em homenagem a Leonard Euler
(1707-1783), considerado até hoje um dos maiores matematicos de todos os
tempos.

A partir do nimero de Euler podemos definir a funcao exponencial y = e*
para x € R. A funcao exponencial tem a notavel propriedade de que sua
taxa de variacao, ou variacao instantanea, quanto x = t coincide com o valor
da funcao €' no correspondente ponto. Dai sua importancia na modelagem
de diversos fenomenos naturais como, por exemplo, desintegracao radiativa,
crescimento de populacao de bactérias e assim por diante. Um tratamento
completo deste assunto é visto comumente em um curso de cédlculo diferencial

e integral presente nos periodos inicias de uma graduacao na area de exatas.
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Figura 16: Leonard Euler
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5. Exercicios Propostos

1. Determine os 5 primeiros termos de uma sequéncia formada pela lei de

formagcao
a, =5"+13
2. Qual é a soma dos 50 primeiros nimeros pares e dos 50 primeiros

nimeros impares?

3. O cometa Halley visita a Terra a cada 76 anos. Sua ultima passagem
por aqui foi em 1986. Quantas vezes ele visitou a Terra desde o nascimento

de cristo? Em que ano foi sua primeira passagem na era crista?

4. Qual é a soma de todos os miltiplos de 7 compreendidos entre 200 e

8007

5. Qual é a soma de todos os multiplos de 15 compreendidos entre 160 e

3707

6. Sabe-se que ha dois tipos de anos bissextos: o que sao multiplos de
4 mas nao de 100 e os que sao miultiplos de 400. Sendo assim, determine

quantos anos sao bissextos entre 1799 e 20137
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7. Qual é o valor do sexto termo de uma PG onde o primeiro termo é 2

e arazao ¢ 57

8. Qual é a soma dos 8 primeiros termos de uma PG em o que o primeiro

termo é 3 e a razao é 47

9. Calcule o limite da soma a seguir

Ll by
525 125 7

10. A soma de trés ntimeros em progressao geométrica ¢ 19. Subtraindo-se

1 ao primeiro, eles passam a formar uma progressao aritmética. Calcule-os.

11. Marcia fez um investimento de R$ 2500,00 que rende 3 ao més,
determine quantos reais Paulo vai ter deste investimento em cada um dos
5 primeiros meses, sendo que ele em nenhum momento retirou ou adicionou

valores.

12. Fernando tomou um empréstimo no banco MMT no valor de R$
4000,00 com uma taxa de juros de 2,5 ao més. Ele deseja quitar sua divida
em um unico pagamento no final do sétimo meés, sendo assim, quanto ele terd

que pagar?

13. Amanda quitou um empréstimo pagando no final do décimo més uma
parcela uinica de R$ 3.481,62. Sabendo que a taxa de juros mensal aplicada

a este empréstimo era de 1,5 determine de quantos reais foi este empréstimo.

Dado: 1,015 = 1, 16.
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14. Aplicando a juros de 5% em quanto tempo seu capital triplica?

15. Rodrigo fez um empréstimo no valor de R$ 5.000,00 e no final de um
semestre ele quitou este empréstimo com uma unica parcela de RS 5.970,16.

Qual foi a taxa mensal de juros deste empréstimo?

16. Daniel pretende pegar um empréstimo no valor de R$ 4500,00 para
serem pagos em 12 parcelas mensais fixas. Sabendo que a taxa de juros do

empréstimo é de 2,5% determine qual serd o valor de cada parcela.
17. Pedro comprou um carro sem entrada para ser pago em 48 parcelas

mensais e iguais de R$ 938,68 com uma taxa de juros de 1,8% ao més. Quanto

ele pagaria se comprasse o carro a vista?
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Apeéendice 1

Demonstracao do Teorema de Bolzano-Weierstrass

Teorema: Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma sub-
sequéncia convergente.

Prova: Basta mostrar que toda sequéncia (a,) possui uma subsequéncia
monotona. Diremos que um termo a,, da sequéncia dada é destacado quando
a, > a, para todo p > n. Seja D C N, o conjunto dos indices n tais que a,
é um termo destacado.

Se D for um conjunto infinito:

D=A{ny,-- ng,---},comng < ng <o < np < ---, entdo a sub-
sequéncia (anep) serd mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D for finito
seja n; € N maior que todos os n € D, entao a,, nao é destacado, logo existe
Nng > np com a,, < a,,. Por sua vez, a,, nao é destacado, logo existe nz > ny
com @, < @, < Qn,. Prosseguindo obtemos uma subsequéncia crescente

Upy < Qpy < ... < Gyp,... Como queriamos demonstrar.
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Apeéendice 2

A média aritmética é maior que a média geométrica de dois nimeros

reais positivos.

Prova: Sejam a e b dois niimeros reais positivos tém-se que
<\/_—\/5>2:a+b—2@.
Como todo nimero real elevado ao quadrado é nao negativo temos,
a+b—2vab>0

Logo, pode-se afirmar que

“;bz¢%.

Exercicio: Tente provar que a média aritmética é maior que a média

geométrica de n nimeros reais positivos. Ou seja, mostre que

ay+as + ... +ay
n

> Jag X ag X -+ X Q.
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Apéndice 3

Inducgao finita

Algumas vezes nos defrontamos com afirmagoes envolvendo os nimeros
naturais e a questao que surge é: tal afirmacao é valida para todo ntimero
natural? Para responder as questoes colocadas pelos problemas nao basta
testar a veracidade das férmulas substituindo valores especificos para n. Por
mais que as igualdades ganhem credibilidade, isso nao nos garante a sua
validade para algum outro valor de n que nao tenha sido testado.

Um método comumente utilizado para verificar a veracidade de uma
afirmagao ou propriedade acerca do niimeros naturais é o Principio da Indugao
Finita cujo enunciado é o seguinte: Seja P(n) uma propriedade descrita em
termos de nimeros naturais n. Suponhamos que as afirmagoes abaixo este-
jam satisfeitas:

a) P(1) é vélida.

b) Se P(k) vale entao P(k + 1) também vale.

Logo temos que P(n) é valido para todo n > 1.
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