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Resumo

O problema de Superficies Minimas surgiu a partir do estudo do Célculo de Variagoes
com o significado de ser a superficie regular de menor area dentre aquelas que definem
um bordo especifico. Este problema foi proposto por Lagrange em 1760 e é chamado de
Problema de Plateau devido aos estudos experimentais do fisico Joseph Antoine Ferdinand
Plateau. Esta dissertagao propoe uma solucao numérica para uma versao discreta do
Problema de Plateau a partir do método proposto por Pinkall e Polthier. Do ponto de
vista discreto, as superficies sao complexos simpliciais com certas restrigdoes e usaremos os
conceitos de Energia de Dirichlet sobre aplica¢oes que possuem superficies trianguladas
como dominio a fim de obter um algoritmo matematicamente consistente para obter uma

superficie minima dado um determinado bordo.

Palavras-chaves: Problema de Plateau, Superficie Minima Discreta, Peso Cotangente,

Energia de Dirichlet.






Abstract

The Minimal Surfaces problem emerged from the study of the Calculus of Variations with
the meaning of being a regular surface of smallest area among those that set a specific
boundary. This problem was proposed by Lagrange in 1760 and is called the Plateau
Problem due to experimental studies of the physicist Joseph Antoine Ferdinand Plateau.
This work proposes a numerical solution to a discrete version of the Plateau Problem from
the proposed method by Pinkall and Polthier. Of the discrete viewpoint case, surfaces
are simplicial complexes with certain restrictions and we use the concepts of Dirichlet
Energy over applications that have triangulated surfaces as domain in order to developed

a mathematically consistent algorithm to obtain a minimum surface given a boundary.

Keywords: Plateau Problem, Discrete Minimal Surface, Cotangent Weight Scheme,
Dirichlet Energy.
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Exemplos de simplexos. Da esquerda para a direita, simplexos de dimensao 0 (ponto),
dimenséo 1 (aresta) e dimenséo 2 (tridngulo).

O 2-simplexo o possui sete faces: uma 2-face o = [vg, vy, v2], que é o tridngulo
gerado pelo 2-simplexo; trés 1-faces o6 = [vg, v1], 05 = [vg, V2] € 04 = [v1, V2], que
sdo as arestas do tridngulo; e trés O-faces o3 = [vg], o2 = [v1] e 01 = [v2], que s@o os
vértices do triangulo. Para o 2-simplexo o, as seis tltimas faces sdo préoprias.

A fronteira da aresta [vg,v1] é dada pela unido de seus vértices (O-faces). O tridngulo

[vg, v1, V2] possui fronteira dada pela unido de seus vértices e arestas (1-faces). Na

figura, destacamos em vermelho as faces de cada simplexo que definem suas fronteiras.

K; e K5 sao exemplos de complexos simpliciais; enquanto K3 nao é, uma vez que a
intersecao dos seus simplexos o1 e 0o nao é face prépria de nenhum dos dois.

O complexo simplicial K é composto pelo simplexo [vg, v1,v2] e suas k-faces, donde
dim(K) = 2. L = {[vo], [v1], [ve], [v1, v2]} é um subcomplexo de K e dim(L) = 1. .
Na esquerda, destacamos em vermelho a estrela o do vértice og = [vp]. Na direita,
destacamos a estrela o] da aresta o1 = [vg, v1].

A esquerda, o elo do vértice o = [v] é destacado (em vermelho), e & direita,
destacamos (em vermelho) o elo V(o) = {[v2], [vs]} da aresta o1 = [vg, v1].

Na esquerda ilustramos uma triangulagdo para uma superficie S de diversos pontos
de vista. Na direita, ilustramos a topologia da triangulacao da superficie S, onde
o mapa de cores ilustra, para um dado vértice em S, o nimero de vértices que
pertencem ao elo deste.

A alteracao na geometria de um complexo simplicial pode nao definir
um novo complexo simplicial.

Triangulo T" formado pelos pontos p;—1, p; € piy1. O vértice T € T, e os tridngulos
tj, j=1—1,i,4+ 1 delimitados pelo tridngulo 7' e os segmentos de reta Tp;, j =
1—1,4,7+ 1.

A aresta (i, j) e seus angulos opostos «;; e 3;;. . .

Triangulo T formado pelos pontos p;—1, p; € Pit1.

Formato da matriz de cotangentes S. . . .

A superficie inicial (a esquerda, a fronteira (centro) e a superficie minima discreta
(direita) obtida pelo algoritmo em apenas dois passos.

(a) A superficie inicial My com 1741 pontos, onde a cor representa a distancia do
vértice ao plano zy, ou seja, a coordenada z. (b) Destacamos os vértices e arestas

da fronteira de 9Mjy. (c¢) Superficie minima discreta My obtida pelo algoritmo.
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define a fronteira da superficie minima durante o algoritmo dMj; e a superficie Mo
obtida pelo nosso algoritmo.

A esquerda temos a superficie inicial M, com 121 pontos, ao centro a fronteira M,
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nosso algoritmo. .

Dados obtidos tomando a superficie da Figura 17 (a esquerda) como
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longo do algoritmo.
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Introducao

O classico Problema de Plateau questiona a existéncia de uma superficie de area
minima cuja fronteira seja composta pela uniao de curvas fechadas I' € R™ previamente
determinada. Este problema foi assim nomeado devido aos intimeros trabalhos experimen-
tais feitos pelo fisico J.A. Plateau durante o século 19 e tais superficies de area minima

sao chamadas de Superficies Minimas.

Os experimentos de Plateau eram obtidos a partir da imersao de um arame
modelando a fronteira de uma suposta superficie em uma mistura de agua e sabao. Plateau,
por meio destes experimentos, percebeu que ao retirar o arame da mistura, uma pelicula
de agud e sabao se forma de modo a minimizar a sua energia em decorréncia da tensao
superficial. Consequentemente, Plateau observou que tal pelicula de dgua e sabao definia
uma superficie que possui a menor area dentre todas as superficies com aquela mesma

fronteira (arame).

O conceito de Superficie Minima surgiu no trabalho seminal de Lagrange sobre
calculo das variagoes na década de 1760 e durante muitos anos somente solugoes particulares
deste problema foram obtidas mesmo sendo pesquisado por brilhantes matematicos, tais

como Riemann e Schwarz.

Outros grandes matematicos tentaram, sem sucesso, demonstrar a existéncia deste

tipo de superficie minimizando o funcional da Area

A(f) :/QJacobiano(f)

usando as formulas de representacao de Weierstrass sobre a classe de func¢oes paramétricas
f:Q CR?* — R tais que f(9Q) =T. Porém, a existéncia da solu¢io para o Problema de
Plateau s6 foi demonstrada no inicio da década de 1930 por (RADO, 1930) e (DOUGLAS,
1931) e reformulada por (COURANT; SCHIFFER, 1950) em 1950 como um problema de

minimizagao da integral da Energia de Dirichlet

Eo(f) =5 [ 19IP

no lugar do funcional da area, também sobre a mesma classe de aplicagoes paramétricas
f:QCR? — R?com f(992) =T.

Além das defini¢coes acima, outras caracterizacoes para Superficie Minima podem
ser encontradas na literatura (CARMO, 2010). Pode-se determinar que uma Superficie
Minima é aquela que possui curvatura média nula, ou que uma Superficie Minima é
aquela que é parametrizada por uma aplicagao harménica. Do ponto de vista numérico,

existem varios métodos para calcular superficies minimas [(WILSON, 1961),(CONCUS,
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1967),(DZIUK, 1990), (BRAKKE, 1994), (SULLIVAN, 1990)], incluindo métodos que

determinam superficies minimizando outras formas de Energia.

Neste trabalho, iremos estudar e desenvolver o método numérico proposto por
Pinkall e Polthier para solu¢do do Problema de Plateau (PINKALL; POLTHIER, 1993).
O método propoe minimizar a Energia de Dirichlet sobre um certo conjunto de aplicagoes

definidas sobre um dominio que contém a fronteira da superficie minima desejada.

A partir do método proposto por Pinkall e Polthier, desenvolvemos um algoritmo
iterativo para obter a superficie minima definida por uma determinada fronteira. Ao longo
das iteragoes do algoritmo, uma sequéncia de superficies que possuem a mesma topologia
(em particular, a mesma fronteira) é construida porém com pequenas variagoes na geometria
da superficie. Cada superficie desta sequéncia é obtida a partir de um sistema linear que
minimiza o funcional da Energia de Dirichlet com respeito a um determinado conjunto
de aplicacoes definidas sobre um dominio e, consequentemente, a sequéncia de superficies
define uma sequéncia de Energias de Dirichlet decrescentes. Como é possivel relacionar a
Energia de Dirichlet com a area de uma superficie, Pinkall e Polthier estabelecem hipdteses
para que a sequéncia de superficies gerada pelo algoritmo convirja para a solucao do

Problema de Plateau, obtendo a superficie de menor area dado uma fronteira.

Descrevendo de maneira bem sucinta cada capitulo, a dissertacao esta dividida da

seguinte forma:

No Capitulo 1 definimos o modelo numérico para uma superficie no qual iremos
desenvolver os resultados deste trabalho. Também nesse intuito, introduziremos o espago

de fungdes sobre o qual o funcional da Energia de Dirichlet serd minimizado.

Iniciamos o Capitulo 2 obtendo caracterizacdes geométricas para o funcionais
da Energia de Dirichlet e da Area e, em seguida, mostraremos a relagao entre estes dois
funcionais. Por fim, mostraremos que uma superficie é minima se, e somente se, a aplicagao

identidade restrita a esta superficie ¢ um ponto critico do funcional da Energia de Dirichlet.

O objetivo do Capitulo 3 ¢é construir de maneira intuitiva o algoritmo que utiliza-
mos para obter uma Superficie Minima Discreta. O algoritmo determina uma sequéncia
de superficies a partir de solugoes de sistemas lineares, a qual mostra-se a convergéncia
para a Superficie Minima Discreta. A solucdo de cada sistema linear é obtida pelo método

Gradiente Conjugado, também descrito neste capitulo.

O Capitulo 4 apresenta os resultados obtidos com o algoritmo iterativo desenvol-
vido neste trabalho. O comportamento da sequéncia de superficies obtidas no algoritmo
serd ilustrado, assim como os valores da Energia de Dirichlet e da Area serdo analisados.
Além disso, quando possivel, utilizaremos outras propriedades de Superficies Minimas para

estudar o comportamento do algoritmo.
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1 Malhas Poliédricas

Veremos mais adiante que o algoritmo desenvolvido por Pinkall e Polthier determina
uma sequéncia de superficies a partir de uma borda fixada modificando apenas as posigoes
dos vértices de uma superficie inicial. Antes disso é necessario definirmos o modelo numérico

de superficie que sera utilizado no algoritmo.

Existe uma gama de modelos numéricos de superficies utilizados na pratica com-
putacional (ZIEGLER, 1995), (BLOCH, 1997), (MUNKRES, 1984). Nesta dissertacao
estamos interessados apenas em malhas conformes (POLTHIER, 2005), onde dois poligonos
sao disjuntos, tém uma aresta em comum ou tém um vértice em comum; por exemplo,
nao sera permitido que um poligono contenha o vértice de outro poligono no interior de

alguma de suas arestas.

No nosso trabalho, desassociamos a geometria e a topologia da superficie numérica,
neste intuito introduziremos o conceito de complexo simplicial que ird determinar a
topologia da superficie numérica. A essa estrutura topolégica iremos adicionar uma
geometria dada simplesmente pela posi¢ao geométrica no qual um vértice topoldgico se

encontra no €espaco.

Por 1ltimo, definiremos o espaco de fungoes sobre o qual o funcional Energia de
Dirichlet serda minimizado a cada iteragdo do método de Pinkall e Polthier, de forma que a
sequéncia de superficies gerada nao tenha alteracdo na topologia com relagao a superficie

inicial.

1.1 Simplexos

Neste trabalho iremos discretizar uma superficie continua por meio de uma superficie
triangulada. Antes de estabelecermos o que é uma superficie triangulada, é necessario
definirmos suas entidades mais simples formadas por simplexos, e os complexos simpliciais

que determinam a ligacao entre os simplexos.

No que se segue, em todos os resultados apresentados, consideramos o espago

euclidiano de dimensao n, n um inteiro positivo,

R"={x=(x1,...,2,) | ; € R} .

Comecaremos definindo o objeto mais simples presente na superficie triangulada.

Definig¢ao 1.1 (Simplexo). Seja V = {vg, v1, ..., 0y} um conjunto finito de m + 1 pontos

de R™, tal que {v; — vy | i =1,...,m} é um conjunto linearmente independente. O fecho
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CONVeETo

[Vo, V1, .y U] = {Zaivi | a; €RT e Zai = 1}

i=0 =0

¢ chamado m-simplexo, ou simplesmente simplexo. O numero m é chamado dimensao do

simplexo.

De acordo com esta definicao um O-simplexo é a representagao topoldgica de um

ponto, um 1-simplexo é um segmento de reta e um 2-simplexo é um tridngulo (Figura 1).

0-simplexo 1-simplexo 2-simplexo

Figura 1 — Exemplos de simplexos. Da esquerda para a direita, simplexos de dimensdo 0 (ponto),
dimensao 1 (aresta) e dimensao 2 (tridngulo).

O simplexo possui esse nome por ser o mais simples de sua dimensao. Por exemplo,
um triangulo em R? é o poligono com menor nimero de vértices e arestas, o tetraedro
em R? é o que possui menos vértices e arestas e faces, e assim por diante. Em termos

topologicos, um simplexo generaliza o conceito de triangulo a outras dimensoes.

Um simplexo pode ser decomposto em simplexos de dimensoes menores que ou
igual a sua dimensao. Em particular, a uniao de alguns simplexos de dimensoes menores

do que a dimensao do simplexo define a fronteira do simplexo.

Definigao 1.2 (k-face). Uma k-face f de um simplexo o = [vg, vy, ..., V] € um simplexo
determinado por (k+ 1) pontos do conjunto {vg,v1,...,vn}. Se a dimensao da k-face f for

menor do que a dimensdo do simplexo o (k < m) dizemos que f é uma face propria de o.

Definigao 1.3 (Fronteira e Interior do Simplexo). A fronteira de um m-simplexo o €
denotada por 0o e é composta pela unido das faces proprias de o. A partir da fronteira do

simplezo o, o interior de o € definido como int(c) =0 — do.

As faces de um simplexo de dimensao 2, isto é, um tridngulo, sao as 3 O-faces dadas
pelos seus 3 vértices, as 3 1-faces definidas pelas suas arestas e a 2-face dada pelo proprio
simplexo (Figura 2). Também podemos observar a partir das definigoes anteriores que
a fronteira de um tridngulo ¢ dada pela reunido de seus vértices (0-faces) e suas arestas

(1-faces), justamente as faces préprias do simplexo (Figura 3).
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Vo
Figura 2 — O 2-simplexo o possui sete faces: uma 2-face o = [vg, v1,v2], que é o tridngulo gerado pelo
2-simplexo; trés 1-faces og = [vg,v1], 05 = [vo, V2] € 04 = [v1, V2], que sdo as arestas do
tridngulo; e trés 0-faces o3 = [vg], 02 = [v1] € 01 = [v2], que s@0 os vértices do tridngulo.

Para o 2-simplexo o, as seis tltimas faces sdo préprias.

e 4

\4

\/ \

Figura 3 — A fronteira da aresta [vg,v;] é dada pela unido de seus vértices (0-faces). O tridngulo
[vo, v1,v2] possui fronteira dada pela unido de seus vértices e arestas (1-faces). Na figura,
destacamos em vermelho as faces de cada simplexo que definem suas fronteiras.

1.2 Complexos Simpliciais em R"

Uma vez definidas as entidades mais simples de uma superficie triangulada, vamos
determinar agora as ligacoes entre elas. Estas ligacoes sao estabelecidas por meio de

complexos simpliciais satisfazendo algumas propriedades particulares.

Definicao 1.4. Um complezxo simplicial K de R™ é uma colecio de simplexos em R™ de

forma que:

1. se o simplexo o pertence a K, entdo todas suas faces proprias também pertencem;

2. se o eT sao simpleros de K, entao o N7 € vazia ou € uma face propria de ambos.

Seja K um complexo simplicial dado pela cole¢ao de simplexos {o; | i € C;},
onde C; é um conjunto de indices qualquer. Quando a interse¢do de dois simplexos de
K, digamos o; e o, ¢ diferente de vazia, dizemos que eles sao adjacentes ou vizinhos.

A condigao 2 da Definicdo 1.4 garante que nao existam intersecoes "indevidas', isto é,
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que nao sejam faces proprias entre os simplexos do complexo simplicial K. Por exemplo,
a intersecao de 2-simplexos com algum outro simplexo de K pode ser apenas vértices
ou arestas e a intersecao de 1-simplexos com outro simplexo de K se restringe apenas a

vértices.

A figura 4 ilustra 3 cole¢des de simplexos. A colecao K; é composta por um 2-
simplexo o e suas faces proprias, as colecoes Ky e K3 sao compostas por simplexos de
dimensao menor ou igual a dois e suas faces proprias. As cole¢oes K e Ky sao exemplos
de complexos simpliciais, enquanto K3 nao é um complexo simplicial, pois a intersecao
dos simplexos 071 e 0o de K3 nao é vazia e também nao é uma face prépria dos simplexos,

contrariando o item 2 da Defini¢ao 1.4.

K, K, K

g
g1 e 2

Figura 4 — K; e K3 sdao exemplos de complexos simpliciais; enquanto K3 nio é, uma vez que a intersegao
dos seus simplexos o1 e o3 nao é face propria de nenhum dos dois.

Definigao 1.5. Seja K um complexo simplicial. A dimensdo de K, denotada por dim(K),

¢ dada por

dim(K) = max{dim(o) | o é um simplexo de K} .

Se dim(K) = d, entdo chamamos K de d-complexo simplicial ou complexo simplicial

d-dimensional.

Na figura 4, o complexo simplicial K; possui um simplexo ¢ de dimensao 2 e
nenhum com dimensao superior, logo dim(K;) = 2. Da mesma forma, o simplexo de maior

dimensao em K5 tem dimensao 2 e, portanto, Ky também é um complexo de dimensao 2.

Subconjuntos da colecdo de complexos que definem um complexo simplicial podem
também definir um complexo. Observe que neste caso, se um simplexo pertence ao sub-
conjunto, entao todas as faces proprias deste simplexo também pertencem ao subconjunto
(Figura 5).

Definicao 1.6. Sejam K um complexo simplicial e L um subconjunto dos complexos
simpliciais que definem K. Se L é também um complexo simplicial, entao L é dito um

subcomplezo de K.
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Vo Vo

Vi \ N/ —e
K L

Figura 5 — O complexo simplicial K é composto pelo simplexo [vg, v1, vs] e suas k-faces, donde dim(K) =
2. L = {[wo], [v1], [v2], [v1,v2]} é um subcomplexo de K e dim(L) = 1.

A seguir daremos exemplos de subcomplexos de grande importancia no desenvolvi-

mento deste trabalho, denominados estrela e elo de um simplexos o.

Definicao 1.7. Sejam K um complexo simplicial em R™ e o um simplexo de K, entdo os

sequintes conjuntos sao subcomplexos de K :

1. estrela de o:

o* :={n € K e todas as faces proprias den | o C n};

2. elo deo:
Vie):={neo* | nno=10}.

As Figuras 6 e 7 ilustram as estrelas e os elos de um vértice e uma aresta de um
complexo simplicial K dado, o qual é definido por 2-simplexos (tridngulos) e as faces
proprias destes. Observe que dim(o*) > dim(o) para qualquer o e vale a igualdade se, e
somente se, dim(o) = dim(K) ou o* = ¢. Por outro lado, ndo existe nenhuma relagao

entre as dimensoes de um simplexo o e de seu elo V(o).

%
n' r

Figura 6 — Na esquerda, destacamos em vermelho a estrela o do vértice oy = [vg]. Na direita, destacamos
a estrela o} da aresta o1 = [vg, v1].
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AN A
I A

Figura 7 — A esquerda, o elo do vértice og = [vg] é destacado (em vermelho), e & direita, destacamos
(em vermelho) o elo V(o1) = {[v2], [vs]} da aresta o1 = [vg, v1].

Com todas entidades mais simples bem definidas, agora podemos estabelecer o
conceito de superficie triangulada, que estende a nocao de uma 2-variedade topologica

para o mundo simplicial.

Definicao 1.8. Uma superficie triangulada M é um complexo simplicial composto por um

conjunto finito T de triangulos tal que:

1. qualquer ponto p € M pertence a pelo menos um triangulo t € T

2. se p € M entdo o subcomplexo p* é homeomorfo ao disco unitirio

D={zeR®/|z| =1}

Entao, se M é uma superficie triangulada e p € M é um ponto de M, entdao p
deve pertencer a pelo menos um tridngulo de M. Seja T = {t € M | p € t} o conjunto
dos triangulos de M que contém p, entao o conjunto p* é composto pela uniao destes
tridngulos, suas arestas e vértices (Figura 6) e, pela definigdo anterior, é homeomorfo ao
disco unitario. O elo de p serd formado pelas arestas destes tridngulos que nao possuem p

como vértice, e os vértices destas arestas (Figura 7).

A triangulagdo é uma das maneiras de decomposicao espacial mais utilizada, ja que
os triangulos sao estruturas lineares extremamente simples. Dessa forma, gostariamos de
saber quando é possivel triangular uma superficie topolégica M utilizando uma superficie
triangulada M. O seguinte resultado assegura que qualquer superficie topolégica bidimen-
sional (em R?) pode ser triangulada por uma superficie triangulada M. A demonstragio

deste resultado foge do escopo desta dissertacao e pode ser encontrada em (MOISE, 1977).

Teorema 1.9. Os sequintes fatos valem para superficies bidimensionais:

1. Qualquer superficie topolégica compacta S € R? pode ser triangulada, isto é, existe

uma superficie triangulada M que triangula S.
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2. Se uma superficie topologica é triangulada por duas superficies trianguladas M, e

Ms, entao My e My possuem subdivisoes simpliciais isomorfas.

N
SRS
RS
RS
S

v,
Yy A%,
Ve Yy, Ny,

v Ay vy
R ATy, Vv, ATATATAY
RN,

1
inavl XN
2 A i NN A SV VAT
i O R
e YORRRRRAXY
s ROERRRRRR
DRk SR
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%
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QR
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RIS

%
5
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Figura 8 — Na esquerda ilustramos uma triangulacio para uma superficie S de diversos pontos de vista.
Na direita, ilustramos a topologia da triangulacdo da superficie S, onde o mapa de cores

ilustra, para um dado vértice em S, o nimero de vértices que pertencem ao elo deste.

Finalizamos esta se¢ao observando que na pratica, durante o algoritmo que ire-

mos apresentar, podem ocorrer situagoes degeneradas nos complexos simpliciais, como

ilustramos na Figura 9. A geometria de um determinado complexo simplicial é alterada,

porém, sem alterar a topologia do mesmo, formando novos conjuntos de simplexos que nao

definem mais um complexo simplicial. O caso degenerado a esquerda mostra que houve um

colapso de um vértice de um triangulo com a sua aresta oposta neste mesmo triangulo. O

caso degenerado a direita houve um colapso de dois vértices opostos a uma mesma aresta

em um Unico novo vértice formando a partir dai um tnico tridngulo.

Q

(b) Colapso de dois vértices opostos a uma aresta PQ).

Figura 9 — A alteragdo na geometria de um complexo simplicial pode nao definir um novo

complexo simplicial.
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1.3 Espacos de Elementos Finitos

A cada iteracdo do algoritmo que serd exibido no capitulo 3, buscamos minimizar
a Energia de Dirichlet. Antes que isto seja feito precisamos definir o espago de func¢oes
sobre o qual iremos minimizar o funcional, de forma que nao seja alterada a topologia das

superficies M} obtidas a cada iteragao.

Nesta se¢ao vamos recordar brevemente um Espacgo de Elementos Finitos. A cada
iteracao do nosso algoritmo, a partir da superficie M}, o funcional da Energia de Dirichlet
sobre ele e obter a superficie seguinte Mj.,;. Para uma introducao mais elaborada veja
(BRENNER; SCOTT, 2008), (CIARLET, 1978).

Definicao 1.10. Seja M uma superficie triangulada. Definimos S, o espaco formado pelas

fungoes continuas e lineares por partes sobre M, como

S:={f:M—=TR| fecC'(M) efélinear em cada triangulo de M}.

Exemplos de fungoes em S sdo as proprias fungoes coordenadas de M. Mais ainda,

observe que o espago S de dimensao finita é gerado pela base de fungoes de Lagrange. De

fato, se M possui n vértices entao S é gerado pelas funcoes {1, o, ..., ¢, } definidas com
relacdo aos vértices {p1,ps,...,pn} de M, isto é, para cada vértice p; € M temos uma
funcao

;M — R

linear em cada triangulo de M definida por
wi(p;) = 0ij,

onde 0;; é o delta de Kronecker

1, se =7

%:{0, se i # 7,

Assim, se u é uma aplicacao pertencente a .S, ela possui uma tnica representacao

dada pelas fungoes ¢y, ..., v,. Em cada ponto p € M, tem-se:
u(p) = Z%‘%‘(P),
j=1

onde u; = u(p;) € R?. Logo, toda fungdo u em S pode ser unicamente determinada pelo

vetor (ug,ug, ..., u,) € R3".
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2
Superficie Minima Discreta

No capitulo anterior os principais conceitos que serao utilizados para o desenvol-
vimento do método foram apresentados: a) modelo numérico utilizado no algoritmo, a
superficie triangulada, e b) o espago de fungoes, a base de Lagrange. Neste capitulo, iremos
desenvolver os principais resultados utilizados para definir o sistema linear cuja solucao
define a sequéncia de superficies trianguladas que converge para a Superficie Minima

Discreta desejada.

Iniciamos este capitulo recordando o conceito de Superficie Minima dado a partir da
Energia de Dirichlet. Posteriormente, focamos no nosso objeto de interesse que é Superficie
Minima Discreta. Iremos mostrar que tanto o funcional da Energia de Dirichlet quanto o
funcional da Area, com respeito a uma superficie triangulada, podem ser expressos em

termos da geometria da superficie.

Por fim, os dois funcionais serao relacionados e mostraremos que uma superficie
triangulada M é minima se, e somente se, a aplicacio identidade id : M — R? é um ponto

critico do funcional da Energia de Dirichlet.

2.1 Superficie Minima

Uma Superficie Minima é caracterizada por ser aquela que possui a menor area
dentre as outras superficies de mesma fronteira. O Problema de Plateau (TSUCHIYA,

1987), que tem como solugao uma Superficie Minima, é formulado da seguinte forma:

Dada uma curva fechada I' € R3, considere o conjunto de aplicacdes paramétricas
F={f:QCR*—>R?| f(0Q) =T}. Entdao M € R?® é uma superficie minima se existe
f €F tal que f(2) = M e f minimiza o funcional da Area

Area:F — R
f — Area(f)= /Q Jacobiano(f(x))dx; x = (x,y, z) € .

Area(f) é o valor da drea da superficie parametrizada pela aplicagdo paramétrica f € F.

Os exemplos tém sido fundamentais no desenvolvimento da teoria de Superficies
Minimas e complementaram a pesquisa tedrica. Nos ultimos anos, muitos exemplos foram
estudados experimentalmente usando calculos para continuacao analitica de fungoes
complexas e integragao das férmulas de Weierstrass. Embora estes métodos permitam
calcular qualquer superficie dada pela representacao de Weierstrass, é necessario que as

formulas de Weierstrass sejam conhecidas previamente.
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Na década de 1930 (RADO, 1930) e (DOUGLAS, 1931) tiveram a ideia de nio

minimizar o funcional da Area diretamente, e sim o funcional da Energia de Dirichlet:
Ep: F — R
1
o= Ep(f) =5 [ IV (x)Pdxs x = (,.2) € Q.

Dai nosso interesse em relacionar as formulagoes geométricas do funcional da
Energia de Dirichlet e do funcional Area, para que no fim o leitor compreenda a rela¢io
entre eles. Veremos na Secao 2.4 que, se a aplicagao ud|,, : M C R3? — R? minimiza
o funcional da Energia de Dirichlet, entao Ep(id),,) = Area(M) e M é uma superficie

minima.

Uma outra caracterizagao de Superficie Minima Discreta vem do funcional da
Energia Conforme, de acordo com (HUTCHINSON, 1991),

Eo(f) = Ep(f) — A(F(M)) = 0; M € R?, (2.1)

onde Ec(f) é o valor da Energia conforme da aplicacao f € IF e é igual a zero somente
quando f é uma parametrizagao conforme. Como Ep(id),,) = A(M) quando id|,, minimiza
o funcional da Energia de Dirichlet, é facil ver que, id|,, minimiza o funcional da Energia
Conforme se, e somente se, id|,, minimiza o funcional da Energia de Dirichlet, ou seja, M

¢ uma superficie minima se, e somente se, id|,, minimiza o funcional da Energia Conforme.

2.2 Energia de Dirichlet

Nesta secdo vamos obter uma expressao geométrica para o funcional da Energia de

Dirichlet para posteriormente relaciona-la com o funcional da Area.

A seguir, comecaremos com a definicdo da Energia de Dirichlet de uma aplicacao u

cujo dominio é uma superficie triangulada.

Definicao 2.1. Sejam M uma superficie triangulada em R3, T o conjunto de triangulos

de M,
S={f:M—R*| fecCM) e f élinear em cada triangulo de M}

o conjunto de aplicacoes continuas e lineares por partes sobre M e T o conjunto de

triangulos de M. Entdo, a Energia de Dirichlet de uma funcdo uw € S com u: M — R3 ¢é
dada por

1
Eo(w) =5 3 [ IVu,|Pdx; x = (@,y,2) € T (2.2)
TeT T
Logo, a Energia de Dirichlet de uma aplicacao v € .S é dada pela soma das Energias
de Dirichlet das restrigoes w, para cada 1" € T, uma vez que as aplicagoes wu,. : T' — R?

Sa0 suaves.
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O Lema enunciado a seguir enumera importantes resultados relacionados as fungoes
base de Lagrange. Estes resultados serao utilizados no decorrer deste trabalho para obter

alguns dos principais resultados.

Lema 2.2. Seja T' = [pi_1, pi, pis1] wm triangulo de uma superficie triangulada; com
: — = — - - : -

arestas orientadas {c¢;,_1, ¢i, i1} onde ¢ = pj_1 — pj+1. Seja ;- T — R a fungdo base

de Lagrange com respeito ao vértice p; com ;(pr) = 6 e A a drea do trigngulo T Entdo,

para cada j =1 — 1,1,9+ 1 € verdade que:

1

_ -
1. Vyj, = ﬁch em T,
2. Voi 1+ Vo, +Vpi1=0emT,
3. <Vp;j_1,Vpj >= Cg}i%) em T’

onde J representa a rotagao de 5 orientada sobre o plano que contém o tridngulo T e ay é

o angulo oposto a aresta c_;

Demonstragao. 1. Seja X = (x,y,z) € T. Podemos reescrever X, de forma unica,

utilizando as coordenadas baricéntricas

X = ;—1Pi—1 + Q;P; + 0 11Pit1,

Area(t;)

com o1 + o; + ;11 = 1, onde o = 1 j=1—1,i,7+ 1; e os tridngulos

ti_1,t;, t;11 sdo obtidos conforme a Figura 10.

14

i

Figura 10 — Tridngulo T formado pelos pontos p;_1, p; € piy1. O vértice T € T, e os tridngulos
tj, j =1i—1,4,i+1 delimitados pelo tridngulo 1" e os segmentos de reta Tp;, j = i—1,4,i+1.

Pela linearidade de ¢;, temos que

©;(X) = aim19j(pic1) + @i (D) + Qir19(Pit1)-

Se j e {i—1,i,i+ 1} entdo
©i(X) = aj.
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Por outro lado a area do tridngulo ¢; pode ser expressa como

1
[cj X (X = pj)ll-

1 _
Area(t;) = S[[(pj—1 — pjs1) X X —pjp)|l = §|

2

Assim,

onde
f:r — R

X = & x &=pu)l.

Considere a notacao p;j+1 = (a1,b1,¢1), pj—1 = (az, ba, c2), reescrevemos f(X):

A A ~

7 ¥ k
f(i): det | as—a; by—b co—c :|’(w1,w2,w3)”,

r—a; y—b z—ac

onde
wy = (b = b1)(z —c1) = (c2 — c1)(y — bn)
wy = (e —c1)(x—ay) — (ag —a1)(z — 1)
ws := (ag —a1)(y — by) — (b — by)(x — ay).
Entao,

o yJwi+wd +w?

p;(X) = oA

Agora podemos obter o gradiente de ¢;. Suas derivadas parciais sao dadas por

%(i) _ w2(02 - 01) - w3(bz - b1)

O 2Af(X)
%(f) _ w(az — a1) —wi(e — a1)
Oy 2Af(X)
%(i) _ wi(by — b1) — walag — a)
9z 2Af (%)
Portanto,
i j k
VQO] = W(i) det w1 W2 w3
as — aq bQ_bl C — (1
1

) W Upi—1 = piv1) X (X = pirn)] X (Pim1 = Pj1)}
- ¢ X (X—pi)l X 7}
- W(Y) {[cj x( pit1)] X ¢j}
{[& x ®=py)] x G}

f(X)
i —1,i,i+ 1 é verificada. De fato, de acordo com (BAJD; MIHELJ; MUNIH, 2013),

Observe que se Jc_j> = , entao a tese Vyj, = Jc_j>; ] =
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a rotacao de um vetor v € R® de um angulo # em torno do eixo unitdrio € é dada

por
V' = cos(0)V + (1 — cos(O))(E€, V)€ +sen(d) (€ x ).
No nosso caso queremos rotacionar o vetor c_j> a um angulo # = 7 com respeito

; TN e X (X—pjt1) oI X(X—pj+1)
a0 eixo unitario € = I e — _J
7 xZ=pj+1)l f()

contém o tridngulo 7T'. Assim,

, que é perpendicular ao plano que

= e = = = =
Jo (G X X =pjn) ) @ % (X —pia)] + {{cj x (X =pj1)] x ¢/}
’ [f(®)]* ’ ’ f(x)
Como ¢ e c_; sao ortogonais, entao (?; X (X — pjt+1), c_;) = 0 e teremos que

Je = {[c] x (X — pj1)] x C_;}

f®)
2. Defina Y =@i—1t+ Qi+ PYiy1 : T —R. Sex e T, entao X = OG_1Pi—1 T P + Qr1Pit1

tal que a;_1 + a; + ;11 = 1. Assim,

P(X) = wi1(X) + vi(X) + i1 (X)
= Q-1+ 05+ Qi
= 1.

Portanto, para todo X € T', temos

3. Pelo Item 1 deste Lema, temos que

1

(Vs Vosm) = Lt I
1

= olElIEeost,

onde 0 é o angulo entre os vetores Jc;_1 e Jcji 1.

Uma vez que J representa uma rotacao, ela nao altera o tamanho dos vetores, isto é,
|Jc; 21|l = |le;=1lls || Jej+ill = ||cj+i]|- Note, também, que o dngulo interno entre os
vetores ¢;_1,¢j+1 ¢ dada por § = 7 — «;, onde «; ¢ o angulo interno do triangulo T’

oposto a aresta c_;

Entao,
L=
<V90j—1av§0j+l> = w||cj_1||||6j+1” COS(?T — aj)
L=
RV lle;Zillllej+1]] [cos(m) cos(a;) + sen(m)sen(ay)]
L=
= T |51l 541l cos(a;)

—
L lleillllej il

= 51 5 sen(a;) cot(ay).
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—
lej—tllllejill

Por sua vez, a area A do tridangulo 7" pode ser expressa como en(a;).
Portanto,
cot(a;)
(Voj_1,Vpjn) = — oA

]

O préximo Teorema fornece uma expressao geométrica para o funcional da Energia
de Dirichlet. Além disso, garante que o funcional possui apenas um ponto critico, que é
um ponto de minimo do mesmo. Antes de enuncia-lo, porém, precisamos impor algumas
notagoes e observagoes para melhor entendimento da demonstracao. Seja M uma superficie

triangulada.
o A(M)=1{(4,j) | pi,p; formam uma aresta de M} é o conjunto das arestas de M.
o UV, =V(p;) é o elo do vértice p;.
e 7 ={T | T éum tridngulo de M} é o conjunto dos tridngulos de M.
o A(T) é a area do triangulo T' € T.
o int(M)={p; € (M\OM}) é o conjunto dos vértices internos de M.

e Seja u: M — R® uma aplicagio de S e T € T, entdo ||V, [|* = 37, ||V [|* onde

u® sdo as funcoes coordenadas de u.

e Como consequéncia do item anterior temos que Ep(u) = Y7, Ep(uf), ou seja, a

Energia de Dirichlet de u é a soma das energias de suas fun¢oes coordenadas.

O préximo teorema define a Energia de Dirichlet de uma aplicacio v € S : M — R3

a partir do uso das func¢oes base de Lagrange, onde para cada ponto p € M tem-se
u(p) =D u05(p),
j=1

com u; = u(p;); e dos resultados demonstrados no lema anterior.

Teorema 2.3. Seja M uma superficie triangulada e S o conjunto de fungoes continuas e
lineares por partes sobre M. Entdo a Energia de Dirichlet de uma aplicaciou € S : M — R3

¢ dada por
1
Ep(u)=~- Y [cot(a) + cot(By)] llu; — us|*. (2.3)
(1,3)€A(M)

Além disso, o minimizador do funcional da Energia é unico e satisfaz a equagdo

VaEn(u) = 3 3 feot(aig) + cot(8)] (s — ) = 0 (2.4

JjeV;
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para cada vértice p; € int(M). O somatdrio na equagao 2.3 percorre as arestas de M,
e 0o somatorio na equagao 2.4 percorre os vértices adjacentes ao vértice p;, u; = u(p;)
representa a aplicacao v avaliada no vértice p; e os angulos oj;, Bi; sao o angulos opostos

com respeito a aresta (i,7) € A(M) nos triangulos que sio adjacentes por esta aresta
(Figura 11).

Figura 11 — A aresta (i, j) e seus angulos opostos a;; e ;5.

Demonstracao. Por simplicidade vamos considerar a aplicacao v : M — R | posteriormente

generalizar para o caso desejado u : M — R3.

1
Jé sabemos que Ep(u) = 3 > / |V, ||*dx. Considere T = {p;_1, pi, pi+1}, entdo
T

TeT
i+l ) i+1 ) ) i+l il
IVu P =11 > wVeil*= > P IVel* +2 Y. > <wVe, wuVe >
j=i—1 j=i—1 j=i—1k=i—1
_ k#j
i+1 i+1
= > uPlIVelP+2 Y <V, wVe, >
J=i—1 k=i—1,
! ki

Como Vi, 1+ Vi, + V1 =0 em T, temos que

i+1 i+1
IVuRll? = 32 |lwl® < Vg, =Vej0 = Vojn > +2 3 ujur < Vi, Ver, >
j=i—1 I k;;;l
i+1
=— > (i [* = 2wy un + ua*) < Vo1, Vgja >
j=i1
i+1
= - Z luj_1 — Uj+1’2 < Vi1,V > .
j=i—1

Portanto, a Energia de Dirichlet de v é dada por

Ep(w) = ¥ Bolu,) = 3 5 [ IV, ax

TeT '+1T€T
1 7
- _5/ Z Z uj 1 — Uj+1’2 < V@1, Vi > dx
M et j=i—1
1 i+l cot(a;)
= - > lujor —ujal? ] /dx
4 TeT j=i—1 ! ’ A(T) g
1 i+1

=1 Yo >0 ujor — ujpa? cot(ay),

TeT j=i—1
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onde a; é 0 angulo oposto a aresta ¢,. Se percorrermos o somatério sobre as arestas (i, )
1 2 ~
de M para cada aresta teremos o fator ;[cot(ay;) + cot(fBy;)]|u; — u;|* onde ay; e 5 sdo os
angulos opostos a aresta (i, 7), como na Figura 11. Caso a aresta (i, j) pertenca a apenas
A ‘ 1 2 A
um triangulo o fator serd da forma [cot(ay;)]|u; — u;|* onde ay; é o tinico angulo oposto a

esta aresta. Portanto,

Ep(u)=—- > [cot(ay) + cot(B)] |us — u;|*. (2.5)
(4,5) €A(M)

Agora, se quisermos percorrer o somatério sobre cada vértice p; € M e seus vértices

adjacentes p;, j € V; a Energia de Dirichlet sera reescrita como

1
Ep(u) =< > > [cot(aiy) + cot(Biy)] |ui — uyl,
piEM jEV;
o somatorio precisou ser multiplicado por %, pois ao percorrer o vértice ¢ e depois o vértice
j € V; contamos a aresta (i, j) duas vezes. Dessa forma se p; € int(M) e u; = u(p;), a
derivada parcial da Energia de Dirichlet com respeito a u; pode ser expressa da seguinte

forma

g
3

)
—~
IS
N——

Il
0| —

aii [ >3 [eot(auyy) + cot(Bi)] (us — uy)?

iEM jEV;

1 0 2]
=3 > > [cot(au;) + cot(By)] ous [(u, —uj)’]

piEM jEV;

—_

= [Z [cot(avi;) + cot(Biy)] (w — uj)

JjeV;

e~

+ D [eot(ay) + cot(B;:)] (=1)(u; — ui)
JjEV;
Ja& que as arestas (7,7) e (j,4) sdo as mesmas, exceto por uma questao de orientacao, os
dngulos opostos a elas sdo os mesmos, isto é, [cot(a;;) + cot(f5;;)] = [cot(aj;) + cot(B;i)].

Logo,

Ep(u) = 3 > [eot(ais) + cot(Bi)] (us — u;). (2.6)

JjEV;

8Ui

Agora, se u = (u*,u?,u®) : M — R3, temos que

ED(U,) = kX_: ED(uk),
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e utilizando a Equacao 2.5 temos

1
ED(U) = 1 Z Z [COt(OéZ'j) + COt(ﬁij)] |UiC — Uf 2
k=1 (i,j)€ A(M)
1 3
=1 Z [cot(ay;) + cot(Bij)] Z ]uf — uf 2
X (i) €A(M) k=1
! > [eot(ev;) + cot(Bi)] [lui — usll?,
(1,5)€A(M)

onde u¥ é o valor da k-ésima funcio coordenada da aplicacio u no vértice p; e os angulos
o;j, Bi; sdo os angulos opostos a aresta (i, 7).
Assim, se p; € int(M) e u; = (u'(p;), v*(p;), v*(p;)) é o valor da aplicagdo u sobre

o vértice p; entao o gradiente da Energia com respeito a u; é expresso como

0 0 0
Vo, En(u) — (MEDM 2 . MEM)

[ 7

e, pela equacao 2.6, obtemos

1
Vu.Ep(u) = 5 > [eot(aiy) 4 cot(Biy)] (uj — uj, uf —ul,u; — u?)
JEV;
1
= = ) [cot(ai;) + cot(By;)] (us — uy).
2 JjEV;

]

Para cada vértice p;, a equacao do funcional da Energia de Dirichlet pode ser
geometricamente interpretada como uma condicao de equilibrio para ponderar as arestas
em torno deste vértice, onde o peso de cada aresta depende unicamente dos angulos na

base da superficie M, ou seja, os pesos dependem apenas da estrutura conforme de M.

Outra importante observagao é que a equagdo do funcional da Energia de Dirichlet
¢é a soma de equagoes quadraticas, logo ela por si s6 é uma equagdo quadratica. Portanto, o
funcional possui apenas um ponto critico e é seu ponto de minimo. Logo existe uma tinica

aplicacao u = U, que minimiza o funcional da Energia de Dirichlet, e como consequéncia

para toda variavel u; = u(p;), onde p; pertence ao interior da superficie triangulada M.

2.3  Area Discreta

Nesta secao encontraremos uma expressao geométrica para o funcional da Area

que sera relacionada com a expressao do funcional da Energia de Dirichlet (Teorema 2.3).
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Definigao 2.4. Seja M uma superficie triangulada e S = {u: M = R® |u € CO(M) eu é
linear em cada triangulo de M} o espaco de fungées continuas, lineares por partes sobre

M. Entdo o funcional da Area é dado por

Area: S — R
u — Area(u(M)) = / det (Jacobiano(u(x))) dx; x = (z,y,z) € M.
M

Note que, se v =id),, a aplicagio identidade restrita a M, entdo Area(u(M)) = Area(M).

Assim como para o funcional da Energia de Dirichlet, para calcular o funcional da
Area iremos inicialmente estudar este funcional num tridangulo da superficie triangulada

para posteriormente obter o funcional em toda a superficie.

Lema 2.5. Seja T um triangulo nao degenerado com vértices {p;_1,pi, pi+1} € dngulos
{ai—1, i, 41} como na Figura 12. Uma vez que ¢; é a norma do segmento oposto ao

angulo «;, a drea do triangulo T' é dada por

A(T) = i[(cil)z cot(a;_1) + (ci)? cot(ay) + (ciy1)? cot(viy1)] (2.7)

Pi+1

Figura 12 — Tridngulo T formado pelos pontos p;_1, p; € pit1-

Demonstracao. Utilizando as seguintes relagoes trigonométricas

_ cioicsen(aip1)  cioicipasen(q)  cicipsen(a;_q)

2 2 2

A(T)

e a Lei dos Senos
sen(a;—1)  sen(a;)  sen(ayy1)

Ci—1 Ci Ci+1
a area do triangulo pode ser obtida por

A(T) =¢ [Cisen(&il)] [Sen(%ﬂ)]

sen(a;) 2

2 SGH(Oéi_l)SeH(OéH_l)

= (a)

 (e)?= cos(@;_1 + 1) + cos(a;_1) cos(ayiq)
’ 2sen(qy)

2sen(«;)
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Como «a;_1, a;, ;41 sdo os angulos internos de um triangulo, temos que

Qo1 + Qi1 =T —

4
cos(a;—1 + a;q1) = cos(m — ;) = — cos(a;)
Dai,
1 5 cos(a;) \2€08(a—1) cos(aiy1)
AT) = 2 [(CZ) sen(a;) + (@) sen(ay) (28)
De maneira semelhante podemos obter
L gcos(ait) - \200s(ai—1) cos(a;)
A(T) = 5 l(cl+l) sen(an 1) + (¢iy1) sen(ones) (2.9)

Somando as equagbes 2.8 e 2.9, obtemos

2€08(Qit1)

2A(T) = ; {(ci)2 cot(a;) + (cip1)? cot(ipr) + cos(ay_1) l(CZ) sen(a;)

+(Ci+1)2cos(ai)1 }

sen(ayy1)
[sen(ai)]2 cos(t1)
[sen(ozi_l)]2 sen(a;)

(ci)? cot(ay) + (ciy1)? cot(aiprr) + (ci—1)? cos(a;_1) l
[sen(ip1)]” cos(ay)
_+ [sen(oy_1)]? sen(aiﬂ)] }

= 5 |(c)?cot(ai) + (cit1)® cot(air) + (i)

N | —

cot(ay_
2¥1)sen(oq + aiﬂ)]
sen(ai_l

5 cot(a—1)

N b G ail)]

- ; (Ci)2 cot(a;) + (c,-+1)2 cot(ai+1) + (¢i-1)

(ci)? cot(ay) + (ciy1)? cot(ayir) + (Ci,l)Qcot(ai,l)}

4

A(T) = jl [(ci-1)* cot(i 1) + (ci)? cot(as) + (ci1)? cot(aig)] - (2.10)

]

Proposicdo 2.6. Seja M uwma superficie triangulada com vértices {p;}. Entao, se M ndo

possui triangulos degenerados, sua drea é dada por

1
Area(M) =2 > [eot(ay) + cot(By)] [Ipi — pi . (2.11)
4 dpeann

onde cj e Pi; sao os angulos opostos d aresta formada pelos vértices p; e p; (Figura 11).



40 Capitulo 2. Superficie Minima Discreta

Demonstragio. Seja M uma superficie triangulada de vértices {p;}, sem tridngulos dege-

nerados. Entao

Area(M) =Y A(T

TeT
ou seja, a area de M é a soma das areas dos tridngulos 7" € T formado pelos vértices

{pi_1, Pis Piz1}, como na figura 12.

Sabendo que ¢; é a norma do segmento oposto ao angulo a; do vértice p;, o lema

2.5 mostra que

1
A(T) = 7 [lpess = pill? cot(@i1) + [pess = pioa|* cot o + [lp; = pia | cot(as)|

e, substituindo o somatdério sobre os tridngulos pelo somatério nas arestas da triangulacao,

obtemos .
Area(M) = 1 Y [eot(us) + cot(Bi)] [Ipi — pyl*.
(i,5)€EA(M)

]

Afim de obter uma caracterizagdo para uma superficie minima discreta vamos
utilizar a definicao a seguir, que estabelece quando uma superficie é minima de acordo
com o funcional da Area, e a Proposicdo 2.8, que fornece uma caracterizacio geométrica
para o funcional da Area. Relacionando-as conseguimos um sistema de equacoes lineares

que devem ser satisfeitas afim de que uma superficie triangulada M seja minima.

Definicao 2.7. Uma superficie triangulada M é dita Superficie Minima Discreta se o
funcional da Area da aplicagio identidade idy,, € critico com respeito a variagoes de qualquer

conjunto de vértices interiores de M, ou seja, Vy,Area(id|,,) = 0 para todo p € int(M).

Proposicao 2.8. Se M € R? é uma Superficie Minima Discreta, entdo ela satisfaz a
equacao
1
V,Area(M) = 5 > [eot(ay;) + cot(Bi;)] (pi — pj) = 0. (2.12)
JjEV;
Demonstracao. Seja M uma Superficie Minima Discreta. Reescrevendo a equacao 2.11 da

proposicao 2.6, temos

ATGG(M) Z Z COt azy) + COt(ﬁz])] sz ij2
piEM jEV;

oo \

Tomando p; = (pf)k:LZg € int(M) temos:

0
87])]?147“6@ Z Z COt az] "‘COt(ﬁzg)] (”pz p]||2)

? pZGMJGV

> leot(a;) + cot(Biy)] (pF — pf) + > [cot(as) + cot(Bi)] (=1)(p; — pi)

JEVi JEVi

B |



2.4. Energia de Dirichlet e Area 41

Uma vez as arestas (7,7) e (j,7) sdo as mesmas, exceto por uma questao de orientagao, os

dngulos opostos a elas também sdo os mesmos e [cot(a;) + cot(S;;)] = [cot(aj;) + cot(5;:)].

Como V,, Area(M) = [aikArea(M)] temos que
; k=1,2,3

7

1
VpArea(M) = 5 3 [cot(ai;) + cot(8y)] (pi = p))-
JjeV;
Pela definigao 2.7, como M é minima entao V,, Area(M) = 0, Vp; € int(M). Entao
1
VpArea(M) = 3 3 [cot(ai;) + cot(B)] (pi = p;) = 0.

JEV;

2.4 Energia de Dirichlet e Area

Nesse ponto é necessario que o leitor perceba a diferenca entre a equagao 2.3 e
a equacao 2.11 que definem, respectivamente, o funcional da Energia de Dirichlet e o
funcional da Area como a soma finita de equacgdes lineares. Em ambas, os angulos sdo
tomados com relacao a superficie do dominio M, mas os vértices relacionados na equagcao
2.3 sao os vértices da imagem u(M) enquanto na equagao 2.11 os vértices relacionados no
somatorio sdo da superficie do dominio M. Porém, quando a superficie ¢ minima podemos

relacionar os dois funcionais.

Proposicao 2.9. Sejam M uma superficie triangulada e S o conjunto de aplicacoes

continuas e lineares por partes sobre M. Assim,
Area(M) = Ep(id),,). (2.13)
Consequentemente, para cada vértice p; € int(M)
V,, Area(M) =V, Ep(idy).
E mais, M ¢é uma Superficie Minima Discreta se, e somente se,

VypArea(M) =V, Ep(id|y) = 0.

Demonstragio. Seja M € R? uma superficie triangulada e S. Pela Proposicao 2.6 temos

que
1
Area(M) =~ 3" (cotaz; + B;)|lpi — psl*,
(i,5)€A(M)

onde «j, f;; sdo os angulos opostos a aresta (i,7) € A(M).

Por outro lado, a equacao 2.3 do Teorema 2.3, nos da

. 1 ) .
Ep(id,,) =~ > (cotay + cot fy)llid(p:) — id(p;)|>
4 (i jyean
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)

, 1
Ep(id,,) =~ > (cotay + cot B;)llp: — pslI*.
(4,.5)€A(M)

Portanto, Area(M) = Ep(id,,,), como desejado.

Agora, seja p; um vértice interior de M, pela Proposicao 2.8

1
V, Area(M) = 5 > (cot ay; + cot B;) (pi — pj)

JjeV;

e a equacao 2.4 do Teorema 2.3 garante que

. 1 . .
ViapnEp(id),,) = 3 Z (cot a; + cot ;) (id(p;) —id(p;)) =0

JjeV;

0

) 1
VpiED(de) = 5 Z(COt 5 + cot ﬂU)(pl _pj)'

JjEV;
Logo,
, 1
VpArea(M) =V, Ep(id),,) = 5 > (cot aj + cot Bi;) (pi — pj)-

p]'GVi

Como a Defini¢ao 2.7 nos garante que M é minima se, e so se,
VpArea(M) =0, Vp; € int(M),
como consequéncia do que acabamos de demonstrar

M é minima < V,, Area(M) = Ep(id),,) = 0.

Concluimos que uma superficie triangulada M é minima se, e somente se,

. 1 .
Vo Eplidy,) =5 3 [cot () + cot(By)| (pi — py) = 0 Vp; € int(M).
(4.)EA(M)

A partir deste fato, no proximo capitulo, vamos desenvolver nosso algoritmo para obter

superficies minimas discretas.
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3 Aspectos Numéricos

3.1 O Algoritmo

Agora iremos utilizar o método sugerido por (PINKALL; POLTHIER, 1993) para
definir uma sequéncia de superficies trianguladas, e mostrar que a sequéncia converge para

uma Superficie Minima Discreta. E necessario definirmos previamente:

e ' € R? um conjuntos de curvas fechadas, a fronteira que sers fixada;

e My uma superficie triangulada, tal que My = I', uma aproximacao inicial.

A sequéncia (My) é determinada da seguinte forma, My 1 = Upmin, (M), € Umin, €

o minimo do funcional da Energia de Dirichlet em

Sp={u: M, — R*| ue C'M,) e wu élinear em cada tridngulo de M;}.

O Problema: De acordo com a Proposicao 2.9 M é uma Superficie Minima
Discreta < Area(M) = Ep(id),,) e VyArea(M) = V,Ep(id),,) = 0V p € int(M). Dadas

I' e My vamos buscar uma superficie M* no conjunto
M={M CR3|OM =T e M possui a mesma topologia de M;}.

de forma que V,Ep(id),,.) = 0 para todo p € int(M*).

Note que precisamos de uma superficie inicial M, para determinarmos uma topologia
inicial, e ndo é permitida nenhuma mudanca topoldgica entre a superficie inicial M, e a

Superficie Minima Discreta resultante do algoritmo proposto por Pinkall e Polthier.
Para obtermos a proxima superficie triangulada da sequéncia seguiremos o esquema:
Mj,
Y
Uming, € Sk; VpEp(Umin,) = 0 Vp € int(My)

¢
Mk+1.

Depois de determinada a superficie triangulada M € M para obter a superficie
seguinte precisamos encontrar y,,,, o0 minimo do funcional da Energia de Dirichlet no

espaco Si. Dal os pontos da superficie My, sao definidos pelo conjunto

{Umin, (int(My)) U OMy},
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com a mesma topologia da superficie M.

Este processo repete-se até que o critério de convergéncia
|Area(Mgi1) — Area(My)| < €

seja satisfeito para um dado € > 0 suficientemente pequeno. Pelas equagoes 2.1, 2.13 temos

que:

Ep(tumin,_,) > Area(My) = Ep(id,, ) > Ep(umin,) > Area(Mgi1),

Y

—Ep(tmin, ;) < —Area(Myy1)
Ep(tmin,) < Area(My)

4

0 < Ep(tmin,) — Ep(tmin,_,) < Area(My1) — Area(My).

Portanto, faz sentido utilizarmos |Area(Mjyy1) — Area(My)| < € como critério de conver-
géncia.
No que segue, iremos mostrar que para encontrar os pontos {Umin, (int(My))}

basta resolver um sistema linear positivo definido; ou seja, para determinar os pontos da

superficie My, basta resolver um sistema linear que possui tinica solugao.

Considere a triangulagdo de My € M com pontos P = {p1,...,PB, PB+1;s---+PB+I}
onde p; € OMy para i < B e p; € int(My) quando i > B. Como os pontos da fronteira
sao fixados, defina X = [p1,...,pB,Tp41,---,Tpys] & triangulacdo de My, e a matriz

S € Mpyr(R) da seguinte forma: para i # j, defina

o { — 4 [eot(agy) + cot(By)] (i) € A(My)
’ 0 (i,4) ¢ A(My),

onde «;;, 5;; sdo os angulos opostos a aresta (i, j) € A(My). E na diagonal, defina

J#i

Note que os angulos «j, 3;; dependem da geometria da superficie triangulada My,
logo ela é alterada a cada iteragao do processo. E mais, a matriz S é simétrica uma vez
[cot(au;) + cot(Si;)] = [cot(aj;) + cot(f;:)], como ja foi visto no capitulo anterior. Se a
aresta (i,7) s6 pertencer a um tridngulo de M}, entdo umas das cotangentes serd nula

(ndo existe).
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Podemos reescrever a Equacao 2.2 utilizando a matriz S

1
Ep(Uminy,) 1 Y leot(ous) + cot(Bi)] [ui — ul?
(4,5)€A(My)
1 B+1 5 )
=5 2 (=584) (lluall® = 20wz, wz) + [Jus )
ig=1
1 B+1 ) B+I B+I1 )
= bl Z (=Sij) (i l|* + 2 Z Sis uz,u] + Z Sij |UJ||
i,j=1 1,j=1 5,j=1
1 B+1 B+1 B+1 B+1 B+1
2 2
S LA SEENIEES SERTRARS ST o e]
7=1 4,7=1 7=1 =1
1 B+I ) B+1
- 5 Z ||uz|| Szz +Z +2 Z Sz] uz,ug>
i=1 J#i i,5=1
B+1
+ > Ml | =S5+ (—Sij)] }
=1 i#i

B+I1
= > Sij(ui,uy).

ij=1

Onde u; = Upmin, (pi) ¢ 0 valor da aplicagao Uy, sobre o vértice p;, A(My,) é o conjunto das

arestas da superficie M}, e os angulos «;; e ;5 sdo os angulos oposto a aresta (i, j) € A(Mj).

Por outro lado, se considerarmos U = [u]] onde u! = umm,c (p;) é o valor da j-ésima

funcao coordenada de t,,;,, sobre o vértice p;, temos que

(1 1 1 2 3
up ... upeg| | St oo Sy up U Y
Ur'su = |u? ... v, :
3 3 1 2 3
(U1 --- Upgr SB+I,1 cee SB+I,B+I Upyr UByr Upyg
[—B+1,,1 B+1I .1 B+I ,,1 1 3
Doih Uy Si Doih Uy Siz ... Doy U SiB—H Uy s Uy
B+I 3 B+I 3 B+I 3 1 3
_ZZ‘:1 upSin 07 upSiz oo 30T UPSiptr Upyr -+ Uy
B+I B+I,1 B+I .3 B+I 1
Pl (SEulsy) L P (SE ulsy)
B+I B+I 3 B+I u3 B+I,3
> (Z 3Sy) .. BE (z 25:)

B+I 1 1 B+I 1 3

B+I 3 1 B+1
Z 'L/U/JS’LJ o .. Z SZ]

z]lzg
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donde
B+1 B+1 B+I
tr(UTST) = > wju;Sy+ > uiulSi+ Y w)ulS;;
i,j=1 i,j=1 5,j=1
B+1
= > S (u u + u? u; +u3u§’)
ij=1
B+I
= ZSij<ui>uj>'
ij=1
Logo,

tr(UTSU) = Ep(tmin,)

Como consequéncia, seja u] o valor da j-ésima funcdo coordenada de ,,;,, sobre o vértice

pi, 0 gradiente da Energia de Dirichlet com respeito a variavel u; ¢ expresso da seguinte
forma

0 0 0 0
vui ED(umznk> - [aulED (ummk)a 7ED<ummk)a 3ED(umznk)‘| [ED(umznk)‘|

ou? ou; ou!
B+1
1,2 .3
=1
B+1

= 2 Z SilUla

1=1
onde U, representa a linha [ da matriz U.
Como a triangulagdo de My, é dada por X = [p1,...,PB,TB41,.--,TBe1| €

Uning, - My — R3 é a aplicacdo que minimiza o funcional da Energia de Dirichlet sobre S},

o espaco de fungoes continuas e lineares por partes sobre My, temos que

j=B+1

B+1
VzlED umzm€ = (Z Szgp]+ Z Swl'j) = )

onde o zero no lado direito da equacdo é o vetor nulo de R3.

Na formulagdo do nosso problema os pontos de fronteira ficam fixos, logo a diregao

de variagao serd dada por X =[0,...,0,2p41,...,Zp+7|. Assim,

0

8XED(Umink)|X:P = Qa

onde () € Mp.r3(R) é definida como

Qi =10 0 0] 1< B
B+1
2ZSUp]+ > Syxj] ;i>B
j=B+1

sendo @); é a i-ésima linha da matriz Q.
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Portanto, encontrar a préxima superficie da sequéncia se resume a resolucao do
sistema linear
Sy = 818y (3.1)
onde z = [2p11,...,2B41], P=[p1,...,p5], e ST, SIP sdo submatrizes de S, relacionado
os vértices internos (I) e os vértices da fronteira (B)(Figura 13), ou seja, Sf = [S];;; B+1 <
i,j<B+1eSB=[9);; B+1<i<B+1,1<j<B.

1 ..B B+l .. B+
1

I

________1_____
49 g9

T

Figura 13 — Formato da matriz de cotangentes S.

Proposicao 3.1. O sistema S’z = —S'8p obtido na Equacio 3.1 possui solucdo e ela é
¢

unica, se 0s angulos internos dos triangulos da superficie M pertencem ao intervalo (O, g)

Demonstracao. De fato, note que a matriz S é simétrica ja que
[cot(a;j) + cot(Bij)] = [cot(ay;) + cot(B;i)]

e também é positiva definida, ja que

UTSU =0& Z Z Sij<ui,uj) =0
pi€M jeV;
onde 0 representa a matriz nula 3 x 3. Agora, como todos angulos internos dos
triangulos pertencem ao intervalo (O, g), temos que (u;, u;) > 0Vp; € M,j € V. Portando
U'SU =0 U =0 RBHD*S,
E, da forma que é definida a submatriz S/ de S, podemos afirmar que ela também
¢é simétrica positiva definida, basta tomar U; com os vértices internos de M e notar que

UITSHUI = 0 se, e somente se, U; = 0 € R™*3. Portanto o sistema linear
SII(E — _SIBp
(Eq. 3.1) é simétrico positivo definido, e podemos afirmar que ele possui solucao e ela é

Unica. O

O esquema para obter a préxima superficie triangulada da sequéncia pode ser

reescrito como:

My
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Az =b; A=S5"Teb=-5"p

4

My 1

Determinada a superficie triangulada M), para obtermos os vértices internos da
superficie Mj,; basta resolvermos o sistema linear de solucdo tinica Az = p, onde A = S/
e b= —S18p, que dependem da geometria da superficie M. Para resolvermos este sistema,

utilizaremos o Gradiente Conjugado, que serd exibido na préoxima secao deste capitulo.

Desta forma, nosso algoritmo seguira os seguintes passos:

1. Dados uma unido de curvas fechadas I' C R? e € > 0 suficientemente pequeno, tome
uma superficie M, C R3, onde OM, = I', como aproximacao inicial da superficie

minima M* que possui I' como fronteira.

2. Calcular os vértices internos de M}, a partir da solugao do sistema linear de solucao
Unica

Az =b; A=S"Teb=—-5"8p.

Os vértices da fronteira sao fixos, OMy, 1 = OM,.

3. Se |Area(My) — Area(My41)| < €, entdo a superficie My, é a superficie minima

desejada, isto é, M* = M. ,. Caso contrario, voltamos ao passo 2.

A convergéncia do algoritmo tem grande dependéncia com relacdo a superficie
inicial tomada, ela deve ser bem estruturada em se tratando de angulos, se os angulos
internos de seus tridngulos forem proximos ou maiores que 90° graus o algoritmo pode
se portar de forma indesejada, principalmente no momento em que usamos o Gradiente
Conjugado para solucionar o sistema linear, gerando degeneracoes nas superficies obtidas

ao longo do algoritmo.

Proposicao 3.2. Se ndo houver triangulos degenerados em nenhuma superficie da sequén-

cia (My) o algoritmo converge para a solugao do problema.

Demonstracao. Dizer que nao se tem triangulos degenerados significa, por definicao, que
os angulos de todos tridangulos em toda superficie M}, sao uniformemente limitados entre 0

e 7. Assim, estamos trabalhando sobre um conjunto compacto de superficies.
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Por construcdo, as sequéncias { Area(My,)} e { Ep(u*)} sdo monétonas decrescentes

e limitadas. Pela Equacao 2.1, temos

Area(My) = Ep(id,, )
> Ep(tmin,_,)
= Area(Mjy+1) + Ec(Umin,_,)
> Area(Mj,1)

= ED (umznk )7

onde Upin, € 0 minimo do funcional da Energia de Dirichlet sobre o conjunto .S; das fungoes

continuas e lineares por partes sobre M;. Temos entao que

0 < Area(My41) < Area(My) < Area(My)
0 < Ep(tmin, : My = Myi1) < Ep(tming,_, : Mk—1 — Mg) < Ep(Umin, : Mo — My).

Entéo, a sequéncia (M},) possui uma subsequéncia convergente uniformemente para uma
superficie triangulada M* € M, isto é, |My — M*| — 0, onde a norma utilizada é o maximo
da distancia entre os vértices correspondentes. Resta mostrarmos que M* é uma Superficie

Minima Discreta. Seja

F,M — R

1
M — F(M):=Ep(u: My— M) =3 Y /THVU‘T||2dx; x = (z,y.2) € T.
TeT

Note que Fj, é um funcional quadratico com minimo em Mj 1, ou seja,
V Ey Mypyy = 0.
Como estamos minimizando sobre um conjunto compacto de superficies existe
_ 2
Smaz = Sl]ip Hv Fk”
Dai, pelo Teorema do Valor Médio, existe M € M tal que
2 2
VFk|]\/Ik = VFk|Mk — VFMMk+1 = Vo Fyu | My = Mt

U
VFWIC\MIC S Smar|Mk - ]\4k—5—1|2

Uma vez que M, — M* uniformemente, temos que
VED(id\Mk) = VFk\Mk - VED(id\M*) - VFCM* =0

Portanto, a aplicacao identidade restrita a M* é o minimo da Energia de Dirichlet, e pela

Proposicao 2.9, concluimos que M* é uma Superficie Minima Discreta.
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3.2 O Método do Gradiente Conjugado como Método de Descida

Acentuada

Vimos na se¢do anterior, que nosso problema foi resumido a resolugao de um sistema
linear Az = b de tinica solucdo, onde a matriz A = ST ¢é simétrica positiva definida. Para
tal tarefa vamos utilizar o método do Gradiente Conjugado como um método de Descida
(GOLUB; LOAN, 1996). Inicialmente vamos introduzir o que é um método de descida e

um método de descida acentuada.

3.2.1 Método de Descida Acentuada

O método de descida é um método de projecao que visa encontrar uma solugao
aproximada Z do sistema linear Ax = b sobre o subespago K € R"™ chamado subespaco de
busca. Se dimkK = m, entao necessitamos de m restri¢coes para obtermos nossa aproximagao.
Dessa forma tomamos m vetores linearmente independentes ortogonais ao vetor residuo

r = Az — b, e o subespago L gerado por estes vetores é chamado subespago de restri¢oes.

Assim, o objetivo é encontrarmos um vetor Z € K tal que r = AZ — b seja ortogonal
ao subespago L. Vamos obter este vetor através da minimizacao do funcional f: R®™ — R

tal que f(y) =3 < Ay,y > — <y,b>.

Proposicao 3.3. Seja A € M,(R) uma matriz simétrica positiva definida e b € R"™. Entdo

a solugdo do sistema Ax = b € o unico ponto que minimiza o funcional quadrdtico
1
fly) =5 <Ayy>—<by>.

Demonstra¢io. Considerando uma matriz A € M, (R) simétrica positiva definida, entao

A é inversivel e o sistema linear Az = b possui uma unica solugao X.

Temos que

fly) — f(X) <Ayy>—<yb>-1 <AXX>+ <X b>
<Ay,y>— < AXy > —5 < AX,X > + < AX,X >
<Ay,y>—<Ai,y>+%<A¥,Y>
<Ay,y>—%<AY,y>—%<Ai,y>+% < AX, X >
<Aly—%),y>—1 < Aly —x),x >

<Ay —X),y —x>.

N N N N N~ N~

Como a matriz A é positiva definida, temos

<Aly—x),y—x>=>0e < A(y — X),y — X >= 0 se, e somente se, y = X. Portanto

f(y) > f(X) para todo y # X e o minimo de f ocorre em X.
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O objetivo do método de descida é obter uma sequéncia de iterados z*, 22, ..., 2%, ...

a partir de um chute inicial 2%, de forma que
f(xF+h) < f(2*) ou ainda melhor, que f(z**!) < f(2*),

convirja para o minimo do funcional f.

1

Para passar do passo z* para o préximo iterado z**! é necessario:

1. Uma direcdo de busca: A escolha de um vetor p* que indicara a direcdo que

vamos avancar de z* para z¥F*1.

2. O comprimento do avancgo: Determinar o comprimento do avango na direcao de

busca, que equivale & escolha de um escalar oy, multiplicado pelo vetor de busca p*.

Assim, teremos
k41

x = gk + ozkpk.
Para encontrarmos o comprimento do avango faremos a chamada busca exata na
reta, uma vez que queremos determinar um ponto ay na reta {z* + ap® | o € R} de forma

que

P = (" + arp®) = min f (2" + ap").

Proposicao 3.4. Considere o sistema Ax = b, onde A € M,(R) uma matriz simétrica
positiva definida, b € R™, o funcional f de modo que f(y) = % < Ay,y > — < by > e

de modo que oy = mingeg f(2* + ap®). Entdo,

<pFrk >
o = ———.
< pk, ApF >

Demonstracao. Considerando todas as hipoteses da proposicao, defina agora o funcional

g:R—-R
a— f(z* + aph).

Agora, vamos mostrar que o funcional g nada mais é que uma equacao de segundo grau
<ph,rk>

ZFiphs COmo desejado. Note que,

em « e que seu minimo ocorre em oy =

< A(z* + ap®), 2% + ap® > — < b, 2 + ap* >

< AxF ok > — <bab > 45 < ApFoak > +§ < Ao ph >
+9 < ApF pF > —a < b pk >

_ k k ok k a? ko k

= f(z") + al< Ax" p >—2<b,p >+ & < AptLpt >

= f(a") —a < ¥ pF > +% < ApFpF >
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Logo o minimo de g ocorre no ponto —% da pardbola y = aa® + ba + ¢, que é dado

por
o<k >
W= Apk pk >-
0]

Gostarfamos ainda que z* seja diferente de 2! para que tenhamos f(z**1) < f(a*),
para isso é necessario que «y, seja diferente de zero. Note que o4 se anula se, e somente se,
< p¥,r* > se anular, ou seja, se a direcdo de busca for ortogonal ao residuo. Entao para
conseguirmos o que almejamos devemos escolher uma direcio de busca p* que nio seja

ortogonal ao residuo r*.

O que irda determinar a diferenca entre o método de descida acentuada e o método
do gradiente conjugado é exatamente a escolha do vetor de busca p*. Uma escolha mais

apropriada fard com que o método convirja mais rapido ou nao para solucao.

De acordo com o calculo diferencial a direcao que uma funcao cresce a uma taxa
mais rapida é na direcdo de seu vetor gradiente, portanto se considerarmos o negativo de
seu vetor gradiente sera a dire¢cdo em que a func¢ao decresce a uma taxa mais rapida. Essa
¢é a ideia do Método de Descida Mais Acentuada, onde consideramos a direcdo de

busca como

pF = —Vfa") =b— Az" =",

Entao, no método de descida mais acentuada, temos que

k

ML= 2k g ,

T

: o<k >
onde oy = W
Vamos agora, mostrar que o método de descida acentuada converge de fato, e antes

de enunciarmos o Teorema que ira provar esse fato vamos enunciar alguns argumentos que

vamos utilizar na demonstracao de tal Teorema.

Observacao 3.5. Se A € M, (R") é uma matriz simétrica positiva definida, entdo ela
define um produto interno em R™ X R™ e, consequentemente, uma norma em R™, dados
por:
<,>x R*xR" — R
(u,v) — <u,v>s=<u,Av >=< Au,v >,

|)la: R — R
voo—= |vlla=V<uu>a= V< u, Au >,
Defini¢ao 3.6. Considere o sistema linear Az = b, onde A € M, (R) é simétrica positiva

definida, b € R™ e X € a solugdo do sistema, entdo definimos o erro algébrico do método de

descida acentuada como
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Lema 3.7 (Desigualdade de Kantorovich). Sejam A € M,(R) uma matriz simétrica
positiva definida € Aoz, Amin SEU mMaior e menor autovalor, respectivamente. Entdo

< Az,x >< A7'z, x> - (Amin + Amaz)?
< x,x >2 — ANin A maz

; para todo x # 0.

Lema 3.8. Seja 2*t' = 2% 4 ayp® obtido através da busca exata na reta. Entdo,

7ak+1 1L pk

ek‘-l-l —LA pk

Corolario 3.9. Considerando o método de descida acentuada para resolver o sistema

linear Ax = b, onde A € simétrica positiva definida, temos que

TkJrl L Tk

ehtt 14 rk.

Teorema 3.10. Seja A € M, (R) simétrica positiva definida, Aoz, Amin S€U maior e
menor autovalor, respectivamente. Entao o erro algébrico do método de descida acentuada

k k satisfaz a estimativa

k
Amaz — Ami
ki, < | Zmaz  “mun o9 .
el < (g ) e

e, portanto, o método de descida acentuada converge qualquer que seja o chute inicial x°.

dado por " =X —x

Demonstracao. Note que

Pelo Corolario 3.9, temos que

|14 =< eftl bl > =< bt b > —ap < P > =< ef L ek >y

=< et Ak >=< eFFl pk >
Agora utilizando o Lema 3.7,

leF 14 =< & —aprk, 1k >s=< ek 1k > —qp, < ¥ Pk >

_ k ..k _ <rk,rk> <rk,rk>
=< e > (1 <rk Ark> <ek k>

ok Ak _ <rhrks <ok
=< e, Ae" > (1 <rk Ark> <A=lrk rk>

_ Hek:Hz 1 — <rkorks  <rkpks
A <rk Ark> <rk A-Ipk>

< N1kl (1 - pomiguesy

= ¥ (fmasqmn)
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Dai segue de imediato que

k
Amaz — Ami
k < mazx min 0 ‘
[eHla < { T )l

Logo a sequéncia de iterados (z*) converge para a solugio X qualquer que seja o

chute inicial z° dado. ]

Devido a problemas de velocidade na convergéncia do Método de Descida Acentuada

foi necesséario aprimoré-lo, criando o Método do Gradiente Conjugado.

3.2.2 Gradiente Conjugado

k+1

Ao longo do Método de Descida Acentuada temos que 2! = 2% + a;p¥, assim na

k-ésima iteracdo temos que

zF =20 + alxl + ...+ ak_lmk_l.

A cada iteracao, o método minimiza o funcional quadratico f ao longo da reta
{x* 1 4+-apy_1} que constitui um pequeno subconjunto do subespaco 24 < p°, p*, ..., pF71 >.
No método do Gradiente Conjugado vamos minimizar o funcional f sobre todo o subespago

204 < p% pt, o PR >,

No que segue vamos definir a direcdo de busca p* do método Gradiente Conjugado.
Por uma pequena manipulacao de contas levando em consideragao a Proposicao 3.3

obtemos o seguinte Teorema:

Teorema 3.11. Seja A € M, (R) uma matriz simétrica positiva definida e b € R™. Entdo

o funcional quadrdtico associado ao sistema Ax = b pode ser reescrito da forma

1 1,
£lw) = 5l - 5Kl

onde X ¢ a solugcdo do sistema Ar = b e e =X—1y € o erro algébrico. Em particular,

minimizar o funcional quadrdtico equivale a minimizar a A-norma do erro algébrico.

Corolario 3.12. Em um método de descida minimizar a A-norma do erro algébrico

0 0

equivale a encontrar uma melhor aproximacgdo do vetor €’ =X — x° no subespago W,, =<

popt . pm T >

Demonstracao. Considerando o sistema Az = b e X a solucao do sistema; em um método

de descida no seu k-ésimo passo teremos

k

b =x—ak

O — (app® + aspt + ... + ap_1pth).
= — f;ol ozipi.

=X—x
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Entao a A-norma do erro algébrico no k-ésimo passo é

k—1
lella = lle” = >_ ap'lla-
i=0

Portanto, minimizar ||e*||4 é o mesmo que buscar a melhor aproximacio do vetor ¢ no

subespaco gerado pelos vetores de direcao de busca dos passos anteriores {p°, p*, ..., p* 71}
m

De acordo com o Teorema 3.11 e o Corolario 3.12, encontrar uma boa aproximacao
da solucao X do sistema linear Az = b simétrico positivo definido, equivale a encontrar

0 0

uma melhor aproximacao do vetor e’ = x — 2° no subespaco W,,, =< p°, p*, ..., p™ ! >.

E para garantir a existéncia dessa melhor aproximacao e caracteriza-la, basta

considerar o Lema da Melhor Aproximacao:

Lema 3.13 (Lema de Melhor Aproximagao). Sejam A € M, (R) simétrica positiva definida,

v €R™ e W um subespaco de R"™. Entdo, existe um unico vetor w € W que satisfaz
V— w4 =min|lv— z|a.
| la = min o — z|

E este vetor w pode ser caracterizado como

v—w L W.

Agora vamos construir o método Gradiente Conjugado, isto é, determinar a sua
dire¢ao de busca a cada iteracao. De acordo com a Proposicao 3.13 precisamos escolher

um vetor p = Zf;ol a;p* de tal forma que
= —plaphVi=12... k-1

Logo, a cada passo desejamos que o erro algébrico seja A-perpendicular a todos

vetores de busca anteriores. O Lema 3.8 garante que
e L A pkil.
ou seja, garantimos que o erro algébrico é A-perpendicular ao tltimo vetor de busca p*~*.

Esquema da construcao do Gradiente Conjugado:

1. Dé um chute inicial 2° e vamos tomar o primeiro p° como no método de descida

acentuada, ou seja, p° = r°.

2. Faga uma busca exata na reta {z°+¢p® | t € R} e determine aq definido na Proposigao

3.4 como
<> <7970 >

Qo = =
<pY Apd > <70 Ar0 >

- 1_ .0 0
Assim, ' = 2" + agp°.
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3. Determinar p':
O Lema 3.8 nos garante que e! L 4 pY, e considerando que serd feita uma busca exata

na reta, também teremos que ¢ L4 p'. Como

2

e :Y—:cQ

= 61 — CY1p1.

I
2 .0 1,0 1,0 1,0
<eL,p Za=<e,p >a -0 <p,p >=—q1 <p,p >.

Logo, para que tenhamos e?> 1,4 p°, basta que p' seja conjugado a p°. Para isso

vamos escolher Lo
1 1 <r Y >A 0

= r — s
P <P A
onde < !, p® >, /< p® p >4 é dado pelo algoritmo de Gram-Schmidt.

4. Faca uma busca exata na reta {z' +tp' | t € R} e determine a; como na Proposigao

34ex?=a'4+ apt.

5. Determinar p™:

Seguindo dessa forma, apds m iteragoes teremos {2, z!,... 2™} e o m-ésimo erro
algébrico satisfazendo
e Laph Vi=1,....,m—1.

Levando em consideragao que sera feita uma busca exata na reta posteriormente ja

m+1

garantimos que e L ap™. Agora, paratodot=1,...,m—1

6m—i—l =M — ampm
I
< e pt Sa=< €M pt >4 —am < p"p' >4
U
m+1 1 _ m 1
<e WD >A= —Qp <P ,D >4

m+1

Portanto, para que e 14 p* para todo i = 1,...,m basta que p™ seja A-

perpendicular com a todos vetores de busca anteriores. Para isto, tomaremos

m—1
m m 7
Pr=r" =Y Cup
=0

m—+1

onde os coeficientes ¢,,; = < r™ p' >, /< p',p' >4 sdo dados pelo algoritmo de

Gram-Schimdt.

Proposicao 3.14. Os coeficientes c,,; utilizados para gerar o vetor de busca p™ no método

Gradiente Conjugado sao nulos; exceto, talvez, para 1 = m.
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Demonstracao. Vamos dar uma ideia da demonstracao desta proposicao. Inicialmente o

leitor deve provar que, apos j iteracoes do Gradiente Conjugado vale
<p’ o =<t T = AP0 AT = (AL 0)
Depois, sera facil notar que
e LalC;(A, %) er? L KC;(A,r°)
Uma vez que, para todoi = 1,...,m—1, temos que ¢,,; = < r™ ™ p' >4 /< p',p' >4,

devemos mostrar que < r™*t Ap! >=0.Mas < p°,...,p" ! >=< Y Ar0, . A0 >,

implica que
Apt €< Ap°, .. AP >=< Ar0 AT S K (A,7°) € Koy i (A, r?)

como 7™ 1 K4 1(A, %) temos que r™ T L Apt. O

Portando, a cada iteragdo do método Gradiente Conjugado, teremos

l,m—i—l — xm + ampm’

m+1 _ <rmtlpms :
s Com mais

algumas manipulagoes na equagao que define p™, conseguimos uma formulacao que s6

onde «,, € obtida através da busca exata na reta e p”* =r

dependera dos residuos e do vetor de busca anterior, dada por

m+1 ,.m-+1
pm:rm+1_ﬁ pmfl,ﬁ — <r T >
" e < pmpm o>

Teorema 3.15. Seja A € M,, (R) uma matriz simétrica positiva definida. Entio o método

Gradiente Conjugado converge, no maximo, em n iteracoes.

Demonstragdo. Uma vez que 77 L IC;(A,r%) = (rO r! ... 7771), depois de n — 1 iteragoes
com r* # 0; Vi = 1,...n — 1, temos que os vetores r°,r', ... r"! sdo linearmente
independentes, logo formam uma base ortogonal de R". Depois de mais uma iteracao r"

deve satisfazer

L0t ) = R
¢
r'" =0
4
b— Ax" = 0.

Portanto, ™ é a solucao do sistema. O
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Portanto, se A é uma matriz n X n simétrica positiva definida, o Gradiente Con-
jugado converge, no maximo, em n iteragoes. Na maioria das aplicacdoes o método do
Gradiente Conjugado converge ainda mais rapido do que as n iteragoes8, se apenas uma
boa aproximagao é requerida. O Teorema a seguir garante uma estimativa da velocidade
de convergéncia do método Gradiente Conjugado, sua demonstracao serd omitida e pode

ser encontrada em (GOLUB; LOAN, 1996).

Teorema 3.16. Sejam A € M, (R) uma matriz simétrica positiva definida e b € R".

Utilizando o Gradiente Conjugado para encontrar a solucao do sistema linear Ax = b,

temos que o erro algébrico do Gradiente conjugado na k-ésima iteracdo, ¥ = X — a*,

satisfaz

)

onde Kk = /’\\m—m, a razdo entre o menor e o maior autovalor de A.
max

€414 < 204 (

Esta estimativa é bem melhor que a estimativa do método da Descida Acentuada,
mostrando que o método do gradiente conjugado é bem mais rapido. Por outro lado, como
naquele método, a velocidade de convergéncia do método Gradiente Conjugado dependera

fortemente da boa ou ma condicionalidade da matriz A.
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4 Resultados

Nesta secao vamos mostrar os resultados obtidos utilizando o método desenvolvido
por (PINKALL; POLTHIER, 1993) para gerar superficies minimas discretas como solucao
do Problema de Plateau. O algoritmo que desenvolvemos durante este trabalho tem como
entrada uma superficie inicial cuja fronteira serd fixada durante as iteragoes e, portanto,
sera a curva que define a Superficie Minima Discreta. Ao longo do algoritmo é gerada uma
sequéncia de superficies M}, de mesma fronteira, cujos vértices sao obtidos por meio da

solugdo de um sistema linear.

Todas as rotinas, empregadas para obter os resultados do capitulo anterior, foram
desenvolvidas e executadas no MATLAB em um computador com processador Core i7 870
2.93GHz 8MB L3 Cache (Quad-Core), meméria 4Gb DDR3 1333Mhz e placa de video
PCI-E GeForce 250 GTS 512MB DDR3 (Xfx).

Alguns critérios de comparacao foram utilizados para analisar a convergéncia da
sequéncia de superficies de mesma fronteira, verificando se os funcionais da Area e da
Energia de Dirichlet convergem para o mesmo valor como mostramos no Capitulo 2. Em
todos exemplos empregamos a norma da diferenca entre a area da superficie obtida na

iteragao anterior pela area da superficie obtida na iteracao atual:

Ey = ||Area(My_1) — Area(My)||. (4.1)

Cabe ressaltar que F; , como vimos no capitulo anterior, ¢ utilizado como critério de
parada para algoritmo: Se Ey = ||Area(My_1)— Area(My)|| < €, para € > 0 suficientemente
pequeno, entao o algoritmo ¢ encerrado. Tomamos € = 1E — 04 como tolerancia para nosso

critério de parada.

O segundo critério de comparacao s6 podera ser calculado quando conhecermos a
superficie minima, ou melhor, a area da superficie minima que é solu¢ao do Problema de
Plateau com tal fronteira fixada. O critério é obtido tomando a norma da diferencga entre

a area da superficie obtida a cada iteragao e a area da superficie minima continua:

E, = ||Area(My) — Area(S)]|. (4.2)

Por ultimo, também sabemos que uma superficie minima também é caracterizada
por ter curvatura média nula. Por isso, em alguns casos também iremos observar o
comportamento da curvatura média discreta da sequéncia (M},) de superficies trianguladas.

Em cada vértice p; de uma superficie triangulada M}, a curvatura média discreta é dada
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por:
H(p) = Tl X leotlas) +cot(8s)] (= )| (43)

JjEV;

;e [Bi; sao os angulos opostos a aresta (4, j) € A(My), e A; é a area da regiao de Voronoi
do ponto p;. Uma forma de calcular A; pode ser vista em (MESMOUDI; FLORIANTI;
MAGILLO, 2012).

4.1 Exemplo 1: Superficies Planares

O exemplo mais simples de superficie minima ¢ dado por qualquer regiao limitada
por uma curva fechada simples em um plano de R3. Para obtermos essa superficie fizemos
uso de dois tipos de superficie inicial. Primeiro, uma superficie inicial na qual apenas
o seu vértice central nao estd no plano z = 0, que chamaremos de Ponto-Plano; e a
segunda superficie inicial utilizada foi uma semi-esfera de raio r = 1 centrada no ponto
(x,y,2) = (0,0,0).

4.1.1 Ponto-Plano

A superficie inicial escolhida neste primeiro exemplo é chamada Ponto-Plano. Esta
superficie possui quase todos os pontos no plano z = 0, exceto pelo seu ponto central
x =1y = 0 que estd a uma altura h = 0, lecm deste plano. A fronteira fixada é composta

pelos pontos pertencentes ao conjunto {(z,y,z) € 9[—1,1]*> x {0}}.

Superficie inicial Fronteira Superficie minima

vista plano xz vista plano xz
z=0,1
7 AN

z2=0 z=0

Figura 14 — A superficie inicial (A esquerda, a fronteira (centro) e a superficie minfma discreta (direita)
obtida pelo algoritmo em apenas dois passos.

Neste caso também se fez interessante observamos se todos os pontos da superficie
estavam contidos no plano z = 0, para isto definimos o critério Altura Maxima, ou seja,
qual o maior valor em modulo da coordenada z dos pontos da superficie. Assim, se a
Altura Maxima da superficie M for igual a zero, podemos concluir que todos seus vértices

pertencem ao plano z = 0.

A Tabela 1 lista alguns dados da convergéncia do algoritmo para o problema Ponto-

Plano. Além do critério F; (Equacao 4.1), também sao listados: o critério Fy (Equagao
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4.2); os valores dos funcionais da Energia de Dirichlet e da Area, onde observamos a
convergéncia destes para os mesmos valores, bem préximos da area desta parte do plano;

e a Altura Maxima dos pontos da superficie.

Observando os dados da Tabela 1 vemos que o algoritmo converge apds duas
iteracoes. Notamos que a convergéncia para o plano ja ocorre na primeira iteragao, ja que
a Altura Maxima é nula. Mas, como é necessario que a diferenca entre a area das duas
ultimas superficies seja menor que 1E — 4 foi necessario realizar mais uma iteracao. A

Figura 14 ilustra o resultado do algoritmo.

Tabela 1 — Anélise de convergéncia do problema Ponto-Plano. Os critérios E; (Equacdo 4.1) e Fy
(Equagao 4.2), a Altura Méaxima e os funcionais de Area (2.11) e da Energia de Dirichlet
(2.3) sdo listados em cada passo do algoritmo, isto é, para cada superficie do algoritmo até a

convergéncia.

[teracao FE; FEs Altura Maxima | Area Energia
0 - 1,67E-02 0.1 4,016 | 4,0167
1 1,67E-02 | 2,22E-15 0 4,000 | 4,0019
2 1,77E-15 | 4,44E-16 0 4,000 | 4,0000

Os dados na Tabela 1 também mostram que o funcional da Energia de Dirichlet e
da Area estdo convergindo para o mesmo valor como é assegurado na Proposicdo 2.9. O
fato de E5 e a Altura Maxima também estarem indo para zero indicam que a superficie

para a qual o algoritmo convergiu é de fato o pedaco [—1,1]* do plano z = 0.

4.1.2 Semi-Esfera

A superficie inicial utilizada neste exemplo (Figura 15a) foi a semi-esfera de raio

r = lem dada pelos pontos pertencentes ao conjunto
{(z,y,2) ER® [ 2 +y* + 2> =1ez >0}

A fronteira fixada é composta pelos pontos da semi-esfera que possuem coordenada z = 0
(Figura 15b).

7
J 9,
0o,
i
‘u{“éﬂ"
1
9

7

!

Y
(A m

KPP

(b) oM, (¢) M,

Figura 15 — (a) A superficie inicial My com 1741 pontos, onde a cor representa a distancia do vértice
ao plano zy, ou seja, a coordenada z. (b) Destacamos os vértices e arestas da fronteira de
OMjy. (c) Superficie minima discreta My obtida pelo algoritmo.
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Como no primeiro caso, independente da forma da superficie inicial, se a borda
da superficie minima fixada, a qual podemos entender como condi¢ao de contorno do
algoritmo, ¢ uma curva plana, entao o algoritmo converge para a regiao limitada por esta

curva (Figura 15¢).

Neste caso também foi interessante observar o comportamento da Altura Maxima
das superficies ao longo das iteracoes, além dos critérios £y e Ey. A Tabela 2 mostra que
o algoritmo tomando a semi-esfera como superficie inicial convergiu em duas iteracoes.
Além disso, o funcional da Energia de Dirichlet e da Area convergem para os mesmos
valores, proximos da area do disco de raio r = lem centrado na origem no plano z = 0.

Tabela 2 — Anélise de convergéncia do problema Semi-Esfera. Os critérios E; e Ey, a Altura Maxima e
os funcionais de Area e da Energia de Dirichlet sao listados em cada passo do algoritmo.

Iteracao Ey Es Altura Maxima | Area | Energia
0 - 3,1347e + 04 1 6,2763 | 6.2762
1 3,1404e + 00 | 5,7383e — 03 0 3,1359 | 3,1381
2 2,2204e — 15 | 5,7383e — 03 0 3,1359 | 3,1359

4.2 Exemplo 2: Superficies Complexas

Outro exemplo de conjunto de superficies minimas sdo obtidas a partir de funcoes
harmonicas dadas por interpolagoes lineares de imagens de fungoes complexas definidas

sobre um dominio reticular

2 2
{—x0+ihx|i:1,...,nehx:xo}x{—yo—i—jhy|j:1,...,mehy:yo}
n m

C [~m0, 0] X [=Y0, Yo)

onde h, = hy, zo,yo € R. Neste reticulado, o qual ¢ triangulado a partir da subdivisao de

cada quadrado pela diagonal do mesmo, as interpolagoes lineares das fungoes
Re(z), Re(2?), Re(2%) e Im(z2*)

sao func¢des harmonicas e, portanto, sao superficies minimas.

4.2.1 Re(2?%)

O primeiro exemplo de superficie minima como imagem de uma aplicagao sobre

um dominio complexo é dada pelos pontos (z,y, f(x,y)), onde
fiR? = R; f(z,y) = Re((z +1iy)?) = 2 —y*.

A superficie inicial deste exemplo foi gerada a partir de uma leve perturbacao nos pontos

da superficie minima discreta com 121 pontos (Figura 16). A fronteira é ilustrada ao centro
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da Figura 16 e, cabe ressaltar, nio é alterada ao longo de todo o algoritmo. A esquerda da

16, temos a superficie obtida pelo algoritmo.

Figura 16 — Da esquerda para a direita, a superficie inicial My com 121 pontos; a curva que define a
fronteira da superficie minima durante o algoritmo 0Mj; e a superficie M, obtida pelo
nosso algoritmo.

Na tabela 3 é exibido o comportamento dos critérios F; e Fs, além dos funcionais
da Area e da Energia de Dirichlet. Observamos que F; estd convergindo para zero ao
longo das iteracoes, indicando a convergéncia do algoritmo. O critério Ey decresce na
primeira itera¢ao, porém aumenta da segunda; isso ocorre por que obtemos uma superficie
triangulada de area menor que da superficie minima. Notamos que ao final do algoritmo os

valores do funcional da Area e da Energia de Dirichlet sdo bem proximos, como esperado.

Tabela 3 — Anélise de convergéncia do problema Re(22). Os critérios E; e Es, e os funcionais de Area
e da Energia de Dirichlet sdo listados em cada passo do algoritmo.

[teragao Ey Ey Area Energia

0 - 2,016808E — 01 | 2.063586 -
1 2,070601E — 01 | 5,379318E — 03 | 1,856526 | 1,868737
2 8,595778E — 05 | 5,465275FE — 03 | 1,856440 | 1,856445

4.2.2 Im(z%)

Outro exemplo de superficie minima como imagem de uma aplicagao sobre um

dominio complexo é dado pelos pontos (z,y, f(x,y)), onde

f:R* = R; flx,y) = Im ((x + @'y)4> = 423y — 4oy

Na figura 17 temos a superficie inicial utilizada, com 121 pontos e a fronteira com
respeito a superficie minima, que ¢é fixado ao longo das iteragoes. Esta superficie inicial,
assim como a superficie inicial tomada no caso anterior, foi produzida por meio de uma

pequena perturbacao nos vértices da superficie minima discreta.
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M, oM,

Figura 17 — A esquerda temos a superficie inicial My com 121 pontos, ao centro a fronteira dM; a ser
fixada ao longo do algoritmo e a direta temos a superficie My obtida pelo nosso algoritmo.

Na Figura 18a vemos que o critério E; converge para zero ao longo das iteracoes,
indicando a convergéncia do algoritmo. O critério Fs cresce apos a segunda iteragao e logo
depois se estabilizar. Ao olharmos para a Figura 18b, concluimos que isso ocorre porque
a area da superficie obtida ao longo das iteragoes esta cada vez menor do que a area da

superficie minima.
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(a) Comportamento dos critérios F; e E» ao  (b) Funcional da Area, da Energia de Dirichlet
longo das iteragoes. e a area da superficie minima.

Figura 18 — Dados obtidos tomando a superficie da Figura 17 (a esquerda) como superficie
inicial e tomando a curva da Figura 17 (centro) como condigao de contorno.

4.3 Exemplo 3: Tempo de processamento x Tolerancia e Discreti-
zacao
Ao contrario dos exemplos anteriores, neste exemplo nao conhecemos a superficie

minima com tal fronteira. Os vértices da superficie inicial My, com 448 pontos (Figura

19a), pertencem ao conjunto

{(@,9,2) [2€{0,1}, y,2 € [0, 1]} U{(z,9,2) [ 2,y € [0, 1] e 2 =1}

isto é, ela é basicamente formada pelos planos © =0, x = 1 e z = 1, sua fronteira dM,
(Figura 19b) sera fixada ao longo das iteracoes, e gostariamos de saber qual serd a superficie

minima obtida.
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(a) My (b) 8M0

Figura 19 — (a) Superficie inicial My com 448 pontos e (b) a fronteira da superficie minima dM, que é
utilizada como condigdo de contorno no algoritmo.

Neste caso o algoritmo convergiu em 19 iteragoes. Na Figura 20 exibimos algumas

superficies obtidas ao longo do algoritmo.

Figura 20 — Sequéncia de algumas superficies obtidas ao longo das iteracdes: My (esquerda), Mg (centro)
e a superficie final Mg (direita).

Como nao tinhamos de antemao a superficie minima com tal fronteira, nao foi
possivel analisarmos o comportamento do critério Fs. O critério de comparagao E7, como
¢é possivel observar na Figura 21a, estda convergindo para zero ao longo das iteragoes,

assegurando que o algoritmo esta convergindo.

Na figura 21b, o funcional da Area e da Energia de Dirichlet parecem convergir

para o mesmo valor. Na tltima iteragao a diferenca entre o valor da Energia de Dirichlet e
a Area é de 3.7279E — 05.
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(a) Comportamento do critério E; ao  (b) Funcional da Area, da Energia de Di-
longo das iteragoes. richlet e a area da superficie minima.

Figura 21 — Dados obtidos tomando a superficie da Figura 19a como superficie inicial e
tomando a curva da Figura 19b como condig¢ao de contorno.

Neste exemplo achamos interessante observar o comportamento do algoritmo com
relagdo ao tempo de execucao, ou seja, se quando tomamos uma superficie inicial com
mais vértices que outra o algoritmo demora mais tempo para convergir, quanto tempo a

mais, etc. Tomamos duas superficie iniciais, onde uma possui mais vértices que a outra:

RS
P
DRSS
L5
OS]

Wz

(a) Superficie 1: 65 pontos. (b) Superficie 2: 448 pontos.

Figura 22 — Duas discretizagoes da superficie definida por trés quadrados nos planos x = 0,
r=1lez=1.

Foram utilizadas trés tolerancias diferentes e = 1E — 02, 1E — 04, 1E — 06. O
Grafico na Figura 23 relaciona o tempo que o algoritmo demorou com relacao a cada
tolerancia tomada, levando em consideracgao as duas superficies iniciais. Este grafico mostra
que, quando € = 1 — 02, o algoritmo leva quase o mesmo tempo para convergir em ambos
casos, porém, a medida que reduzimos a tolerancia a diferenca de tempo se torna visivel.
Quando € = 1E — 06, para a superficie inicial com 65 pontos o algoritmo convergiu em
menos de dois minutos; enquanto, para a superficie inicial com 448 pontos ele precisou de
quase 2 horas para convergir. Isso mostra que a medida que refinamos a discretizacao da
nossa topologia inicial, o algoritmo necessita de mais tempo para convergir. E, se exigirmos

uma tolerdncia muito pequena essa diferenca de tempo se torna consideravel.
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—#— Superficie 1
—#— Superficie 2

Tempo (min)
3 3

o
o

201

»*
1e-02 1e-4 1e-6
Tolerancia

Figura 23 — Relacdo entre o tempo que o algoritmo levou para convergir tomando as tolerancias
e=1F —02, 1EF — 04, 1E — 06, para cada superficie inicial.

4.4 Exemplo 4: Catendide

Leonhard Euler em 1764 descobriu que ao rotacionar a catenaria y = acosh Z)
ao redor do eixo z obtemos uma superficie minima. Esta superficie foi chamada catenéicéle.
Ela surge quando brincamos com peliculas a base de dgua e sabao. A tensao superficial faz
com que as peliculas se comportem como superficies elasticas, assim assumem formas de
menor area possivel entre todas as outras que satisfazem a mesma condicao de contorno

imposta. Meusnier em 1776 mostrou que a equacao paramétrica da catenodide
(acosh y cos x, a cosh ysenz, ay); (z,y) € (0,27)?

¢é solucao da equagao de Lagrange.

Para obter uma catendide, tomamos como superficie inicial My um cilindro de
altura h = 2em que varia no intervalo [—1, 1] e raio r = 2cm. A fronteira fixada serd
composta pelas duas circunferéncias C; = {(z,y,2) € R¥/ 2?2 + y> = V2ez = 1} e
Cy={(z,y,2) R}/ 22 +y?> = /2 e z = —1} (Figura 24).

(a,) My (b) 8M0

Figura 24 — A esquerda temos a superficie My com 1360 pontos, tomada como aproximacao inicial para
0 nosso algoritmo, e a direita ilustramos a fronteira que ¢é fixada ao longo do algoritmo.
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O resultado do algoritmo é ilustrado na Figura 25. O algoritmo convergiu para a
superficie minima discreta com 8 iteracoes e uma sequéncia de superficies trianguladas até

a convergéncia do algoritmo ¢ ilustrada da esquerda para a direita.

O mapa de cor ilustra o comportamento da média da curvatura média sobre os
vértices da superficie, denotada por C' M, variando da curvatura mais alta obtida no cilindro
com C'M = 0.500526598602874 que aproxima a analitica dada por %, onde r ¢é o raio do
cilindro; até a menor curvatura (em azul escuro), mais precisamente CM = 2.767424E — 04.
Note que a superficie M5 ja possui uma coloracao azul claro e na superficie final My vemos

sua coloracao azul escuro, indicando que sua curvatura média é muito baixa.

(a) Ms; (b) Ms (c) Mg

Figura 25 — Sequéncia de superficies obtidas ao longo do algoritmo tomando € = 1E — 06 como tolerancia
para obter uma catendide. A coloracdo das superficies varia de acordo com a média da
curvatura média dos pontos.

As figuras 26a e 26b mostram o comportamento dos critério F; e Es, e dos funcionais
da Area e da Energia de Dirichlet ao longo das 8 iteracdes que foram necessérias para o

algoritmo convergir tomando ¢ = 1E — 06 como tolerancia.

area
energia
analitica

24.15

24.05

24

f z g 0 s g 7 s ; 4 ] + L g L ]
(a) Comportamento dos critérios Ey e B  (b) Funcionais da Area e da Energia de

ao longo das iteragoes. Dirichlet e a area da catendide.

Figura 26 — Dados obtidos tomando a superficie da Figura 24a como superficie inicial e
e = 1E — 06 como tolerancia.
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No grafico da Figura 26a podemos observar que o critério F; converge para zero
ao longo das iteragdes, mostrando a convergéncia do algoritmo. O critério Fy parece estar
convergindo para zero, mas da terceira para a quarta iteragao vemos que ele comeca
a aumentar, se olharmos para o grafico na Figura 26b vemos que isso ocorre porque a
sequéncia de superficies gerada apds a terceira iteragao possui area menor do que a area

da catendide.

Além de analisar o comportamento dos erros E; e Fy e dos funcionais da Area e
Energia, podemos no caso da catendide analisar o comportamento, do Raio, que é dado
pelo raio 7 da circunferéncia C' = {(z,y,2) € R¥/ 22 +y* = r? e z = 0}. Na catendide esse

raio é dado pelo valor de a, onde y = a cosh (2)

Na figura 27 vemos que o algoritmo converge para uma superficie que possui o
Raio menor do que o Raio da catendide, por isso a superficie Mg possui area menor do

que a area da catendide, como vimos na Figura 26b.

— Raio Mg
— Raio

Raio

le

Figura 27 — A esquerda o exemplo do Raio de uma catendide e o grafico da Catenéria y = a cosh (5),
a direita o grafico comparando o valor do Raio da sequéncia de superficies M}, gerada ao

longo do algoritmo com o Raio da catendide.

Para estudarmos este comportamento, em que M, converge para uma superficie
com menor area que a superficie minima, criamos quatro cilindros de mesmo raio r = 2cm
e mesma altura h = 2cm porém com nimero de pontos diferentes (Figura 28). Tomando
cada um desses cilindros como aproximacao inicial, ¢ = 1E — 06 como tolerancia, coletamos

os seguintes resultados exibidos na Figura 29.
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(b) Cilindro 2: 360 pontos.

(d) Cilindro 4: 5280 pontos.

a) Cilindro 1: 100 pontos.
p

(c) Cilindro 3: 1360 pontos.

Figura 28 — Cilindros utilizados para analisarmos o convergéncia do algoritmo no caso da
catendide quando tomamos superficies iniciais mais discretizadas.
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Figura 29 — Os graficos ilustram as dreas (esquerda) e os Raios (direita) das superficies obtidas pelo
algoritmo a partir das diferentes superficies iniciais tomadas de acordo com a Figura 28

De acordo com a Figura 29, notamos que, a medida que refinamos a discretizagao
da topologia inicial, isto é, aumentamos o niimero de vértices na superficie inicial, obtemos
uma melhor aproximagao da superficie minima que possui tal fronteira. Os valores da area
e do Raio da superficie final obtida pelo algoritmo em cada caso, se aproximam dos valores
da area e do Raio da catendide a medida que aumentamos o nimeros de pontos em nossa

aproximacao inicial.
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4.5 Exemplo 5: Scherk

A superficie minima Scherk foi descoberta em 1834 pelo matematico Heinrich
Ferdinand Scherk. Foram as primeiras novas superficies minimas desde Meusnier em
1776. A primeira superficie duplamente periédica definida implicitamente pela equagao

exp® cos y = cos z, ou explicitamente pelo conjunto de pontos em (x, y, log (%Ewy;)) € R3.

oM,

Figura 30 — Dados iniciais do algoritmo: (a) superficie inicial My com 361 pontos e (b) fronteira da
superficie 0Mj.

Na Figura 30 ilustramos a superficie inicial com 361 pontos e a fronteira utilizada
neste exemplo. O algoritmo convergiu para a superficie minima discreta apés 136 iteragoes,
uma sequéncia de superficies trianguladas até a convergéncia do algoritmo é ilustrada na
Figura 31. O mapa de cor varia de acordo com o valor da coordenada z de cada vértice.
Ao observarmos a Figura 31, podemos notar que os pontos de fronteira x = =& + e
r =5 — {; de forma a deixar a superficie mais suave e com aparéncia mais semelhante a

2
Scherk.

W\
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Figura 31 — Sequéncia de superficies obtidas durante o algoritmo tomando como dados iniciais a
superficie inicial e a fronteira ilustradas na Figura 30.
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Por 1ltimo, a Figura 32 ilustra o comportamento dos critérios F; e Es, assim como
os funcionais da Area e da Energia de Dirichlet, para este exemplo. A convergéncia de E,
para zero, observada no grafico da Figura 32a, mostra que o algoritmo esta convergindo
ao longo das iteragoes. Analisando o mesmo grafico, vemos que o critério Fy decresce até,
mais ou menos, a iteracao 30 e a partir dai comecga a crescer. De acordo com o grafico na
Figura 32b isso ocorre por que a area da superficie M}, vai ficando menor do que a area da

Scherk por volta da iteragao 30.
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Figura 32 — Dados obtidos tomando a superficie da Figura 30 (a esquerda) como superficie
inicial e tomando a curva da Figura 30 (a direita) como condi¢ao de contorno.

4.6 Exemplo 6: LimitacGes

Neste exemplo, assim como no Exemplo 4.3, ndo conhecemos a superficie minima
com tal fronteira. Dada uma superficie inicial, gostariamos de saber qual a superficie
minima possui mesma fronteira. Na Figura 33 temos a superficie que foi tomada como

aproximacao inicial, seus vértices pertencem ao conjunto
{(x,y,2) |lye[-1,1], z€[0,1]] ex =0} U{(x,y,2) |z €[0,1], 2 € [0,1] e y =0},

isto é, ele é basicamente formada por vértices dos planos z =0 e y = 0.

VAN

(a) My (b) 8Mo

Figura 33 — Superficie inicial My com 133 pontos (a esquerda) e a fronteira dMy (3 direita).
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E importante notar que estd superficie inicial nao é uma superficie triangulada
como definimos. Existem arestas que sao compartilhadas por trés tridngulos, isto faz com
que o conjunto estrela de um vértice extremo de uma dessas arestas nao seja isomorfo ao

disco unitario.

Mesmo nao sendo o tipo de superficie sobre a qual foi fundamentado nosso trabalho,
quando tomamos € = 1E — 03 como tolerancia, o algoritmo convergiu em apenas duas
iteragdes. Como nao conheciamos de antemao a superficie minima que possui tal fronteira,
nao foi possivel observar o comportamento do critério Fy. Na Figura 34, vemos a superficie
final obtida pelo algoritmo e o comportamento de E; ao longo das iterac¢oes, garantindo a

convergéncia no algoritmo neste caso.
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Figura 34 — Temos & esquerda a superficie obtida tomando ¢ = 1E — 03 como tolerancia e & direita o
comportamento do critério F; ao longo das iteragoes.

Porém, quando diminuimos a tolerancia para e = 1F — 04, comegam a aparecer
degeneragoes nas superficies geradas ao longo das iteragoes e o algoritmo nao consegue
convergir, isso pode ter ocorrido por causa das arestas que sao compartilhadas por mais
de dois triangulos. Na Figura 35 vemos uma das superficies gerada ao longo do algoritmo
(a direita).

Figura 35 — Superficie inicial utilizada (& esquerda) e uma das superficies obtida ao longo
do algoritmo (a direita) tomando € = 1E — 04 como tolerancia.

Mesmo sobre um dominio de superficies trianguladas encontramos alguns obstaculos

ao tentar encontrar a solugdo do Problema de Plateau. A obtencao de uma superficie
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inicial My como aproximacao inicial pode ser bastante ardua em alguns casos. Por exemplo,
no Exemplo 2 para tomarmos uma superficie inicial foi necessario perturbar os vértices
da prépria superficie minima (Figura 36). As superficie devem estar bem estruturados
em se tratando de angulos, se os angulos internos de seus tridngulos forem proximos ou
maiores que 90° graus o algoritmo pode se portar de forma indesejada, principalmente no

momento em que usamos o Gradiente Conjugado para solucionar o sistema linear.

(a) Superficie minima discreta determi-(b) Superficie inicial obtida perturbando
nada pela aplicacio Re(z2?). os vértices da superficie na Figura 36a

(¢) Superficie minima discreta determi-(d) Superficie inicial obtida perturbando
nada pela aplicacdo Im(z?). os vértices da superficie na Figura 36d

Figura 36 — Superficies minimas geradas pelas aplicacdes Re(2?) e Im(z*) e as superficies
iniciais utilizadas no Exemplo 2.

Além da dificuldade em encontrar uma superficie inicial, em certos casos nao
houve convergéncia. No caso da superficie minima determinada pela aplicacio Im(z?),
quando tomamos uma superficie inicial com mesma intensidade de perturbacgao que a
superficie inicial na Figura 36d porém com menos vértices (Figura 37a), nosso algoritmo
nao convergiu. Isto fica claro ao observar o comportamento do critério £} no Grafico da
Figura 37b.
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(a) Superficie inicial My utilizada como aproxi-(b) Comportamento do critério E; ao longo das
magao inicial. iteracoes.

Figura 37 — Superficie utilizada como aproximagao inicial para o nosso algoritmo (&
esquerda) e o comportamento do critério £y ao longo das iteragdes tomando
€ = 1E — 06 como tolerancia.
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Conclusao

O objetivo inicial deste trabalho era encontrar a solugao do Problema de Plateau
sobre o modelo discreto de superficie dado apenas por um conjunto de pontos. Tal modelo
¢é chamado de nuvem de pontos. Embora a topologia da superficie nao é implicitamente
obtida na nuvem de pontos, ainda é possivel definir uma matriz de pesos equivalente a
matriz que define o sistema linear que resolvemos nesta dissertagdo. A partir dai, tentamos
adaptar o método classico de Pinkall e Polthier para obter superficies minimas em nuvens
de pontos, mas nao encontramos resultados preliminares que nos convenceram de continuar
a nossa pesquisa. Por exemplo, nos casos de superficies minimas planares, Ponto-Plano
e Semi-Esfera, os pontos da nuvem tendem a convergir para o plano z = 0, mas apods
alguns passos antes da convergéncia do algoritmo com uma tolerancia aceitavel, os pontos

comecavam a se acumular ao redor da origem.

Inicialmente, quando pensamos em ambas discretizagoes de superficies, a principal
diferenca entre os modelos é a topologia, que é implicita numa malha. Mas, seria este
0 Unico problema? Dai, comecamos a estudar o método proposto por Pinkall e Polthier
baseado em superficies trianguladas, com uma topologia bem definida. Entender o processo
de minimizacao, a definicao e relagao do funcional da Energia de Dirichlet com o funcional
Area, o dominio ideal sobre o qual eles devem ser minimizados, a construcdo de um
sistema linear baseado em superficies trianguladas que minimiza o funcional da Energia e
a convergéncia do método. E futuramente, aplicarmos todo esse conhecimento, estruturas
e algoritmos bem estabelecidas, para conseguir o que era nosso objetivo inicial e minimizar

a area de um superficie definida pela sua nuvem de pontos.

Os resultados exibidos no Capitulo 4 mostram que o algoritmo desenvolvido no
Capitulo 3 se portou de forma eficiente. Nas Figuras 18a, 21a, 26a, 32a e 34 observamos a
convergéncia do critério de comparacao F; a zero, indicando a convergéncia do algoritmo
ao longo das iteragoes. Nos casos em que podemos utilizar o critério Fy vimos que em
algum deles F, converge para zero, e em outros ele converge, mas para um valor diferente
de zero. Isto ocorre porque a sequéncia de superficies obtidas vai ficando com area menor

do que a superficie minima.

Nas Figuras 18b, 21b, 26b e 32a verificamos que os funcional da Energia de Dirichlet
e da Area satisfazem a Proposicao 2.9 convergindo para o mesmo valor, o qual é bem
préximo do valor da area da superficie minima. Portanto, a sequéncia de superficies
trianguladas, converge para uma superficie que possui mesma fronteira e area aproximada
a da superficie minima com tal fronteira. Concluindo que o algoritmo converge para a

solucao do Problema de Plateau.
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A andlise feita a respeito da Catendide (Figura 29) mostra que quanto maior o
nimero de vértices na topologia inicial melhor serd a aproximacao da solugao, ou seja,
quanto mais discretizada tomamos nossa superficies inicial, melhor a aproximacao da
superficie minima que iremos obter. Mostrando que o problema encontrando em alguns
casos, quando a sequéncia de superficies obtidas ao longo do algoritmo vai ficando com area
menor do que a area da superficie minima, pode ser corrigido refinando mais a superficie
inicial. Porém, no grafico da Figura 23, a analise feita relacionando o ntimero de vértices
da superficie inicial com o tempo que o algoritmo leva para convergir, concluimos que uma

topologia inicial mais refinada pode necessitar de muito mais tempo para convergir.

Portanto, a medida que aumentamos o niimero de vértices na superficie tomada
como aproximagao inicial, conseguimos uma aproximagao melhor da superficie minima

com tal fronteira, porém demanda muito mais custo computacional.

Em trabalhos futuros gostariamos de trabalhar mais a esparsidade do sistema linear
oriundo do método desenvolvido por Pinkall e Polthier e o condicionamento da matriz.
Depois, relacionar todos resultados com os que serao obtidos utilizando a nuvem de pontos

ao invés de uma superficie triangulada
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