Universidade Federal do Espirito Santo — UFES

Departamento de Matematica
Programa de Pés-Graduacao em Matematica

Uma breve analise do movimento Browniano

Vitoria -ES, Brasil
12 de Dezembro de 2014






Universidade Federal do Espirito Santo — UFES

Departamento de Matematica
Programa de Pés-Graduacao em Matematica

Uma breve analise do movimento Browniano

Oscar Mario Londofio Duque

Orientador: Fabio Julio da Silva Valentim

Vitoria -ES, Brasil
12 de Dezembro de 2014



Universidade Federal do Espirito Santo — UFES
Departamento de Matematica
Programa de Pds-Graduagdo em Matematica
Uma breve andlise do movimento Browniano/ Universidade Federal do Espi-
rito Santo — UFES
Departamento de Matematica
Programa de Pos-Graduagao em Matematica. — Vitéria -ES, Brasil, 12 de Dezem-
bro de 2014-
Orientador: Fabio Julio da Silva Valentim

Dissertagao(Mestrado) — Oscar Mario Londofio Duque, 12 de Dezembro de 2014.

1. Nogoes béasicas de teoria da probabilidade. 2. Movimento browniano:
Defini¢ao e propriedades de suas trajetérias. 3. Movimento Browniano e alguns
processos relacionados I. Fabio Julio da Silva Valentim. II. Universidade Federal
do Espirito Santo. III. Departamento de Matematica. IV. Uma breve analise do
movimento Browniano

CDU 02:141:005.7




Agradecimentos

Primeiramente, agradeco 4 minha familia (Mae, Pai) Nao s6 por motivar meus
estudos, sim por tudo minha vida. Dedico a vocés esta conquista.
Agradegco a meus colegas do mestrado, Silvano, Vitor, Nadia e Solon pela amizade e
vontade também a meus professores do PPGMAT-UFES por sua paciéncia e disposicao
para ensinar, especialmente, meu orientador o professor Fabio Julio da Silva Valentim, a
secretaria do PPGMAT-UFES, Jussara. Agradeco CAPES pelo apoio financeiro.

Enquanto Deus estd nos céus, todo na terra vai ficar bem






Resumo

Este texto tem como objetivo principal estudar de forma introdutéria o
movimento browniano. Pretendemos apresentar algumas propriedades de suas tra-
jetorias, em particular, abordando questoes de continuidade, diferenciabilidade e re-
corréncia. Ademais, identificaremos o movimento browniano como exemplo de dife-
rentes classes de processos estocésticos, por exemplo, como um processo de Markov,
gaussiano, martingal e de Lévy. Finalizamos com construgao de alguns processos a
partir do movimento browniano

Palavras-chaves: Movimento Browniano. Processos Estocésticos. Processo Gaus-
siano. Martingal. Processo de Markov. Processo de Levy.






Abstract

This text has as main objective to study an introductory way Brownian
motion. We intend to present some properties of their trajectories, in particular,
addressing questions of continuity, differentiability and recurrence. Furthermore,
Brownian motion identified as an example of different classes of stochastic processes,
for example, as a Markov process, Gaussian, Lévy and martingale. Finalized with
construction of some processes from Brownian motion.

Key-words: Brownian movement. Stochastic Processes. Gaussian process. Martin-
gale. Markov process. Levy process.
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1 Introducao

Esta dissertacao tem como objetivo principal estudar de forma introdutoéria o mo-
vimento browniano. Pretendemos apresentar algumas propriedades de suas trajetorias, em
particular, abordando questoes de continuidade, diferenciabilidade e recorréncia. Ademais,
identificaremos o movimento browniano como exemplo de diferentes classes de processos

estocésticos, por exemplo como um processo de Markov, gaussiano, martingal e de Lévy.

A importancia de estudar o movimento browniano radica em sua natureza "uni-
versal'dentro dos processos estocasticos que parece ser "tudo'. De fato, como veremos
adiante, o movimento browniano além de se identificar com as classes de processos cita-
dos no primeiro paragrafo, é utilizado na construcao e representacao de muitos outros.
Isto reflete na utilizacdo do movimento em diversas areas, com por exemplo, em Fisica,
Economia, Financas, Matematica, Quimica e Biologia. Ademais, as trajetorias do movi-
mento browniano possui uma relevante quantidade de propriedades interessantes que per

se o tornam um objeto matematico interessante.

O texto tem a seguinte organizacgao:

1. O segundo capitulo é uma breve introdugdo as nocoes basicas de probabilidade.
Em particular, abordaremos os conceitos de espaco de probabilidade, independén-
cia, esperanga, varidncia, algumas nogoes de convergéncia, fun¢des caracteristicas.
Finalizamos este capitulo com o enunciado da leis dos grandes ntimeros e o Teorema
central do limite. A referéncia principal utilizada neste capitulo foi o livro (JAMES,

2004), onde podem ser encontradas as demostra¢oes omitidas neste capitulo.

2. No terceiro capitulo, nés definimos, provamos a existéncia do movimento Browniano
e sua identificagdo como um processo gaussiano,e investigamos algumas propriedades
de suas trajetorias. Destacamos as propriedades de nao regularidade, nao diferenci-
abilidade, auto similaridade, conjunto de zeros, invariancia por escala, variagao nao
limitada, Hélder continuidade dentre outros. As referéncias principais sao os livros

(ATHREYA; LAHIRI, 2006), (KARATZAS: SHREVE, 1991) e (LAWLER, 2006).

3. Finalmente, o iltimo capitulo é dedicado a identificar o movimento browniano como
processo de Markov, martingal e processo de Lévy. Veremos a relacao entre o movi-
mento browniano e a equagao do calor e como consequéncia, deduziremos as propri-
edades de recorréncia e transcendéncia do movimento browniano. Demostraremos
que todo processo de Lévy continuo é o movimento browniano com Drift. Finali-
zamos este capitulo com a construcao de alguns processos a partir do movimento

browniano. Mais especificamente, movimento browniano com ponte ou bridge, movi-
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mento browniano com Drift, ou com tendéncia, ou aritmético, movimento browniano
geométrico, Processo Ornstein - Uhlenbeck, movimento browniano fracionario. As
principais referéncias séo os livros (ETHIER; KURTZ, 1986), (TANKOV, 2003) e
(KARATZAS; SHREVE, 1991).

Para concluir, observamos que a énfase no estudo do movimento browniano foi o caso
unidimensional. Além de tornar a exposicao mais simples na notac¢do, a maioria das pro-
priedades e resultados no caso d-dimensional, d > 2, recai em esséncia ao caso unidimen-
sional. de fato, um processo estocéstico em R? é um movimento browniano se, e s se,
cada uma de suas d componentes sao movimentos brownianos unidimensionais, veja se¢ao
3.2. Para o estudo das propriedades de recorréncia do movimento browniano é necessario
considerar o caso d-dimensional. As figuras apresentadas no texto s@o de autoria propria
e refletem meu interesse em simulagoes computacional e programacao. As quais foram
feitas usando a seguinte fungao como ideia principal: Dado um T (tempo de simulagao )

e um N (numero de passos), temos

£

Lo
b
%
)’

Figura 1 — Movimento Browniano usual em 3D

function [B]=MB(T,N)

randn(’state’,100) % vetor de numeros aleatorios normais
dt = T/N;

dB
B = cumsum(dB); % suma acumulativa

M=max (abs(B)) ;plot([0:dt:T],[0,B],’b’) % grafica W vs t

grid on xlabel(’t’,’FontSize’,16) ylabel(’B(t)’,’FontSize’,16)

title([’MB discreto no tempo de O até ’ int2str(T) ’com’ int2str(N) ’pasos’])
axis([0 T -M-0.5 M+0.5])

sqrt(dt)*randn(1,N); %vetor de incrementos
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2 Nocoes basicas de teoria da probabilidade

A teoria de probabilidade consiste em usar a intuicdo para estudar os fenome-
nos cotidianos. Usando o principio basico do ser humano que é a ideia de experimento.
Podemos classificar os experimentos em aleatdrios (casuais) e nao aleatérios (determinis-
ticos). Os experimentos deterministicos sdo totalmente caracterizados a priori, ou seja,
sao fendmenos em que o resultado é sabido antes mesmo em que ele ocorra e desta forma,
nada temos a fazer. Os experimentos que iremos estudar sdao os aleatérios, dos quais nao
sabemos o resultado a priori, ou seja, sao acontecimentos cujos resultados nao podem ser
previstos. A seguir tratamos os termos basicos associados a modelagem dos experimentos

aleatérios.

Mais especificamente, neste capitulo temos varios objetivos, o primeiro é dar as
nogoes basicas da teoria da probabilidade, que envolve as ideias de variavel aleatoria,
probabilidade, independéncia, esperanga, variancia, covariancia, convergéncia de v.a., a
relacdo entre os tipos de convergéncia e também o conceito de fungao caracteristica e
finalmente a lei dos grandes ntiimeros e o Teorema Central do Limite. Todo o primeiro
capitulo foi feito seguindo o livro de (JAMES, 2004).

2.1 Conceitos basicos de probabilidade

Nesta secao vamos a introduzir a ideia de espaco de probabilidade e o conceito
de funcao de probabilidade e suas propriedades, para depois dar uma ideia de variavel

aleatéria, funcao de distribuicao, fungdo de densidade.

O primeiro elemento na modelagem de um experimento é o espago amostral, que
consiste no conjunto de todos os possiveis resultados do experimento. O espaco amostral

geralmente é representado como o conjunto €.

Por exemplo, se o experimento é lancar uma moeda e verificar se a face é cara ou
coroa, o espago amostral é o conjunto = {cara, coroa} . Para o langamento de um dado
de seis faces, o espago amostral é 2 = {1,2,3,4,5,6}. Em estes exemplos, associamos
os eventos a subconjuntos do espago amostral. Portanto, do ponto de vista matemaético,
vamos definir eventos como subconjuntos do espago amostral. O préprio espago amostral
¢ um evento, também conhecido como evento certo, enquanto que o evento incerto é
denominado de evento vazio e denotado por (). De forma mais geral, temos a seguinte

definicao.

Defini¢ao 2.1.1. Um espago de probabilidade é uma terna (2, 3,P) formada por:
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1. Um conjunto 2 O qual chamaremos de espago amostral.

2. Uma familia &, de subconjuntos de {2 que tem estrutura de o-algebra, ou seja:

i) 0es
ii) Se A € I, o complemento de A, ou seja, A° também pertence a

oo
iii) Ay, As..... € Sentdo U A; € S
i=1

1=

Os elementos de & serao chamados de eventos.
3. Uma aplicagao P : & — [0, 1] que cumpre:
a) P[A] >0
b) Pl)]=0eP[Q] =1

c) Para qualquer sequéncia de eventos mutuamente exclusivos Ay, As, ..., €

isto é, eventos para os quais A; N A; = () quando i # j, temos que

FlUA] =3

Quando aplicamos a fungao probabilidade, P, podemos interpretar da forma, P[A] =
"a probabilidade do evento A ocorrer'. Se P[A] = 1, dizemos que o evento A ocorre

com probabilidade um, ou quase certamente (q.c).

Nesta dissertacao, a menos que seja explicitado, estamos considerando fixado um
espago de probabilidade (2, 3, P).

A seguir, apresentamos algumas propriedades elementares da funcao probabilidade
que sao obtidas diretamente se usamos o item 3a), 3b) e 3¢). Algumas regras basicas

para o calculo de probabilidades:

a) Se A° for o evento complementar de A, entdao P[A] =1 — P[A‘].

b) A probabilidade da uniao de dois eventos A e B é calculada como
P[AU B] =P[A] + P[B] — P[AN BJ.
c) Se A, B e C sao trés eventos quaisquer, entao
P[AUBUC] = P[A]+P[B]+P[C]-P[ANB]-P[ANC]-P[BNC]+P[ANBNC].

d) Se A C B, entao P[A] < P[B].
e) Se A C B entao P[B — A] = P[B] — P[4]
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f) Sejam Aj, As, - - eventos aleatérios tais que A, | (), ou seja,
A1 DA DA D -

e ainda o lim A, =0, entdo P[4,] — 0.

g) Sejam Ay, Ag,- -+, A, uma sequéncia de eventos aleatérios, entao

FlUa] <3

h) (Continuidade da Probabilidade). Se A, 1 A, entao

PA,] 1 P[A]
Similarmente se A,, | A entao
P[A,] | P[]
i) P[ﬁ Ak} >1-— iP[AkC]
k=1 k=1
PR A =1- F Plag
k=1 k=1
k) Se P[A,] =0, paran =1,2,---, entdo

PlUA4:0
n=1
1) Se P[A,] =1, paran=1,2,---, entdo
P [ﬂ An] 1
n=1
m) Se Ay, Ay, -+ e By, Bs, -+ sdo eventos aleatdrios, tais que,

PA,] —1 e P[B, —p

quando n — oo, entdo P[A, N B,] — p.

A demonstragao das propriedades podem ser obtida em [(JAMES, 2004) segao 1.1].

Outro conceito importante da teoria de probabilidade é o conceito de independén-
cia entre dois eventos. Na pratica, dois eventos sao independentes quando a ocorréncia de
um evento nao influéncia a ocorréncia do outro evento. Do ponto de vista probabilistico

temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.2. Dois eventos A e B sdo ditos independentes se

P[A N B] = P|A]P[B].
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Definig¢ao 2.1.3. (probabilidade condicional) A probabilidade de ocorrer um evento

A dado que ocorreu um evento B € dada por

P[AN B]

PLAIB] = 5

Dessa relagao sai a regra do produto que é dada no Teorema a seguir.

Teorema 2.1.1. Considere um conjunto finito Ay, As, ..., A, de eventos tais que 0s even-

tos condicionais A;|AyNAyN...NA;_1 tenham probabilidades positivas. Entao temos que

lﬂ A] [P[Ay| A1 P[As| A1 N As] . [A | ﬂ A]

Demonstracao. Para demonstrar este Teorema escrevemos

~

=
s
=

|

P[A; N As] P[A; N Ay N Ag]
I%QAJZPl P[A] P4 NA

3
|

=
=

s
Il
—

e usando a definicdo de probabilidade condicional, podemos reescrever o lado direito da

igualdade acima como

P[A1]P[As| A1 |P[As] A, N A . [A | ﬂ A]

Como caso particular temos que, dados dois eventos A e B, concluimos que a
probabilidade de ocorréncia simultanea dos eventos A e B é igual a probabilidade de
ocorréncia do evento A (ou B) vezes a probabilidade de ocorréncia do evento A (ou B)

dado que ocorreu o evento B (ou A), ou seja,

P[A N B] = P{A|P[A|B].

A seguir, apresentamos o Teorema da probabilidade total que é usado com frequén-

cia para calcular a probabilidade de varios eventos.

Teorema 2.1.2. (Teorema da probabilidade total) Sejam Ay, As, ..., A, eventos

dois a dois disjuntos que formam uma particao do espago amostral, isto €,
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e assuma que P[A;] > 0 para i = 1,2,...,n. Entdo, para qualquer evento B, temos que

P[B] = P[AiNB]+---+P[A,NB] = P[A|P[B|A;]+- - -+ P[A,]P[B|A,] = ETL:]P’[Ai]]P[BMi].

=1

Demonstracao. Para demonstrarmos esse Teorema basta observarmos que como a sequén-

cia A, Ay, ... formam uma particdo entao para qualquer B € 2, temos que B = U(AZ N

(]
B). Como os A; sao disjuntos dois a dois temos que B N A; também sdo disjuntos e pelo

item 3 da defini¢do (2.1.1) e pelo Teorema (2.1.1) temos que

=Y P[A,NB] = ZIP P[B|A,).

Como uma consequéncia destes prévios resultados, temos o conhecido

Teorema 2.1.3. (Teorema de Bayes) Sejam Ay, As, ..., A, eventos que formam uma
particao do espago amostral, e assuma que P[A;] > 0 para todo i. Entdo, para qualquer

evento B tal que P[B] > 0, temos que

PIA]JP[B|A;] PlA '] [B|A]
PlA;|B] = =
A =TT R T FARBIA + .+ PIAJPIBIAL
Demonstragio. Para verificar o Teorema de Bayes, basta notar que P[A;|P[B|A;] = P|B|P[A;|B]

ja que ambos sao iguais a P[AN B, o que garante a primeira igualdade. A segunda igual-

dade segue da aplica¢do do Teorema da Probabilidade Total, Teorema (2.1.2) para B. [

Dado um fenémeno aleatorio qualquer, com um certo espago amostral, deseja-
mos estudar a estrutura probabilistica de quantidades associadas a esse fendmeno. Por
exemplo, ao descrever uma peca manufaturada podemos empregar duas classificagoes:
"defeituosa'ou "nao-defeituosa'. Para facilitar a analise, vamos atribuir um ntmero real a
cada resultado do experimento. Assim podemos atribuir o valor 0 as pecas nao defeituosas
e 1 as defeituosas. N6s podemos entender por variavel aleatoria uma funcao que associa a

cada elemento do espago amostral um niimero real. Mais formalmente, temos a defini¢ao:

Definigao 2.1.4. (Varidvel aleatoria) Dado um espaco de probabilidade (2,3, P) uma

varidvel aleatoria é uma fungdo real X

X: Q —- R
w = X(w)
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satisfazendo para todo = € R
X <z] = {weQ: X(w)<a}esS (2.1)

Neste texto vamos utilizar a abreviacao v.a. para variavel aleatoria.

Assim a defini¢do nos diz que para uma v.a. X, cada um dos conjuntos [X < z],

x € R, pertence a o-dlgebra, & de €.

De modo equivalente podemos definir v.a. em ternos dos borelianos de R. Denote
por B(R) a menor o-algebra gerada pelos intervalos limitados da reta, a chamamos de
o-algebra de Borel em R . Uma funcdo X : 2 — R é uma v.a. se, e 86, se, para todo
A € B(R) temos X '(A) € 3. Veja por exemplo, ((CHUNG, 2001)).

Assim podemos falar da probabilidade de uma v.a. X aceitar um valor menor do
que z € R, ou seja, escrevemos P [w € Q : X (w) < z] (ou ainda P [X < z]). De modo geral

temos:

Px [A] = P[X € 4]
= PweQ/X(w)e A VAeS.

Dada uma v.a. podemos associar de modo tinico uma funcao real definida nos reais
a qual chamaremos de funcao de distribuicao. Informalmente, a funcao de distribui¢ao nos
d4a uma maneira de descrever como as probabilidades sao associadas aos valores ou aos

intervalos de valores de uma v.a. Formalmente, temos a definicao.

Definigao 2.1.5. (Funcao de distribuicdo) Uma varidvel aleatéria X em um espago
de probabilidade (2,3, P) a funcao de distribui¢io, F': R — [0,1] de X, € dada por

Fx(z)=P[X <z] VreR

O conhecimento da funcao de distribuicao é suficiente para entendermos o com-
portamento de uma v.a. Mesmo que a variavel assuma valores apenas num subconjunto
dos reais, a funcao de distribuicao é definida em toda a reta. Ela é chamada de funcao
de distribuicao ou funcao de distribuicao acumulada, pois acumula as probabilidades dos

valores inferiores ou iguais a x.

A funcao de distribuicdo de uma v.a. X tém trés propriedades basicas:

1.0<F(x)<1, lim F(z)=0e¢ lim F(z)=1

T——00 T—00

2. F' é nao decrescente.

3. F' é uma funcao continua a direita e tem limite a esquerda.
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Demonstragio. item 1. Se x — —oo, entdo [X < z] | 0 e assim F(z) = P[X < z] | 0. Se
x — o0, entdo [X < x] T Qe assim F(z) =P[X <z] 1 1.

Demonstracao item 2. F' nao decrescente é equivalente a
r<y=[X<z|C[X<y|=Flx)=PX <z|<PX <y|=F(y)

Demonstragao item 3. F' é continua a direita é equivalente a se x,, | x, entao [X < z,] é

um sequéncia decrescente de eventos aleatérios e () [X < z,] = [X < z], pois X < x se,
n>1
e somente se, X <z, Vn . Assim, concluimos que

F(z,) =PX <uz,] | PIX <z] = F(x)

]

Exemplo 2.1.1. Para o lan¢amento de uma moeda, temos que 2 = {cara, coroa} e que
P(cara) = P(coroa) = % Definimos uma v.a. X, isto €, uma fungdo de 2 em R da sequinte

forma:

1, sew = cara;
X(w) — ) 7
0, se w= coroa.

Vamos encontrar a funcao de distribuicdo de X. Um simples cdlculo mostra que a fungdo
de distribuicao de X é:
0, sex < 0
F(z) =4 1/2, se0 <z < 1;
1, sex > 1.

Defini¢ao 2.1.6. (Fung¢do de densidade) Dizemos que X é uma v.a. absolutamente
continua se existe uma fungao fx : R — [0,400) denominada fungio densidade de pro-

babilidade, que satisfaz ds sequintes propriedades:

1. f(z) >0, para todo v € R, e f é mensurdvel.
2. / f(x)dx =1
Além disso, definimos para qualquer c,d € R,, com ¢ < d que

Ple< X < d] = /cdf(a:)da:.

Vale a pena notar que, da forma como a probabilidade foi definida, a probabilidade
de um ponto isolado é sempre zero, ou seja, P[X = ] = / f(z)dz = 0. Desta forma,

(&
podemos concluir que, quando X é uma v.a. continua, a probabilidade de ocorrer um
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valor especifico é zero.

Observagao: Se X é uma v.a. absolutamente continua, entdo (quase certamente)

0
%FX(Z‘) = fX(x)

Assim podemos ter uma relagao entre a funcao de densidade fx e a fungao de distribuicao
Fx dada por fx(x) = %Fx(x) quase certamente. Isto significa, neste caso, que Fx é
continua e derivavel por partes ( Fx ¢é derivavel em todo ponto exceto num ntimero
enumeravel de pontos), ou seja, o conjunto dos pontos de descontinuidade da funcao de

distribuigao Fx é enumeravel, veja por exemplo [((CHUNG, 2001)) Cap. 1. se¢ao 1.1].

Exemplo 2.1.2. (Normal) Seja X : Q — R uma v.a. absolutamente continua com

fungao distribuicao de probabilidade dada por
1 x

flx) = \/%6_7 r eR. (2.2)

Usaremos a nota¢io X ~ N (0,1) e diremos que v.a. X possui distribui¢ao normal

[V

"padrao”.

Para que fx seja uma funcao de densidade, basta mostrarmos que

/O:o fx(s)ds = 1.

Entao, tomamos

[ s

e, a partir da mudanca de varidveis x = rcosf e y = rsenfl, temos que

oo 2 co pm 2 9] -2 ™ 00
[/ fX(S)dS} = 1/ / e zrdidr = 1/ [e?rﬁ] dr = / e “du = 1.
—o0 mJo Jo 7 Jo 0 0

O seguinte resultado a respeito de estimativa da v.a. normal, serd usado repetidas

2 00 oo 9 00 00 24,2
:/_ fX(l‘)dl‘/ [x(s)ds TeOFZmemg/o /0 e 2 dzxdy

vezes adiante no texto.

Lema 2.1.1. [(MORTERS; PERES, 2010) Lema 2.5] Seja Z ~ N(0,1). Entdo para todo

v20 1 1 1
e e 2 <P Z>zx < - e 2. 2.3
2+ 127 <Pl ]_l‘ 2 (23)

Demonstracao. Primeiro provemos a desigualdade da direita, sabemos que

fe'e) 1 w2
Pl Z >z :/ ez du.
[ ] x \/271'
Como
> :>u>1:>1<u:> 1 ‘§< 1 u_qu
u>x — — e ——e .
B r T v 2T T2z
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Portanto,
o 1 u?

o ] u2d J
e 2 u</ ———e 2 du
/x \/27’(’ “Jr 2w

Assim temos que

u 11 T2
PZ >z = ——ce 2 du §/ ——=c¢ 2du = ——/ e 7 (—u)du
T X
1 1 [ a2 r 11 2
= — | e 2 = ———=8
TN 2m co T2
Isto justifica a parte direita da desigualdade (2.3). Para provar a desigualdade da esquerda,

definamos a seguinte funcao

2

f(z) =ze 7 — (22 4+ 1) /ooe_L;du x>0

e mostremos que f(z) < 0 para todo > 0. Note que:

(i) £(0) <0
(i) lim f(z) = 0.

Além disso,

2 2

flx) = e T +ae T(—x)— 22 /Oo e du — (22 +1)(—e”

22
7)

2

= 1-2>+2°+1)e 7 — Qx/ e~ 2 du

x2 o0 u2
= 26_2—2x/ e 2 du
X

= -2z (/ e 2 du — 6_2) )
x xr

Pela desigualdade da direita, obtemos que
1 /OO w2 du < 11 _ 2?
— e u < — e 7.
V2 Ja T vV 2

O que nos da que f'(x) > 0, para todo x > 0 Assim, pelos item (i) e (ii) temos que

f(z) <0, para todo z > 0. segue dai que

»

ve”z < (2®+ 1)/ e Tdu
(22—1)62 < / e 2du= V QWP[Z > x]
T x

1
T % < PZ>a

(z? +1) vor -

Isto completa a prova da expressao (2.3). Assim temos que, uma v.a. normal cumpre que

»

ofRs

_s?
(& 2

PN > z] <
T

¥~
3
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Vamos introduzir o conceito de vetor aleatério e estudar suas principais caracteris-
ticas. Por facilidade de notagao, vamos considerar apenas vetores bi-dimensionais. Assim,
dizemos que o par ordenado (X,Y’) é um vetor aleatdrio se seus componentes X e Y sdo
varidveis aleatérias. Definimos para duas varidveis aleatérias X e Y. Um vetor Z = (X,Y)

cujos componentes X e Y sdo variaveis aleatérias é denominado vetor aleatorio.

Definigao 2.1.7. (funcgdo de distribuicdo conjunta) A funcao de distribuicao de Z

¢ definida como sendo uma fungio Fz = Fxy : R* — [0,1] tal que

Fxy(z,y) =P{X <z}n{Y <y} =P[X <z,YV <y|] Vr,yeR?.
As propriedades da fun¢ao de distribuicao

1. A funcao de distribuicao Fz é nao decrescente em cada variavel, isto é, se x1 < w9,
entao
Fy(ay,y) < Fz(z2,y) Vy €R

2. Fz é continua a direita e tem limite a esquerda em cada variavel, isto é, se z,, | «

entao

Fx(zn,y) | Fx(z,y) Vy€R.

3. Temos que
xEer Fz(x,y) =0.

Esta propriedade vale para cada componente do vetor.

Definicao 2.1.8. Dizemos que X e Y sao conjuntamente continuas se existe uma func¢ao

f(z,y) definida para todos reais x ey, tal que

ba
P[(X,Y) € (a1,b1) x (az,bs)] / / (z,y)dxdy.

Para todo —oo < a; < by < 0o com i = 1,2. A fungao f(x,y) é denominada fungao

densidade de probabilidade conjunta de X eY .

Se X e Y sao conjuntamente absolutamente continuas, entdo elas sao individualmente
absolutamente continuas e suas funcoes densidades de probabilidade podem ser obtidas

da seguinte forma

PXe€Al=P[X €AY € (- // xydydx—/fx

Onde fx(z) = / f(z,y)dy é a funcao densidade de probabilidade de X. Similarmente,
a funcao densidade de probabilidade de Y é dada por

) = [ Sy
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2.2 Independéncia
Vamos estender a nocao de independéncia para v.a.

Definicao 2.2.1. Dizemos que as varidveis aleatorias Xi, Xo, -+, X, definidas em um
espago de probabilidade (0,3, P), sdo coletivamente independentes, ou simplesmente in-

dependentes, se

P[X, € B, X, € By,--- , X,, € B,| = [[P[X; € B}

i=1
Para todo B; € B(R),i=1,2,--- ,n Se as v.a. X1, Xs, -+, X, sdo independentes, entao

fungoes de familias disjuntas das variaveis sao também independentes. Por exemplo:

a) X1+ Xo + X3 e eX* sdo independentes.
b) min(X;, Xs) e max(X3, X;) sdo independentes.

¢) X1 Xse Xy + X3 ndo sdo necessariamente independentes.

Um resultado de demonstracao e que nos sera 1til é

Proposicao 2.2.1. Sejam X,Y v.a. e sejam Fx e Fy as fungoes de distribuicdo respec-
tivas e F' a fungdo de distribuicio conjunta das v.a X,Y . Entao X,Y sao independentes

se, e somente se, Fxy(x,y) = Fx(z)Fy(y) para todo (z,y) € R%

A demonstracao pode ser consultada em ((JAMES, 2004) Cap 2 segao 2.5)

Proposicao 2.2.2. Sejam X,Y v.a. e sejam fx e fy as fungoes de densidade respectivas

e f a funcao de densidade conjunta das v.a X,Y. Entao X,Y sdo independentes se, e

somente se, fxy(z,y) = fx(z)fy(y) para todo (z,y) € R?.

A demonstracao pode ser consultada em ((JAMES, 2004))

Teorema 2.2.1. Sejam X e Y duas v.a. independentes. Entao,
U=g9(X) e V=hnY).

Também sdao independentes para quaisquer fungoes continuas. g € h.

Podemos ver a demostragao em ((CHUNG, 2001)) Cap. 3 secao 3.3).
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2.3 Esperanca

Fazendo uma tentativa de resumir o comportamento de uma v.a. vamos estudar
uma medida que estuda a tendéncia central da v.a., chamada de esperanca ou valor

esperado de uma v.a.

Definigao 2.3.1. Seja X uma v.a. em um espago de probabilidade (2,3, P). Seja X uma
v.a. e ' sua funcdo de distribuicao. A esperanca matemdtica da v.a. X, ou simplesmente
esperanga de X, denotada por E[X] é definida por:

E[X] = / vdF(z)ds = / XdP,

desde que a integral esteja bem definida.

Note que no caso em que a v.a. X tem fun¢ao de densidade f(z) temos,

E[X] = /oo xdF (z)dr = /Oo xf(z)dx

— 00 —0o0

e se a v.a. é discreta, temos:

E(X] = Y aP[X =2]=> ap(z) = Za:lp(xl)

2.3.1 Propriedades da esperanca
1. Se X =¢, isto é X(w) = ¢ para todo w € Q, entao E[X] = ¢
2. Se X <Y entao E[X] < E[Y] Se as esperangas estdao bem definidas.

3. (Linearidade)
Se E[X] estd bem definida, entdao E[aX + b] = aE[X] + b para todo a,b € R

4. (Desigualdade de Jensen)
Seja ¢ uma funcdo convexa definida na reta. Se a varidvel aleatéria (v.a.) X é
integravel, entao E[p(X)] > ¢(E[X])

5. Se X é uma (v.a.), entao

E[X*) = /xdeX(x) para k =1,2, ...

6. Seja X é uma (v.a.) e p(X) uma funcdo real mensuravel. Entao

Elp(X)] 2 [ ydFow) = [ ¢()dFx (@)

Se X tiver funcao de densidade f(z), Entao E[p(X)] = [p(z)f(z)dx.

A demonstragao das propriedades pode ser obtida em [(JAMES, 2004) Cap 3 se¢ao 3.3]
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Proposicao 2.3.1. Se Xi, X, ..., X,, sdo v.a. independentes e integraveis, entao X -

Xy--- X, € integrdvel e

E[X, X5...X,] = (E[X:])(E[Xs])...(E[X,).

A demonstragdo pode ser obtida em ((ATHREYA; LAHIRI, 2006) Cap. 7. se-
¢ao 7.1). A reciproca da Proposicao anterior nao é sempre verdadeira, isto é, E[XY] =
E[X]E[X] ndo implica X e Y independentes.

Definigao 2.3.2. (Covaridncia) A covariincia entre duas v.a. X eY € definida como

Cov(X,Y) = E[(X —E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y].

Duas v.a. X e Y sao ditas nao-correlacionadas se Cov(X,Y’) = 0. Segue-se que v.a.
independentes sao nao-correlacionadas, mas a reciproca nao é necessariamente verdadeira.

Tome as v.a. X, que tem distribuicao uniforme,
X~U(-1,1) e Y =X~

Assim temos que Cov[X,Y] = 0 mas Y é dependente de X. H& certos casos em que
nao correlacdo implica em independéncia. O caso mais importante é o da Normal: Se
X e Y possuem distribuicao conjunta normal bivariada e sao nao-correlacionadas, entao
X e Y sao independentes. Agora, definamos a esperanca condicional que é um conceito

fundamental, para poder definir, os conceitos de Martingal, processo de Markov, etc.

Definicao 2.3.3. A esperanca condicional de uma v.a ndo negativa & com respeito a uma

o-dlgebra G é denotada por E[£|G], tal que

i) E[£|G] é G-mensurdvel

it) Para todo A € G

/€= | Elglg]

A esperanaca condicional de uma v.a qualquer & com respeito a uma o-dlgebra é dada por:

E£|G] = E¢TIG] — El¢14]

e estd definida apenas se

maz{E[{T|G], E[{7|G]} < o0
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2.4 Variancia

Vamos a introduzir o conceito variancia, que pode ser compreendido como uma
medida de dispersao que nos permitem reconhecer que tanto os dados estao dispersos ao

redor do ponto central, da média.

Definigao 2.4.1. (Momentos) Seja X uma v.a. Define-se o k-ésimo momento ordind-

rio, ou centrado no zero, da v.a X, my, como

my, = E[X*] = /R R dFy (z).

Assim, para uma v.a. continua temos que

my = / 2* fx (2)dx
R
Onde fx(x) é fungao de densidade de X

Defini¢ao 2.4.2. (Momentos Centrado) Seja X uma v.a. Define-se o k-ésimo mo-
mento central da v.a. X, My, como My = E[(X —E[X])¥] Assim, para uma v.a. continua

temos que
M, = /R[x CRIX|F fx () da

Onde fx(z) € fungao de densidade de X .

Definigao 2.4.3. (Varidncia) Seja X uma v.a. Define-se a varidincia da v.a. X, como
o sequndo momento central da v.a. X, e denotada por V[X| = Var[X] = %, ou seja,
VIX] = E[(X — E[X])?], observe que V[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])?.
Proposicao 2.4.1. A variincia da v.a. Y = znj X, € dada por

i=1

n

v [Zl Xi] _ S VX423 Con(Xs, X,).

i=1 i<j

Corolario 2.4.1. Se Xy, Xy, -+, X,, sdo v.a. nao-correlacionadas, entao
v =v[32x] - vixg
i=1 i=1
A varidncia tem importantes propriedades

2.4.1 Propriedades da variancia

1. Se C' é constante, entao V[C] =0

2. Se a,b € R, entdo V]aX + b] = a*V[X]
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3. (Desigualdade de Markov) Seja X uma v.a. nao-negativa e seja A > 0 uma

constante. Entao para todo ¢ > 0

E[IX]]
)\t

PIX| > A < (2.4)

4. (Desigualdade Classica de Chebyshev) Seja X uma variavel aleatdria integravel

e seja A > 0 uma constante. Entao

VIX]
>\2

PIX —E[X]| > A] <

A demonstragao das propriedades pode ser obtida [(JAMES, 2004) Cap 3 se¢do 3.5].

2.5 Convergéncia de variadveis aleatérias

Considere um experimento devidamente modelado por um espaco de probabi-
lidade (€2, 3, P). Neste espago vamos considerar uma sequéncia de varidveis aleatérias
X1, Xs, X3,--- Em intimeras situacgoes tedricas e praticas, uma pergunta natural é qual
o comportamento de longo prazo da sequéncia (X,),. Dito de outra forma: quais as pro-

priedades estatisticas de X, sendo N suficientemente grande?.

O nosso objetivo é discutir a convergéncia das variaveis X7, Xy, X3, ..., X,, para
uma variavel X quando n é grande, isto é, em qual sentido, podemos substituir X,, por
X ou tentar aproximar P[X,, < a] por P[X < a], ou E[X,,] por E[X].

Nesta secao vamos apresentar um Lema muito importante, o Lema de Borel-
Cantelli, que sera usado com frequéncia nos capitulos seguintes. Também vamos introduzir
alguns nogoes de convergéncia para v.a. e as relacoes entre os diferentes tipos de conver-

géncia e finalmente apresentamos o conceito de fungao caracteristica.

2.5.1 Lema de Borel-Cantelli

Suponha que cada cauda de um evento tem probabilidade zero ou um, o problema
¢é decidir qual é qual. O Lema de Borel-Cantelli é um passo importante nessa direcao.
Aplica-se a uma classe de eventos que inclui muitos evento-cuada. Comegamos definindo

o liminf e o limsup de uma sequéncia de eventos.

Defini¢ao 2.5.1. (limsup e liminf de eventos) . Dada uma sequéncia de eventos

aleatdrios A,, definimos o evento limsup A,, denotado por [A, infinitas vezes| ou [A,
i.v./, por

limsup A, = ﬂ U Ap.
n—0o0

n=1k=n



30 Capitulo 2. Nogoes basicas de teoria da probabilidade

Definimos o evento liminf A,,, denotado por [A, eventualmente], por

liminf A, = U N A
n=1k=n

Observe: as seguintes interpretagdes. limsup A,, é o conjunto dos w’s tais que w
pertence a infinitos A,,’s. O evento lim sup A, significa “A,, acontece infinitas vezes”.
liminf A,, é o conjunto dos w’s tais que w pertence a todos os A,,’s exceto uma quantidade
finita deles. O evento liminf A,, significa “A, acontece para todo n grande”. De fato,

limsup 4, € & e liminf A, € §. Vale também que
limsup 4, C liminf A, e liminf(A%) = (limsup A, )¢

Teorema 2.5.1. (Lema de Borel-Cantelli). Seja (2,3, P) um espago de probabilidade

e (An)n>1 uma sequéncia de eventos aleatorios. Entao:

1. Se ioj P[A,] < oo entdo

n=1

PlA,(iv)] =P [lim sup An] =0

n—o0

o0
2. ¥ P[A,] = 0o e 0s eventos A, sio independentes, entdio
n=1

PlA,(iv)] =P [lim sup An] =1

n—o0

Demonstragdo. do item 1. Se Y P[A,] < oo, entdo »_ P[A;] — 0, quando n — co. E

n=1 k=n
Ccomo

limsup A,, C U Ayg,

n—00
k=n

Entao temos que:

Pllimsup A4,] <P lU Ak] <3 PlA] =50

n—0o0

k=n k=n

Portanto como 0 < P[limsup A,,] < 0, concluimos que P[limsup A,,] = 0. Isto conclui a

. n—oo n—oo
prova do item 1.

Para demonstrarmos o item 2 basta observar que

P lU Ak] =1 para qualquer n,

k=n
pois interse¢ao de eventos com probabilidade 1 também tem probabilidade 1 (ver propri-

edade k na se¢ao (2.1), ou seja, se demonstrarmos que

n—o0

P [U Ak] =1 entdo P[limsupA4,|=1

k=n
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n+m
e o resultado serd demonstrado. Assim, seja B, U Ay, note que B,, D U Ay, para

k=n k=n
n+m >C n+m

qualquer m € N, e portanto B, C ( U Ap | = ﬂ Aj e essa igualdade ¢é valida pois.
= k=n

(U&)zﬁAse(ﬂm>:ﬁA;
=1 i=1 ie1 i=1

que sao as chamadas leis de De Morgan. Logo, para todo m temos

n—+m
1—PBAZPBQSPM7A4-
k=n
Como cada A; sao independentes entao obtemos que

B 1 4| = 0 P = T - pia),

Notemos que 1 — p < e P para 0 < p < 1, entao temos que:

n+m

n-+m
| < H e A’“]—exp{ ZPAk} 270,

pois por hipétese temos que Z P[A,] = co. Portanto P[B,,| = 1, para todo n > 1.

n=1
[
Teorema 2.5.2. (Lema de Fatou). Para qualquer sequéncia (A,), de eventos vale
P[lim inf A,] < lim inf P[A,]
Demonstracao. Para qualquer kK € N e m > k temos ﬁ A, C A,,. Logo
n=~k
P[ﬂAn
n=~k
e portanto
P Lok Anl < Tlgfk]P’[A ].
Como ( Oﬁ A,)r € uma sequéncia crescente de eventos, temos que
—k
]P’[hmmfA [U (ﬂA )] = llmP[ﬂA ] <klir£10g£ka[A ]
k=0 \n=k n=~k
O dltimo termo ¢ igual a lim inf P[A,] o que termina a prova. O

Corolario 2.5.1. Se P[A,(i.v)] = 0 entao P[A,] — 0



32 Capitulo 2. Nogoes basicas de teoria da probabilidade

Demonstragio. Aplicando o Lema de fatou, Teorema (2.5.2), para a sequéncia (AS),

temos que

limnsup PlA,)] = 1- lim inf PlAS] =1— P[limninf Al = P[limnsup A, =0.
donde segue o resultado. ]
Definigao 2.5.2. (evento simétrico) Para um processo Xi,,Xq, -+ , A € (X)) dizem
que € um evento simétrico se para qualquer permutagao finita de indices {iy,ia,---} de

{1,2,---} existe um conjunto B € By, tal que:

A= {(X1>X2>"') € B}:{<Xi1>Xi27"') EB}

Sabemos que A é a diferenga simétrica entre dois eventos por
AAB=(A-B)U(B - A)

Teorema 2.5.3. Hewitt — Savage 0 — 1 Sejam X1, Xs, -+ uma sequéncia de varidveis

aleatorias i.i.d, com B € B e
A= {wl(X1, Xs,-+) € B}
Um evento simétrico. Entao

P[A] =0 ou P[A]=1

Demonstragio. Seja A = [X € B] um evento simétrico. Seja B, € B(R"), com B(R") a
o-algebra de Borel do R"”, tal que

A, = {w|(X1, Xs,--+, X)) € B,}.

E sabemos que
P[AAA,] = 0.

Entao P[A,] — P[A] e como A ¢é simétrico entao
PlA, N A, =P[( Xy, Xo, -+, Xy) € By (Xog1, -+, Xon) € Byl
E pela independéncia dos X; temos que
P(X1, -+ Xn) € Bu; (Xnga, -+ Xon) € Bo] = P[(Xy, -+ Xy) € Bp]P[(Xpy1, - - - Xon) € By

Assim quando n — oo temos que

O que implica que
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2.5.2 Tipos de Convergéncia

A fim de ampliar a no¢ao de convergéncia de sequéncias de nimeros de sequéncias
de v.a., existem bastantes possibilidades. Nos tipos de convergéncias a seguir, é conside-
rada a sequéncia (X,,)n>1 = {X1, Xo, X3, -+, X,,} em que X1, X5, X3, -+, X,, e 0 eventual
limite X da sequéncia (X,,),>1 que sdo v.a. definidas num mesmo espago de probabilidade
(Q, S, P).

Definigao 2.5.3. (Convergéncia em probabilidade). Sejam { X1, Xo, X3, , X} €
X v.a. definidas num mesmo espago de probabilidades (2,3, P) Dizemos que X,, converge

em probabilidade para X denotado por X, 5 X Se para todo € > 0

P[|X, — X| >e] =20  ou, equivalentemente, P[|X, — X| <] —— 1.

n—oo n—oo

Convergéncia em probabilidade, significa que se n for suficientemente grande, entao

a probabilidade que X, seja diferente de X por mais que £ é muito pequena.

A convergéncia em probabilidade nao é uma convergéncia pontual. Apenas afirma
que para valores grandes de n as v.a. X,, e X sdo aproximadamente iguais, com probabi-
lidade bem alta.

Definigao 2.5.4. (Convergéncia em distribuicdo). Sejam X1, Xs,--- ¢ X v.a. com

fungoes de distribuicao Fx,, Fx,, -+ e Fx respectivamente. Diz-se que a sequéncia

(Xp,m > 1) = (X4, Xa,--+) de v.a. converge em distribuicao (ou em lei) para X,

D / 7
e denota-se por X,, = X, se para todo ponto x em que Fx ¢ continua, tem-se:

lim Fx, (z) = Fx(x)

n—oo

Definicao 2.5.5. (Convergéncia quase certa (q.c)). Ou convergéncia em quase toda
parte (q.t.p). Diz-se que a sequéncia de v.a. (X,,n > 1) = (X, Xy, ...) converge quase

certamente para X, e denota-se por X, &5 X se

PX, — X|=1 ou equivalente P Kw € Q/X,(w) = X(w))] =1.

n—oo

A convergéncia quase certa é uma convergéncia pontual, isto é, uma convergéncia
ponto a ponto. No entanto, ela permite que alguns pontos w € €2 escapem do critério de
convergéncia. Entretanto, o conjunto desses pontos precisa ser negligenciavel em termos

probabilisticos, isto é, sua probabilidade deve ser zero.

Definig¢ao 2.5.6. (Convergéncia em [P , 1 < p < +oo) Considere X uma v.a. com

E[|X|P] < 00 e {X,}n>1 sequéncia de v.a. Dizemos que X,, converge em LP para X se
lim E[|X, — X[’] = 0.
n— oo

Notagao: X, 2 X Observacao: quando p = 2, dizemos que converge em média quadratica

ou MC.
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2.5.3 Relac3o entre os tipos de convergéncia

O seguinte Lema fornece um critério de convergéncia quase certa.
Lema 2.5.1. X, ¥ X & P[|X, — X| > ¢ (iv)] =0, Ve > 0, Onde (i.v) significa
infinitas vezes.

Uma referéncia para a prova pode ser o livro do [((CHUNG, 2001)) Cap. 4. segao

4.1]. Uma consequéncia do Lema de Borel-Cantelli é o seguinte resultado:

Teorema 2.5.4. Sejam (X,,)n>1 uma sequéncia de v.a. e X uma v.a. Se para todoe > 0

temos Y P{|X, — X| > ¢} < oo, entdo X, += X.

n=1

[o.¢]
Demonstracio. Como por hipdtese ZIP’{]Xn — X| > e} < o0, entdo pelo Lema de
n=1
Borel-Cantelli item 1, Teorema (2.5.1) segue que
P{|X, — X|>¢; iv.} =0.
Portanto, pelo critério de convergéncia quase certa, Lema (2.5.1) temos que X, 2% X, O
A seguir apresentamos mais algumas relagoes entre os diferentes tipos de conver-
géncia
1. Convergéncia quase certa q.c implica convergéncia em probabilidade, ou seja, se
X, & X entdo X, 5 x.

. s q.c. ~ e s . N .
De fato, como por hipoétese X,, —> X, entao pelo critério de convergéncia quase

certa, Lema (2.5.1), temos que para todo e > 0

P{|X, — X|>¢; iv.} =0.

Mas observe que

(Xn =X 2 e i} = () ULl = X] 2 <}

n=1k=n
Entao,
lim P {kL_J [ Xr — X| > ¢ @v]} = 0.
Logo,
0 <P(X, - X| 2 ) <P U1 - X] 2 ) =
k=n
Portanto,

Jim P (X, = X| > ) =0= X, > X.

Isto conclui a justificativa desta propriedade.
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2. Convergéncia em probabilidade nao implica convergéncia quase certa q.c, ou seja,

X, 5 Xx»Xx,% X

De fato basta consideramos o contra exemplo. Seja a sucessdao X, Xo, -+, X, de

v.a independentes com:

A ideia é provar que X, £ 0 mas X, %5 0. De fato, como Ve > 0

1
lim P[|X, -0/ <¢] = lim[l——]=1

n—00 n—00 n

Logo resulta que X, £o.

Calculemos a convergéncia quase certa q.c. Definamos Ve > 0
(A7) = [1Xn = 0] = €]

com P[(A4%)] =L como

3\H

oo o
> P(47)7] Z
n=1 n=1
Logo isto implica que P[(A%)°] = 0 # 1 portantoX,, % 0.
Mas podemos ter o seguinte:
3. Sejam (X,,),>1 uma sequéncia de v.a. e X uma v.a. Se X, LT X, entdo existe uma
subsequéncia de inteiros crescente (ny)r>1 tal que X, LEND ¢

Para justificar tal propriedade, primeiramente observamos que X, 5 X se, e So-
mente se, X, — X 5. Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que

X = 0. Entao por hipotese para todo k > 0, temos que

1
IP’{|Xn| 2k}—>0quandon—>oo
Logo, para cada k > 0, existe uma subsequéncia {ny}r>; tal que

<1
Z}P{|Xnk| Qk} > g < oo
Escolhida a subsequéncia {n;}, obtemos que P { [\Xnk\ > i] , zv} = 0.

Portanto, pelo Teorema (2.5.4), temos que

X, £ 0.

Este resultado nos diz que convergéncia em probabilidade implica em convergéncia

quase certa ao longo de uma subsequéncia.
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1.

Convergéncia em média quadratica, MC, implica convergéncia probabilidade, ou

seja. Se X, ME X entdo Xn L X De fato, note que

’Xn — XP

—a > w1 x, - X|><].
Logo tem-se que

|Xn _ X|2

E lgz > E [[[w:|Xn—X|25}} .
Ou seja
X, — X?
E[|2| >Pllw: |X, —X|>¢]].
€

Como por hipétese X, "2 X, temos que lim,, o E[|X, — X[)] = 0.

Portanto X, B x , outra forma de provar o resultado pode ser, aplicando la desi-
gualdade de Markov (2.4) para t =2 e A = ¢, de fato,

E[ X, — X%

5 — 0.

PlIX, - X|>¢ = P[X,—X|?>¢]<
€

Convergéncia em probabilidade ndo implica convergéncia em média quadratica M.C,
ou seja,
P M.C
X, > X+ X, = X.

De fato, seja a equacao Xi, Xs, -+, X, de v.a independentes com

Provemos que X, 50 mas, no entanto X, ME0. De fato, como Ve > 0
. ) 1
lim P[| X, -0/ <¢=lim(1——)=1
n—oo n—oo n

P A /1 .
Segue-se que X,, — 0. Agora, para a convergéncia na média quadratica.

1 1
lim E[X,, —0]° = lim E[X,]* = lim [0*(1 — =) +n*—
n—00 n—00 n—00 n n
= lim n = oco.
n—oo

Assim, nao existe convergéncia em média quadratica.

. Convergéncia M.C nao implica Convergéncia quase certamente q.c, ou seja,

X, " x - X, SX

Demonstracao. Seja (X, )neny uma sequéncia de v.a. com Convergéncia em probabi-
. P N /1 Lr ~ A
lidade, X,, — X, e Convergéncia em média p X,, — X mas nao temos Convergéncia

q.c
quase certa, X,, -
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Definimos A,, = [0,1/n] e seja X,, = 14, com P a medida de Lebesgue no [0, 1].
Entao para 0 < e <1

lim P(|X,, — 0] > ¢) =lim P(|X,,| > ¢) =lim P(|X,| =1) =1/n — 0.
Logo converge em probabilidade para zero. Além disso,
lim E[| X, — 0] = lim F[| X, |?] = lim P[|X,|? = 1] = lim P[X? = 1]
= limP[X, =1]=lim1/n=0.
Portanto converge em média p para X. Entretanto utilizando o Lema de Borel-
Cantelli, Teorema (2.5.1) temos que
> P(IX,] >¢) :Z (1 X,=1)=> 1/n=00
n=1 n=1 n=1
O que implica que P(|X,| > ¢,i.v.) = 1 o que implica que X,, % X. ]
6) Convergéncia q.c nado implica Convergéncia em média quadratica M.C, ou seja,

M.C

X, B X»X,X

Demonstragao. Seja U ~ U(0, 1) varidvel aleatoria uniforme e definimos a sucessao
de v.a X,, =nl {v<1} Verificar se a sequéncia converge (q.c) para zero mas nao em
média quadratica (M.C).

Note-se que esta é uma sucessao de v.a. nao independentes, uma vez que todos X;
dependem da mesma v.a. U. Para aplicar o Lema de Borel-Cantelli, Teorema (2.5.1)

definamos: Ve > 0

(A = {|X\—0] > e} = {nI{U<71L} > e} _ {I{Uq} > ;}

e sabemos que = > 0

€ 1 1
I > I =1:PU<}:.
{v<i} = n] {v<i} ] { nl  m
Logo
o0 oo 1
PlA] = — = 0.
Como esta série ndo é convergente, ndo podemos concluir que P[AS ] = 1, como
queriamos. Mas também nao podemos concluir que P[AS ] = 0 pois, o Lema de

Borel-Cantelli segunda parte, Teorema (2.5.1) exige que os A¢, sejam independentes
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e aqui isso nao é verdade. No entanto, note que Yu > 0 todas as X,, = 0 a partir de

q.c . A e 7 1s L4
n > % Logo X,, — 0 Consideremos a convergéncia em média quadratica.

. 2 . 2 . 2 2
A BLX =07 =i Blnlgy )" = lim wElLfy )]
1
= lim n’P[U < =] = lim n®*~ = lim n = co.
n—>00 n n—00 n n—>00

Em seguida, nao existe convergéncia em média quadratica.

D P .
X, = c se, e somente se, X,, — ¢ Primeiramente suponhamos que

0, <
lim Fy, (x) = erse
n—oo 1, sex>c

Dado € > 0
0<P{X,—c|>e}=P{X, >c+e}+P{X, <c—¢} =
= 1-P{X, <c+e}+P{X, <c—¢}
< 1—P{Xngc+;}+P{Xngc—g}’H—°°>1—1+0:0.

Portanto, X, LNy

Reciprocamente, seja F;, a funcao distribuicao acumulada de X,,, n > 1. Fixamos

x € R para todo x ponto de continuidade de F'. Entao para todo € > 0

P{X, <z} <P{X <z+e}+P{X,<z; X>z+¢c}
< P{X <ax+e} +P{X, —¢] > ¢} (2.5)

E similarmente

P{X, <z} >P{X <z —¢} —P{|X,—c| > e} (2.6)

Logo, de (2.5) e (2.6) obtemos que
Flx—e)=P{|X,—c|>c} < F,(z) < F(z+¢e)+P{| X, — | > ¢}
Como por hipotese temos que X, Le quando n — oo temos que

F(z —¢) <liminf F,(z) < limsup Fy,(z) < F(z +¢), Ve>0. (2.7)

n—oo

Note que, para todo = € R ponto de continuidade de F', temos que F(z~) = F(x).

Portanto, quando € | 0 em (2.7) obtemos que

lim,, o Fi(z) = F(x) ou seja, X, Do
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8) Se X, £ X entéo Xn 2 x para demostrar esta afirmacao, basta, usar a volta do

item anterior, item 7 e trocando ¢ por X.

9) Convergéncia em distribui¢ao nao implica Convergéncia em probabilidade, ou seja.

X, 2x»Xx,5X

Demonstragio. Seja X ~ N(0,1) v.a que distribui normal. Seja X,, = —X para
n=1,2,..assim X, ~ N(0,1). X,, tem a mesma distribuigdo como funcao X para
todo n, também, trivialmente, lim F,(z) = F(z) para todo z. Portanto, X,, 2 X.

Mas
P[X, - X|>¢ = P[2X|>¢=P[X]|> g] £ 0.

Entao X,, nao converge para X em probabilidade O

Na Figura 2 temos um breve resumo que ilustra as implica¢oes entre os diferentes

tipos de convergéncias

4;
)

47
) D

Lp, p=2

Figura 2 — Relagdo entre os tipos de convergéncia

2.5.4 Funcao caracteristica e funcao geradora de momentos

Definigao 2.5.7. (Funcao caracteristica) A funcio caracteristica de uma v.a. X com
distribuicao Fx € a funcao ®x : R — C definida por:
X +oo .
Oy(z) = E[e*] = / e**dFx(x) VzeR
—o0
A funcao caracteristica de uma variavel aleatéria é caracterizada completamente

por sua funcao de distribui¢do: Duas varidveis com a mesma func¢ao caracteristica sao

identicamente distribuidas.

Uma fungdo caracteristica é sempre uniformemente continua, adicionalmente, as
propriedades da suavidade da ®x dependem da existéncia dos momentos m; da varia-

vel aleatéria definidos em (2.4.2). Os momentos de uma variavel aleatéria pode ou nao
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existir, dependendo de quao rapido a distribuicdo F'x decai no infinito. Os momentos de
uma varidvel aleatéria esta relacionado com as derivadas em 0 da funcao caracteristica.
Para enunciar as propriedades vamos a considerar s6 o caso quando d = 1 A funcao

caracteristica verifica as propriedades:

1. &x(0) =1

2. |Px(t)] <1

3. ®x(t) é uniformemente continua.

4. Se X e Y sao independentes, entdo Py y () = Px (1) - Py (t)

5. A funcado caracteristica ®x da v.a. X determina a funcao de distribuicao de X
6. Se X ev.a. e Y =aX + b entdao Oy (t) = ey (at)

7. Se E[|X|"] < oo entdao ®x possui n derivadas continuas para e

oW () = /(z’m)ke“””dFX(x) k=1,2,...n. (2.8)

Em particular, CDEI;) (0) = i*E[X*], de modo que a funcio caracteristica é uma espécie

de funcao geradora de momentos.

A demonstragao das propriedades pode ser obtida em [(JAMES, 2004) Cap 6 secao 6.1]

Exemplo 2.5.1. Seja uma v.a. X «~ N(0,1). Sua fungio caracteristica é

22

Dy(z)=e 7. (2.9)

Mais ainda, se Y ~ N(p,0?), isto ¢Y = o X +p e X «~ N(0,1). Sua funcdo caracteristica

s

[&

_ (o‘z)2
2

Py (z) = e (2.10)

Justifiquemos as igualdades acima. Note que pela propriedade 6., enunciada acima,

basta considerar o caso X « N(0,1). Usando a definigao (2.5.7) temos que

Dy(z) = E[eY] = / = dFy (). (2.11)
R
Onde dFx representa a funcao de densidade da normal com media p e varidncia o assim
temos que
1 _(e=w?
dF(X)(z) = e ( 2072 ) (2.12)

oV 2T
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Como a v.a X tem media u = 0 e varidncia o = 1, entao a expressao (2.12) muda para
(%)
dF (X)(x) = e \?/. (2.13)
Assim substituindo (2.13) em (2.11) temos que:

Px(s) = E[ef“]: / emdFXm:jQ_w [ (Faan L[ oty

2zzcc z2 _x%—2izx 727,za:

= dr = 2.14
V2 / V2 / ( )
Na tltima expressao (2.14) vamos a completar o quadrado, ou seja,
v —2ize = 2% —2izw + (i2)? — (i2)? = [2* — 2izzx + (i2)%] — (i2)?
=[x —i2]® — (i2)% (2.15)
Substituindo (2.15) em (2.14) temos que
_x%—2izx 72zzz 1 [m—iz]g_(iz)Q
Oy(z) = / = —/ e” 2 dx
x(7) \/27r N
22
= — e e_Td;p 2.16
vV 271' / ( )
fl} ’LZ 2

Z
r=e 2.

Nosso trabalho estaria acabado se conseguirmos mostrar que a integral da expressao (2.16)

¢ igual a 1, ou seja

\/%/ [e—iz)?

Ou que seria equivalente se mostramos que:

z—iz]?
/e_[ dr = o (2.17)
R

Podemos reescrever a integral (2.17) da seguinte forma

_ [x—iz]2 +00 _ [:c—iz]2 . n _ [x—iz]2 .
/ e 2 dxr = / e 2 dr= lim e 2 dr sep=x-iz
R

oo n—oo J_,
. n—z _ﬁ

= lim e 2dp
n—=0 J_n—iz

Se formamos um retangulo de vértices (—n,0), (n,0), (—n, —z), (n, —z) no plano complexo

e usamos o sentido anti-horario como dire¢ao, e definimos:
I como o intervalo [—n — iz,n — iz] com direcdo de —n — iz para n —iz.
I como o intervalo [n — iz,n| com dire¢ao, de n — iz para n.

I3 como o intervalo [n, —n] com diregdo, de n para —n e finalmente fechando o

retangulo definimos I o intervalo [—n, —n — iz| com dire¢do, de —n para —n — iz.
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Assim temos uma curva fechada, sabemos que a fungao f(z) = e~% ¢ analitica
em C, podemos usar o Teorema de Cauchy (ver [(SPIEGEL, 1964)])(a integral de f sobre

qualquer curva fechada dé cero). Por tanto

p2 p2 p2 p2
/e’7dp+/ e’po+/ e 2dp+ | e 2dp = O.
I Is I3 14

logo, insolando a integral de I, e usando o fato que x = 0 e com p = —iz, temos que
2 2 2 2
/ e’%dp = — e’%dp — / e’%dp — e’%dp.
I I I3 Iy
n—iz _p2 _p2 n _ﬁ 2
/ e zdp = — e2dp—1—/e 2dz—/e T dp. (2.18)
—n—iz I -n Iy
agora a ideia é mostrar que
n =] n—o0 0 _ﬁ
/ e 2 dz;>/ e 2dz = V2. (2.19)
E as duas integrais restantes sdo cero quando n vai para o infinito, ou seja
2
/ e~ dp 2% 0. (2.20)
Iz
E de modo semelhante
2
/ e~ dp B2 ). (2.21)
Iy

Mostremos primeiro que a afirmagao (2.19) é valida, assim temos que

/oo e Fd: = vor (2.22)

—0o0

Chamemos de K o termo (2.22), isto é,

© 2
K:/ezdz

— 00

K? = [/Oo 67[22] dz} [/ e’[SZJ ds] ://267[‘2] £ dzds
oo o R
= // e~ 2P+ g2 s, (2.23)
]R2

Se fizermos a troca para coordenadas polares por z = rcos(f) e s = rsen(f) e substituimos

em (2.23) temos que:

) 2412 2w proo 2 o 2 9
K* = // e 2 dzds:/ / e 27“d7“d:27r/ e zrdr sew=—r*/2
R? o Jo 0

e’} 0 0
= 27 / —e’dw = 27 / e’dw = 27 Em e“dw integral impropria
0 —00 a—=—00 Ja

= 27 lim [e” — ¢%] = 2n[1 — 0] = 27.

a——0o0

Assim K? = 27 portantoK = /27, logo temos que a expressio (2.22) é valida, ou seja

[ee] 212
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E finalmente mostremos que a afirmagao (2.20) e verdadeira, e a demonstragao da afirma-
¢ao (2.21) é analoga. Sabemos que o comprimento do intervalo I, é z, entdo basta provar

que
n—o0

— 0.

p2
max|e 2
p€El2

Primeiro temos que para p =n — iz com 0 < s < z, podemos calcular o seguinte

p? = [n—i2]* = [n® —2niz + (i2)?] = [n? — (2)%] — [2niz].

Assim podemos escrever a exponencial da seguinte forma:

N

p

e = 3?2 =2mid] _ 5[’ (2)°] gniz

e
Como |e™?| = 1 para todo z € R portanto
e3P =P gniz| = |37 |eniz| = | =3P =] = P )
Assim finalmente temos que
max e‘é — e3l(®)?-n? nzoo,
pEl2
portanto fazendo n — oo na expressao(2.18) temos que
. n—iz *ﬁd 00 *ﬁd
11m e 2 = e 2
n—=00 J _n—iz p /—oo p
1 Sapt [ e Fd T d
= lim |— [ e 2 +/€_22—/6_2]
n—00 { »/12 p -n 1y P

= 0++V2r+0.

como p = — iz entao
00 p? 1 e 1
e 2dp = —/ e 2 dp=—V2r=1.
/ p vV 27’( —00 p

Assim nossa afirmacdo inicial (2.9) é verdadeira, pois

P _20 1 _[ﬂf*iz]zd _z2 1 _22
z — e 2 e 2 €T = € 2 = e 2,
e =/ (1)

Conhecendo a defini¢do e propriedades da func¢ado caracteristica, vamos a enunciar duas

proposicoes sobre a independéncia que sdo muito importantes e serdo frequentemente

utilizadas no texto.

Vamos considerar um conjunto de n v.a. &, -+ ,&, com funcgoes caracteristica
¢1,- -+, On. Seja ¢ a fungdo caracteristica do vector aleatério (&, -+ ,&,). A condigao de
independéncia de &1, - - - , &, é facilmente expressada em termos de func¢oes caracteristicas.

Proposicao 2.5.1. [((KORALOV; SINAI, 2007)) Cap. 9. Secao 9.2] As v.a. &, , &,

sao independentes se e somente se

O(A1, s ) = 01 (A1), dn(An)  para todo (Aq, -+, \y)
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Demonstragio. Se as v.a. &, - -+ , &, sdo independentes pela Proposi¢ao (2.3.1) temos que
oA, A) = E [ei(xlgw...“nfn)} - F |:€i()\1§1):| . E |:ei(/\n£n):| =d1(M), D M),
Inversamente, suponha que

qb(/\h o 7)‘71) = le(/\1>7 e 7¢n()‘n)

Seja & - - - &, v.a. independentes, que tém a mesma distribuicdo que &, - - - , &, respectiva-
mente, e, portanto, tém as mesmas fungoes caracteristicas. Entao a fungao caracteristica
do vector (& ---&,) éigual a ¢1(\1), -+ , dn(\,) pela a primeira parte da Proposicao. Por-
tanto, a medida em R" induzida pelo vector (ﬁ_’l = fn) ¢ a mesma que a medida induzida

pela vetor (&1, - ,&,). Assim as v.a. &, - -+, &, também sao independentes. O

Proposicao 2.5.2. [((KORALOV; SINAI 2007)) Cap. 9. Se¢ao 9.2] Se (n1,--+ ,nn) €
um vector aleatorio gaussiano e tem Cov(n;,n;) = 0 para i = j, entdo as v.a. N1, , 1My

sao independentes.

Demonstracao. Sejam e; o vector cuja componente de i-ésima é igual a um e o resto das
componentes sao iguais a zero. se Cov(n;, n;) = 0 para i # j, entdo a matriz de covaridncia
B é diagonal, enquanto Cov(n;, n;) = By; Por conseguinte, o fungao caracteristica do vector

aleatorio n é
i(\a)—3 > BiiA?

P(A) = e
Mas, a funcao caracteristica dos n; é igual a
di(N) = E[ei)\ini] — E[ei(/\ieiﬂ)] = p(\ie;) = eiAiai)_%Bii‘
Isto implica a independéncia das v.a. pela Proposigao anterior, Proposigao (2.5.1) O

Definigao 2.5.8. (Fung¢do geradora de momentos) A fungio geradora de momentos

de uma v.a. X € definida como sendo a fungdo

My (u) = E(e"X) = /R edFy  Yu€R. (2.24)

Ao contréario do que a funcgao caracteristica, que é sempre bem definida, a funcao
geradora momento nem sempre é bem definida: A integral em (2.24) pode nao convergir
para alguns (o todos) os valores de u. A ligacdo entre a funcao geradora de momentos,

Mx (%), e os momentos, E(X"), de uma variavel aleatéria X é dada pelo seguinte Teorema.

Teorema 2.5.5. Seja X uma varidvel aleatoria e suponhamos que exista € > 0 tal que

Mx (u) seja finito para todo |u| < €. Entao valem as sequintes afirmagoes.

1. E(|X|") < oo para todo n > 1
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2. Mx(u) =332, tkE(sz) para todo |u| < €;

3. Mx ¢ de classe C* em (—¢,+¢€) e, além disso, a n—ésima derivada de Mx ¢é dada

por
M (1) = E(e"X X™). (2.25)
Para todo |u| < e.
Em particular temos que
MP(0) = B(X™). (2.26)

A demonstracao pode ser obtida em [(ATHREYA; LAHIRI, 2006) Cap. 6 secao 6.2]. A
funcao geradora de momentos define de forma univoca a distribuicao da variavel aleatoéria,

ou seja, dada My (t) existe apenas uma funcao de distribuigdo Fx que a gera.

2.6 Leis dos Grandes Nimeros e Teorema Central do Limite

Entre outras coisas, a lei dos grandes niimeros nos permite formalizar a ideia que
a medida que o numero de repeticoes de um experimento cresce, a frequéncia relativa
fa de algum evento A converge (quase certamente) para a probabilidade teérica P(A). E
este fato que nos permite estimar o valor da probabilidade de um evento A, baseado na

frequéncia relativa de A em um grande ntimero de repetigdes de um experimento.

Dado o espago de probabilidade (€2, ¥, P). Sejam X7, Xs, ..., X,, varidveis aleatérias
integraveis, ou seja, com esperancas finitas e S, 5o, ..., S, suas somas parciais dadas por

Sp = X1+ Xo+ ... + X,,. Definimos a lei fraca dos grandes niimeros como

Definicao 2.6.1. (Lei fraca dos Grandes Niumeros). Dizemos que a sequéncia de

v.a. (X1, Xo,...) satisfaz a lei fraca dos Grandes Nimeros se para todo € > 0, vale

P { Su B[Sy SnE[Sn] 250

> 6] — 0 ou seja, se

n—o0

Teorema 2.6.1. (Lei fraca de Chebyshev ). Seja X, uma sequéncia enumerdvel
de v.a. independentes dois a dois que tem variancia finita e uniformemente limitada, ou
seja, existe uma constante ¢ € R tal que V[X,] < ¢. Entdao a sequéncia de v.a. (X1, Xo, ...)

satisfaz a lei fraca dos grandes numeros, ou seja, se

S —ElSa] p,

n
Demonstragio. Como X, sao independentes, usando corolario (2.4.1), temos que, V' [S,] =
Z V[X;] < ne, logo usando a desigualdade de Chebyshev, propriedade (4) da variancia,
i=1

temos que
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Var [S,,] < €

g2n2 T g2p?

B(|S, — E[S,][] > en] <

— 0, quando n — oo.

[

No texto [(JAMES, 2004) Cap 5. segdo 5.1 e 5.2], podemos encontrar trés leis fracas

Chebyshev, Bernoulli e Khintchine. Definimos a lei forte dos grandes nimeros como

Definigao 2.6.2. (Lei forte dos Grandes Nimeros). Dizemos que as v.a. (X1, Xa, ...)

satisfaz a Lei forte dos Grandes Numeros se

P{liszO]zl ou seja, se SnElSnl 4°,

n—00 n

Teorema 2.6.2. (A Lei Forte de Kolmogorov) Seja X; uma sequéncia de varidveis

aleatorias independentes e identicamente distribuidas e com E[X;] = u < co. Entao

n

Z ' — u, quase certamente.
i=1

No texto [(JAMES, 2004) Cap 5. se¢do 5.3|, podemos encontrar a demonstragao.

A principal diferenca entre a lei fraca e a lei forte dos grandes niimeros é que a pri-
meira converge em probabilidade e a segunda converge quase certamente. A convergéncia
em probabilidade é uma convergéncia mais fraca que a convergéncia quase certa, pois se
houver convergéncia quase certa hd convergéncia em probabilidade. No texto [(JAMES,
2004) Cap 5. segao 5.3], podemos encontrar duas leis fortes Kolmogorov e Borel. Consi-
deremos uma sequéncia de v.a. independentes, X1, X, ..., X,,, definidas no mesmo espago
de probabilidade (2,3, P), e seja S, Ss, ... a sequéncia de somas parciais definidas por
Sp = X1+ Xo+...+ X, A lei dos grandes nimeros trata da convergéncia de %(Sn —E[S,])

para 0, quando n — oo supondo que as v.a. X; s sejam integraveis. Quando a sequéncia
Shn

obedece a lei dos grandes ntimeros, existe uma tendéncia da v.a. 22 a média amostral no
caso de v.a. independentes e identicamente distribuidas, para concentrar-se em torno de
sua média. O Teorema Central do Limite abreviado (TCL) prova que sob certas hipéteses
gerais, a distribuicdo da média amostral padronizada tende a normal. O problema consiste

em achar condigbes sob as quais

L5 N(0,1).

Resumidamente, estas condigoes exigem que cada parcela da soma contribua com um
valor sem importancia para a variagado da soma, ou seja, é muito improvavel que qualquer
parcela isolada dé uma contribuicdo muito grande para a soma. O Teorema Central do

Limite d4a apoio ao uso da normal como distribui¢ao de erros, pois em muitas situacoes
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reais é possivel interpretar o erro de uma observacdo como resultante de muitos erros
pequenos e independentes. Ha também outras situagoes que o (TCL) pode justificar o uso
da normal. Por exemplo, a distribuicao de alturas de homens adultos de certa idade pode
ser considerada aproximadamente normal, pois a altura pode ser pensada como soma de

muitos efeitos pequenos e independentes.

Existem varios Teoremas Centrais do Limite (TCL) Lindeberg, Lyapunov ver |
(JAMES, 2004) Cap 7. segao 7.1] que variam de acordo com as hipdteses sobre as distri-

buicoes das v.a. X;’s na sequéncia.

Teorema 2.6.3. (Teorema Central do Limite para v.a. i.i.d.).

Seja {X,;n > 1} uma sequéncia de v.a.’s i.i.d., com média comum p e varidncia

comum o? onde 0 < 02 < co. Seja S, = X1 + Xy + ... + X,,. Entdo

SeflSil Dy N(0,1)  isto ¢ S 2y N(0,1)

A demonstracao pode ser obtida em [(JAMES, 2004) Cap 7. secao 7.1].
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3 Movimento browniano (MB)

Neste capitulo apresentamos a definicio de movimento browniano, provamos sua
existéncia e investigamos algumas propriedades de suas trajetérias. Por exemplo, nao-
diferenciabilidade, invaridncia, auto similaridade, Hélder continuidade e variacdo qua-
dratica. Para a prova da existéncia, exibiremos duas construgdes do MB, a primeira
construcao vai ser de forma recursiva, conhecida como a construcao de Lévy, a segunda
construcao, vai ser de forma intuitiva, usando passeios aleatérios discretos simples e si-

métricos.

Iniciamos com uma breve introdugado sobre processo estocastico e informalmente,

algumas de suas caracterizagoes.

3.1 Processos estocasticos

Fixado um espago de probabilidade (€2, 3,P) e uma familia de indices 7', um
processo estocdstico {X;;t € T} é uma colegao de via X; : © — R (ou RY) para cada
teT.

2

Note que se X := {X(t,w);t €T, w € Q} é um processo estocastico, ele é uma
fungao de dois argumentos, para t € T fixo, X (¢, *) é uma v.a e para w fixo, X (*,w) é uma

funcao do tempo também chamada de realizagdo ou trajetoria do processo estocastico.

Esta colecao de v.a. serve como um modelo para a representacao da evolugao alea-
toria de um sistema ao longo do tempo. Em geral, as v.a. que compreendem um processo
nao sao independentes uma das outras, o mais comum ¢é ter relacoes de dependéncia
umas com outras. As diferentes formas que vocé pode tomar essas dependéncias é uma

das caracteristicas que distinguem um processo de outro.

Um processo estocastico pode ser visto como um modelo matematico para a
ocorréncia, em cada tempo t € T, de um fenémeno aleatério. A aleatoriedade é cap-
turada por meio de um espago probabilidade. Para cada ponto fixado w € 2, a funcao
t — Xy(w); t € T é uma realizagdo do processo X associado com w. Por exemplo, o
numero de clientes em uma fila, o movimento de uma particula sujeito a perturbagoes

aleatorias, o nimero de chamadas recebidas em uma central telefénica, dentre outros.

Vamos considerar R (ou RY) dotados com a o-dlgebra de Borel, B. A varidvel ¢
usualmente representa o tempo. Quando T é enumeravel, dizemos que o processo é a
tempo discreto, quando T' é um intervalo de R, limitado ou nao, dizemos que o processo é
a tempo continuo. Dois exemplos classicos sao, T'=Ne T = [0, 00). Neste texto, a menos

que explicitado, adotaremos estas duas possiveis situagoes para a familia de tempos 7.



50 Capitulo 3. Movimento browniano: Defini¢io e propriedades de suas trajetorias

Vamos adotar que um processo estocastico X esta determinado se conhecemos
todas as suas distribui¢oes conjuntas finitas Fx,  x,, . . x,, para qualquer conjunto finito

de indices t1,ts,...,t, € T. Mais precisamente, os processos X e Y sao iguais se
P(X;, €Ty, Xy, €Tls,..., Xy, €1,)=P(Y,, €Ty, Yy, €ly,..., Y, €T,)

Para quaisquer ti,ts,...,t, € T eI'1,I'y,..., I, € B. Cabe ressaltar que esta nao ¢é a
tnica maneira de determinar um processo, veja por exemplo, [(KARATZAS; SHREVE,
1991) Cap 1 segao 1.1].

Os diferentes tipos de processos estocasticos sao obtidos quando se considera di-
ferentes possibilidades para o espaco de parametros ou para o espaco de estados, ou para
as caracteristicas das trajetoria e suas relagoes, e principalmente sobre a relacao de de-
pendéncia e independéncia entre as v.a. envolvidas no processo. Algumas classes bem

conhecidas serao abordadas no capitulo seguinte.

3.2 Movimento browniano

A histéria comega em 1785, quando Jan Ingenhousz (1730-1799), descobriu o pro-
cesso da fotossintese, ele relatou o movimento em ziguezague das particulas em suspensao
de p6 de carvao na superficie do alcool, que depois seria chamado movimento browniano,
devido ao relatério de Robert Brown (1773-1858) feito em 1827, observando particulas de
poélen na superficie da dgua que exibem incessantes movimentos irregulares. O primeiro a
descrever matematicamente o movimento browniano foi Thorvald N. Thiele em 1880, em
um artigo sobre o método dos minimos quadrados. Ele foi seguido independentemente por
Louis Bachelier em 1900 em sua tese de doutorado A Teoria da Especulac¢do, no entanto,
Albert Einstein em 1905 com um estudo independente explicou estes movimentos postu-
lando que as particulas sob observacao estao sujeitas a perpétuas colisoes com moléculas
do meio circundante. O tratamento matematicamente rigoroso do movimento browniano
s6 foi dado em 1923 por Norbert Wiener (1894-1964) que mostrou ser suas fungoes amos-
tras continuas e nao diferenciaveis (com probabilidade 1). No entanto, seu método era
aplicavel ao caso especifico desse processo e somente apds o estabelecimento por Kolmo-
gorov, em 1929-1933, dos fundamentos axiomaticos da teoria de probabilidade foi possivel

o tratamento rigoroso dos processos estocasticos em geral, como sao conhecidos hoje.

Um modelo mais refinado para o movimento fisico browniano foi proposto por
Langevin (1909), Ornstein e Uhlenbeck (1930). Como ja sabemos que a teoria matemaética
do movimento browniano foi colocada em uma base rigorosa por Wiener (1923), que
construiu uma distribuicao associada como uma medida no espago de caminhos continuos.
A importancia do revolucionério artigo de Wiener nao foi plenamente reconhecida até
depois do trabalho pioneiro de Kolmogorov (1931a, 1933-1956), Lévy (1934-1935), e Feller

(1936). Wiener também introduziu integrais estocasticas para L2-fungdes deterministas,
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que foram mais tarde estudadas em maior detalhe por Paley, Wiener, e Zygmund (1933). A
expansao de funcionais brownianos caéticos foi descoberto por Wiener (1938), e a teoria de
integrais multiplas com respeito ao movimento browniano foi desenvolvido em um artigo
de Ito (1951c). A lei do logaritmo iterado foi descoberto por Khinchin, primeiro (1923,
1924) para sequéncias de Bernoulli, e depois (1933-48) para movimento browniano. Um
estudo sistematico das trajetérias do movimento browniano foi iniciado por Lévy (1937-
1954, 1948-1965), que demonstrou a existéncia da variagao quadratica em (1940) e as leis
em arco-seno (1939, 1948-1965). Apesar de ter muitas provas sobre esse fato, a dedugao
baseada nas propriedades de simetria basica, foi uma novidade. A propriedade forte de
Markov foi usada implicitamente na obra de Lévy e outros, mas o resultado nao foi

cuidadosamente definido e provado até Hunt (1956).

Muitos textos de probabilidade modernos contém introducgoes detalhadas para o
movimento browniano. os livros de It6 e McKean (1965-96), Freedman (1971-83b), Ka-
ratzas and Shreve (1988-91), e Revuz and Yor (1991-94) para ter uma riqueza de infor-
magcoes adicionais sobre o assunto e outras informagcoes em integrais multiplas Wiener-1t6
por Kallianpur (1980), Dellacherie, Maisonneuve, e Meyer (1992), e Nualart (1995).

Depois da breve introducao historica, nés dispomos a falar sobre o objetivo desta
secao, que é demostrar que o MB é um processo Gaussiano, mas inicialmente, falaremos
de passeios aleatorios, e como inicialmente, de forma intuitiva podemos construir o MB,
e como de forma secundéaria podemos construir o MB, usando a construcao feita por
Lévy e como consequéncia enunciar uma definicdo do MB. falemos um poco de passeios

aleatérios. Na figura (3) um tipico movimento browniano em duas dimensoes.

B2 Posigio

Figura 3 — Movimento browniano planar para 100 passos

Definigao 3.2.1. (Movimento browniano standard (MBS)) Fizado um espago de

probabilidade (2,3, P). O movimento browniano (By)i>o é um processo estocdstico em R

B(.,.): @x[0,00) — R
(w,t) = B(w,t) = By(w).
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Satisfazendo:

1. Para quase todo w € € fixado, B(w,.) : [0,00) — R é uma fungao continua e

By(w) = B(w,0) = 0 (comega em zero q.c) .
2. Para uma particao arbitraria 0 < t; <t,,--- ,<t, as v.a.
B, —Bi, B, ,— By, _,,--,By, — By, By,.
Sao independentes. Dizemos que o processo B; tem incrementos independentes.

3. A distribuicao do incremento B;.; — B; nao depende de ¢, ou seja, tem incrementos

estacionarios.

4. B, tem distribuicao normal com média zero e variancia t, isto é, By ~ IN(0,1).

Na figura 4 temos trajetérias tipicas do um MB em [0, 1].

B(t)
=9

Figura 4 — Movimiento browniano B; em [0, 1]

Observagoes: O item 2. significa que os "movimentos” ou deslocamentos que o

processo tem nestes intervalos disjuntos do tempo sao independentes um do outro.

O item 3. significa que dado s < t o incremento que o processo B tém entre os
tempos s e t s6 depende da diferenca t — s e nao depende dos valores especificos s e t e

no item 4. note que a v.a. B; — B, tem distribuicao com média zero e varidncia t — s, isto

é, B, — By ~ N(0,t — s).

Exemplo 3.2.1. Calcular P[Bs < 3|, ou seja, qual é a probabilidade do MB ser menor

ou igual a 3 no instante t = 5. Sabemos que Bs ~ N (0,5), assim, % ~ N(0,1), entao

3
3
B5 3 1 52
P[B, < 3] = P[22 < > :/ ~ ds ~ 0.910.
[5— ] [\/——\/5] J \/%6 S

Onde a aproximacgao foi obtida usando software Matlab. Também poderiamos usar
estimativas para a varidvel gaussiana obtidas no capitulo 2. Assim, com 91/100 de chance

uma trajetéria tipica do MB sera, menor do que ou igual a 3, no instante ¢ = 5.
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Exemplo 3.2.2. Calcular P[Bs — Bg < —%], ou seja, a probabilidade que a variagio do

MB esteja entre os tempost =6 et =8 quando é menor ou igual a —%. Sabemos que

Bg—B6NN(078—6):N(O,2>

Assim, Bg\;iBﬁ ~ N(0,1), entdio

B: — B,
P(Bs— By < o] = P2 oo 3
2 V2 2

|_pBe=Bsy 3
V2 T 2v2

=P

7 [
) 1 2

/ ——¢ 2ds~0.144.

35

By 3
= F 2> 0=

V21

Assim, entre os tempos t = 6 e t = 8, a variagdo do MB é menor ou igual a —%

ocorre com probabilidade 0, 144.

Calculemos a covariancia do MB. Sem perda de generalidade tomemos s < t.

Usando a linearidade da esperanca e que By = 0, temos que

Cov[By, Bs] = E[(B; — E[By]) (Bs — E[B,])]
- E [BtBs - BtE[Bs] - BSE[Bt] + E[Bt]E[BsH
— E[B.B,—0—0+0%0] =E[BB,].
Ou seja, Cov[By, Bs| = E[B;B;s]. Mas

BB, = (Bi—B.+B,)B,= BB, ~ B+ B]
= |Bu(Bi = B.) + BY| = (B. - By) (B, — B) + B..

Usando o fato que By, — By ¢ independente de B, — B, temos

Cov[By, Bs] = E[B;B,|=RE[(B; — Bs + B;) By
= E[(B, - By) (B — B,)| + E |B|
= s=1tAs=min(s,t).

Se t = s o resultado trivial.
Lembremos que o coeficiente de correlagao entre duas v.a. é dado por
Cov[X,Y]

T VIR VIYT

Entao, podemos calcular a correlacao entre dois MB, B; e B,, da forma

Cov[By, B;]  min(s,1t)

T VBB VS
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Definicao 3.2.2. Seja B, um MB. O MB comecando em x € R é o processo Bf = v+ B,

Se o processo B; é iniciado em x, entao, B; tem distribuicdo normal com média x

e variancia t, isto é, Bf ~ N (z,t). Isto pode ser escrito como

b1 w-o?

Px[Bte(a,b)]:/a oty

Onde P, indica a probabilidade quando o processo é iniciado em z. A fung¢ao dentro a

integral acima ¢ chamada de densidade de probabilidade de MB

1  w—o)?

pe(z,y) = ﬁe B (3.2)

Sabemos pela defini¢ao (3.2.2) que o MB pode comegar em x. Neste caso para
z,y € R? podemos denotar a funcio de densidade de probabilidade como
1 —lly—e||?
2t

pe(w,y) = WB

Similarmente, BY —x é um MB iniciado em 0. Se nao for especificado, assumimos
By = 0, ou seja, o processo ¢ iniciado em 0.

Podemos considerar como movimento browniano d-dimensional como o processo estocas-

tico
— 1 d
B = (Bt)ieloc) (<Bt o By >)te[0,oo) '
Com valores em R? de tal modo que cada um dos componentes (B} )ic(0.00),  * * » (B{)te[0,00)
é um movimento browniano unidimensional e os movimentos brownianos B}, --- , B¢ sio

independentes. Em outras palavras, um movimento browniano d-dimensional é um pro-
cesso em que cada componente executa uma movimento browniano, e as componentes sao

movimentos brownianos independentes.

Uma observacao, o movimento browniano d-dimensional nao compartilha todas
as propriedades do movimento browniano unidimensional. Por exemplo, para d = 1,2 os
movimentos brownianos sao recorrentes e para d > 3 movimento browniano é trans-
cendente, isto serd explicado em detalhe na seccao do movimento browniano como um
processo de Markov. Em todo o texto s6 estamos interessados em estudar o movimento

browniano unidimensional, o caso d—dimensional sé sera mencionado na segao (4.1).

3.2.1 Existéncia Movimento browniano (MB)

O objetivo principal desta se¢ao é dar uma prova da existéncia do MB, usando a
construcao de Lévy. Comecamos com uma aproximacao linear em uma particdo do inter-
valo [0, 1], que é nossa primeira iteragdo, onde nos extremos temos v.a. normais. Isto é

N

feito em cada iteracao, dividindo cada sub-intervalos em seus "pontos” "médios”, os cha-

mados pontos diddicos em [0, 1] e obtendo uma sequéncia de variaveis normais que atende
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a definicao de MB. A cada etapa a aproximacao linear sera dividida em pedacos cada vez
mais pequenos e redefinida nos novos pontos de modo a termos uma sequéncia de v.a.
normais; a ideia é mostrar que essa sequéncia de interpolacoes lineares, ou aproximagoes
lineares que sao fungoes continuas converge para uma fungao continua, que é um processo

com as propriedades do MB.

Vamos precisar do seguinte Lema em cada iteragdo de "pontos médios'de nossa

construgao.

Lema 3.2.1. fizado um espago de probabilidade (2, 3,P). Sejam s < t e Xy, X, v.a.
tais que X; — X tem distribuicdo normal com média zero e variancia t — s, ou seja
Xy — X5 ~ N(0,t — s). Entao eziste uma v.a XHTS tal que

XHTS—Xt € XS—XHTS.

Sao independentes e tem a mesma distribuicio normal com média zero e variancia t_Ts,
ou seja,
t—s
—— )~ X — Xias.
2

Xegs = X~ N(0,—

Demonstracao. Seja U = X; — X, e V v.a. independente de U tal que também tem

distribuicao IN(0,t — s), ou seja,

V ~ N0t —s) ~U.

Defina Xt-‘é-s =X — (%) assim temos que

9 9 5 = 2

X = X, - ((Xt—Xs)+v> :Xt+Xs_V_XS+<(Xt—XS)+V>

Por outro lado,

V t—

Em consequéncia,
Xits — Xy e Xy — Xigs.
2 2

Tem distribui¢do comum, uma normal N (0, t’Ts) Além disso, elas sao independentes, ja

que U +V e U — V sao nao correlacionadas, ou seja,

Cov[(U+V),(U=V)] = E[(U+V)U-=V)]-E[U+WV)E[U -V)]
= E[(U+V)U-V)]-0=E[U)?] -E[(V)’] =0.

O que termina a demonstragao do Lema. O]
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Iremos construir o movimento browniano no intervalo de tempo [0, 1]. Definamos
o conjunto de pontos D, = {2% k=0,1,. ..2”} e seja D = OLjO D,,. Vamos primeiro
construir uma familia de v.a. X; onde t € [0,1]N D, que cumprenc_om as propriedades do
MB, definicao (3.2.1). Seja {Z;},.p uma colecao de v.a. independentes com distribuicao

N(0,1). Para cada d € D,,, d = k/2", denote Z} = Z,. Considere XJ =0e X} = Z9.

Nossa primeira aproximagao sera feita em Dy = [0, 1], pois terminada esta cons-
trugdo, podemos usar a mesma metodologia, para D;\ Dy. O estdgio inicial vai ser o valor
do movimento browniano no tempo ¢t = 1, com X =0 e X = Z?, onde Z} é uma v.a.

gerada normal, N (0, 1), e todos os outros X} sdo interpolagoes lineares destes pontos

0 set=0
XP =49 7% se0<t<l1
ZY set=1

Vamos utilizar apenas a informagao que passa através da trajetéria de dois pontos (0,0) e
(1, ZY),para obter a interpolacio linear Xt(o), ou seja, Xt(o) = ZVt, Esta serd nossa primeira
aproximacao "grosseira” de uma trajetéria, a Figura 5 ilustra esta primeira situacao

A segunda aproximacao é construida a partir da primeira, onde as duas extremidades

X©) (t)

Figura 5 — Primeira iteracao Xt(o)

sao fixadas, ou seja, X§ = X{ =0e X] = X{ = Z9 e vamos a pegar o ponto médio do

intervalo [0, 1]. Tendo em conta os valores ja gerados. Assim temos que

1 1
1t (30 0 Lo
Xi=3 (X0 +x7) + 521
Os outros pontos do percurso sao obtidos por as interpolagoes lineares.
X? set =10
X/ =3 J(XQ+ X)) +12) set=1
A set=1
Observe que Xg = X =0e
1 1 1 1
xi = 5(X(?JFX{)) +52i = (0+27) 50 =52+ 2)

).

N~ N =

~ N, ia +1)) = N(O,
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Mas X| = X? = Z) ~ N(0,1) o que implica que
1 1
Xi-X} = X?-(Q(X8+X?)+2Z})
0 1 oy, 11 L 0 1 1
= Z1_<2(0+Z1)+2Z1>:2(Zl_Zl)NN(Oa2)

E também temos que

1 1 1 1
1 (1 0y . 1,1 _yo_Li0 o1y L
xXi-x) = (2 (0+Zl)+2Z1> X =520 = 2}) ~ N (0, 3).
Usando Lema anterior, Lema (3.2.1), temos que as v.a. X{ — X1 e X} — X sdo indepen-

dentes. A situacao da segunda iteracao sdo apresentadas na figura 6.

y

Figura 6 — Segunda iteragao Xt(l)

Agora, a terceira aproximacao é obtida da segunda aproximacao, vamos escolher

os pontos médios, dos intervalos (0, 3) e (3, 1), ou seja, os pontos (0, 1) e (0, %) e definimos

X? como
X} set=0
;(X&+Xi>+2ng12 set =1
X2 = Xé set=1
(X4 X)) + 28 set=13
X} set=1.
Observe que X3 = Xj =0e
1 1 1 1 1
Xt = g x)) 4 52 =5 (04 520+ 2D) +
1 1 1 1 1 1 1
= 202N+ 22~ N(0,— + — + =) = N(0,>).
Mas 1
Xi =X =320+ 2)~N(,3)
2 2
Assim
1 1 1 /1 1
2 _ Ly NN, e Ll 0y . * 2
X% = 2(X§+X1)+2gz3—2(2(214’21)"”21)"'2%23
3 1 1 9 1 1 3
= 04+ 72+ 572 ~N(@O,—+—+-)=N(0,>).
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logo X2 = X{ = 7Y ~ N(0,1). O que implica que

3.0 1., 1
XP-X} o= 20— (Zf Lozl 2323>

11Ty
— iz? - iZi — iz? + ile — ;Z§
N, 16+ 1+ 5) = N(0, 7).
E também temos
Xi-X} = ({20424 528) - S(20+ 2D
= iz? — izll + 21325
N N(0,116+ 116 +;) - N(O,i).
X X3 = ; (20+ 21 - (izg + izll + 213212)
= lezf + iZ} — 213212
~ N0, 1o e 1) = N(0, ).

E finalmente
X -X; = XI~N(0,

Usando Lema anterior, Lema (3.2.1), temos que as v.a. X7 — X%, X§ - X;, X§ - X; e
X i — X2 sdo independentes entre se. A aproximacao Xt@) é, entao, definida como sendo
a interpolacao linear por partes da simulacao dos valores que obtivemos para os tempos
0, i, %, %, e 1. Na figura 7 temos o diagrama da situagdo na terceira interacao de nossa
aproximacao.

X(2) (t)

Figura 7 — Terceira iteragio X (?)(t)
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Em geral, para ir da interpolacio linear X ™ para X"+ geramos 2" novas v.a.

independentes normais Zytl, Zytl, - ,Z;‘,f;ll e multiplicamos por um desvio padrao

o . . —(ry_ JOR K
condicional apropriado, v/2-7=2 = 2=(3)=1 ¢ somamos os valores, nos pontos médios

1 3 1
x () XM= ... xM( = )
(2n+1)’ <2n+1)’ ’ ( 2N+1)
Para obter os novos valores
X("“)(;) X(n“)(i) X(n+1)(1 _ 1 ).
on 4177 on 4177 ’ AL

Agora queremos saber a convergéncia das interpolacoes lineares que nds construimos.
Assim, afirmamos que:

com probabilidade um, a sequéncia de funcies X1, X @) ... converge uniforme-

mente no intervalo [0, 1], para uma fung¢do continua

A importancia da uniformidade da convergéncia decorre do seguinte fato do analise:
O limite de uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes continuas é uma fungao

continua.

Vamos demonstrar nossa afirmacao inicial. Para isto, seja M, o valor maximo da

diferenca entre XD e X ¢ seja

M, = max | X" (1) — XM (¢)]
te€[0,1]

Note que se Y. M, é finita, > M, < oo, entdo a sequéncia de funcées XM, X ...

converge unifo?memente em [072 1]. Assim, é suficiente mostrar que
P> M, <oo] =1.
Observa-se que
M, =27 max {| Zon i1 |, | Zon |, - -+ | Zons1|} . (3.3)
Ou seja, temos que

max [XCH(0) = XO(0)] = 270 max {|Zoval, | Zansal. o+ Zona}
S )

Justifiquemos esta igualdade. Note que

k k n
x+) 2 y_ x(0) =517 .
(2n+1) (2n+1)+ 2 2741
O que implica
k k n
(n+1) _ x® — 9Bz
(2n+1) (2n+1) 2 n41
Assim " N
) - X | = 2y
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Ou seja,

R
2 + 1

k

(n+1)(
27 + 1

) = X0

E tomando o max para cada um dos termos, obtemos a expressao (3.3). Usando a Pro-

)‘ =277 | Zyn iy

posicao (3.2.1), enunciada e provada abaixo, podemos escolher ¢ > 2 para obter que
M, < 2-G)71 /2]1og(2n+1)

vale para todo n suficientemente grande com probabilidade 1.
Como Y2721 /n +1 < 0o temos que 3. M, < oo com probabilidade um, o que

finaliza a demonstracao da nossa afirmagcao inicial.

Proposicao 3.2.1. Sejam Ny, No,--- v.a normais com média zero e variancia 1 i.i.d. e

seja ¢ um numero maior que 2. Entao

P[|N,| < y/clogn para todo n suficientemente grande] = 1

Demonstragio. Para provar esta Proposi¢ao vamos a usar o Lema (2.1.1), ou seja, para

N uma v.a. normal com x > 0 e n € N, temos que

7clogn

SNl > elogn] <225 e =25 e

Que ¢ finita para ¢ > 2. Usando o Lema de Borel-Cantelli, Teorema (2.5.1), temos que

P[|N,| > y/clogn infinitas vezes| = 0.

Que é equivalente a nossa Proposigao (3.2.1), ou seja o resultado desejado. [

Entao, nds sabemos que, com probabilidade 1, nossa sequéncia de fungoes continuas
tem um limite, ou seja, converge para uma funcao continua

lim X™ = X.

n—o0

Temos assim estabelecido a existéncia de um processo limite X, e o processo X tem tra-
jetérias continuas X (0) = 0. Resta verificar se X satisfaz as demais propriedades do MB,
definicao (3.2.1), ou seja, X(t) ~ IN(0,t) e o processo X tem incrementos independentes

estacionarios.

1. Mostremos que X(t) ~ IN(0,t), primeiro note que, para qualquer ponto racional

diddico r ¢ da forma r = 5%, com k,m € Z, ja sabemos que X (r) ~ N(0,7), pois,

Vn > m, nés temos X ™ (L) = X (L), pela forma como foi feita a construcdo,
cada vez que selecionamos um ponto racional diddico r = Q—m ele ndo muda nunca
mais, assim X (r) = X™)(r). Mas o processo X ™ foi construido de forma tal que
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XMm(E) ~ N(0, ). Agora seja t um nimero arbitrério no intervalo [0, 1] escolha
uma sequéncia de numeros racionais diadicos ry,r9, -+ tal que ILm r, = t. Entao
n—,oo
X(t) = 1i_>m X (r,,) com probabilidade 1, pela continuidade do processo de X. Assim,
n—oo

temos que X(r,) ~ IN(0,7,) e como lim r,, =, Portanto X(t) ~ N(0,t).

2. Verificar que X tem incrementos estacionarios independentes pode ser feito exata-
mente com a mesma ideia. Por exemplo, mostrar que X (u) — X(¢) ~ N(0,u —1t) e
X(t)—X(s) ~ N(0,t —s) e que X(u) — X(t) é independente de X (¢) — X (s) para
s < t < u. Tome trés sequéncias de pontos racionais diddicos, s, — s, t, — t e

u, — u. Sabemos por construgao que
X(up) — X(t,) ~ N(0,u, —t,)
¢é independente de
X(t,) — X(sn) ~ N(0,t, —s,) para todon

Assim

(X (tn) = X (50), X (un) = X(tn) ~ (VEn = 5221, Vit — 1. 25)]

Com v.a. i.id Z;,Z ~ N(0,1) e finalmente tomando o limite em ambos lados e
usando a continuidade de X temos que X tem incrementos estacionarios indepen-

dentes.

Em resumo conseguimos construir um processo que tem todas as caracteristicas do mo-

vimento browniano.

3.2.2 Passeios aleatérios

Nesta subsecdo, apresentamos uma maneira conveniente e intuitiva de entender
o movimento browniano, via limite de passeios aleatérios de forma discreta com passos
cada vez menores que ocorrem cada vez mais frequentes. Iniciemos de modo informal para
termos a ideia de passeio aleatorio. Seja X, = {X,, : n =0, 1,--- } um processo estocastico
em tempo discreto que evolui como é mostrado na figura 8. Ou seja, comecando no estado
Xy = 0, a proxima vez que o processo vai evoluir, obtemos X; que pode ser para o estado
+1 com probabilidade p ou para o estado —1 com probabilidade ¢, onde p +¢q = 1,
a ideia é ter uma evolucao simétrica, ou seja, tomemos p = ¢ = % A mesma regra é
usada para etapa seguinte, de um modo geral, obtendo na n-ésima etapa X, de valor
ke{-n,—n+1,---,0,1,2--- n}. Note que para k > 0 devemos ter k + ¢ realizagoes
+1 e i realizagdes —1, assim devemos ter k+¢+i = k+ 2¢ = n. Observe que nada impede
que podamos evoluir +m com probabilidade p ou —r com probabilidade ¢, com m # r, o

que seria uma trajetéria de um processo nao simples e nao simétrico. Este processo muda
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Nimero de passos

Figura 9 — Malha de decisao com probabilidade p e q

de um estado para outro de acordo com a figura 9.

A transicao de X,,_ para X,, pode ser escrita do seguinte modo

p sej=1+1
PX,i=j|Xn=1i=4¢q sej=i—1

0 caso contrario

Note que estas probabilidades nao dependem de n. E intuitivo que o processo cumpre que
a condicao que, o estado futuro do processo X,, 1 depende apenas do estado presente X,, e
nao dos estados previamente visitados. Posteriormente é o que chamaremos de propriedade
de Markov. Uma possivel trajetéria deste processo simples e simétrica com 40 passos é

mostrada na figura 10 e de um processo nao simples e nao simétrico é mostrado na figura
11.

De modo mais formal, apresentamos a definicdo de passeio aleatorio.

Definigao 3.2.3. Sejam &1,&1, -+ - uma sequéncia infinita de v.a. independentes e identi-

camente distribuidos (i.i.d). A sequéncia (Sp)n—=012... das somas
Sn:£1++€n n:1?27“'

¢ denominada passeio aleatorio.
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Figura 10 — Trajetoria discreta simples e simétrica com 40 passos

Figura 11 — Trajetéria discreta ndo simples e ndo simétrica com 40 passos

De modo equivalente, um processo estocastico (X,,),>1 € um passeio aleatorio se
seus incrementos X, 11 — X, sdo v.a.i.i.d. De fato, suponha que Sy = 0 podemos reescrever

X, para n > 1, da seguinte forma
Xy =Xo+&+--+&,

Onde &, = X411 — X,,. Podemos fazer duas perguntas naturais, dado um n € Z fixo, qual
é o valor esperado, E[X,,] do estado em n passos? e sua varidncia, V[X,]? Temos para
n >0,

BX.] = 3 Ele] = nle)
= ;l_(p —q). (3.4)
Em particular, no caso em que P[S; =1]=p e P[S;=—-1]=¢=1—p obtemos que
E[Xn] = n(p—q). (3.5)
E também

VX, = ilvm—nvm
= dnpyq. (3.6)
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Visto que E[¢%] = p+ ¢ = 1 temos que E[¢2] — (E[¢])* = V[E] = 1 — (p — ¢)* = 4pq. Mais
ainda, pelas expressoes (3.5) e (3.6), tomando p = ¢ obtemos o valor esperado é zero, ou
seja, X,, permanece de forma inicial depois de n passos em média, mas a variabilidade de

X,, é o numero de passos n, isto é,
E[X,] =0 e V[X,]=n.

Se p > q, ou seja, o passeio aleatério pega passos para acima, +1 com maior probabilidade,
entao o estado médio depois de n passos é um ntimero positivo, isto é, seu comportamento

médio é avancar para acima.

Similarmente, se p < ¢, entdo o estado médio final da caminhada apdés n passos
¢ um numero negativo, isto é, a caminhada em média tende a se mover para baixo. Em

qualquer caso, a variancia cresce a medida que o ntimero n de passos aumenta e assume
1
29
dado, maior a incerteza sobre a posicao final do processo. Na figura 12 temos um passeio

seu maximo quando p = g = 3, isto ta indicando que quanto maior o nimero de passos

aleatorio simples e simétrico com 100 passos. Poderiamos ainda ter simultaneamente M

Figura 12 — Passeio aleatério discreto simples e simétrico com 100 passos

jogos, ou seja, M possiveis trajetérias do passeio aleatorio, podemos perguntar pelo jogo
médio. Na figura 13 temos 3 passeios aleatorios cada um com 10 passos, e com passeio

médio. Dado um ntimero de passos n > 0, qual é a probabilidade que o estado X, esteja

Figura 13 — Trés passeios aleatérios discretos com 10 passos, e com passeio médio

acima ou abaixo?, isto é, X,, > 0 ou X,, < 0.
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Seja k > 0 o numero de passos na dire¢ao positiva e n — k > 0 o nimero de passos

na direcao negativa entao,
n _ n e
L, =2k = ()i = ()t - 57)

Onde (Z) = (n_”ik'),k, representa o numero de combinagoes de n tomando k. A expressao
(3.7) é para calcular a probabilidade de uma v.a. binomial. Se consideramos um passeio

aleatorio simples e simétrico com p = ¢ = 3. A expressio (3.7) resulta em

P[X, — 2k —n] = (Z) (;)n

No final gostariamos de saber que passard com mnosso jogo, depois de dar um nimero
suficientemente grande de passos, isto ¢, Se n — oo, que acontece com X,,, ou seja, como

vai ser o comportamento assintético de nosso jogo.

A partir desta andlise de forma intuitiva e usando o TLC (2.6.3) sobre uma sequén-
cia de v.a. binomiais, estamos prontos para construir o MB como limite de passeios aleato-
rios discretos simples e simétricos. denote por X' o estado ou posicao no instante t = nAt
e novamente, suponha Xy = 0 e que nosso estado pode mudar para cima ou para baixo

no tempo t = nAt uma quantidade Az > 0 com probabilidade %

Seja &, k € N, uma sequéncia de v.a. independentes com
1

Sabemos que E[{;] = 0 e V[§] = 1. Defina S,, como a soma dos &, ou seja, como

Sn, = > &, e observe que nosso estado X; é dado por X; = S, Az assumindo, que a
k=1

relacdo espacial e temporal é uma unidade, ou seja (%)2 = 1, temos (Az)?> = At; esta

relagdo deve ser escolhida com muito cuidado, ver [(ROSENTHAL, 2000) secao 15.4 pag.

187], assim temos entao

X, = S,Az= (j%) VnAz = (j%) nAt = (5%) Vit

Assim, usando o TCL, Teorema (2.6.3), temos que

b
<

lim Pla< X'<b] = Iim P
[ t ] _\/E

n—oo;t=nAt n—oo;t=nAt

Sl

2 <
\/z__

2

€T
2 frnd U
e 2dx fazendo z v

)2

<k

Q
N

s 8-
3 3
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Entao X]* converge em distribuigao para X; que tem distribui¢do normal, X; ~ N(0,t) e
usando novamente o TLC, Teorema (2.6.3), temos que X} — X7 com 0 < s < t converge
em distribuicdo para X; ¢ que tem distribui¢do normal, X; ~ N(0,t — s). Como nosso
passeio aleatorio discreto é simples e simétrico, pode-se ainda argumentar que, uma vez
que os tamanhos dos saltos individuais em X;' tendem para zero quando n — 00 o
processo limite, por dizer, B;, serd continuo, como funcao do tempo t. A ideia é que, se

fizermos um tnico passo de tempo discreto de tamanho At ~ % entao vamos dar um

salto de |AX™| ~ ﬁ — 0 quando At — 0, e assim teremos que os caminhos serao
continuos, ou seja, podemos garantir sua continuidade com Critério de continuidade de
Kolmogorov-Centsov(ver [(KARATZAS; SHREVE, 1991) Cap 2 secao 2.2 pag 53-55]), e
podemos garantir a existéncia do MB, com o Teorema de extensdo de Kolmogorov (ver

[((KARATZAS; SHREVE, 1991) Cap 2 secao 2.2 pag 50-51]).

Portanto, nosso jogo de passeio aleatorio discreto simples e simétrico, tem um
comportamento normal quando o tempo é muito grande. Portanto podemos dizer que

7}1_{210 X}' converge para um processo, por dizer B;, que possui propriedades de MB, ou seja

1. X(] =0
2. Se 0 < s <tentao X; — X, ~ N(0,t —s).
3. Se 0 <r <s<tentao X; — X, e X, sao independentes.

4. Os caminhos t — X; sdo continuos.

Os detalhes da verificacao que T}Lngo X[' converge para um MB, B;, pode ser obtida em
[((KARATZAS; SHREVE, 1991) Cap. 2. segao 2.4].

Em resumo, com uma ideia intuitiva como o passeio aleatério discreto e ajuda do
TCL, Teorema (2.6.3), conseguimos construir um processo estocéstico com as propriedades
(1)-(4), da definicao (3.2.1). Na figura 14 temos 3 passeios aleatérios cada um com 100
passos, e com passeio médio, s6 com 100 passos podemos ter uma intuicao de possiveis

trajetorias do MB. Na figura 15 podemos ver que acontece se o nimero de passos é grande,

eeeeee

;;;;;;

Figura 14 — Trés passeios aleatorios discretos com 100 passos, e com passeio médio

para um passeio aleatorio, por exemplo 1000 passos.
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Passeio aledtorio para 1000-passos
0
T T

Figura 15 — Passeio aleatdrio discreto com 1000 passos

Existe outra forma de construcao do MB que é usando uma interpolagao linear de
passeios aleatérios nao simples e nao simétrica, que é chamada o principio da invariancia
de Donsker. A ideia geral é considerar agora uma sequéncia {¢; };’;1 de v.a.i.i.d. com média

2

zero e variancia o2, 0 < 02 < 0o assim como a sequéncia de somas parciais Xy = 0 e

k
Xip = Y &, com k > 1. O processo de tempo continuo Y = {Y;;¢ > 0} pode ser obtido a
j=1

partir da sequéncia { X}, ,, por uma interpolacdo linear, ou seja,
Vi=Xy+ - [thEy t20

Onde [t] indica o maior inteiro inferior ou igual a t. Escalando de forma adequada tanto

tempo e espago, obtemos a partir de Y uma sequéncia de processos { X" }:

1
X'=—=Y, t>0
b oyn b=

Na figura 16 temos uma tipica interpolacao linear de passeios aleatérios nao simples e nao

simétrica com 15 passos.

E o objetivo é mostrar que sequéncia de processos, { X™;t > 0}, converge para um
movimento browniano, B;. Para saber mais sobre a construcao e o principio da invariancia
de Donsker podem ser consultados [(KARATZAS; SHREVE, 1991) Capitulo 2. segao
2.4], [(BILLINGSLEY, 2012) Capitulo 3. se¢do aplicagdes|. Na figura 17 podemos ver
que acontece se o numero de passos € grande, para uma interpolacao linear de passeios

aleatorios nao simples e nao simétrica, por exemplo 1000 passos.

Nos concluimos esta secao relacionando o movimento browniano com processo
gaussianos. Esta andlise sera util na validagao de algumas propriedades das trajetérias do

MB, contetdo da proxima secao.



68 Capitulo 3. Movimento browniano: Defini¢io e propriedades de suas trajetorias

Posigio

Nirmero de passos

Figura 16 — Passeios aleatorios nao simples e ndo simétrica com 15 passos

Passeia aledtorio ndo simples e simétrica para 1000-passos

0 T T

A H =

42 i | i | I i | i |
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Nimero de passos

Figura 17 — interpolacao linear de passeios aleatérios nao simples e nao simétrica com 1000 passos

3.2.3 Movimento browniano é um processo gaussiano

Nesta secao nosso principal objetivo é demonstrar que o MB é um processo gaus-
siano, mas antes vamos a calcular sua funcao caracteristica, para finalmente demonstrar

que o MB é um processo Gaussiano.

Tendo conhecimento sobre a fun¢ao de densidade de probabilidade de MB, expres-

sao (3.2), podemos calcular a funcao caracteristica do MB

Teorema 3.2.1. [Fungao caracteristica do movimento browniano (MB)]

Seja By um MB entdo a fungdo caracteristica é

22t
2

Op,(2) =¢ zeR

Demonstragio. Serd feita seguindo [(JAMES, 2004) Cap 6 secao 6.1 |.

Sabemos que B; ~ N(0,t), ou seja média p = 0 e variancia 0% = ¢, e que a funcao de
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densidade é
(z—0)2
e 2t

V2t

Devemos calcular ®p,(2), seja B; = X;, para facilitar as contas, entao

th(ZL‘) =

2

By (2) = E(eith):/Reiz:pf da:—/ \/ﬁ / \/ﬁ

2izzt7(z)2
S (3.8)
R 27t '

Na tltima expressio (3.8) completamos quadrados, com o termo (2izxt — (2)?) da seguinte

forma

2izat — (x)? = —((z)? = 2izwt + (izt)? — (i2t)’) = — |(2 — (izt))” — (izt)’]
= |(izt)? = (x — (izt))*] . (3.9)

Voltando a tltima expressao (3.8) e substituindo por (3.9) temos que

1ZT .’1}2
o ( ) / 2 t () 1 [(izt)Qf(zf(izt)) (i20?  (a—(izt)?
z = = e 2t e 2t e 2t €T
X V27t R /27t R /27t
(221) (e—(izt))?
= e 2 e 2t dx 3.10
R +/ 27t ( )
(=2t)
= e 2 .

A integral da expressao (3.10) ja foi calculada no exemplo de distribuigdo normal e seu
22
valor é 1, ver capitulo 2. Assim ®x,(z) = e

o que termina a demonstracao. O

Teorema 3.2.2. Seja By um MB. Seja Y; = vt + 0By com v,t € R e 0 € RT entdo a
funcao caracteristica é

z 02t

By () = 1

Demonstragio. Continuamos com a mesma notagdo como no Teorema (3.2.1), ou seja,

B; = X; e usando o Teorema (3.2.1) temos que a fungao caracteristica de Y; é

dy.(2) = E {ez‘zyt] ) {eiz(wt—f—aBt)} _F [eiz(7t+oXt)] _F [eizwteizaXt} — MR [eizaXt:|

220'215

; oyt 220 _
— ezzvtngt (ZO') — ezzvte 5 t — ezzvt
O que termina a prova do Teorema. O

Note que podemos calcular os momentos de todas as ordens. Para isto recordemos

a definicao e algumas propriedades da fun¢gdo gamma.
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A fungdo gamma é definida como
M(r) = / et ldt e R. (3.11)
0

Vamos mostrar que

. 1
- 1>1“(7717) para m > —1. (3.12)

o0 1.2
e 2P dp = 2
/ope P 2

De fato, substituindo x = %pQ e dr = pdp na integral para a funcao gamma para obter
(para t > 0)

L(t) := /OOO e Tt ldr = /OOO 6—§p2(;p2)t—1pdp
= 2t1—1 /Ooo 67%p2p2t71dp.
Agora, Sem:2t_1:>t:mT+1 o assim
gi=1 — 9™ -1 — 9™5

Portanto, substituindo ¢t = mTH e 271 = 22" na expressio (3.11) conseguimos o resultado

desejado, ou seja, conseguimos a expressao (3.12).

Retornando a questao de determinar os momentos de ordem arbitraria do MB,

consideremos B; um MB definido em R, para k = 0,1,2,--- temos para expoente impar
que
1 22
E[B# ] = — /:172“16_?(& =0.
B = 75 |
E para expoente par,
1 2 oemymy 2 [ 2tdy
E[BY] — B 2ty) ey —L

Em particular, temos que E[B;] = E[B}] =0, V[B,] = V[B?] =t e E[B}] = 3t%.
Um resultado que nos serd ttil é o seguinte Lema.

Lema 3.2.2. [(KARATZAS; SHREVE, 1991) problema 2.10] Se By — Bs, 0 < s <t €
normalmente distribuido com média zero e variancia t—s, entao para cada inteiro positivo

n, existe uma constante positiva C,, para o qual

E[|B: = B.*"] = Colt — s|™.

Demonstracdo. Seja h =t — s, temos que

oo 1 22 2 oo 22
E [|Bt — Bs\zn} = / |x2n|7e_%7d:v = / 22e" 2w dx.
—o0 s 0
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Usando a expressao (3.12) com p = zh™2 temos que

Q(mQ_l)F(mng) = /Oopme_%pzdp:/oo xh—% m@—%%?h—%dx

m+1

m_m _1 _mg1 [0 122
= h 2€2hdl‘—h e 2k du.
0 0

Portanto,
0 1z m— 1 m
[ ame 35 e = 227 (T
0 2
E assim
102 2 _e@n-n_ 2n+1
E||B, — B,|*"| = "e2hdr=—=2"2 [ h"
=B = | sl )
2" 1
= —I‘ h".
Tomando C,, = %F(n + 3) temos a prova do Lema. O

Como consequéncia para n = 2 temos
4 1 4 5 4 3\/‘
— T2+ )= —T(2)h?> = —Y"h? =3(t — s)%

Agora definamos processo gaussiano para poder finalmente provar que o MB é um

E [‘Bt . BS‘Q'Q} _

processo gaussiano.

Definigao 3.2.4. Dizemos que um processo estocdstico real (X;)i=o € gaussiano se a v.a.
Y =Xy, +- -+, Xy, € gaussiana, para qualquer escolha de n € N, tq,--- |1, positivos

ecy,-,cn €R.

O processo gaussiano (X;)i~o ¢ dito centrado se E[X;] = 0, para todo ¢ > 0.

Teorema 3.2.3. O movimento browniano By € um processo gaussiano. Mais especifica-
mente, para quaisquer Para 0 < t; < --- < t,, o vetor I := (By, -+, By,)" é uma v.a.
gaussiana com matriz de covariincia simétrica definida semi positiva C' = min(t;,t;) =
(t; Atk)jh=1,.. n tal que

E[e'¢D)] = ¢3(6C0), (3.13)

Onde (§,T) denota o produto interno euclidiano em R™.

Demonstragdo. Seja ty=0e A := (B, — By, By, — By,, -+ , By, — By,,_,) | e observe que

k
podemos escrever By, — By, = > (B, — By;_,). Assim temos que
=1

1 0 0 By, — By,
1 1 0 B B
r— (2 ‘ t1 — MA.
0 :
1 - 1 1 By, — By, ,
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Onde M € R™™ é uma matriz diagonal inferior s6 com 1, também sabemos que MM =

I, com
1 0 0
-1 1 0
M7't= |0 0
-1 1 0
0 0 -1 1
Note que

(&.T7) = (&, MA) = (MTEA) = (M7IE,A) =
gl(Btl - Bto) + 52(Bt2 - Bt1) T+ 7+§7’L(Btn - Btn71>'

Com isso em mente, substituindo em (3.13) e usando o fato que as v.a. By, — B;, _, sao

independentes e usando o Teorema (3.2.1) temos que
E[¢/6D)] = B[H€M8)] = E[™68)] = B[ (61050 ) 165t —Bu) b 4608, =B, )]

— rn:[ E |:ei(Btj —Btj_l)(§j+--~+§n)i| — ﬁ eié(tjftj—l)(£j+“'+§n)2

j=1
§|:Z J 1 §]+ +§n) % Z £j+ +§n th*1(§j+"‘+fn)2
— ¢ — _ A Py
n—1
_%(tnfﬁ-k Z ti (&5 +En)2)—(Ejp1++En)?) —%(tnéi—i— Z b5 (64251144 28)7)
fry e =1 ., z
1 = " 1 n n
—3( (t;AtR)EE —1 €
= ¢ 2;::%;1 k ]kze 23;11;1 ]k:e_%(E,Cﬁ).
Note que C é simétrica
ti t1 -
O — t.l t.2 . t.2
t1 toy - i,

Sabemos pela definigao da covariancia que C = E[(I" — E[['])(T' — E[T))T] = E[(T)(T") ],

assim para a € R", temos que
E (1) a)’| =E[(1)"a)" (1) "a)] >0
= El@ D)) a) >0 acRn
= (a'Ca)>0 acR™

Logo C' é semi definida positiva, outra forma de confirmar seria, que se (& + -+ +&,) #
(0,---,0) e top = 0 temos que

n

S A GG = 3 (= )&+ 6)?
j=1k=1 j= 1T
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Assim s6 ¢ igual a zero se, e somente se, ({;+---+&,)? =0 para todo j =1,--- ,n o que
implica que & =,--- ,= &, = 0, logo temos que C' é estritamente positiva. Finalmente
temos que E[e"(¢1)] = e~2(6:C8) que é exatamente a expressao da funcao caracteristica para

uma v.a. gaussiana, logo o MB, B; é um processo gaussiano. O

E importante saber que existe uma reciproca, que poderia ser uma outra forma de

definir o MB, ou seja.

Proposicao 3.2.2. Seja X; um processo gaussiano, continuo, com média zero, e com

covariancia, Cov[ X, Xs| = min(t, s). Entdo, X; é um MB.

Demonstragdo. Devemos verificar as quatro condigoes da definicaio do MB, defini¢ao
(3.2.1). O item 1 é imediato. Verifiquemos o item 4, ou seja, verifiquemos que X; — X ~
N(0,t — s). Fixemos 0 < s < t. Sabemos que X; — X, é v.a. gaussiana, com média dada

por E[X; — X;] = 0 e usando a Proposi¢ao (2.4.1) temos varidncia dada por
VI(X: — Xo)] = V[Xy] + V[X,] —2Cov[ Xy, X =t +5s—2s =1 — s.

Portanto, temos que X; — X, ~ N(0,t — s). isto conclui a verificagdo do item 4. Verifi-

quemos o item 2, ou seja, dado s; < t; < 59 <ty e C' = Cov, temos que

C[(th - XS1) ) (Xt2 - XSZ)] = C[thth] - C[XSU th] - C[XtNXSz] + C[XS1X82]
= tl—Sl—tl—f—Sl:O.

Logo usando a Proposicao (2.5.2) temos que as v.a. X, — X, e X3, — X, s@o independen-
tes, logo X; tem incrementos independentes. Finalmente verifiquemos o item 3, ou seja,
dado h > 0, devemos mostrar que as v.a. Xy, — Xgpp € Xy — X tem a mesma distribuicao
normal, N(0,t — s). J& sabemos que X; — X; ~ N(0,t — s). Calculemos a distribuicao

da v.a. X;yp — Xsup, sabemos que tem média zero e variancia dada por
V[Xt+h_Xs+h] :t+h—8—h:t—3

Logo a v.a. Xy, — Xgip tem distribuicao normal, N (0,t — s). Portanto tem as mesmas
distribuicoes, ou seja, o processo X; tem incrementos independentes, assim verificamos o

item 3. Logo o processo X; ¢ um MB. O]

3.3 Propriedades das trajetérias do Movimento Browniano

Nesta secao vamos estudar os diferentes tipos de invariancia, escala, translacao que
o MB possui, a inversao temporal, reflexdao, também sua lei propria de grandes niimeros.
Depois o objetivo é analisar as trajetérias do MB, a propriedade de nao ser monétono em
qualquer intervalo, ser Hoder continuo, a funcao de densidade para seu max e min, sua
lei do logaritmo iterado, sua nao diferenciabilidade, sua auto similaridade, seu conjunto

de zeros e por tltimo sua variacao infinita e variacao quadratica finita.
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1) (Invariante por escala) [((KARATZAS; SHREVE, 1991)) Cap. 2 Lema 9.4]

O MB ¢ invariante por escala, informalmente isto significa que, se fizermos um
"zoom” de aproximacao ou de distanciamento no MB, continua sendo um MB.
Deste modo, os caminhos do MB sdo, em algum sentido, fractais aleatérios, ou seja,

tem uma estrutura geométrica nao trivial em todas suas escalas.

Mas precisamente, seja B, um MB e o > 0 constante fixada, entdo o processo W;

definido por:
t>0 (3.14)

é um MB.

Devemos verificar as propriedades que caracteriza um MB, ou seja, verificar a defi-

nigao (3.2.1). Outra forma poderia ser usando a Proposigao (3.2.2).

a) (Zero e continuidade).
Se t = 0 entdao Wy = aBy = 0.
Sabemos que B; é continuo, logo aB é continuo, portanto W; é continuo.
2
b) (normal).
Uma vez que a distribuicao normal é caracterizada por sua média e sua covari-
ancia, temos que verificar que a média e a covariancia do processo W, coincidem
com as de MB, By, ou seja, ter uma media igual a zero e uma covariancia igual

a minimo entre s e t com s < t.

Sabemos que aB; tem distribuicao normal. Seja tal que 0 < s < t a v.a.

[e3

W W, =a (B, - B)
tem distribuicao normal com esperanca
E[W; — W,] = oE [B;Q - Bs] ~0
e com variancia dada por

V[Wt_Ws]:a2V|:BtQ—BS2:|:a2<_):t_s

@

Logo a v.a. W; — W tem distribuicao com média zero e variancia t — s, isto ¢,

Wy, — W5 ~ N(0,t — s) e com covariancia

Coo[Wy, W] = E[W,W,] - EW|E[W,] = E {043304352] —0x0

t s S
=ao’= =3

_ 2 2
= o’E {B;QBO;] = mln(g,?) =

Logo pela Proposicao (3.2.2), temos que o processo W, = aB: éum MB.

Nas figuras 18 e 19 ilustramos duas trajetérias tipicas do MB nas diferentes
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wie

Figura 18 — Movimento browniano, com ¢ € [0,10] com uma partigdo de 1000

o Yy e WA
T |

S

a S
: VWW/I \umw N/ f\/

W)

05
t

Figura 19 — Movimento browniano, com ¢ € [0, 1] com uma partigdo de 1000

escalas, onde podemos intuir uma das propriedades de auto similaridade, pro-
priedade fractal que possui, na figura (18) temos um exemplo tipico de um MB,
com t € [0,10] com uma particao de 1000 Na figura 19 temos um exemplo de

um movimento browniano, ¢ € [0, 1] com uma particao de 1000

2) (Inversdo do tempo).[((KARATZAS; SHREVE, 1991)) Cap. 2 Lema 9.4]
Supor que B; com t > 0 é MB entao o processo W; definido por
0 t=0

tBr t>0

1
T
é um MB.

a) (Zero e continuidade).
Usando a lei dos grandes ntiimeros para o MB (esta propriedade serd provada
posteriormente, propriedade (7)) temos que o processo tB% é continuo em zero.

Nos demais pontos a continuidade de W; segue da continuidade de B ;.

b) (normal).
Para todo 0 < s <t temos que

Wi =W, = tBi—sBi=—s(By—Bi)+(t—s)B.

Assim a v.a. W, — W, é composta por uma combinacao linear de duas v.a.

independentes que tem distribuicao normal, portanto W, — Wy também tem
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distribuicio normal. Mais ainda, sua média e dada por
E[W, -~ W, =E|[tB, — sBi| =tE [B:| - sE [B:| = 0.
E variancia dada por
VW =W,] = V|-s(Bi—Bi)+(t—s)Bi]
= V[ (B =By +V [t -9)By]
)+t =92V [B1] = <3_t> +

$2+t 2+S2 ¢
= s——+t—2s+—=1t—s.
¢ ¢

= 2V [(B% - B

Sy

Onde a segunda igualdade é justificada, pela independéncia de B1 — B% e B%.

Se s = 0 temos que W, =tB 1 tem distribuicdo normal com média dada por
E(Wi] =E[tB:| = tE[B:] = 0.
E variancia dada por
VW] =V [tBi] = £V [B:] = #
E com covariancia

Cov [W,, W, = E[W,W,] —E[W,]E[W.,) =E[W,W,] - 0%0=E[tB:sB:]
1

11
= tsE [B;B;} = stmin(—, —) = st— = s.
t s t s t

Logo W, tem distribuicdo normal com média zero e com variancia ¢, isto é,
W, ~ N(0,t). Logo pela Proposicao (3.2.2) o processo, W, = tB1 é um MB.
t

Na figura 20 temos um MB com sua inversao do tempo.

M discreto 1o tempo de 0 até 1com10pasos

e e N

B(H)

[CRE)
J

Figura 20 — Movimento browniano B; e tB 1 com 100 passos, com t € [0,1]

Usando a mesma estratégia podemos verificar que a transformacao por reflexao do

MB também é um MB
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oo v/

B(t)

Figura 21 — Movimento browniano B; e —B; com 300 passos, com ¢ € [0, 1]

3) (Reflexao).[((KARATZAS; SHREVE, 1991)) Cap. 2 Lema 9.4]
Supor que B; com t > 0 é um MB, entao o processo W, = —B; é um MB. Na figura

21 temos um MB com sua Reflexdo.

4) (Invariancia por Translagdo ) depois de um tempo fixo ty).[((KARATZAS; SH-
REVE, 1991)) Cap. 2 Lema 9.4]
Sejam ty > 0 Fixo e By com t > 0, um MB. O processo W; = B4, — By, ¢ um MB.

a)

(Zero e continuidade).
Se t = 0 temos que Wy = By, — B;, = 0 e como os processos By, € By, sao

continuos, logo o processo W; é continuo.

(Normal).

Para s < t temos que
Wy—W, = Bt+t0 - Bto - [BS+t0 - Bto] - Bt-l-to - BS+t0' (316)

O processo W; tem distribuicao normal com média zero e variancia t — s, de

fato, sua esperanca é
E[W; =W = E[B4, — Bstto] = E[Brity] = E[Bsiy] =0+ 0=
E variancia dada por

VIWe =Wy = V[Bis = Berto] =V [Berty] =V [Bory] = t 4 to — (s + o)

= t—s.
E covariancia dada por

COU[Wt7 Ws] =E [Wth] =K [(Bt-i-to - Bto)(BS-i-to - Bto)]
= E[(Bi+to)(Botty)] = E[(Brto ) (Bio)] — E[(Biy) (Bst)] + E {(Btoﬂ
= min(t + tg, s + to) — min(t + to, tp) — min(to, s + to) + min(tg, to)

= s+tg—tg—Tlo+to=5 tog<s,touty>s,t.
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Logo a v.a. Wy, — W, tem distribuicao normal com média zero e e variancia
t —s,isto é, W, — W, ~ N(0,t — s). Logo pela Proposicao (3.2.2) o processo,
Wt = Bt—l—to — Bto, com t() ﬁXO7 é um MB.

Na figura 22 temos um MB com sua invariancia por translagao, para ty = 0.2.

M discreto 1o tempo de 0 até 1com3pasos

B(H)

B(t+to)-B(to)

Figura 22 — Movimento browniano B; e Bii+, — By, com 300 passos, com t € [0,1] e tg = 0.2

5) (Invariéncia por translagao) depois de um tempo de parada Tp). [((ATHREYA;

LAHIRI, 2006)) Cap. 15 segao 15.2]
Recordemos inicialmente, que uma v.a. T'(w) com valores en [0, c0) é chamado tempo

de parada do MB, B, se para cada t € [0,00) o evento {T' < t} esta na o-algebra
Sy =0(Bs:s>t).
Gerada pela trajetoria By para 0 < s < t. Alguns exemplos de tempos de parada:

T, =min{t:t>0,B;, > a} para0<a< oco.

Top=min{t:t>0,B; ¢ (a,b)} ondea <0 <b.

Definimos agora o que qual o processo que chamamos de invariancia por translagao

depois de um tempo de parada Tj.

Denote por Ty tempo de parada do MB, B;, com t > 0. O processo Br,(t) =
{B(Ty +t) — B(1Tp) : t > 0} é um MB. De fato, pela propriedade anterior, proprie-

dade (4), Se o Ty é constante, temos entao que o processo By, (t) ¢ um MB.

Se Ty toma valores em conjunto enumeravel, digamos, {a; }j>1 entao condicionando
o processo Br,(t) a cada evento Ty = a;, B, = 352, By, 11y=q,, € usando a propri-
edade (4) o processo Br,(t) = {B(To +t) — B(Tp) : t > 0} ¢ um MB.

Agora, seja Ty um tempo de parada geral, o qual pode ser aproximado por uma
sequéncia T;, de tempos de parada onde para n, T,, é discreto, logo pela continui-
dade das trajetérias, { By, (t) : t > 0} tem a mesma distribuigao que {Br, (¢) : t > 0}

quando n — oo.
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Uma consequéncia das duas propriedades (4) e (5), é que o MB tem a propriedade
de Markov e também a propriedade forte de Markov, ou seja, para cada ty fixo, a
distribui¢ao de By, com t > to, dado B, com s < t; depende sé do B(ty), e para
cada tempo de parada Ty a distribuicao de B; com t > T dado By com s < Ty
depende s6 de B(1y), que é a propriedade forte de Markov.

(Principio de reflexdo). [((ATHREYA; LAHIRI, 2006)) Cap. 15 segao 15.2]
Sejam a > 0 fixo e By com t > 0 um MB e seja T, o tempo que pela primeira vez
o MB atinge a, ou seja, T, = inf {t: B, > a)}. Queremos saber qual é func¢do de
densidade para T,. Temos o seguinte resultado: Para qualquer ¢t > 0 e a > 0 temos
que:

PT, <t|=P[T, <t, B, >a]+P[T, <t B, <al.

Pela continuidade das trajetérias By, = a com {T, < t}. O segundo termo do lado

direito na desigualdade anterior pode ser calculado do seguinte modo

PT, <t B, <a] = P[T,<t B, < Br,]=P[T, <t B, — By, <0
= P[T,<t,By— Br, >0 =P[T, <t,B, >al. (3.17)

Assim
PIT, <t]=2P(T, <t,B;>a).

Note que pela propriedade (4), {B(T, + h) — B(T,) : h > 0} é independente de T,
e tem a mesma distribui¢do e portanto {—(B(T, + h) — B(T},)) : h > 0} ¢é também

independente de T, e tem a mesma distribuicao. Logo

Fr.(t) = P[T, <t]=2P[T, <t B(t)>a] = 2PB, > d
ez
vVt T Vi

v 0
1 2 2 2
~ 2l1- —/er :—/6_70[.
\/27100 4 V2 ) Y
Vi

- 2(1-1@[35@):2(1—1@

Logo derivando Fr,(t) com relagao a t temos que a fun¢ao de densidade para T, é

2
a
2 2 a ae 2t

tzi_iizg.
)= 5 T oE T e

Note que temos também que
PIT, <t] =2P[B; > a| = P[|B;| > a].
Em resumo podemos definir o principio de reflexdo como o processo

. By set <71,
Bt =
2Bp, — By set>1T,
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7) (Lei dos grandes ntmeros).[((KARATZAS; SHREVE, 1991)) Cap. 2 problema

9.3]

Proposicao 3.3.1. Seja By um MB com t > 0 entdo quase certamente

lim —% = 0. (3.18)

Demonstracio. Antes vamos provar que para n € Z* temos que

B
lim ﬂ =0.

n—oo n

Seja € > 0 e recorde que % tem distribuigdo IN (0, 1). Assim

iPan

ZP{\/_)>E\/_ <ZE\/_M - (3.19)

A onde a desigualdade acima ¢é o resultado de usar o Lema (2.1.1). Note que a soma
de (3.19) ¢ finita. Usando o Lema de Borel-Cantelli, Teorema (2.5.1), obtemos que
existe N tal que, para todon > N,

——= <€ (q.c

Por outro lado, usando a simetria da distribuicao normal temos que

p [By(;z) _p l_Bfln) dop [Bi&n) .

<_

(3.20)

Assim para n suficientemente grande, temos

B
ﬂ > —€ (.C.
n
Portanto B
lim ﬂ =0 q.c

n—o0 n

Para estender o resultado para todo tempo nao-negativo t é suficiente mostrar que

lim sup1 < max B(t) — B(n)) = 0.

n—oo N \n<t<n+l

Note que para € > 0, pelo principio de reflexdo, propriedade (6) e o fato que B(1)
tem distribuigdo IN(0, 1), implica que

8

z:: [&1?513 >en] = nz::l[P’ T., <1] = ZZIP’ 1) > en]
> 1 022 52)

el (3.21)

IN
IM

— e
— ENnA/27
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Visto que a soma de (3.21) é finita, logo pelo Lema de Borel-Cantelli, Teorema
(2.5.1) implica que
P (hm sup[(%l%xl B(t)] > m) = 0.

n—o0

Pela propriedade de invariancia do tempo

max B(t) e max B(t)— B(n).

0<t<1 n<t<n+1
Tem a mesma distribuicdo, assim para n suficientemente grande, temos

1 ( max B(t) — B(n)) <€ q.c

n \n<t<n+1

portanto,

lim sup ! < max B(t) — B(n)) = 0.

n—oo M \n<t<n+1l

Como a distribui¢ao de B(t) é normal, e como tem simétrica em relagao ao 0, entao,

temos que

) 1

hglsotip - (nglggiﬂ |B(t) — B(n)\) = 0.
Como @ é limitado por

1
- (B(n) + max |B(t) — B(n)]) paran <t <n+1

Assim, temos que lim % =0
t—o0

]

(Nao Monotonia) Quase certamente, para todo 0 < a < b < 0o, o MB, B; nao é
mondtono no intervalo [a, b]. [((KARATZAS; SHREVE, 1991)) Cap. 2 Teorema 9.9
Primeiro fixar um intervalo nao degenerado [a, b], ou seja, um intervalo de compri-
mento positivo e vamos a supor que temos um intervalo com monotonicidade, isto

é, B, < B, para todo a < s <t < b, entao tomamos uma particao de tempos

a=ty <---<t,=0b.

i(b—a)

n

E dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos, com t; = a + , assim temos

que cada incremento By, — B, , tem o mesmo sinal, ou seja,
1 .
P[B,, — By, , > 0] = 5 baraie {0,1,2,--- ,n}.

Considere o evento A = {B ¢é nao decrescente em [a, b]}, assim temos que
oo
A=) A4,.
n=1

Com
n

An == [Btl — Bt7;71 Z O]

=1
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Portanto usando o fato que B; tem incrementos independentes, temos que

P[4,] = P

2n

w.
-

& 1
[Bti o Bti*1 2 0‘| = H]P) [Btz - Btifl Z 0] = —.
t=0

Assim
P[A] < lim P[A,] = 0.

n—oo
Isto mostra que a probabilidade de que o intervalo, (a,b), seja monétono deve ser
zero, e tomando a unido contavel sobre todos os intervalos com extremos racionais
podemos ver que B; é quase certamente nao mondtono em qualquer intervalo com
extremos racionais. Pela densidade de Q C R existe um intervalo com extremos
racionais contidos dentro de cada intervalo. Logo cada intervalo contém um subin-
tervalo que nao é quase certamente mondtono. portanto em cada intervalo B; nao é

quase certamente monotono.

(Hélder continua)

Sabemos que por construcao, B; é continuo quase certamente. Neste item vamos

1
12
continuo com ~y > % Iniciamos recordando a defini¢ao de Holder continuidade e um

provar que o MB é Holder continuo com expoente v € (0,3), e ndo é Holder

resultado, devido a Kolmogorov, que nos fornece uma condi¢ao suficiente para ter

Hoélder continuidade.

Definigao 3.3.1. (localmente Holder continua) Uma funcao f :[0,00) — R €
dita localmente a-Holder continua. se existe um e > 0 e um ¢ > 0 tal que para todo

y > 0 temos que
[f(@) = f) < cle—y[* comly—z[<eed<a<l
Nos referimos de o, como o Hélder expoente e ¢ a Holder constante.

Definicdo 3.3.2. Um processo estocdstico (Yi)i>o € chamado de modificagio de

(Xt)e>0 se, para qualquer t € T, nds temos P[X; = Y] = 1.

Ou seja, um processo ¢ modificacdo de outro se ambos tém a mesmo sistema de

distribuicoes finito-dimensionais.

Teorema 3.3.1. (Critério de continuidade de Kolmogorov-Centsov ). Su-
por que temos um processo X = {X;;0 <t <T} em um espaco de probabilidade
(Q,B,P) que satisfaz a condi¢io

E[|X, — X|*] <Ot —s|'"" 0<s,t<T.
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Para o, f e C' constantes positivas . Entdo, existe uma modificagdo continua
X:{f(t;ogth}

de X que € localmente Holder continua com expoente v € (0, g), isto €, para s,t €
[0, 7]

. [w: . |Xt<cﬁ>_—$s<w>| . 5] .

0<t—s<h(w)

Onde h(w) € uma v.a. quase certamente positiva e & > 0 € uma constante apropriada.

A demonstragdo pode ser obtida em [(KARATZAS; SHREVE, 1991) Cap 2 segao
2.2 pag 53-55].
Para poder verificar o critério no caso do MB, lembremos que B; — B, tem distri-

buigao N (0,t — s) e usando o Lema (3.2.2), para n = 2 temos que
E[|B; — Bs|*] = 3(t — s)?.

Portanto atende o critério de continuidade de kolmogorovcoma =4, 5 =1e C = 3.
Logo fica estabelecida, de uma maneira alternativa, a existéncia da continuidade das
trajetorias do MB.

Proposigao 3.3.2. [(MORTERS; PERES, 2010) Cap. 1. coroldrio 1.20] Para quase

todos 0s w € ), o caminho browniano X (w) é Hoélder continuo com v < %

Demonstragao. Proposigao (3.3.2) este resultado serd mostrado, usando el Teorema
(3.3.1) e 0 Lema (3.2.2). Usando o Lema (3.2.2) temos que

E[|B: — B.*"] = Cuh™.

Mas pelo Teorema (3.3.1), temos que existe uma modificagdo continua de B, que é

localmente Hoélder continua com expoente v € (0, b ), ou seja, temos que

1+48=n e a=2n

g = o=l portanto quando n — oo temos que v — % 0 que

Assim temos que v = —

termina a demonstragao da Proposigao (3.3.2) ]

Lembremos a Proposi¢ao (3.2.1), demostrada e usada na existéncia do MB, ela foi
util para v.a. normais, mas, agora vamos precisar da versao deste resultado para o

MB, ou seja, precisamos do seguinte Lema

Lema 3.3.1. [((MORTERS; PERES, 2010)) Cap. 2. Teorema 1.11] Para quase
todo w € Q. Sejam By(w) uma trajetéria do MB, ¢ < /2 e ¢ > 0, entio eviste
O<h<eel<t<1l—h com

|Biin(w) — By(w)| > ey/hIn(h) w.q.c
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Demonstragio. Lema (3.3.1) Dado ¢ < /2 e inteiros k,n > 0. Defina o seguinte

conjunto de eventos

App = { By (W) — By (w)‘ > c\/ﬁe_;} :

en

Temos que

Plial = P [[Bugn ) = By )] > evie ¥ | = BlBoo > e/

Befn ]_ C\/ﬁ 2n
= P > =P|\Z~ N(0,1) > > Y e 2,
[ e C\/ﬁ] [ (0,1) C\/ﬂ_\/ﬂc%—kle
Onde a segunda igualdade é porque B; — B, tem a mesma distribuicao que B;_,
a quarta igualdade é porque % ~ IN(0,1) e a dltima desigualdade é por usar o
Lema (2.1.1). Assim com ¢ < V2 temos que

€n]P)[Ak’n] — OQ.

n—oo

E sabemos que 1 — x < e™” para toda x,. Usando este fato, obtemos

le"—1]

P ﬂ Ap Ll = (1-— P[onn])en < exp(—€"P[Ap,]) — 0.
k=0

Agora, considere que, para qualquer € > 0, exite um h € (0,¢) e um n € N tal que

h = e™™. Em seguida, segue-se que para qualquer € > (

P {w €Q:Vh e (0,6),V € [0,1—hl, [Bion(w) — By(w)| < c\/hln(h)} —0

]

Teorema 3.3.2. [(KARATZAS; SHREVE, 1991) Cap.2 exercicio 9.21] Para quase

todos os w € §, o caminho browniano X (w) nao é Holder continua com expoente

1
Y>3

Demonstragio. Dado v > % para um h suficientemente pequeno, obtemos que 1 >

he" ™" o que implica que + > """ entdo \/hIn(l) > A7 e aplicando o Lema

(3.3.1), temos o resultado desejado. O

Teorema 3.3.3 (((MORTERS; PERES, 2010)) exercicio 4.4). para quase todo w €

Q o MB, Bi(w) ndo é Hélder continuo com expoente y = ;

Demonstragio. Seja j > 0 e definamos o conjunto

H={weQ:|Bw) = Byyn(w)| < jh* ¥t >0eVh>0}.
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Ou seja, o conjunto H é todos as trajetérias do MB que sdao Hoélder continuas com
expoente % e coeficiente j. Mostremos que P[H] = 0 (independentemente do j)
Sejam n* € N, com n* > j% e c tal que 1 < ¢ < 1/21In(2) e o conjunto de eventos

Ak,n = {w e: ’B(k-+1)2—'ll — B(k)g—n > C\/EQ_%}.

Uma vez que j < cyv/n*, observe que

co 2"

HE () ) A

n=n* k=1

¢é demonstrar que

o[ fan] o

n=n* k=1

Usando o Lema (2.1.1) temos que

P[Ak’n] — IP |:‘B(k+1)2—n - B(k)Q_"

> cﬁ?‘ﬂ =P [|Bg—n| > c\/ﬁ2_%]
- p[|5%| >c\/ﬁl =P[B>cvn| Bi~N(0,1)

1 ¢/n e
— e
Vore2n+1

Onde a tltima desigualdade é justificada pelo Lema (2.1.1) Assim

1 e/n ek

PlA;,] > — 3.22
[k’]_\/ﬂc%l—i-le ( )
Como )
c<y/2In(2) = % > In(2).
Temos
22 > 1.
E assim .
762’”
lim 2"e 2 — cvn = 00.
n—o00 /27 CQn + 1
Usando a expressao (3.22) obtemos que
lim 2 P[Ay ] = o0.
E visto que 1 — x < e™* obtemos
on .
. [ﬂ Az,n] = - PlAG)P e P S o,
k=1

O que termina a prova do Teorema. O
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10) (Distribuigao Méaximo e Minimo do MB).

Sejam B(t) um MB e M (t) o nivel méximo atingido pelo MB no intervalo [0, ], e

m(t) o nivel minimo atingido pelo MB no intervalo [0, ¢], ou seja,

M(t) = max B(s) e m(t) = min B(s)

0<s<t 0<s<t

Proposigao 3.3.3 ((MORTERS; PERES, 2010) Cap. 2. Teorema 2.21). Para qual-

quer x > 0 temos que

MM@ﬁzﬂ:2MB@ﬁzﬂ:2<1—@<jJ).

Onde ®(x) representa a funcgio de distribuigao normal padrao. Mais ainda,

Demonstragio. Observe-se que o evento
{M(t) >z} = {T, <t}.
Onde T, é o tempo que B(t) atende o valor maximo, logo temos que

P[B(t) > 2] = P[B(t) > «, T, < 1.

E pela continuidade de B, temos que B(T,) = x. Assim
P[B(t) > z] =P[T, <t,B(T.+ (t —T,)) — B(T,) > 0)].

Como T, é um tempo de parada finito. Pela propriedade forte de Markov, proprie-
dade (4), temos
B(t) = B(T, + s) — B(T,).

¢ um MB, que ¢ independente da o- algebra, §7,. Entao quando ¢ > T, temos que

A 1
BB~ T.) > 0] §n] = 5

PB(t) > 1] = E[I{T, <t}P(B(t-T,)>0|Fr)| =E [11 {T, <t} ;}

= ;P[Tx <t = ;P[M(t) > x].

Logo P[M (t) > z] = 2P[B(t) > z]

Vamos a mostrar a tultima igualdade da proposicao, ou seja

oP[B(t) < 2] = 2 (1 — P (\2)) .
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Sabemos que

PB(t) 2 2] = 21 -P[B(t) <2])=2(1-P[—= < W])

O que queriamos demonstrar. Para encontrar a distribuigdo do minimo m(t) =

012112 B(s) usamos um argumento de simetria, ou seja
<s<t

— min B(s) = max(—B(s)).

0<s<t 0<s<t

Note que —B(t) é também um MB, daqui resulta que, para z < 0

P (min B(s) < :L‘) =P (max(—B(s)) > —x)

0<s<t 0<s<t -

P (—B(t) > —z) = 2P (B(t) < z)

]

11) (Lei do logaritmo iterado). Descreve as oscilagoes dos trajetérias do MB perto

de zero e no infinito.

Proposicao 3.3.4. [(KARATZAS; SHREVE, 1991) Cap. 2. Teorema 9.23] Seja
(Bt)i>0 um MB entao quase certamente

a) max lim ——2t—— =1 b) min lim —(—2t— = —1
t—0+ /2tloglog(3) t—0+ 4/2tloglog(;)

Sabemos pela propriedade (2) que B, = tB1 também é um MB, entao quase certa-
t

mente

¢) max lim —(—2— =1 d) min lim —(—2— = —1
t—+o00 4/ 2tloglog(t) t—+o00 4/ 2tloglog(t)
Note que no item (a) aplicando a propriedade (3), a propriedade de simetria, — B,
temos o item (b) e no item (c) aplicando a propriedade (2), a propriedade de inversao
do tempo tB% temos o item (d). Para quase toda trajetéria, podemos construir duas

sequéncias t,, e s, crescentes e divergentes para +oo com s, < t, < s,+1 tal que

By, > \/tuloglog(t,) e B, < —\/s,loglog(s,).

Entao vemos que as oscilagoes de cada trajetéria aumenta mais e mais; além disso,
devido a continuidade, vemos que as trajetorias tocam um valor real em infinitas

vezes.
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Demonstra¢io. Proposigao (3.3.4) item a), provemos primeiro que

B
max lim ———— <1 (3.23)

=0% 2t loglog(7)

Seja h(t) = 4/log log(%) e fixe § € (0,1), nés escolhemos 6 € (0,1) com n € NT tal

que

(14 46)?
20m

Defina uma sequéncia de tempos t,, = 0" decrescente para 0 e considere os eventos

A= > 1.

A, = { max B, > (1 +5)h(t)}.
t€[tnr1,tn]

h(t) = \/loglog(3) Se provarmos que Y- P(4,) converge, teremos pelo Lema Borel-

n>0
Cantelli, Teorema (2.5.1), que P[A,(i.v)] = P (lim sup An) = 0, ou seja, que para
n—oo

w fora de um conjunto de medida nula, existe ng = ng(w) tal que para qualquer

n > no
e pnax | By(w) < (14 0)h(t).
Assim temos que
lim max B;Z((;;) <(1+40) q.c
E como ¢ é arbitrario temos (3.23). Para podermos calcular > P(A,), primeiro

n>0
devemos estimar a probabilidade de A,,. Note a seguinte inclusao

A, C { max B, > (1+ 5)h(tn+1)} )

t€(0,tn]

Usando a propriedade (10) temos a seguinte estimativa sobre a probabilidade deste

evento:

P ({ max B, > (1 + 6)h(tn+1)}> < 2P[By, > (14 0)h(tns1)]

t€(0,tn]
B, (1+0)h(tns1)
< 9P il )
- <\/E ” Vitn
By

Sabemos que v.a. 77 tem distribuigao normal N (0,1), e usando o Lema (2.1.1):

O, " (0] L
Por simplicidade z,, = (Hé%nﬂ) L gg\ﬁ;ﬂl)l s(3)] temos que:

B, 1 1
P B 1+ 0)h(t =2P “ < 2 < -
({tg[lf%t}i] 0> (1+9) (”“)}> (\/ﬂ ~ I”) = Voo, T

Calculando 2, para n > 0 temos que

8
o

8
sl

s (1+9)

n 971

log((n + 1) log(;)) = 2log [(n+1) log(;)]
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entao

IN

P(A,) L4 _ 1 ( L ) 1 1
n e 2 = T —
V2m V21 \e2%n V21 \ o3 (2X log[(n+1) log(5)])

1 1 _ 1 ( 1 ) 1
VI \ [+ D1og(p] ) V2N HDY Jog(p)]

Portanto, temos que

Y P(A4,) <CY (M) : (3.24)

n>0 n>0

1

Sabemos que C' < 1, com C' = ~ € A > 1 e para qualquer 4,60 € (0,1) fixo.

\/27r[log(%)]
Assim a soma da expressao (3.24) é finita. Portanto Y- P(A,) < co. Agora vamos
n>0
provar a
B
max lim L > 1. (3.25)

=07 /2t loglog()

Para assim ter a igualdade do item a). A prova é baseada em uma aplicacao da
segunda parte do Lema Borel-Cantelli, Teorema (2.5.1). Devemos lembrar que ¢
é decrescente para zero, t, > t,.;. Continuamos com a mesma notagao. Escolha

primeiro € e § € (0, 1) e definem-se os eventos
A, ={By, = Bi,,, > (1= )h(ta)} .

Bi,—B .

\/tn_tn+1

independentes. Para poder provar que > IP(A!) diverge a ideia consiste em usar a
n

Sabemos que os eventos Al sao independentes, pois, as v.a. Z, =

desigualdade da esquerda no Lema (2.1.1), entdo, como Z,, ~ N(0,1) assim para z

suficientemente grande temos que

_ 2
tn - tn—l—l V 2 Tn

—€ n 1 —
Se tomarmos z,, = (1 — e)\/ti(_t’;iﬂ = 2\)/1:75[\(/()11(_)%9)] eN= (12972)2 > 1 temos que
, (1=¢?log|(n)log(3)] _ log|(n)log(})]

€Tr = =

n 20n(1 — 0) 1-0)
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Assim

B 1 1 1
/21 (1—e¢) log[(n) log(%)] elog[(n) log( )] (1&9)
2V07/(1-6)

_ 1 2v/0m\/(1 - 0) ) 1
(n)

=

v \ (1 - ) log [(n) log(})]
B 2,/(1-6) Vo
V2r(l—e )
1—6

) (log [(n log@)]) () 1og()] ™7
5 (o
)

V21(1 —€)
_ 24/( (1—e)< 1 ) 1
V2r(1—e)vV2vA \loglr] ) \ [p)ew

_ f%}f) (1g1 m) ([]1) |

Se chamamos C' = f f e sabemos que

(1
r=()log(y)  2¢/(1—=0) [ /o ) 1
( log[r] ) \ [rjm=

=] 9) > 1 tem-se

1 1 1
P(4}) = C | = X >
”ZZO "ZZO ([7'] =7 log M) {(n) log(%)} = 1og [(n) log(%)} nlog(n)

logo este termo é o termo geral de uma série divergente. Em seguida, por Lema

Borel-Cantelli, Teorema (2.5.1) temos
P (Btn — By,., > (1 —€)h(t,) infinitas Vezes) =1.

Usando (3.23) aplicado ao movimento browniano —B;,t > 0 temos que B, ,, >

—(1+€)hy,,, com n — oco. Portanto temos para infinitos indices n
By, = (1=ah(tn) = (L +)hy,

= h(t,) (1 —e—(1+¢) h;:“)

Usando o limite lim h;’;;% =0 ese e+ (14 €)vh < § temos que
By, > (1 —0)h(t,) infinitas vezes.

Isto conclui a prova do item a).
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Demonstragio. Proposigao (3.3.4) item c) A ideia principal é escalar por uma sequén-

cia geométrica. Vamos primeiro provar a limite superior. Seja €,q > 1 fixos e

W(t) = y/2tloglog(t). Defina os eventos

A = { max B, > (1+ 6)¢(q")}.

t€[0,q"]

E usando a propriedade (10) temos a seguinte estimativa sobre a probabilidade deste

evento:

P ({ max B, > (1+ e)w(q")}> = 2P[Bgn > (14 €)1h(q")]

t€[0,q"]
By _ (1)
- P(ﬁnz VT )

B
=P £l an>.
(an

Sabemos que v.a. B‘;Z tem distribui¢do normal N (0, 1), e usando o Lema (2.1.1):
Por simplicidade z,, = % temos que:

P(<{ max B; > (1+e¢ " =P =L >z,| < e 2 < e
(L 22 (vt} =2p () < et o

Calculando 22, para n > 0 temos que 22 = (1 + €)?2log [log(q™)] Assim

8
N

—_

P(A < _% _ 1 1 _ 1 1
( ”) - € _\/ﬁ 6(1+e)22102g[log(qn)] o \/ﬁ elog[log(q")](1+€)2

2~

27 <[nzog<q1>1“+e>2> '

Se chamamos C' = \/% temos que

S < % (i)

n>0 [nlog(q)]"+”

que é somavel em n, para para qualquer €¢,q > 1, assim Y P (A,) < oo, logo, pelo
n>0

Lema Borel-Cantelli, Teorema (2.5.1) sabemos que apenas um ntimero finito destes

eventos ocorrem. Para qualquer ¢, podemos encontrar que n tal que ¢"~! <t < ¢",

por tanto
B B "ot "
L 2¢(i) qfﬁ(l—i-e)q.
() (gm) qr d(t) ¢
Porque @ é decrescente com respeito a t, como nossa escolha de t foi arbitraria,
nos temos

1msup —-—~ + € q q.c
t—+o0 ¢(t)
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E como a escolha do €, ¢ foi arbitraria, entao provamos que

lim sup B <1 q.c

t—too U(t)
Tendo provado o limite superior, vamos agora provar o limite inferior. Mais uma
vez, vamos fazer uso da segunda parte do Lema Borel-Cantelli, Lema (2.5.1) e da

sequéncia geométrica. Fixe ¢ > 1 e defina os eventos D,, como

D, = {Bqn — B > 9Y(q" — q”_l)} .

Sabemos que os eventos D,, sao independentes, pois By — Byn-1 sao independentes.

usando o Lema (2.1.1), entao, como Zn ~ N(0,1) assim para z suficientemente

e

grande temos que P[Z > z] > \F A partir deste estimativa, para n grande, e
(" —¢" ")
qn_qnfl

Bgn — By < (g — ¢ ) _
i - o =g =l 2 e

o~ logllog(q"—q" )] o log[log(q"—¢" )] 1

chamando z,, = nés obtemos

PD,] = P

> > .
2log [log(g" — ¢"~ )] 2log [nlog(q)]  nlog(n)
Assim § P[D,] diverge, para infinitos n logo
n=1

By > Bt +0(¢" — ¢"71).
E do limite superior temos Bgn-1 < 2¢(¢""') e por simetria do MB Byn-1 >

—2¢(¢" 1) Portanto, podemos re-escrever a desigualdade acima, como

By > B + (" = ") = =20(¢" ) +4(¢" = "),
Logo, quase certamente, para infinitos n

By 220" ) +¥(¢"—¢") =2 "= 2 1
V(g™) — V(g q q" N

Na segunda desigualdade note que

@) _ el V1
Vign) VT (g )f \/_
o)

Como i estd aumentando em ¢ para t suficientemente grande, mas

w( ) est4 dimi-

nuindo em ¢ portanto

B
limsup—t >1———-.

t——+o00 ¢(t) N \/5 q

E como nossa escolha de ¢ > 1 foi arbitraria, temos o "quase certamente” limite
inferior é lim sup w(t) > 1 e combinando com o limite superior, obtemos que

t—4o00

limsup—~ =1 q.c

t——+o00 '(,b (t)

0 que termina a prova item c) O]
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12) A Proposicao seguinte mostra que o crescimento lim sup de B; é mais rapido do que

13)

Vit

Proposigao 3.3.5 (MORTERS; PERES, 2010) Cap. 1 Proposicio 1.23). Seja B(t)

um MB. Quase certamente

- B(n) _ iminf B — _
hzlnﬁsogp Jm = Too e h,?l)g}f w = 0

Demonstrag¢io. Usando o Lema de Fatou (2.5.2), temos que

P[B(n) > cy/n infinitas vezes| > limsup P[B(n) > c¢v/n).

n—oo

1
n

Logo usando a invarincia pela escala, propriedade (1), e tomando a = obtemos

B

que
limsup P[B(n) > ¢v/n| = P[B(1) > c|.

n—oo
Que é maior do que 0 ja que B(1) tem uma distribuicao normal N (0, 1).
Seja X, = B(n) — B(n — 1) e defina o evento

n
A, = {B(n) > cy/n  infinitas vezes} = {Z X; > ¢y/n  infinitas vezes}
j=1
Segue entao a partir do Teorema Hewitt-Savage 0 — 1, Teorema (2.5.3), que o evento
A,, ou seja, quase certamente, B(n) > c¢y/n acontece infinitas vezes. Tomando a

interseccao sobre todos os inteiros positivos c¢. Temos que

I Bl _

im su = +00

n—>oop \/ﬁ

A prova de 1i£g glf % = —o00 segue um raciocinio semelhante ]

(Nao-diferenciabilidade das trajetérias [((KARATZAS; SHREVE, 1991)) Te-
orema 2.9.18]. Para um MB, B;, com 0 < ¢t < T sabemos que:

a) MB é uma fung¢ao continua.

b) MB nao é mondtono em qualquer intervalo de tempo, nado importa o quao

pequeno ¢ o intervalo.

Neste item estamos interessados em saber sobre a diferenciabilidade das trajetorias
de um MB. Vamos verificar que o MB nao é diferenciavel no zero, em seguida
mostraremos que nao é diferenciavel em um t fixo e por tltimo, nao é diferenciavel
para qualquer ¢ em [0,7], mas primeiramente precisamos recordar a defini¢ao de

derivada superior e inferior para uma funcao f.
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Definigao 3.3.3. Seja f : (a,b) — R wuma fungao definida no aberto (a,b). As

derivadas superior e inferior de f é

D*f(t) = hI}Ll\S(I]lp w e D*f(t) = hI}P\%ﬁ w

Proposicao 3.3.6 (KARATZAS; SHREVE, 1991) Cap. 2 exercicio 9.17 e Teorema
2.9.18). Seja t > 0 fizo, quase certamente o MB nao é diferencidvel em t. Mais
ainda,

D*B(t) = +o00 e D.B(t) = —cc.

Demonstragio. Seja B(t);>o um MB, sempre podemos construir outro MB, por

dizer, X (t):>0, usando a inversao do tempo, propriedade (2), assim temos que

_ 1 B
f = 1i?j£p nX(ﬁ) = lig;s;gp \ﬁg) (3.26)

Mas sabemos pela propriedade anterior, propriedade (12) que a expressao (3.26) é

D*X(0) = limsup

n—o0

igual a infinito, assim D*X (0) = +o0o a segunda parte D, X (0) = —oo segue por um
raciocinio semelhante, portanto mostramos que o MB nao é diferenciavel em 0.
Agora, seja t > 0 arbitrario e seja B(t);>o um MB. Usando a propriedade (4) temos

que Y(s) := B(t + s) — B(t) também é um MB, mas nés acabamos de mostrar que

o MB nao é diferenciavel em s = 0 o que implica que B nao é diferenciavel em t.

Finalmente mostremos que quase certamente o MB nao é diferenciavel para qualquer
tempo t > 0 e mais D*B(t) = +oo e D, B(t) = —o0.

Suponha que existe um tempo ¢, € [0, 1] tal que
—o00 < D.B(t) < D*B(t) < +00

entao B(s " B(s
limsup‘ (to+ 1) = Blto)| < 00.
hN\O h

Assim podemos encontrar constantes d e M’ tais que para todo d < h <1

|B(to + h) — B(to)]

< M.
h

Pois, o MB é quase certamente continuo, e limitado em [0,2], assim exite uma
constante M" tal que para todo § < h <1 temos que

|B(to + h) — B(to)| < |B(to + h) — B(to)|

< M”.
h - o -

Se tomamos o M = max(M’, M") obtemos que

B(to+h) — B(t
he(0,1] h
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14

Agora devemos mostrar que este evento tem probabilidade zero para quaisquer M.
k=1 &
2TL ) 2TL
entao para todo 1 < j < 2" — k e usando a desigualdade triangular temos que

Vamos supor (3.27) e M fixo. Se t; esta contido no intervalo [ } para n > 2

k+j k+75—1 k47 k+7—1
s3I < et - b+ [ - o)
_ Ut
< M2t
Assim definamos os eventos
] ) — 1 27+1
S :={‘B(k;]>—3(k+2ﬂ) <mx } para j = 1,2,3

A partir da independéncia dos incrementos e a invaridncia por escala, propriedade

(1), e com a = \/127 e para todo 1 < k < 2" — 3 Segue-se que

3 . ._ .
P, < HP{‘B(k;j)_B(W)|§M2‘Y;1}
j=1

< P [|B(1)| < M\/Z_nr.

Que é limitada superiormente por (7M272)% uma vez que a densidade normal é

limitada por % deste modo

on_3
P ( U an> < 2M(TM272)? = (TM)*27 %,
k=1
Que é somével para todo n € N. Usando o Lema de Borel-Cantelli, Teorema (2.5.1)

temos que
|B(to + h) — B(to)|

P <3t0 €[0,1] com sup <M )
he(0,1] h

2n—3
<P ( U (1, infinitas vezes para n € N) = 0.
k=1

A desigualdade decorre do fato de que o primeiro evento implica o segundo. Tomando
a uniao contavel sobre M € N em intervalos [i,7+ 1] com ¢ € N se completa a prova

da Proposicao. O]

(Auto similaridade ). A auto-similaridade é uma propriedade tipica dos fractais.
Um objeto auto-similar é exatamente ou aproximadamente igual a uma parte, por
si 86, o conjunto tem a mesma forma que uma ou mais das partes. Muitos objetos
do mundo real sao estatisticamente auto-similares, tais como plantas e litorais, etc.
O conceito de H-auto-similar ¢ uma certa invariancia pela escala, ou seja, a ideia

basica da auto-similaridade corresponde & procura de propriedades estatisticas que
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se mantém inalteradas por agregacao temporal, ou seja, mudancas de escala. O
parametro H é chamado o indice de Hurst apds o hidrélogo Inglés estudando a
memoria maxima na conexao de desenho para reservatorios de agua no Rio Nilo.

Definamos que é um processo estocastico auto-similar de ordem H € (0,1).

Definicao 3.3.4. (Auto-similar) Um processo estocdstico X = (X;,t > t) € auto-
similar de ordem H € (0,1) se os processos TH X, e Xp; tem a mesma distribuiciao
para T > 0, ou seja, dada uma particao arbitriria de tempos 0 < ty---,<t, <T

temos que
(T" X4, T"X,,) £ (Xgvy, -+, X)) para T >0

Proposicao 3.3.7. o movimento browniano, B;, é um processo auto-similar de
ordem H = %, ou seja

T:B, L By,

. 1 o
Demonstracao. Para mostra que os processos 12 B; e By, tem a mesma distribuicao,
devemos mostrar que ambos tem distribui¢cao Gaussiana com a mesma esperanca e

variancia. Passemos as verificagoes:

a) Mostremos que ambos tem distribuigdo Gaussiana, chamemos de Z; = T %Bt e

K; = Bry, assim, calculemos a distribuicao de Z;

Fz(x) = P[Z, <2]=P[VTB, <z| =P

T y
— / 1 6_%dy = / 1 e (2It>; dy
2 V2mt 2 V2t '
Assim, o processo Z; tem distribuigdo normal com esperanga, E[Z;] = 0 e
variancia V[Z;] = Tt, ou seja Z; ~ N(0,T't)

b) Calculemos a distribuicao de K, ja sabemos que o processo K; = Bp; tem
distribui¢ao normal com esperanca, E[K;] = 0 e variancia dada por V[K;| = T't,
Logo Ky ~ N(0,Tt). Assim os dois processos tem a mesma distribuicao, isto
¢,

T:B, L By, ou T:B, ~ N(0,Tt) ~ B

Portanto o movimento browniano B; é auto-similar de ordem H = % O

Note que a propriedade de % auto-similar é muito Util para fazer as contas, ainda,
se H # %, temos as mesmas esperancas, mas nao temos, as mesmas variancias, logo

nao temos igualdade nas distribuicoes.

Em uma segao futura, falaremos de novo, devido a que existe um processo esto-

castico que é formado com esta ideia de auto-similar. Esse processo é chamado de



3.3. Propriedades das trajetorias do Movimento Browniano 97

movimento browniano fraciondrio ou fracional, denotado como B, que no caso

H = % é o MB, que estamos analisando.

Esta é uma propriedade da escala, que simula um caminho do movimento browniano
num intervalo [0,7], T" > 0, usando a simulagdo conseguida no intervalo [0, 1], re-

dimensionando o intervalo de tempo [0, 1], pelo fator T e os respectivos valores de

MB, B, e T.

Valendo-se da auto-similaridade do MB, B;, podemos mostrar de forma diferente a
propriedade (13), que o MB, B; nao é diferenciavel em nenhum parte, com proba-

bilidade 1, ou seja,

Teorema 3.3.4. (Ndo Diferencidvel) Seja X; um processo com incrementos

estaciondarios e H auto similar, para alguns H € (0,1), entdo para todo to fixo,

temos que
X, — X
lim u =00 com probabilidade 1.
tlto t—1to
Isto é,
X, — X
P |lim M =oo| =1
tlto t— 1o

Demonstracao. Como os incrementos sao estacionarios podemos assumir sem perda
de generalidade, que ¢, = 0. Seja t, uma sequéncia tal que ¢, | 0 e como X; é
H-auto similar, entdo T X, 4 Xo para todo T" > 0 isso implica que Xy = 0 quase

certamente, e sabemos que ¢, ¢ uma sequéncia decrescente que converge para 0,

1.

P {Jgg}o An} = lim P[A,].

definamos o evento seguinte

X(w)

An:{weQ: sup

0<s<tn

S

Assim, temos que A, 1 C A, e

n—oo

Portanto
P|lim sup |—|>z| = lim P| sup |—| > z|.
N0 0<s<t, | S N0 | 0<s<t, | S
Mas como
X ‘th
sup |—| > .
0<s<tn, | S tn
Assim
X X,
lim P| sup |—|>=x Zlimsup]P’H fn >x].
n—00 0<s<tn | S n—00 tn

Mas por outro lado temos que

AC B=TP[A] <P[B].
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15)

Entao

>z <P

S

sup >z .

0<s<tn

5
tn

E como temos que H-auto similaridade, ou seja, (¢,)7 X L X, obtemos que

X
lim sup P H tt"

n—00 n

> x] = limsup P H(tn)H_lX1’ > m} .

n—oo

E usando o fato que H € (0,1) temos que

lim sup P H(tn)H_le‘ > x} =1 paraz>0.

n—oo
Como (t,)% ! — oo pois
H—-1<0 e t,—0.
Obtemos que

S

Pl lim sup >zl = 1.

n—00,0<s<tp,

E como temos que vale para todo z € RT Entao

X
P [lim sup ‘t"

n—o0

— | =1

n

Sendo mostrado Teorema. O]

O Teorema diz que os processos estocasticos H-auto-similares nao sao diferencidveis

em qualquer ponto. Mas ja sabemos que o MB, B;, tem incrementos estacionarios

e é %-auto similar logo pelo Teorema anterior o MB, B;, nao é diferenciavel em

nenhum parte, com probabilidade um.

(Conjunto de zeros do MB). [[KARATZAS; SHREVE, 1991) Cap. 2. Teorema
2.9]

Denotamos o conjunto de todos os tempos que o MB, B, atinge o 0, por
Z:={t>0:B,=0}.

Mostremos que com probabilidade um, a medida de Lebesgue de Z é zero 0.

De fato, seja | Z| a medida de Lebesgue. Calculemos a esperanca:

BIZ] = [ xw(Bdt = [ ((1+PB = 0]) + (0 P[B, 0])) de

- / P[B, = 0]dt = 0.
0
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Nos sabemos que |Z]| é ndo-negativo. Mostremos que uma v.a. ndo-negativas com
esperanca 0 sdo quase certamente zero. Vamos supor que X > 0 é uma v.a. com

E[X] = 0 e vamos fixar a > 0. Entao

0 = E[X]= /XdIF’Z XdP > aP[X > a] > 0.
infq X2a
Assim P[X > a] = 0 para todo a > 0 fazendo a — 04, vemos que P[X > 0] = 0,
e X é quase certamente zero. portanto E[|Z|] = 0 = |Z| = 0 quase certamente.

Assim | Z] = 0 quase certamente.

Mostremos que B; atinge o zero infinidade de vezes em qualquer intervalo a direita

da origem.

Proposicao 3.3.8. (Infinitos Zeros) [([KARATZAS; SHREVE, 1991) Cap. 2.

Problema 9.5] Fize € > 0. Quase certamente, B, tem infinidade de zeros no intervalo
(0,¢€).

Demonstracao. Fixe € > 0. Primeiro, mostramos que deve haver um zero no inter-
valo (0, €).

Seja M;" e M; o méximo e minimo do processo no intervalo (0, €). Pela propriedade
(11) temos que P[MF > a] = 2P[B. > a| e tomando o limite a — 0, temos
que P[MF > 0] = 2P[B, > 0] = 1 e como B, é simétrico, pela propriedade (3).
Assim, pela simetria, P[M~(¢) < 0] = 1. Como B, é quase certamente continuo,
pelo Teorema do valor intermediério, concluimos que B; = 0 para algum ¢ € (0, €).
Agora tomemos algum conjunto finito de zeros do MB no intervalo (0, €), digamos,
K C Z. Seja T'= min(t|t € Z) o primeiro elemento de Z, ja que € é arbitrario,
podemos dizer que B; tem um zero em (0, €), usando o mesmo argumento, podemos
afirmar que quase certamente B; tem um zero em (0,7), mas pela minimalidade
T, este novo zero nao esta em Z, portanto, nao existe um conjunto finito contendo

todos os tempos B; que atinge o zero, logo Z é infinito. O

Outra forma de mostrar que deve haver infinitos zeros no intervalo (0, €), é a seguinte
afirmamos que
2 Vi
P|B; =0 paraalgumt € |t;,13]] =1 — —arctan | ———=
[ t p g [ 1 2“ T < m)
De fato, usando a propriedade de translacao e o principio da reflexao, para qualquer

u > 0, temos que

P[B; =0 para algum t € [ty, ]| B;, = u]
= P[B; < —u paraalgum t € [0,t5 — t1]]
= P[B; >u paraalgum t € [0,y — t1]]

= Q]P)[Btgftl Z U]
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Por simetria temos que a probabilidade e a mesma para o caso u > 0, assim

P[B; =0 para algum t € [t1,t5]] =

[e.e]

1 _a2
- / (P[B; =0 para algum t € [t1,t5]| By, = ul) < 27rt1€ 2t1> du

—00

. / 2 (P[Byy_s, > 0])< _;mle‘zi) du

ty —t1) 21ty

v

Se definimos que x = % CY= T obtemos que dr = % edy = N assim
1

t1

o0

/ (P[B; =0 para algum t € [t,t5)| By, = ul) (

—0o0

Vi
NCER arctan( 77 =)
Vs

2 h
= (1-Zarctan 2.
( Warc an t2—t1>

Portanto provamos nossa afirmacao

2 t
P[B; =0 para algum t € [t1,t5]] = (1 — — arctan \/_1> .

s \/tg—tl

E agora notemos que se t; = 0 e t; = €, temos que
P[B, =0 paraalgumt € [0,¢]] = 1.

Se chamamos de Z|0, €] o evento de ter um zero em (0, ¢€) para € > 0, entdo para

infinitos zeros temos que

= €

m Z [07 7]

n=1 n
¢ intersecao de uma cole¢do enumeravel de eventos com probabilidade 1, ainda tem
probabilidade 1.
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Teorema 3.3.5. Quase certamente, o conjunto Z é um conjunto perfeito, isto €, é

um conjunto fechado, sem pontos isolados,

Demonstragio. Como B, é continuo, entdo Z = B; ' ({0}) deve ser fechado, pois é

a imagem inversa do conjunto fechado {0}.

Considere o tempo 7, = inf{t > ¢ | B, =0}, onde ¢ € Q. Isto é claramente um
tempo de parada, e é quase certamente finito porque B; quase certamente cruza o
zero para um t qualquer, além disso, o inf é o minimo porque o conjunto Z é quase
certamente fechado. Aplicando a propriedade forte de Markov em 7,, temos que que
Biyr, — B, = Bi,, ¢ MB. J4 sabemos que MB cruza o zero em cada pequeno

intervalo a direita da origem, logo, 7, nao ¢ isolado a partir da direita em Z.

Agora suponha que temos algum z € Z que nao estd em {7, | ¢ € Q} e tome alguma
sequéncia, ¢,, de nimeros racionais que converge para z. Para cada ¢,, deve existir
um ¢, € Z tal que ¢, <1, < z ja que z # 7,,. Porque ¢, = 2, t,, = 2, logo 2z nao é

isolado a partir da esquerda de Z. Portanto, Z nao tem pontos isolados. O

Teorema 3.3.6. O conjunto Z é nao numerdvel.

Demonstracao. Ja sabemos que Z é perfeito, o conjunto Z nao pode ser finito, pois,
ele consiste somente de pontos acumulagdo. Se Z é enumeravel, entdo podemos

escrevé-lo como Z = {zy, 29, - - - }. Entao vamos considerar o intervalo,
Il = (Zl - 1,2:1 + 1)

Esse intervalo é claramente uma vizinhanga em torno z;. Entao, ja que z; é um

ponto de acumulacgao, I; tem infinitos elementos de Z.

Agora, pegue um elemento de I, por exemplo, 2y, e seja I tal que I, C I e 2, ¢ I,.
Entao, ja que z5 é um ponto de acumulagao em Z, I, tem infinitos elementos de
Z . de novo, tome um elemento de I, por exemplo, z3, e seja I3 tal que Is C I, e
21,720 ¢ I;. E assim por diante. Entao, teremos [,, e z, com fn+1 Cln ez &1,
para todo 0 < j < n, assim temos z, € I,. Entao, considere a interseccao do fecho

dos intervalos com Z, ou seja

A=NLNnZ.
=1

Cada conjunto ;N Z é fechado e limitado, portanto compacto com I, .1NZ C I,NZ,
assim A é nao vazio. Mas, z; ¢ I, e da mesma forma para zs,zs,---, entdo Z
deve ter alguns elementos que nao figuram na lista 21, 29, 23, - - -, portanto Z é nao

numeravel O
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E um fato da anélise de que os conjuntos perfeitos sio nao numerdveis, por exemplo
o conjunto de Cantor. Isto mostra que, apesar que Z tem medida nula, ainda é
muito grande em um sentido.
16) (Nao Variagao limitada e variagido quadratica limitada do MB).[(MORTERS;

PERES, 2010) Cap. 1 Teorema 1.35]

Recordar a definicao da variacao de uma funcao. Seja
a=ty<ti;<---<t,=b.
Uma partigao do intervalo [a, b] e defina a norma da parti¢ao
At =max {|t;1 —t;| i =0,--+ ,n—1}.

A variagdo de uma funcao g : [a,b] — R é o nimero

n—1

lim sup 3 Jg(tie1) — g(t)] (3.28)

At—0 ,—0

Quando este nimero ¢ finito (3.28), dizemos que a fungao tem variagao finita, neste
intervalo. Analogamente, a variagdo é quadréatica de uma funcao g : [a,b] — R é

n—1

lim sup Z 9(tir1) — g(t:) .
At—0 ;—0

Entao, provemos que sobre um intervalo de tempo limitado [a,b] quase todas as
trajetorias do MB tem variagao ilimitada, isto é,

n—1

lim sSup Z |Bti+1 - Bti

At—=0 ;,—0

=00 quase certamente

Esta propriedade é particularmente importante, uma vez que resulta na impossibi-
lidade de considera as trajetérias brownianas como fungoes integradoras no sentido
de Riemann-Stieltjes. Além disso, a variagdo quadratica do movimento browniano
em, [a,b] é finita, de fato, é o comprimento do intervalo envolvido. Isto permitira

definir uma nocao de integral sobre o movimento browniano.

Proposicao 3.3.9. ((Variag¢ao quadrdtica limitada). A variacio quadrdtica de
uma trajetoria do MB no intervalo [a,b] é o comprimento do intervalo, isto €,

n—1

lim sup Z |Bti+1 - Bti
At—0 ;—1

2=b—a mno sentido L*().

Demonstragio. Seja {p, : n > 1} uma sequéncia de partigdes finitas do intervalo

[a,b]. Vamos a definir a v.a. Y, = Y |B;,,, — By,|* e denotemos por At; o incremento
P

141

tiv1 — t; e seja AB; a diferenga B;, 1 — B;. assim

SIABIY AB| =Y Y E [ABIAB}|
7 i 7

J

E[Y}] =E
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Como estamos com variaveis Gaussianas, temos que

At AL, se i j
E[AB?AB?| = i Sei]
Y 3At2 sei=j

Entao

E

(S -o- >)] -

)

= E[X(AB)*(ABy)"] - 2(b — @)E[(AB)’] + (b — a)’

= Y E(AB)'+ Y _E(AB,)’E(AB;)> —2(b—a) > (At;) + (b—a)?
i i#] i

= 340+ SM)AG) (b~

S SO (me) b ap

= > 2(At)°

< 2(b—a) fnax (At;) - 0 quando p — 0.

]

Lembremos dos resultados do Capitulo 1, se¢do tipos de convergéncia, sabemos que
convergéncia em média quadratica, ou seja, L*(€2), implica em convergéncia em
probabilidade e convergéncia em probabilidade implica que existe uma subsequén-
cia convergente quase certamente, ou seja, temos que toda sequéncia convergente
no sentido L?(£2), tem uma subsequéncia convergente quase certamente. Portanto,
existe uma subsequéncia de parti¢des {p,, : k¥ > 1} do intervalo [a, b] tal que

n—1

lim sup Z |Bti+1 - Bti

At—0 ;—1

2=b—-ua quase certamente.

Proposicao 3.3.10. (Variagdo nao limitada). A variagio de uma trajetoria do

movimento browniano sobre o intervalo |a,b] € infinita quase certamente, isto é,

n—1

lim sup Z ’Bt¢+1 - Bti

At—0 ;—1

=00 quase certamente.

Demonstragio. Para cada n natural, seja p, a particdo uniforme do intervalo |[a, b]

em n subintervalos, ou seja, cada incremento At; = t;,1 —t; tem comprimento (b;—“)
Entao nods temos a estimativa

n—1 n—1

> |AB[® < (max |AB|) 3 |AB (3.29)

=0 i=0
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Seja {py, : k > 1} uma subsequéncia de partigoes uniformes de tal modo que
TLk—l

lim Y |AB;]>=b—a quase certamente
k—o0 =0

Por outro lado, como trajetorias do movimento browniano sao continuas quase cer-

tamente, temos que

lim ( max |AB;|) =0 quase certamente
k—o0 0<i<ng

Assim, da andlise da expressao (3.29) temos que se

n—1
]}LIIOlO (;) |AB¢|> < 00.
Fosse finita, teriamos uma contradicao, logo
n—1
l}l_)rgo (; |ABZ~|> = 00.
Assim obtém que, em relagdo a subsequéncia de partigoes, que

nE—1
lim )  |AB;| =00 quase certamente
i=0

Dai segue-se que o limite superior € infinito quase certamente. ]
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4 Movimento Browniano e alguns processos

relacionados

Neste capitulo vamos investigar o carater "universal” que o MB tem dentro dos
processos estocédsticos. Mais precisamente, vamos mostrar que o MB é um processo Mar-
koviano, uma martingal e um processo de Lévy. Explorando o fato de que é o MB é um
processo de Markov, demostramos as propriedades de recorréncia, transcendéncia de suas

trajetorias. Outro objetivo é estudar os diferentes processos que sao formados a partir do
MB.

4.1 Movimento browniano é um processo de Markov

Sabemos que os processos de Markov representam uma das mais importantes clas-
ses de processos estocdasticos, nao s6 por sua gama de aplicagoes, mas também pela intera-
¢ao com outras areas da matematica, por exemplo, com analise funcional, teoria espectral,
teoria de operadores. De modo mais geral, podemos dizer que o processo de Markov esta
relacionado a uma funcao de transicdo homogénea no tempo, que dé origem a um semi-
grupo de contracao por intermédio da propriedade de Chapman-kolmogorov. O semigrupo
por sua vez esta estreitamente relacionado, com um gerador, que é obtido quando toma-
mos a derivada & direita do semigrupo no ponto ¢t = 0. O processo inverso também ¢ valido,
ou seja, dado um gerador com boas propriedades, podemos obter, por meio do Teorema
Hille-Yosida ((ETHIER; KURTZ, 1986) Cap. 1. se¢do. 2), um semigrupo de contragao que
da origem a uma funcao de transicao e este a sua vez retornara a um processo de Markov.
Para uma leitura mas profunda das relagoes entre estes conceitos ver (KOLOKOL'COV,
2011), (ETHIER; KURTZ, 1986) . Nosso objetivo é mostrar a relagdo com o MB, sua
funcao de transicao e o operador laplaciano. Mas antes temos que definir o que é uma

funcao de transigao.

De uma forma intuitiva, os processos de Markov, sdo modelos em que, assumindo
que é conhecido o estado atual do sistema, os estados anteriores ndo tém influéncia sobre
os estados futuros do sistema. Esta condi¢do é chamada de propriedade de Markov, ou

seja, dado os estados no passado
X07 X17 X27 "'anb
Presente X, e o futuro X,,;; temos a igualdade

IED[X”+1 = Tpt1 ‘ XO = T, .-y Xn = ZL'n] = P[Xn+1 = Tpt1 ’ Xn = ZL‘n] (41)
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Assim a probabilidade do evento futuro X, .1 = x,,1 depende apenas do evento presente
X, =z,

Para uma definic¢ao rigorosa de processos de Markov, precisamos de alguns concei-

tos.

Uma filtragdo no espago de probabilidade (€2, ,P), é uma familia de o-algebra,
{gt}tel’ tal que Sy C Syys C S para todo ¢, s € [0,00). Se X; é um processo estocastico,
podemos construir facilmente uma filtragio, considerando a o-algebra, 3, gerada pelas

v.a. X para 0 < s <t em [, ou seja,
IF =0 { X, s <t}.

Devemos lembrar que a o-algebra gerada por uma v.a. Y é o(Y) = {Y1(T');T € B}.
Chamamos a filtragao {Sff |tel } de filtragao natural do processo. Podemos definir a

filtra¢do browniana como

Definigao 4.1.1. ((Filtracdo Browniana). Seja (2,3, P) um espaco de probabilidade,
no qual estd definido um movimento browniano By, t > 0. Uma filtracao Browniana é uma

filtragao Sy, t > 0, em () tal que:

1. A informagao disponivel no intervalo de tempo [0,s| é suficiente para avaliar Bs.

Ou seja, o browniano é um processo adaptado.

2. Para 0 < t < u, B, — By € independente de 3, (representa a independéncia dos

incrementos futuros).

Definicao 4.1.2. ((Processo de Markov)).
Seja (X¢)i>0 um processo estocdstico definido em um espago de probabilidade (2,3, P) e

IX =0 {X,;s <t} sua filtragio natural. X é um processo de Markov se:

P X, €T 3] =P[X;s €T | Xi] para todo s,t >0 el €B. (4.2)

Se G; é uma filtragdo com I C G;; t > 0, entdo X é um processo de Markov com

respeito a G; se vale (4.2), substituindo ;¥ por G;.

Usando a esperanga condicional para f € B(F) e se f é limitada e mensurével, a

igualdade dada em (4.2),resulta em
E[f(X(t+5) |SF¥]=E[f(X(t+s))| X, Vs,t>0e feB(E). (4.3)
Sabemos que se X é um processo de Markov com respeito a filtracao {gt}tzo e

3X C G, para todo t > 0, entdo X é um processo de Markov com respeito & filtracio

natural {%f( }t>0, portanto usando as propriedades da esperanca condicional temos que

EXiis [ ] = EE[Xis [ G [ 3] = BE[Xeps | Xi] [ 3] = E[Xpp | Xi.
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Onde a segunda igualdade usamos que X é G;-Markov.

Definigao 4.1.3. ((Funcao de transigdo)((ETHIER; KURTZ, 1986) Cap. 4.). A fun-

¢iop:[0,00) x R x B — R € uma fungao de transi¢cio homogénea no tempo se satisfaz:

i) p(t,z,-) é uma medida de probabilidade em (R, B) para quaisquer (¢,x) € [0,00) xR
ii) p(0,x,-) = d,, a massa unitaria em = € R
iii) p(-,-, A) € B(R). para qualquer A € B.
iv) Vale a propriedade de Chapman-Kolmogorov

p(s+t,x )= /p(s,y,F)p(t,x,dy) s,$t >0 zeR, T'eB(R) (4.4)

Podemos associar uma funcgao de transicdo p com a probabilidade, se definirmos
p(s,z, ') =P, (Xs€l) s>0, I'e BR)exzecR. (4.5)
Assim usando a definigao (4.2) e (4.5), temos a equivaléncia
p(s,,T) :=P[Xy, €T | 3¥] 5,t>0, T eB(R) (4.6)
Entao para f € B(R) temos:

| Fwpls, X1, dy) = EIF(X( +5)) | ). (4.7)

Mostremos que o MB, B;, é um processo de Markov usando fortemente a igualdade
(4.3), ou seja, com relacao a sua filtragdo natural. Isto é facil de ver usando a fungao
geradora de momentos, ja que a distribui¢cao condicionada de B;,s dada §; ¢ a mesma
dado B;.

E |:€uBt+s ‘ S’t] - F |:€uBt+s+uBt7uBt ‘ S’t:| —_ euBtE |:€uBt+sfuBt | 3t:| — euBt]E |:euBt+sfuBt:|

= PR [e" BB B = B [e"P | B

’LL[B,H,S—Bt} —Bt]

Na terceira igualdade e ¢ independente de §,; e na quarta igualdade e“/Be+s
¢ independente de B;. Outra forma de provar que o MB é um processo de Markov, é
usando a funcao de transicao do MB. De fato, note que, para uma particao arbitraria

0 <t <--- <ty Sabemos que B;, — By, , €é independente de By, -+, By, _,, Assim
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temos que:
P[Biy =N | Bixy_, = TN_1, .., By, = 71| =
= P[Biy — Biy_, =Ny —Zn-1 ]| Biy_, = TN-1,..., By, = x1]
= P[B;y — Biy_, = TN — Tn-_1]
= P[Biy — Biy_, =Ny —Zn_1]| Biy_, = Tn-_1]
= P[Biy, =2n | Biy_, = n-1].

Que é exatamente o que temos na expressao (4.1). Onde na terceira e quarta igualdade
usamos a independéncia. Observe-se que esse argumento para u > t mostra que as pro-

babilidades de transicao do MB pode ser dadas por

PB,=y|Bi=x = P[B,— Bi=y— 1]
_ L =)
 r(u—t) p{ 2(u—t>}
= ply—z,u—t7T). (4.8)

Onde temos que

1 x?
p(z,t,T) = \/2_7'rt6xp{_2t} t>0.

A expressao (4.8) nos dd um exemplo da importante relagdo entre os processos estocasticos
e equagoes diferenciais parciais (EDP). Para um (y, u) fixado, temos que
v(x,t) = ply —x,u —t,I') como fungao de (z,t) e é solu¢ao de
ov N 1 0%
ot 20x?

Formalmente temos a seguinte situacao:

=0.

estamos interessados na fungdo u(t,z) € R, x R? satisfazendo a EDP

TR
M { u(0,z) = f(x). }

Onde f é uma funcao fixada, vamos a solucao dessa equacao em um objeto probabilistico.

Usaremos a expressao (4.7) como uma defini¢ao, ou seja,

Definicdo 4.1.4. O niicleo do calor p : Ry x R x R ¢ definido pela sequinte férmula:

para qualquer funcdo mensurdvel e integrdvel f : R4 — R
E.[f(B)) = [ F@p(ta.p)dy.

Onde a fungao p(t,x,-) € a probabilidade de transi¢io associada do MB, B; com

1 1
pt..y) = Seap (~ gl — o). (4.9



109

Movimento browniano é um processo de Markov
A seguinte proposicao ird mostrar como a relacdo entre a fungao de transicao e a

4.1.

equacgao do calor

Proposicao 4.1.1. Seja f : R? — R de tal modo que para todo ¢ > 0 e
@)l da.

Existe, entdo a fungio u(t,z) = E.[f(B;)] € solugio de (1) em R, x R? x R%

Demonstracio. E claro que, o estado inicial ¢é satisfeito, usando a defini¢ao (4.1.4), temos

/dfwhﬂt%yﬁw-
,24), entao, usando

que
Se temos p(t,z,y) = p(t,0,y — x), e seja z = y — x com z = (2,
expressao (4.9), temos que
ap(t,0, 2) 1 (B2 — 1
ot - (27rt)§ 2% 2 exp(—g I21%) (4.10)
(4.11)

1 1
) eantc g 1)

Ap(t,0,z2) = @)

Assim temos a igualdade entre (4.10) e (4.11), logo p(t, x,y) é solugao de

l=1*
2t

d
2

5ﬂtﬁy):§AMt%y)

ot
Como [pa |f(z)|e~¢"dz existe, ou seja, é integravel, obtemos que u é solucio de (1), ou

seja
B -
W {um,x) - /(@)

4.1.1 Transcendéncia e recorréncia do movimento browniano

Estamos prontos para discutir a propriedade de transcendéncia e recorréncia

do movimento browniano, como mencionamos na se¢ao (3.2), quando definimos o MB
d-dimensional, B;. Nés comecamos em um ponto x que estd fora do centro entre dois

x€B={xeR'| R <|z]| < Ry}

circulos, ou seja
A notacao P* e E* significa probabilidade e esperanca condicional em Xy = x. Tomemos

o tempo de parada T' como sendo o primeiro tempo que o processo atende a fronteira, ou
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seja, Xr € 0B dado que Xg = x € B. Agora queremos saber: Qual é a probabilidade de

que [|Xr|| = Rs, ou seja, queremos saber
f(x) = PX([[ Xz = R).

Mas isto é o mesmo que
f(x) =E*(9(Xr)).

0 si[lyll="

Onde g é dada por

Sabemos que f(x) é a solucao da equagao do calor, pela Proposi¢ao (4.1.1)

Em B com condi¢oes de contorno

1 se|y||=R
fly) = I = 7
0 se |lyll =R

Uma vez que as condigoes de contorno sobre a EDP sao radialmente simétricas entao a
solucao para a EDP deve ser a solucao radialmente simétrica. Sabemos que a solucao sera

uma fungao de ||x||, assim, seja

2
z=|x[" =37

Portanto
fx) = o(2) = o3 =7). (4.12)

Diferenciando com respeito & i-ésima coordenada temos que

of o5
or, 22,9 (2).

E diferenciando de novo com respeito a i-ésima coordenada temos que

0 f
— =2¢ 220" (2).
Soma sobre todos i = 1,2, -+ ,d temos que
Af(x) =2d¢'(z) +42¢9"(2) =0 (4.13)

Assim temos uma EDO de segundo ordem, se chamamos 1(z) = ¢'(z), a equagao
(4.13) se torna
2di(z) + 4z¢'(z) = 0. (4.14)
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Resolvendo (4.14) por separacao de variaveis, temos que 4z%§) = —2dy(z) o que implica
que ﬁ(f) = —g% integrando ambos os lados para obter

d
Iny(z) = —5 In z + C.
Tomando exponencial em ambos lados temos que
com Ky = e (4.15)

Mas na equagao (4.12) definimos f = ¢, assim integrando (4.15) para obter a f temos

(2—d)

+C. (4.16)

Se definimos K := 252 e usamos que z = ||x||* a expressao (4.16) se torna

f(x)=K|x|**+C. (4.17)

Agora vamos colocar nas condigoes de fronteira. Primeiro f(x) = 0 se ||x|| = Ry, substi-
tuindo em (4.17) temos 0 = KRY @ + C, ou seja, o valor de C' é C = —KR?™, ¢ usando
a segunda condicao de fronteira, f(x) = 1 se ||x|| = R2 e o valor da C' em (4.16), obtemos
que
1=KR? - KR

Ou seja, o valor de K ¢é

1
T ORI RTT
Portanto a solugao de (4.17), substituindo C' e K para d # 2 é

K

x>~ — R
f(x) = "5 - (4.18)
Ry~ — Ry

Se d = 2 em (4.18) temos uma indeterminacao %, entao podemos utilizar regra de 1 "Hopital
com limite d — 2 e como os termos da equagao (4.18) tem expoente 2 — d os podemos

chamar de W2~ ¢ e diferenciando com respeito a d, temos para cada termo que

W = (=InW) (W*9).

Assim equacao (4.18) para d =2 é

(=Inf[x|) + (In &)

fx) = "R, +1nR,

(4.19)

Lembre-se que f(x) ¢ a probabilidade que ||x|| alcangard Ry antes de atingir R;. Assim,

queremos tomar o limite quando Ry — 0 e Ry — o0.
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a)

Suponha que d = 3 na equagao (4.18) e (Ry — o0), entao a equagao (4.18) se torna
1
x R
Fx) =B € (0,1).
R1

Assim R% — 0 quando (Ry — o0), portanto f(x) torna-se:

1o

: TR,
A S =T =g

Ry
[l

Sabemos que R; < [|x|| < Ry o que implica que 0 < < 0. Isto significa que
a particula tem a chance de ir para o infinito. Entao, eventualmente, ela vai com
probabilidade um. (Se ela atinge o circulo pequeno entdo a particula nao esta re-
almente parada. Ela continua e tem a mesma chance de ir para o infinito antes de

atingir um menor circulo em torno de 0). Entao, o MB de dimensao 3 é transiente.

Da mesma forma acontece para qualquer d > 2, ou seja,

lim f(x)=1-— fi

R0 el
Assim, o MB é transiente para todo d > 2.

Agora, suponha que d = 2 e usando (4.19) e fazendo o limite Ry — oo temos que

In Ry — oo portanto lim f(x) = 0.
RQ*}

o0

Logo a particula nunca vai até o infinito com probabilidade. Ele vai manter retor-
nando para o circulo de raio R; sobre a origem nao importa quao pequena seja
Ry > 0. E também ¢ valido para qualquer ponto no plano. O MB atingira qualquer
circulo em torno de qualquer ponto infinitas vezes com probabilidade um. Entao, o

MB em R? é chamado recorrente em uma vizinhanca.

Suponha d > 2 e (R; — 0), entao R % = ? — 00 Logo, usando (4.18) obtemos
que f(x) — 1, quando (R; — 0) e de forma similar, usando (4.19) para d = 2 e
(R; — 0) temos que In Ry — —oo entao de novo f(x) — 1. Isto significa que, para
d > 2 a probabilidade ¢ zero de que a particula nunca vai retornar para a origem.

Entao, quando d = 2 o MB nao é recorrente, s6 é recorrente em uma vizinhanca.
Finalmente suponha d = 1 ¢ (R; — 0), assim temos que

_ =l
Jim fx) =Tt < 1.

O que significa que a particula tem uma chance de ir para a origem e portanto
eventualmente vai com probabilidade um. Entao ele irda continuar voltando porque
nao pode evitar eventos de probabilidade um. E isso é verdade para todos os pontos
na reta. MB na reta vai para cada ponto da reta infinitas vezes, com probabilidade

um. Assim, o MB na reta é recorrente.
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4.2 Movimento browniano é uma martingal

Nesta se¢ao vamos a falar de martingal e sua relagao com MB. De forma intuitiva
uma martingal, a tempo discreto é um processo estocastico {X,, :n=1,2,3,...} que

cumpre a seguinte condicao
E[XnJrl ‘ XO = Xy, 7Xn = :Cn] = Tp.

Ou seja, o valor esperado do processo no tempo futuro n + 1 é o valor de processo no
ultimo momento observado z,,, isto é, uma lei do movimento aleatorio é balanceada ou
simétrica, pois, em média, o sistema nao muda do ultimo momento observado. Estes
processos também sao referidos como processos de (fair play) o jogos justos. Para mas
detalhes sobre as martingais, ver (LAWLER, 2006), (KARATZAS; SHREVE, 1991) e
(BILLINGSLEY, 2012).

Mais formalmente, temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 4.2.1. (martingal) Firada uma filtracio (§;)i>0, um processo estocdstico
(X (t))i>0, com valores em R é uma martingal com relagio a uma filtracio (Ft)i>0, se

X, € adaptado, integravel, ou seja, E[X (t)] < oo e para 0 < s < t temos que

E[X(t+s) | &) = X(t) quase certamente.

Usando a filtragdo natural do MB, definigao (4.1.1) podemos mostrar que o MB,

B, e os processos
2
B2 —t e evBi—%t

Sao martingais. Seja (§:)¢>0 a filtragdo natural do MB, assim temos que B; é adaptado,

mostremos que B, é integravel. Sabemos que o MB, B; ~ N(0,t) e calculemos E[| B[]

E[| B,]] /\/_e 2tdz—2/\/_e Sdz = \/>e|0 —\/><oo

Assim B, é integravel com E[B;| = 0. E para s < ¢, temos que

E[Bt | Ss] = E[Bs + (Bt - Bs) | Ss] - [Bt | Ss] +E[( ) | 35]
= B,+E[B, - B) = B,.

Na terceira igualdade usamos o fato de independéncia que a filtragao §, tem com
as v.a B; e By — B,. Logo o MB, B; é uma Martingal. Mostremos que o processo BZ(t) —t
¢ uma Martingal. Sabemos que E[B?(t)] = t < oo assim BZ(t) — t é integrdvel e temos

ainda
= B? +E[(B, — B,)* +2B.E[(B, — B,)] — t
= B2+ (t—s)+0—t=DB—s.
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Logo B? —t é Martingal.

Sabemos que o MB tem distribuicdo normal com média zero e variancia t , isto é,

Bt ~ N(O7t)

Sabemos que para cada t

u2 u2
E[je*P=% || = e T E[|e"P]] < eF < 0.

2
tu” . ’ ’ .
Logo, e“Pt="2 & integravel, e mas, além disso para s < t

tu? tu? tu?
E |evBi—% | gs} = e TR ["PBIen B | g ] = e T e PE[e B B | ]
tu tu
= e uBsE[euBt s %s] — e~ uBS]E[ uBy_ g]
2 2 2 2
— ef%eu}'gse%(tfs) — @“Bse%(fs) — GUB“**%_

_tu? _su? _w? .
Logo obtemos que E[e“P~2 | §,] = e“P+~"5 portanto o processo e*Pt= 2 é Martingal.

tu2
Na figura (23) temos uma realizagdo tipica Martingal e*#*=2 com t € [0, 1]

N oy / V\\”\

f e o = SO

expluW(ty-tu’/2]

05
t

tu?
Figura 23 — Martingal e“?¢="5~ com t € [0,1] u = .001 e 500 passos

Mas o processo B? e B} com B; um MB nio é uma Martingal, de fato

E[B2|S] = E[(B.— B+ B)*|S] =E[((B.— B)+B)*| 3]
= E|((Bs— B’ +2(B. — B)B, + B}) | &
= E|(B.— B)*| S + 2E[(B. — B)B: | S| + E B} | )]
= (t—s)+0+ B} # B}.
E|B! S = E[(B.~ B+ B)’ | 8] =E|(B. ~ B) + B)" | 3]

[
((Bs = BY)* + B} + 3(B, — B)B} +3(B, — B.)*By | 3]
(B.— B,)*| + B} + 3B?E[(B, — B.)| + 3E (B, — B.)*| B,

E
= E
E
0+ B+ 0+3(t—s)B, # B}
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4.3 Movimento browniano é um processo de Lévy

A importancia do processo de Lévy, é o poder de capturar "saltos”, pequenos ou
grandes, pois, no mundo das financas, risco, crédito, etc, sao principalmente estes modelos
que podem dar conta dos ”saltos” que acontecem de forma mais realista e por causa de
isto, eles constituem uma ferramenta adequada para aumentar a precisao dos modelos
em financas. Eles sao usados para modelar os precos de agoes e estruturas a termo de
taxas de juros, permitindo assim ter uma melhor precisao na precificagao de um derivado
financeiro e gestao de risco. Devemos definir que o que significa "saltar”, pois, ja sabemos
que o MB, nao tem esta propriedade de "saltar” o de modelar um salto, assim devemos
introduzir uma classe de fungoes que tem a propriedade de saltar ou descontinuidade por

salto, sdao as fungoes Cadlag.

Definicao 4.3.1. (Fungdo Cadlag).
A fungio f : [0,T] — R? ¢ Cadlag. Se é continua a direita com os limites a esquerda:
Para cada t € [0,T], os limites

f-) = lim f(s) e f(ty)= Tlim f(s).

s—t,s<t s—t,5>1

Ezistem e f(t) = f(ty)

Se t ¢ um ponto de descontinuidade denotamos por

O "salto” de f em t. No entanto, as fungoes Cadlag nao pode saltar descontroladamente,
mais precisamente, a funcao Cadlag f pode ter no maximo um ntmero contavel de des-
continuidades. ((TANKOV, 2003)); Se X; é um processo estocastico, definimos o salto do

processo X; em no tempo ¢t como
AXt - Xt - th.

Vamos apresentar uma definicao para Processos de Lévy e uma definicao para o conceito

de infinitamente divisivel.

Definicao 4.3.2. (Processos de Lévy) ((TANKOV, 2003)) Um processo estocdstico
cadlag (Xi),5o definido no espago de probabilidade (2,3, P) com valores em R? tal que

Xo(0) =0 € chamado de processo de Lévy se possui as sequintes propriedades:

i) O processo estocastico X; tem incrementos independentes, ou seja, para cada sequén-
cia de tempos t; <ty < --- <tj,asva. Xy, Xy — Xy, Xoy —Xo,, -+, Xo, — Xy, -

Sao independentes.

ii) O processo estocastico X, tem incrementos estacionarios, ou seja, para 0 < s <t a

distribuicao de X;,. s — X; nao depende de ¢.
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iii) X; é estocasticamente continuo, isto é, para todo € > 0,

m P ([ X0 — Xif) > €) = 0.

A terceira condi¢do nao implica que os trajetérias do processo sdo continuas, mas sim
que os saltos de X; nao acontecem em tempos deterministicos. Sdo muitos processos

estocésticos que atendem esta definicdo, apenas vamos nos concentrar no MB.

Definigao 4.3.3. (Infinitamente divisivel) Uma v.a. X € dita ser infinitamente divi-

sivel se para todo n € N, existem n varidveis aleatorias identicamente distribuidas (i.i.d)
X1, Xo, -+, X, tais que
XLX +Xo+ 4+ X,

Seja X uma v.a. com distribuicdo f. A relagdo entre o conceito de fungao carac-

teristica e infinitamente divisivel e dada pela Proposicao.

Proposicao 4.3.1. Seja uma v.a. X com fungio de densidade f(x) e fung¢do caracteristica
ox (u), X € infinitamente divisivel se para todo n € N ezistem n v.a. independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d) X1, Xo, -+, X, cada uma com fungdo caracteristica

ox, (u) que satisfaz

ox (u) = (ox, (u)".

Demonstragao. Supor que

XLX +Xo+ 4+ X,
Onde X1, X5, -+, X, sdo v.a. independentes e identicamente distribuidas (i.i.d), assim
fx (@) = fxi1 x4t x, (2).

Logo sabemos que existe uma correspondéncia entre distribuicao de probabilidade e fungao

caracteristica, entao
Ox (U) = Ox14 Xt X, (W) -
Como as v.a. X1, Xs, -+, X, sdo independentes implica que

¢x (1) = x, (u) X ox, (w) X -+ X ¢x, (u) .

Como as v.a. X1, Xy, -+, X, sdo identicamente distribuidas implica que

ox (u) = (ox, (u)".



4.3. Movimento browniano é um processo de Lévy 117

Existe uma relagao entre os processos de Lévy e distribui¢oes infinitamente divisi-
vel. Dado um Processo de Lévy (X}):>0, entdo X; tem uma distribuigao infinita divisivel
para todo t € [0, T], ((SATO, 1999)) e de forma inversa temos que, para cada distribuigao
infinitamente divisivel, sempre existe um Processo de Lévy ((SATO, 1999)). E extrema-
mente importante, pois significa que temos uma correspondéncia 1 — 1 entre distribui¢oes
infinitamente divisiveis e processos de Lévy. Assim como veremos, distribui¢bes normais

geram MB, por exemplo.

Proposicao 4.3.2. Seja X; um processo de Lévy real no espago de probabilidade (2,3, P),

entdo, o processo Xy tem uma distribui¢do infinitamente divisivel para todo t € [0,T]

Demonstracao. Considere a realizacao X; no tempo t. Particione o tempo ¢t em n € N

intervalos usando t; = @(%), assim, temos que

X = (X — Xip) + (Xpy — X)) +-- + (X, — Xi, ).

Como X; é um processo de Lévy, entao os incrementos sao independentes e identicamente

distribuidos, portanto a funcao caracteristica pode ser escrita como

ox () = (dx,—x,, ()"

Logo, a distribuicao de X; ¢ infinitamente divisivel. O

Sao numerosas as distribuigdes que sao infinitamente divisiveis, alguns exemplos.

Exemplo 4.3.1. Distribui¢io normal: Usando a Proposi¢io (4.3.1) acima, nés podemos
facilmente deduzir que a distribuicao normal é infinitamente divisivel, pois, de fato, seja

X wv.a. tal que X ~ N (u,0?%) Sabemos que:

. Ly o] 1,07
up — Juto”| =exp n | fu — Juto—

_ [exp (wZ - ;uz'i)]n = 62 ()]

ox (u) = exp

Onde X7 NN(“ ”—2)

n’ n

Exemplo 4.3.2. Distribuicio de Poisson: Usando o mesmo argumento, podemos concluir
que a distribuicdo de Poisson € também infinitamente divisivel, de fato, seja X wv.a. tal

que X ~ Poisson (\), entao sabemos que:

oxto) = e 1)) = (e [} (1)) = o ]

Onde X = ~ Poisson (A)

n
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Exemplo 4.3.3. Distribuicao Poisson compensado: Suponhamos agora que X € uma
varidvel aleatoria, que distribuiu X ~ Poisson(\) e que {Z;;1 > 0} é uma sequéncia de
v.a.1.1.d. independentes de X com distribuicao comum F,, logo a wvariavel aleatoria X

X ~ PC (M F,). sabemos que a fungao caracteristica de X é

ox (u) = exp

[ (e =1)ar. (dy)] . (4.20)
R
Se tomamos cada varidvel Y* ~ PC (%, Fz) temos que a v.a. X € infinitamente divisivel

Exemplo 4.3.4. Cauchy

Seja X v.a. que distribui X ~ C(b,a), sua fungao caracteristica €:
dx(w) = exp(iaw — blw|) (4.21)

Assim temos que:

law M

= Ceaptiaw — ol = (can " = W) ) — (canticth = Lyt

3=

ox(w)

Isto significa que uma v.a. de Cauchy X com parametros a e b tem uma distribuicdo
idéntica com as somas den v.a. de Cauchy (i.i.d), cada uma com parametro de localizag¢ao

& ¢ par@metro de escala 2.
n n

Exemplo 4.3.5. a distribuicdo de uma v.a. uniforme é uma distribuicio que ndo infini-

tamente divisivel.

A representacao Lévy-Khintchine nés fornece as fungoes caracteristicas de todas as
distribuic¢oes infinitamente divisiveis. Em outras palavras, ele da as fungoes caracteristicas
de todos os processos cujos incrementos seguem distribuig¢oes infinitamente divisiveis, o
que d& uma caracterizagao de variaveis aleatorias infinitamente divisiveis por meio de suas

funcoes caracteristicas. Mas, primeiro, é preciso apresentar duas defini¢bes importantes.

Definigao 4.3.4. (medida de Lévy) ((TANKOV, 2003)) pdg 88: Seja (X;)i>o um pro-
cesso de Lévy em R A medida v em (RY, B(R?)) definida por.

v(A) =E[#t €[0,1]: AX; #0,AX; € A] com A € B(R?) (4.22)

é chamada medida de Lévy de X : v(A) é o niimero esperado de saltos, por unidade

de tempo, de um tamanho pertencente A

Defini¢do 4.3.5. (Medida de Radon). Seja E C R%. A medida Radon em (E,B)
¢ uma medida p tal que para cada conjunto mensurdvel compacto B € B, temos que
u(B) < oo
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Teorema 4.3.1. (Teorema da representaciao Lévy-Khintchine) ((TANKOV, 2003))
Seja F uma distribuicdo infinitamente divisivel em R%. Sua fungio caracteristica pode ser
representada como:

Pp(z) =e¥® 2 e RE
Com

9(z) = —5 o, A2) i (2 + [ (€5 =1~ izl ().

Onde A é uma matriz simétrica positiva n x n, v € R? e v é uma medida positiva Radon
em R%\ {0} verificando:

/ |lz|?v(dr) < oo.
e <1

/Ir>1 v(dr) < oo.

Onde v é chamada de medida de Lévy da distribuicio F.

A demonstragao pode ser obtida em ((TANKOV, 2003)) Teorema 3.1 e 3.2 pag 95-
pag 97; (SATO, 1999) p.37-p.47. Sabemos que um movimento browniano é um processo
de Lévy, de fato, como o movimento browniano tem trajetérias continuas, em particular,
¢ um processo Cadlag e é estocasticamente continuo, também sabemos que o MB tem
incrementos independentes e estacionarios, logo sao satisfeitos todos os item da defini¢ao
do processo de Lévy. E importante notar que o movimento browniano é o tinico o processo

de Lévy continuo gerado por uma distribuicao normal.

Teorema 4.3.2. Seja X, um processo de Lévy continuo. Entdo existem v € R e uma

matriz simétrica definida A tal que positiva
Xt = "}/t + Wt.

Onde W; é um movimento browniano com matriz de covariancia A

Demonstracio. E o suficiente demostrar que X tem distribuicio Gaussiana, o resto se-
guirad a partir da estacionalidade e independéncia dos incrementos. Vamos usar o Teorema
de representacao de Lévy-Khintchine, 4.3.1. Usando a definicao de medida de Lévy, a de-
finigdo (4.3.4), temos que, a medida de Lévy do processo X; é zero para todo t, ou seja,
v = 0. Assim, usando o Teorema de representacao de Lévy-Khintchine, Teorema (4.3.1),

temos que o processo de Lévy, X;, tem uma funcao caracteristica representada como:

Com
P(a) = =g (m Ay i, 2) + [ (€5 = 1= gz o).
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Mas como v = 0 temos que

1 .
Logo
dx, (2) = E[e™] = e~z (mANTIE) o Rd

que ¢é a funcao caracteristica do MB com Drift que é um processo gaussiano, com matriz

de covariancia A. Como queriamos provar. ]

4.4  Processos construidos a partir do movimento browniano

Esta secao é muito importante, porque quando vamos tendo diferentes configu-
racoes para o MB, comecam aparecer processos estocasticos diferentes com ou sem as

propriedades do MB e muitos destes processos tem diferentes aplicagoes.

441 Movimento browniano com ponte
Seja (By)i>0 um MB. Considere o processo
t
Bb = Bi— =Br te€[0,T] com T >0

O processo Bb; é chamado de (Movimento browniano com ponte ou bridge). Note

que:

1. O processo Bb; é um processo gaussiano, pois, B; e By o sao. De fato
t B, t
Fpy(x) = PBy<z|=P|B,—=Br<vu — - —
Bbt() [ t—] [t TT_] [\/— T\/— T—\/—]
By t Br

t T
i = A T TVivT < i
By

t x
v ey v LT v v

- #[ () < i) =P B < v

= P[Bl -

T
[“(ﬁﬁ—w] L O
fl)\/T
VI
ZO \/27re Y

: _ _NT
Assim, se chamamos a = D temos que

F Bbt d?J

NS
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logo Bb; é gaussiano.
2. Em t = 0 temos que Bbg =0 e em t =T temos Bbyr = 0.
3. O processo Bb; é um processo continuo, pois, B; é continuo.
4. A esperanca do processo Bb; e zero, ou seja,
t

E[Bb] = E[B, ;BT] _E[B] - ;E[BT} —0-20=0.

E sua variancia e dada por

VIBb) = E[(Bb —E[BW)Y] = E[(Bb)] = E[(B)? - 20:BBr + (7)*(Br)?
= El(B)) ~ 2 E(B.Br] + (7 EI(Br)] =t — 2214+ (T
= t<TT_ ) t€[0,7) com T > 0.

O processo Bb; é gaussiano e a v.a. By também é gaussiano, assim podemos concluir

que sao independentes se sua covariancia é zero, isto é calculemos a covariancia

Cov[Bb;, By] = E[(Bb, — E[Bb])(Br — E[By]]
— [E[BbBr — BWE[By] — E[Bb]Br + E[Bb,|E[Br]]

t t
— E[BhB]| =E|(B, TBT)BT} _E [BtBT — - ByDy

t t
= E[B:Br] — TIE [BrBr] = min(t,T") — T min(T,T) =t —t=0.

Como Bb; e Br sao processos gaussianos, temos a independéncia. Calculemos a

covariancia
t
Cov[Bb, Bb,) = E[ByBb] =E |(B, — =Br)(B. — %BT)

S t st 9

— E[B.B,) - ZE[B.Br] - ZE[B,Br] + 2;E[B}]
t t
= min(t,s) — %min(t, T) — T min(s,T') + % min(7,T")
t t
= min(t,s) — %t — 78 + %T
t

= min(t,s) — % t,s €[0,7] com T > 0.

A seguinte Proposicdo mostra mais uma grande diferenca entre os processos brownianos

com ponte e o movimento browniano.

Proposicao 4.4.1. O processo estocastico browniano com ponte, Bb; nao tem incrementos

estaciondrios independentes.
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Demonstracao. Sejam Bb; um processo browniano com ponte e uma particao arbitraria
de tempos

O=to <ty <tp <tpgr--t, <T
Mostremos que nao tem incrementos independentes, como as v.a.
Bby, — Bby,_, e Bby,,, — By,
sao processos gaussianos basta mostrar que,
Cov [(Bby, — Bby,_,), (Bby,., — Bby,)| #0

Entao, temos que
Cov [(Bby, — Bby,_,), (Bby,,, — Bb,)| =

Cov |(Bby,, Bby,,,)| — Cov[(Bby,, Bby,)] - Cov [(Bby,_,, Bby,)| + Cov |(Bby,_,, Bby,)| =

t t t2 . t t — . t t —

tktk+1> ti ( tk+1tk—1> ( tktk—1> B
<tk T 23 i lk—1 T + | te—1 T )=

Tty — titpr — Tty + 17 (Tt — tipaty—n) n Ttpy — et _
T T T
7 — thy1te + te—1tes1 — L1ty _
T

te(te — tegr) + too1 (b1 — i)

T #0 paratodo k€ {1,2,--- ,n}

Portando

Cov |(Bby, — Bby,_,), (Bby,,, — Bb,)| #0
Logo, nao tendo covariancia nula, o browniano com ponte, Bb;, nao é um processo de
incrementos independentes. Mostremos que nao tem incrementos estaciondrios, ou seja,

devemos mostrar que a v.a. Bb;, 45 — Bb;,_,+, nao tem a mesma distribuicao que a v.a.
Bb,, — Bby, _,, isto ¢,

d
Bbtk+h - Bbtk71+h ?é Bbtk - Bbtk71
Sabemos que
E |:Bbtk+h — Bbtk_1+hi| - 0 - ]E |:Bbtk - Bbtk_1:|

Calculemos a variancia da v.a. Bby, — Bby,_,, assim temos que

(T —1 te1(T — tg_
v [Bby, — Bb, ] = VB - v [y, ] = BT Tt

_ Tt That e (ol

= T — k — k—l)i
12— 12

_ (tk _ tkz—l) _ %
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Calculemos a variancia da v.a. Bby, 1, — Bby,_,+r, com h > 0, assim temos que

V [ Bbysn — Bbi,_,4n] =V [Bby ] = V [ Bby,_, 1]
(te + )T — (tp +h)]  (tk1 + R)[T — (tg—1 + h)]

T T
eI =t —h)] [(tk—l + )T —tp 1 — h)]]

T T
[Tty =t + hT — 2hty, — h? Tty —t2_ | +hT —2hty_y — h?
- [ | : |
[Tty — Tty + 2hty—y — 20ty —2ht_y +t3_, — 12
o R S R e S
[Ttk — tre1) + Aty — 2t — 2t51) + 17, — 1}
| L |
[T =ty + 7, — ti} N [h(tkl — 2ty — 2tk1)1

T T

# V [Bbti — Bth} para h > 0 e para todo k € {0,1,--- ,n}.

Portanto a v.a. Bb;, — Bby,_, tem distribuicao normal

thy — 1}
Bbtk — Bbtk,l ~ NN (O, (tk — tkfl) — T >

e av.a. Bb, v, — Bby,_ 4, tem distribuicao normal

£ =12 h(te1 — 2ty — 2t
Bbtk‘Fh_Bbtk_l—i—hNN(O, (tk_tk—l) k—1 k + (k: 1 k k 1))

T T

Portanto, Bb;, é um processo que nao tem incrementos estacionarios. O
Em resumo, o processo browniano com ponte, Bb; é um processo estocastico gaus-

siano, centrado com incrementos nao independentes nao estacionarios. Isto acontece por

condicionar o MB a seu valor final nulo e anular o valor, no intervalo considerado, o que

faz perder sua natureza original. Na figura (24) temos um movimento browniano com

ponte para T'= 1 com 500 passos.

4.472 Movimento browniano com Drift

Seja (Bt)i>o um MB. Considere o processo
BDy=put+0oB; t>0,peReoc>0

O processo BD; é chamado de (Movimento browniano com Drift ou tendéncia ou

aritmético)). Note que:
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Figura 24 — Movimento browniano com ponte para T =1 com 500 passos

1. O processo BD; é um processo gaussiano

Fpp(z) = P[BD;<z]=Put+ 0B, <z]=P[oB, <z —put] 3 auto-similar

x—put

o/t
— ut 1 2
B, < " ] = / —e_%dy.

= P[a\/%Blga:—ut}:P

o\t

Se derivamos Fpp(z) com relagdo = obtemos a funcdo densidade fpp(z) de uma
v.a. normal com média ut e varidncia o*t, onde

Y
1 _ (e—ut)?

—= _— 202t d
fBD(a:) [o 0\/27rte *

também podiamos usar o Teorema (3.2.2). Logo o processo BD; é um processo

gaussiano.
2. Em t = 0 temos que BDy = 0.
3. O processo BD,; é um processo continuo, pois, B; é continuo.
4. A esperanca do processo BD; e ut, ou seja,

E[BD;] = E[ut + 0B;] = ut + oE[B;] = pt + 0 = ut
E sua variancia dada por
V[BD,| = V]ut + 0B, = 0 + 0*V[B,] = o*t.
E sua covariancia

Cov|BDy, BDs] = Cov[(ut+ oBy), (us + 0Bs)]
= Covlut, us| + Cov[ut, o Bs] + Covlus, 0 By| + Cov|[o By, 0 By]
= 0+0+0+ 0°Cov[By, Bs] = o®min(t, s).

Proposicao 4.4.2. O processo estocdstico browniano com Drift, BD; tem incrementos

independentes e estaciondrios.
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Demonstracao. Sejam BD; um processo browniano com Drift e uma particao arbitraria
de tempos

O=tog <ty <tp <tpar--t, <T
Mostremos que tem incrementos independentes, como as v.a.
BD,, — BD,, , e BDy 6 — BDy,
sa0 processos gaussianos basta mostrar que
Cov [(BDy, — BDy,_,),(BDy,,, — BD,,)| =0
Vamos a escrever C' = Cov, por razoes de espaco Entao, temos que
Cov [(BDy, — Bby,_,),(BDy,,, — BDy,)| =

C {(BDtkﬂBDtkH)} - C[(‘BDtk’BDtk)] -C |:(BDtk—17BDtk+l>i| +C [(BDtk717BDtk>:| -

O'2 min(tk, tk+1) — O'2 min(tk, tk> — 0'2 min(tk,h tk+1) + 0'2 min(tk, tk,1 =

= 0%ty — oty — 0%ty + oy

= 0 paratodo k€ {1,2,--- ,n}
Logo, tendo covariancia nula, o browniano com Drift, BD,, é um processo de incrementos
independentes.

Agora mostremos que tem incrementos estacionarios, ou seja, devemos mostrar que a v.a.

BDy, vy, — BD,, 45 tem a mesma distribuicao que a v.a. BD;, — BD,, _,, isto ¢
BDy, 4, — BDy,_,on £ BD,, — BD,, , com h >0
Sabemos que
E|BDy+n — BDtkfﬁh} = E[BDyn] —E {BDtHHJ = (i +h) — p(ts—1 + 1)
= u(ty —tx—1) paratodo k€ {1,2,--- ,n}
= E|[BD, - BD,,_,|.
Calculemos a variancia da v.a. BD;, — BD,, ,, assim temos que
V|BD, —BD,_,| = VI[BD,]-V BD,_,| =0’ — 0’
= 0*(tp —tx_1) paratodo k€ {1,2,---,n}.
Logo
V [BDy, — BDy,_,| = 0*(tx — tx-1)
Calculemos a variancia da v.a. BDy, v, — BD,, ,4+n, com h > 0, assim temos que
V [BDysn — BDi_in] = V[BDiy 4] =V [BDi_, ]
= 0'2(tk + h) - 02<tk_1 + h)
= 0*(ty —tp_1) para h >0 e paratodo k € {1,2,--- ,n}.
O
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Portanto a v.a. BDy, — BD,, , tem distribuicao normal
BD,, — BDy,_, ~ N (p(ty — ti1),0*(ts — tx1))
eav.a. BDy 1, — BD,, 1 tem distribuicao normal
BDyy i = BDyy_on ~ N (p(t = tr1), 0> (b — tr1))
Portanto temos que
BDy, = BDy_in ~ N (plty — trr), 0% (b — ti1)) ~ BDy, — BD;,_,

Em resumo, o processo browniano com Drift, BD; é um processo estocastico gaussiano,
centrado com incrementos independentes e estacionarios. Na figura (25) temos um movi-

mento browniano com Drift para ¢ € [0,100], 4 = 0.1 e ¢ = 0.1 com 200000 passos.

wEif

£
t

Figura 25 — Movimento browniano com Drift para ¢t € [0,100], = 0.1 e ¢ = 0.1 com 200000 passos

4.4.3 Movimento browniano geométrico
Seja (Bt)i>o um MB, Considere o processo
BG; =B >0, pc€Reo >0

O processo BG; é chamado de (Movimento browniano Geométrico). Note que:

1. Em ¢t =0 temos que BGy = 1.

2. O processo BG, é um processo continuo quase certamente, pois, a fun¢ao exponencial
é continua e B; é continuo, logo a composta de fung¢des continuas é uma funcao

continua.

, a2t .
3. A esperanca do processo BG; é e/t 72 | ou seja,

o2t o2¢
E[BGt] = E[eut+oBt] — eMtE[eaBt] — e#tE[ea\/fB1] — e,uteT _ e'“tJrT“
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Onde na terceira igualdade usamos o fato de B; ser % auto similar, na quarta igual-

dade usamos o fato que By ~ N(0,1). Calculemos sua varidncia, usando o fato que

V[X] = E[X?] — (E[X])? calculemos primeiro o termo E[X?]

IE[BG?] - [(e“t”Bt)z} _F [€2ut+203t] _ QQMtE[GQJBt]
_ eZMtE[€20\/ZBl] _ 62ut€4"22t _ e2ut+20'2t

Onde na quarta igualdade usamos o fato que B; é % auto similar e na quinta igual-
dade usamos o fato de By ~ N(0,1). Assim podemos calcular sua variancia, ou

seja,

V[BG,] = E[BG? — (E[BG,))? = 2ut+20%t _ (e“ﬂrait)Q

2 2 2 2
- 2ut+20%t (e2ut+cr t) — 2ttt [ea t 1} .

4. Para s <t temos que B; — By e B, sao independentes e também que

B —B,<B,_,

usando (C' = Cov) podemos calcular a covaridncia, Entao, temos que

— E {eu(s+t)+o(Bt+Bs)} —

0'25 0'215
T et

_ R [ea (Bi+Bs) } )

_ HOR [ecr (Be+Bs— BS+BS)} _ e(sﬂ)(w%)

= AR [7 BB | [¢2P:] - 5D+ 552
— MR [eaBt } { 2035)} _ (st (5

= AR [V E [2oVEBi] (D) (255
L st g5 (1-8) 2075 _ s+ (it 252

L o) g () o2 _ (s ) (it 7o)

_ e(s+t)(u+d2s (6023 . 1) _

Onde na igualdade quinta usamos a independéncia, na sexta igualdade usamos o

fato que B; — B, 4 B;_,, na sétima igualdade usamos o fato que B; é % auto similar.

5. O processo browniano geométrico, BG; é um processo estocédstico com distribuicao

lognormal, com parametros ut e o+/t, ou seja BGy ~ LogIN (ut,o+/t), de fato
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Fpa,(z) = P[BG, <] =P8 < z] =Plut + 0B, < In ]

(Inx—pt)
oVt

_ (nz—pt), o B _ (Inw—pt), L
= BB < — =Bl < )= 4 et

Agora diferenciando Fpg, () em relagdo a x, podemos obter a fun¢ao de densidade,
isto é,

2
L (hce)
l’ = 76 g
fpa.(7) oa/2mt

6. Para mostrar que BG; nao tem incrementos independentes. sabemos que se X e Y

sdo v.a. independentes implica que Cov[X, Y] = 0, entdo vamos a supor que
X = BGtk - BGtk—l e Y= BGtk+1 - BGtk

sdo v.a. independentes e mostremos que a Cov[X, Y] # 0.

Para uma particao arbitraria de tempos
O=to <ty - <tp <tpp1---t, <T
usando (C' = Cov) podemos calcular a covariancia, Entao, temos que
C[X,Y] =C[(BG,, — BG,,_,),(BG,.,, — BG,,)
= C|(BGy),(BGy,,)| — C(BGy,), (BGy,)]
— C[(BGy,_,), (BG,,,)| + C[(BGy,_,), (BG,)]

_ -e(tk+tk+1)(ﬂ+022tk) (eo-th . 1>:| . |:62(tk)(.u+022tk) (eaztk _ 1>:|

_ e(tk—1+tk+1)(#+62t§71) (602%’1 — 1)]

+ e(tk—1+tk)(ﬂ+02t§71) (eUth—l _ 1)1

etk _ 1)

th 021&
e(tk+tk+1)(ﬂ+Tk) _ 62(tk)(:u+ Qk):|

2¢ 24y
et le tom 1) (kT4 =L) _€<tk1+tk)(u+”§1)]

60 (etk ,LL+ 2 ) [ tk+1(ﬂ+ 2 )_ etk(“+o_2t§1)‘|

o2 fk 1 o2ty o2ty
o“tio1 _ 1) [ ete-1bt—=) ) | pterr (bt —=—) _ ptr(ut—5—)

Para k € {1,2,--- n}

| Il
O/‘\/\/‘\/\l

4

Logo temos uma contradi¢ao, portanto as v.a.

X = BGtk — BGtk—l e Y= BGtk+1 - BGtk
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nao sao v.a. independentes entdao o processo BG; nao tem incrementos independen-

tes.

7. Para mostrar que BG; nao tem incrementos estacionarios, para uma particao arbi-
traria de tempos
O0=tg<ty--- <tk<tk+1-"tn§T

sO temos que mostrar que as v.a.
BGy, +n — BGy, e BG, — BGy
tem distribuicoes diferentes, ou seja,
BGy, 11 — BGy, ;é BGy, — BGy
Entao, calculemos as esperancas

o2
E[BGtk—l-h — BGtk] = E[BGtk—l-h] - E[BGtk] = |:6#(tk+h)€2(tk+h)

_ (emtk)e”j(tk)) [eu(h)e";(h) 1|

_ [eﬂ(tk)eaj(tk)]

E[BG,, — BGy] = E[BG,]— E[BGy = [eu(tk)e"f(tk)] -1

Logo temos que E[BGy, .+, — BG4, | # E[BG;, — BGy) e calculando suas varidncias,

temos que

V[BGyn — BGy] = V[BGyn] = VIBG,,] = [0t e (et (oot — 1)

V[BG,;, — BGy] = V[BG,]|— V[BGy =V[BG;]—1]
[6%(%)602(%)} (eUQ(tk) _ 1) )
Logo temos que V[BGy, 1+, — BGy, | # V[BGy, — BGy). Portanto, as v.a.
BGthrh — BGtk e BG}L — BGO

nao podem ter mesma distribuicao.
Note que se chamamos
Zt = hl[BGt] = ,ut + O'Bt
0 processo Z; ¢ um movimento browniano com Drift, logo tem distribui¢do normal

e incrementos independentes e estacionarios.

Em resumo, o processo browniano geométrico, BG; é um processo estocastico nao
gaussiano, é lognormal, com incrementos nao independentes e nao estacionarios. Na figura
(26) temos um movimento browniano geométrico para t € [0,1], 4 = 0.2 e 0 = 1 com

1000 passos.
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‘ —
WV/W*WVM i
/M/w
/M/"

Figura 26 — Movimento browniano geométrico para t € [0,1], u = 0.2 e 0 = 1 com 1000 passos

4.4.4 Processo Ornstein-Uhlenbeck

Seja (By)i>0 um MB. Considere o processo

oe Pt

V28

BO, = ve Pt + Boosi_; parat>0,3>0como R

O B é chamado de coeficiente Drift e o 02 é pardmetro de difusdo, o processo BO; é

chamado de (Processo Ornstein-Uhlenbeck).

1. SetZO,BOOIU+ BOZU

_a_
V28
2. O processo BO, é continuo, pois B; é continuo e a funcao exponencial é continua.

3. A esperanca do processo BO; é

. oe Pt : oe Pt
E[BO, = E|ve™? JFWBEW_1 :E[Ue*ﬂ +E WBW_I

oe Pt oe Pt Bt

E[B.s: 4] = ve Pt + * (0 =ve”
vag e VT

= pe Pt +

Calculemos sua variancia,

a0 iy oe Pt
V[BOt] = V |ve + ﬁB@ﬂt,l =V ['U@ :| + \% WBleBtfl
0.26—2515 0.26—26t 0.2
=0 V [Bupi_i] = ——(*Pt — 1) = —(1 — 729,
* 26 [ e2p *1] 2/6 (e ) 2/6( € )
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E calculamos sua covariancia, com 0 < s <t

Cov[BO,, BO,] = E[BO,BO,] — E[BO,|E[BO,]

ge Pt oge B
— ]E [(Ue_ﬁt + m BEQ,Bt1> ('Ue_ﬁs + m862531>‘|

—pt —Bs
-l e e e )
‘ B

—Bs —ft
oe o
= E lve‘ﬂtve_ﬂs + ve Pt

o g€

Boss_| +ve P®

—pBt —Bs
+ E [UjﬁBezm_la\jﬁBezgs_ll — ve Plye P

= ve Plye™Ps +

—pt —Bs
ge ge
[B,2pt_1 Beass_1] — ve Plye=Ps

—E
V26 V20
oe PtgePs )
= min(e?’ — 1,2 — 1)
V20 V2B ’
— ﬂaeiﬁs (eZﬁs _ 1)

28 V2P
2

g
_ T (e Bls) _ B9y
2

4. O processo Ornstein-Uhlenbeck, BO,; é um processo gaussiano, de fato

ge Pt

_ V28
= Ploe P Bas_; < (x — ve‘ﬂt) \/ﬁ}
[ (x — Ue_ﬂt) \/ﬁ]

= ]P) BEQBt_l S Oe—ﬂt

Fpo(z) = P[BO, <] =P |ve ™ + Bpse_ | <

S e B, < (95 — ve—ﬁt> \/%]

oe Bt

(x - Ue_ﬁt) V2p3

= P|B; < P|\B <x Ueﬁt) 2
B P oeBty/e2Bt —1 | b= oV 1 — e 25t
(acfvefﬁt)\/ﬁ
oV1—e—28t 1 5
y

Onde na quarta igualdade usamos o fato que B; é % auto similar e na quinta igual-

dade usamos o fato que By ~ N(0,1) Agora derivando Fpo(x) em x relagdo, ob-

. ) - _ A g2 _
temos a funcdo da densidade fpo, com média ve™? e varidncia ‘2’—5(1 — e %), ou
seja,
1 (:‘vf’ue_ﬂt)2
1 T 252020
fBO(];) = e 28

o/ 1—e—28t
Vi 2777\/ﬁ



132

Capitulo 4. Movimento Browniano e alguns processos relacionados

Logo BO; é um processo gaussiano.

. Para mostrar que BO, nao tem incrementos independentes, é suficiente se mostramos

que as v.a. BO,,,— BO,; e BOs— BO, tem covariancia diferente de zero, pois ambas

v.a. tem distribuicdo Gaussiana. Entao, para uma particdo arbitraria de tempos
O=to <ty <tp <tpp1--t, <T
sO temos que mostrar que as v.a.
BOy, +n — BOy, e BO, — BO,
tem covariancia diferente de zero, ou seja,
Cov [(BGy,+n — BGy,) , (BG, — BGy)] # 0

Entao,
Cov [(Botk+h - BOtk> s (BOh - BOO)] =

= Cov|[(BOy 1), (BOp)| — Cov[(BO¢,+4) , (BOy)]
— Cov[(BOy,), (BOy)| 4+ Cov[(BOy,) , (BOy)]

_ ("2 (e=00) _ e-ﬁ@k“h))) ~ Cou[(BGuy ), (v)]

23
2

= (e — ey )k o (86, )

2 2
_ 9 Bt (1 208 __ [ Z Btk [hB _ —hB
7256 k(le )O 256 ’C{e e}—i—O
- ﬁe—ﬂ(tw [1 2B _ hB e—hﬁ]

23

# 0 parake{0,1,--- ,n}.

logo temos que
CO'U [(BOthrh — BOtk) s (BOh — BOO)] 7é 0

Assim, temos que BO; nao tem incrementos independentes.

O processo BO; nao tem incrementos estacionarios. Entao, para uma particao arbi-
traria de tempos

0=ty <ty <ty <tppr--tn <T

temos que mostrar que v.a.
BOtk-H‘L - BOtk_1+h € BOtk - _BOtk_1

tem distribuicoes diferentes, ou seja,

d
BOtk-f—h — BOtk_1+h 7& BOtk — BOtk_1 ou BOtk-i-h — BOtk_1+h ”~ BOtk — BOtk_1
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sabemos que ambas v.a. tem distribuicao normal, calculemos suas esperancas

E[(BOym) = (BOu 1a)] = E[(BOwu)] —E[(BOy )]
— pe 2Blrth) _ 4 o—28(tk—1+h)

— e 2Bh (6—25(tk) _ e—zﬂ(tH)) _

e para a outra v.a. temos que

E |:<B0tk) - (BOtk—l):| = E [(BOtk)] —E |:(B0tk~—l>:|
— pe 2Ptr) _ e=2Btk-1) — (6*25(%) _ 6*25(%71)) )

logo temos que as esperancgas sao diferentes, isto é,

K [(BOtk+h) - (BOtkfl+h>:| 7é E [(BOtk) - (BOtkﬂ)}

Agora calculemos suas variancias

4 [(BOtwh) - (BOtk—l‘f'h)} = VI[(BOym)] =V [(BOtk—l-i-h)}

_ (1 _ €—2ﬂ(tk+h)) _ o (1 _ 6—26(tk71+h))

23 23
= Uiefwh (efwtkfl _ efzﬂtk) '
26

e para & outra v.a. temos que

V[(BO,) = (BO,_,)| = VI(BO,)]-V[(BO,_,)]

2

— ;6 (1 _ e—wk)) _ ;ﬁ (1 _ e—w(tk_l))
— U; (6—25%71 _ 6—25tk) '
2

logo temos que as variancias sao diferentes, isto é,

V [(BOy1n) = (BOy_11)| # V [(BO,) = (BO,, )]

Portanto as v.a. tem distribui¢oes diferentes, ou seja,

d
BOthrh — Botk71+h 7£ BOtk — BOtk,1 ou BOtk+h — BOtk71+h < BOtk — BOtk71

Logo o processo BO; nao tem incrementos estacionarios. Mas o processo BO; tem
incrementos estacionarios no modo condicional (assintoticamente estacionario), ou
seja, a ideia é condicionar o processo comecar BOy = 0 e ndo em BOy = v, e assim
temos que as esperancas sao as mesmas independentemente do tamanho de salto
h > 0 e logo, para o coeficiente Drift, 3, damos uma condicdo assintdtica, ou seja,
b — 400 ou B — +0 e assim temos que as varidncias sao "iguais” no infinito ou

muito perto do zero, isto é, o processo BO; é estacionario assintoticamente.
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Na figura (27) temos um Processo Ornstein-Uhlenbeck parat € [0,1], f =2, 0 = 0.01

e v = 0.2 com 300 passos.

Ornstein

05
t

Figura 27 — Processo Ornstein-Uhlenbeck para ¢ € [0,1], 5 =2, 0 = 0.01 e v = 0.2 com 300 passos

4.45 Movimento browniano fracionario

Agora vamos a falar do (Processo fracionario do movimento browniano),

mas lembre-se defini¢do de ser um processo auto-similar de ordem H, com H € (0, 1).

Definicao 4.4.1. Um processo estocastico em R é chamado de H-auto similar, ou H-as,
com H € (0,1) se
Ya >0, V>0 X, <a’X,

Note que se o processo X; é H-as temos as seguintes propriedades

1. Se o processo X; comeca t =0 X, = 0 implica que t"X; =0
2. Se o processo X; é continuo para todo ¢ implica que 7 X; também ¢é continuo.
3. Se o processo X; é gaussiano para todo ¢ implica que t¥ X; também é gaussiano.

4. Se o processo X; tem E[X;] = 0 para todo ¢, implica que ¢ X; também tem valor

esperado igual a zero, ou seja,

E[X,] = t"E[X;] =0

5. Se o processo tem % = E[(X})?] < oo entdo

VIX] = E[X,-E[XJ))’] =E[(X)’] =E [(tHXl)Q]

= MR [(X))?] = 07,
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6. Se o processo X; tem incrementos estacionarios, entao Vs,t temos que
1
CoulX,, X, = E[X.X,]=7 (E[(X)*] + E[(X.)°] - E[(X, — X.)*])
T 2H 2H
= ?<t + 577 — |t — s )
assim podemos definir o processo fracionario do MB

Definicao 4.4.2. O movimento browniano fracionério, (B )ejo.r1, com indice H € (0, 1)

é um processo gaussiano centrado com BY =0 e fungio de covaridncia

1
Cov[Bf!, BI'| = E B! BY| = 5 (2" + M —Jt—s™)  (s,1) € 0,T)

O processo Bf! ¢ H-auto similar, H-as, de fato,

CovlBI, B = E[BYBL] = 2 [lat" + las" + a(t — )]
= o*E[BBY| = E[a" B/ a" BY].
Assim, todos sao gaussianos com média zero e a mesma funcao de covariancia, logo
BI £ "Bl
O movimento browniano fraciondrio BF tem incrementos estacionarios, é suficiente ape-

nas considerar as covariancias, para h >0e s <t

E[(Bfl, — B ) (B, — B

= E|[(BLBL)] - E[(BL, - B)| —E|[(BL, - B)| +E|(B)]
1 -

= [t APT A fs + RBP4 - )P -+ hf*!|
1 -

+ 5 -|h|2H _ |t|2H — s+ h|2H + |h|2H _ |S|2H + 2|h|2H}
1 -

= g I b e = o

= E[(B!'B)].

Logo o processo Bf[ tem incrementos estacionarios, isto é,

H H d npH
Bt+h_Bh —Bt

O movimento browniano fraciondrio BF tem incrementos independentes se H = %,. De

fato, para 0 < s <t

E[(BY), (B = BI)| = S [H 4+ — (t— 5" — 252]

{tQH — s (t - 3)2H} com H = 3

(=N R ORI
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Logo o movimento browniano fraciondrio, B, tem incrementos independentes com H =
%. Na figura (28) um tipico movimento browniano fracionario para 1000 passos com H=0.1
e H=0.4

Na figura (29) um tipico movimento browniano fracionério para 1000 passos com H=0.5,

B discreto no tempo ds O ats fcom1000pasos
4
T T T

i h" 1 " \A‘ 11 i
% oMb W , T
£ gt IV
g. URRNARI LAWY Y oy It
;7 ' n{v ! ‘\\W” i
@ 1

t

B discrato no tempo ds 0 até fcom1000pasos

i
2

P

fB(t) com H:

o 100 200 300 00 500 600 700 800 500 1000

Figura 28 — Movimento browniano fraciondrio para 1000 passos com H=0.1 e H=0.4 e t € [0, 1]

MB discreto no tempo de 0 até Tcom1000pasos
D T T T T T T T T T
T
T 10 s
£ s 4
3
3 g |
= i i i I i i i i I
- 0 100 200 300 400 500 600 700 800 00 1000
t
MB discreto no tempo de 0 até 1com1000pasos
™~ 2 T T r
f=
i
I
£
o
o .
4o I | | | i | | | |
— ] 100 200 300 400 500 600 700 800 00 1000
t
ME discreta ne tempe de 0 até Tcom1000pasos
o T T T T T T T T T
=3
il
T 5 d B ar]
5
S o i -
= i i i | i i i i I
-40
Qe o

Figura 29 — Movimento browniano fraciondrio para 1000 passos com H=0.5, H=0.7 e H=0.8 e ¢ € [0, 1]



137

5 Conclusoes

Este texto teve inicio como um estudo introdutério do movimento browniano,
apresentando algumas propriedades de suas trajetérias e destacando a importancia de sua
natureza "universal'dentro dos processos estocasticos. para nossa surpresa o movimento
browniano tem aspectos que nao sdo triviais e fora do senso comum, como por exemplo,

falando das suas propriedades.

1. Sendo uma funcao continua, nao mondtona e nao diferengavel, para qualquer inter-
valo da reta, [a,b], em particular, no intervalo (0,€), com € > 0 podemos ter uma
quantidade nao enumeravel de zeros, do conjunto Z e saber que este conjunto de ze-

ros tem medida nula, isto, motiva um estudo mais aprofundado sobre este conjunto

Z.

2. Sendo um processo autosimilar, com H = %, No6s podemos pesquisar muito mais
sobre estas propriedades e por exemplo, comparar suas diferentes dimensoes fractais
(se ele tem) com outras ja conhecidas e assim poder estudar de forma profunda o

movimento browniano como um objeto da geometria fractal.

3. Tendo (MB) uma relagdo préxima com o operador de calor, ideia de semigrupo e
os processos de Markov, poderiamos explorar com mais profundidade as diferentes

relagbes com a teoria de operadores, analise funcional e as EDP.

4. Sabendo sobre as propriedades sobre a nao variacao limitada e variacdo quadra-
tica limitada poderiamos iniciar com certeza os estudos sobre equagoes diferenciais

parciais estocasticas EDPS.

5. Aproveitando que movimento browniano pode ser implementado como um simples
algoritmo podemos ter comparacoes computacionais e tedricas com os processos que

sao construidos a partir do MB.






139

Referencias

ATHREYA, K.; LAHIRI, S. Measure Theory and Probability Theory. Springer, 2006.
(Springer Texts in Statistics). ISBN 9780387329031. Disponivel em: <http://books-
.google.com.br/books?id=9tv0tal816YC>. Citado 5 vezes nas paginas 13, 27, 45, 78
e79.

BILLINGSLEY, P. Probability and Measure. Wiley, 2012. (Wiley Series in Probability
and Statistics). ISBN 9781118341919. Disponivel em: <http://books.google.com.br-
/books?id=a3gavZbxyJecC>. Citado 3 vezes nas paginas 67, 113 e 140.

CHUNG, K. A Course in Probability Theory. Academic Press, 2001. ISBN 9780121741518.
Disponivel em: <http://books.google.com.br/books?id=zu80w7wd40UC>. Citado 4
vezes nas paginas 20, 22, 25 e 34.

ETHIER, S.; KURTZ, T. Markov processes: characterization and convergence.
Wiley, 1986. (Wiley series in probability and mathematical statistics. Probabi-

lity and mathematical statistics). Disponivel em: <http://books.google.com.br-
/books?id=BAWnAAAATAAJ>. Citado 3 vezes nas paginas 14, 105 e 107.

JAMES, B. Probabilidade: um curso em nivel intermedidrio. Instituto de Matematica
Pura e Aplicada, 2004. (Projeto Euclides). ISBN 9788524401015. Disponivel em:
<http://books.google.com.br/books?id=xT7TIHAAACAAJ>. Citado 10 vezes nas
paginas 13, 15, 17, 25, 26, 29, 40, 46, 47 e 68.

KARATZAS, 1.; SHREVE, S. Brownian Motion and Stochastic Calculus. Springer
New York, 1991. (Graduate Texts in Mathematics). ISBN 9780387976556. Disponivel
em: <http://books.google.com.br/books?id=ATNy\ Zg3PSsC>. Citado 19 vezes nas
paginas 13, 14, 50, 66, 67, 70, 74, 75, 77, 80, 81, 83, 84, 87, 93, 94, 98, 99 e 113.

KOLOKOL’COV, V. Markov Processes, Semigroups, and Generators. De Gruyter,
2011. (De Gruyter studies in mathematics). ISBN 9783110250107. Disponivel em:
<http://books.google.com.au/books?id=9Eii0wZFJDMC>. Citado na pagina 105.

KORALOV, L.; SINAIL Y. Theory of Probability and Random Processes. Springer, 2007.
(Universitext). ISBN 9783540688297. Disponivel em: <http://books.google.com.br-
/books?id=tIWOphOFRgwC>. Citado 2 vezes nas paginas 43 e 44.

LAWLER, G. Introduction to Stochastic Processes, Second Edition. Taylor & Francis,
2006. (Chapman & Hall/CRC Probability Series). ISBN 9781584886518. Disponivel em:
<http://books.google.com.br/books?id=LATJdzBlajUC>. Citado 2 vezes nas paginas
13 e 113.

MORTERS, P.; PERES, Y. Brownian Motion. Cambridge University Press, 2010.
(Cambridge Series in Statistical and Probabilistic Mathematics). ISBN 9781139486576.
Disponivel em: <http://books.google.com.br/books?id=e-TbA-dSrzYC>. Citado 6
vezes nas paginas 22, 83, 84, 86, 93 e 102.


http://books.google.com.br/books?id=9tv0taI8l6YC
http://books.google.com.br/books?id=9tv0taI8l6YC
http://books.google.com.br/books?id=a3gavZbxyJcC
http://books.google.com.br/books?id=a3gavZbxyJcC
http://books.google.com.br/books?id=zu80w7wd40UC
http://books.google.com.br/books?id=BAWnAAAAIAAJ
http://books.google.com.br/books?id=BAWnAAAAIAAJ
http://books.google.com.br/books?id=xT71HAAACAAJ
http://books.google.com.br/books?id=ATNy_Zg3PSsC
http://books.google.com.au/books?id=9Eii0wZFJDMC
http://books.google.com.br/books?id=tlWOphOFRgwC
http://books.google.com.br/books?id=tlWOphOFRgwC
http://books.google.com.br/books?id=LATJdzBlajUC
http://books.google.com.br/books?id=e-TbA-dSrzYC

140 Referéncias

ROSENTHAL, J. A First Look at Rigorous Probability Theory. World Scien-
tific, 2000. ISBN 9789810243036. Disponivel em: <http://books.google.com.br-
/books?id=DFvDQgAACAAJ>. Citado na pagina 65.

SATO, K.-I. Lévy Processes and Infinitely Divisible Distributions. [S.l.]: Cambridge
University Press, 1999. (Cambridge Studies in Advanced Mathematics). ISBN
9780521553025. Citado 2 vezes nas paginas 117 e 119.

SPIEGEL, M. Complex Variables: Conformal Mapping and Its Applications.
Schaum, 1964. (Schaum’ s outline series. Theory and Problems). Disponivel em:
<http://books.google.com.br/books?id=6 WO\ 0cAEACAAJ>. Citado na pagina 42.

TANKOV, P. Financial Modelling with Jump Processes. Taylor & Francis, 2003.
(Chapman & Hall/CRC Financial Mathematics Series). ISBN 9781135437947. Disponivel
em: <http://books.google.com.br/books?id=tDJ6AgAAQBAJ>. Citado 4 vezes nas
paginas 14, 115, 118 e 119.


http://books.google.com.br/books?id=DFvDQgAACAAJ
http://books.google.com.br/books?id=DFvDQgAACAAJ
http://books.google.com.br/books?id=6WO_oAEACAAJ
http://books.google.com.br/books?id=tDJ6AgAAQBAJ

	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	Noções básicas de teoria da probabilidade
	Conceitos básicos de probabilidade
	Independência
	Esperança
	Propriedades da esperança

	Variância
	Propriedades da variância

	Convergência de variáveis aleatórias
	Lema de Borel-Cantelli
	Tipos de Convergência
	Relação entre os tipos de convergência
	Função característica e função geradora de momentos 

	Leis dos Grandes Números e Teorema Central do Limite

	Movimento browniano: Definição e propriedades de suas trajetórias
	Processos estocásticos
	Movimento browniano
	Existência Movimento browniano (MB)
	Passeios aleatórios
	Movimento browniano é um processo gaussiano

	Propriedades das trajetórias do Movimento Browniano

	Movimento Browniano e alguns processos relacionados
	Movimento browniano é um processo de Markov
	Transcendência e recorrência do movimento browniano

	Movimento browniano é uma martingal
	Movimento browniano é um processo de Lévy
	Processos construídos a partir do movimento browniano
	Movimento browniano com ponte
	Movimento browniano com Drift 
	Movimento browniano geométrico
	Processo Ornstein-Uhlenbeck
	Movimento browniano fracionário


	Conclusões
	Referências

