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Resumo

A dinamica de galdxias é normalmente tratada no regime de gravitagdo newtoniana,
pois efeitos ndo-lineares de relatividade geral sdo considerados despreziveis nesse contexto.
Entretanto, algumas propostas recentes tém questionado esse procedimento. Nesta disser-
tagdo revisamos e avaliamos criticamente duas propostas que sugerem que esses efeitos
nao-lineares poderiam ser fortes o suficiente para eliminar ou reduzir a necessidade de ma-
téria escura em galdxias. Além de reforcarmos certas criticas sobre a base tedrica destas
abordagens, mostramos que fenomenologicamente os procedimentos adotados para uma
das propostas ndo sdo robustos e podem levar a resultados bem diferentes da observacao,
em contrapartida para a segunda proposta nossos testes apresentam resultados satisfatérios.
Além disso, enfatizamos que o entendimento atual de dindmica de galdxias no contexto de
relatividade geral ainda ndo é s6lido, assim uma precisa avaliagdo de suas corre¢des nesse

contexto necessita de mais atencao.

Palavras-chave: matéria escura, relatividade geral, dindmica de galéxias..
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Abstract

The dynamics os galaxies is usually evaluated within newtonian gravity, since general
relativity non linear effects are assumed negligible in this context. Nevertheless, some recent
proposals pose doubts in this procedure. In this dissertation we review and critically evaluate
two proposals that suggest that these non linear effects could be strong enough to eliminate
the dark matter necessity in galaxies. Beyond reinforcing criticisms on the theoretical basis,
we show that the adopted procedures for the first proposal are not phenomenologically
robust and may lead to results that significantly differ from the observational data, on the
other hand the second proposal shows satisfactory results. Futhermore, we emphasize that
the current understanding of the galaxy dynamics in the general relativity context is not yet

robust, hence a precise evaluation of its corrections is still in need for additional attention.

Keywords: dark matter, general relativity, galactic dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Na década de trinta, matéria escura era uma vaga hip6tese com duvidosa base obser-
vacional em aglomerados de galadxias [1]. Com o passar dos anos, as observagdes ficaram
mais precisas e atualmente apontam para a existéncia de algo exético, interpretado como
matéria escura, que aparece nas escalas de galédxias, aglomerados de galdxias e do universo
observavel como um todo [2]. H4 ainda muitos detalhes por saber sobre matéria escura (os
quais influenciam diretamente sua medicdo e criagdo aqui na Terra, com boas chances de
ocorrer nos préximos anos), mas ja sabemos muito do que ela ndo pode ser. O atual modelo
padrdo de matéria escura (CDM, “cold dark matter”), a despeito de seu sucesso em varias
escalas, tem demonstrado problemas sistemdticos para explicar as galdxias observadas e
sua formagdo, ver por exemplo [3]. Nao ha atualmente resposta ao problema, o que talvez
seja devido as observagdes atuais serem mais precisas que a validade do modelo padrao de
matéria escura.

As primeiras observagdes que indicavam a presenca de matéria escura, isto a partir da
década de 30, assumiam gravitagdo Newtoniana. As velocidades tipicas dos constituintes
de uma galéxia (estrelas e gds) sdo no maximo da ordem de centenas de quilometros por
segundo, enquanto o potencial Newtoniano médio estimado para a galdxia é muito menor

que o quadrado da velocidade da luz (qz—zN << 1), isto sugere que os efeitos ndo lineares de
relatividade geral sejam despreziveis, e que portanto o emprego de gravitagdo newtoniana
esteja bem fundamentada.

Cooperstock e Tieu [4] apresentaram criticas a conclusdo acima, e construiram uma
solugdo das equagdes de Einstein, com as simetrias de uma galaxia de disco, cuja cinemética
de galadxias difere significativamente da cinematica Newtoniana. Eles ainda especularam
sobre a possibilidade dessas diferengas entre a cinemaética de relatividade geral e a newto-
niana responderem pela totalidade, ou grande parte, dos efeitos gravitacionais comumente
atribuidos a matéria escura.

Balasin e Grumiller [5] frente as diversas criticas [5-7] referentes a proposta de Co-
operstock constroem outra solugao de relatividade geral com simetrias de uma galdxia de

disco obtendo um comportamento ndo newtoniano em regime de campo fraco e velocidades
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baixas.

O objetivo deste trabalho, por fim, é rever a abordagem de Cooperstock e Tieu e de Bala-
sin e Grumiller e propor um teste observacional para estes modelos ou qualquer outro com as
mesmas caracteristicas. A dissertacdo estd dividida em 8 capitulos: Introdugdo; Gravitagao
Newtoniana, onde revisamos os apectos gerais da teoria e aplicamos para o caso de galdxias
do tipo disco; Galdxias Espirais, onde descrevemos suscintamente sobre as caracteristicas
gerais de galdxias espirais, bem como os aspectos histéricos do estudo da estrutura espiral
e seus componentes, classificacdo das galdxias espirais; Matéria Escura, onde descrevemos
de maneira resumida historicamente como se deu historicamente a necessidade da matéria
escura para explicagdo de alguns fendmenos astrofisicos, bem como os candidatos a particula
de matéria escura e os experimentos que existem a fim de detecta-las, além das alternativas,
do ponto de vista da gravitagdo, a necessidade de matéria escura; Relatividade Geral, onde
mostramos o contexto histérico de seu desenvolvimento além dos principios que levaram
Einstein a elaboragdo de sua teoria, apresentamos também os elementos matematicos e suas
propriedades, indispensaveis para o entendimento da relatividade geral; Dinamica de Gala-
xias via Relatividade Geral, onde apresentamos em detalhes as propostas de Cooperstock e
Tieu e de Balasin e Grumiller; Anélise numérica e Resultados, onde realizamos a comparagao
dos modelos relativisticos para dindmica de galdxias frente a observa¢do e uma discussao
sobre os resultados; Conclusdes e Perspectivas, onde realizamos um breve resumo das prin-
cipais idéias compreendidas neste trabalho e apresentamos propstas futuras de trabalho no
ambito destes modelos relativisticos. Por fim, essa dissertagdo ainda apresenta um apéndice

contendo as principais rotinas numéricas feitas para a obtengdo dos resultados.



Capitulo 2

Gravitacao Newtoniana

Este capitulo é destinado a descrever, com base na Ref. [8], a aplicacdo da teoria
Newtoniana no célculo do potencial gravitacional gerado por uma distribui¢do de matéria
arbitrdria, bem como a aplicabilidade destes potenciais na descrigdo de galédxias tipo disco,
idealizadas por disco finos e com simetria axial. A primeira se¢do apresenta resultados
gerais da teoria newtoniana. A segunda, aborda resultados da teoria newtoniana aplicados
a sistemas com simetria esférica. E por fim, a terceira se¢do aborda a aplicagdo da teoria

newtoniana a disco finos e com simetria axial.

2.1 Resultados Gerais

Nosso objetivo nesta se¢do é descrever resultados gerais obtidos na teoria gravitacional
Newtoniana. Vamos obter, entdo, a for¢ca F(x) em uma particula de massa m; localizada no
ponto x gerada pela atragdo gravitacional de uma distribui¢do de massa p(x’). A partir da
Lei da Gravitagdo Universal de Newton a forca F(x) pode ser obtida através da soma de

pequenas contribuigdes

OF(x) = Gmg X -x3 om(x’) = Gmy x- x3 p(x’)d3x’ (2.1)
x’- x| |x"-x|

onde omg(x’) = p(x’)d3x’. Assim, a contribuigdo total de cada pequeno elemento do volume

d®x’ localizado em x’

F(x) = msg(x), (2.2)
sendo o(x)
_ 3or
gx) =G 0 — xld X, (2.3)

o campo gravitacional por unidade de massa.

Se definirmos o potencial gravitacional como sendo

N3
D(x) = -G f PO (2.4)

Ix" — x|
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e utilizando a relagao

1 x =X
\Y ( ) = 2.5
“\x' - x| X — x| @5)
podemos escrever g como
g(x) = -V, (2.6)

onde omitimos, por simplicidade, o subscrito x no gradiente.

Se tomarmos a divergéncia da equagdo (2.6), encontramos que

V.g(x) =G f V- (|: __;3 ) p(x)dPx’. 2.7)
Agora
X —x 3 3(x" —x) - (X" —x)
v = — =+ . 2.8
(|x' - x|3) X —xP’ X —xP° 29
Quando x’ — x # 0, temos
v, (ﬁ) ~0 29)
X —X

Agora nos resta analisar o caso x” = X, e para isso vamos restringir o volume de integragao a
uma pequena esfera de raio € centrada no ponto x’ = x. Ora, uma vez que a densidade p(x)
neste volume é praticamente constante, podemos tird-la da integral

4

=-Gp(x) Vy - ( i XB)d?’x’
[x"—x|<e |X’ - X|

(' —x)

X' —x|=e X" — X|3

= -Gp(x)

No taltimo passo utilizamos o teorema da divergéncia para converter uma integral de volume
numa integral de superficie. Assim, na esfera |x’ — x| = € temos (x" — x)ed’Q), onde d*Q é um

pequeno elemento de angulo sélido. Logo, a equagdo (2.10) se torna

V- g(x) = -Gp(x) f d*Q = —4nGp(x). (2.11)

Se substituirmos a equagdo (2.6) na expressdo acima obtemos a equac¢do de Poisson que
relaciona o potencial ®(x) a densidade p(x)

V2® = 41Gp. (2.12)

Esta é uma equacdo diferencial que pode ser resolvida para ®(x) dado p(x) e condi¢des

de contorno apropriadas. Para um sistema isolado a condi¢do de contorno é ® — 0 para
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|x| — oco. O potencial que definimos em (2.4) satisfaz automaticamente esta condicdo de
contorno.

Um caso especial, p = 0, a equagdo de Poisson se torna a equagao de Laplace,
V20 = 0. (2.13)

Se integramos de ambos os lados da equagao (2.12) sobre um volume arbitrdrio contendo a

massa total M, e entdo aplicamos o teorema da divergéncia obtemos
4nGM = 4nG f pd’x = f PxV2o = f d’S - V. (2.14)

Este resultado é o Teorema de Gauss, que estabelece que a integral da componente normal de

V® sobre qualquer superficie é igual a 471G vezes a massa contida no interior da superficie.

2.2 Sistemas Esféricos

Enunciaremos aqui os teoremas de Newton, que nos permite calcular o potencial
gravitacional de qualquer distribui¢do de matéria esfericamente simétrica.

1° Teorema de Newton Um corpo dentro de uma casca esférica de matéria nio experimenta
nenhuma forca por parte da casca.

2° Teorema de Newton A forca gravitacional experimentada por um corpo que estd fora da
casca esférica de matéria é a mesma se considerdssemos toda a matéria da casca concentrada em seu
centro.

A demonstracdo destes teoremas, de maneiras distintas, pode ser encontrada na Ref.
[8].

Um importante coroldrio do primeiro teorema de Newton é que o potencial dentro de
uma casca esférica vazia é constante pois V@ = —g = 0. Assim, utilizando a defini¢do (2.4)
podemos calcular o potencial ®(x) para x localizado em qualquer ponto interior & casca, o
local mais conveniente é o centro da casca, onde todos 0s pontos na casca estdo a mesma
distancia R, e imediatamente temos

D= —G—M. (2.15)
r

A partir dos teoremas acima podemos concluir que a atragdo gravitacional de uma

distribuicdo esférica p(r’), sendo " a coordenada radial, em uma massa de prova unitaria

localizada no raio r é completamente determinada pela massa interior a . Assim

F(r) = — Gzﬁ(r) & (2.16)
onde .
M(r) = 4n f 2p(r)dr’ . (2.17)
0

Podemos agora calcular o potencial gravitacional em x gerado por uma densidade volumé-
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trica e esfericamente simétrica p(x’) considerando a soma de potenciais de cascas esféricas
de massa dM(r) = 47'(p(r)r2dr. Assim, adicionando as contribui¢des ao potencial produzidas

pelas cascas (i) ¥’ < r e (ii) ¥’ > r . Dessa forma obtemos, usando (2.4)

D(r) = —% fo "M - G f B dNifr/) (2.18)

:—471G[1f p(r’)r’zdr’+f r’p(r’)dr’].
rJo r

Uma importante propriedade de uma distribuigdo esférica de matéria é a velocidade

circular v.(r), definida como a velocidade de uma particula de massa desprezivel (particula

teste) em uma Orbita circular de raio . Podemos obter a expressdo para a velocidade circular
2

v
igualando a atragdo gravitacional [F|, da equacdo (2.16), a forca centripeta 7C para uma

particula de massa unitdria
v? = 1|F| = rdip. (2.19)
dr
Note que a expressdo para a velocidade circular, depende essecialmente do V®, ou
seja, o conceito de velocidade circular é por fim geométrico, ndo restrito apenas a simetria

esférica.

2.3 Potenciais de Disco

Grande parte da luz emitida por uma galdxia espiral é oriunda de um disco fino e
uma fragdo consideravel da massa da galdxia estd concentrada no disco [8]. Portanto, se
faz necessaria a eficiéncia no calculo do campo gravitacional gerado por um disco fino e
vamos considerar, nesta se¢do, o calculo do potencial de um disco com simetria axial e de
espessura zero. Para obtengdo do potencial explicitaremos dois métodos [8,9]: (i) o método
das integrais elipticas e (ii) o método das fun¢des de Bessel. Outras formas para obtencao
do potencial, que ndo serdo explicitadas aqui, podem ser encontradas na Ref. [8].

2.3.1 Potenciais de Discos Via Integrais Elipticas

Se x = (R’,¢’,0) é um dado ponto, em coordenadas cilindricas, em um disco fino
e x = (R, ¢,z) é qualquer outro ponto, entdo partindo da definigdo de ®(x) dada por (2.4)

00 271 ’ +00
Dd(x) = -G fo T(R")R'dR’ fo s ﬁ 5(z)dz’, (2.20)

X" — x|

obtemos

onde p(x) = L(R")6(z), sendo L a densidade superficial do disco e 6(z) a distribui¢do delta de
Dirac.

Uma vez que o potencial de um disco com simetria axial ndo depende da coordenada



2. GRAVITACAO NEWTONIANA 7
¢, podemos calcular @ para ¢ = 0. Assim, temos

I’ — x> = R”* + R = 2RR’ cos ¢’ + 2* (2.21)

=[(R+R)?*+22][1 -k cos2(%qb’)],

onde
4RR’

S S 2.22
(R+R)?+22 @22)

1
e usando a relagdo 1 + cos ¢’ = 2 cos*(=¢’).

Agora substituindo a equagdo (2.21) em (2.20) e fazendo a mudanca de varidvel x =
+00

cos(lqb ) e sabendo que f 0(z')dz’ =1, temos

Y(R')R'dR’ 1
(R, 2) = —4G ( ax : (2.23)

\/(R +R)2+22Jo /(1 -x2)(1 - k2x2)

A integracdo em x é uma integral eliptica e é tabelada [10] . Entdo, temos que finalmente

(R, z) = —4G f OOK[ ARRY ] ERORAR (2.24)
0

(R+R?+22 | R+RYZ+22

sendo K uma integral eliptica de primeiro tipo. A equagdo (2.24) pode ser escrita de uma

forma mais compacta utilizando a definicéo para k?, dada por (2.22), assim

OR,z) = 26 K(k)kZ(R’)\/EdR'. (2.25)
VR Jo

Se diferenciarmos com respeito a R, obtemos

IPR,Z) G (% d(kK) dk )
R " fo [kK 2R—= == | Z(R) ) VR"dR’. (2.26)

A derivada de K na equacgéo (2.26) pode ser eliminada usando a identidade (Binney2008)

d(kK) _ E(k)
Tdk 1k

(2.27)

onde E(k) é uma integral eliptica de segundo tipo. Assim, da equagdo (2.22) obtemos

ok K R Z
2RSz = 4(R = RR,). (2.28)
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Com as equagdes (2.27) e (2.28), a equagdo (2.26) se torna

RIPR2) _ % fo ”[K(k)_ i(i)(R R Zz)E(k)]kZ(R’)\/ﬁdR’. (2.29)

9R 1 2/\R " rr

Agora se analisamos para z = 0, a equagdo (2.29), iremos obter a velocidade circular
ao quadrado, no mesmo sentido que a equacdo (2.19). Infelizmente quando z = 0, k se
aproxima da unidade a medida que a varidvel de integracdo R’ passa pelo valor de R, e
para valores préximos de k = 1, tanto K quanto (1 — k*)™! diverge. Este comportamento é
incoveniente do ponto de vista numérico. Por outro lado, a singularidade é integravel e
tanto a equacdo (2.29) quanto a equacado (2.24) ainda oferece uma excelente rotina para o

cdlculo da velocidade circular e do potencial de um disco fino.

2.3.2 Potenciais de Discos Via Func¢des de Bessel

Um método alternativo para a obtencdo de @(R, z), para o caso de um disco fino com
simetria axial, foi apresentada por Toomre, em 1963 [11]. Tal método consiste em resolver
a equagdo de Laplace (2.13) sujeita a condi¢des de contorno apropriadas para um disco fino
no infinito. Em coordenadas cilindricas, (R, ¢, z), a equagdo (2.13) se torna

Voo 19 (Racp) P D

Utilizando o método de separagdo de varidveis escrevemos
D(R, z) = F(R)Z(z). (2.31)

Inserindo @(R, z) dada por (2.31) na equagao (2.30) obtemos

1 d dF 1 d?Z »
F(R)R dR (Rﬁ) T Z() dz2 RE 232)
onde k é uma constante arbitraria real ou um ntiimero complexo. Assim,
1 4’z |,
e
1d dF »
A equagdo (2.33) é imediatamente integravel e obtemos
Z = Sexp(+z), (2.35)

onde S é uma constante. A equagao (2.34) é simplificada se fazemos a substituigdo de varidvel
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u = kR,
1d{( dF

A equagdo (2.36) é uma equagdo diferencial de Bessel de ordem zero, um caso particular de

u% (uj—i) + (u? —m*Fu) =0, (2.37)
que é a equacdo diferencial de Bessel de ordem m. Note que a equagdo (2.36) é um caso
particular para m = 0.

As solugdes para a equagdo (2.37) sdo as fungdes de Bessel de primeiro e segundo tipo,
Jm(u) e L, (u), respectivamente. As fun¢des de Bessel de segundo tipo, Ip(u), divergem para
u — 0 (R — 0). As que sdo, portanto, de interesse sdo as de primeiro tipo Jo(u) = Jo(kR).
Logo, ®(R, z), segundo (2.31), se torna

®4(R, z) = SJo(kR) exp(+kz), (2.38)

e sendo, portanto, solucdo da equagao (2.13).

Agora consideremos a seguinte funcdo
P(R, z,k) = exp(=kiz])Jo(kR), (2.39)

sendo k uma fungdo real e positiva. Notemos que ¢(R,z,k) — 0 quando z — oo e ainda,
@(R,z,k) = 0 quando R — oo, pois Jo(u) — 0 quando u — oo. Logo, ¢(R, z, k) satisfaz todas
as condig¢des para um potencial gerado por uma dada distribuicdo de matéria. Além disso,
@(R, z, k) coincide, a menos de uma constante, com ®_(R, z) paraz > 0 e paraz < 0, (R, z, k)
coincide com @, (R, z). Entdo, ¢(R, z, k) resolve a equagdo de Laplace (2.13), exceto no plano
z=0. Emz =0, p(R,z k) ndo satisfaz a equagao de Laplace pois seu gradiente sofre uma
descontinuidade. E possivel por meio da aplicagio do teorema de Gauss (2.14) encontrar a

densidade superficial desta lamina que gera essa descontinuidade. Assim,

Aintegral de V@(R, z, k) sobre uma superficie fechada deve ser igual a 47tGo(k, R), entdo
segue que

o(R, k) = —% Jo(kR). (2.42)

Podemos usar as equagdes (2.39) e (2.42) para encontar o potencial gerado por um disco de
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densidade superficial arbitraria X(R). Para isso, consideremos uma fungao S(k), tal que

X(R) = jo‘ N S(k)o(R, k)dk = —ﬁ jo‘ B S(k)Jo(kR)kdk, (2.43)
e ainda, . .
D(R,z) = f(; S(k)p(R, z, k)dk = f(; Jo(kR) exp(—k|z|)dk. (2.44)
Se o
s = [ xfeon s (2.45)
0

entdo g é chamada de Transformada de Hankel de f. A transformada de Hankel é definida

para qualquer inteiro e todos os reais v > —x e possui propriedades muito similares as

transformadas de Fourier. Em particular, elas podem ser invertidas

fo = [ kg0 oy (2.46)

A equagdo (2.43) estabelece que S(k) é a transformada de Hankel de —2nGX. Usando
a equacdo (2.46) podemos encontrar

S(k) = —2rG f ) Jo(kR)Z(R)RAR. (2.47)
0

Podemos agora eliminar S(k) na equagdo (2.44) com a equagdo (2.47). Assim, temos final-

mente . 00
D(R,z) = -21G f Jo(kR) exp(—k|z|)dk f Z(R")Jo(kR")R"dR’. (2.48)
0 0

Logicamente a quantidade de interesse é a velocidade circular v.. Analisando aequagdo

(2.44) para z = 0 e em seguida derivando com respeito a R, temos

v3(R) = R‘;ip =-R f S(k)kJ1 (kR)dk, (2.49)
R 0
o dh) o ) )
onde usamos a identidade i J1(x). Substituindo a equagdo (2.47) na equagdo (2.49),
temos o0 -
v2(R) = 2GR f J1(kR)kdk f Y(R")RJo(kR")dR’. (2.50)
0 0

Encontrando a transformada inversa de Hankel via férmula (2.46), temos

S(k) = — fo ) v2(R")]1(kR")dR’. (2.51)

Agora, substituindo a equagdo (2.51) na equacéo (2.43), obtemos

_ L . * 217 ’ ’
Z(R) = 5= fo Jo(kR)kdk fo V2(R')J1(kR")dR'. (2.52)
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Comparando as equagdes (2.52) e (2.50) vemos uma completa simetria entre as quan-
tidades v.(R) e Z(R), e os resultados acima nos mostram que matematicamente é possivel
determinar a densidade superficial do disco a partir da medida de sua velocidade circular.
Infelizmente, restricdes observacionais destroem essa simetria. De um lado, a densidade su-
perficial decai rapidamente com o raio, o que permite determinar com acurdcia a velocidade
circular, esta tltima, por sua vez, decresce muito lentamente com o raio, consequentemente,
na prética, ndo podemos obter dados necessarios para determinar com acuracia a densidade

superficial via equagdo (2.52).



Capitulo 3

Galaxias Espirais

Este capitulo é dedicado ao estudo, baseado nas Ref. [8, 12], sobre galdxias espirais.
Iniciando com um contexto um pouco mais geral sobre tais estruturas seguida de uma
discussdo sobre a classificacdo das galdxias espirais. E, por fim, uma descri¢do sobre o

estudo da estrutura espiral.

3.1 Aspectos gerais

Galéxias espirais sdo galdxias, como a Via Lactea, Fig.(3.1) e M31, Fig.(3.2), que contém
um disco proeminente composto de estrelas, gés e poeira. O disco contém bragos espirais,
filamentos que possuem continua formacao estelar. Os mesmos bragos espirais sdo vistos em
estrelas antigas que dominam na massa do disco. Os bragos espirais variam muito em sua
forma, comprimento e proeminéncia de galdxia para galdxia mas sempre estdo presentes.

Em regides do universo de baixa densidade, cerca de 60% de todas as galdxias lumi-
nosas sdo espirais, mas a fragdo cai para cerca de 10% em regides densas como aglomerados
de galaxias.

O brilho superficial, que é aluminosidade estelar total emitida por unidade de drea, em
discos de galdxias espirais nos d4 a distribuigdo radial de estrelas. Tal distribui¢do obedece

uma lei exponencial [13]
I(R) = 1;exp (—5) , (3.1)
Ry

onde R; é o comprimento de escala de disco (disc scale length) e I; é o brilho superficial
quando R = 0. O géas interestelar em discos de galadxias espirais frequentemente se extende
para raios muito maiores do que as estrelas, provavelmente por que a formagdo estelar é
suprimida quando a densidade superficial do gés cai abaixo de um valor critico.

Usando a linha de 21cm do hidrogénio neutro interestelar, a velocidade circular, ou
curvas de rotacdo, v.(R) de galdxias espirais pode ser extendida para raios bem além da
borda externa da distribuicdo estelar. A curva de rotacdo de galdxias espirais sdo, em geral,

aproximadamente planas para raios maiores. Se a contribui¢do maior para a massa das

12
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1
GM 2
R 7
sendo M a massa total estelar. A conclusdo entdo é que a massa da galdxia, nestes raios

galdxias vém das estrelas, seria de se esperar uma curva de rotagdo do tipo v.(R) = (

maiores, é governada por um halo de matéria que ndo enxergamos, uma matéria escura, ao
invés das estrelas.

Curvas de rotacdo de galédxias espirais tipicamente estdo entre 100 e 300 km/s. Existe
uma correlacdo entre a velocidade de rotagdo na regido plana de uma galdxia espiral e sua
magnitude absoluta, esta relagdo é conhecida como relagdo de Tully-Fisher [14], esta relacdo
é calculada empiricamente

M =alog,, Vo +b, (3.2)

sendo M a magnitude absoluta, Vj a velocidade de rotagdo na regido plana e a, b constantes
que sdo ajustadas aos dados observacionais. A relacdo de Tully-Fisher também pode ser

encontrada na literatura da seguinte maneira

vt L, (3.3)

onde L a luminosidade intrinseca da galdxia. Como a velocidade de rotagdo das galédxias
espirais pode ser obtida de uma maneira mais facil através da linha de 21cm do hidrogénio
neutro interestelar, a relacdo Tuly-Fisher pode ser usada para estimar as distancias das
galdxias espirais mais remotas. Primeiramente, calibra-se a relagdo usando galéxias espirais
proximas o suficiente para se medir sua distancias usando Ceifeidas, estrelas em que o
brilho e o didmetro variam regularmente com uma frequéncia que esta relacionada com a
magnitude absoluta da estrela. Posteriormente, mede-se a curva de rotagdo da galédxia e
usa-se a relagdo (3.3) para obter sua luminosidade. Comparando a luminosidade com a
magnitude aparente da galdxia obtém-se a sua distancia.

Como a Via Lactea, muitas galédxias espirais contém um bojo, um sistema concentrado
de estrelas que tém uma aparéncia suave ou amorfa. A origem dos bojos nédo é entendida
muito bem, uns se assemelham a pequenas galaxias elipticas, enquanto outros se assemelham
a discos finos, que podem ter sido formados a partir de processos dinamicos [15].

A luminosidade do bojo relativa ao disco estd correlacionada outras propriedades da
galdxias, tais como a fracdo de massa no disco na forma do gas, a cor do disco, e o quanto os

bragos espirais sdo enrolados.

3.2 Classificacdo das Galaxias Espirais

Em 1923, Edwin Powell Hubble [16,17], foi capaz de identificar estrelas Cefeidas na
“nebulosa”, nome dado na época a corpos extensos e difusos, de Andromeda (M31). Ele
notou que o brilho dessas estrelas seguia 0 mesmo padrao das Cefeidas de nossa Galéxia.
Assumindo que elas seguiam a relagdo conhecida entre periodo e luminosidade, Hubble foi
capaz de calcular a distancia de Andromeda, obtendo o valor de 1 milhdo de anos-luz, hoje

sabemos que este valor é de 2,2 milhdes de anos-luz. Isso localizava Andromeda bem além
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dos limites de nossa Galdxia, que por sua vez tem 100 mil anos-luz de didmetro. Ficou,
assim, provado que Andromeda era sim um sistema estelar independente.

Um dos primeiros e mais simples esquemas de classificagdo de galdxias, que é usado
até hoje, foi inventado por Hubble. O esquema consiste de trés sequéncias principais de
classificacdo: elipticas, espirais, e espirais barradas. Nesta segdo estaremos restritos apenas
as galdxias espirais.

Galaxias espirais, quando vistas de frente, apresentam nitidamente uma estrutura
espiral, como por exemplo a nossa Galdxia. As galdxias espirais apresentam diferengas entre
si, principalmente no que diz respeito no tamanho do niicleo e o grau de desenvolvimento
dos bragos. Assim elas sdo subdivididas nas categorias Sa, Sb e Sc, de acordo com o grau de
desenvolvimento e enrolamento dos bragos espirais, a, bragos pequenos e bem enrolados, c,
bragos grandes e mais abertos, e também com o tamnho do ntcleo em rela¢do ao disco, a,
nticleo maior, ¢, ntcleo menor. Portanto uma galdxia Sa é uma espiral com ntcleo grande e
bracos pequenos e bem enrolados.

Existem algumas galdxias que possuem ntcleo, disco e halo, mas ndo possuem tracos
de estrutura espiral. Hubble as classificou como S0, e elas sio comumente chamadas de
lenticulares. O conjunto das lenticulares e espirais é chamado de discoidais.

Uma grande parte das galdxias discoidais apresentam uma estrutura em forma de barra
atravessando o ntcleo. Estas galdxias sdo chamadas barradas, e na classificacdo de Hubble
ela sdo indicadas por SB. As galdxias barradas ainda geram subcategorias denominadas
SBO, SBa, SBb, SBc. Nas espirais barradas os bragos, geralmente, partem da barra. A
formacdo das barras ainda ndo é muito bem entendida mas acredita-se ser a resposta do
sistema a algum tipo de pertubacdo gravitacional, ou simplesmente a consequéncia de
uma assimetria na distribui¢do de massa do disco. Acredita-se também que a barra seja
responsavel pela formacdo da estrutura espiral. Propriedades mais detalhadas sobre barras
podem ser encontrada em [8].

Uma galédxia barrada cldssica é a NGC 1300. Nossa Galéxia, Fig.(3.1), e sua vizinha a

Nuvem de Magalhaes, sio ambas barradas.

3.3 Estrutura Espiral

Entender a origem e evolugdo da estrutura espiral das galaxias mostrou-se ser um dos
problemas mais complicados da astrofisica. A primeira abordagem de grande relevancia foi
feita pelo astronomo sueco Bertil Lindblad, que atacou este problema até a sua morte em 1965.
Lindblad [18], sugeriu que a estrutura espiral vinha da interacdo entre as 6rbitas e as forcas
gravitacionais das estrelas do disco. Neste ponto de vista, Lindblad permaceu sozinho, pois
até a sua morte a maioria dos astronomos acreditavam que a estrutura espiral era causada
pelo campo magnético interestelar, que sabemos nao ser o responsavel pela estrutura espiral
em larga escala, uma vez que o campo magnético tipico de galdxias é da ordem de 0.5 nT [19],
embora facilite a formagdo de pequenas estruturas como spurs [20], numa tradugdo literdria,
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Figura 3.1. Concep¢do artistica da Via Léctea, a nossa galdxia. Crédito: NASA/JPL-
Caltech/ESO/R.Hurt.

Figura 3.2. A galdxia de Andromeda M31, ou NGC 224, a galéxia espiral mais proxima a nés.
M31 esté se aproximando da nossa Galéxia e provavelmente colidird em mais ou menos 3 Gyr.
Crédito: NASA/JPL-Caltech.

esporas, estruturas complexas que se formam entre os bragos espirais. Além de complexos
de nuvem [21] e anéis nucleares [22].

Ap6s a morte de Lindblad, dois grandes estudos estimularam o interesse da comuni-
dade astrondmica em estrutura espiral, e contribuiram muito com a base teérica, tanto no
estudo de estrutura espiral quanto no de estabilidade de discos galaticos.

O primeiro destes estudos foi feito por C. C. Lin e Frank Shu no MIT. Eles concluiram
que a estrutura espiral poderia ser vista como uma pertubagao de densidade que se move ao
longo do disco, intitulada de ondas de densidade que, por sua vez, resistem a tendéncia da
estrutura espiral “enrolar”, problema conhecido como “problema do errolamento”(winding
problem), Fig.(3.4), causando uma rotacdo rigida do padréo espiral. Lin e Shu também mos-
traram que muitas das ferramentas usadas na mecéanica ondulatéria poderiam ser usadas no
estudo das propriedades de ondas de densidade em discos estelares girantes. Eles combina-
ram essas idéias e acrescentaram uma hip6tese ousada, que padrdes espirais em galdxias sdo
duradouros, ou seja, estaciondrios. Estes conceitos ficaram conhecidos como hipéteses de

Lin-Shu, de que a estrutura espiral é uma onda de densidade estaciondria. As hip6teses de
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Figura 3.3. A Grande Nuvem de Magalhaes ¢ uma galaxia satélite da Via Lactea, localizada entre
45 e 50 kpc do Sol. Crédito: C-141 KAO Imagery: Supernova 1987A (April 1987 - New Zealand
Deployment) Large Magellanic Cloud; Photographer: C-141 Imagery; Date: Jun 23, 1987.

Lin-Shu permitiram, pela primeira vez, que tedricos pudessem fazer predi¢des quantitativas
e compara-las com as observagdes de galdxias espirais. Infelizmente, as hip6teses de Lin-Shu
ndo estdo corretas, pelo menos para a maioria das galdxias. A estrutura espiral em larga
escala é uma onda de densidade, a mais convincente evidéncia vem de imagens préximas
do infra-vermelho de galdxias mais préximas, mas esta longe de ser estaciondria.

Uma vez que a taxa de formagéo estelar nos bragos espirais é muito maior do que no
resto do disco as imagens no 6tico sdo fortemente afetadas pela populacgdo estelar jovem,
entdo é importante examinar galdxias espirais em outros comprimentos de onda, como por
exemplo, préoximos do infra-vermelho, o que é uma vantagem uma vez que a absor¢ao
pela poeira é muito menor nestes comprimentos de onda. A contribuicado de estrelas mais
jovens ao fluxo infra-vermelho é pequeno, exceto em regides de rdpida formacdo estelar
[23,24]. Assim, comprimentos de onda préximos do infra-vermelho sdo indicadores de
massa enquanto comprimentos de onda azuis indicam formagao estelar. Ambos indicadores
sdo valiosos mas a massa € mais fundamental para a dinamica da estrutura espiral. Uma
andlise feita por Zwicky [1] e posteriormente confirmada e extendida por Schweizer [25],
mostram que o padrdo espiral na imagem infra-vermelha é similar a imagem da populacao
estelar jovem, estrelas azuis, porém os bracos sdo mais suaves e mais amplos. A presenga
da estrutura espiral em estrelas mais antigas que dominam na massa é comum em galaxias
espirais [26], e implica que todo o disco estelar participa da estrutura espiral, ou seja, existe
um padrao espiral tanto na densidade superficial do disco estelar (visto no infra-vermelho)
quanto na formacao estelar (visto no 6tico). Tipicamente o brago tracado pelas jovens estrelas
é levemente deslocado dentro do brago gerado pelas estrelas antigas. A presenca de espirais
no disco estelar é uma forte evidéncia de que a estrutura espiral ¢ uma onda de densidade.

Mas qual é a conexdo fisica entre a onda de densidade espiral e o padrao espiral nas
estrelas mais jovens? A resposta estd no campo gravitacional que desvia e pressiona as
linhas de corrente do gés interestelar aumentando a densidade de gas nos bragos e a taxa de
formagio estelar aumenta nestas regioes de alta densidade. A medida que o brago se move,
novas estrelas vao se formando pela compressdo do material, de forma que sempre existam
estrelas mais jovens nos bragos, embora nado sejam sempre as mesmas estrelas.

O segundo grande estudo foi realizado por Peter Goldreich e Donald Lindell-Bell
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[27,28], e mostrou que os discos galdticos sdo responsaveis por pequenas pertubac¢des. A
evolugdo de pertubag¢des em pequena escala em um modelo simplificado de um disco girante
sdo amplificadas, crescem por um tempo limitado enquanto comegam a ser freados pela
rotacdo. Essas pertubacdes podem ser justamente as “sementes”’necessarias para produzir
as ondas de densidade. Bem como forcas de maré, intera¢des com outras galdxias também
sdo cogitadas pelos astronomos como fontes para as ondas de densidade.

O estudo da dindmica de discos girantes foi bem desenvolvida num formalismo cha-
mado teoria de onda de densidade, que é o centro do estudo de todos os tipos de discos
astrofisicos. A teoria de onda de densidade é uma ferramenta que permite também o estudo
da estabilidade gravitacional de discos galaticos. Uma revisao interessante sobre teoria de
estrutura espiral pode ser encontrada em [29].

Vejamos agora alguns componentes da estrutura espiral

a) Poeira: a poeira desempenha um papel importante na descricao astrofisica de uma
galdxia. Em particular, do meio interestelar e a termodindmica e quimica do gas para a
formagéo de estrelas [30]. Na Galaxia, por exemplo, a poeira é composta principalmente de
grafite, silicatos e 4gua na forma de gelo. Além de possuir um tamanho, que varia entre 0.1 a
1 micrometro, sdo suficientemente pequenas para espalharem a luz de menor comprimento
de onda. Dessa maneira, a poeira faz as estrelas parecerem avermelhadas.

b) Elétrons relativisticos: o gas interestelar contém elétrons relativisticos e campos
magnéticos, que por sua vez, fazem os elétrons espiralarem e emitirem radiagdo sincrotron,
que é detectdvel como emissdo de rddio polarizada. A taxa de perda de energia por unidade
de volume é proporcional a n.B?, sendo 7, a densidade de elétrons e B o valor do campo
magnético. Sendo o campo magnético, no gés interestelar, praticamente constante [31], a
compressdo do gds nos bragos espirais aumenta tanto 7, quanto B contribuindo ainda mais
para a emissdo sincroton.

¢) Gas molecular: moléculas como Hp, CO e NH3 sdo detectados nos bragos espirais.
Baseados principalmente em medicoes de CO, nota-se que estes gases se concentram na
forma de nuvens moleculares. Bragos espirais espessos delineados por CO indicam regides
de alta densidade de gas [32] e consequentemente a formagdo de estrelas.

d) Gas atdmico neutro: a estrutura espiral também se manifesta na densidade super-
ficial do hidrogénio atdmico neutro (HI), medida a partir da transi¢do hiperfina de 21-cm do
hidrogénio neutro. A emissao HI oferece um mapa cinemédtico bem detalhado da velocidade
do géds em funcdo da posigdo no disco galatico. A maior parte das galdxias que possuem
bragds espirais simétricos e bem desenvolvidos, os bragos em HI coincidem com bragos que
contém estrelas mais brilhantes. Essa coincidéncia sugere que a alta densidade de HI nos
bragos vém da dissociagdo de hidrogénio molecular por radiagdo ultravioleta emitida por
estrelas jovens nos bragos [33], ao invés da compressdo do gas. Assim, nestes casos podemos
ver os bragos de HI como um produto, ao invés de um precursor, de formagao estelar.

e) Regides HII: Existem, em estruturas espirais, regides de gas ionizado (HII) que
rodeiam estrelas quentes. Estas regides sdo visivies devido a linha de emissdo Ha da série

de Balmer em 656 nm, que acontece quando um préton se combina com um elétron livre
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formando, assim, um dtomo de hidrogénio neutro em um estado excitado, que ao decair
para o estado fundamental emite uma série de f6tons, que sdo medidos, por exemplo, nas

frequéncias de radio.

Figura 3.4. Reprodugio esquematica do problema do “enrolamento”.(Dominio publico)



Capitulo 4

Matéria Escura

Este capitulo destina-se a uma breve discussdo sobre a matéria escura, com base
nas Ref. [8,34-36], mostrando suas evidéncias em estruturas do universo, como galaxias e
aglomerados, e a sua importancia no cendrio cosmoldgico padrdo. Apresentaremos também
alguns dos candidatos & matéria escura encontrados na literatura e, por fim, uma pequena
discussdo sobre algumas alternativas a matéria escura mas do ponto de vista da gravitagao.

A primeira evidéncia de que o universo poderia conter uma matéria escura, ou seja,
um tipo de matéria que ndo interage eletromagneticamente apenas gravitacionalmente, foi
trazida por Zwicky, em 1933, ao estudar o aglomerado de Coma, concluindo que a massa
necessdria para manter o aglomerado unido (virializado) era 400 vezes maior que a matéria
luminosa na forma de estrelas. Em 1937, Zwicky reforgou esta andlise e notou que galéxias
associadas a esta grande quantidade de massa funcionariam como lentes gravitacionais
provocando multiplas imagens de outras galdxias. Porém mesmo com estes estudos, Zwicky
permaneceu sozinho em suas conclusdes levando cerca de 40 anos para que a hip6tese da
existéncia de uma matéria escura fosse aceita completamente. Em meados dos anos 70 os
estudos de Ostriker [37] e Einasto [38] extenderam os estudos de Zwicky e notaram que halos
de matéria escura ao redor de nossa Galdxia e de galdxias proximas eram necessarios para
explicar o movimento de seus satélites. As evidéncias da matéria escura foram reforcadas
pelos estudos de curva de rotagdo de galédxias espirais [39—41], que por sua vez, permanece
plana por mais do que 10 vezes o comprimento de escala do disco estelar, o que nos mostra
que a massa da galdxia a raios grandes é dominada por matéria escura ao invés de estrelas.
Em raios da ordem de 100 kpc, a distribuigdo de matéria escura pode ser medida utilizando
cinemadtica de galdxias satélites e lenteamento gravitacional fraco. Dentro de uma incerteza
considerdvel, os dados sdo consistentes com a hipotese de que os halos de galadxias espirais
sdo os mesmos, em tamanho e massa, dos de galaxias elipticas isoladas, ou seja cerca de 300
kpc de raio e aproximadamente 10 vezes a massa estelar da galdxia.

Para grande parte das galédxias espirais, as contribui¢des vindas das matérias escura
e luminosa sdo dificies de separar. Por outro lado, galdxias espirais com baixo brilho su-
perficial (LSB), a matéria escura domina na massa em todo o raio [42], tornando-se entdo,

19
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aparentemente, um excelente laboratério para o estudo de matéria escura.

Do ponto de vista da Cosmologia, a matéria escura, no cendrio cosmolégico padrdo,
é intitulada de CDM (Cold Dark Matter) sendo que o termo “frio”(Cold) refere-se ao seu
comportamento ndo-relativistico. CDM ¢ indispensavel para a formacdo das estruturas
que existem hoje no universo, aglomerados e galdxias, tais estruturas sdo analisadas na
Cosmologia a partir de uma teoria de pertubacdo. Sendo 6 o contraste de densidade de
CDM que relaciona a variagdo na densidade escalar da matéria escura em relagdo ao fundo
homogeéneo e isotrépico no qual estd fundamentada a Cosmologia de base temos, em uma
teoria de pertubagdo linear, 6 o a(t), sendo a o fator de escala, fungdo associada a taxa de

1
expansdo do universo H = _d_a que hoje equivale a Hy = (67.4 + 1.4) kms_lMpc_1 [43].

a dt
A medida em que as andlises de curva de rotagdo indicavam a necessidade de um

contetido material ex6tico, sugestdes foram feitas sobre a possivel natureza dessa compo-
nente escura, partindo de objetos baridonicos como ands marrons, ands brancas e buracos
negros [44,45] até neutrinos massivos [46,47].

As hipéteses de que neutrinos poderiam ser matéria escura foi, em parte, motivada
pela fisica de particulas. Entre os anos 60 e 70, com o desenvolvimento das teorias de
grande unificacdo (GUTs), permitiu-se a existéncia de neutrinos massivos, e as tentativas
de medir suas massas em laboratério se iniciaram. No inicio dos anos 80, Lyubimov [48]
e Reines [49] anunciaram a detec¢do da massa de um neutrino eletrénico a um nivel de
interesse cosmolégico, em torno de 30 eV. Estes reultados entdo estimularam a investigagao
de neutrinos como possiveis candidatos a matéria escura e a formacao de estruturas, galaxias
e aglomerados, num universo dominado por neutrinos foi enfaticamente trabalhada. Porém
um argumento baseado no principio de exclusdo de Pauli [50] mostrou que halos de galéxias
nao poderiam ser feitos de neutrinos com massa inferior a 30 eV, além disso simulagdes de
formacdo de estrutura em universo dominado por neutrinos [44] demonstrou um desacordo
em relagdo as observagdes. Problemas como estes causaram um desinteresse nos neutrinos
como particulas de matéria escura no fim dos anos 80.

Ainda nos anos 80, outros modelos surgiram para tentar explicar a natureza da matéria
escura sugerindo que esta era um tipo diferente de particula massiva que interage fracamente
(WIMPs). Estas particulas sdo previstas por modelos de fisica de particulas baseados nas
idéias da supersimetria, uma teoria que extende o modelo padrdo da fisica de particulas
postulando a existéncia de companheiras mais massivas para todas as particulas do universo
com a mesma carga elétrica, mas com spin diferente. Surge, entdo, uma certa “zoologia”de
candidatos a matéria escura, como por exemplo neutralinos, gravitinos e photinos. As
WIMPs, sdo as preferidas mas ndo sdo as tinicas candidatas & matéria escura, outro candidato
possivel é o dxion, uma particula neutra e também de interagdo fraca, porém pode ser mais
leve que as WIMPs. Devido a sua grande massa, algo em torno de 100 GeV, muito maior que
a do neutrino, as WIMPs sdo também genericamente chamadas de CDM, em contrapartida
os neutrinos de HDM (Hot Dark Matter).

A busca pela existéncia dessas particulas tem sido feita nos tltimos anos. Dentre
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0s experimentos que visam a detec¢do de WIMPs estdo, por exemplo, XENON100, no
laboratério subterraneo Gran Sasso, na Itdlia. A CDMS, que significa Cryogenic Dark Matter
Search, ou Busca Criogénica por Matéria Escura, foi um projeto que se iniciou em um ttnel
abaixo da universidade de Standford, na Califérnia, e uma versdo mais sensivel do projeto
jé esta funcionando no subsolo da Mina Soudan, em Minnesota. Um experimento intitulado
de ADMX, que significa literalmente Experimento Axion de Matéria Escura na universidade
de Washington utiliza um grande ima supercondutor para procurar por essas particulas.
Outro local de busca por particulas de matéria escura é o acelerador de particulas localizado
na Suica, o LHC (Large Hadron Collider), que ja limitou a existéncia de algumas particulas
supersimétricas mas ndo eliminou completamente a supersimetria. Até os dias de hoje,
nenhum destes experimentos anunciaram, ainda, a descoberta de uma possivel particula de
matéria escura.

Mas ndo somente em aceleradores de particulas ou laboratérios subterraneos tém-
se investigado a natureza da matéria escura. Recentemente, Boyarsky e colaboradores
[51] realizaram anélises de espectro de raios-X da galdxia de Andromeda, Fig.(3.2), e do
aglomerado de Perseus através do telescépio XMM-Newton e identificaram um decaimento
semelhante ao previsto para a matéria escura. Semelhantemente, mas com métodos de
andlise diferentes e utilizando as informag¢des do mesmo telescépio XMM-Newton, Esra e
colaboradores [52] analisaram imagens de raios-X de varios aglomerados e obtiveram uma
fraca linha de emissdo ndo identificada, onde atribuiram essa linha ao decaimento de um
neutrino stereo, que também ja foi posto como candidato a matéria escura [53].

Uma abordagem teérica muito utilizada para o estudo do universo em grande escala e
a formacao de estruturas no regime nao-linear sdo as simula¢des de N-corpos. A acurécia de
uma simulagdo de N-corpos estd baseada nas resolugdes de massa e comprimento. Basica-
mente, a resolucdo de massa esté ligada ao valor de massa da menor particula considerada
sendo que quaisquer flutuagdes abaixo desta escala de massa sdo negligenciadas. A resolu-
¢do de comprimento é utilizada para evitar infinitos na computagdo da forca gravitacional
quando as particulas colidirem, para mais detalhes veja Ref. [34].

As simulag¢des de N-corpos sugerem um perfil universal para a matéria escura com
uma parametriza¢do usual dada por

p(r) = fo —- (4.1)

y a2

T T a

(&) 1+ ()]

Na Tabela (4.1) listamos os valores dos parametros (a,f,y) dos perfis de matéria escura mais

utilizados, os perfis de Kravstov (Krav [54]); Navarro, Frenk e White (NFW [55]); Moore [56]
e o perfil isotérmico (Iso [57]).

E necessario frisar que mesmo com os avangos proporcionados pelas simulagdes de
N-corpos para CDM e a obtengdo de um perfil universal para a matéria escura em galaxias,
tal abordagem apresenta problemas em relagdo as observagdes. Estas, por sua vez, parecem
indicar uma distribui¢do aproximadamente constante em partes interiores de galaxias LSB
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e ands ricas em gds, enquanto as simulagdes cosmolégicas indicam uma lei de poténcia, este
problema é conhecido como “core/cusp problem”, ou problema do ntcleo/ctspide, e ainda
estd em aberto na cosmologia de pequena escala. Para detalhes a Ref. [58] apresenta uma
revisdo do problema.

Tabela 4.1. Parametros de alguns dos perfis de matéria escura mais utilizados em galaxias,
segundo a Ref. [36]. Os valores de 7, podem mudar de sistema para sistema.

a | B | vy | rskpe)
Kra 201(30|04 10.0
NFW |[1.0]3.0] 1.0 20.0
Moore | 1.5 | 3.0 | 1.5 28.0
Iso 201201 O 3.5

Por outro lado, existem propostas na literatura que objetivam suavizar e até mesmo
eliminar a necessidade de matéria escura, porém tais propostas ndo se concentram no con-
teido material em si mas na teoria gravitacional empregada. A mais influente destas teorias
e, talvez, a que melhor explica a questdo da matéria escura, do ponto de vista da gravitacao, é
a MOND (Modified Newtonian Dynamics) proposta por Milgrom [59,60]. MOND é baseada
em uma gravitagdo ndo-newtoniana na qual existe uma escala de aceleracdo, fixada por uma
constante ap e pode gerar curvas de rotagdo razoaveis sem a necessidade de matéria escura
e explicar a relacdo de Tully-Fisher [61].

Outra proposta RGGR (Renormalization Group and General Relativity), esta mais
recente, utiliza efeitos de Grupos de Renormalizacdo [62], da teoria quantica de campos,
em Relatividade Geral induzindo uma forma funcional para a constante gravitacional G
modelando, sob um limite newtoniano adequado [63], a curva de rotagdo de galdxias sem
matéria escura [64].

Modelos baseados na Relatividade Geral também tém sido recentemente estudados
[4,5], aproveitando-se da nédo linearidade das equagdes de Einstein tém-se encontrado um
comportamento ndo-newtoniano e uma modelagem razodvel para curva de rotagdo sem a

necessidade de matéria escura.



Capitulo 5

Relatividade Geral

Este capitulo consiste de uma revisdo, baseada nas Ref. [65-68], sobre relatividade
geral envolvendo aspectos histéricos, formulagdo matemadtica, equivaléncia com a gravitagao
newtoniana e a descri¢do de espacos-tempos estaciondrios e axissimétricos que, por sua vez,

podem ser aplicados a objetos astrofisicos como galéxias tipo disco (espirais).

5.1 Breve Historico

O nome relatividade se aplica a duas teorias. A primeira, que ndo explicitaremos aqui
mas para mais detalhes veja a Ref. [69], chamada de relatividade especial, publicada em
1905 por Albert Einstein [70-72] que basicamente decreve os fendmenos eletromagnéticos e
mecanicos tomando em conta sistemas de reférencia que se movem com velocidades altas
em relacdo a um observador, mas sem levar em conta efeitos gravitacionais. Posteriormente,
em 1915, a teoria da relatividade geral foi publicada [73,74] descrevendo as propriedades do
espaco e do tempo, e os fendmenos eletromagnéticos e mecanicos na presenca da gravitagdo.

Na mecanica e gravitagdo newtonianas o espago e o tempo sdo absolutos e a inércia
das particulas materiais é uma propriedade intrinseca a elas ndo dependendo de quaisquer
interagdes com as demais. Porém na segunda metade do século dezenove um filésofo
austriaco, Ernst Mach [75], argumentou que o tempo e o espago absolutos da mecénica
newtoniana ndo existiam, todas as coisas sio mutuamente dependentes inclusive a inércia,
esta, segundo Mach, s6 existia devido a presenca das outras massas do universo. Einstein
denominou estas idéias como principio de Mach, embora tenha inspirado Einstein a analisar
futuramente a teoria newtoniana sob um outro ponto de vista, este principio tem uma
abordagem matemadtica um tanto vaga. Por isso é simplesmente descartado por alguns
fisicos, e levado em conta por outros a espera de uma formulagdo matematica adequada.
Para alguns, ndo passam de idéias de carater filosofico.

Além disso a teoria Newtoniana passou a apresentar problemas sérios em relagdo a
testes observacionais no sistema solar. Primeiro verificou-se que as 6rbitas dos planetas, em
torno do Sol, ndo eram 6rbitas fechadas, mas sim abertas, Fig.(5.1). A explicagdo com base

23
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na teoria newtoniana era a seguinte: a 6rbita de um planeta é uma elipse exata somente se
assumirmos que o Sol tem apenas um planeta orbitando-o. Uma vez que o Sol tem vérios
planetas, eles interagem mutuamente pertubando suas 6rbitas. Sendo levada em conta essas

pertubagdes temos o efeito observado.

Figura 5.1. Orbita real dos planetas, devido a pertubacdo gravitacional dos demais, nao sdo
elipses mas, sim, 6rbitas abertas. Por ser uma reproducédo esquematica o angulo de revolugio
do periélio nesta figura estd exagerado. Na realidade o maior valor observado, no sistema solar,
para o angulo de desvio do periélio é o de Merctrio, aproximadamente 1.5° por século. (Dominio
publico)

Porém, Urbain J. LeVerrier, em 1859, o mesmo que anos antes com base nos mesmos
célculos previu a existéncia de Netuno, verificou que os valores calculados para a precessdo
do periélio de Merctrio e os valores medidos eram de uma discrepancia muito maior que
erro observacional. Astronomos e fisicos tentaram explicar esse efeito de véarias formas:
cogitando a hipdtese de um outro planeta, Vulcdo, orbitando em torno do Sol dentro da
Orbita de Mercurio, pertubando-a; a interagdo de Merctirio com poeira interestelar; ou
assumindo que o Sol era achatado devido a sua rota¢do, gerando um campo gravitacional
que ndo era esfericamente simétrico mas suficientemente achatado para explicar a precessao
do periélio de Mercurio. Todas essa hipéteses falharam frente aos dados observacionais.
O hipotético planeta Vulcdo deveria ser tdo massivo que deveria ser visivel, o que néo era.
Nao existia poeira interplanetdria com massa suficiente para gerar a precessao do periélio.
E se o Sol fosse achatado, causaria outras consequéncias nas 6rbitas dos demais planetas: os
planos das 6rbitas teriam que variar periodicamente em torno de suas posi¢des médias com
uma amplitude de 43”por século e isto deveria ser observado e nao era [76].

A elaboragdo da teoria da relatividade geral ndo foi instantdnea mas progrediu gradu-
almente, até porque Einstein cometeu alguns erros e acrescentou hipéteses que foram, com
o passar do tempo e do amadurecimento da teoria, retirados. Einstein construiu a teoria
a medida que aprendia geometria Riemanniana, a base matemaética da teoria. Além disso,
teve que lidar com os questionamentos, naturalmente, que surgiam indagando-o a cerca da
necessidade desta nova teoria e os competidores que queriam chegar a relatividade geral
antes dele [77].
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Einstein, como dissemos anteriormente, iniciou suas criticas a teoria Newtoniana ins-
piradas nas idéias de Mach. A teoria Newtoniana nos diz que em um espago livre de
interagdes, corpos massivos permanecem em repouso ou se movem com velocidade cons-
tante, num movimento retilineo uniforme. Por outro lado, um universo real é preenchido
por campos gravitacionais que ndo podem ser blindados, ou seja, 0 campo gravitacional
estd acoplado a tudo. Este principio ficou conhecido como principio de equivaléncia fraco.
Como consequéncia todos os corpos descreveriam trajetérias curvas independentes de sua
massa e de sua composicao, este é conhecido como principio de equivaléncia forte.

Porém se concluimos que as trajetéria sdo curvas, significa que podemos definir de
alguma maneira uma trajet6ria reta. Mas como fazer isso se acabamos de afirmar que nehum
corpo segue tal trajetéria. Seria um raio luz o candidato a execugdo desta trajetéria? Para
verificarmos se esse seria o0 caso, basta considerarmos dois sistemas de referéncia cartesianos
K e K, paralelos, cujos eixos sdo (x,y,z) e (x’,y',z’), respectivamente. Seja K inercial e K’
se move com respeito a K com uma aceleragdo g(t, x, y, z) ao longo do eixo z. Considerando
a origem destes sistemas de referéncia coincidentes em t = 0, temos que as esquagdes de

movimento de uma particula livre que em K sdo dadas por

2 2 2
%:%:%:O, (5.1)
em K’ assumem a forma Py Py
=T 0, 5.2)
e P2
e -g(t,x,y,2). (5.3)

A quantidade que em K ¢ interpretada como aceleragdo pode ser interpretada em K’ como
a intensidade de um campo gravitacional, com sinal oposto. Portanto o campo gravitacio-
nal pode, entdo, ser simulado por um movimento acelerado, ou, mais exatamente a forca
gravitacional pode ser simulada por uma forga ficticia, como por exemplo a forga centri-
fuga. Assim o feixe de luz deve se comportar em um campo gravitacional assim como se
comportaria em um sistemas de referéncia acelerado, ou seja, o feixe de luz seria defletido,
consequentemente ndo podendo atuar como um padrdo de trajetéria retilinea.

Entdo se ndo podemos formular um modelo fisico a partir de uma nog¢ao fundamen-
tal de fisica Newtoniana, temos que fazer sem ela. Assumimos que ndo existem forgas
gravitacionais que curvam a trajetéria dos corpos, mas sim que os mesmos executam “li-
nhas retas”em uma geometria modificada (curva) e essa modificagdo é feita pela gravitagdo
via matéria e(ou) energia !, sendo esta idéia a mais usual, no sentido pedagégico, para a
descricdo da relatividade geral.

Uma geomeria modificada implica numa geometria ndo-Euclidiana, e para o estudo

'E necessério frisar que ndo somente a matéria e a energia modificam a geometria em questdo mas também
0 vécuo, motivo imediato que leva a conclusdo de que a relatividade geral apesar de inspirada nas idéias de
Mach, por fim, ndo concorda com este principio.
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destas necessitamos da geometria diferencial, que é a base matematica da relatividade geral
e veremos seus elementos a seguir.

5.2 Variedades e tensores

Como mencionamos em relatividade geral a utilizagdo de uma geometria ndo-
Euclidiana torna-se necessaria. A classe mais geral de espacos que iremos considerar sdo as
variedades diferencidveis, que sdo, basicamente, a generaliza¢gdo de uma superficie curva.
Assim, uma variedade diferencidvel M de classe p, n-dimensional e que cada ponto x € M
possui uma vizinhanga Oy é tal que possui as seguintes propriedades:

i) Deve existir um mapeamento um-a-um «, da vizinhanga O, em um subconjunto Uy
de R" chamado mapa de Oy. A imagem de k,(x) sdo as coordenadas de x € M.

ii) Se quaisquer duas vizinhangas O, e O, de x,y € M possuem uma interseccao nao
vazia, Ox N Oy # 0, kx um mapa de Oy e ¥, um mapa de O,, podemos considerar o mapa
Ky O Kgl, onde o denota composigdo, que toma pontos em x,[O, N O,] C U, C R" a pontos
em «, [0, NOy] c U, CR".

Para efeito de cdlculo nestas variedades um espaco tangente a elas se faz necessario.
Pois, ao considerarmos uma geometria curva a estrutura de espago vetorial que conhecemos
se perde. Por outro lado, a estrutura de espago vetorial pode ser recuperada na vizinhanga
de um ponto x € M a partir de vetores tangentes. Para variedades como a esfera, que surge
naturalmente como uma superficie embebedada no R", é intuitiva a no¢ao de vetor tangente
em um ponto x como um vetor pertencente ao plano tangente a esfera. Porém, em situagdes
mais gerais um embebedamento no IR” ndo é possivel, como o caso da relatividade geral,
assim a construcdo de um espago tangente requer uma atengao maior.

Como ponto de partida assumir um vetor tangente como uma derivada direcional
parece razodvel. Assim, um vetor v = (vl, ...,0"") define um operador de derivada direcional

Z v#(d/dx"). Derivadas direcionais sdo caracterizadas por sua linearidade e respeito a regra

u
de Leibnitz quando atuam em fungdes. Considere, entdo, uma variedade M e seja ¥ uma

colecdo de fungdes continuas e diferencidveis de M em R. Definimos um vetor tangente em
um ponto x € M como o mapa v: ¥ — R que satisfaz as seguintes propriedades:

i)v(af +bg) = av(f) + bv(g), paratodoa,b € Re f,g € F;

ii) v(fg) = f(x)o(g) + g(x)v(f).

Um espago tangente V, a variedade M em um ponto x € M é um espago vetorial
gerado pelos vetores tangentes em x.

Agora considere ky: Oy — Uy € R" um mapa com x € O,. Se f € ¥, entdo por
definicdo f o x;!: U, — R é continua e diferenciavel. Assim para u = 1,...,n definimos Xy
¥ — R por

Xulf) = 3%0 o) (5.4)

Kx (%)
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onde (xl, ...,x") sdo as coordenadas Cartesianas de x em R" dadas por xy(x). Ora, Xy, ..., X,
sdo vetores tangentes e vemos que sdo linearmente independentes e, por sua vez, podem ser
utilizados como base para expandir Vy [65], tal que dim V, = n. Logo, um vetor tangente
arbitrdrio v pode ser escrito como uma expansao da base X, que por sua vez ¢ chamada de
base coordenada

n
v=)" oX,. (5.5)
u=1

Se escolhermos um mapa diferente, «’, , obteremos uma base coordenada diferente X;,.

Podemos, entdo, expressar X, em termos da nova base X, usando a regra da cadeia

n &/V
XH:Z;7

v=1

X, (5.6)

K ()

onde x”” denota a v-ésima componente do mapa «, o ;. Logo, as componentes v do vetor
v na nova base coordenada esta relacionada com as componentes v* da base antiga por
n ox’”’

v
v = e (5.7)
u=1

Uma curva suave, C, em uma variedade M é um mapa de R, ou um intervalo de R,
em M, C: R - M. Em cada ponto x € M podemos encontrar uma curva C e associd-la a
um vetor tangente T € V, da seguinte forma. Seja uma funcdo f € ¥, definimos entdo T(f)
como a derivada da fung¢do f o C: R — R avaliada em x, ou seja, T(f) = d(f o C)/dt.

_ d(fo C) _ 8 -1 dX‘u _ dX‘u
T " LagV e = L 69

Note que a base coordenada X, associada a0 mapa xy é tangente a curva em M, sendo
a curva C em M mapeada em uma curva x*(t) em IR" via «,.

A partir daqui adotaremos a seguinte convengdo

n
uev, = Z uev,. (5.9)

a=1

Na fisica Newtoniana uma classe especifica de sistemas de referéncia é usada, os
inerciais. Nos quais o Principio da relatividade nos garante que todas as leis da mecénica
devem ser as mesmas. Nestes referenciais, todo o corpo sobre o qual ndo atua nenhuma
forca externa permanece em repouso ou em movimento retilineo uniforme. Porém, vimos
que na prética um referencial inercial é dificil de ser identificado devido ao fato de que
campo gravitacional ndo pode ser blindado, sugerindo, entdo, que as leis da fisica devem
ser formuladas de tal maneira que nenhum sistema de referéncia seja privilegiado, ou seja,

todos os observadores sdo equivalentes, portanto as equagdes que regem tais leis devem
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possuir a forma tensorial ou covariante. Este principio ficou conhecido como Principio
da covariancia geral e compdem a lista, juntamente com o principio da equivaléncia, de
principios que contribuiram para a formulacdo da relatividade geral.

Necessitamos, entdo, de uma defini¢ao precisa de tensores. Para isso, seja V um espaco
vetorial de dimensao finita, no nosso caso de interesse um espago tangente V,. Considere
uma colecdo, V¥, de mapas lineares f: V — R. Se definimos adi¢do e multiplicagdo por
um escalar dos tais mapas lineares, da maneira usual, ou seja, uma transformacéo linear,
naturalmente chegamos a uma estrutura de espago vetorial para V*. Chamamos, entdo, V*
espago vetorial dual a V, e seus elementos de vetores duais. Se vy, ..., v, é base de V, podemos
definir elementos 0", ..., o™ € V* tal que

o (v,) = 6, (5.10)

onde 8, = 1se u = ve0caso contrario. Segue imediatamente que {v**} é base de V*, chamada
de base dual a base {v,}, e naturalmente dim V' = dim V".

Agora estamos aptos adefinir a no¢do de tensor. Seja V um espago vetorial com
dimensdo finita e V* seu espago dual. Um tensor, T, do tipo (k,[) sobre V é um mapa
multilinear

T:V'X--XV'XVXx---xXV —>R. (5.11)

k l
Basicamente, dados k vetores duais e [ vetores ordindrios, T produz um ntimero. Assim, pela
defini¢do um tensor do tipo (0,1) é precisamente um vetor dual. Similarmente, um tensor
do tipo (1,0) é um vetro ordindrio.
Uma quantidade de interesse, no que diz respeito aos tensores, é o chamado rank do
tensor e é basicamente dada por k + [. Vetores duais e ordindrios sdo tensores de rank 1.
Um tensor de rank zero é dito um escalar. Formalmente, um escalar é uma fungdo ¢ na

variedade M que satisfaz a seguinte lei de transformagao

P(x) = 9'(x"), (5.12)

onde x,x’ € M.
Com as defini¢des de adi¢do e multiplicagdo por um escalar feitas acima, a colegdo
7 (k,1) de todos os tensores do tipo (k,[) tém, de forma natural, a estrutura de um espago

vetorial de dimensdo n**'.

Duas operagdes simples mas comumente usadas em tensores
serdo apresentadas a seguir. A primeira é chamada de contragdo com respeito ao i-ésimo
vetor dual e o j-ésimo vetor ordindrio e é um mapa C: 7 (k,I) - 7(k—1,1-1). Se T é um

tensor do tipo (k, I), a contragdo é definida como
CT =TG-, 0%, 05, ). (5.13)

A segunda operacdo é o produto tensorial. Dado um tensor T do tipo (k, ) e um outro

tensor T’ do tipo (k’,1), pode-se construir um terceiro vetor do tipo (k + k’,1 + I’) chamado
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produto tensorial de T e T” denotado por T ® T’. Podemos, entdo, construir tensores a partir
do produto tensorial entre vetores e vetores duais. Pois, se {v,} é uma base de V e {0} é
uma base de V*, pode-se concluir que 7! tensores {0y, ® - ®0, @V ®---®0v'"} formam

uma base para 7 (k,[). Assim, cada tensor do tipo (k, ) pode ser expresso

T=Ty Mo, @ -@v". (5.14)
Os coeficientes de expansdo acima, Tf,[llf_'.}fjk, sdo chamados de componentes do tensor

T com respeito a base {v,}.
Em termos das componentes podemos obter as expressdes para as operagdes de con-
tragdo e produto tensorial. Suponha, entdo, que o tensor T tenha as compoentes T}, "*.

Assim, a contragdo, CT, do tensor T possui componentes dadas por

fr o1 e
(CT)vl-nvl_l - Tv1~~~a~~~v1_1 . (515)
Se T’ tem componentes T,\",!¥" , entdo o produto tensorial S = T ® T’ possui as seguintes
componentes
M ik e B! Bl Biek?
SVI"'VI+I’ - TVl"'Vz TV1+1“'V1+1' ' (5‘16)

Toda a discussdo feita anteriormente a respeito dos tensores se aplica a um espago
vetorial arbitrario com dimensao finita V. Porém, nosso caso particular de interesse é o caso
em que V é 0 nosso espago tangente Vy, em um ponto x € M. Neste caso, V; é comumente
chamado espaco cotangente em x e seus vetores de vetores cotangentes. Outra forma usual
é nos referir aos vetores em V, como vetores covariantes e vetores em V} como vetores
contravariantes. A base que expande V, é usualmente dada por d/dx!,---,9/dx". A base
dual associada, por sua vez, é comumente denotada por dx!,--- ,dx". Se trocarmos o sistema
de coordenadas vimos anteriormente que as componentes v'*" do vetor v nesta nova base
estd relacionada as componentes da base antiga pela lei de transformagéo do vetor

/ o'
U

e
vt =0 el (5.17)

Se w, denota as componentes do vetor dual w com respeito a sua base dual {dx"}, entao
a lei de transformagdo para um vetor covariante, usando a equagao v"*(v,) = o ea equagao
(5.17), é dada por

oxH
[
a)H, = wym . (518)
Assim as componentes de um tensor T do tipo (k, ) se transformam como
! e, OXH oxt
Tt = it ce—, (5.19)
V1Y U gt ax’#

Outras propriedades bésicas dos tensores ainda podem ser mencionadas:
i) Se um tensor T do tipo (k, ) é nulo em um dado sistemas de coordenadas, entdo serd

nulo em todos os sistemas de coordenadas.
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ii) Uma combinagdo linear de dois tensores do tipo (k, I) é um tensor do tipo (k, /).

iii) Se a componente de um tensor T do tipo (k,[) ndo muda de valor quando dois
indices, covariantes ou contravariantes, sio trocados entre si o tensor T é chamado simétrico
em relacdo a este par de indices. Se a componente apenas muda de sinal, entdo o tensor é
chamado antisimétrico em relagdo a este par de indices.

iv) A dltima propriedade nos permite definir simetrizagdo e antisimetrizagdo de um
tensor. A parte simétrica de um tensor T do tipo (0, /) com respeito a um conjunto de indices
{a1,--+, ax} é a quantidade

1
Ty = 5 D, Toayciny - (5.20)

Tt

e a parte antisimétrica de um tensor T do tipo (0,/) com respeito a um conjunto de indices

{ay, -+, ax} é a quantidade

1
Tiagean = Y T - (5.21)
Tt

onde a soma é sobre todas as permutacdes, 77, de 1,--- ,/ e 61 é +1 para permutagdes pares e
—1 para permutagdes impares.
Um tensor totalmente antisimétrico T do tipo (0, /) é tal que

Toyoay = Tiar o] - (5.22)

A métrica g desempenha o papel de um produto interno, ndo necessariamente positivo
definido, no espago tangente V, em cada ponto x € M. Assim podemos encontrar uma base
ortonormal vy, - - -, v, do espago tangente V; no ponto x tal que g(vy, vy) = £6,». A quantidade
de sinais + e — é chamada assinatura da métrica. Em geometria diferencial ordindria,
usualmente sdo utilizadas métricas positivas definidas, ou seja, métricas com assinatura
+ + -+ +. Por outro lado, a métrica do espago-tempo que lidamos em relatividade geral tem
assinatura — + ++ ou + — ——. Métricas positivas definidas sdo chamadas de Riemannianas

e métricas com assinatura como as do espacgo-tempo sdo chamadas Lorentzianas.

5.3 Derivada Covariante

Como vimos anteriormente, em um dado ponto x € M podemos definir um espaco
tangente Vy, e nele definirmos os tensores. E interessante analisarmos agora a diferenciagdo
destes tensores. Porém, ao definirmos uma derivada de um campo tensorial necessitamos
comparda-los na vizinhanga de um ponto x € M. Ora, diferentes pontos, por exemplo x e
y € M possuem planos tangentes diferentes, logo, de imediato, ndo possuimos uma maneira
de adicionar ou subtrair tensores pertencentes a espagos tangentes distintos.

Para solucionar este problema definimos, entdo, uma estrutura matematica que inter-
media a identificagdo entre espagos tangentes de diferentes pontos, tal estrutura chamamos
de conexao afim.
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Antes de partirmos para a defini¢do de conexao afim de forma mais explicita, analise-
mos algumas consideragdes pertinentes ao espaco tangente V,. Como vimos, todo espago
tangente n-dimensional pode ser expandido por vetores contravariantes linearmente inde-
pendentes. Em particular, tomemos a base ndo-coordenada {eff, -+, ey}, Acole¢do de campos

vetoriais {e] (x)}, coma,a =1,--- ,n é tal que
e‘;e‘é = 6[‘;‘ , (5.23)

sendo {¢’} base dual a¢).

Agora, definimos o conjunto de quantidades

I“gy = —e5(V, —d))e (5.24)

s
i
como as componentes da conexao afim. O termo d, = d/dx" refere-se a derivada parcial
ordindria e o termo V,, refere-se a derivada covariante.

A derivada covariante, por sua vez, é definida como um mapa V: 7 (k,I) — 7 (k, 1 + 1),
ou seja, toma campos tensorias do tipo (k, /) e leva em campos tensoriais do tipo (k,I + 1) e

satisfaz as propriedades listadas a seguir.
i) Linearidade: Paratodo AeBe 7 (k,])ea,f € R

Vy(aAlk, 1] + BBk, 1]) = aV, Alk, 1] + BV, B[k, 1] ; (5.25)
ii) Regra de Leibnitz: Para todo A € 7 (k,I), Be T (K',I'),
Vy(Alk,I]® B[K',I']) = (V, Alk, 1) ® B[K', I'] + Alk, 1] ® (V,,B[K',I']) ; (5.26)
iii) Comutatividade com a contracdo: Para todo A € 7 (k,[)
Vo (ANL0 8y = v, AT (5.27)
iv) Reduz a derivada parcial ordindria quando atua em uma funcéo escalar f € ¥

V,f =9,f. (5.28)

Uma propriedade relacionada a conexdo é que a mesmanao depende da base escolhida.
Para mostrar isso, assumimos {¢}} e {e/,} duas bases distintas. Como estas bases sdo vetores

contravariantes podemos, via equagdo (5.17), estabelecer
e =Abel, (5.29)

onde os elementos da matriz de transformagao Ag, sdo fungdes escalares. Entdo, calculando

(04 (43
a l"ﬂy na base {e7,} temos

(5, )er = =ALef(Vy = I)(AT) €] = ~0lef (V) = dy)ej = (Tf )e- (5.30)
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o4

Outra caracteristica que podemos notar é que I’ g, N30 é um tensor. Verifiquemos, entao,

como as componentes l"gy se transformam quando aplicamos uma mudanca de sistema de

coordenadas. Logo, partindo da equagao (5.24) temos

T, = = (Vy —dy)e, (5.31)
= —e‘S"V),fe;, + 62‘,8)/65, .

’ . N
Ora, o termo ¢ Vyreg, é tensor devido a natureza de V,.. Portanto

ry., = —e'(Vy = 3,)es, (5.32)
= —'Vy e, + e 0y,

ox'Y 9x’ oxP ox'Y IxY 9*xP
ox® Jx"V’ Weg(vy _87/)62 - ox® Jx"V’ egez8x?’8x’5'
oxY oxv oxf _, oY Ixv _, 9P
oxt Jx’ gx'B By * ox ox"V P oxvox'F
X'y oxV oxf _,  ox¥ Ixv  Px° P
Ix o7 o B T 9x0 o o o ox)
o' I I, o 5 *x°
ox® Ix’V Ix'B B x0TV Jx'0’ ox'P
oxY oxv oxf _, oY  Px°
ox® Jx"V Jx'B PY T % XY axF

Podemos, ainda, a partir de l"g‘y definir o tensor de tor¢ao

o, (04
Qs =T . (5.33)

Agora convém obtermos a forma explicita da derivada covariante em tensores. Para

isso inicialmente notemos que

(Vy = d))(ees) = (V, = 9,)86 =0, (5.34)

sendo que na dltima igualdade utilizamos Vyég = 0 a partir da propriedade (iii). Assim,

explorando um pouco mais a equagao (5.34) obtemos
—eg(Vy - 8),)@2 = ;(V), —d)es . (5.35)

Logo
ng = eg(V}, —d))es . (5.36)
Além disso, podemos escrever as componentes de um tensor T do tipo (k,I) como
fungdes escalares em funcao das bases {¢;} e {¢{'}

b
TZiZZk = ¢y ---eﬁiefi ---eﬁ’ngllmgk ) (5.37)
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Assim, de posse da equagdo (5.37) temos
vy 0),)T“1 =0, (5.38)

Desenvolvendo um pouco mais o lado esquerdo e tendo em maos as equagdes (5.24) e
(5.36), temos

i ﬁ
0 AR AT ARTIAY P

|
-
x
22
—~
<

(V)f - ay)TEZf =

!
R U VAR I WL B
Zeal Ca €y, v, 87,)ebj efl +

AR eﬁ] eﬁ'(vy— Tl (5.39)

_ Q- ak Pit Tk
Vv 4 aV)T ZFPJ’ B1B +Zr517 BrpjBr

Usando a equacao (5.38) finalmente temos

o g o, ) g gons
v, T 9T +ermlﬁl

P pa--ag
r.[”jVTﬁl"'Pj"'/gl (540)
=1

Apesar de termos definido a conexdo afim e em termos dela obter um operador diferencial
que atue em tensores de diferentes espacos tangentes, uma questdo ainda merece ser res-
podida: Como a conexdo afim faz para conectar estes tensores? A resposta estd na nogao
de transporte paralelo. Pensando euclidianamente, somamos e subtraimos vetores, pois os
transportamos paralelamente para que suas origens coincidam e assim os somemos. Con-
siderando, entdo, um espago Euclidiano e utilizando coordenada cartesianas, vetores sao
transportados paralelamente quando

do®  Jv® dxP
—=——2=0, 5.41
dt  oxP dt (541)
onde 7 é um parametro ao longo de uma curva C, e x%(7) sdo as coordenadas de um
ponto x € C. A intengdo, entdo, é generalizar esta idéia euclidiana para uma variedade
n-dimensional arbitraria M. A partir da definicdo dada pela equacgéo (5.41) temos

Dv* dxP
? _( ,0 0()_ = 0, (542)
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explicitamente utilizando a equagao (5.3) temos

dxP dxP

dpv 7 rgp = =0, (5.43)
que pode ser escrita equivalentemente como
do® dx
e gPE . (5.44)

Agora uma curva G cujo vetor tangente v* = dx®/dt, ap6s ser transportado ao longo de G
a partir de x*(tg) € G a x*(t) € G é colinear com o vetor tangente definido no ponto x*(7) é

dita uma curva geodésica. Logo

Uﬁ‘(’c) = A(1)v%(1) . (5.45)

Assim da equagdo (5.42) aplicada em vﬁ‘ temos

Dv? a 20
_ 2% DA, Dvt . [dx o dxP dx? d/\dx
T Tdr  dd’ +A dt =4 a2 Tegr ar )T d d (546)
Assim ,
asx®  _, dxPdx° dA dx*
A(—dfz ”w%ﬁ) =Tt (547)

Agora, podemos fazer uma reparametrizagdo T — s(7) tal que o vetor ao ser transpor-
tado paralelamente ndo seja apenas colinear mas coincida em médulo com o vetor tangente

a curva G no ponto x“(s) € G

Dv* Dv%ds (d*x* _, dxPdx°\ds
it ds dt ( FER PGE%) R (5.48)
Como ds/dt # 0 temos a equacdo da geodésica
d?x*_ dxP dx®
732 + rpog% =0. (549)

O parametro s é conhecido como parametro afim e é facil verificarmos que um dado para-
metro s’ tal que
s'=as+b, (5.50)

com 4, b constantes, também é afim.

Apesar de toda a discussdo anterior acerca do transporte paralelo ter sido feita em
torno de vetores tangentes, a extensdo para campos tensoriais é imediata. Considerando um
campo tensorial T do tipo (k,[) o transporte paralelo deste é dado por
dx

D — ayQp 7
Dr ﬁ1 ﬁ[ =V Tﬁ1 B gr =0. (5.51)
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5.4 Transporte paralelo e curvatura

Consideremos o transporte paralelo de um vetor em torno de uma curva fechada C em
uma variedade n-dimensional M. Podemos definir uma superficie arbitrdria A delimitada
por esta curva C e quebrar esta superficie em pequenas dreas cada qual delimitada por curvas
fechadas Cy. As mudangas nas componentes v* do vetor a medida em que é transportado

paralelamente em torno de uma curva fechada C sdo dadas por

Aot =Y (M), (5.52)
N

onde (Av®)y corresponde & mudanga em v* em torno de uma pequena curva Cy. Por outro
lado, as contribui¢des das pequenas curvas interiores se cancelam mutuamente restando

apenas as contribui¢gdes da borda exterior, ou seja, a curva C.
Calculemos, entdo, as mudangas (Av")y em torno de uma pequena curva fechada
Cn parametrizada por x*(t). Integrando a equacdo (5.42) considerando que um vetor é
transportado paralelamente ao longo de uma pequena curva Cy de um ponto inicial x*(7p)

até um ponto qualquer x*(7) nesta curva, temos

x(T) dxa
@ =% - e o —dr. 553
0=y~ [T 559)

Por outro lado, uma vez que as curvas sdo pequenas podemos expandir o integrando em

torno do ponto P de coordenadas x*(7p) até primeira ordem em x* — x3. Logo

[5,(7) = (T5,)p + (@ T5,)pla (1) = xp] + -+, (5.54)

(1) =0} — (Fgo)pvg[x“(r) —xpl+ee (5.55)

Substituindo as equagdes (5.54) e (5.55) na equacdo (5.53) e considerando até primeira ordem,

temos

T dx? ! dx°
(1) = o - (%), % f ——dT = (9uT) = Tio T et} f [ —xpl——dt.  (556)
T 7o

0

Se integramos em torno de uma curva fechada temos 9§ dx° =0, assim ficamos com

T
A% = ~(@, T8, ~ T T )p0, 56 | (5.57)

To

Um resultado andlogo ao anterior pode ser obtido ao trocar os indices mudos y e o e ainda

utilizando o seguinte resultado

b(ﬁd(x”x“) = Sg(x“dx“ +x%x*) =0, (5.58)
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e obtemos ,
Av® = —E(c%l"gy - ayrgg + l"ﬁ‘gl"g Fvyfgg)pvg ﬁx"dx“ ) (5.59)

que de forma mais compacta pode ser expresso como

Av® (Rpgy)pv éVx“dx‘u , (5.60)
onde definimos
pw =0 ng Byl"gg + I“fj(,l"v l"ﬁyl"v (5.61)

como tensor de curvatura.

A equacdo (5.60) estabelece uma conexao entre o transporte paralelo em uma pequena
curva fechada em torno do ponto P e o tensor de curvaturano ponto P. Entdo, as componentes
v”* do vetor permanecem inalteradas apds ser transportado paralelamente em torno de uma
pequena curva proxima ao ponto P somente se o tensor de curvatura for nulo no ponto P.

Outra forma de obtermos o tensor de curvatura é a partir da ndo-comutatividade
da derivada covariante ao atuar em um vetor covariante. Tal caracteristica da derivada
covariante é natural, pois sua relagdo direta com o transporte paralelo depende de um
caminho escolhido. Calculemos, entdo, o comutador de derivadas covariantes

(Vavﬁ - V[;Va)vy = VaVﬁv“ - Vﬁvavy . (5.62)
Primeiramente

—T}a0p0p + T T000, . (5.63)

_ P P P p
VaVpoy = dadgoy — vpﬁaryﬁ - 8avaHﬁ - Fﬁaapvy +T ual'pp0s

Ba FVP

Trocando os indices a e f obtemos a expressdo para VV,0, e com a equagao (5.63) obtemos

(VaVp = VpVa)ou = (0pL, = 9al, +rfmrgﬁ r 4Liip)0o +20° gV 0 - (5.64)
Ou simplesmente
(VaVg = VpVa)vu = RY 5, Vo + 200 V0, (5.65)

5.5 Geometria Riemanniana

Até agora lidamos com variedades em que o tnico objeto que adicionamos foi a
conexdo afim. Tal estrutura matemdtica permitiu-nos comparar tensores em diferentes
pontos. Por outro lado, ndo podemos ainda calcular distancias ou angulos entre os mesmos.

Para solucionar esta questdo convém, agora, introduzir um segundo elemento: o
tensor métrico. Uma métrica estd supostamente associada a uma distancia infinitesimal
ao quadrado ou ainda um deslocamento infinitesimal. Assim, uma métrica deve ser um
mapa linear de V, X V, em ntimeros, ou seja, um tensor do tipo (0,2). Além disso, a métrica

deve ser simétrica e ndo degenerada. Simétrica significa que para todo vy, v, € V, temos
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g(v1,v2) = g(vp,v1). Ndo degenerada significa que o tnico caso em que temos g(v,v1) = 0
para todo v € Vy é o caso v; = 0. Logo, uma métrica ¢ em uma variedade M é um tensor do
tipo (0, 2), simétrico e ndo degenerado. Em uma dada base coordenada, podemos expandir

a métrica g em termos de suas componentes como

g = gudx! ®dx". (5.66)
Usualmente a notacéo ds® é usada no lugar de g para representar o tensor métrico

ds? = Suvdxtdx”, (5.67)

onde omitimos o sinal do produto tensorial.

A métrica g desempenha o papel de um produto interno, ndo necessariamente positivo
definido, no espago tangente V, em cada ponto x € M. Assim, podemos encontrar uma base
ortonormalvy, - -+, v, do espago tangente V, no ponto x tal que g(v,, vy) = +6,,,. A quantidade
de sinais + e — é chamada assinatura da métrica. Em geometria diferencial ordindria,
usualmente sdo utilizadas métricas positivas definidas, ou seja, métricas com assinatura
+ + -+ +. Por outro lado, a métrica do espago-tempo que lidamos em relatividade geral tem
assinatura — + ++ ou + — ——. Métricas positivas definidas sdo chamadas de Riemannianas
e métricas com assinatura como as do espaco-tempo sdo chamadas Lorentzianas.

Vimos que um vetor ao ser transportado paralelamente ao longo de uma curva G
sob uma parametrizacdo afim, preserva seu comprimento. Que condi¢des poderiam ser
impostas ao tensor métrico a fim de satisfazer esta exigéncia?

Considere, entdo, s um parametro afim. O comprimento de um vetor v, paralelamente

transportado ao longo de uma curva G parametrizada por x%(s), ndo varia. Assim,

Dof Dv* D
- p - =
s + Sap¥ s I Sap - (5.68)

D D
0= %(gaﬁvavﬁ) = %(gaﬁ)vavﬁ + gap0”
Obtemos, entdo, a seguinte condi¢do para o tensor métrico
Vogap =0. (5.69)

Podemos resolver esta equagdo para F“y, escrevendo-a trés vezes permutando os indices.
Assim,
p8ap — Tap8op ~ T5,8a0 = 0, (5.70)

9a8p — Tga8op —Tha8ps =0, (5.71)

Ip8pa — Tpp8oa =800 = 0. (5.72)
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Adicionando as equagdes (5.71) e (5.72) e na sequencia subtraindo da equagéo (5.70), obtemos

V 1
T = 38”7 Op8ap + Iagpp = pap) - (573)

As componentes da conexdo afim explicitadas em funcdo das derivadas do tensor
métrico sdo comumente chamadas de simbolos de Christoffel. Uma propriedade imediata

que retiramos da equagdo (5.73) é I‘yﬁ = F( ap) sendo assim

QVﬁ =0. (5.74)

Variedades em que o tensor métrico satisfaz a equagao (5.69) e que possuem, em adigdo,
a equacdo (5.74), sdo ditas variedades Riemannianas.

Um tensor de curvatura em uma geometria Riemanniana construido a partir dos
simbolos de Christoffel é chamado tensor de Riemann. Este tensor, por sua vez, possui as
seguintes propriedades:

14 Y
) Raﬁb Raéﬁ

ii) Raﬁyé = _Rﬁayé = _Raﬁéy = Ryéacﬁ-

iii) Identidade de Bianchi: V(,Ryg},5 = 0.

iV) Ra[‘b’yé] =0.

A partir das propriedades (ii) e (iv) temos

Rayﬁé + Ra‘35y + Raﬁyé =0. (5.75)
Agora, contraindo primeiro « e y e depois f e 9, temos

gaﬁRayﬁ(s + gaVRaﬁéy + gaVRaﬁyé =0

14 14 Y _
R +R/361/+R6)/‘B 0

gﬁYRV +RV5+Rj;g 0
BypY _ pvd VB _
gRI — R+ R =0
Y _
Ry =0. (5.76)

Por outro lado, contraindo « e 3, temos

Rayﬁ(‘j + Raﬁéy + Raﬁ)/é =0
B p p_
Ryﬁ +R/36v Réﬁy 0

bR
R =Ry . (5.77)

Definimos, entdo, o tensor de Ricci como sendo

Ruy =R, . (5.78)



5. RELATIVIDADE GERAL 39

Pela equagéo (5.77) verificamos que
Ryv = Rvp . (5.79)

Uma contracgdo do tensor de Ricci nos dé o escalar de Ricci ou escalar de curvatura
R:=Rj. (5.80)
A partir da identidade de Bianchi e da propriedade (ii), temos
VaRpgys + VpRgays + VeRapys = 0. (5.81)
Contraindo primeiramente os indices p e y e depois f e 0, temos

gpyVaRpﬁy(s + gpprRﬁayé + gpyV‘BRaP)/(S =0
VaRgs + vagﬁa — VgRas =0

pB B _
VaR + VoRL — VgRl, = 0
VoR = 2V4RE = 0
Vs(2RE — 6ER) = 0

1
V(R — 5 g*PR)=0. (5.82)
Definimos o tensor de Einstein como sendo

1
G := R — 5 PR (5.83)

5.6 Equacdes de Campo de Einstein

Na relatividade geral o tensor métrico desempenha o papel da gravitagdo. Este, por
sua vez, no caso mais geral e em 4 dimensdes possui 10 componentes. Entdo, a principio,
temos que resolver 10 equagdes para determina-lo. Além disso, como vimos no inicio deste
capitulo, a gravitacdo é intepretada como um efeito geométrico causado pela presenga de
matéria e(ou) energia. De acordo com a relatividade especial, a massa de um corpo depende
de sua energia, portanto a energia de movimento de um meio continuo deve contribuir para
0 campo gravitacional.

Na relatividade especial, o estado fisico de um meio continuo é descrito pelo tensor
energia-momento cujas componentes designaremos por T,z . Em qualquer sistema de coor-
denada, a componente T é igual a densidade de energia pc?, sendo c a velocidade da luz no
vacuo. As componentes Ty;, i = 1,2, 3, formam as componentes do vetor de fluxo de energia
através de uma superficie unitaria ortogonal a direcao do fluxo, e T;; sdo as componentes do
tensor de stress ou cisalhamento. O tensor energia-momento é simétrico e possui, em geral,
10 componentes independentes. Isto nos sugere o tensor energia-momento como candidato

mais natural a fonte do campo gravitacional. As equagdes de movimento sdo descritas a
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partir da lei de conservagdo do tensor energia-momento, que em coordenadas cartesianas
possui a forma
IgT =0. (5.84)

Uma generaliza¢do natural desta lei para qualquer sistema de coordenadas é
VeI = 0. (5.85)

Do lado geométrico, o primeiro candidato natural que traz consigo linearidade nas derivadas
de segunda ordem do tensor métrico, simétrico e com 10 componentes é o tensor de Ricci.

Assim, uma equagdo de campo possivel é
Rap = NTag . (5.86)

sendo N uma constante de acoplamento.

Porém, estas equagdes ndo sdo consistententes com a equagéo (5.85), pois VﬁRD“6 # 0.
Outro candidato tdo favoravel quanto o tensor de Ricci é o tensor de Einstein, este sim satisfaz
a equacdo (5.85). Portanto, as equagdes de campo de Einstein que regem a relatividade geral

sdo dadas por

1
Ra‘g - Ega‘gR = NTaﬁ . (587)

5.7 Limite Newtoniano

Como mencionamos a Relatividade Geral é uma extensdo da teoria da gravitagdo de
Newton, portanto deve existir um limite Newtoniano para Relatividade Geral, em que as
equagdes de Einstein se reduzam as equagdes de Newton sob circunstancias especificas:
velocidades baixas e campo gravitacional fraco.

Explicitamente, o caso de velocidades baixas consiste em dx /dt <<c,comi=1,2,3,e
o de campo fraco @y /c* << 1.

Consideremos, entdo, o caso em que uma particula se move lentamente em um campo
gravitacional fraco, ou seja, ®n/ ¢? << 1,sendo®y o0 potencial newtoniano. Sendo a trajetéria
da particula uma geodésica sob uma parametrizagio afim e desprezando os termos dx'/ds
em relagdo aos termos de dx”/ds, pois estamos num regime de baixas velocidades, a equagao

(5.49), considerando x* = (ct, x!, x2,x*) com x° = ct e t coordenada temporal, fica

d?xh o (dx° 2
i +rOO(E) ~0, (5.89)

Da relagdo entre o tensor métrico e os simbolos de Christoffel dada por (5.73) e consi-
derando o campo estaciondrio, ou seja, dy guv = 0. Logo

Iy, =0. (5.89)
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Assim, a componente temporal da equagao (5.88)

d2x0

que resolvendo nos dé

X =as+b, (5.91)

com a, b constantes.
Como supomos, o campo gravitacional é fraco, portanto podemos entendé-lo como

uma pequena pertubagdo em torno do espago-tempo de Minkowski

Sap = Nap + haﬁ ’ (5.92)

com |halg| << lemnp =diag (-1,+1,+1,+1) o tensor métrico do espago-tempo de Minkowski.

Analisando apenas contribui¢des de primeira ordem em f,p temos

g =" —h, (5.93)
pois

g = (™ =) (g + hyp) (5.94)
= 1%+ 1y = B (5.95)
= %0 + 8% 8" Npohup — 8% 8" MpoTup (5.96)
= ™ + 88" (Mol = hpotius) (5.97)
= N1 (5.98)

= &
(5.99)

Agora, para o calculo da i-ésima componente da equagédo (5.88) considerando apenas

contribuicoes de 1* ordem em hag, temos
T~ —Lpiig 5.100
00~ _577 100 - (5.100)
Substituindo (5.100) em (5.88) para i-ésima componente

A2y B 1
ds? 277

y dx0\2
lfajhoo(d—’;) ~0. (5.101)

Ora, pela equacéao (5.91), 1% é um parametro afim pois é combinacao linear de s, que é
p quag P P ¢ q
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afim. Assim a equagdo (5.101) se torna

A2t 2
T Erz”ajhoo , (5.102)

que por sua vez, é a equagdo da aceleragdo prevista pela mecanica Newtoniana para
D
hoo = —2C—2 +A, (5.103)

sendo @ um potencial escalar e A uma constante aditiva.

Porém, temos que o potencial deve anular-se no infinito, bem como g, deve tender a
Minkowski para grandes distancias, ou seja, hoy deve desaparecer no infinito, entio A =0 e
hoo = —2®/c%. Portanto, para o limite newtoniano a tinica componente relevante do tensor

métrico é a componente gop dada por

P
goo =—(1+ 2C—2) : (5.104)

O potencial @ é um potencial efetivo. Para que o limite newtoniano seja completo
devemos verificar se @ é equivalente ao potencial newtoniano, ou seja, se 0 mesmo satisfaz
a equagdo de Poisson.

As equagdes de campo da relatividade geral (5.87) podem ser escritas de uma outra
maneira mais conveniente para andlise que se seguird. Tomando o trago da equagdo (5.87),
obtemos

R = -NT, (5.105)

onde T := T§ é o trago do tensor energia-momento. Inserindo (5.105) em (5.87) as equacdes
de Einstein ficam ,
Raﬁ = N(Taﬁ - ETg“ﬁ) . (5106)

Logo
1
Roo = N(Too — ETgoo) - (5.107)

Como a componente essencial no calculo é gy, segue que para o tensor energia-momento
D
T = gapT™ » gooT® ~ (1 + 2(:—2)1062 ~ —pc?, (5.108)

pois p® é da segunda ordem. Assim a equacao (5.107) fica

pe
RQQ ~ NT P (5109)

lembrando que Tgg = pc?.

Em contrapartida,

. 1 .
Roo = ngo ~ 9T ~ —qu/aiajhoo . (5.110)
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Substituindo na equagéo (5.107) temos por fim

4

19:0:® ~ x% . (5.111)
Como 1/ = 6/ temos
610,0,® = V?® ~ 4nGp (5.112)
sendo 8riC
N="2 (5.113)
C

5.8 Simetrias em Variedades Riemannianas

Considere o mapa F :M — M um isomorfismo entre dois subconjuntos da variedade
M, x € M e F(x) = x’ € M. Entdo, o mapeamento associado a F carrega tensores de x a x’.
Assim, um tensor que foi definido em um ponto x antes de ser transformado torna-se T’
ao ser definido em x’. Agora, considere um subconjunto U C M e sua respectiva imagem
F(U) ¢ M. Suponha que F é um elemento de um grupo continuo de mapeamentos {F;},
com {F;,} sendo o mapa identidade. Se F = Fy, e |[t; — t| é suficientemente pequeno, entdo
F({U)NU # 0. Entdo, x,x" € F(U) N U. Assim, x é uma imagem de outro ponto y, tal que
x = F(y), e os tensores que foram ligados em y antes da transformagao foram enviados para x.
Portanto, temos dois tensores em cada ponto: T(x) que foi definido antes da transformacao e
T’(x) que foi enviado para x de y pela transformacao. O valor de T(y) pode ser calculado via
lei de transformacdo tensorial. Assim, podemos comparar T(x) com T'(x). Se T'(x) = T(x)
sob um mapeamento F para todos os pontos da variedade, dizemos que T é invariante sob
aacdo de T. Se a variedade é Riemanniana, e o tensor métrico é invariante sob a agédo de F,
chamamos F de isometria de M.

Agora consideramos I' uma familia de mapeamentos de uma variedade n-dimensional
Mnelamesmatalquet € [t, ;] := B C Rcorrespondaaummapa fi: M — Mex'® = f(t, {x}),
onde f; é uma colecdo de fungdes f* para uma dado t € B. Assumindo também que para
t =tg, sendo t; <ty < tp, 0 mapa f;, uma identidade, ou seja, f*(to, {x}) = x“.

Considerando entdo x € M, e aplicamos a colecdo de mapas f; em x para todo o valor
det € B. Assim, o conjunto de todas as imagens do ponto x definird uma curva na variedade
M passando pelo ponto inicial p = f;,(p), denominada érbita de p. Nestas curvas existem
vetores tangentes que podem ser diferenciados. Assumimos, entdo, que as fungdes f*(t, {x})
sdo continuas e diferencidveis até a segunda ordem. Os mapas f; possuem inversa, que por
sua vez, também sdo uma colegdo de fungdes continuas e diferencidveis até segunda ordem.
Assim, para cada mapeamento f;, expandindo em série de Taylor

X% =x% 4+ aai: (t — to) + O(€?) (5.114)

t=ty
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onde x"* = f(t, {x}), x* = f%(to, {x}) e € := (t — tp). Definimos ainda

. O
L

fo
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(5.115)

como as componentes do vetor tangente as érbitas em seus pontos inicias x = f; (x) para

x € M.

Agora vamos considerar um tensor cujas componentes sdo dadas por Ty, tal que este

é invariante frente a todas as transformacoes em I'. Assim,

T/4(x) = Top(x),
paratodox € Met € B.

Ora, mas da lei de transformacdo de um tensor temos

;o
ap — Ix’ ox'B v -

Porém, aplicando uma expansao em série de Taylor

T;ﬁ(x’) = T;ﬁ(x) +€d, Tagkt + O(e?) .

Por outro lado, utilizando a equagdo (5.114), segue que

oxt 0
7 - W et — 2
T T (X" — kt'e — O(e7))
oxP
— H_ u _ 2
0y — €dpk ENT O(e?)

Sk — €9 kM 8k + O(€?)
o8 — ed k' + O(e?) .

Inserindo este resultado na equagéo (5.117) obtemos

T;ﬁ

Agora, substituindo a equacdo (5.118) e utilizando a equacao (5.116) obtemos

k‘ua[uTaﬁ + T‘uﬁgak‘u + Tavaﬁkv =0,

onde ainda consideramos
0@
lim
e—0 €

=0.

(') = (84 — €dakt + O(€))(O) — €dpk” + O(€*) Tap
= 0405 Ty — (T Opdakt + Ty, 9pk") + O(e?)
= Tap — €(Tupdak” + Tandpk") + O(€?) .

(5.116)

(5.117)

(5.118)

(5.119)

(5.120)

(5.121)

(5.122)

As equagoes (5.121) sdo conhecidas como equagdes de Killing e suas solugoes k* sdo
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as componentes dos vetores de Killing. Cada vetor de Killing é um vetor tangente a érbita
gerada pelas transformagdes de simetria da cole¢do I' para um dado pontox e M et € B.
Nao explicitaremos aqui mas as equagdes (5.121) ficam invariantes ao trocarmos d,, —

Ve no caso Tap = gap, 0 tensor métrico, a equagdo de Killing se torna

Voks + Vka = 0. (5.123)

5.9 Espaco-tempo estacionario e com simetria axial

Um espago-tempo ¢é dito estaciondrio quando o tensor métrico, cujas componentes
sdo dadas por g, é invariante frente a um grupo de isometrias {0;} cujas érbitas sdo do
tipo tempo e possuem um campo vetorial de Killing de tipo tempo £ . Analogamente, um
espago-tempo é dito axissimétrico quando o tensor métrico é invariante frente a um grupo
de isometrias {x} cujas orbitas sdo do tipo espaco, fechadas e possuem um campo vetorial
de Killing do tipo espago . Para detalhes sobre classificacdo de vetores e curvas consulte a
Ref. [65].

Um espago-tempo estaciondrio e axissimétrico possui ambas as simetrias e ainda ndo

deve variar quando as agdes de o; e x comutam, ou seja
0t0 X = X © Ot - (5.124)

O significado fisico desta exigéncia é que a fonte do campo gravitacional possui movi-
mentos puramente rotacionais em torno do eixo de simetria, ou seja, estamos considerando
um espago-tempo associado a uma fonte girante.

Consideremos, entdo, um sistema de coordenadas tal que as componentes dos vetores
de Killing sio dadas por &+ = (56[ e = 65 , sendo o indice 0 para a coordenada temporal e
2 para a coordenada ¢. Ao aplicarmos a equagao (5.121) para o tensor métrico obtemos em

cada caso
EPp&uy + QupOvEP + updu&” = 80 dpguy = doguv = 0 (5.125)

VPO 8ur + SupOu? + Gupduf = 859pguy = d2guy = 0. (5.126)

Visivelmente, neste sistema de coordenadas, as componentes do tensor métrico nao
dependem das coordenatas t e ¢. Por outro lado, a equacdo (5.121) é tensorial, portanto
se as derivadas das componentes do tensor métrico desaparecem em relagdo a t e ¢ desa-
parecem também em qualquer outro sistema de coordenadas. Além disso, neste sistema
de coordenadas adaptado aos vetores de Killing e consequentemente nos demais sistemas

le x3, que é

803 = 23 = 801 = 812 = 0, onde denotamos as demais coordenadas como x
equivalente a exigir que a métrica seja invariante a transformagéo (t, ) — (—t, —¢). Assim,

ap0s essas simplificagdes a métrica adquire a seguinte forma

ds? = —Vdt* + 2Wdedt + Xdd? + [g33(dx>)? + g11(dx')? + 2g13dx'dx’], (5.127)
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onde as fungdes V, W, X, ¢33, g11, 13 dependem exclusivamente das coordenadas texd O
termo entre colchetes é uma sub-variedade Riemanniana bidimensional, usando o fato de
que qualquer variedade Riemmanianna bidimensional é conformalmente plana [66], ou seja,

é sempre possivel encontrar um sistema de coordenadas que
Y = QL) , (5.128)

onde ), sdo as componentes do tensor métrico de uma variedade Riemanniana bidimensi-
onal.

Definimos, entdo, uma fungéo escalar
P =VX+W?, (5.129)

que é menos o determinante da parte t — ¢ do tensor métrico em (5.130). Assumindo que

1

V,r # 0 escolhemos r como uma das coordenadas x'. Escolhendo z = x° tal que V,z é

ortogonal a V,r. Nas coordenadas (¢, 7, ¢, z) e fazendo ¢ = 1, temos
ds? = =V (dt — wdp)* + V- 1r?ddp? + Q*(dr? + AdZ?), (5.130)

%% ) . o
comw := v e V,w, A, Q fungdes das coordenadas r,z. Ou ainda, mediante as substitui¢oes

V = €Y,
w = N,
Q2 = 7Y, (5.131)
A = u,
temos
ds* = —e“(dt — Ndg)* + e~ “r?dp? + " “(dr* + udz?). (5.132)

Algo interessante no estudo de espagos-tempos estaciondrios e axissimétricos é a existéncia
de observadores localmente nao-girantes (LNRO), que foram introduzido pela primeira
vez por Bardeen [78]. Para a andlise de tais observadores é conveniente expressar a métrica
(5.132) como

ds® = —e*Pdt? + eV (dp — wdt)® + "V (dr* + udz?), (5.133)

considerando as seguinte relacdes
e =" +e?a?, (5.134)
e*? = r?e™ — N2%e¥, (5.135)

Ne¥ = —we??. (5.136)
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De (5.135) em (5.136) temos
NeZU

N2ew — y2p—w :

Imaginemos, entdo, um observador que se move com uma 4-velocidade, denotada por

dx#
ut = %, tal que U' = U® = 0, ou seja, o observador esta circulando na superficie (¢, ¢).

do
Definimos entdo Q := — como sendo a velocidade angular do observador com respeito ao

dt

infinito. Imagine, agora, que este observador seja capaz de colocar uma fibra 6tica ao longo

w (5.137)

de sua 6rbita de tal modo que consiga emitir feixes de luz tanto na dire¢do contraria quanto
a favor de seu movimento. Seja T o tempo que um raio de luz, ao ser emitido, leva para
retornar ao observador, com ¢ = +1 para o mesmo sentido que o movimento do observador
e ¢ = —1 para o sentido contrdrio. Durante o tempo T, o observador se movera da posigao
¢1 para a posigdo ¢, = 1 + QT,. Oraio de luz, por sua vez, se deslocaré da posigdo ¢ para
¢3 = ¢1 + QT + 2me. Para um feixe de luz temos ds? = 0, considerando a métrica (5.133)

temos para 7, z fixos

vt = M (dp — wdt)

ee®dt = e¥(do — wdt)
i o= 5.138
T etw + ee? P (5.138)

Integrando obtemos o tempo gasto por um feixe de luz para retornar ao observador

T, (31’[} Pp1+QT:+2me
f it = —& f i
0 Yw + ee? Jg,

e¥(QT, + 2me)

T, =

weY + g6
2
T, = I . (5.139)
eP Y — e(Q - w)
Por outro lado, para o observador ds*> = —d1?, onde 7 é o tempo proprio com ¢ = 1. Assim,

da métrica (5.133) para 7, z fixos e usando a relagdo d¢ = Qdt, temos

dt> = e*df? — (do — wdt)®e??

edt \/ez‘P —e(Q - w)?dt . (5.140)

Integrando, temos

T
eTo = \/ez‘P —ew(Q—w)zf dt
0

T = \/EZq)—eZEU(Q—a))ZTS, (5.141)
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Substituindo a expressao encontrada para T, (5.139) e uma pequena élgebra, temos

1+ e(Q— w)eV=¢
= 4
To =2me \/1 Q)T (5.142)

Quando temos ) = w os raios de luz emitidos em sentidos opostos entre si levam o mesmo
tempo para retornarem ao observador, portanto existe um conjunto de observadores locais
para os quais o efeito de rotacdo desaparece, tais observadores sdo os ditos localmente

ndo-girantes.



Capitulo 6

Dinamica de Galaxias via Relatividade
Geral

Vimos anteriormente que as observagdes astrofisicas levaram, assumindo gravitagao
newtoniana, a existéncia de matéria escura na tentativa de explicar o comportamento das
curvas de rotagdo de galdxias. Por outro lado, temos que a relatividade geral é a teoria
mais completa em gravitacdo hoje, e portanto pode nos dar mais informagdes acerca deste
fendmeno. Porém vimos que as velocidades dos constituintes de uma galdxia (estrelas

e gds) sdo baixas, além do potencial gravitacional ser muito menor que o quadrado da

velocidade da luz q)—i\] < 1, ou seja, um regime de campo fraco. Portanto dentro deste
regime e com estas Cvelocidades, num cendrio de relatividade geral, o limite newtoniano
existe e portanto gravitagdo Newtoniana é uma das alternativas para descrever este sitema
fisico. Cooperstock e Tieu [4], ou simplesmente CT, apresentaram criticas a abordagem
descrita acima enfatizando que galdxias sdo sistemas ligados gravitacionalmente que, de
fato, possuem campo fraco e velocidades baixas do ponto de vista observacional. Porém,
isso ndo significa que sdo sistemas lineares. Assim propdem um esquema de pertubacao nao-
linear que leva em conta a contribuigdo das componentes go; do tensor métrico na reprodugao
de curvas de rotacdo de galaxias do tipo disco sem, aparentemente, a necessidade de matéria
escura.

Outra proposta, que iremos mencionar e analisar neste trabalho, é a de Balasin e
Grumiller [5], ou simplesmente BG, que por sua vez concordam com CT apenas na questao
da ndo-linearidade de sistemas autogravitantes. Porém, discordam em algumas abordagens
técnicas do modelo CT e propdem um alternativa para a reproducdo de curvas de rotagdo a
partir uma solugdo exata de relatividade geral e fenomenologia das curvas de rotagdo com o

objetivo, ndo de eliminar, mas reduzir a necessidade de matéria escura.

49
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6.1 A proposta de Cooperstock e Tieu

A proposta se inicia considerando um fluido perfeito, ou seja To; = 0 e T;; = 0 para

i # j, e sem pressdo que gira uniformemente em torno do seu eixo de rotagdo. Entdo, sem

perda de generalidade podemos utilizar o tensor energia-momento de um fuido perfeito
dado por

Ty = pUuUy + (guv + U, Uy)P, (6.1)

no caso da pressdo, P, nula segue
Tpv = Puy U, , (6.2)

e a métrica de um espago-tempo estaciondrio e axissimétrico (5.132)
ds® = —e“(dt — Ndp)? + e r’dp? + " (dr* + udz?), (6.3)

com w, u, N, v fungdes de r e z.
Utilizando-se de um esquema de pertubagao néo trivial onde N ~ O(e'/?). As equagoes

de Einstein (5.87) até a ordem O(e) e velocidades baixas sdo dadas por

2rv, + N> -N2 =0, (6.4)
v, + NN, =0, (6.5)
2 2 2 —
Ni+NZ+2r°(vz +vy) =0, (6.6)
N
N, +N,, — Tr =0, (6.7)

3 Nr)

w _ N 1
(10 + 10+ 2 ) 22 (N2 4 N2) 5 (N 4 N = =2 ) = S (v 4 v2) =8Gp, (69)

2

onde G é a constante gravitacional e p é a densidade de matéria e os subscritos indicam
derivadas parcias com respeito as coordenadas indicadas. Além disso, devido a ordem
requerida e o esquema de pertubagdo aplicado u pode ser tomado como unidade. Assim,
combinando estas equagdes obtemos

N? + N2

Vw + 2 =8nGp . (6.9)

2
A fim de simplificar as equagdes de campo podemos adotar um sistema que esta
comoével com o fluido U* = (U°(r, z),0,0,0). Logo, da equagdo da geodésica (5.49)

dU*
d—i + rgﬁuauﬁ =0. (6.10)

A parte temporal nos da

d 0
d—i = 0. (6.11)
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Por outro lado, a componente espacial
Tf)o =0. (6.12)

Assim,
w, =w, =0, (6.13)

portanto, w = constante, em particular, podemos fazer w = 0. Logo,
V2w = 0. (6.14)

Enfim, as equagdes envolvendo exclusivamente N ficam

N,
Nrr"‘sz_Tr =0

N2 + N?
72

8nGp, (6.15)

onde notamos explicitamente a relagdo ndo-linear envolvendo p e N.

Vimos anteriormente que em espacos-tempos de natureza estaciondria e axissimétrica
podemos definir observadores locais (inerciais) que ndo sentem o efeito da rotagdo (LNRO).
Estes, na proposta CT, podem ser obtidos via transformacao local de coordenadas, (7, z) fixos,

que diagonalizam localmente a métrica. Assim,
d=0p+3(r2)t. (6.16)

Considerando a métrica (6.3) para (,z) fixos e exigindo que os termos que acompanham
d¢dt sejam nulos, temos

EN+N*9—e™?9 = 0
N = 1279 —¢“N?9
Ne®
N (617)
Tomando a equagéo (6.17) no sistema de coordenadas coméveis e aplicando o esquema

de pertubagdo proposto, temos

‘9: ~ ~ — + — | —. 618
r?> — N? ,,2(1_127_22) r? ) r? (6.18)

N N N ( NZ) N
Em se tratando de um LNRO temos 9 = (), sendo Q) sua velocidade angular em relagado
a um observador distante. Sendo o LNRO e o observador distante inerciais ambos, entdo,

concordam pelo principio de relatividade que

N
Ve=rQ=r9=—. (6.19)
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A equagdo (6.7) pode ser expressa como
VW =0, (6.20)

com

W= f ydr. (6.21)

Diante da equacgao (6.20) os autores assumem a solugao
W = Ce T (k) , (6.22)

com C uma constante arbitrdria e Jy a fungdo de Bessel de ordem zero. Sendo a equagdo

(6.20) uma equacao linear é vélido o principio de superposi¢do. Entdo
= Z Cpue ™ 2]y (k7). (6.23)
n

Das equagdes (6.19), (6.21) e (6.23), temos

N = —rZ Cukne ™ ], (k) (6.24)
e
N oW e
Ve=—=5"= —;anne kaldl 1 (yr) (6.25)
com J1 (x) = —M.

A solugéo (6.22) proposta por CT foi alvo de criticas [5-7] que argumentavam a pre-
senc¢a de um fluido exético em z = 0 devido a descontinuidade da derivada de N em z = 0.
Cooperstock e Carrick argumentaram posteriormente [79] que a massa gerada pela descon-
tinuidade e a massa do disco integrada a partir de p sdo praticamente as mesmas, apenas sao
modos diferentes de calcular a mesma massa ligadas pelo teorema da divergéncia de Gauss
(2.14). Entretanto, deve-se enfatizar que, a despeito do que foi discutido em [79], a solugdo
proposta 6.22 ndo é solugdo da equagdo de Laplace

6.2 A Soluc¢ao de Balasin e Grumiller

Balasin e Grumiller motivados pelas criticas a proposta de Cooperstock desenvolveram
uma abordagem a partir de solugdes exatas para explicar o comportamento ndo-newtoniano
no limite de campo fraco e velocidades baixas para distribuigdes continuas de matéria em
rotagdo.

Como mencionamos, as divergéncias entre os modelos CT e BG se ddo no ambito
técnico, do ponto de vista das solugdes encontradas. Porém, a motivagdo relacionada a
ndo-linearidade se sistemas autogravitantes permanece intacta.

Os autores iniciam do mesmo ponto de partida que CT: um fluido perfeito sem pressao
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e um espaco-tempo estaciondrio e axissimétrico. Dessa forma, introduzem o elemento de
linha (5.130)
ds® = —V(dt — Ndp)* + V- 1r2de? + Q*(dr* + Adz?), (6.26)

onde novamente fazendoc =1eN, V, A, Q fun¢des de r e z. Em seguida, considerando que o
fluido sem pressao esteja comovel, ou seja, ndo existe movimento relativo entre as particulas

do fluido e o espago, assim U* = (U°(r,2),0,0,0). Da equacao da geodésica (5.49), segue

dU*
d—i + rgﬁuauﬁ =0. (6.27)

Da componente espacial da equacgado supracitada, temos
I, =0, (6.28)

resultando
K, =K, =0. (6.29)

Assim, K = constante e sem perda de generalidade podemos fazer K = 1.
Analisemos, agora, as equagdes de Einstein (5.106) para um fluido perfeito comoével e
sem pressdo. Tomando o trago do tensor emergia-momento (6.2) para este fluido, temos

T=-p. (6.30)

As equagodes de Einstein (5.106), utilizando um sistema de unidade em que ¢ = G =1, ficam

RY = 8r(pU*UL, + géﬁ) . 6.31)
Assim,
Rg = —4np
Ri=R;=R = 4mp. (6.32)

Obtemos, de imediato, a seguinte quantidade

RY+R3=0. (6.33)
Por outro lado,
15
0 2 _ r
Ry + R = 5 -5 (6.34)
Entédo,
JA
— =0, 6.35
5 (6.35)

ou seja, A = A(z). Assim, podemos simplificar o elemento de linha (6.26) fazendo a transfor-
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macgdo z’ = f AY2(2)dz. Finalmente, o elemento de linha (6.26) se reduz a

ds? = —(dt — Ndp)? + r*ddp? + ' (dr* + dz?), (6.36)

onde fizemos Q% = ¢".

Inserindo, portanto, nas equagdes de campo de Einstein (5.87), temos

2rv, + N> - N2 =0, (6.37)
2 A2 2 _
Ni +NZ+2r° (v +vy) =0, (6.38)
rv;+ NN, =0, (6.39)
N
Ny + Nz — Tr =0, (6.40)
N? + N?
—— = 8npe"”. (6.41)
,

A estratégia adotada pelos autores a fim de resolver as equacdes de campo parte da
resolucdo da equacdo (6.40). Ao invés de recorrer a substituicdo de varidveis, adotada por
CT, BG atacam o problema diretamente a partir de um ansatz N = R(r)Z(z). Assim a equagao

(6.40) fica

1 (R 1dR 1d*°Z )
ﬁ(ﬁ‘m)-‘zﬁ—"" (642

comk € R.

Exigindo uma simetria de reflexdo para N, ou seja, N(r,z) = N(r, —z) temos que
Z(z) = f A(k)Z(k,z)dk , (6.43)

com Z(k,z) = cosh( \/Ez). Se k > 0, Z(k, z) diverge para |z| — co. Nos resta, entdo, considerar
k=-A?com A € R}. Logo, Z(k,z) = cos()z).
Agora, fazendo a substitui¢do de varidvel x = Ar e aplicando na equagdo diferencial

ordinaria (6.42), temos
1
R’ - ;R’ -R=0, (6.44)

sendo a diferenciagdo, agora, com respeitoa x. A solucdo da equacao (6.44) é uma combinagao
linear das fung¢des de Bessel modificadas [80]. Assim, a solugdo para N = RZ é dada por

N(r,z) = f:o cos(Az)(rA)[A(A)K1(Ar) + BAI1(Ar)]dA . (6.45)

Os coeficientes A(A) e B(A), intituladas por BG como densidades espectrais, podem ser
escolhidas de acordo com o comportamento desejado para N(r,z). As fungdes I; e K; sdo
as fungdes de Bessel modificadas de primeiro e segundo tipo, respectivamente. Devido

a divergéncia exponencial de I; para valores grandes de r fazemos B(A) = 0. As fungdes
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decaem exponencialmente para grandes valores de r e divergem como 1/r para valores
proximos de r = 0. Porém, esta divergéncia é compensada pelo pré-fator linear (rA1), assim o

integrando é bem definido para qualquer A(A) bem comportado. Finalmente, temos
N(r,z) = f cos(Az)(rA)A(A)Ky(Ar)dA . (6.46)
0

Ao invés de fixar A(A) diretamente, BG propdem a seguinte relagao

A(A) = % f(; ) C(x) cos(Ax)dx, (6.47)

onde A(A) é determinada em termos da transformada de Fourier [80] da densidade espectral
C(x).

Para a determinagdo da densidade espectral C(x), BG se baseiam na fenomenologia
das curvas de rotagdo de galaxias do tipo disco (espirais). E necessario frisar que nao sao
todas as curvas de rotacdo que obecem aos critérios estipulados por BG, mas ressaltando
que a pretensdo dos autores é construir um modelo simples (toy-model) para a curva de
rotagdo. Assim, estabelecem que a curva de rotacdo deve ser linear para pequenos valores
de 7 e para valores intermedidrios em r assume um perfil aproximadamente plano. Uma

densidade espectral que satisfaz essas condi¢des é dada por
C(x) = (x = ro)[H(x — r9) = H(x = R)] + (R = r9)H(x = R), (6.48)

sendo H(x) a funcdo Heaviside [80]. Inserindo a equagdo (6.48) em (6.46), temos

N(r,z) = Vo(R — 10) + % Z (V=2 +P2 - JzxR2+12) . (6.49)

+

Assim como na abordagem CT, aqui a velocidade circular é dada por

Vo éf _VoR-r0) + 2. (Ve irW +72— Jz£RZ+7) , 650

sendo os parametros R, rg, Vj escolhidos adequadamente. A quantidade V| esta associada
a velocidade no regime plano Vj = 200 km/s. O parametro rg estd ligado ao regime linear,
ou seja, corresponde ao raio do bojo 7o = 1 kpc. E, por fim, o pardmetro R estéd ligado ao
comportamento assintético do tipo 1/r para a velocidade a fim de mapear na solugdo de
Kerr [68], R = 100 kpc.

Inserindo a solucdo para N (26.46) nas equagdes de Einstein (6.37) e (6.38) podemos

obter v. Devido ao fato de que TO ~ 1077 < 1, em unidades ¢ = G = 1, podemos fazer

v(r,z) = —Inp = constante, sendo f uma constante de integragdo. Assim a densidade dada

por (6.41) fica

N? + N?
72

8rp ~ f . (6.51)
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Os autores determinam o valor de f§ a partir da comparacdo entre as previsdes new-
toniana e relativistica para a densidade de matéria. No regime linear da curva de rotagao a
matéria luminosa domina e uma coincidéncia entre relatividade geral e gravitacdo newtoni-
ana é razodavel. Entdo, no caso newtoniano com simetria esférica a densidade de matéria é

dada igualando a energia cinética e a energia potencial

mv? B 47zprr2dr

6.52
> . (6.52)
Assim, no plano galatico, temos
V2 +2rV. V!
pa(r) o =t (6.53)
Por outro lado, a densidade prevista pela equagado (6.51) no plano galatico é dada por
Ve +1V70)?
p(r) o ﬁ(cr—2) . (6.54)
Agora, no regime linear da curva de rotagdo no plano galdtico, ou seja, V, o r, temos
p 4
L -1=8=. 6.55
—=1=f3 (655)

Consequentemente, no regime plano da curva de rotagdo no plano galdtico, ou seja, V., =
constante, temos
P_g3 (6.56)
PN 4

Assim, exigindo equivaléncia entre gravitacdo newtoniana e relatividade geral no regime
linear da curva de rotagdo leva a um considerdvel desvio no regime plano. Gravitagdo
newtoniana necessita de 133% de densidade de matéria em comparacao a relatividade geral
para obter o mesmo perfil de velocidade. Portanto, relatividade geral reduz em cerca de 30%
a necessidade de matéria escura para explicar curvas de rotagdo de galéxias.

A solugdo obtida por BG para a curva de rotagdo apresenta uma singularidade no eixo
z, a solugdo V.(r,z) diverge em r = 0 e |z| > r9, como nos mostra a Fig. (6.1). Os autores
reconhecem que esta singularidade é um problema mas argumentam que no centro galatico
existe um buraco negro e que esta singularidade estaria ssociada a emissdo de jets por parte
da galédxia indicando também o motivo pelo qual estas regides ndo podem ser descritas por
um modelo do tipo poeira. Assim, os autores negligenciam esta regido alegando que embora
nao seja satisfatério ndo é muito diferente e nem pior que o problema de nticleo/ctispide em
gravitacdo newtoniana que mencionamos no capitulo 4.

Na realidade esta singularidade ndo estd associada aos jets emitidos por galdxias
até por que nem todas as galdxias emitem jets, parece que esta singularidade sempre esta
presente em modelos com poeira [81].
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Figura 6.1. Grafico de V,(r,z) para o modelo de BG evidenciando a divergéncia para r = 0 e
|z| > 7o.
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Capitulo 7

Anadalise Numeérica e Resultados

Vimos, no capitulo anterior, que os modelos relativisticos a principio ajudam a solu-
cionar a necessidade de matéria escura para explicar a “planeza”das curvas de rotagdo das
galdxias. Mesmo com as criticas sérias ao modelo CT e alguns problemas no modelo BG
ainda sdo modelos vidveis do ponto de vista fenomenolégico e nosso objetivo é propor um
teste observacional para estes modelos ou qualquer outro semelhante.

Em gravitacdo newtoniana a curva de rotagdo observada pode ser modelada a partir da
inser¢do de um halo de matéria escura, como por exemplo Navarro, Frenk e White [55]. Dada
a distribuigdo de matéria do halo é possivel via equagdo de Poisson (2.12) obter o potencial
associada a distribui¢do de matéria escura e sendo o potencial uma grandeza escalar permite

que adicionemos os potenciais associados ao gés e as estrelas, como segue
q)gulaxia = DQpstreias + PMmE + (Dgas . (7.1)
Assim, obtendo a curva de rotagdo para a galdxia

VZ

— 12 2 2
galaxia — Vgas + VME +V,

estrelas ’

(7.2)

onde utilizamos a rela¢do (2.19) entre a velocidade circular e o gradiente do potencial gravita-
cional. Uma andlise recente de curvas de rotagdo de galdxias com base no perfil de Navarro,
Frenk e White foi feita em Ref. [64].

Por outro lado, nos modelos relativisticos que abordamos o que acontece é exatamente
o contrario: dada a curva de rotacdo infere-se o perfil de densidade. Isto s6 é possivel
pois sabemos a curva de rotagdo até o infinito, o que ndo ocorre no caso newtoniano como
mencionamos no capitulo 2. Assim, a andlise observacional a principio imediata para estes
modelos vem da comparacdo entre a densidade barionica da galdxia e a densidade prevista
por tais modelos via equagdo (6.15) e equagdo (6.51). Porém, a andlise observacional das
densidades de matéria barionica ndo contém barras de erros referentes a erros sistematicos,
logo uma anélise mais robusta nesse sentido fica prejudicada. Por outro lado, as curvas de

rotacdo possuem barras de erro, que sdo baseadas na observagdo do redshift, com cerca de

58



7. ANALISE NUMERICA E RESULTADOS 59

68% de confianga além de fornecerem informagdes a respeito de desvios de simetria axial e
movimentos circulares, por exemplo. Nossa proposta de trabalho, portanto, baseia-se numa
analise ndo da densidade baridnica da galdxia, mas no melhor ajuste da curva de rotagdo
baridnica da galdxia em relagdo a curva, que intitularemos pseudo-newtoniana, obtida a
partir da densidade prevista pelos modelos relativisticos. A curva de rota¢do baridnica é
composta por parte estelar, com ou sem bojo, e gds. A curva de rotacdo da parte estelar é
obtida a partir de modelos newtonianos [8], por outro lado, a do gas é obtida diretamente
das observagdes. O ajuste da curva de rotagdo baridnica a curva pseudo-newtoniana nos
dara o valor da constante Y. para o disco estelar e para o bojo, se houver, de cada galaxia.
Esta constante é chamada de razdo de massa-luminosidade.

O ajuste da curva de rotagdo prevista pelos modelos relativisticos em relacdo a curva

de rotagdo observada se dé a partir da minimizacao de x? [82] dada por

n 2
XZ — Z (Vmodelo(ri) - Vi) , (73)

o
i=1 !

sendo o; o erro correspondente ao i-ésimo dado observacional.

Tendo o valor dos pardmetros que melhor ajustam as curvas de rotagdo previstas
pelos modelos CT e BG podemos obter a densidade de matéria. Em seguida, podemos via
integrais elipticas (2.24) computar o potencial pseudo-newtoniano. Por outro lado, algumas
consideragdes devem ser feitas considerando o comportamento das solugdes propostas por
CT e BG para a curva de rotagdo.

Como V,(r,z) estd diretamente associada a N(r,z) que, por sua vez, através de suas
derivadas se relaciona diretamente com a distribuicdo de matéria p(r, z) a integracao eliptica
(2.24) para a obtengdo do potencial pseudo-newtoniano no eixo z serd na regido |z| > ry para
o modelo BG.

Por outro lado, o modelo CT apresenta inconveniéncias na componente radial da
densidade. Pelo fato da modelagem da componente radial da densidade ser em fungdes
de Bessel com n = 10, a medida que aumentamos o raio a densidade apresenta muitas
oscilagdes o que é ruim do ponto de vista numérico, pois a integral eliptica (2.24) ndo
converge. A solugdo que encontramos foi impor um decaimento do tipo exponencial a
partir do raio maximo da galéxia, ¢"Ro onde Rp é o comprimento de escala do disco.
Como ndo necessitamos das derivadas de p, apenas integramos, essa jun¢ao pode ser feita
sem problemas. Tendo em méaos o potencial pseudo-newtoniano obtemos imediatamente
a curva de rotagdo e por meio de minimizagio de x* obtemos o melhor ajuste da curva
baridnica a curva pseudo-newtoniana.

O ajuste dos modelos CT e BG, via minimizac¢do de )(2, levam em conta as barras
de erro da curva de rotagdo observacional. A fim de “transportar “as barras de erro da
curva de rotacdo observada para a curva pseudo-newtoniana realizamos uma maximizacao
e uma minimiza¢do da curva pseudo-newtoniana em cada ponto com base na variagdo

dos parametros dentro de um intervalo especifico: as barras de erro dos parametros dos
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modelos BG e CT obtidas a partir do ajuste a curva de rotagdo observacional. Para o modelo
CT encontramos dificuldades em obter as barras de erro da curva pseudo-newtoniana devido
a quantidade de parametros necessitando, assim, de um tempo computacional enorme.
Dessa forma, aplicamos a nossa proposta de trabalho a seis galdxias espirais para os
modelos BG e CT. As galdxias sdo: DDO 154, ESO116-G12, NGC 3198 1D, NGC 2403 2D,
NGC 2841 e ESO 287-G13 e os resultados obtidos estdo dispostos na Fig. (7.1). Os dados
observacionais da curva de rotagdo, bem como os valores de Rp e da luminosidade do disco
e do bojo para as galdxias DDO 154, NGC 2403 2D, NGC 3198 1D, NGC 2841 foram retirados
da Ref. [58] e para as galaxias ESO 116-G12 e ESO 287-G13 da Ref. [83]. Os valores de
minimizacio de x* para os modelos BG e CT em relagio a curva de rotagao observacional
estdo dispostos na Tabela (7.1) e na Tabela (7.2), respectivamente, bem como os valores das

constantes de massa-luminosidade do disco estelar e do bojo para ambos os modelos.

Tabela 7.1. Tabela contendo os valores de minimizacio de x* e )(fed para o modelo BG da curva
de rotacdo, da curva pseudo-newtoniana, Xzzw e ngd(pN)/ e os valores das constantes de razao
massa-luminosidade do disco estelar, Y.p, e do bojo, Y.z. Os valores (Y.p) e (Y.p) sdo retirados de
modelos de populagdo estelar dados pelas Ref. [58,83].

X X | Xon | Xeawy | Y0 | (Cp) | Yap [ (Yap)
DDO 154 2645 | 045 | 5297 0.88 3.23 0.32 - -

ESO 116-G12 | 63.38 | 1.22 | 11.20 0.8 055 | 0.5-1.8 | - -
NGC 3198 1D | 78.87 | 0.99 | 3733.66 | 40.15 | 0.41 0.80 - -
NGC 2403 2D | 275.66 | 0.96 | 4679.26 | 16.36 | 0.62 039 | 1.23 | 0.60
NGC 2841 75.78 | 0.55 | 147.05 1.06 | 0.005| 074 | 0.24 | 0.84
ESO 287-G13 | 37.68 | 1.63 | 2278.12 | 91.12 | 0.63 | 0.5-1.8 | - -

Tabela 7.2. Tabela contendo os valores de minimizacdo de x> e )(fed para o modelo CT da curva
de rotacdo, da curva pseudo-newtoniana, X123N e )(ffd(PN), e os valores das constantes de razdo
massa-luminosidade do disco estelar, Y.p, e do bojo, Y.5. Os valores (Y.p) e (Y.p) sdo retirados de
modelos de populagéo estelar dados pelas Ref. [58,83].

X 2 X zed X IZ)N X fed( PN) Y*D <Y*D > Y>eB <Y*B >
DDO 154 35.66 | 0.70 3981.62 66.36 | 4.17 | 0.32 - -

ESO 116-G12 883 | 1.76 | 1973.68 14098 | 0.80 | 0.5-1.8 | - -
NGC31981D | 22.14 | 0.26 | 57882.39 | 622.39 | 1.08 | 0.80 - -
NGC 2403 2D | 239.28 | 0.86 | 258 725.91 | 904.63 | 2.80 | 0.39 | 0.00 | 0.60
NGC 2841 58.18 | 0.44 | 465474.16 | 3348.73 | 1.62 | 0.74 | 0.00 | 0.84
ESO 287-G13 | 13.96 | 0.87 | 7114.32 284.57 | 1.15 | 0.5-1.8 | - -

De acordo com os resultados obtidos para os modelos CT e BG dispostos na Tabela
(7.1), na Tabela (7.2) e na Fig. (7.1) vemos claramente que a proposta CT é invidvel na
modelagem de curvas de rotagdo de galdxias sem a necessidade de matéria escura, o modelo
além de apresentar problemas teéricos como mencionamos no capitulo anterior, do ponto
de vista fenomenolégico também apresenta problemas sérios, segundo nossos testes. Por
outro lado, a proposta BG apresenta resultados satisfatérios para a ESO 116-G12 mostrando a
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descri¢do de curvas de rotagdo sem a necessidade de matéria escura, parcialmente satisfatorio
para as galdxias DDO 154 e NGC 2841. Para DDO 154 apesar de um bom ajuste da curva
baridnica a pseudo-newtoniana a constante de massa-luminosidade Y.p difere e muito do
valor esperado, porém vale ressaltar que a andlise de massa para a DDO 154 foi feita
de maneira diferente em relagdo as demais galdxias NGC 2403 2D, NGC 3198 1D e NGC
2841 [58], pois as imagens eram mal detectadas. Assim os autores de Ref. [58] utilizaram os
métodos da Ref. [84] para obter o valor esperado que consta na Tabela (7.1), portanto uma
certa discrepancia entre valores ajustados e valores esperados é razodvel.

A galdxia NGC 2841 apresenta bom ajuste entre a curva baridnica e a pseudo-
newtoniana porém ha uma discrepancia de duas ordens de magnitude entre o valor esperado
para a constante de razado massa-luminosidade do disco estelar e o valor obtido para o mo-
delo, ao contrario do bojo que possui Y.p da mesma ordem de magnitude que o esperado.
Isso, entendemos, se deve ao fato da curva pseudo-newtoniana possuir um comportamento
tipico de uma curva descrita por bojo e isso deve estar diretamente conectado ao fato da
curva de rotacdo observacional ser decrescente.

As galadxias NGC 2403 2D, NGC 3198 1D e ESO 287-G13 foram as que o modelo BG
ndo conseguiu um bom ajuste entre as curvas baridnica e pseudo-newtoniana, necessitando
ainda da matéria escura para uma total descri¢do de curvas de rotagdo. Porém, vale rassaltar
que a proposta BG, diferentemente da CT, ndo extingue a necessidade de matéria escura mas
defende a possibilidade de reduzir sua quantidade a partir de uma descri¢do baseada na
relatividade geral.
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Figura 7.1. Curvas de rotacdo das galéxias DDO 154, ESO116-G12, NGC 3198, NGC 2403, NGC
2841 e ESO 287-G13 para os modelos BG e CT. Os pontos vermelhos com erros correspondem aos
dados da curva de rotacdo observacional. Os pontos em quadrado cinza correspondem a curva
pseudo-newtoniana com barras de erro no caso BG e sem erro no caso CT. A curva sélida em
preto é o melhor ajuste dos modelos & curva de rotagao observacional, seguida da curva bariénica
(tracejada em azul) de melhor ajuste a curva pseudo-newtoniana. A curva baridnica se decompde
na curva do disco estelar (tracejada em amarelo), do bojo (tracejada marrom) e do gés (tracejada
em roxo).



Capitulo 8

Conclusoes e Perspectivas

Vimos neste trabalho que a gravitagdo newtoniana até meados do século XX destacou-
se como principal teoria da gravitagdo. Porém, testes observacionais mais detalhados apon-
taram a ineficiéncia da teoria na descri¢do de fendmenos astrofisicos. A extensao da relati-
vidade restrita na relatividade geral, cuja base matemaética estd na geometria Riemanniana,
elaborada por Albert Einstein permitiu descrever os fendmenos nos quais a teoria newtoni-
ana ndo previa corretamente como a precessdo do perihélio de Merctirio. Em paralelo, vimos
que a necessidade de uma matéria escura nasce das observagdes astrofisicas de aglomerados
de galédxias e curvas de rotagdo e o seu papel indispensavel na formacao de estruturas no
regime linear reforcam ainda mais sua importancia no cendrio das interagdes fundamentais.
A questdo agora é : o que é amatéria escura? Surgem, entdo, candidatos, alguns pertencentes
ao modelo padrdo das particulas como o neutrino, outros pertencentes a extensdes do mo-
delo padrdo como o neutralino. Seguiu-se entdo uma busca, desde a observagdes astrofisicas
até a construcdo de aceleradores de particulas, para encontrar a particula de matéria escura
sem sucesso até os dias de hoje. Alternativas a gravitagdo newtoniana e a relatividade geral
surgem para tentar explicar, dentre outras coisas no universo, os fendmenos pertinentes a
matéria escura sem a necessidade dela.

Mas seria relatividade geral ineficiente na explicagdo de curvas de rotagdo de galaxias
sem a necessidade de matéria escura? A principio sim, vimos que no regime de campo
gravitacional fraco e baixas velocidades relatividade geral e gravitagdo newtoniana coinci-
dem. Porém, ao obter o limite newtoniano da relatividade geral fizemos uma pertubagdo
linear considerando que todas as componentes da métrica contribuem da mesma maneira.
Porém, vimos que Cooperstock e Tieu questionam essa andlise afirmando que estuturas
como galédxias, que sdo ligadas gravitacionalmente, mesmo em campo fraco e velocidades
baixas sdo altamente ndo-lineares. Logo, utilizando-se de um esquema de pertubacdo ndo
trivial de tal forma que em limite de campo fraco e velocidades baixas as contribui¢des nao-
lineares se manifestem, os autores aparentemente explicam a curva de rotagdo de galdxias
sem a necessidade de matéria escura. Ap6s o surgimento de vdrias criticas a proposta de
Cooperstock alegando a existéncia de solug¢des nao fisicas, Balasin e Grumiller trataram o
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problema, segundo nossa visdo, de maneira correta, mas nao livre de alguns problemas,
obtendo um comportamento ndo newtoniano para regime de campo fraco e velocidades
baixas. Ambas andlises mostram a obten¢do da densidade de matéria a partir da curva de
rotacdo dada, sugerindo que o teste em relagdo as observagdes nao deve ser feito na curva
de rotagdo, mas sim, na densidade de matéria. Porém, como vimos, isso ndo é imediato pois
andlise de densidade barionica de galdxias ndo apresentam em suas barras de erro os erros
sistemdticos tornando uma andlise nesse sentido menos robusta j& que estamos tratando da
necessidade ou ndo da matéria escura. Propomos entdo um teste, ndo pela curva de densi-
dade, mas pela curva de rotacdo pseudo-newtoniana, pois curvas de rotagdo e suas barras de
erro sdo medig¢des de redshift, algo que é explorado hd bastante tempo na astrofisica. Nossos
resultados descartam o modelo CT como viavel 4 descri¢do de curvas de rotagdo de galdxias
via relatividade geral e o modelo BG como promissor na anélise de curvas de rotagdo e
distribui¢do de matéria escura a nivel de galdxia. Entendemos que o estudo de propostas
como CT e BG colaboram para um maior entendimento da matéria escura, ao memos, em
nivel de galdxia e nossa proposta de andlise observacional é vidvel e pode ser implementada
em qualquer modelo com essas caracteristicas: dada curva de rotagdo obtém-se a densidade
de matéria associada.

As perspectivas futuras incluem anélises para uma quantidade maior de galdxias a fim
de estabelecer resultados estatisticamente razoaveis e poder afirmar com maior propriedade
a respeito desses modelos relativisticos para galdxias, como por exemplo:verificar se a cons-
tante f pode realmente ser fixada globalmente como BG afirmam; analisar se o caso NGC
2841 é um caso isolado ou se 0 modelo BG apresenta dificuladades na descri¢do de galdxias
com curvas de rotacdo decrescentes; analisar a insercdo de um halo de matéria escura nos
testes para esses modelos relativisticos, por exemplo Navarro, Frenk e White a fim de obter
o0s pardmetros do halo e comparé-los com o caso usual newtoniano verificando o quanto de

matéria escura pode ser reduzida.
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Apéndice A
Codigo da Analise Numérica

Este apéndice é destinado ao programa feito com base no software Mathematica 9.
Compreende os testes observacionais para os modelos BG e CT. Neste apéndice encontra-se
apenas o programa relativo a ESO 116-G12 para ambos modelos.

A.1 Balasin e Grumiller

Iniciamos com a aquisi¢do dos dados referentes a curva de rotagdo observacional

Dist=15.3 1043;

datavobs=Import[datapath["ES0116G1l2vobs.txt"],"Table"];

PRadVobs=Transpose[datavobs] [[1]]*Dist\[Pi]/ (180 3600) ;

Vobs=Table[{PRadVobs[[i]],datavobs[[i, 2]1]1},{i,1,Dimensions[datavobs][[1]]}]

Rmax=Vobs[[Dimensions[Vobs][[1]],1]];

VobsWError=Table[{{PRadVobs[[i]],datavobs[[i, 2]]},ErrorBar[datavobs[[i, 4]]1},
{i, 1, Dimensions[datavobs][[1]]}].

Em seguida obtemos os potencias gravitacionais e as curvas de rotagdo para a parte

estelar e para o gas

GAS
dataHI=Import[datapath["dataES0116Gl2gas.txt"], "Table"];
(*Unities:’’ (Angular Radius)XMsun/pcA2%*)

Gfactor=1.33;

PRadHI=Transpose[dataHI][[1]]*Dist\[Pi]/(180 3600) ;
\[Sigma]gas=Table[{PRadHI[[i]],Gfactor*10+*6*dataHI[[i, 211},
{i,1,Dimensions[dataHI][[1]1]}];
I\[Sigma]gas=Interpolation[\[Sigma]gas,Method->Spline]
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RmaxHI=\[Sigma]gas[[Dimensions[\[Sigma]gas][[1]],1]];

\[CapitalPhi]gasESO[R_]:=-GO® NIntegrate[I\[Sigma]gas[Rlinha](4 EllipticK[(4RRlinha)/
(RA2+Rlinha*2 + 2RRlinha)])/(R+Rlinha)Rlinha,{Rlinha,®,RmaxHI},
Exclusions->{R==Rlinha},WorkingPrecision->20,PrecisionGoal->6,AccuracyGoal->6]

points=Table[i, {i,®,RmaxHI,RmaxHI/100}];
Timing[table\[CapitalPhi]gasESO =Re[Table[{R,\[CapitalPhi]gasESO[R]}, {R,points}]];]
points=.

I\[CapitalPhi]gasESO=Interpolation[table\[CapitalPhi]gasESO]

VgasESO[R_]=Piecewise[{{kpc Sqrt[I\[CapitalPhi]gasESO’[R]R],
I\[CapitalPhi]gasESO’ [R]>0}, {-kpc Sqrt[-I\[CapitalPhi]gasESO’[R]R],
I\[CapitalPhi]gasESO’ [R]<0}}];

VVgasESO[R_]=I\[CapitalPhi]gasESO’ [R]R kpcA2;
STARS

\[Sigma]stars[R_]=Mstars/(2\[Pi]RDA2)EA(-R/RD);
RD=5.4/3.2;(*kpc. 3.2 is the conversion factor from Roptical to RD.¥)

\[CapitalPhi]starsESO[R_]:=-GO® Mstars NIntegrate[\[Sigma]stars[Rlinha]/
Mstars(4 EllipticK[(4RRlinha)/(RA2+Rlinha*2+2RR1inha)])/(R+Rlinha)Rlinha,
{Rlinha,0,\[Infinity]},Exclusions->{R==Rlinha},
WorkingPrecision->20,PrecisionGoal->6,AccuracyGoal->6]

points=Table[i, {i,®,Rmax,Rmax/100}];
Timing[table\[CapitalPhi]starsESO=Re[Table[{R,\[CapitalPhi]starsESO[R]/Mstars},
{R,points}]1];]

points =.

I\ [CapitalPhi]starsESO=Interpolation[table\[CapitalPhi]starskESO,Method->Spline]

VstarsESO[R_]=kpc Sqrt[Mstars I\[CapitalPhi]starskESO’[R]R];
VVstarsESO[R_]=Mstars kpc*2 I\[CapitalPhi]starsESO’[R]R.

Em seguida fazemos o ajuste do modelo em rela¢do aos dados observacionais.

Subscript[\[Chi],i_]:=(v[Vobs[[i,1]]]-Vobs[[i,2]])/datavobs[[i,4]];
Schi=\!'\(\*UnderoverscriptBox[\ (\[Sum]\),\(i =1\),
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\(\(Dimensions[Vobs]\) [\C([\D\(1\INC(I\)I\D]
\\*SuperscriptBox [\ ((\*SubscriptBox [\(\[Chi]\) ,\(I\)I\D\),\(2\D]I\);

NMresult=NMinimize[{Schi,\[Alpha]>0,r®>0,V0>0}, {{\[Alpha]l,50,200},{r®,0.5,5},
{V0,200,300}},WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,
AccuracyGoal->\[Infinity],MaxIterations->10000]

NMresult2=NMinimize[{Schi,\[Alpha]l>0,r0>0,V0>0},{{\[Alpha]l, 50,200}, {r0,0.5,5},
{V0,200,300}},WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,
AccuracyGoal->\[Infinity],MaxIterations->10000,Method->SimulatedAnnealing]

NMresult3=NMinimize[{Schi,\[Alpha]>0,r0>0,V0>0},{{\[Alpha]l, 50,200}, {r0,0.5,5},
{V0,200,300}},WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,
AccuracyGoal->\[Infinity],MaxIterations->10000,Method->NelderMead]

NMresult4=NMinimize[{Schi,\[Alpha]>0,r0>0,V0>0},{{\[Alpha], 50,200}, {r0,0.5,5},
{V®,200,300}},WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,
AccuracyGoal->\[Infinity],MaxIterations->10000,Method->DifferentialEvolution]

NMresult5=NMinimize[{Schi,\[Alpha]>0,r0>0,V0>0},{{\[Alpha], 50,200}, {r0,0.5,5},
{V®,200,300}},WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,
AccuracyGoal->\[Infinity],MaxIterations->10000,
Method->{"DifferentialEvolution", "RandomSeed"->23}].

De posse dos parametros obtemos a densidade de matéria e em seguida o potencial pseudo

newtoniano

\[CapitalPhi]eso[R_]:=-GO NIntegrate[\[Rho][Rlinha,zlinha] (4EllipticK[(4RR1linha)/(RA2
+R1linhaA2+2RR1linha+zlinha*2)])/Sqrt[(RA2)+(R1linha*2)+2RR1inha+(zlinha#*2)]R1linha,
{Rlinha,0,\[Infinity]}, {zlinha,-r0®,r0},Exclusions->{R==Rlinha},WorkingPrecision->20,
PrecisionGoal->5,AccuracyGoal->\[Infinity]]

points=Table[i, {i,®,Rmax,Rmax/100}];
Timing[table\[CapitalPhi]eso=Re[Table[{R,\[CapitalPhi]eso[R]},{R, points}]];]
points=.

I\[CapitalPhi]eso=Interpolation[table\[CapitalPhi]eso,Method->Spline]

dataVobsBG=Table[{Vobs[[i,1]],Sqrt[I\[CapitalPhi]Jeso’ [Vobs[[i,1]]]Vobs[[i,1]1]1]},
{i,1,Dimensions[Vobs][[1]]1}].
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Agora obtendo as barras de erro dos pardmetros para o modelo BG, aqui ilustraremos apenas

o parametro R, que no programa designamos por a.

NMaximize[{\[Alpha],Schi<=First[NMresult]+\[CapitalDelta]

\[Chi]2Table[[1, freeparameters]]},

{{\[Alpha],0.9\[Alpha]lsol,1.1\[Alpha]sol}, {r®,0.9r0so0l,1.1r0sol},
{V0,0.9V0so0l,1.1V0sol}},WorkingPrecision->20,
PrecisionGoal->7,AccuracyGoal->7,MaxIterations->500,Method->DifferentialEvolution]

\[Sigma]\[Alpha] 1=First[%]-\[Alpha]sol

NMinimize[{\[Alpha],Schi<=First[NMresult]+\[CapitalDelta]
\[Chi]2Table[[1, freeparameters]]},{{\[Alpha],0.9\[Alpha]lsol,\[Alpha]sol},
{r0,0.9r0s0l,1.1r0so0l},{V0,0.9 V0sol,1.1V0sol}},WorkingPrecision->20,

PrecisionGoal->7,AccuracyGoal->7,MaxIterations->500,Method->DifferentialEvolution]

\[Sigma]\[Alpha]2=\[Alpha]sol-First[%].

Em seguida geramos as barras de erro para a curva pseudo-newtoniana

\[CapitalPhi]ESO[R_,\[Alpha]_,r®_,V0_]:=-2 GO NIntegrate[\[Rho][Rlinha,zlinha,
\[Alpha],r®,V0] (4 EllipticK[(4RRlinha)/(R*2+RlinhaA2+2RR1linha+zlinha*2)])/Sqrt[(RA2)
+(Rlinha*2)+2RR1linha+(zlinha*2)]Rlinha, {Rlinha,®,\[Infinity]},
{zlinha,0,r0},Exclusions->{R==Rlinha},WorkingPrecision->20,

PrecisionGoal->5,AccuracyGoal->\[Infinity]]

pointsR=Table[i, {i,®,Rmax,Rmax/1003}];

pointsV@=Table[i, {i,V0sol-\[Sigma]V02,V0sol+

\[Sigma]V01l, (VOsol+\[Sigma]VO1-(VOsol-\\[Sigma]Vv02))/5}];
points\[Alpha]=Table[i, {i,\[Alpha]lsol-\[Sigma]\[Alpha]2,\[Alpha]lsol+\
\[Sigma]\[Alpha]l, (\[Alphalsol+\[Sigma]\[Alpha]ll-(\[Alpha]lsol-\\[Sigma]\[Alpha]2))/5}];
pointsr® =Table[i,{i,r0sol-\[Sigma]r®2,r®sol+\[Sigma]r0®1, (r®sol+
\[Sigma]r0®1-(r0sol-\\[Sigma]r®2))/5}];
ParallelEvaluate[Off[NIntegrate: :precw]];
ParallelEvaluate[Off[NIntegrate::zeroregion]];
ParallelEvaluate[Off[NIntegrate::inumri]];
Timing[table\[CapitalPhi]ESO=ParallelTable[{R,\[Alpha],r0,V0,
Re[\[CapitalPhi]ESO[R,\[Alpha]l,r®,V0]]}, {R,pointsR}, {\[Alpha],points\[Alphal},
{r0,pointsr0}, {V0,pointsV0}]]

I\[Phi]starESO=Interpolation[table\[CapitalPhi]ESOFlattened]
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VPseudoNewt [R_,\[Alpha]_,r0_,VO0_]=Sqrt[D[I\[Phi]lstarESO[R,\[Alpha],r®,V0],R]IR];

pseudodataMax=Table[{NMaximize[{VPseudoNewt [dataVobsBG[[i, 1]],\[Alpha],r®,V0],
Schi<=First[NMresult]+\[CapitalDelta]\[Chi]2Table[[1, freeparameters]]},
{{\[Alpha],0.9\[Alpha]lsol,1.1\[Alpha]sol}, {r®,0.9r0so0l,1.1r0sol},
{V0,0.9V0so0l,1.1V0so0l}},Method->DifferentialEvolution]},
{i,1,Dimensions[dataVobsBG][[1]]}]

pseudodataMin=Table[{NMinimize[{VPseudoNewt[dataVobsBG[[i,1]],\[Alpha]l,r®,V0],
Schi<=First[NMresult]+\[CapitalDelta]\[Chi]2Table[[1, freeparameters]]},
{{\[Alpha],0.9\[Alpha]lsol,1.1\[Alpha]sol}, {r®,0.9r0so0l,1.1r0sol},
{V0,0.9V0so0l,1.1V0sol}},Method->DifferentialEvolution]},
{i,1,Dimensions[dataVobsBG][[1]]}].

Agora, simetrizamos as barras de erro para a curva pseudo-newtoniana

ErrortableMaxsimetrico=Table[{If[Abs[-dataVobsBG[[i,2]]+pseudodataMinFlattened[[i,1]]]>
Abs[pseudodataMaxFlattened[[i,1]]-dataVobsBG[[i,2]]],
Abs[-dataVobsBG[[i,2]]+pseudodataMinFlattened[[i,1]]],
Abs[pseudodataMaxFlattened[[i,1]]-dataVobsBG[[i,2]]1]1]1},{i,1,Length[dataVobsBG]}].

Com os erros simetrizados realizamos o ajuste da curva baridonica em rela¢do a curva pseudo-

newtoniana

VVobsBG[R_]=VVgasESO[R]+VVstarsESO[R];
Subscript[\[Chi],i_]:=(Sqrt[VVobsBG[dataVobsBG[[i, 1]]]]-dataVobsBG[[i, 2]])/
ErrortableMaxsimetrico[[i,1]];

Schi=\!'\(\*UnderoverscriptBox[\ (\[Sum]\),\(i=1\),
\(\(Dimensions[dataVobsBG]\) [\ ([\D)\(1\D\NC(I\)IN)]
\\*SuperscriptBox [\ ((*SubscriptBox[\(\[Chi]\),\(A\)I\)\),\(2\)]1\);

ESOresult=NMinimize[{Schi,8.61534*1049>Mstars>2.3931504616131897*1049}, {Mstars},
WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,AccuracyGoal->\[Infinity],MaxIterations->10000]

ESOresult2=NMinimize[{Schi,8.61534*10410>Mstars>2.3931504616131897*1049}, {Mstars},
WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,AccuracyGoal->\[Infinity],
MaxIterations->10000,Method->SimulatedAnnealing]

ESOresult3=NMinimize[{Schi,8.61534*10411>Mstars>2.3931504616131897*1049}, {Mstars},
WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,AccuracyGoal->\[Infinity],
MaxIterations->10000,Method->NelderMead]
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ESOresult4=NMinimize[{Schi,8.61534*10A9>Mstars>2.3931504616131897*1049}, {Mstars},
WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,AccuracyGoal->\[Infinity],
MaxIterations->10000,Method->DifferentialEvolution]

ESOresult5=NMinimize[{Schi,8.61534*1029>Mstars>2.3931504616131897*1049}, {Mstars},
WorkingPrecision->30,PrecisionGoal->15,AccuracyGoal->\[Infinity],
MaxIterations->10000,Method->{"DifferentialEvolution", "RandomSeed"->21}].

A.2 Cooperstock e Tieu

Para o modelo CT a parte do programa que faz a andlise barionica, estrelas e gds, e o
ajuste do modelo CT a curva de rotagdo observacional é mesma que no modelo BG. Porém
na computagdo do potencial pseudo-newtoniano realizamos uma mudanca na densidade
prevista pelo modelo CT conforme explicado no capitulo 7.

\[Sigma]discreto=Table[{r,\[Rho][r,0]},{r,0.1,Rmax,Rmax/100}]

\[Sigma]discretoEnd=Table[{\[Sigma]discreto[[i, 1]], \[Sigma]discreto[[i, 211}, {i,
Dimensions[\[Sigma]ldiscreto][[1]],

Dimensions[\[Sigmaldiscreto] [[1]]1}]
Rd = 1.7;

{a} =.

FindFit[\[Sigma]discretoEnd,a E*(-R/Rd),{a},R]
{a}= {a}/.%

Plot[a EA(-R/Rd), {R,Rmax,Rmax+5},PlotRange->Al1]

\[Rho]extended[R_,z_]=a EA(-R/Rd)Sum[E*(-kn[[i]]Z),{i,1,10}]/10

\[Rho]total[R_,z_]= Piecewise[{{\[Rho][R,z],R<Rmax}, {\[Rho]extended[R,z],
R >= Rmax}}].

O restante da andlise para o modelo CT segue andloga ao modelo BG com excegdo das
barras de erro da curva pseudo-newtoniana, que ndo foram obtidas nesta andlise conforme

explicado no capitulo 7.
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