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Resumo

Reticulados complexos, toros complexos e curvas elipticas sao objetos que embora possuindo
natureza e estruturas distintas, sao equivalentes de alguma forma. E possivel por meio de um
reticulado complexo obter um toro complexo e dai, obter uma curva eliptica. Além disso esse
“caminho” pode ser percorrido também de maneira inversa. Essa conexao serd o principal
objeto de estudo nesse trabalho, que também abordara de maneira criteriosa alguns assuntos
relacionados, tais como o grupo linear especial, formas modulares e curvas modulares. Ao final,
como aplicagao dos conceitos e ferramentas estudadas, sera considerado o problema dos niimeros
congruentes, que além de estar estreitamente relacionado com as curvas elipticas, possui relacao

com a famosa Conjectura de Birch e Swinnerton-Dyer, esse que ¢ um dos Problemas do Milénio.

Palavras-chaves: Reticulados Complexos. Curvas Elipticas. Formas Modulares. Nimeros

Congruentes.



Abstract

Complex lattices, complex tori and elliptic curves are objects that although having different
structures and nature, are equivalent. It is possible by means of a complex lattice to obtain
a complex torus and hence, to obtain an elliptic curve; and that “path”’ can also be done
in reverse. This connection will be the main object of study in this work, which will also
address a careful manner some issues related to it, such as the special linear group, modular
forms and modular curves. Finally, as an application of the concepts and tools studied, the
congruent numbers problem is considered. This problem besides being closely related to elliptic
curves, has a relationship with the famous Birch and Swinnerton-Dyer conjecture, one of the

Millennium Problems.

Key-words: Complex Lattices. Elliptic Curves. Modular Forms. Congruent Numbers.
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Introducao

A teoria das curvas elipticas, além de ser uma das mais belas de toda a matematica, destaca-
se também pela sua versatilidade. Com aplicagoes em Geometria Diferencial (superficies
minimas), Criptografia e Geometria Algébrica sobre corpos finitos (nesta area se destaca o
Teorema de Hasse-Weil), essa versatilidade foi coroada em 1995, quando Andrew Wiles publi-
cou sua histérica prova do Ultimo Teorema de Fermat, concluida apés a demonstracao de uma
versao da conjectura de Taniyama-Shimura, relacionando curvas elipticas e curvas modulares.

Neste trabalho abordaremos as curvas elipticas por meio da fungao o de Weierstrass, a qual
é associada a um reticulado do plano complexo. Cada reticulado determina uma estrutura
algébrica e analitica chamada toro complexo. Veremos também que estes trés objetos - curvas
elipticas, reticulados e toros complexos - podem ser agrupados (cada um a seu modo) em classes
de equivaléncia, e que cada uma dessas respectivas classes pode ser determinada por um unico
ponto no semiplano superior complexo.

Essa associacao com pontos do semiplano superior complexo possui dupla importancia: em
primeiro lugar, por meio dela obtemos um critério para decidir se duas curvas elipticas sao
isomorfas ou nao e; em segundo, pelo fato de que tal associagao abre caminho para a teoria das
curvas modulares. Para o entendimento de tais conceitos estudaremos dois objetos: as formas
modulares, que sao fungoes meromorfas especificas definidas no semiplano superior complexo, e
o grupo linear especial, no qual cada elemento descreve uma aplicacao racional nesse semiplano.

Como aplicacao da teoria desenvolvida consideraremos o Problema dos Numeros Congru-
entes, isto é, dos ntimeros inteiros que sao realizados como areas de triangulos retangulos cujas
medidas dos lados sao nimeros racionais. Esse Problema, como veremos, esta estreitamente
relacionado as curvas elipticas e sua solugao geral depende da conhecida conjectura de Birch e
Swinnerton-Dyer, um dos problemas do milénio.

A respeito do texto em si, no primeiro capitulo trataremos dos reticulados complexos e do
grupo linear especial, as estruturas que serao as bases sobre as quais tudo o mais sera feito. No
capitulo 2 abordaremos as funcoes elipticas e as formas modulares, fun¢oes meromorfas cujas
propriedades estao relacionadas com os reticulados complexos e com o grupo linear especial,
respectivamente.

No capitulo 3 serao considerados os toros complexos e a funcao @ de Weierstrass. As funcoes

p e ¢, como veremos, nao s6 possuem uma propriedade fundamental que permite definir uma
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curva eliptica, mas permitem também caracterizar todo o corpo de fungoes elipticas em relacao
a um reticulado.

No capitulo 4 trataremos das curvas elipticas, objeto central deste trabalho, destacando
sua propriedade de grupo abeliano. Na segunda parte do capitulo trataremos brevemente das
curvas modulares, estruturas analiticas nas quais cada ponto é uma classe de curvas elipticas
isomorfas. Além disso, obteremos um critério por meio do qual decidir se duas curvas elipticas
sao isomorfas ou nao.

O capitulo 5 sera dedicado ao Problema dos Niimeros Congruentes. Demonstraremos na pri-
meira se¢ao algumas caracterizacoes do problema, também relacionando-o com curvas elipticas.
Na segunda secao do capitulo trataremos da funcao L de Hasse-Weil, a qual a Conjectura de
Birch e Swinnerton-Dyer faz mencao, e consideraremos os avangos mais recentes relacionados

ao problema.



Capitulo 1

RETICULADOS E O GRUPO
UNIMODULAR

No presente capitulo trataremos primeiramente dos reticulados complexos, que sao certos
subgrupos do grupo abeliano aditivo C dos niimeros complexos, obtidos a partir de uma base
do R-espaco vetorial C. Destacaremos também uma condi¢ao de dependéncia de um reticulado
em relacao a uma base de C. Tal condi¢ao leva automaticamente ao segundo objeto a ser
considerado nesse capitulo, que é o grupo linear especial SLy(Z) das matrizes de ordem 2 com
entradas em Z e com determinante 1. Destacaremos algumas propriedades desse grupo e alguns
de seus subgrupos, calculando os seus respectivos indices. A importancia desses dois objetos
serd posta em relevo no Capitulo 3.

A abordagem que aqui faremos de tais objetos segue a mesma linha do capitulo 1 de [2].

Mais detalhes podem ser conferidos tanto 14 quanto no capitulo 3 de [5].

1.1 Reticulados Complexos

O conjunto C dos nimeros complexos é um espaco vetorial real de dimensao 2. Dada uma

base ordenada {wy,ws} de C, o subgrupo {2 definido por
Q= w1Z D WQZ = {aw1 + bCL)Q; a, be Z} = [wl,wZ]

é um reticulado em C. Note que a condi¢do do conjunto {w;,ws} ser uma base de C equivale
a condicao Im(*2) # 0. Assim, substituindo ws por —ws se necessério, podemos sempre
w1

considerar Im(22) > 0.

12
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w1

Figura 1.1: Exemplo de reticulado.

A relagao de dependéncia de um reticulado 2 = |wy, ws] com uma base ordenada {w,ws} é

esclarecida na Proposicao seguinte.

Proposicao 1.1.1. Dois reticulados Q0 = [wy,ws] e ' = [w],wh] sdo iguais se, e somente se,

existem a,b,c,d € Z, com ad — bc = 1, tais que

Demonstracao. A reciproca é evidente, pois a matriz quadrada de ordem 2 acima é invertivel.

Se Q =, entado existem a, b, c,d,r, s, t,u € Z tais que

wh = bwy + aws Wy = sw + rwh
e
wi = dwy + cwe Wy = uw} + twh
Portanto, como {wy,ws} e {w},w)} sdo bases de C, temos que (ad —be)(ru—st) = 1, e como

cada fator é um nimero inteiro, segue ad — bc = +1.

_ bwitaws __ a(:—?)-l—

Agora, observe que Z—:i = dortem = (2)+d. Ou seja, considerando a aplicagao A(1) = z;j_rs,
w1
7 € C, como
(at +b)(cT+d)  (ac|T]* + (ad + be)Re(t) + bd) + i - (ad — be)Im(T)
Alr) = - SENORY
ler + dJ? ler + d|?
m(52)

e como temos pela hipétese que ]m(%?) = (ad—bc) > (, segue entao que ad—bc = 1.
1

|c(:’7§) +dJ?
Assim A é uma aplicagdo com Im(A(7)) > 0 se Im(7) > 0.
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Podemos ainda ter o caso onde um reticulado é obtido por multiplicagdo de um nimero

complexo nao-nulo.

Definigao 1.1.2. Dois reticulados Q2 e ' sdo equivalentes se existe m € C* = C\{0} tal que
m) = .

Um fato importante é que um reticulado complexo €2 é equivalente a um reticulado do
tipo €, = [w, 1]. Nos capitulos subsequentes, veremos que reticulados equivalentes fornecem
isomorfismos de toros complexos e de curvas elipticas, estruturas analiticas e algébricas a serem

tratadas nos capitulos 3 e 4.

1.2 O Grupo Linear Especial SLy(Z)

A partir da Proposicao 1.1.1 e da consideracao feita no fim da secao anterior fica claro que
se quisermos entender melhor as relagoes entre os reticulados complexos, devemos estudar o
semiplano superior complexo H = {7 € C; Im(7r) > 0} e agdes de grupos de matrizes neste
semiplano. Seja SLs(Z) o grupo linear especial das matrizes de ordem 2 com entradas em
Z e com determinante 1. Como vimos na demonstracao da Proposigao 1.1.1, dado 7 € H
e A € SLy(Z), temos que A(1) € H. O semiplano superior complexo H, por sua vez, sera
estudado com mais detalhes no capitulo 3. J& o grupo SLy(Z) e subgrupos especificos serao
estudados nessa secao e até o fim do capitulo. Por motivos que ficarao claros adiante, usaremos
a notagao I'(1) = SLy(Z).

Um fato importante sobre I'(1) é demonstrado abaixo.

3 11 0 —1
Proposicao 1.2.1. Se T = eSS = , entao I'(1) = <T, S>.
0 1 1 0

Demonstracio. E claro que <T, S> c I'(1).

a b
Seja A = € I'(1). Vamos provar que A € <T, S>.
c d
Como S? = —1, substituindo A por —A se necessério, podemos supor ¢ > 0.

Dito isto, suponhamos primeiramente ¢ = 0. Como det(A) = ad — bec = ad = 1, segue que
a = d = £1. Entao, novamente substituindo A por —A se necessario, podemos considerar
10

A= , beZ,
01
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ou seja, A =T® b € Z. Portanto no caso ¢ = 0 temos A € <T, S>, como queriamos.

Suponhamos agora ¢ = 1. Temos da condigao det(A) =1 que

a ad—1 1 a 0 —1 1 d

- - )

1 d 01 10 01

e portanto A =T°-5.T% ¢ <T,S>.
Finalmente, suponhamos ¢ > 0 qualquer. Como ad — bc = 1, temos que mdc{d,c} =1, e

existem q,r € Z, 1 <r < ¢, tais que d = qc + r. Entao

a b 1 - a b—a a b—a
A ' q| _ q| _ 1
c d 0 1 c d—qc c r
e dai
a b—a 0 -1 b—aqg —a
B=A-T9.5= im. - 1
c r 1 0 r —c

Portanto A = B -S~!.T9. Como 1 < r < ¢, repetindo o processo um ntimero finito de vezes

podemos concluir que A € <T, S >
m

Seja N um inteiro positivo. Chamamos de subgrupo principal de congruéncia de nivel N o

conjunto

c d c d 01

onde a congruéncia das matrizes é definida pela congruéncia médulo N das entradas correspon-

{ a b a b 1 0 }
['(N) = e I'(1); = mod(N) ¢,

dentes. De acordo com essa definicdo, N = 1 nos dé I'(1) = SLs(Z), o que justifica a notacao

que utilizamos.

Defini¢ao 1.2.2. Um subgrupo T de I'(1) é um subgrupo de congruéncia de nivel N se eziste

um inteiro positivo N tal que I'(N) C T.

Além do subgrupo principal, outros importantes subgrupos de congruéncia sao

o
SH
o
QL

a b a b k%
FO(N):{ e I'(1); = . mod(N)}

IS
S
IS
(=l

*

mod(N)},
01

.
=
I
——
o
ISH
m
4
=
o
Q
[l

onde “+” denota que a entrada correspondente é arbitraria. E claro que I'(N) c I'1(N) C

Lo(N) C SLy(Z). A Proposigao abaixo lista alguns indices desses grupos.
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Proposicao 1.2.3. Seja N um inteiro positivo e seja Zy = Z/NZ o anel dos inteiros congru-

entes modulo N .

(a) O homomorfismo candnico SLy(Z) — SLo(Zy) € sobrejetivo.

:p3e<1—z%>.

(b) Se e € N ep é um primo positivo, entdo |SLo(Zye)
1

C 2 . = 3 N - -

(¢) [SLa(2) : T(N)] = NIl (1= )

(d) [T1(N):T(N)] =N e[I'o(N):T'(N)] = o(N), onde ¢ € a fungio de Euler.

1
(¢) [SLs(Z) : To(N)] = N - Hp|N(1 + ]3)‘

Demonstragao. (a) Claramente podemos ver que o niicleo do homomorfismo canoénico é I'(N).

a _ a b
Seja A = € My(Z) tal que A = | € SLy(Zy). Primeiramente observamos que
c d c
mdc{c,d, N} = 1, pois chamando g = mdc{c,d}, c = g-cy e d = g - dy, temos
(ad—bc) —1=AN, A€ Z < g(ady—bcy) — AN =1

< mdc{g, N} = mdc{c,d, N} = 1.

Nossa meta é mostrar que existe uma tal matriz A € SLy(Z). O primeiro passo para
isso é mostrar que existem c¢,d € Z nessas condigoes tais que mdc{c,d} = 1. Suponhamos
primeiramente ¢ # 0.

Sejam ¢ =pi'...pi"e N = pfﬁl .. .pf;m gt .q,i’“, m > 0, as fatoragoes de ¢ e N em produto
de poténcias de nimeros primos distintos, onde os primos p;, sao os fatores comuns de c e N.
Sejam ¢ = £ e ¢’ =p; " ...pi™, se m > 0 ou ¢ =1 caso contrario. Entdo mde{c, N} =1e
cada divisor primo de ¢’ é também divisor de N.

Como mde{cd, N} = 1, existem u,v € Z tais que uc + vN = 1. Dai 1 —d = [(1 — d)u|c’ +
[(1 —d)v]N, e portanto 1 = I + (d+ kN), onde [ = (1 — d)u e k = (1 — d)v. Em particular
temos que ¢ e d + kN sao primos entre si. Como cada divisor primo de ¢’ é também divisor

de N e mde{c,d, N} = 1, concluimos que mcd{c,d+ kN} = 1. Caso ¢ = 0, entao devemos ter

d # 0, e repetimos 0 mesmo argumento acima agora para o inteiro d, e assim, substituindo d
por d + kN podemos considerar a matriz A = com mdc{c,d} = 1.

Tomemos entao uma matriz

at+mN b+nN
A= , m,n € 7.
c d
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Temos que det(A) = ad — bc + N(md — cn) = 1+ N(A + md — cn), pois como vimos no
inicio da demonstragao, (ad — bc) —1 = AN. Como mdc{c,d} = 1, existem mg, ng € Z tais que
A = ngc — mod, e assim, tomando m = mg e n = ng, a matriz A € SLy(Z), como queriamos.

(b) Vamos provar este item por indugao sobre e. Para e = 1, consideremos o homomorfismo

5:GLy(Zy) — I
A s §(A) = det(A)

Claramente ¢ é sobrejetiva e Ker(d) = SLa(Z,), e pelo Teorema dos Homomorfismos temos

GLy(Z,)

SL?(ZP>

=|Z)| =p—1.

Vamos agora calcular |GLy(Z,)|. Como GLs(Z,) pode ser visto como o conjunto das bases
do plano cartesiano ZZ, temos que para cada um dos p? — 1 elementos nao nulos de Zg existem

p* —p bases de Z2. Dai |GLy(Zp)| = (p* —1)(p* —p). Assim segue que |SLy(Zy)| = p(p* — 1) =

p3<1 — #)
Se
|SLo(Zye)

:p3e<1——>, e>1,

p2

entao seja n o homomorfismo natural

n: SLQ(Zpe+1) — SLQ(Zpe)
b a b
¢ d ¢ d

onde “T” representa a classe de z mdédulo p°*t! e “2” representa a classe de & médulo p°.

Pelo item anterior sabemos que a aplicagdo SLy(Z) — SLo(Zye+1) é sobrejetiva, e como

Zperr ={0,1,...,p° — 1,p%p° +1,...,2p° — 1,2p°,2p° + 1,...,pct! — 1}, 0 homomorfismo n é

sobrejetivo. Vamos calcular |Ker(n)|.

a b a b 10 _ _
Dado _| € Ker(n), temos | =1_ _|. Logob==¢=0, dai devemos ter b,¢ €
c d ¢ d 01
{0,7°,...,(p—1)pc}. Como as escolhas de b ndo influenciam nas escolhas de ¢, e vice-versa,

segue que existem p possibilidades para escolhas de cada um deles. Temos também @ = d = 1,

ou seja, @,d € {1,p°+ 1,2p° + 1,...,(p — 1)p¢ + 1}, e temos ainda que ad — bc = ad = 1 (pois

b e ¢ sdo miltiplos p°, logo be é miltiplo de p°*'). Assim @ e d sdo elementos inversos um do
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outro em Zye+1, e fixado um deles o outro estard determinado. Desse fato segue que existem p
possibilidades para a escolha de @ ou de d. Conclufmos assim que |Ker(n)| = p°.

Pelo Teorema dos Homomorfismos e pela hipétese em |SLy(Z,e)| temos

1

SLa(Zyeot)| =9 (1= ),

e o resultado segue pelo Principio da Indugao.

(c) Primeiramente escrevemos N = p{*...p< e definimos a aplicagao

V: SLQ(ZN) — SLZ(ZPTI) X oo X SLQ(ZP?)

ay b a b awy b
NOON ( 1 21 . (r) Or) >’
ey dn cay da Cry Ay
onde xy representa a classe de x médulo N e, para i € {1,...,7}, x(; representa a classe de x

modulo pi. E facil ver que V estd bem definida. Além disso V ¢ um homomorfismo de grupos,

considerando o produto direto de grupos. Dai

an bN a(i) b(i) 10 o .
Ker(V) = € SLy(Zy); = mod(ps*), i € {1,...,r}
CN dN C(i) d(i) 01
any b a b 10
= N € SLy(Zy); = mod(N) ¢,
ey dy c d 0 1

onde a ultima igualdade segue do Teorema Chinés dos Restos. Logo V € injetiva.
Pelo Teorema Chinés dos Restos, V é também sobrejetiva e logo V é um isomorfismo.

Assim, pelos itens anteriores

= I, [SLa(Z,:)

[SLy(Z) : T(N)] = ISLa(Zo)| = | SLa(Z,)

1

como queriamos.

a b _
(d) A aplicagao f : I'y/(N) — Zy, dada por f( >: b, é claramente um homomorfismo
c
a b - - _ a b
sobrejetivo. Se f = b = 0, entdao como ad — bc = ad = 1, segue que e I'(N),
c d c d

portanto Ker(f) =I'(N). Do Teorema dos Homomorfismos segue [I'1 (V) : I'(N)] = |Zn| = N.

a

Agora, a fungao g : I'o(N) — Z},, dada por g(
c d

): d é um homomorfismo sobrejetivo

1
de nucleo é I'y (V). Portanto [['o(N) : I'1(N)] = |Z§]| = ¢(N) = N-Hp|N<1 - —), pelo Teorema
p

dos Homomorfismos.
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(e) Pelos itens (c) e (d) temos

[SLy(Z) : T'1(N)] =

e portanto

[SLy(Z) : To(N)] =

[SLo(Z) : T1(N)]
[To(IN) :
]

Esta Proposicao nos permite concluir que se I' ¢ um subgrupo de congruéncia de nivel V,

entao [SLy(Z) : '] é finito, ja que
[SLo(Z) : T'(N)] = [SLa(Z) : T[T : T/(N)].

Encerraremos este capitulo dando um exemplo de um subgrupo de congruéncia, que surge
do problema dos quatro quadrados. Este problema visa responder a pergunta sobre o ntimero de
maneiras diferentes que um dado ntimero inteiro positivo pode ser escrito como soma de quatro
quadrados de ntimeros inteiros. Vamos rapidamente descrever como tal subgrupo é obtido.

Dados n, kK ntimeros inteiros positivos, o nimero de representacoes de n por k quadrados é
r(n,k) = t{v € ZF; n = v? + ... + v}}. Definimos a fungdo geradora de representag¢io por

00
Or(1) = Z r(n,k)q", T € H, ¢ = ™. Para o caso k = 4, a funcio 64(7) é uma forma modular
de peso gzgm relagdo ao subgrupo I'g(4) ([2], p. 11-12). Em particular, 04(7) tem a seguinte
propriedade:

4(a7+b

) a b
c¢+d> = (er + d)204(7), Vr € H, ¥ € To(4).

c d
A partir de conhecimento de uma base explicita do espaco das formas modulares de peso

dois obtém-se a solugao para o problema dos quatro quadrados ([2], p. 19)

T(n,4):82d, n > 1.

0<d|n
44n

Para verificar a propriedade acima mencionada da fungao 64(7), com relagdo a agdo do

subgrupo I'g(4), basta verificar em geradores desse subgrupo. Afirmamos que o grupo [y

1 1 10
definido por I'y = < + T, iS4>, onde T' = e S, =—-ST18 = é o proprio grupo
0 1 4 1

['o(4), ou seja, I'y = I'p(4). Como +T, £S5y € T'y, é claro que I'y C I'y(4). Consideremos entao

a
= € ['p(4). Podemos escrever ¢ = 4cg,co € Z. Dessa forma ad — bc = 1 e em

c d
particular d # 0.
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Se d =1 entao a = 1 + bc, assim

14+bc b 11 10
c 1 01 41

Analogamente, se d = —1, entdao M = (=T)~%- S, € Ty.
Seja entao |d| > 1. Como ad — be = 1 temos que ¢ # 0 e existem inteiros ¢ e r tais que
|c| o a b—aq o _
d=gc+r,onde 0 < |r| < 5 Dal MT™? = . Como ja visto, se |r| = 1, entao
c r
M-T~7 €Ty, e portanto M € T'y. Se |r| > 1 entdo existem inteiros qq e ro tais que co = qor+1o,

,
onde 0 < |ro| < %, ja que ad — bc = 1. Concluimos que para algum inteiro a’, temos
B a b—aq
M-T77.8;% = :
4rg r

onde 0 < 4|rg| < 2|r| < |c|. Repetindo esse processo um numero finito de vezes podemos supor

|r| = 1, assim obtemos uma matriz em I'y e portanto M € T'y.



Capitulo 2

FUNCOES ELIiPTICAS E FORMAS
MODULARES

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados acerca de dois tipos de fungoes relacionadas
aos reticulados e ao grupo linear especial, vistos no capitulo anterior.

Primeiramente trataremos das funcoes elipticas, que sao aplicacoes meromorfas em C e
peridédicas em um reticulado €2. Feito isso, trataremos das formas modulares, que por sua vez
sao aplicagoes meromorfas definidas no semiplano superior complexo e que tém uma propriedade

particular sob a acao de subgrupos de congruéncia de I'(1).

2.1 Funcoes Elipticas - Uma Abordagem Geral

Trataremos aqui das funcoes elipticas em carater mais geral, apresentando suas proprieda-
des basicas. Essas propriedades servirao para a demonstracao de fatos importantes sobre as
chamadas curvas elipticas, objetos a serem tratados no capitulo 3. Essas fun¢oes sao abordadas
com mais detalhes no capitulo 3 de [5].

Por toda essa segao, fixaremos a notagao 2 = [wy,ws| para denotar um reticulado em C,
com Im(£2) > 0. O conjunto P = {tw + taws; t1,t2 € [0,1]} é chamado de paralelogramo
fundamental de €. Para quaisquer a,b € Z, P, = {(a + t1)w1 + (b + t2)ws; t1,t2 € [0,1]}

também pode ser considerado como um paralelogramo fundamental de €.

Definig¢ao 2.1.1. Uma fungdo eliptica (em relagio a ) é uma fungao meromorfa f: C — C

tal que f(z +w) = f(z), para todos z € C e w € (.

21
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Denotemos por Mg o conjunto de todas as funcoes elipticas em relacao a 2. E facil ver que

Mg é um corpo. Desta definicao podemos extrair também os fatos a seguir.

Observacao 2.1.2. f ¢ eliptica se, e somente se, f ¢ meromorfa em C e para todo z € C,

f(z+wi) = f(2) = f(z +wa).

Observacao 2.1.3. Se f € uma fungao eliptica inteira (sem pdlos), entdo f € constante. De
fato, podemos considerar f como sendo definida apenas no paralelogramo fundamental P, que
¢ um conjunto compacto. Dai f(P) € também um conjunto compacto. O resultado seque entdo

do Teorema de Liouville.

Desta segunda observacao podemos concluir também que se f é uma funcao eliptica que
nao possui zeros entao ela é constante.

Sejam o € C* e P um paralelogramo fundamental. Consideremos o conjunto
P,=a+P={a+z z€ P} ={a+tiw +taws; t1,t2 € [0,1]},

que também é um paralelogramo fundamental para ). As vezes é conveniente considerar

t1,t2 € [0,1), o que nos dd um tunico representante em P, para cada classe médulo €.

o+ wy +wae

Figura 2.1: Paralelogramo fundamental P,.

Os teoremas a seguir utilizam ferramentas ja bem conhecidas da Anélise Complexa.

Teorema 2.1.4. Sejam f uma funcao eliptica e P, um paralelogramo fundamental que nao
contém polos de f na fronteira OP, de P,. Entao a soma dos residuos de f no interior de P,

€ zero.
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Demonstracao. Sejam 71, ¥q, Y3 € 4 0s caminhos lineares que compoem a fronteira P, de P,,
como mostrados na figura abaixo. Se existem k poélos de f no interior de P,, entao do Teorema

dos Residuos segue que

1
— d
27 P, f(Z) :

é a soma dos residuos de f no interior de P,.

a+wp + wy

Figura 2.2: Caminhos na fronteira de P,.

Consideremos as parametrizagoes:

® Y1(t) = a+twy,

o (t) = o+ wy + twy,

o 3(t) =a+ (1 —tw + ws,

o 1(t)=a+ (1 —1t)ws,

onde t € [0, 1]. Assim, podemos escrever

. f(z)dz:/71 f(Z)dZ+LQf(Z)dZ+Lgf(z)dZ+L4f(Z)dZ‘

Sendo 73 (t) = a+tw; +wy ey, (1) =a+twy, t €0,1], os caminhos inversos de 73 e 74,
respectivamente, segue da conhecida igualdade f7 f(z)dz = — fv* f(2)dz que

1 1
f(z)dz = / fla+twr) - w dt+/ flatw +t-ws) wydt
OPa 0 0

1 1
— /f(a+t-w1+w2)-w1dt—/f(a+t-w2)-w2dt:0,
0 0

pois f é Q-periddica.
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Teorema 2.1.5. Sejam f uma funcao eliptica e P, um paralelogramo fundamental que nao
contém zeros e polos de f na fronteira OP, de P,. Sejam myq, ..., my as ordens dos zeros e dos

polos de [ no interior de P,. Entao
k
i=1

Demonstracao. Como f é uma funcao eliptica, temos que ’;/((ZZ)) = J;((:L‘j)),

Yw € ) e para todo
z € C que nao seja zero nem poélo de f.

Agora, seja z; um zero de f, com ordem m;. Sabemos (da demonstracao do Teorema dos
Residuos) que existe uma vizinhanga V de z; tal que f(z) = (2 — 2)™ig(2), Vz € V, com g¢

holomorfa em V' e g(z;) # 0. Dai temos

f'iz) — my ;
f(Z) _Z—Zi+G< )7

onde G(z) = zé;, G holomorfa em V e G(z;) # 0. O mesmo processo pode ser aplicado para

cada polo de f. Dessa forma, vemos que os residuos da fungao eliptica f’'/f no interior de P,

sao exatamente as ordens dos zeros e dos pélos de f nessa regiao, contados com multiplicidades.

Assim, pelo Teorema anterior segue que

[ e, N
0= Jop, oy T 2

0P,

como queriamos.

]

Segue do Teorema 2.1.5 acima que o numero de zeros e o numero de polos de f em um
paralelogramo fundamental, ambos contados com multiplicidades, coincidem. Isto nos permite
definir a ordem de uma funcao eliptica f como sendo o numero de zeros (ou de polos) de f
em um paralelogramo fundamental P, contados com multiplicidades. E claro que se u € C, as
ordens de f e de f — u sao iguais. Em particular, f assume o valor 4 em um paralelogramo

fundamental exatamente o nimero de vezes igual a ordem de f.

Teorema 2.1.6. Nas condi¢oes do teorema anterior, para os zeros e polos zy, ...,z de f com

ordens my, ..., my, respectivamente, tem-se

k
Z m;z; = 0 mod(£2).
i=1



2.1. FUNCOES ELIPTICAS - UMA ABORDAGEM GERAL 25

Demonstragao. Como foi visto na demonstracao do Teorema 2.1.5, se z; é um zero de f de

multiplicidade m; em uma vizinhanca V' de z; podemos escrever

f'(z)  my ,
f(2) _Z—Zj+G< )

onde G é holomorfa em V' e G(z;) # 0. Dai segue que

f'(z) _ zmy }
zf(z) e +m; + 2G(2).

Analogamente para o caso em que z; ¢ um polo de f.

Considerando um paralelogramo fundamental P, como no Teorema 2.1.5, obtemos

P&y N~
/aPazf(z)dz—Q z;m]z].

Para calcular o termo do lado esquerdo dessa igualdade consideremos inicialmente os cami-

nhos 7, e 73 do Teorema 2.1.4, observando que este é o caminho 7; + ws no sentido contrario.

Dai, usando a mudanca de varidvel u = z + wy e que f é periddica em €2, temos

=L [

£(2) PG gy oy(omi
e ] Ry =

para algum inteiro ks ja que log f(a 4+ wy) = log f(«).

Portanto

Procedendo analogamente em relagao aos caminhos v, e 74, obtemos, para algum k; € Z,
/ /
/ zf (Z)dz +/ zf (Z)dz = 2mikqw.
v f(2) w f(Z)

Segue dessas consideracoes que

'(2)
/apa z 78 2 v} g m;z mi(kiwy + kowo)

donde segue o resultado.

]

Os teoremas acima sao provados em ([5], p.74-78), e serao de fundamental importancia para
a demonstracao de resultados do capitulo 3. Dois deles se referem a uma funcao eliptica especial.
O primeiro mostra que juntamente com sua derivada, esta funcao gera todo o corpo Mq. Além
disso, por meio de tal funcao obtemos um objeto geométrico em C x C denominado curva
eliptica afim. As curvas obtidas dessa forma possuem uma estreita relacao com os reticulados

complexos.
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2.2 Formas Modulares de Peso Inteiro

a
Como ja fizemos na demonstragao da Proposicao 1.1.1, cada elemento A = e I'(1)

c d

pode ser visto como uma transformacao linear fracionaria, da forma

_a7‘+b

A(T)_cr—i—d’ T eC.

Podemos de forma natural considerar A(7) no plano complexo estendido C = C U {oo},
A(oo) =2 e A(—%) = oo se ¢ # 0; A(o0) = o0, se ¢ = 0.

Dadas quaisquer duas matrizes A, B € I'(1), A(B(7)) = (A B)(7) e também (—A)(7) =
A(1), T € H. Essa dltima igualdade nos diz que A e —A determinam uma mesma transformacao
linear fracionaria. Na verdade, temos que

_ SLy(R)
T =D

PSLs(R) ~ Aut(H),

onde Aut(H) é grupo das aplicagdes conformes em H. A Proposi¢ao 1.2.1 nos diz que Aut(H)
¢ gerado pelas transformagoes T'(1) =7 +1e S(1) = —1.

Definiremos um tipo especial de aplicacoes de H em C e depois apresentaremos dois exemplos
em particular, fundamentais na sequéncia deste trabalho. Nossa abordagem aqui se assemelha

aquela feita em [2] e em [6].
Definicao 2.2.1. Seja k € Z. Uma funcao meromorfa f : H — C é fracamente modular de

peso k em I'(1) se

fA(T)) = (et + ) f(1), YT € H e para cada A = “ b e I'(1).
c d

Observacoes

e Uma fungao fracamente modular de peso k € Z em I'(1) estd bem definida, pois vimos

na demonstragao da Proposi¢ao 1.2.1 que se 7 € ‘H entdo A(1) € H, ja que Im(A(7)) =

|l]3::-(;|)2 > 0. E como I'(1) é gerado pelas matrizes T" e S, para verificar que f é fracamente
modular de peso k em I'(1), basta verificar que f(T(7)) = f(7) e f(S(7)) = 7*f(7),
VT e H.

e Se k = 0 entdo isso significa que f é I'(1)-invariante, isto é, f(A(7)) = f(1), VT € H e
VA e I'(1).
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e Como —1I = -0 € I'(1), entdo (—=1)*f(7) = f(=I(7)) = f(1), V7 € H. Segue daf
0 -1

que se k é fmpar, entdo f = 0. Em contextos mais gerais, de subgrupos I' de I'(1) de

indices finito onde —I ¢ I', entretanto, existem formas modulares de peso impar.

e Como o fator (c7 + d)* nao possui zeros nem pélos em H, segue que f e f o A possuem a

mesma quantidade de zeros e de pélos, VA € I'(1).

Uma fungao fracamente modular de peso inteiro em I'(1) pode ser definida sobre o ponto
infinito. Noutras palavras, podemos definir f sobre o conjunto H* = HU{oo}. Eo que faremos
abaixo.

Primeiramente, consideremos a mudanca de variaveis dada pela aplicagcao h : H — C,
h(t) = €*™™ = q. Definimos um sistema fundamental de vizinhangas do ponto infinito para
cada numero real r > 0,

V. ={reH; Im(r) >r}.

Por meio de h, obtemos um sistema de vizinhangas de zero, da forma B(0, s)* = B(0, s)\{0},
onde B(0,s) é a bola aberta de centro em 0 e raio s. Temos que B(0,s)* C D*, onde D é o
disco unitério aberto e D* = D\{0}. Entao, para a aplicacao f, definimos g : D* — C por
9(q) = f(log(q)/2mi). Como a funcado logaritmo é 2miZ-periddica, segue que g é bem definida.

Assim, sendo f uma fungao fracamente modular de peso k em I'(1), dizemos que f é
meromorfa (respectivamente, holomorfa) no oo se g é meromorfa (respectivamente, holomorfa)
no 0. Em caso afirmativo, f pode ser expressa por uma série de poténcias na variavel ¢, ou seja

00
f(r)=9(q) = Z anq", a, € C, ng € Z,
n=ng
(respectivamente, ng = 0).

Se 7 = x+iy, entdo ¢ = e~ 2™e2™® logo ¢ converge para zero se e somente se [ m(7) converge
para oo. Dai para mostrar que uma funcao f é holomorfa em oo basta mostrar que existe o
limite limzp, ()00 f(7), ou apenas que f ¢é limitada se Im(7) é suficientemente grande.

E possivel também definir um sistema fundamental de vizinhancas proximo a qualquer ponto

¢ € Q, mde{a,c} = 1. De fato, como a e ¢ sdo inteiros primos entre si, existem b, d € 7Z tais

a b ,
que ad — bc = 1. Definindo A = , segue que A(oo) = 2, isto é, limpy(r)mee A(T) = 2. B
c d

possivel entao utilizar a matriz A para transportar uma vizinhanga V, a um disco tangente ao

eixo real em 2. Esse disco é um sistema de vizinhagas para 2 ([6], p. 104-105).
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Definicao 2.2.2. Dado k € Z, uma funcao f : H — C é uma forma modular de peso k se f
¢ fracamente modular de peso k e se é holomorfa em H*. Se ay = 0 na expansao em série de

f descrita acima, entao f é uma forma cuspidal de peso k.

O conjunto das formas modulares de peso k é um espago vetorial denotado por My (I'(1)),
que possui dimensao finita devido ao fato de cada forma modular de peso k ser holomorfa em
oo ([2], p. 4 ep. 87-88). O conjunto Si(I'(1)) das formas cuspidais de peso k é um subespaco
vetorial de M (I'(1)). Como o produto de formas modulares de pesos k e [ produz uma outra

forma modular de peso k+[, o conjunto M (T’ @ M(I'(1)) de todas as formas modulares
keZ
de peso inteiro forma um anel graduado, no qual S(T' @ Si(T é um subanel.
keZ

2.2.1 Dois Exemplos Importantes
A Série de Eisenstein

O primeiro exemplo de forma modular em I'(1) é a série de Fisenstein Gy, : H — C (k > 2

par) dada por

1
Gi(r) =) (or + dF

(c,d)*
onde a notagao (¢, d)* significa que a soma contabiliza os pares (c,d) € (Z x Z) — {(0,0)}.
Estas séries sao importantes pois, como veremos no capitulo 3, aparecerao como coeficientes
de polinomios que definirao curvas elipticas. Como G, é uma funcao de 7 € H, tais polinomios

dependerao essencialmente de 7 € H.
Proposicao 2.2.3. Para qualquer nimero inteiro k > 2 par, Gy, € My (T'(1)).

Demonstracao. Vamos primeiramente mostrar que (G; é absolutamente convergente.
Para cada 7 € H e cada n € N, considere L,,, = {at +b; a,b € R, max{|al,|b|} = n} e
Q=8N L;,. Claramente 2 = U,enQ: .
Chamemos de m e M a menor e a maior norma entre os elementos de €2, respectivamente.
Em ., temos
1 1

1
0<m<|a7+b|<M:> < < —
laT + bk — mF

e similarmente, para §2.,,, temos

1 < 1 < 1
(nM)s = lat + bk = (nm)k’

0<nm<|ar +bl <nM =
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Figura 2.3: Conjuntos L. e L; .

1
Chamando de ¥,, = Z ————— a soma parcial dos inversos das normas elevadas a k de
~ laT + bk
todos os elementos em Q. ;,...,€Q;,, n € N, temos
s +2 S + + 5 < X, < 5 +2 5 + + 5
et n— n < — —— 4+ ...+n
M* (2M)k (nM)*k — mk (2m)*k (nm)k
8 1 1 8 1 1
TS = ) R (R = S

8 RIS
Como n é arbitrariamente escolhido, segue que 3, é limitada superiormente por %C (k—1),
onde ¢ é a conhecida fungao zeta de Riemann. Como k > 2, segue que >.,, é convergente, ou
seja, G ¢ absolutamente convergente.
Agora, dado 1, € H fixo, seja 6 = 1Im(r) e considere D(ry) = {7 € H; |7 — 10| < 6}
Dados ¢,d € Z, ¢ # 0, temos |d/c + 19| > Im(1y) = 24, dai para cada 7 € D(7p) temos

o7 +d— (em + ) = lellr — 7ol < |eld < Zlero +dl,
e pela desigualdade triangular
ler +d| > |ero +d| — et +d — (cro + d)| > %\m’o +d|.
Assim, dados o inteiro par k > 2, 7 € H, (c,d) € Z?, ¢ # 0, segue que

ler +d| ™% < 2%|ery +d| 7"
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1
Agora, escreva G(T E fe(T), onde f.(1) = g (Tcl)k Para cada ¢ € Z, como
cT
cEZL deZ

D(1) é compacto e cada (cr + d)~* pode ser visto como uma funcao continua em H, segue
da convergéncia de G que f. é uma fungao continua. Dessa forma, pela desigualdade acima
e pela convergéncia de Gy, segue do Teste M de Weierstrass ([5], p. 81) que Gy converge
uniformemente em subconjuntos compactos de H. Como cada parcela da somatéria é uma
fungao analitica em H, segue que Gy é analitica.

Temos também

1 1
Gelr+1) =D (e(r +1) +d)F (zd:) e vay - )

(c,d)*
e
—k —k 1 _k Tk 1
R oy SRR I = B D R T
(c,d)* <c(—;) + d> (c,d)* (c,d)*
Assim segue que Gy é fracamente modular de peso k. E como G converge uniformemente
em compactos de H, lim,,(r)—oo m =0,sec#0, e limp,r)—o ﬁ dk’ se ¢ = 0, entao
lm  Gi(r) = I = =)
11m T) = 1m —_— = = )
Im(1)—00 k Im(1)—00 () (CT + d)k uez ’d|k

Portanto GG é holomorfa em oo, donde concluimos que Gy é uma forma modular de peso k.

m
Um outro fato interessante sobre Gy é que sua série de Fourier é
27rz
Gk(T):QC( Zak 1 "
onde oy ( Zm , P 5). A série de Fisenstein normalizada é Ey, : H — C,
=%
Ey(1) = 24((k) Por fim, M(T'(1)) = C[E,, Eg] e S(T(1)) = AM(T'(1)) ([2], p- 88), onde A é a

funcao discriminante e sera definida abaixo.

O Invariante Modular j

Sejam g2, g3 : H — C as fungdes definidas por go(7) = 60G4(7) e g3(7) = 140Gg(T), e seja
A :H — C a fungao discriminante definida por A(7) = (go(7))% — 27(g3(7))%.
Como G4 e G sao formas modulares de peso k = 4 e k = 6, respectivamente, segue que A

é uma forma modular de peso k = 12, e no desenvolvimento em série de Fourier de A (em q)
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temos ag = 0 e a; = (2m)*. Entao A € S12(I'(1)). No capitulo 3 serd mostrado que A(7) # 0,
V1 € H, e pela expansao em série (em ¢), temos que 7 — oo implica A(7) — 0.

O nvariante modular j : H — C é definido por

j(r) = 1728—(92((?;3 (2.1)

Como g5 e A sado holomorfas em H e A(7) # 0, Vr € H, o invariante modular j é uma
funcao holomorfa e de peso k = 0 em H, mas pelo que vimos acima nao é holomorfa em oo.
Logo j é uma fungao fracamente modular, mas nao é uma forma modular, pois possui um
pélo em oo de ordem 1 ([2], p. 73). A aplicacio j também possui um zero em p = e>™/3,
pois g2(S(p)) = plga(p) e 92(S(p)) = g2(p) e p # 1 e sua série de Fourier em ¢ é dada por
J(1) = ¢t + 744+ 196884 + > o7, a,q™, conforme ([2], p. 73) e ([5], p. 282). Como é provado
também em ([2], p. 73), o corpo das fung¢des modulares de peso k = 0 em H* é C(j).

Afirmamos agora que j é sobrejetiva. Com efeito, supondo o contrério, deve existir ¢ € C
tal que fungao h : H — C dada por h(7) = j(7) — ¢ nunca se anula. Além disso, o unico pdlo
de h é oo.

Considere o caminho da figura abaixo. A escolha deste caminho e o motivo pelo qual ele é

suficiente serdo justificados na se¢ao 4.2 (especificamente no Teorema 4.2.1).

+ M

bD| =

1.
—§+Fﬂf

M

Figura 2.4: Caminho ~.

Pelas propriedades de h referidas acima, segue do Principio do Argumento que

_ 1 j'(7) -
0= 27ri/7j(7)—cd '

Por outro lado, considerando a simetria entre os caminhos dados pelas retas verticais e os

semicirculos, e a modularidade da funcao j, segue que 0 = f7

i (7) _ 1-2
/jo)_CdT, onde /(1) = Tt +

iM, t € [0,1] é o caminho horizontal na figura acima.
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2miT

f'(q)
flg)—ec

f:D\{0} — C é dada por f(q) = j(7) = é + > pang™ e ¢ é o caminho circular em torno

Efetuando a mudanca 7 — ¢ = e¢“™", a integral acima torna-se fc, dg, na qual a funcao
de zero obtido apds a mudanca de variaveis acima. Tomando M suficientemente grande segue

do Principio do Argumento e do fato do caminho ¢’ estar no sentido horario que

/
um absurdo.

Uma propriedade importante da fungao j é que j(A(7)) = j(r), VA € T'(1) e V1 € H,
como facilmente podemos constatar. Isso nos permitira utilizar a func¢ao j como invariante

para caracterizarmos os reticulados homotéticos (e também toros complexos e curvas elipticas

isomorfas), conforme veremos no capitulo 4.

Formas Modulares em I’

O conceito de formas modulares pode ser estendido para subgrupos I' de I'(1) = SLy(Z).

Dados k£ um inteiro positivo e I' um subgrupo de I'(1), uma funcdo meromorfa f : H — C é

a
dita fracamente modular de peso k para I" se dada M = eI, tem-se
c d

F(M(7)) = (cm + d)* f(7), T E€H.

O préximo passo rumo a definicao de forma modular de peso k para I' é determinar uma
condicao para que f seja holomorfa nos chamados pontos cuspidais de I', que sao as classes de
cada ponto 7 € H = H*UQ = HU{oo} UQ via acdo de I e serd mencionadas no capitulo 4. A
maneira como tal condi¢ao ¢ obtida pode ser encontrada em ([2], p. 16-17) e ([6], p. 124-126).



Capitulo 3

TOROS COMPLEXOS E A FUNCAO
o DE WEIERSTRASS

Neste terceiro capitulo trataremos de dois objetos importantes desse trabalho. Na primeira
secao trataremos dos chamados toros complexos, que sao grupos obtidos considerando o quoci-
ente de C por um reticulado ). Nossa abordagem sera baseada na terceira secao do capitulo 1
de [2]. Na segunda secao estudaremos a fungao p de Weierstrass, uma funcao eliptica especial
por meio da qual podemos caracterizar todo o corpo Mg das funcoes elipticas em relacao a
um reticulado 2. E também podemos obter um objeto geométrico chamado curva eliptica, que
serd tratado no capitulo seguinte. Maiores detalhes com relacao a fungao g podem ser vistos

em [5] e em [6].

3.1 Os Toros Complexos
Dado um reticulado Q = [wy,ws] em C, considere a seguinte relacao: dados z1, 23 € C,
21~ 2y <= 21 — 29 € (L.

E fécil verificar que ~ é uma relacao de equivaléncia. O conjunto Tg = C/Q = {z+Q; z € C}
das classes de equivaléncia pela relacao acima é chamado de Toro Complexo.

Podemos observar que algebricamente o toro complexo é um grupo abeliano, considerando a
soma de classes de equivaléncia. Ja no aspecto geométrico, o toro complexo pode ser identificado
com a regiao do plano complexo limitada um palalelogramo determinado por w; e wsy, cujos

lados opostos sao identificados por meio da relagao de equivaléncia mencionada. Identificando

33



34 CAPITULO 3. TOROS COMPLEXOS E A FUNCAO p DE WEIERSTRASS

um desses pares, obtemos a partir do paralelogramo um tubo; fazendo o mesmo com o outro
par do tubo obtemos uma superficie topologicamente conhecida como toro, que da nome ao
conjunto Ty.

O toro complexo como definido acima possui uma estrutura algébrica, mas também possui
uma estrutura analitica oriunda do préprio conjunto C. Isso reside no fato de que qualquer
disco aberto em torno de um ponto z+ € Tq, é imagem via a projecao canonica pq : 2 — 2+
de um conjunto enumeravel de discos abertos em C, cujos centros sao pontos da forma z 4+ w,

w € Q. A Figura 3.1 nos mostra isso de maneira esquematica.

. 3

Figura 3.1: Discos abertos em C e em Tgq,.

Um toro complexo também possui estrutura analitica de Superficie de Riemann, e é por
meio da utilizacao dessa estrutura que é possivel provar os dois proximos resultados, os quais
caracterizam completamente os homomorfismos entre toros complexos. Como, porém, nao ¢é
foco deste trabalho, omitiremos as demonstragoes. As mesmas podem ser encontradas em ([2],

p. 26) e em ([5], p. 71).

Proposicao 3.1.1. Se ¢ : Tqg — T é uma fung¢ao holomorfa entre toros complexos, entdao

existem m,b € C, com m§ C ', tais que
oz +Q)=mz+b+ Q.
A aplicacao € invertivel se, e somente se, m = .

Corolario 3.1.2. Se p : Tqg — To, p(z+ Q) =mz+b+ ', commQ C Q, € uma aplicagao

holomorfa entre toros complexos, entdo as afirmacoes sequintes sao equivalentes:

(a) ¢ € um homomorfismo de grupos;
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(b) Sebe Y, entio p(z+ Q) =mz+ .
(c) p(0+2) =0+

Em particular, existe um homomorfismo nao-nulo holomorfo de grupos entre toros complezos
Tqo e Tor se, e somente se, existe algum m € C* tal que mQ C V. FEziste um isomorfismo

de grupos holomorfo entre toros complexos Tq e Tq: se, e somente se, existe m € C* tal que

mS) = .

Como pode ser facilmente constatado, se m€) = ', entdao o Coroléario 3.1.2 garante que o
diagrama abaixo é comutativo:
C—/—=C
Tq —> Tq

onde m : C — C é m(z) = m-z e as aplicagoes pq e po sdo as respectivas proje¢oes canonicas.

Exemplo 3.1.3. Vimos no final da Se¢ao 1.1 que um reticulado ) = [wy,ws] € equivalente ao
reticulado €, w = Z—f Seque entao do Coroldrio 3.1.2 acima que a aplicag¢ao p,, : Tq — Tq,

dada por p(z + Q) = = + Qy, € um isomorfismo de toros complezos.

O exemplo acima mostra que podemos separar os toros complexos de acordo com as orbitas
da agdo de SLy(Z). Isso ocorrerd, como veremos no préximo capitulo, também para as curvas

elipticas.

3.2 A Funcao p de Weierstrass

Na secao 2.1 estudamos as funcgoes elipticas em carater geral. Ao final daquela se¢ao dissemos
que existia uma fungao eliptica por meio da qual (juntamente com sua derivada complexa) é
possivel caracterizar o corpo Mg das fungoes elipticas em relacao ao reticulado €2. A funcao
p de Weierstrass que estudaremos nessa secao é a funcao referida. Pelo que vimos na segao
anterior e serd confirmado nesta secao, a prépria definicao de funcao eliptica permite entender
cada f € Mg como uma fungao cujo dominio ¢ o toro complexo Tq,.

Para um reticulado Q = [wy,ws], a fungdo p de Weierstrass é definida por

pa(z) = % + Z <(z——1w)2 - é) (2.1)

weN*

onde O* =Q — {0}, z€ C—-Q.
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Quando nao houver necessidade de mais detalhes, denotaremos o = pq. Temos que p é
uma série absolutamente e uniformemente convergente em subconjuntos compactos de C — €.
Além disso, p é analitica em C — 2 e possui pdlos de ordem 2 em cada ponto de Q ([5], se¢ao

3.9). Assim, temos a derivada de p

oz)=-2) ﬁ

Também de acordo com [5], o’ é absolutamente e uniformemente convergente em subconjuntos
compactos de C, e como podemos ver @' possui pélos de ordem 3 em cada ponto de 2.

Observamos inicialmente que ¢’ é uma funcao impar e periédica em relagao a §2 e que p é
uma fungao par. Segue entao da periodicidade de @’ que p(z+w;)—p(2) = 20 € C, V2 € C-Q,
com i € {1,2}. E tomando z = —%wi na equacao anterior, como g é par temos zg = 0. Assim
a funcao p também ¢é peridédica em relagao a €.

Segue dessas observagoes que p e ¢’ pertencem ao corpo Mg das fungoes elipticas em relacao
a Q. Especificamente, p € Mg e ¢’ € Mg, onde Md e Mg, denotam as fungoes elipticas pares
e fmpares em €2, respectivamente.

A fim de demonstrarmos outras propriedades das fungoes p e ', definimos a série de
FEisenstein generalizada por

Gr(Q) = Z ik, k > 2, k par.
wear Y

Como cada elemento em 2 é escrito da forma aw; + bws, a,b € Z, e a série Gy, definida na

Secdio 2.2 é absolutamente convergente, temos que G1(Q2) = wy"G(w), onde w = oL, Temos

também que dado m € C*, vale G(mQ) = m*G,(Q). Quando nao houver necessidade de

detalhes, denotaremos apenas G(Q2) = Gj.

Teorema 3.2.1. Seja o a fungdo de Weierstrass em relagao ao reticulado 2 = |wy,ws]. Entao

(a) Para todo z tal que 0 < |z| < inf {|w|; w € Q —{0}},
()= 2 S 4 1)
2)=— n nt2?, M opar.
£ 22 ~ +2 p

(b) As fungoes o e ¢ satizfazem a relagdo

(¢'(2)* = 4(p(2))” — g2(2) — g3,

onde ga = g2(2) = 60G4(Q) e g3 = g3(2) = 140G¢(£2).
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(c) As fungoes v = p(z) ey = ¢'(z) satisfazem a equagao
y? = 4(x — a1)(z — as)(x — a3), a; = p(wi/2), i € {1,2,3},
onde ws =wy +wy € a; # aj, i F j.

Demonstracao.

(a) Observemos que para |z| < |w/|, temos
1 1 1 1
= = | —— 1
(z —w)?  w? w? (1-2)

dai,

) = 33 (o 3)

- $+ > ég(n—l—l)(g)n

wenN*
1 " n+1
= §+2Anz , onde A, = Z R
n=1 weN*

Observe que se n for impar entao A, = 0, pois para cada w € () tem-se —w € ). E como
para cada n par temos A, = (n + 1)G,2, segue o resultado.

(b) Considere a fungao

Temos, pelo item anterior

1 .
o(z) = = + 3G42* + 5Gez" + R(2°)

2 _
o(z)= = + 6G 4z + 20Ge2® + R(2°)

onde R( 7) e R(j) significam os “termos de ordem maior ou igual & j”.

Dali célculos diretos mostram que

424Gy

() =5+

— 80Gs + R(2?)
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424Gy

Ap() — g29() — g5 = o5 + — 2 -

80Gs + R(2%).

Como as funcdes p e ' sdo meromorfas e Q-periédicas, a funcdo h = R — R ¢ holomorfa, Q-
periddica e é holomorfa. Logo, pelo teorema de Liouville h é constante. E como ELI(]) h(z) =0,
segue o resultado.

(¢) Observamos primeiramente que se z € C é tal que 2z € {2 entao temos p'(z) = ¢'(z —
22) = ¢'(—2) = —¢'(2), e logo ¢'(2) = 0. Dai como cada 2z; € , z; = %, i € {1,2,3}, temos
©'(z;) =0, e como a fungao ' possui ordem 3, segue que esses sao os Unicos zeros de .

Segue do {tem anterior que cada a; = @(2;) é raiz do polinomio P(X) = 4X? — g, X — g3 em
C[X]. Afirmamos agora que cada a; é um valor duplo de p. Fixando i € {1,2,3} e definindo
f:C\Q — C, f(2) = p(2) — a;, segue imediatamente que f é uma fun¢do meromorfa,
periddica em relagao a () e possui ordem 2, igual a de p. Segue-se entao que z; é raiz de f e de
f', e isso implica que a; é um valor duplo de p.

Temos entao (p'(2))* = 4(p(2) — a1)(p(2) — az)(p(z) — a3). Se, por exemplo, a; = as, entao
o fator (p(z) — ap)? teria ordem 4, o que implicaria que p — a; possuiria 4 zeros, um absurdo.

O
Observacgao 3.2.2.

(a) O terceiro item acima mostra que A(Q) = g5 — 27g5 # 0. De fato, como o polinémio P
ndo possui raizes multiplas, o discriminante D(P) = 16A(2) nao € nulo. Em particular,

considerando o reticulado 2, = [1,7], temos A(Q2,) = A(1) # 0, VT € H.

(b) O polinomio f(X,Y) =Y? —4X3 + g2 X + g3 € irredutivel em C[X,Y]. Caso contrdrio,
considerando a igualdade C[X,Y] = C[X][Y], como o grau de f em relag¢io a varidvel Y
¢ 2, teriamos 4X3 — g2 X — g3 = (r(X))?, para algum r(X) € C[X], um absurdo.

Fixemos algumas notagoes. Dado f € Mg, sejam Sy o conjunto das singularidades de f, e
Z¢ e Ny os conjuntos dos zeros e dos pélos de f, respectivamente. Temos que Sy = Z; UN;, e

quando nao houver risco de confusoes, omitiremos os indices f, como faremos a seguir.
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Lema 3.2.3.

(a) Seja f € M3 uma funcgao eliptica par. Se zg € Z, entdo 2§ = w) +wy — 20 € Z. Vale o

andlogo para N .
w1 w2 witws

(b) Dado z € C—, tal que 2z € 0¥, entao z — z € Q, para algum zy € {5, ¢, 23

(c) Sez€ S € tal que 2z € Q, entdao z é um zero de f de ordem par.

(d) p(u) =p')<u—u €.
Demonstragao. (a) Evidente, pois pela periodicidade e paridade de f, tem-se f(z8) = f(20).
(b) Dado z nas condigdes do enunciado acima, existem inteiros a e b, nao ambos nulos, tais

que 2z = aw; + bwsy. Logo
a b

z = 50.}1 + 50.)2.

Como z ¢ €, os inteiros a e b nao podem ser simultaneamente pares. Caso eles sejam ambos

impares, entao

(52 = (5 e (P e

Caso a seja par e b seja impar, entao

w a b—1
2—7225(,014-(7)0&}269.

O outro caso ¢ andlogo. Isso reforga o fato de que os tinicos zeros de @' em Tgq sdo 5+, 22 +Q

e 5+ Q.
(c) Se f é par, entdo fF)(z) = (=1)*f®)(—2), k € Ne z € C. Dessa forma se z € Z e

2z € (), entao

f(2k+1)<z) — (_1)2k+1f(2k+1)(_z) — _f(2k+1)(z) = f(2k+1)(z) = 0.

1

(2k+1)
Analogamente, se z € N, entao (f> (2)=0

9(z) — p(u') possuiria duas raizes, cada

(d) Caso contrério, a fungao f(z) = p(z) — p(u)

uma de ordem 2, o que é um absurdo, pois a ordem de @ ¢é 2.
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Teorema 3.2.4. O corpo Mq das fungoes elipticas em S € gerado pelas fungoes p e .

Demonstragao. E claro que C(p, p') C Mg. Descrevemos a seguir a estratégia que serd utilizada
para provar a outra inclusao.

Seja f € Mg. Observamos primeiramente que, para todo z € C,

[ +f(=2)  flz) = f(=2) ,

z) = z
Como as funcoes L (Z)+2f (=2) o £ (22)@_,{2()_2) sao pares, se provarmos que o conjunto das fungoes

elipticas pares MJ é gerado por p, entdo teremos que {1, ¢’} serd um sistema de geradores do
espaco vetorial Mg sobre C(p). Daf dimg(yMq < 2, e do item (b) da Observacdo 3.2.2, que
nos da [C(gp, ¢') : C(p)] = 2, teremos Mg = C(p, ¢').

Tomemos entdo f € Mg — {0}. Nossa estratégia aqui serd construir uma fungao g € C(p)
cujos zeros e polos com as respectivas ordens sejam os mesmos de f. Consideremos entao o
conjunto S = Z U N das singularidades de f, onde Z = {ay,...,a,} e N = {by,...,b,} séo
os conjuntos dos zeros e dos polos de f, respectivamente.

No Lema anterior, vimos que se 2z, € S, entao z;, e 2 possuem ordens iguais. Dessa forma,
considere 8* o conjunto das singularidades de f no qual existe apenas um dos elementos {2, 2§ }
na situacao descrita acima. Note que se zo — % € (), entdo 25 — % € Q, i € {1,2,3}.

Assim, podemos definir (sem redundancias) para cada z, € S*,

ord,, (f), se 2z # 0mod(2)
ord,, (f)/2, se 2z, = 0mod(S2)

Consideremos entao a fungao

2) = I, (p(2) — p(ai)"
7 HTﬂ(@(z) — (b))

€ C(p),

onde n* = #8* e m* = #N*.

Precisamos agora provar que as ordens das singularidades de f e g coincidem. Em caso
afirmativo, aplicaremos a Observacao 2.1.3 & fungao eliptica f/g € Mg, e o resultado estard
demonstrado.

Com efeito, seja z, € S e suponha primeiramente que z, € 2. Como 2z é um zero de
ordem 2 de p(z) — p(zx), entdo —z; também é zero dessa fungao, pois p é par. Logo 2z, € Q.
Reciprocamente, se 2z, € €, entdo do item (c) do Lema 3.2.3 segue que z; é um zero de ordem

2 de p(z) — p(zr). Assim, se tivermos 2z € €2, entdo as ordens de f e g coincidem. No caso em
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que p(z) — p(zx) possuir um zero de ordem 1, como a ordem de g é 2, temos da paridade de f
que z; sera o outro zero. Concluimos portanto que f e g possuem as mesmas singularidades, e
as ordens das tais coincidem, caso z & Q.

Suponhamos agora o caso z; € (2. Da mesma maneira que fizemos na Secao 2.1, considere
um paralelogramo fundamental P, tal que f e g nao possuam singularidades em OP,, e no
interior de P, exista apenas um elemento w € 2. Se f e g possuirem uma singularidade neste

ponto w, com ordens my e my, respectivamente, entao pelo Teorema 2.1.5, temos
0=mys+ (#Z — #N) =my + (#Z — #N),

e pelo que vimos acima isto implica my = m,.
Como dissemos acima, segue da Observacao 2.1.3 que f/g = u, com u € C*, portanto

f € C(p), como queriamos.



Capitulo 4

CURVAS ELIPTICAS

A teoria das curvas elipticas é uma das mais belas e versateis de toda a Matemaética, pos-
suindo aplicagdes em Geometria Diferencial (Superficies Minimas), Criptografia, Geometria
Algébrica, e foi um ingrediente fundamental na demonstracao do Ultimo Teorema de Fermat
dada por Andrew Wiles, em 1995.

Neste capitulo veremos como obter as curvas elipticas a partir da funcao p de Weierstrass,
por meio da qual serd possivel obter também as principais propriedades dessas curvas. Feito
isso, faremos uma discussao introdutoria a respeito das chamadas curvas modulares, que podem
ser entendidas como espagos cujos pontos (exceto alguns em especial) representam classes de

curvas elipticas isomorfas.

4.1 Curvas Elipticas e Sua Propriedade de Grupo

Antes de iniciarmos nossa abordagem das curvas elipticas daremos a definicao do ambiente
no qual tais curvas serdo definidas. A abordagem feita aqui é baseada no capitulo 1 de [2] e no
capitulo 1 de [6].

Considere o espaco C? e a relacdo de equivaléncia

(a,b,c) ~ (ag, by, co) < It € C*; a=tag, b=tby, c=tc.

C3-{(0,0,0

Chamamos o conjunto P4 = 1} de Plano Projetivo Complexo, ou simplesmente

Plano Projetivo, e é neste ambiente que trabalharemos com os objetos a serem estudados nesta
secao. Cada elemento de P% serd escrito na forma (a : b : c).
Em geral, dado f € C[X,Y|\C, a curva algébrica afim determinada por f é o conjunto

dos pontos (z,y) € C x C tais que f(x,y) = 0. Considerando o polinémio F(X,Y,Z) =

42
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Z9((X/Z,Y|Z) € C[X,Y,Z], d = gr(f), a curva algébrica projetiva determinada por f é o
conjunto dos pontos (z : y : 2) € P% tais que F(z,y,z) = 0. Vimos no item (b) do Teorema
3.2.1 que as fungdes p e ¢, definidas em rela¢ao a um mesmo reticulado 2 = |wq, ws], satisfazem

a relacao (p')? = 49> — go — g3. Assim o conjunto
Co={(z:y:2) € ]P’%:; 2y® = da’ — gow2® — g32°, g5 — 279:%, # 0} (1.1)

é uma curva algébrica projetiva determinada pelo polinomio f(X,Y) =Y?2—4X34 g X + g3 €
C[X,Y], e é chamada de curva eliptica.
Segue do item (b) do Teorema 3.2.1 que temos uma aplicacao ®q = ® : T — Cq definida

por

(24 Q) = (p(2) : @'(2) : 1), se z¢&Q
(0:1:0), se ZEQ.

Ela permite definir uma estrutura de grupo abeliano na curva eliptica Cq, que descreveremos

apds a proposicao abaixo.
Proposicao 4.1.1. A aplicacio ® ¢ bijetiva.

Demonstra¢ao. Primeiramente temos que ® estd bem definida, pois as fungoes p e ¢’ sao
periddicas em relagao a ).

Vamos provar que ® é sobrejetiva. Seja (xq : yo : 20) € Cq. Se zo = 0 entao segue da equagao
que o =0 e logo (zg :yo: 20) =(0:1:0) =0+ D).

Se zg # 0 entdo (xo:yo: 20) = (x1:y1 : 1). A funcdo f: C\Q — C, f(2) = p(z) — x4, é
par, periddica em relagao a 2 e possui ordem 2. Assim existe p € C\2 tal que f(£pu) =0, isto
é, p(+u) = 1. Consideremos dois casos.

1) z; = w;/2 € {—p, p}, para algum i € {1,2,3}. Segue do Teorema 3.2.1 e da equagao de
Co que y* = (¢/'(z;))* = 0. Portanto (z1 :y;: 1) = (p(z;) : 0: 1) = ®(z; + Q).

2) x1 # p(z),

e logo y1 = ¢'(p) ou yy = —g'(1), j4 que g é uma fungdo impar. Portanto (z; : y; : 1) =
() s 9'(p) 1 1) = @(p+ Q) ou (z1 1 y1 1 1) = (p(p) 1 —p'(p) : 1) = 2(—p+ Q).

Vamos agora provar a injetividade de ®. Como 0 + €2 é o tnico ponto de Tq levado por ®

Vi € {1,2,3}. Segue do Teorema 3.2.1 e da equagao de Cq que (y1)* = (p'(n))?

em (0:1:0), podemos nos restringir ao caso z ¢ €.
Se (p(z1) : ©'(z1) 1 1) = (p(22) : P'(22) : 1), entdo p(z1) = p(22), e o resultado segue do item
(d) do Lema 3.2.3.
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A bijetividade da aplicacao ® pode ser usada para definir uma estrutura de grupo abeliano
em Cq a partir da estrutura ja existente em Tg,.

Dados @ (21 + Q), P(z9 + Q) € Cq, definimos a operagao @& em Cq pondo
D21+ Q) B DP(2+ Q) = D((21 + 22) + Q).

Como Tq é um grupo abeliano, o par (Co, ®) é um grupo abeliano claramente isomorfo a Tq,.
Além disso o elemento neutro do grupo é ®(0+) = (0: 1 : 0). Esta operacao pode ser descrita
geometricamente.

Sejam P = (zp :yp : 1) e Q = (xg : yg : 1) pontos distintos em Co\{(0 : 1 : 0)}. Pela
Proposigao 4.1.1, existem 21+, 20+ € To—{0+Q} tais que (xp : yp : 1) = (p(z1) : ¢'(21) : 1)
e (1q g+ 1) = (p(=) : /(=) : 1.

Considere a reta complexa axr + by + z = 0 passando por P e @, e defina a aplicagao
f:C\Q — C como f(2) =ap(z) +bp'(z) + c.

Se b # 0 entao a fungdo f possui um polo de ordem 3 em 0 + €2. Entao pelo Teorema 2.1.6

|~

deve existir z3 + Q € Tq tal que z1 + 20 + Q = —z3 + €.

Figura 4.1: Soma P @& (Q = R, no caso b # 0.

Ou seja, geometricamente, a soma de dois pontos distintos na curva Cq é o ponto R =
(p(z3) + —(23) : 1), simétrico a R = (p(z3) : ©'(23) : 1), este que é o terceiro ponto na reta
contendo P e (). Ou seja, P ® ) = R, e a Figura 4.1 mostra esquematicamente este caso.

Se b = 0 entao nesse caso a # 0 e a fung@o f possui um pélo de ordem 2 em 0+ €2. Também
pelo Teorema 2.1.6 temos z1 +Q = —z5 + ). Neste caso, (p(z1) : ©'(21) : 1) = (p(22) : —'(22) :

1), ou seja, os pontos P e () sdo simétricos em relagdo ao eixo da primeira coordenada. Logo,
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geometricamente os pontos P e () pertencem a uma mesma reta vertical. Se P = () entao
P @ P é descrita de forma analoga tomando a reta tangente a curva Cqg no ponto P.
Considerando a reta complexa passando por P e () na forma y = rxz + s, onde r,s € C, é

possivel demonstrar ([5], p. 115-119) que se P # @, entao

p(z1+2) = —p(21) — p(z2) + L <

4
, (e @) L
P21+ 2) = ( o(z1) — o(2) )p( 1+ 22) + s,

() — ()|
KJ(Zl) - @(22)

ese P=(Q,

O (21 4+ 2) = ' (22) = (Z/’((:))) ©(221) + s.

A propriedade de grupo obtida para Cn nao é uma exclusividade para curvas desse tipo.

Como pode ser visto em ([6], p. 31-35), dada uma equagao Y? = f(X) = aX? + bX + ¢,
f(X) € K[X], a# 0 e K um corpo de caracteristica diferente de 2 e 3, o conjunto

Crr ={(x:y:2) €Py; 29 = az® + baz® + ¢2*, —27a*c® — 4ab® # 0},

também pode ser munido de uma estrutura de grupo abeliano semelhante aquelas das curvas
Cq. Definindo f/(X) = 3aX? + b, podemos definir a soma de dois pontos P, = (z; : y; : 1) e
Po=(z2:y2:1) em Cr\{(0:1:0)} como P, ® P, = P3 = (x3:ys:1), onde

2
1 _
y = _xl_m_(u),
a\ Ty — I
Y2 —Y
Ys = y2+< 1>($3—$2)7
To — I

se P, £ Py, e

2
1 /
23 = _2x1+_<f($1)> 7
a\ 2y

SeP1:P2.



46 CAPITULO 4. CURVAS ELIPTICAS

Observacgao 4.1.2.

1) Dado o Corolario 3.1.2 e o isomorfismo ®q entre o toro Tq e curva eliptica Cq visto
na Proposicao 4.1.1, se ¢ € um isomorfismo entre os toros Tq e Tq/, entao a aplicagao

f=®gopo @51 : Cq — Cqr € um isomorfismo. Logo o diagrama abaizo é comutativo.

Tq —— To

<1>91T l%,
f

Co ——Co
2) Dados dois pontos Py = (x1 :y1 : 1) e Po = (z3: y2: 1) em Co\{(0: 1:0)} com coorde-
nadas racionais, seque das equagoes acima que Py = Py @ Py também possui coordenadas
racionais. O grupo Co(Q) = {(z :y: 2) € Cq; z,y,z € Q} € chamado de conjunto dos

pontos racionais de Cq.
3) Fazendo a altera¢ao y — y/2 na defini¢io da curva eliptica Cq, obtemos uma curva
C={(z:y:2) €P}; 2y =2 — apx2® — a3z®, 4aj — 27a3 # 0},

onde ay = ga/4 e az = g3/4. Como vimos acima, este conjunto pode ser munido de uma
estrutura de grupo abeliano aditivo e, assim, também pode ser considerado como uma

curva eliptica. No capitulo 5 utilizaremos curvas nesse padrao.
O ultimo resultado desta Secao prova um importante fato.

Teorema 4.1.3. Dada C = {(z : y: 2) € P&; 2y* = 42 — apzr2? — a32®, a3 —27a3 # 0} uma

curva eliptica, existe um reticulado complexo Q tal que C = Cq, isto €, as = g2(2) € ag = g3(2).

Demonstra¢ao. Como vimos na secao 2.2, a funcao j : H — C é sobrejetiva. Dali existe 1y € ‘H

3 (g2(70))°
tal que =37 = 2 (e o)

Supondo ay # 0 e ag # 0, segue da relagao acima que

G _ 6 (1.2)

(93(10))*  (92(70))?

Observe que considerando os reticulados €2, = [1,7] e Q = W, w € C*, temos g5() =

wga(10) € g3(Q) = wOg3(79). Devemos entdo encontrar algum wy € C* tal que g;(2) = ay,
J € {1,2}, isto é, encontrar uma solug¢ao wy € C* para o sistema
CL(TD)X4 —1=0

Y

b(To)X6 —1=0
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onde a(1p) = ey @ b(my) = 700y Sew ¢ uma solugao da primeira equagao entao a(ro)3w'? = 1.

Dai pela relagao 1.2 b(7g)w® = £1, e assim a solugao procurada é wy = w ou wy = iw. Dessa
forma temos ay = wy *ga(0) € az = w; ®gs(m0). Portanto o reticulado procurado é Q = [wy,ws],
onde w; = wy € wy = wWyTy, e o resultado esta provado.

Suponhamos agora que as = 0. Temos entao que az # 0 e go(79) = 0. Consideremos €2, e
A = wQ,,, onde w € C* é tal que wg3(Q,) = as.

Temos entao que ga(A) = w™1ga(79) = 0 = ay e g3(A) = wCg3(79) = az. Por fim, se a3 =0
entao as # 0 e usando a relagdo 1.2 obtemos que g3(79) = 0. Entao tomando A’ = w2,,, com
w € C* tal que w™1gs(79) = as, segue que g(A') = ay e g3(A') =0 = as.

O

A Proposicao 4.1.1 e o Teorema 4.1.3 acima nos permitem ver que reticulados equivalentes
em C, classes de toros compl i fi lipti P2 i fas sa i
, plexos isomorfos e curvas elipticas em Pg isomorfas sao conceitos

equivalentes.

4.2 Curvas Modulares e Espacos de Moduli de Curvas
Elipticas

Nesta segunda e tltima se¢ao vamos estudar uma estrutura que no caso do grupo I'(1)
estd naturalmente relacionada as curvas elipticas que estamos considerando. Os temas aqui
apresentados sao tratados de maneira mais detalhada em [4], [5] e [7].

Comegamos definindo a relagao de equivaléncia abaixo. Seja I' um subgrupo de I'(1) e ~ a

seguinte relagao de equivaléncia em H:
I~ To,T1,To € H<= AM € T; M(71y) = 7».

Para cada 7 € H, o conjunto I't de todos os elementos M (1), M € T', é chamado de drbita
de T sob a a¢ao de I', ou simplesmente orbita de 7. O conjunto de todas as orbitas de H sob a
acao de I' é denotado por Y(I') = I'\H = {I'r; 7 € H}. Para os grupos definidos no Capitulo
1, denotamos por Y (1), Y(N), Y1(IV) e Yy(NN) os conjuntos das érbitas de H sob a acao dos
grupos I'(1), I'(N), T'1(N) e I'g(IV), respectivamente.

Agora considere F um subconjunto fechado e conexo de H. Dizemos que F é um dominio
fundamental de T" se: (i) dado qualquer 7 € H, existe M € I' tal que M(7) € F, (ii) dados

11, T2 € int(F) distintos, tem-se 1o # M(m), VM € T', e (iii) se 11,79 € OF, entdo 11 = 7y
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ou existe M € I' tal que 7 = M (7). Usaremos a notacdo JF(I') para representar o dominio
fundamental F de I' conexo.
Cabe destacar que F(I') nao é unico, pois dados um subgrupo I' em I'(1) e A € T, entao

AF(I') também ¢é um dominio fundamental de I

4.2.1 Dominios Fundamentais de I'(1) e a Curva Modular X (1)

Utilizando essas definicoes demonstraremos o proximo resultado, essencial para entendermos
a natureza da relacao entre reticulados complexos, toros complexos e curvas elipticas. Nesta

secdo consideramos o grupo especial linear I'(1) que, pela Proposi¢ao 1.2.1, é gerado pelas

11 0 —1
matrizes T = eSS =

01 1 0
Teorema 4.2.1. O conjunto F(1) = {T € H; |Re(r)] < 1/2 e || > 1} ¢ um dominio
fundamental de T'(1), e jd o denotaremos F(1). Se 7,7 € F(1) sao I'(1)-equivalentes, entao
Re(t) = +1,

['(1); A(r) =7} = {£I}, exceto nos casos:

T =71F5oulr| =1, 7 = -1 Além disso, se T € F(1), entio Z(t) = {A €

e i, I(i) = <S>
o p=e3 I(p) = (ST).

o —p=e"3 I(—p) = (TS).

Figura 4.2: Regiao F(1).

Demonstragao. Ver ([6], p. 100-103) e ([5], p. 244).
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Como dissemos no comentério anterior ao Teorema acima, para cada A € I'(1) temos que
AF(1) é um dominio fundamental de I'(1). Logo, a partir das matrizes T' e S, obtemos os

dominios fundamentais vistos na Figura 4.3 a seguir.

STS| ST ST-Y\TST

Figura 4.3: Dominios fundamentais de I'(1).

Uma conclusao que obtemos a partir da Proposicao 4.1.1 e do Teorema 4.1.3 é que cada
classe de reticulados nao homotéticos em C (ou de toros complexos ou de curvas elipticas nao
isomorfas) pode ser associada bijetivamente ao conjunto Y (1) = I'(1)\H das 6rbitas de H sob
a agao de I'(1). Podemos ver entdao por qué a funcao j definida no capitulo 2 é chamada de
invariante modular. Para cada érbita I't em Y (1), temos j(I't) = j(7), logo, cada classe de
curvas elipticas isomorfas possui um tnico valor, que podemos denotar j(C,). O conjunto F(1)
é chamado de espago de parametros de curvas elipticas para I'(1).

Considerando o grupo I' = I'(1) e o sistema fundamental de vizinhangas V,. do ponto infinito
(capitulo 2, p. 20), podemos entao perguntar qual é o efeito da agao de I'(1) em co. A resposta
conforme verifica-se a seguir é que a classe do infinito sob a a¢do de I'(1) é I'(1)oo = QU {o0}.

De fato, seja ¢ € Q, com a e ¢ nimeros inteiros e mdc{a,c} = 1. Entdo, existem b,d € Z

a b
tais que ad — bc = 1, e considerando a matriz A = € I'(1), temos que

c d

T—>oo:>A(7')—>g; ew—>g:>A_1(w)—>oo.
c c

Para um subgrupo I' qualquer de I'(1), uma I-érbita dos pontos de Q é chamada cispide,

ponto cuspidal ou classe cuspidal de T'. Como todos os nimeros racionais estao na I'(1)-6rbita
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de oo, entao I'(1) possui apenas uma cispide, representada por co. Isso nio é verdade para
subgrupos préprios I' de I'(1), pois existem outras cispides além de oo, representadas por
niimeros racionais. O conjunto das érbitas dos elementos de H = H*UQ = H U {cc} UQ
é denotado por X(I') = T'\H = Y(I') UT\(Q U {oc}) e é chamado de curva modular. Tal
objeto pode ser tratado como uma superficie de Riemann compacta, conexa, e também pode
ser descrito por polinomios com coeficientes em C. Isso pode ser conferido em ([2], capitulo 2)
e ([6], p. 104-105).

Conforme pode ser visto em ([2], p. 62), para uma curva modular X (I") é possivel definir o
género gx )y = gr, um invariante topoldgico que ¢ um nimero inteiro nao negativo e intuitiva-
mente corresponde ao seu nimero de furos ou buracos. Afirmamos que o género gx) = g; de
X(1) = X(I'(1)) é zero.

De fato, como ja vimos acima, a fungao j é invariante sob a acdo de I'(1) e logo pode ser
definida em Y (1), ou seja, j : Y(1) — C, j(I'r) = j(7). Nesse caso, pelo visto na segao 2.2
e pelo Teorema 4.2.1, j é uma bijecio. Como a série de Fourier de j na varidvel ¢ = *™" é
/g + > yang™ ([2], p. 73), segue que j possui um unico pélo simples em oo, e definindo
j(T'oo) = oo, temos que j é uma funcdao meromorfa de X (1) em C = CU {oc}. Como C é uma

superficie homeomorfa & esfera S?, segue que g; = 0.

4.2.2 Dominio Fundamental de I' e o Género de X (I)

Nessa subsecao vamos resumidamente indicar como, dado um subgrupo de congruéncia I’
de I'(1), pode-se obter seu dominio fundamental, seu espago de parametros, e como pode ser
calculado o género gr da curva modular X (T').

Um critério para obtermos um dominio fundamental qualquer subgrupo de I'(1) de indice

finito é dado pela Proposicao abaixo.

Proposicao 4.2.2. Seja I' um subgrupo de T'(1) tal que [I'(1) : T] = n < oo, e sejam as
matrizes Ay = 1, Ag, ..., A, de T'(1) tais que I'(1) = UL A;,T". Entdo

FO) =JATF)
i=1
¢ um dominio fundamental de T'.

Demonstragao. Ver ([6], p. 105).
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De acordo com essa Proposigao, para o caso I' = I'(2), um dominio fundamental de F(2) =

F(I'(2)) é mostrado na Figura 4.4 a seguir ([6], p. 105-106).

p—1 —p

2|5

B3| 2
[
+
Sk
= :o\?l

Figura 4.4: Um dominio fundamental de I'(2).

Para N =1 foi relativamente simples obtermos o espago de parametros de curvas para ['(1)
e o género da curva modular X (1). Para os casos N > 2, entretanto, tal empreendimento nao
é tao obvio. A maneira de determinar o espaco de parametros de curvas para um subgrupo I'
de congruéncia de I'(1) pode ser vista em detalhes em ([2], secao 1.5).

Para o calculo do género de curvas modulares do tipo X (N) = I'(N)\H, em ([4], p. 218-219)

¢é discutida a férmula

na qual

6 se N=2

X(N): X)) =1 :
N3, n(1—1/p%) se N >2

E facil verificar que o género de X (2) também é zero. Uma maneira de calcular o género das
curvas Xo(N) = To(N)\H e X1(N) = I't(N)\H pode ser vista em ([7], p. 38) e em ([2], p.
107-108 e p. 404), na qual se faz uso da projecao canonica f : X(I') — X(1), f(I'r) =T'(1)r,



52 CAPITULO 4. CURVAS ELIPTICAS

e da conhecida formula de Riemann-Hurwitz
2-29r = dr(201-2)+ Y (e, —1),
zeX ()
onde dr € Z* é o grau de f e e, € ZT é o indice de ramificacao de x € X(T'), T' = I'o(N) ou
['=T4(N).
Encerraremos este capitulo enunciando uma versao do notavel Teorema da Modularidade,

que foi um resultado chave para a demonstragao do Ultimo Teorema de Fermat (2], p. 63).

Teorema 4.2.3. Se C é uma curva eliptica tal que j(C) € Q, entao existem N € Z* e uma

aplicag¢ao holomorfa sobrejetiva f : Xo(N) — C.



Capitulo 5

O PROBLEMA DOS NUMEROS
CONGRUENTES

Neste capitulo consideraremos o Problema dos Numeros Congruentes. Trata-se de um pro-
blema que apesar de sua formulacao simples, os avangos recentes na tentativa de soluciona-lo
envolvem conceitos profundos da matematica. Destacaremos aqui como conceitos apresenta-
dos nos capitulos anteriores podem ser utilizados para a obtencao de avancos relacionados ao
problema.

Nossa abordagem serd semelhante aquela feita em [1]. Na secao 1, apresentaremos algumas
formas equivalentes do problema dos niimeros congruentes, e como ele se relaciona com as curvas
elipticas. Na segunda Se¢ao veremos, de maneira suscinta, o caminho para a demonstracao do
Teorema de Tunnell, o avanco mais profundo. Finalmente abordaremos como o problema esta
diretamente relacionado com a famosa conjectura de Birch-Swinnerton-Dyer, esse que é um dos

conhecidos Problemas do Milénio.

5.1 Numeros Congruentes e as Curvas Elipticas

5.1.1 Algumas Caracterizagoes do Problema

Um numero racional n € Q é chamado de numero congruente se existe um triangulo
retangulo de lados a,b,c € Q e 4rea n, ou seja, a + b*> = ¢® e ab = 2n. Nessas condicoes
(a,b,c) é uma tripla pitagorica. Uma tripla pitagérica é primitiva se for composta de nimeros
inteiros positivos primos entre si. Suporemos sempre 0 < a < b, salvo mencao em contrario.

O Problema dos Numeros Congruentes visa estabelecer um critério que decida se um dado

93
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n € Q é congruente ou nao, e foi objeto de interesse de matemdticos gregos e arabes ([6], p.
2). Estes tltimos estudaram um problema equivalente, como veremos nesta segao. Denotando
por QF o grupo multiplicativo dos ntimeros racionais positivos e por Q? o subgrupo de Q* dos
nimeros racionais que sao quadrados, a questao que os matematicos arabes buscaram responder
era: dado n € Q, podemos encontrar t € Q tal que t2 — n,t%,t2 +n € Q*? Esta questao foi
estudada por Fibonacci em seu livro Liber Quadratorum (1225), no qual chamou um tal nimero
n de “congruente”, isto é, n é congruente (do latim “congrum”) se existe um ¢t € Q tal que
t? — n,t* t* + n podem ser “congregados” numa progressao aritmética de razao n em Q? ([1],

p. 62).

Desde entao, muitos matemaéaticos notaveis se dedicaram a resolucao de casos particulares
do problema, entre os quais se destacam Fermat e Euler. Em 1640, Fermat provou que 1 nao
¢ congruente ([1], p. 60), e no séc. XVIII Euler provou que 7 é congruente ([6], p. 2). E ¢é facil
ver que 5 é congruente considerando a tripla pitagérica (3/2,20/3,41/6). De fato, como serd

visto posteriormente, 5 é o menor dos nimeros congruentes.

Uma observacao importante é que o ntimero racional positivo n escrito na forma n = m?ny,
m,ng € Q, ng livre de quadrados é congruente se, e somente se, ng ¢ congruente. Em particular,
se n = %, k,l € 7Z primos entre si, entao, tomando m = %, concluimos que n é congruente se,
e somente se, o numero inteiro kl é congruente. Assim, sem perda de generalidade, podemos
reduzir o problema dos ntimeros congruentes considerando apenas os nimeros inteiros positivos

livres de quadrados.

Uma construcao de numeros congruentes ¢é feita da seguinte maneira: dados 0 < k < [,
consideremos no plano R? a reta de declividade &/l passando pelo ponto (—1,0). A interseccao
dessa reta com a circunferéncia unitaria de centro na origem (0,0) sdo os pontos (—1,0) e
(u,v) = (g;—’;i, li%) O ponto (u,v) gera a tripla pitagérica a = > — k? b= 2kl e c = I* + k*.
Dessa forma n = k(1> — k%) é um nimero congruente. Em particular, tomando k = 1 e [ = 2,
concluimos que 6 é um numero congruente usando a tripla pitagérica (3,4,5). Entretanto, por
exemplo, o nimero congruente 5 nao é obtido por meio dessa construgao. Mas tomando [ =5 e
k = 4 temos que 180 ¢ um nimero congruente tomando a tripla (9,40, 41). Como 180 = 2%-3%.5

segue daf que 5 é um nimero congruente com tripla pitagérica (3/2,20/3,41/6). Analogamente,

7 é um nimero congruente considerando [ = 16 e k = 9 e observando que k(1> —k?) = 32-42.7.

Um primeiro critério pelo qual podemos dizer se um numero n é congruente ou nao é

dado pela Proposicao abaixo, considerando-se progressoes aritméticas de trés termos que sao
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quadrados de nimeros racionais.

Proposicao 5.1.1. Sejan € Z* livre de quadrados e seja (a,b, c) uma tripla pitagorica tal que
ab = 2n. Entdo existe uma bijegdo entre os conjuntos P, = {q € Q; ¢,q —n,q+n € Q*} e
T, ={(a,b,c) € Q3 a*®+b* =% ab=2n}.

Em particular, n € congruente se e somente se P, nao € vazio.

Demonstragdo. Se a®> +0*> = c* e ab=2n, 0 < a < b < ¢, entao temos que (a & b)? = ¢ & 4n,

() = (5) =n

Chamando ¢ = (g)z temos que ¢,q — n,q +n € Q%

logo

Reciprocamente, dado ¢ tal que ¢,q¢ — n,q +n € Q2 segue que a = /g+n —+/q—n,

b= +q+n++q—nec=2,/qsao niimeros racionais tais que 0 < a < b <, a2+ =ce
ab = 2n.
m

A partir da Proposigao acima obtém-se facilmente uma relacao do Problema dos Numeros
Congruentes com certas curvas elipticas. Mais precisamente, multiplicando as duas equacoes

(”Tib)z = (%)2:I:n, vistas na Proposi¢ao acima, obtemos (#)2 = (%)4—712. Dai, para u = ¢/2

e v = (a*—b%) /4, temos
6

v?=ut—n® = (w)?=u’—u’n?

= =2 —n’x,

onde x = u? e y = wv. O discriminante do polindomio em x é —4n% e portanto nao é nulo.

3 —n2x2%} é uma curva eliptica, com parte

Assim, o conjunto C,, = {(z : y: 2) € P%; zy?> ==z
afim denotada por A,. Ou seja, a partir de uma tripla pitagérica podemos obter um ponto (de
coordenadas racionais) na curva eliptica C,. A reciproca deste fato, demonstrada na Proposi¢ao
a seguir, é verdadeira sob certas condigdes. Denotaremos C,(Q) = {(z :y : 2) € Cp; z,y,2z € Q}
o conjunto dos pontos racionais da curva C, e A, (Q) sua parte afim.

Uma outra caracterizacao importante entre os nimeros congruentes e a curva definida pela

3

equacao y? = 2% — n?x é dada pela Proposicao abaixo.

Proposicao 5.1.2. Dado inteiro livre de quadrados n > 0, existe uma bijecao entre os conjun-

tos Tp, e {(2,y) € Au(Q); y # 0}, dada por (a,b,c) = (22, 22) ¢ (z,y) s (500, 20z a%in?)

c—a’ c—a y 2y’ oy
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Demonstragao. Sejam (a,b,c) € T, e s = ¢ —a > 0. Entao b* — s> = 2as e, como a = 2n/b,

temos 4nb = b® — bs?, e portanto
v =23 — n’z,
2 , . - . .
onde x = b?” ey = 2% O outro caso é provado por verificagao direta. Uma conta simples prova

que as aplicacoes sao inversas uma da outra.

]

A correspondéncia dada acima preserva a positividade. Com efeito, se a, b e ¢ sao positivos,

entdo b> = (c —a)(c+a) > 0,logoc—a > 0, edal 2 = 22 ey = % sao positivos.
n? 2nz x2+4n?

T el 0. Observamos

Reciprocamente, se z,y > 0, entao y*> = x(z? —n?) > 0, logo ng
ainda que a condicao ab = 2n permite que tenhamos a e b ambos negativos, o que nao altera a
condicdao a? + b? = ¢, com ¢ < 0.

Portanto com apenas uma dada tripla pitagérica (a, b, c) podemos obter, por meio de mu-

danga de sinais na tripla, outros trés pontos racionais em A, (Q).

5.1.2 A Estrutura do Grupo C,(Q)

O estudo da estrutura do grupo C(Q) de uma curva eliptica C é um importante problema
da teoria dos nimeros. O teorema de Mordell abaixo assegura que esse grupo ¢é finitamente
gerado. Em sua tese Weil (1922) generalizou esse resultado para curvas elipticas sobre corpos
de numeros e Taniyama (1954) provou o equivalente para variedades abelianas sobre corpos de

nuameros.

Teorema 5.1.3 (Mordell). O grupo C(Q) de uma curva eliptica sobre Q é C(Q)ror ®Z", onde

C(Q)ror € 0 subgrupo dos elementos de ordem finita.

Demonstracao. Ver ([9], capitulo VIII).
[

Os elementos de ordem 2 do grupo C,,(Q) sao facilmente determinados. Se P € C,(Q)\{O},
entdio P = (zp 1 yp : 1) = 6P = (zp : —yp : 1), onde o simbolo & denota o inverso
de P em (C,,®). Entdao yp = 0, e dai 0 = 2% — n®xp = zp(xrp — n)(zp + n), portanto
Pe{(£n:0:1),(0:0:1)}.

O inteiro r do Teorema de Mordell é denominado o posto de C(Q), e o estudo do grupo Z,
ao contrario do grupo C(Q) que é bem conhecido, consiste de um dos principais problemas da

teoria. Como veremos, o posto tem papel crucial para o problema dos niimeros congruentes.
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Teorema 5.1.4 (Mazur). O grupo de tor¢ao C(Q)ror de uma curva eliptica sobre Q € isomorfo

a:
1) Zn, N € {1,...,10} U {12};
2) Zin X Zon, onde N € {1,2,3,4}.
Além disso, cada um desses casos ocorre efetivamente.
Demonstracao. Ver ([9], VIIL.T). O

Como C,(Q) tem um subgrupo isomorfo a Zs X Z,, segue do Teorema de Mazur que
Co(Q)ror >~ Zo X Zon, com N € {1,2,3,4}. O Teorema 5.1.6 abaixo afirma que apenas o
caso N =1 é possivel.

Sejam IP’(%Q e ]P’IQFP os planos projetivos definidos sobre os corpos Q e [, respectivamente.
Dado (z :y: z2) € ]P’é qualquer, entao existem zg, yo, 2o em Z tais que mdc{xg, yo, 20} = 1 €
(x:y:z)=(xo:yo: 20). Noutras palavras, um ponto em ]P’?@, sempre pode ser representado
por uma tripla de inteiros primos entre si.

Assim, podemos definir o homomorfismo p, : C,(Q) — Co(F,), pp(z 1y :2) = (T : 7 : 2),
denominada redu¢ao maodulo p, onde T representa a classe do inteiro x moédulo p. Denotaremos
sempre a imagem de um ponto P € C,(Q) via p, por P € C,(F,). Como o discriminante de C,
é igual a —4n®, temos que C,(F,) = {(z:y:2) € P%p; 2y? = 2° — nz2?} é uma curva eliptica
se p nao divide 2n, e neste caso dizemos que p, ¢ uma boa reducao.

Motivados pelo homomorfismo p,, demonstraremos o resultado abaixo, que sera utilizado

no Teorema subsequente.

Proposigao 5.1.5. Seja p um nimero primo tal que p{2n e p = 3mod(4). Entao |C,(F,)| =
p+1.

Demonstragao. Primeiramente, como p 1 2n, segue que (0:1:0),(0:0:1) e (£n:0:1) sdo

quatro pontos distintos em C,, (F,).

Afirmamos que —1 nao é um quadrado em ;. De fato, a aplicagao g : Fy — F7, g(v) = x?,

¢ um homomorfismo do grupo multiplicativo F;. Como p > 2, entdo —1 # lmod(p) e logo
p—1

Ker(g) = {£1} tem ordem 2. Pelo Teorema dos Homomorfismos segue que |g(IF;)| = Z5=.

Assim, se —1 ¢ um quadrado em [} entao (—1)1%1 = 1 e portanto p = 1mod(4).
Como p = 3mod(4), segue que —1 nao é um quadrado em F,, e como o subgrupo dos

quadrados de F} possui indice 2, para cada = € F, — {0,£n} ou f(z) = 2® — n’z ou f(—z) =
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—f(x) é um quadrado médulo p. Daif temos dois pares em A, (F,), a saber, (x,4+/f(x)) ou
(/T
Como o nimero de pares {z, —z} é (p — 3)/2, segue que |C,(F,)| =p—3+4=p+ 1
O]

Por meio desta Proposicao e da reducao modulo p é possivel demonstrar que o grupo de

torgao da curva eliptica C,(Q) contém apenas os pontos O, (0:0:1) e (£n:0:1)

Teorema 5.1.6. C,,(Q)1o, = {(0:1:0),(0:0:1),(n:0:1)} é o grupo de tor¢io da curva
eliptica C,(Q).

Demonstragao. J& sabemos que {(0 : 1 : 0),(0 : 0 : 1),(£n : 0 : 1)} C Co(Q)rer € que
nao existe outro ponto de ordem 2. Suponhamos por contradi¢gao que |C,,(Q)ror| > 4, € seja
Q € Cp(Q)ror um elemento de ordem e > 2. Entao segue da segunda parte do Teorema de
Mazur que C,(Q)ror =~ Zo X Zan, N € {2,3,4}. Se e for impar entao C,(Q)ror =~ Zo X Zg €
\<Q>] = e = 3. Neste caso seja G = <Q> Caso e seja par, entao deve existir P € C,(Q)r,, tal
que |<P>| = 4, e pelo menos um elemento R de ordem 2 nao pertence ao grupo <P> Neste
caso seja G = (P, R), |G| = 8. Para ambos os casos seja G = {P,..., P,}, |G| =m € {3,8},
com P, = (x; 1y : i), Ty Yi, 20 € Z e mdc{x;, i, 21 = 1.

Dados i,j € {1,...,m}, i # j, chamemos P,P; = (y;z; — Yizj, Tj2; — T3z, TY; — T;9;) € R,
e denotemos por M;; o maximo divisor comum das entradas de F;P;.

Consideremos entdo um primo p tal que p { 2n e p > M;;. Em particular p { M;; e logo
P # F] e pple ¢ um homomorfismo injetivo. Entao o conjunto G ¢ isomorfo a um subgrupo de
Cn(F,), e assim m divide |C,(F,)|. Se p = 3mod(4), segue da Proposigao 5.1.5 que m|(p + 1).
Pelo Teorema de Dirichlet para ntimeros primos em progressao aritmética essas relagoes sao
validas para uma infinidade de primos.

Assim, considerando o nimero primo p da forma p = 24k + 3, para k inteiro suficientemente
grande, juntamente com a condi¢ao m|(p + 1), obtemos uma contradigdo em ambos os casos
m € {3,8}.

O

O proximo resultado nos da um critério importante para averiguar se um numero n é ou

nao congruente.

Teorema 5.1.7. O inteiro n livre de quadrados € um numero congruente se, € somente se, 0

posto da curva eliptica C,(Q) € positivo.
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Demonstracdo. Se n é um nimero congruente entao pela proposicao 5.1.2 existe um ponto
P = (zp:yp:1)eCh(Q) com yp # 0. Como pelo Teorema anterior os tinicos elementos de
ordem finita de C,,(Q) sao (0:1:0),(0:0:1) e (£n:0: 1), segue que P possui ordem infinita.
Portanto r > 1.

Reciprocamente, suponhamos que P = (zp : yp : 1) € C,(Q) possui ordem infinita. Entao
pelo Teorema anterior yp # 0, e pela Proposigao 5.1.2 o conjunto 7, das triplas pitagoricas

(a,b,c) com ab = 2n nao é vazio. Portanto n é um nimero congruente.

]

Para uma curva eliptica C(Q) os possiveis grupos de tor¢ao estao determinados pelo Teorema
de Mazur e, no caso da curva C,(Q), pelo Teorema 5.1.6. Entretanto, mesmo para a curva C,(Q)
a determinacao de seu posto é um problema cuja solu¢ao nao é conhecida, e esta relacionada
a conjectura de Birch e Swinnerton-Dyer, um dos famosos Problemas do Milénio. Falaremos

mais dela dessa questao na proxima secao.

5.2 O Critério de Tunnell

Seja n > 0 um numero inteiro livre de quadrados. A fun¢do L de Hasse-Weil da curva

eliptica C é
1

P1 = 2appp* + p2

L(C;s) =11

na qual s € C, Re(s) > 3/2, p é um inteiro primo positivo e a,, = p+ 1 — |C(F,)|. Para a
curva C, essa fungao possui um prolongamento analitico em todo o plano complexo e satisfaz

uma equagao funcional ([6], p. 84).

Conjectura 1 (Birch e Swinnerton-Dyer). Seja C uma curva eliptica. Entao L(C;1) =0 se, e

somente se, C possui infinitos pontos racionais.

A chamada versao “forte” da conjectura afirma que a ordem de zero de L(C;s) em 1 ¢ igual

ao posto r da curva eliptica, ou seja,
L(C;s) = ap(s — 1)" + (termos de ordem maior), ag # 0,

se, e somente se, r > 1.
Existem boas evidéncias tanto para a afirmacao quanto para a negacao da Conjectura. Uma

evidéncia contraria a ela é discutida em ([6], p. 91). A principal evidéncia favordvel surgiu em
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1977, quando John Coates e Andrew Wiles provaram o resultado abaixo para uma certa classe

de curvas elipticas, dentre as quais se incluem as curvas do tipo C, ([6], p. 92).

Teorema 5.2.1 (Coates-Wiles). Seja C uma curva eliptica. Se o posto de C(Q) € positivo,
entao L(C;1) = 0.

De maneira equivalente, pelo Teorema 5.1.7, se n (livre de quadrados) é um nimero con-
gruente, entdao L(C,;1) = 0. Por outro lado, se a Conjectura de Birch e Swinnerton-Dyer for
verdadeira, também pelo Teorema 5.1.7 segue que n é congruente.

Usando o chamado método de Heegner, Gross e Zagier provaram que se n = 5,6, 7mod(8),
entdo n é congruente se L(C,;s) tem um zero simples em s = 1 ([6], p. 93). Além disso,
para n < 10%, Elkies prova nesse caso que n é um ntimero congruente sem nenhuma restricao
([3]). Finalmente, Monsky em 1990 provou que, entre outros, todos esses inteiros sdo nimeros
congruentes ([8], p. 66).

Encerramos esse capitulo mostrando o Critério de Tunnell. Como veremos, por meio dele
podemos provar que 1, 2 e 3 nao sao numeros congruentes. Uma extensa lista de nimeros

congruentes pode ser encontrada em ([10]), na qual constam os ntimeros inteiros 5, 6, 7, 13 e

14.

Teorema 5.2.2 (Tunnell, ([6], p. 217)). Existem formas modulares f e g de peso 3/2 definidas
por (q=¢e>"7 7€ H):

= n T z 1 T z
@)=Y ag = 3 ot Ly e
n=1

x,Y,2€Z x,y,2€7
- 1
— L— 4?4y +322> 4% +y2+822
9@) =) bug" = D g b q
n=1 T,Y,2€7L T,Y,2€7L

e para cada n € Z" livre de quadrados, temos

B_42
L(Cu;1) = e
%(bn/2)2, se m € par

se n € impar

?

onde B = floo ﬁdx. Em particular, L(C,;1) = 0 se, e somente se, a, =0 se é n impar, ou

bn/2 =0 sen € par.
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Teorema 5.2.3 (Critério de Tunnell). Sejam n € Z* livre de quadrados e

( ) = 2X*+4+Y?+4+82%—n,

( ) = Dn(X,Y,Z)+ 2427,
Gu(X,Y,Z) = 204X*+Y?*+87%) —n,

( ) = Gu(X,Y,Z)+ 482>

Para cada F € Z|X,Y, Z] seja N(F) = #{(z,y,2) € Z* F(x,y,z) = 0}. Sen é um nimero
congruente entao N(D,) = 2N(F,) se n € impar, e N(G,) =2N(H,) sen € par.
Se a Conjectura de Birch-Swinnerton-Dyer é verdadeira e valem essas igualdades, entao n

€ uwm numero congruente.

Demonstrac¢ao. Se n é um nimero congruente, entao segue do Teorema 5.1.7 e do Teorema
de Coates-Wiles que L(C,;1) = 0. Assim, pelo Teorema anterior, a, = 0, se n é fmpar, e
b,/ = 0, se n é par. Considerando os coeficientes dos termos de ordem n das formas f e g
dadas anteriormente, conclufmos daf que 0 = N(F,) — 1N(D,), ou 0 = N(H,) — s N(G,).
Reciprocamente, se sao validas essas igualdades entao a,, = 0 se n é impar, ou b, /; = 0, se
n é par. Pelo Teorema anterior concluimos que L(C,;1) = 0. Nesse caso, se a Conjectura de
Birch-Swinnerton-Dyer é assumida verdadeira entao o posto de C,(Q) é positivo, e portanto,

pelo Teorema 5.1.7, n é um ntmero congruente.

]

Considerando o Critério de Tunnell (que pressupde verdadeira a Conjectura de Birch e

Swinnerton-Dyer), o Teorema de Coates-Wiles e o Teorema 5.1.7, temos

n congruente <= C,(Q) ~Cp(Q)ror ®Z",7 >0
<~ L(C,;1)=0

<= a, =0 (n impar) ou b,/ = 0 (n par).

Exemplo 5.2.4. Pelo Critério de Tunnell, os nimeros 1, 2 e 3 nao sao congruentes. De
fato, N(Dy) = 2 = N(Fy), N(G2) = 2 = N(Hy) e N(D3) = 4 = N(F;). Temos ainda
N(G14) = 0= N(Hy4) e N(Dy3) = 8 N(Fi3) = 4, portanto 13 e 14 sdo numeros congruentes

pelo Critério de Tunnell.

Existe ainda um caso mais geral do problema dos niimeros congruentes, que pode ser assim

enunciado: dado um angulo 4, 0 < 6 < 7/2, um numero inteiro positivo n é chamado de
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0-congruente se existe uma tripla racional (a, b, c) tal que
a? +b* — 2abcos(f) = ¢, ab.sen(f) = 2n.

O problema que estudamos nesse trabalho corresponde ao caso 6 = /2.
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