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Resumo

O contetido material que permeia o universo é comumente descrito por modelos de
fluidos ideais. Uma revisdo sobre a dindmica destes fluidos é feita neste trabalho e uma
formulagdo para a agdo de fluido ideal é estudada. Mostra-se que modelos de campo
escalar minimamente acoplado, como o campo escalar canonico e o campo tipo K-esséncia,
mimetizam fluidos ideais. E feita a defini¢do de campos ndo usuais, chamados fantasmas
e tdquions. Por fim, teoria de sistemas dinadmicos é usada para analisar a evolugdo desses

fluidos num fundo cosmolégico.

Palavras-chave: Fluidos, Campos Escalares, Relatividade Geral, Cosmologia Sistemas

Dindmicos.
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Abstract

The matter content that permeates the universe is usually described by ideal fluids.
Fluid dynamics is here reviewed, and an action for general ideal fluids is studied. It is shown
that models of scalar fields minimally coupled, as the canonical scalar field and K-essence
field, can mimic certain types of ideal fluids. The definitions of certain unusual fields, called
ghosts and tachyons, are presented as part of the analysis of K-essence. At last, dynamical

system theory is used to study these fluids on a cosmological background.

Keywords: Fluid, Scalar Field, General Relativity, Cosmology, Dynamical Systems.
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Capitulo 1

Introducao

A cosmologia consiste no estudo do universo como um todo e de sua composicdo. Ela
é uma tentativa de explicar os detalhes da evolugdo, dos primérdios até a atual configuragéo.
No caso do atual Modelo Padrdo Cosmolégico! (ACDM) ha questdes ainda ndo resolvidas,
entre eles estdo o paradigma inflaciondrio, e a origem da matéria e energia escuras. A infla-
¢do, proposta inicialmente por Alan H. Guth [4], afirma que o universo deve ter passado por
um periodo de expansdo acelerada, seu objetivo é resolver questdes relacionadas ao universo
primordial, como os problemas do horizonte, planura, entropia e outros. A matéria escura
¢ uma forma postulada de matéria que ndo interage com a matéria comum, nem consigo
mesma (ou é fracamente interagente), ela compode 25% do contetdo energético do universo.
Por aparentemente interagir somente gravitacionalmente, sua presenca é atualmente ex-
clusivamente inferida a partir de efeitos sobre a matéria visivel, como estrelas, galdxias e
aglomerados de galédxias. A energia escura, uma forma exética de energia que possui pressao
negativa, é uma das formas atribuidas para explicar o atual cendrio de expansdo acelerada
do universo [5].

Em cosmologia, o contetido material do universo é comumente modelado por fluidos
ideais. A dindmica de fluidos ideais, que é parte da hidrodinadmica, é uma teoria had muito
estudada [6]. A hidrodinadmica é um quadro extremamente bem sucedido para descrever a
dindmica da matéria nas maiores medidas do universo [7]. A importancia de se estudé-la
estd ligada a analise do estado de movimento do fluido. Isto dependerd da forma que o
fluido se encontra, ou seja, se ele possui movimento relativistico ou nédo relativistico, ou
ainda, se hd ou ndo interacdo gravitacional sobre o sistema. Além disso, neste contexto é
considerado que o fluido que permeia o universo é caracterizado por uma equacao de estado
de fluido barotrépico [7], p = p(E), especificamente por p = wE, sendo p e &, respectivamente,
a pressdo e a densidade de energia do fluido, e w € [-1,1].

A expansdo acelerada do universo observada atualmente faz com que se busque ex-
plicagdes para suas evidéncias [8-11] . Para manter a Teoria da Relatividade Geral [12,13]

intacta, necessita-se de um tipo de fluido que exerga o efeito de aceleragdo observado. Neste

Para um descri¢do detalhada do Modelo Padrao Cosmoldgico ver [1-3]



1. INTRODUGAO 2

contexto, verifica-se que a condicdo de energia2 forte, &+ 3p > 0, deva ser violada, pois isto
implica que a equagdo de estado do fluido obedeca a condicao % < —%, ou seja, as pressdes
no fluido se tornam negativas ao ponto de superar a contribuigdo de energia. Existem ainda
fortes evidéncias de que os dados observacionais favorecam valores para w < —1 [17] de tal
forma que a condigdo de energia nula &+ p > 0 (condicdo de positividade da densidade de
energia) seja também violada. Se isto de fato ocorrer, a densidade de energia do fluido devera
crescer a medida em que o universo se expande, conduzindo-o a uma possivel singularidade
no futuro, Big Rip [17-19]. Observa-se também que existem muitos indicios de um violagao
da condigdo de energia dominante & > |p| , de modo que, diversos trabalhos dedicam-se a
essa questao [20].

Da literatura [21,22] sabe-se que existem modelos de campo escalar que efetivamente
se comportam como fluidos ideais. Campos escalares fornecem modelos particulares de
fluidos, com precisas consequéncias fenomenoldgicas, e estdo em maior proximidade de
uma teoria fundamental [23].

Um método bem adequado para estudar muitos aspectos de cosmologia sdo sistemas
dindmicos. Em geral, a teoria de sistemas dindmicos é usada para estudar sistemas fisicos
que evoluem no tempo. Para se ter uma ideia sobre o que consiste o método, supde-
se que o estado do sistema fisico em um instante de tempo pode ser descrito por um
determinado elemento de um espago de estado (espago de fase), de dimensdo finita ou
infinita. A evolugdo do sistema é descrito por uma equagdo diferencial autdbnoma que tem
simbolicamente a forma x = f(x), de modo que, o ponto denota deriva com respeita a variavel
temporal atribuida ao sistema. Se o espaco de fase é dimensionalmente finito entdo esta
equacao diferencial representard um sistema autdnomo de equagdes diferenciais ordindrias,
enquanto que, se o espago de fase for um espago funcional, o mapa da fungdo f(x) envolveria
derivadas espaciais e a equagdo diferencial representaria um sistema autdénomo de equagdes
diferenciais parciais. No contexto cosmoldgico, com espago homogéneo e isotrépico, estuda-
se equagoes diferenciais ordindrias, desta forma, o espago de fase analisado neste contexto
possui dimensdo finita. O objetivo da aplicagdo destes métodos é obter qualitativamente
informagdes sobre a evolucdo das diversas classes de modelos cosmoldgicos a custa de
fazer suposi¢des idealizadas sobre os processos fisicos no universo. A técnica de sistemas
dindmicos e sua aplicagdo em cosmologia pode ser vista de forma detalhada em [24-26].

A estrutura deste trabalho tem a seguinte forma. O segundo capitulo revisa o conceitos
bésicos sobre mecanica, nio relativistica e relativistica, de fluidos ideais [6,12]. Serdo obtidas
as equacdes que descrevem o comportamento do fluido no tempo. Este comportamento é
analisado em regime de baixas e altas velocidades, com e sem intera¢do gravitacional. No
capitulo trés é feito uma discussdo a respeito do principio variacional para o fluido ideal [27].
O quarto capitulo descreve o modelo de campo escalar candnico minimamente acoplado.
Dada as circunstancias, verifica-se que este sistema mimetiza o modelo de fluido ideal
[21,28,29]. Ainda, discute-se brevemente outras formas de campos escalares discutidos na

literatura, o do tipo fantasma e do tipo taquidnico [30]. Outro sistema minimamente acoplado

ZEstudos sobre condi¢des de energia podem ser vistos em [13-16]
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de campo escalar é descrito no capitulo cinco, o modelo de K-esséncia [22,31-33]. Diferente
do modelo candnico, este sistema é formado por uma fungdo arbitrdria que dependera do
termo cinético do campo escalar. As mesmas condi¢des usadas para mimetizar o modelo
de fluido ideal ao de campo escalar candnico, sdo utilizadas para o caso de K-esséncia. A
principio as equagdes que descrevem a dindmica deste modelo serdo obtidas com o um
fungdo arbitraria do termo cinético, em seguinte, serd admitida uma forma para esta fungéo.
E feita analise por diagrama de espago de fase, de forma a construir diagramas para cada
modelo proposto e, por fim, verificar a riqueza e as semelhangas entre os gréficos obtidos.
A anadlise final deste trabalho e suas perspectivas futuras sdo discutidas na conclusao.



Capitulo 2

Revisao de Fluidos Ideais

2.1 Dinamica Nao Relativistica de Fluidos Ideais

O estudo do movimento dos fluidos! denomina-se dinAmica dos fluidos [6]. Como
seus fendmenos sao estudados em meios macroscépicos, um fluido pode ser tratado como
meio continuo, ou seja, pode-se sempre pressupor que qualquer elemento de volume do
fluido, pequeno que seja, é suficientemente grande para conter um grande ntimero de
moléculas. Neste contexto é feita a andlise do movimento de um elemento de volume do
fluido, que também serd denominado particula fluida>. No entanto, os estudos feitos no
decorrer do texto sdo baseados em movimento de fluidos onde a condutividade térmica e a
viscosidade sdo insignificantes. Este tipo de fluido é denominado fluido ideal. De modo geral,
ele também ¢é definido como localmente isotrdpico, ou seja, dado um observador movendo-
se junto ao fluido, as propriedades fisicas medidas por ele serdo as mesmas em qualquer
direcdo, entretanto, isto sera valido se o caminho livre médio® entres as colisdes no fluido forem
pequenas em comparacdo com a escala de comprimentos utilizadas pelo observador.

A descrigdo que fornece o estado do fluido é dado em fungdo do seu campo de veloci-
dade, ¥ = d(x, y,z,t) (determinada em um ponto fixo (x, y,z) e em um instante ) e das suas
respectivas magnitudes termodindmicas, por exemplo, a pressdo p(x, y,z,t) e densidade de
massa p(x,y,z,t). Uma vez que estas grandezas sdo determinadas o estado do fluido em
movimento é completamente estabelecido.

A partir de entdo, podem ser obtidas as equagdes fundamentais da dindmica de fluidos.
A principio, deve-se adquirir a equacdo que expressa a conservacao de matéria, a equagio
de conservagdo de massa. Para isto, considera-se um certo volume V( do espaco, a massa do
fluido contida nessa regido é dada por f pdV, de modo que, a integracao é feita sobre todo
volume Vj. A massa do fluido que atravessa, por unidade de tempo, um elemento de area,
da, da superficie que limita este volume é f ¥ - dii, sendo di tomado na dire¢do normal a

superficie e seu médulo igual a drea do elemento de superficie. Desta maneira, a massa que

10 estudo é direcionado tanto para liquidos quanto para gases.
2Um volume extremamente pequeno comparado com o volume total do corpo.
Distancia ou espaco entre duas colisdes sucessivas das moléculas do fluido.
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sai de Vy, por unidade de tempo, é

9§p5-dd’.

A integracdo ¢ feita sobre toda superficie fechada que delimita o volume em questdo. Por
outro lado, a redugdo da massa por unidade de tempo no volume é dada por

0

Igualando estas duas equagdes, obtém-se:

d - -
5 pdV——SEpzwda. (2.1)
Mediante Teorema de Green, a integral de superficie se transforma em uma integral de volume,
resultando
d
f[a—f+v.(pa]d\/=o. 2.2)
Esta equagdo deve ser véalida para qualquer elemento de volume dV, desta maneira,
d
LV =0, (2.3)

sendo esta a equagdo de conservagdo de massa. O termo p¥ representa a densidade de fluxo
massivo, sua diregdo é a mesma do movimento do fluido e sua magnitude é igual a massa
que atravessa, por unidade de tempo, a unidade de &rea perpendicular a velocidade.

Como (2.3) fornece a conservagdo da massa no interior de Vj, a dindmica de uma
quantidade do fluido que sai desse volume serd representada pela equagio de Euler. Deste
modo, considera-se certo volume do fluido, a forca que atuard sobre ele serd igual a integral
da pressao feita sobre toda superficie que limita o volume, — § pdd. Do teorema de Green

- ggpdzf: - prdV. (2.4)

Deve-se notar que o termo —Vp é a forca atuante, por unidade de volume, sobre dV. Entdo, a

obtém-se

equacdo de movimento do elemento de volume do fluido é obtida igualando este termo ao

N
. . av .
produto da massa por unidade de volume p pela aceleracdo = U seja,*
i
P
4Isto se refere a segunda lei de Newton, a qual diz que a forca atuante em um corpo é diretamente proporcional
a sua aceleracéo e o fator de proporcionalidade é a massa do corpo.

Vp. (2.5)




2. Revisio pE Fruipos Ipeais 6

A derivada de ¥ refere-se a variagdo temporal da velocidade da particula fluida quando ela
se move no espaco. Sendo esta uma derivada total, tem-se
dv  Jv i

Substituindo esta equacdo em (2.5) obtém-se

v 1

— +(@-V)i=-=Vp, 2.7

5 @ VT= =2V 7)
sendo esta a equagao de Euler. Se o fluido esta contido no interior de um campo gravitacional
¢, a forga que atuaré sobre qualquer elemento de volume é adicionada no segundo membro

da equagdo (2.5). Assim, (2.7) fica

v

- —)__1 -
§+(U-V)Z}— pr+g. (2.8)

Uma caracteristica importante de ser analisada refere-se a entropia do sistema. Dada
relacdo de Gibbs

AV = —sdT + Vdp, (2.9)

sendo W o potencial termodinadmico por unidade de massa® e V = % o volume especifico, e
dada auséncia da troca de calor entre as diferentes partes do fluido ideal, e também entre
0 meio externo, presume-se que o movimento do fluido é do tipo adiabdtico, desta forma,
verifica-se que a entropia de qualquer particula fluida permanece constante com o passar do

‘cempo,6

ds
- = 2.1
>=0, 210)
sendo s a entropia por unidade de massa da particula fluida. A condicdo do movimento
adiabatico também pode ser escrita como

s

£+@vp:m (2.11)
Esta é a equagdo que descreve, de modo geral, 0 movimento adiabatico do fluido ideal.
Utilizando (2.3), a equagdo (2.11) pode ser escrita como uma "equagdo de conservagdo'para

entropia:

d(ps)
ot

+V-(pst) =0, (2.12)

o0 termo psd representa a densidade de fluxo de entropia.

SPotencial de Gibbs ou entalpia livre.
®Para mais detalhes sobre este resultado ver [7,34,35].
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A equacdo adiabética pode adquirir uma forma muito mais simples. Se a entropia é
constante através do volume do fluido em um determinado instante inicial e segue mantendo
este valor durante qualquer movimento subsequente do fluido (como muitas vezes acontece),

a equacdo adiabética pode ser escrita simplesmente como
s = constante , (2.13)

este movimento é denominado isentropico.

Como dito inicialmente, a descri¢do que fornece o estado de um fluido é determinado
pelo seu campo de velocidade, pressdo e densidade de massa. Deste modo, o sistema com-
pleto que determinara a dindmica do fluido ideal é composto pelas equacdes da conservagio
de massa, de Euler e a adiabitica.

Agora, considera-se o caso de um fluido em repouso em um campo gravitacional

uniforme. A equagdo de Euler toma a forma:

Vp =pg, (2.14)

sendo esta a equagdo que descreve o equilibrio mecanico do fluido no campo. Se ndo existe
nenhuma compressdo, devido agdo de forca externa, a densidade permanece constante em

todo volume. Tomando o eixo z para cima, a pressdo terd dependéncia somente nessa

. d . ~ ,
componente, assim, F-_ , que, da integracdo, resultarad
p 0z P&, q g

p = —pgz + constante . (2.15)

A partir da condigdo de que o fluido, em repouso, esta sujeito a uma pressdo externa py (a
mesma em todos os pontos), em uma superficie livre de altura h, a constante em (2.15) a ser

determinada é pg + pgh, resultando’

p=po+pglh—2z). (2.16)

Supondo que o fluido ndo s6 estd em equilibrio mecanico mas também equilibrio térmico,

desta maneira, considerando (2.9) e (2.14), obtém-se
V(W +g2)=0,
de modo que, ¢ esta dirigido ao longo do eixo z negativo. O resultado é que em todo fluido
W + gz = constante , (2.17)

sendo gz a energia potencial por unidade de massa do fluido no campo gravitacional. Uma
consequéncia simples desta situacdo é que, havendo equilibrio mecanico dentro do campo,

a pressdo sobre o fluido poderd ser uma funcdo somente da altura z, isto induz que a

"No caso de gases, como a atmosfera, ndo se pode pressupor que a densidade é constante.
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densidade serd também uma func¢do somente de z. Desta maneira, estas duas grandezas,
juntas, determinam a temperatura do sistema, ou seja, esta outra grandeza também sé
dependerd da altura. No entanto, se a temperatura for diferente em distintos pontos com a
mesma altura, ndo haverd equilibrio mecanico.

Pode-se também determinar a equagao de equilibrio para um fluido com massa muito
grande, cuja estrutura é mantida por atragéo gravitacional.® Seja 1 o potencial gravitacional’

criado pelo fluido que satisfaz a equagio de Poisson
V2 = 4nGp . (2.18)

A aceleragdo gravitacional e a forca sobre p sdo dadas, respectivamente, por —Vi) e —pVi.
Desta maneira, a condigdo de equilibrio hidrostatico sera

Vp=-pVi. (2.19)
Tomando o divergente desta ultima equagéo e substituindo em (2.18), obtém-se

N4
V. (?) = —4nGp . (2.20)

Deve-se notar que esta situagdo se refere somente ao equilibrio mecanico, pois a equagio de

Poisson ndo pressupde a existéncia de um equilibrio térmico completo.

2.2 Dinamica Relativistica de Fluidos Ideais

Estabelecer equag¢des que descrevem a dindmica relativistica de fluidos ideais tém uma
importancia fundamental quando se considera que o sistema analisado possui velocidades
suficientemente grandes (perto da velocidade da luz c). De [12] verifica-se que o fluido
ideal é caracterizado, neste contexto relativistico, pelo quadritensor momento-energia, TH".
Assim, considera-se um frame em repouso com relagdo ao fluido em determinado tempo
e posicao (descrito por "linha"), de maneira que, a hipétese de fluido ideal diz que T
toma a forma caracteristica de simetria esférica, ou seja, suas componentes sdo dadas por
T/ = ps'l, T = T = 0 e T'™ = &, sendo p e & a pressio e a densidade de energia do fluido,
respectivamente. Agora, este mesmo frame é posto em repouso com relagdo ao laboratério,
onde estdo sendo feitas as medidas, e supde-se que o fluido esteja se movendo em relagdo
ao frame, num determinado ponto do espago-tempo, com velocidade @. A conexdo entre as

coordenadas coméveis'’ ao fluido e as do laboratério sdo dadas por

x* = Ag(ﬁ) x'P,

8Este ¢ o caso designado, por exemplo, para uma estrela.
“Também chamado de Potencial Gravitacional Newtoniano.
0Um observador que se move junto ao fluido.
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sendo Ag(ﬁ) a matriz transformagéo, ela assume os seguintes valores !

A) = (1—5—;)_75% (2.21a)
C

Al = y% (2.21b)

A] = 5§+vivj()’ﬁ;2l), (2.21¢)

A‘]? = y%. (2.21d)

z

No entanto, T#" é um tensor, sendo que o seu valor no frame do laboratério serd
obtido em analogia com a transformagao feita nas coordenas, isto ¢, TH" = Aﬁ(ﬁ)AE(ﬁ)T’“ﬁ,

de maneira que, suas componentes serdo dadas por

ij ij v'ol
T = pd' +(p+&) C—zyz, (2.22)
. o
™ = (p+8) ?7/2 ,
52

Estas componentes sdo agrupadas em uma tnica equac¢do

uby
2’

" =pn"" +(p+ &) (2.23)
sendo 7" a métrica do espago-tempo de Minkowski'?, ou seja, as primeiras analises foram
feitas com auséncia de gravitagdo, posteriormente os estudos serdo feitos considerando uma

métrica generalizada. O quadrivetor u* é definido como a quadrivelocidade do fluido, com

dx
b= — 2.24
S 224)
sendo dt o tempo préprio da particula fluida. Tem-se também u* = y(c, ), e normalizagdo
igual a
utuy, = nyutu” = —c%, (2.25)
de maneira que
d dut
EpeT (u”uy) = 21@5 =0. (2.26)

"Para mais detalhes ver seccao 2.1 de [12].
12Ger4 considerada a seguinte assinatura n*” = (1,1, 1, 1), também utilizada durante todo o trabalho.
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2.21 Equagdes da Dinadmica Relativistica de Fluidos Ideais na Auséncia de
Campo Gravitacional

A expressdo que fornece as equagdes de conservagdo do tensor momento-energia do

sistema fisico é

oTH
=0
oxv

(2.27)

As equacgdes de movimento relativistico do fluido sdo obtidas através desta equagdo. No
entanto, a conservacado de outras quantidades, como a carga do sistema, niimero de 4tomos,
etc, ndo estd contida em (2.27). Assim, precisa-se obter um principio de conservagdo destas
quantidades. Para isto, é utilizada uma destas quantidades referindo-se como o niimero de
particulas'® do volume. Sendo 1 a densidade do niimero de particulas em um frame que se move
junto ao fluido num determinado ponto do espago-tempo. Neste frame as componentes do

quadrivetor fluxo de particulas, N*, sdo
Ni=0 ¢ N%=un. (2.28)

Em qualquer outro frame, que se move com velocidade 7 em relagdo ao fluido, o fluxo de

particulas estard relacionado a (2.28) pelas seguintes transformacdes

o o
N' = AL, @N* = ny=, (2.29)
N? = AQ@N'H = yn, (2.30)

desta maneira, nota-se que N* é proporcional a quadrivelocidade u", ou seja,

ut
Nt =n—. (2.31)

De modo geral, para qualquer frame, a componente temporal fornece a densidade do nu-
mero de particulas, e as trés componentes espaciais formam o vetor fluxo de particulas. A

divergéncia de N* fornece

ON* 9 . 9
0=~7 =55 ) =5 () +V-(ny7) . 2.32)

Esta é a conservagio do niimero de particulas. Entretanto, se cada particula possuir a mesma
massa de repouso, a equagdo (2.32) fornecerd a equagio de continuidade relativistica (ou de

conservacio de massa)
0= —& ( u“) (2.33)
= oy PR ’

sendo p é a densidade de massa de repouso do sistema.

1¥N&o confundir com o conceito de particula fluida atribuido no inicio do capitulo.
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Pode-se obter uma extensdo da conservagdo do tensor momento-energia através de
uma proje¢do na direcdo da quadrivelocidade u,. Para isto, substitui-se (2.23) em (2.27) de

modo a obter a seguinte equagao

ap 0 utu
=tV —— _—
0=n o T o [(p+8) 2 ] . (2.34)

Ao projetar (2.34) na direc¢do da quadrivelocidade u,, obtém-se

— |u,, (2.35)

de maneira que, ao considerar (2.25) e (2.26), a equagao (2.35) resultara na forma estendida

da conservagdo de T*

0=

uv_ + —+ 2.36
5 TP (2.36)
Existe outra forma de projetar a conservacdo do tensor momento-energia, uma vez
que esta fornecerd a forma relativistica da equacio de Euler. Este outro método projeta (2.34)
no espago tridimensional perpendicular a quadrivelocidade. Para que esta projegdo espacial

. . . .~ Uup ~ .
seja realizada contrai-se o vetor projecio, hyy = 1,p + ~55, com a equagéo (2.34), ou seja,

ap

ou’ Jut
0= hupu“u (p +E)+(p+6) h“pu“ =+ (p+ &) hypu” I

5 +c2hyp17‘“”

que terd como resultado

du 0 d
— v p v P 2 P
0=p+Eu o T e TS (2.37)
Esta forma relativistica da equagdo de Euler pode ser escrita em termos da velocidade d.

l
Para obté-la basta fazer y = 1 em (2.34), escrevendo u' = %uo, e depois usar (2.7) com p = 0.
Isto resultara

7 1 p
=+ (@ V)T =———— |PVp+T—] . 2.
8t+(v )T yz(p+8)[c p+vat] (2.38)
A equacdo do movimento adiabético pode ser obtida substituindo (2.32) em (2.35),
resultando
o9 (1 d (E
0= —nu [Pw (3)* 50 (;)] - (2.39)

Considerando a identidade termodindmica

KTdo = pd(%) + d(%) , (2.40)
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sendo 1 o volume por particula (volume molecular), K a constante de Boltzman'*, T a
temperatura e ¢ a entropia por particula. Desta maneira, da dltima equacao, (2.39) pode ser

escrita como
0= uVT o« — +(7-V)o, (2.41)

sendo esta a equagdo do movimento adiabatico do sistema.

Nota-se que, se tratando de um regime de baixas velocidades, a equagdo relativistica da
continuidade (ou da conservagédo de massa) resultarda em (2.3). No caso da forma estendida
de (2.27), deve-se ter um certo cuidado, pois, ao tomar este limite, a equagado (2.36) poderd
fornecer (2.3), no entanto, a obtencao desta equacao dependerd de como é definida densidade
de massa total do sistema neste limite. Esta mesma observagdo é valida para o caso da
equacdo relativistica de Euler ao ser colocada no mesmo regime.

Todas as relagdes obtidas nesta subsecao determinam a dindmica relativistica do fluido
no espago-tempo de Minkowski, ou seja, na auséncia de campo gravitacional. A andlise
feita na préxima subsecdo serd destinada a fornecer estas equa¢des num ambiente onde ha

presenca de gravitagao.

2.2.2 Equagdes da Dindmica Relativistica de Fluidos Ideais para uma Métrica

Genérica

Até agora, as equagdes de movimento de um fluido ideal foram obtidas e analisadas
no espaco-tempo de Minkowski, ou seja, sem a interagdo de um campo gravitacional. Na
presenca de um campo gravitacional o tensor momento-energia de um fluido ideal assume

a forma

utu?

L
2’

" =pg" +(p + &) (2.42)

sendo ¢" a métrica da variedade curva e ut = ‘%’J o quadrivetor velocidade da particula
fluida. Nota-se que (2.42) e (2.23) sdo semelhantes, no entanto, a métrica de Minkowski é
substituida por uma métrica genérica em (2.42). Esta semelhanca é garantida pelo Principio
da Equivaléncia. 1

A equacdo da conservagdo de TH" na presenca de campo gravitacional é obtida sim-
plesmente substituindo a sua derivada ordindria pela derivada definida em espagos curvos,

ou seja, a derivada covariante
V,T" = 0. (2.43)

Da mesma forma, as equagdes de determinaram a dinamica relativistica geral do

4Esta constante é introduzida aqui para fazer ¢ adimensional.
15Este principio da Relatividade Geral diz que ndo é possivel fazer uma distingdo entre um campo gravitaci-
onal e um referencial acelerado. Em ambos os casos, deve-se observar os mesmos fendmenos fisicos [12,13].
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fluido sdo obtidas realizando a mesma substituicio de derivada.!'® Assim, as equacdes
da continuidade (2.32),"” a estendida da conservacido de T*’ (2.36), de Euler (2.37) e do

movimento adiabatico (2.41), sdo dadas, respectivamente, por

0 = Va(pu®), (2.44)
0=u'V,E+(p+8E)Vuu*, (2.45)
0=(p+Eu"'Vyu, +uu’Vyp + czvpp , (2.46)
0=u"V,(0). (2.47)

A normalizac¢do da quadrivelocidade (2.25) tomara a forma
gt =—c*, (2.48)
implicando em
2 (u”uy) =2u,Vyut =0. (2.49)

A partir destas equacdes é possivel obter a condigdo de equilibrio mecéanico no fluido,
como obtido no final da se¢do anterior. Desta maneira, notando que em equilibrio o campo

é estatico, isto é, o fluido ndo estd se movendo, (2.48) dara

NI—

ud = (_ngoo)‘ e u=0. (2.50)

Além disso, todas as magnitudes, g,,v, p e &, sdo independentes do tempo e as componentes
mistas da métrica sdo nulas, go; = gio = 0. Assim, a partir da equagdo (2.46), tem-se

0 = AVyp+TH oo (p+E)(—800) " Guy

w9 .
0 = AVyp+ [%w (—800)] (P +E)(~g00) " guy »

que resultard em

d 1
~Vyp = (p +8) 5 In(-g)? , 2.51)

Quando y assume o valor y = 0 é obtido um valor trivial para esta equagdo, no entanto, para

16E claro que ao atuar a derivada covariante em um escalar esta resulta em uma derivada ordinaria.

7Definir esta equagdo como a conservagdo de massa do sistema fisico acaba por ser um tanto errada, pois,
sabe-se que em relatividade geral o conceito de massa ndo é bem definido, desta maneira, é bom que fique claro
que esta equagdo refere-se a conservagdo do niimero de particulas do sistema.
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y = i obtém-se, no limite de baixas velocidades, a equagdo nao relativistica do equilibrio
hidrostético (2.19), exceto que o termo (p + &) aparece no lugar de p e In(— goo)% aparece no

lugar do potencial gravitacional.

2.3 Velocidade de Propagacao de Perturba¢des num Fluido Ideal

Uma importante anélise feita em dindmica dos fluidos é calcular a velocidade de propa-
gacdo de perturbagdes em seu volume. Como exemplo, considera-se um fluido relativistico
homogéneo e estdtico [12]. Para um estado imperturbavel tem-se ng, &, po, e 0 constantes
no espaco e tempo, e vy = 0. A perturbagdo resultaemn =ng+n,E=E +E1, p=po+p1 e
U = 71, no entanto, de acordo com (2.41), o0 nao sofre mudanca. Por aproximagao em primeira

ordem as equagdes (2.32) e (2.38) tornam-se

a]’l] -
= — . 2.52
0 pT +nV .01, (2.52)
07 2V
oh _ (2.53)
ot (PO + 80)
Mas, com do = 0, a identidade termodinadmica (2.40) fornece
+&Ep)n
_mt&om oy (2.54)
no
Desta maneira, a equagao (2.53) dard
8?71 an
— = _Ufz’”tn_o , (2.55)
sendo U; .+ @ velocidade de perturbagéo, definida por
2 _ a2 o9
Upert =€ g c (%)U . (2.56)

Oindice o indica que a derivada é feita a entropia por particula fixa. Ao combinar as equagao
para n; e 7 é obtido a equagdo de onda
827’11 2

-0

5 pm,Van =0, (2.57)

na qual mostra que a perturbagéo no fluido se propaga com velocidade igual a vy, exata-

mente como em um fluido nao-relativistico.

2.4 Equacao de Estado

Uma relagdo importante que descreve as propriedades de um fluido é sua equagio de

estado. E uma relagdo entre grandezas termodindmicas que descrevem o fluido ou, mais
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especificamente, ¢ uma equagdo termodindmica que descreve o estado da matéria sob um
dado conjunto de condic¢des iniciais. Existe uma grande classe de fluidos estudados na
literatura com equacgdo de estado especifica (ver [7]), no entanto, admitindo o universo
homogéneo e isotrépico de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker, a expressdao mais simples
da hidrodinamica que pode ser utilizada para descrever o fluido que permeia este universo

é a equacdo de estado
p=(-18g, (2.58)

sendo y = w + 1 é denominado de indice barotrépico. O valor dele determina o tipo de
fluido analisado. Com y = 0 (caso da constante cosmolégica) tem-se o limite entre o fluido
cosmolégico considerado convencional (y > 0) e o fluido dito fantasma'® (y < 0). Além disso,
existem outros casos caracteristicos determinados pelo indice barotrépico, como, y = % para
radiagdo ou y = 1, poeira. O caso fantasma, com y < 0, implica em w < —1. Entretanto,
observa-se que a maioria dos trabalhos consideram o parametro w para efeito de andlise, ou

seja, a equacdo (2.58) toma a forma
p=w&, (2.59)

de maneira que, a partir daqui, @ assumird o papel de parametro de equacao de estado.

O préximo capitulo tem por objetivo apresentar a acdo geral do fluido ideal e, a partir
do principio variacional, obter as mesmas equagdes de movimento do fluido verificadas
neste capitulo.

BFluidos que violam as condigdes de energia do sistema [13-16]



Capitulo 3

Acao Geral do Fluido Ideal

3.1 Introduzindo a Ac¢ao do Fluido Ideal

Normalmente o tensor momento-energia de um fluido ideal é utilizado em relatividade
geral como fonte de campo gravitacional. A obtenc¢do das equagdes de movimento deste
tipo fluido a partir do principio variacional se torna um pouco complicada devido os vinculos
relacionados as varidveis do fluido, no entanto, na literatura existem vérios trabalhos que
estudam diferentes formula¢des variacionais [27,36-38]. Desta maneira, sera atribuido um
principio variacional ao fluido ideal que descreverd movimentos simples, o movimento
isentrépico assim como o movimento irrotacional do fluido, de modo que, em seguida,
este principio serd generalizado para descrever movimentos gerais para um fluido ideal.
Esta generalizagdo ndo altera a forma bdasica que sera atribuida a Lagrangiana, entretanto,
acrescenta mais equagdes de vinculo que deverdo ser satisfeitas.

Deste modo, seja p, €, s e ut, a densidade de massa, a energia interna por unidade de
massa, a entropia por unidade de massa e a quadrivelocidade do fluido, respectivamente. As
medidas de p, € e s sdo feitas no frame de repouso ao fluido. Em geral, um fluido ideal possui
dois graus de liberdade termodinamicos, de modo que, serdo escolhidos a densidade p e a
entropia s como tais pardmetros. No caso isentrépico, com s constante, todas as varidveis
termodinamicas podem ser escritas em termo de p.

E conhecido que o fluido ideal pode ser descrito por duas densidades de Lagrangiana
equivalentes, L1 = p e L, = -& [14,27,36,37,39,40], entretanto, a forma da densidade de
Lagrangiana bésica a ser adotada é dada por [27,36]

L=Lc+ L. (3.1)

O primeiro termo representa a densidade de Lagrangiana da gravitacdo e o segundo a
densidade de Lagrangiana do fluido ideal [36], dadas respectivamente por

1
T2k

Lc e Lr=—p [cz + e(p)] .

Sendo & =p [c2 + e(p)] [36]ex = 87;—46. No entanto, deve-se notar que as varidveis do fluido,

16
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como p e ut, satisfazem equagdes de vinculo representadas por (2.44) e (2.48)

0,

Vi (put)
guvttt'u” + ¢ = 0.

Assim, a densidade de Lagrangiana do fluido a ser considerada é dada pela soma da

L, mais os termos de vinculo
L3=Lor+ A (gwu“uv + cz) + A2V, (put') . (3.2)

A agdo que representa o acoplamento entre a gravitagdo e o fluido ideal é dada por

S[g", p,ut, A1, Az

f (Lc + L3) \—gd*x
f[%R -p (c2 + e(p)) +

+A1 (g’ +c?) + 12V, (pu”)] V=gd*x . (3.3)

Pelo principio variacional, 6S = 0, logo!

0S

oo vaties [oez vtx e [ e+ L0 (vR)s
= 0. (3.4)

De modo que, a varia¢do 6(Lg) serd
6.L6 = =Ry (35)
2k M ’ '
uma vez que foi desprezado termo de fronteira que aparece em 6R,. E, como [12]
V3
6(V=g) =~ 5 8u8™, (36)
a equagdo (3.4) toma a forma,

0S

1 1
. _ - wo a4
fzk (R*” 2g‘”R) 08" Ngd
+ fé (L3) V=gd*x - f—12:3 Suv \—gogH d*x
1 _1 _ L W ot
fzx (RW 28wk == g*”)ég ghx+

+f6(£3) V—gd*x
- 0. (3.7)

ITodas as integrais de fronteiras sdo desconsideradas.
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Dada dependéncia do sistema fisico com respeito as varaveis g", p, ut, A1, Ay, a
integral com 6 (£3) é

o vt - ﬁiégw— dx+ f opygttn+ | Slout gty

5.53 6[,3
+f6/\15/\ +f6/’\26/\2 (3.8)

Considerando estas quantidades fixas na fronteira de integragdo, suas variagdes 0g"", 6p,
out, 511 e OA; serdo nulas nesta fronteira. Desta maneira, as equagdes (3.7) e (3.8) obtém-se

Guw =x (gHv-£3 -2 oL )

agHv
fé‘£36p\/_d4 -0, (3.9b)
f6£36u”\/_d4 = 0, (3.9¢)
f(SLg S VTR = 0 = gt 4P =0, (3.9d)

f‘s&(w\ V=gd*x

De modo que (3.9a) sdo as equagdes de Einstein do sistema fisico. Entretanto, ao resolver

= «Ty, (3.92)

0 = V,(pu")=0. (3.9¢)

(3.9¢), obtém-se

ogt
A
8xﬁ2‘ ut = —(+e+pe), (3.10)
A= 22(c + €+ pe’), (3.11)
e o tensor momento-energia
w_pegw+p(1+ +p= )uyu,,. (3.12)

O termo €’ representa a derivada da densidade de energia interna com relagdo a densidade
de massa de repouso. Para o frame em questao esta derivada é obtida através da identidade

termodinamica
1
Tds = de + pd(—) , (3.13)
p
de maneira que, dado um fluxo isentrépico esta tltima equagdo fica

(3.14)
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Desta maneira, as equagdes (3.10), (3.11) e (3.12), tomam a forma

= (c +e+ o) (3.15)
_ P2 p
A= @ (C + €+ E) , (316)

€ p
TW = pgw+ p(l + 0_2 + E) Uylhy

uuu
e (3.17)
C

P&+ (p + E)

Logo, sabendo que para obter a forma estendida da conservagdo do tensor momento-
energia e a equagdo de Euler, é necessario projetar a conservagao de T, paralelamente e
perpendicularmente a diregdo da quadrivelocidade, respectivamente, entdo, para conserva-
¢do de (3.17) obtém-se

€ P p € p |
0 = Llyvyp(l'i‘c—z+E)+|:C—2+p(l+c—2+ﬁ)]v‘uuﬁ, (318)
- € v L) uirvu, + v p ey
0 = P 1+C—2+E u VMP+C—2 vp + ob - (319)

Estas ultimas equagdes juntamente com de conservagdo de massa (2.44) e a que representa o
movimento isentrépico (3.14) descrevem a dindmica do fluido.

Agora, do resultado de (3.9c) e da equacdo (3.11) encontra-se a quadrivelocidade

)83&1 '

_ (3.20)
(c2 re+ B
p

uy =

3.2 Fluxo Rotacional Isentrépico

A partir do valor de u, dada por (3.20) e da equagdo da quadrivelocidade de rotagao
do fluido [41]

1 du
wh = Zgtvaby Z7°¢

5 E (38.21)

verifica-se que,

wH

4 -1
¢ wapl (2 P\ 9429A2 9
2 ¢ CHETT] o o on

+ (02 +e+ E)_Z Iz 9% }
P

1
(c2 +e+ E) ]
0
XV JIx*IxP

= 0. (3.22)
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A quadrivelocidade de rotagdo w" é nula pois ha uma contragdo entre o tensor antissimétrico

. « . o . P . 2
ghvap (tensor de Levi-Civita), com dois tensores simétricos, Ay, = ‘3%323 e Bup = aiagiﬁ 2

Desta forma, a Lagrangiana (3.2) descreve apenas um movimento isentrépico irrotacional.

Assim, com o intuito de se livrar desta restricdo é feita uma generalizagdo do principio
variacional desta Lagrangiana para que ela descreva movimentos isentrépicos rotacionais,
bem como irrotacionais. Para que isso ocorra é atribuido para cada particula um ntimero
(uma "identidade") X(x) e é exigido que este nimero ndo mude a medida que avangamos

com a particula fluida, isto é,

DX X
T =
7 = ot 0. (3.23)

Na literatura estd equacao é denominada conservagio de identidade da particula [36].

Desde modo, a densidade de Lagrangiana que deve ser considerada é

X
- g2
Ly=L3+ A3 (8x#u ) : (3.24)

As variagdes sdo feitas como antes, ou seja, sdo obtidas as equagdes (3.9) bem como

f %5}( V-gd*x = 0, (3.25a)
0Ly 4. _ 2.
fé/\s OA3-gd’x = 0 = (SxP’u =0. (3.25b)

No entanto, ao usar L4 nos sistemas (3.9) e (3.25), a alteracdo vem na equagao (3.9c), de

maneira que, em vez de (3.20) obtém-se

oxt oxt’
(c2+e+E) * p(c2+e+E) *
P P

Substituindo (3.26) em (3.21), obtém-se

1 ¢t p\72 9Ny A3 OX
goo— —owvaB) - |2 r P e
v 2°¢ { P (C +eer) ox"” JxP Ix®

-1 -1
42 Py . 9M9X 9 |1/, 4
o (c +e+p) A38xV8xaaxﬁ ) c +e+p

4 -1 -1
—C—(c2+e+g) Agw\z oX 9 (cz+€+%) }} (3.27)

5 % 9 9.8
A quadrivelocidade de rotagdo do fluido ndo é necessariamente nula, pois dependerd do

Uy = (3.26)

valor do quadrigradiente de X(x), ou seja, se este quadrigradiente for ou ndo igual a zero.

Desta forma, ambos movimentos rotacionais e irrotacionais estdo inclusos nos extremos do

20 produto entre um tensor simétrico e um antissimétrico ser nulo pode ser visto em [12,13].
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principio variacional.
Com excecdo da equacdo (3.26) todos os outros resultados obtidos para o movimento
do fluido continuam sendo os mesmos. Desta maneira, pode-se descrever todo movimento

isentropico do fluido através da Lagrangiana (3.24).

3.3 Movimentos Generalizados do Fluido

Como dito no inicio deste capitulo, um fluido ideal possui, em geral, dois graus de
liberdade termodindmicos, de modo que, para o caso estudado, foram escolhidas a densidade
de massa e entropia por unidade de massa, todas medidas no referencial de repouso do
fluido.

No movimento geral de um fluido ideal a entropia ndo permanece constante ao longo
do fluido, no entanto, ela é constante para uma dada particula fluida, isto significa que ndo hé
nenhuma troca de calor entre as diferentes partes do fluido. Esta condi¢do implica que s ndo
muda a medida que o elemento de volume avanga, resultando na equagdo do movimento
adiabatico (2.41)

R

JxH

Desta maneira, a Lagrangiana que deve ser considerada é

Ls=Ly+ Ay (%u*‘) : (3.28)

A Lagrangiana (3.28) juntamente com Lg fornecem a a¢do total para o modelo de fluido ideal

5y = f{iR_p[C2+€(p)]+)\1 (gHuPuV+c2)+

+A2V, (put) +)\3(§}i #) + M(%u#)}ﬁd‘lx. (3.29)
Assim, as equagdes de movimento sdo originadas dos sistemas (3.9), (3.25) e do adici-
onal
f 0Ls 5o zdix = 0, (3.30)
5£5 a1, oM V=gd'x = 0 = uﬂa% =0. (3.30b)

Como estdo sendo considerados os dois grau de liberdade termodinamicos, p e s, a
energia interna por unidade de massa serd uma funcdo da forma e(p, s). Com isso, a equacao
(3.14) é escrita

de\ r
45
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a derivada é feita a entropia por unidade de massa fixa. As equagdes (3.10), (3.11) e do tensor
momento-energia do fluido ideal, (3.17), permanecem inalteradas.

No entanto, ao utilizar L5 nos sistemas (3.9), (3.25) e (3.30), o quadrivetor u, toma a
forma

S ) SRR VR Y
(c2 fed E) oxH )Qxﬂ )8x“
P

Uy = (3.32)

p(c2+(—:+E p(02+e+E

p p
Este valor continua garantindo que a velocidade de rotagao do fluido ndo é necessariamente
nula.

A equagao de Euler e a forma estendida da conservacao de T}, permanecem inaltera-
das. Lembrando que a descri¢do do movimento geral do fluido é garantida por estas duas
equagdes e pelas equagdes de vinculo postas ao longo da construgao de (3.28).

Nos préximos capitulos serdo analisados modelos de campos escalares que, dadas as
circunstancias serdo apresentadas, estes modelos se comportam efetivamente como fluidos

ideais.



Capitulo 4

Modelo de Campo Escalar Canoénico

4.1 Correspondéncia entre os Modelos de Campo Escalar

Minimamente Acoplado e Fluido Ideal

Ha muitas décadas, modelos de campo escalar estdo presentes no estudo de gravi-
tagdo e cosmologia, de maneira a ter uma particular importancia no contexto de universo
inflacionario e modelos de quintesséncia (ver [5,42—44]). De modo geral, é reconhecido que
um campo escalar minimamente acoplado & gravitacdo pode ser representado como um
fluido ideal [28,29], no entanto, do ponto de vista conceitual um campo escalar e um fluido
ideal sdo sistemas fisicos muito diferentes. Como dito no inicio do capitulo 2 um fluido
pode ser tratado como meio continuo, porém, esta continuidade é perdida quando o fluido
é observado de maneira fundamental, ou seja, ao se considerar escalas cada vez menores
do fluido nota-se o aparecimento das particulas que o constituem. Entretanto, um campo
escalar é fundamentalmente continuo.

Desta maneira, a densidade de Lagrangiana que representa o modelo de campo escalar

minimamente acoplado a gravita¢do é dada por
L=Lc+Ly. (4.1)

O segundo termo desta equacao é a densidade de Lagrangeana do campo escalar ¢ usual
dada por

L= —%V“qbqub ~- V(). (4.2)

Este campo auto-interage através de um potencial V(¢) . A acdo deste sistema é

S = f (Lo + L) v=gd*x, (4.3)

23
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de modo que, pelo principio variacional, tem-se

0S

[oa vzt [o(Lo) vattes [ (Lo La)o(vag)dtx
o (4.4)

Das equagdes (3.5) e (3.6) esta variagdo toma a forma

0S f% (R;w - %gwR) 5gH \f—gd*x +

L
+ f 6(.&4,) \—gd*x - f T(Pgw \—gogH d*x
0. (4.5)

A dependéncia deste sistema é dada em fungdo das varidveis g"" e ¢, deste modo, a integral
com 6 (L(p) é

oL oL
f 5(Ly) v_gdx = f ﬁég’” V=g + f 6—¢j)6q5\/—_gd4x, (4.6)

sendo 06¢"¥ e 0@ arbitrarios, a equacédo (4.5) fornece o sistema
4 quag

_ oL ©) L7
Gyv =K -£<p8,uv - 28g}“’ KT‘u,v ’ ( . a)
oL
f ((qu) sp—gd'x = 0. (4.7b)
Verifica-se da equagdo (4.7a) que o tensor momento-energia do campo escalar, Tﬁ;), é
oL
@ _ ¢
Tuy = Loguw = 25q
1o, d 1oy
= [V V0 Vo) s 255 | -5V V0 - V(o)
1
= VupVid - ngquf)qub - Ve - (4.8)

A integral (4.7b) fornece a seguinte equagdo diferencial satisfeita por um campo escalar

usual
V“qub = V'(¢), (4.9)

sendo V’(¢) a derivada do potencial em relagdo ao campo escalar. Desta maneira, as equagdes
(4.7a) e (4.9) formam as equagdes de movimento deste sistema fisico.

Agora, para que o tensor Tif,) assuma a forma do tensor momento-energia do fluido
ideal (2.42) é necessdrio que V¥ ¢ seja um campo vetorial tipo tempo [21,28,29]. A componente

covariante da quadrivelocidade do fluido efetivo do campo escalar, em termos do gradiente
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de ¢, pode ser tomada da seguinte forma [21]

\%
uy = e (4.10)
V'OVl
assumindo que V'¢V, ¢ # 0. A normalizagdo da quadrivelocidade é
Vievve
utuy = oo 411
4= Vs iy

Como V¢ é tipo tempo entdo V¥pV,¢ < 0, que resultard

u — _ 2
uruy, =—c.

A densidade de energia e a pressdo relativas para um observador que se move junto

ao fluido sdo obtidas através das seguintes equagdes!

E=Ty 2 (4.12a)
e
1 v
p= gTwh* . (4.12b)
Para o caso do tensor T!(ﬂ)/), (4.12) toma a forma
1
@ = _EV“chacP + V(o) (4.13a)
e
1
P = =S VIVag - V(9) (4.13b)

Deste modo, a partir das equagdes (4.10) e (4.13), o tensor momento-energia do campo escalar
pode ser obtido do tensor Ty do fluido ideal, isto é,

et g v bt eV b Ve = TO
pg,U-V+(p+ ) C2 - [J(P V(P Zg/.lv (P p(P ngv—TyV- (414)

Esta ultima equagdo ndo mostra somente que um campo escalar minimamente acoplado
pode ser descrito por um modelo de fluido ideal, mas também que qualquer fluido ideal,
com equagdo barotrépica p = p(E), pode ser reproduzido por um campo escalar, de maneira
que este tenha um potencial adequado V(¢).

A afirmagdo do inicio deste capitulo na qual diz que um campo escalar nao é composto

!Estas equagdo sdo validas quando se relaciona um T}, qualquer com um tensor momento-energia do fluido
Ideal.
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fundamentalmente por particulas mostra que, de modo geral, ndo faz sentido falar de
conservacdo do numero de particulas para um fluido efetivo de ¢, ou seja, um campo
escalar ndo é dotado de uma equagao do tipo (2.44), que descreve a conservagio de massa?.
Neste sentindo, este fluido é dito do tipo irrotacional devido ndo haver uma conservacao
de identidade de particula (3.23), j4 que esta assegurava também a existéncia de fluxos
rotacionais no fluido. Além disso, a priori, nada se pode afirmar sobre a entropia do fluido
efetivo de ¢, no entanto, ao comparéa-lo a um fluido ideal isentrépico isto faz com que seja
natural associar ¢ com o [45].

As projegdes da conservagao do tensor Ty, de um fluido ideal também fornecem resul-
tados satisfatérios quando nelas sdo utilizadas as equagdes (4.10) e (4.13). A forma estendida
da conservagdo do tensor momento-energia (2.45) fornece a equagdo (4.9), enquanto que a
forma relativistica da equagdo de Euler gera a identidade obtida em espacos sem torcado, o
qual diz que o comutador de derivadas covariantes atuando em um escalar é igual a zero,
[V, Vilgp = 0.

A velocidade das perturbagdes em fluidos efetivos de campo escalar ndo podem, em
geral, ser obtidas pela equagédo (2.56), isto se deve ao fato de ndo ser possivel inverter as
fungdes® p = p(X,¢) e & = E(X,¢) a fim de fornecer a equagio barotrépica p = p(E).4
Entretanto, ao assumir ¢ e X como varidveis independentes pode-se definir vy.; como a

razdo das diferenciais totais dp e d& a o fixo, ou seja,

” 5 ( pde + p(j)d(i) )

vpert = Sde + 8¢d(l) (4.15)

d d
sendo px = % epy = % O caso isentrépico implica que d¢ = 0 equivale a do = 0 [45],

desta forma, (4.15) fica

Voot = czg—i : (4.16)
E importante deixar claro que d¢ = 0 nao significa dizer que o campo é constante, isto
resultaria que a teoria estudada seria bastante trivial, pois X = 0. Nestas consideragdes,
o valor d¢ = 0 expressa que as diferenciais totais dp e d& devem ser calculadas mantendo
o campo ¢ fixo (ele continua varidvel no espaco-tempo) enquanto permite que X varie de
forma arbitrdria. Nota-se que esta expressdo é vélida para qualquer fungdo V(¢). Para o
modelo de campo escalar canénico a velocidade de perturbagdes no fluido efetivo de ¢ é
Upert = C.
Além do ¢ usual, existem outros tipos de campo que, dependendo do regime que
estdo colocados, afetam a estabilidade do sistema. Estes campos sdo chamados de tdquions

e fantasmas. As caracteristicas usadas para definir estes campos sdo retiradas de [30] e de

Para o caso de um fluido ideal isentr6pico sdo possiveis obter estes valores (ver [45]) .

3Sendo X = —%V”qbvp@ o termo cinético do campo escalar [22]
“Uma vez que V(¢) = 0 ou V = cte pode-se obter p = p(E).
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suas respectivas referéncias. Desta forma, campos do tipo tdquions sdo obtidos quando a
energia potencial V(¢) é negativa. Estes tipos de campo possuem solugdes oscilatérias se
a velocidade das pertubagdes for maior que ¢, isto indica que este movimento é natural
para tdquions. Campos do tipo fantasma aparecem quando o sinal global da densidade
de Lagrangiana ¢é trocado (£, — —Ly), entretanto, seu potencial € definido positivo e este
campo possui solucdo do tipo oscilatéria. Se ndo houver nenhuma interagdo, esse campo
ndo fornecera nenhum tipo de comportamento exético, no entanto, ele tem a tendencia
de transmitir diferenca de energia positiva ao interagir com um campo usual. Existe um
outro tipo de campo chamado fantasma-taquionico. Eles também surgem quando o sinal
global da densidade de Lagrangiana é modificado, no entanto, possuem energia potencial
negativa. Eles ndo admitem equagdes de movimento oscilatérias e suas solugdes sio do tipo

exponenciais.

4.2 Representac¢des sobre a Dinamica de Fluido Nao Usual

Fluido

As equagdes de movimento da relatividade geral caracteristicas de um fluido ideal
que permeia o universo sdo dadas pela conservacdo do tensor momento-energia (2.43) e
pelas equagdes de Einstein (3.9a) [1-3]. Admitindo o universo homogéneo e isotrépico de
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker com curvatura nula e elemento de linha, em coorde-

nadas comoéveis, dado por
ds? = —df* + a*(t) (dx® + dy? + d2?) 4.17)

sendo a(t) o fator de escala do universo. As equagdes de movimento do sistema serdo

a 2
3&) = &, (4.18)
.. .2
LA (A - 2
2(1 (a) cKp, (4.19)

denominadas equagdes de Friedmann. Além disso, desta duas equagdes obtém-se

8+3ﬂ+w€8=0, (4.20)

sendo 4 o parametro de Hubble. Considera-se também a equagéo de estado de fluido
barotrépico (2.59). Combinando as duas equagdes de Friedmann tem-se

i _CKieyap) 421)
a 6 P '
A simples andlise do termo & + 3p implica se 0 universo estd ou ndo em expansao acelerada.

Entretanto, precisa-se verificar o comportamento entre a densidade de energia e o fator de



4. MobpeLo DE Campo EscaLar CANONICO 28

escalar.

De (4.20) obtém-se a solucdo para w constante
& oc g730+@) (4.22)

Com este resultado, observa-se que com w > —1, & e a(t) sdo inversamente proporcionais,
enquanto que, para w < —1, & e a(t) sdo diretamente proporcionais. A proporcado direta entre
o fator de escala e a densidade de energia pode indicar uma possivel singularidade futura.
Para verificar de que forma isto pode ocorrer é preciso escrever a densidade de energia em

fungdo do tempo e analisar seu comportamento. Assim, de (4.18) e (4.22) obtém-se
a(t) o t50 | (4.23)
assim, utilizando novamente (4.22) tem-se
o t?, (4.24)

Para o caso de fluido fantasma, que corresponde a w < —1 verifica-se que o fator de escalar
tende a infinito num tempo finito, ou seja, quando t vem de um tempo inicial —co e tende
a zero no futuro. Neste cendrio, a densidade de energia também aumenta, tendendo a um
valor infinito. Este tipo de comportamento é exatamente oposto ao do fluido usual (ndo
fantasma), pois neste caso a densidade de energia também tende a um valor infinito quando
t e a(t) vdo a zero. A singularidade apresentada pelo modelo que utiliza o fluido fantasma é
denominada Big Rip [17-19].

Campos

Para o caso de uma representa¢do em termos de campos, tem-se a seguinte densidade
de Lagrangiana

£=LG+£¢+£f,

sendo L, a densidade de Lagrangiana de campo escalar canonico e Ly a densidade de
Lagrangiana do campo fantasma,

Lf= %V“ ¢fVugs + V(oy) , (4.25)

de modo que, ¢ € o campo fantasma. Como definido anteriormente, a diferenca entre o

comportamento de um campo fantasma e de um campo considerado normal esta na troca do

sinal global de £, como pode ser visto nesta tltima equagéo, com potencial V(¢) positivo.
O tensor momento energia de campo fantasma é dado por

1
TLJ;) = =VupsVioys + Egyvvp(f)fqubf + Ve - (4.26)
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Novamente, admitindo o universo homogéneo e isotrépico de Friedman-Lemaitre-
Robertson-Walker com curvatura nula e elemento de linha, em coordenadas comoéveis, dado
por (4.17), a densidade de energia e a pressdo na representagdo de campos para o fluido
fantasma sao:

12

f

s = —53 V(oy), (4.27)
12
f

p(f) = —>3 + V(¢y) - (4.28)

Para o caso de um campo ordindrio o termo cinético é positivo, ao contrario do que se observa
aqui para o campo fantasma. Portanto, é o termo energia cinética negativo que difere os
campos fantasmas dos demais. Estas quantidades indicam que hé violagdo de condigdo de
energia nula (& +p > 0), pois

&0 +p) = ~¢2 <, (4.29)

uma vez que ¢y = ¢ f(t).5 Além disso, da equagdo de estado de fluido barotrépico (2.59),
verifica-se que o parametro de equacdo de estado nesse cendrio é

?;
~5a T V(ep)
0= ——— (4.30)
5%~ V(op)

Desta equacio observa-se que w < —1 quando ¢? < —2V(¢). A anélise do comportamento
de um campo fantasma depende do tipo de potencial escolhido para descrever esse campo
e da escala observada. A singularidade de Big Rip pode, talvez, ser contornado através de
uma escolha adequada do potencial usado na solugdo das equagdes de movimento.

O préximo capitulo mostrard outro modelo de campo escalar minimamente acoplado

que, da mesma forma que o modelo candnico, mimetiza um fluido ideal.

5Vilido também para o campo convencional.



Capitulo 5

Modelo de Campo Escalar tipo
K-esséncia

5.1 Correspondéncia entre Modelo de Campo Escalar tipo

K-esséncia e Fluido Ideal

Uma alternativa para explorar novas possibilidades de implementar uma evolugdo
inflaciondria do universo primitivo é adotar modelos que apresentam termos cinéticos nao-
candnicos na Lagrangiana campo escalar, denominados modelos de K-esséncia (ver [22,31-
33]). Aqui, o objetivo é procurar correspondéncias existentes entre este e 0o modelo de fluido
ideal, como feito no capitulo 4. De modo geral, a densidade de Lagrangiana que descreve o
modelo de K-esséncia depende tanto do termo cinético como do préprio campo ¢, de modo

que !

Lk = f(§,X) = V(9), G.1)

assumindo que f(¢, X) é uma fungdo bem comportada de duas varidveis, o campo ¢ e o
termo cinético X. O potencia V(¢) é definido da mesma forma do capitulo anterior. Desta
maneira, a acdo que descreve o acoplamento minimo entre o a gravitagdo e o campo ¢ tipo

K-esséncia é

S = f (Lc + Lx) V=gd*x . (5.2)

TAlém do modelo de K-esséncia, esta densidade de Lagrangiana também inclui como caso particular os
modelos de campo escalar candnico e Dirac-Born-Infeld [46-52].

30
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A variagdo desta a¢do resulta no seguinte sistema

L
Gw,=K(£ng/ agﬁ) = «TW, (5.3a)

f(éLK)éqb\/—dz;

notando que a dependéncia deste sistema fisico ¢ dada em funcdo das varidveis g" e ¢, de

0, (5.3b)

modo que, suas variagdes foram consideradas arbitrérias.

Da equacdo (5.3a) o tensor momento-energia sera

oL
(K) _ K
THV Lx g w 2 agf“’

[7630 = V)] 0 = 255 [ 716, %) - V(o)

_ 9f(@.X)
- 8gpv + f((i)/ X) Suv — V(@&w
(
-4 ¢ u(PVvqb (@, X) guv = V(P)guv - (5.4)
A integral (5.3b) fornece a seguinte equagdo diferencial satisfeita por um campo escalar
usual
HFO X\
( 0X Vﬁlﬁb) =V (ﬂb) ’ (5.5)

sendo V’(¢) a derivada do potencial em relagdo ao campo escalar. As equagdes (5.3a) e (5.5)
formam as equagdes de movimento deste sistema fisico.

A correspondéncia entre o modelo de K-esséncia e de fluido ideal é feita quando
Tgi) assume a forma do tensor momento-energia do fluido ideal. Para isto, considera-se
novamente que V¢ seja um campo vetorial tipo tempo. Desta forma, a quadrivelocidade
do fluido efetivo é dada por (4.10), com normalizagao utu, = —c?. A densidade de energia e
a pressdo sdo obtidas aplicando Tgf,) nas equagdes (4.12a) e (4.12b), assim

&K — af ((P_ — f(, X) + V() (5.6)

P& = f(, X) - V() . (5.7)

Estas quantidade possibilitam expressar T:f,) como um tensor momento-energia do fluido

ideal
#”v _9f (Qb

p8&u + (p +E) y(PVqu f(p, X) guv — V()8 = Tﬁ)}) . (5.8)
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Substituindo (5.6) e (5.7) na forma estendida da conservacao de T, do fluido ideal resulta
na equagdo diferencial (5.5), enquanto que a forma relativistica da equacdo de Euler fornece
novamente a identidade [V, V,]¢ = 0.

Como no capitulo 4, equagdes que descrevem a conservagao do ntimero de particulas
e de massa ndo podem ser determinadas, devido a densidade do ntimero de particulas n ndo
poder ser genericamente determinada. O mesmo se equivale a densidade de entropia 0. Ao
restringir este caso a isentropia estes valores sdo bem determinados (ver [45]).

Do capitulo anterior sabe-se que, num caso geral e a menos que o potencial seja
constante ou nulo, a velocidade propagacado de perturbacdes no fluido efetivo é obtida pela
equacao (4.15). Para o regime isentrépico a equagdo (4.16) é valida, de maneira que, para
uma fungdo f(¢, X), tem-se

» fx

2 _
Upert = € Fot 2Xfax (5.9)

5.2 Caso Particular f(¢, X) = aX"

Nota-se que até o presente momento todas as equagdes foram obtidas em termos de
um f(¢, X) arbitrario, no entanto, precisa-se dar uma forma para esta fun¢do com objetivo de

analisar caracteristicas relevantes do modelo. Assim, considera-se o seguinte caso particular

F6,%) = a(-5V°6Va0) = ax, (5.10)

sendo a = +1 e n um ntmero real diferente de zero. Essa forma para f(¢, X) foi também
estudada em [53,54]. Desta maneira, dado (5.10) o tensor momento-energia TLI? e a equagao

diferencial de ¢, tornam-se

T4 an X" V,0V,0 + aX g — V(O)guw (5.11)
anV (X" 1V ,0) V'(¢) . (5.12)

A densidade de energia e a pressao do fluido efetivo ficam

EO = a@n-1X"+V(9), (5.13)
pR = aX"-V(9). (5.14)
O caso isentrépico fornece, a partir de (5.9), a seguinte expressdo para velocidade de pertur-
bacao?
1
Vot = € T (5.15)

ZEsta expressdo também é obtida quando se utiliza (2.56) no caso de campo escalar livre.
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Percebe-se que velocidades permitidas encontram-se na regido de n > 1, pois o denominador
em (5.15) deve ser positivo. Porém, o valor n > 1 garante que a velocidade de propagacao
seja menor de a velocidade da luz c. A velocidade vy, diverge para n = % e assume valor
imagindrio em n < %

Como exemplo, considera-se o espago-tempo cosmolégico dado por (4.17). Para este

modelo, as equagdes de Friedmann e a equagdo diferencial para ¢ tém a forma

3H? = k&N, (5.16)
—2H-3H> = Ap®, (5.17)
(]52 (n-1)
nee[(2n - 1) + 3HQ| ( ) = —AV'(¢), (5.18)

sendo H = . A densidade de energia e a pressdo sdo escritas na forma

2
[a(Zn -1 (jz) + V()

[ (;ﬁ) qb)l (5.20)

Para que sinal do termo cinético da equagdo que expressa a densidade de energia ndo seja

&K

(5.19)

(K)

p

negativo admite-se que para n > %, a=1,0u,nocasoden < %, a = -1, descartando o valor
den=1.

Estudos sobre a ocorréncia de instabilidade neste modelo ficam dificeis de serem
estudadas quando se mantém o potencial arbitrario. Como exemplo, considera-se V(¢) = 0
Nesta condicao, verifica-se que a densidade de energia e a pressdo fornecem uma equagao
de estado do tipo barotrépica p = wE. A relagdo entre o parametro de equagao de estado e n

é dada por

_ 1
T n-1°

(5.21)

A principio, a regido de n < % é descartada pois fornece velocidades imagindrias para
Upert. Entretanto, da equagdo de onda, verifica-se que estas quantidades de n voltam a ser
consideradas, devido esta equacao levar em conta o quadrado de vpers.

Ainda neste exemplo, nota-se violagdo de causalidade por andlise de condigdo de
energia dominante. Desta condi¢do sabe-se que & > |p|, assim, de (5.19) e (5.20), obtém-se

ai2n—1) (2%) > la (%)

verifica-se que para @ = 1 e 1 < n < 1 hd violagdo da condigdo de energia dominante, o

) (5.22)

mesmo ocorre paraa = —le0 <n < % O intervalo % < n < 1corresponde a w > 1, enquanto
que, aregido 0 < n < 1 corresponde a w < —1. Agora, da condigdo de energianula, +p > 0,
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ou, para este caso

a(Zn—l)( qb) +a(£) >0, (5.23)

2c2

por andlise direta, nota-se que esta condigdes somente é violada quandoa = -1e0<n < 3,
equivalente a w < —1 (assinatura de um campo escalar ndo usual).

O préximo capitulo dedica-se analisar qualitativamente, através do método de sistemas
dinamicos, as solugdes de trés modelos cosmolégicos, de fluido usual, de campo escalar

candnico e de campo escalar tipo K-esséncia.



Capitulo 6

Analise Qualitativa de Modelos

Cosmolagicos

Agora, serd utilizado o método de sistemas dindmicos como forma de obter qualitati-
vamente informagdes sobre a evolugdo de trés tipos de modelos cosmoldgicos, o modelo de
fluido, campo escalar candnico e campo tipo K-esséncia, verificando suposi¢oes idealizadas
sobre 0s processos fisicos sobre cada sistema. Este método pode ser visto de forma detalhada
em [24-26]. Por simplicidade, a constru¢do dos diagramas de espaco de fase serdo obtidos

comxk=c=1.

6.1 Modelo Cosmoldgico com Matéria, Radiacao e Constante

Cosmoldgica

Acdo e Equacdes de Movimento

O primeiro caso analisado é de um modelo que represente a evolugdo do universo
depois de um regime de inflagdo (ver [26]). A a¢do que representa o acoplamento entre a

gravitagdo, constante cosmolégica e contetido material é dada por

S= f [%(R —2A)+ LM] V=gd*x, (6.1)

a diferenca deste modelo e do capitulo (3) fica no acréscimo do termo de constante cosmo-
légica A. A densidade de Lagrangeana Ly é representada por (3.28). Desta maneira, as
equagdes de movimento resultantes deste modelo serdo

1
Ry — ngR +Aguw =Ty . (6.2)
Uma vez que T, é o tensor momento-energia do fluido ideal. Utilizando o espago-tempo

cosmoldgico caracterizado por (4.17), estas equacdes de movimento tornam-se as equagdes

35
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de Friedmann

3H2-A = &, (6.3)
2H-3H >+ A = (6-4)

Estas equagdes fornecem
E+3H(p+E&)=0. (6.5)

O conjunto de equagdes (6.3), (6.4) e (6.5), descrevem a dindmica deste modelo.

Solucdes das Equacdes de Movimento

Dada equagao de estado (2.59), as equagdes de Friedmann (6.3) e (6.4), e a equagao
(6.5), pode-se obter duas possiveis solugdes para o fator de escala do universo, a(t). Para
w#1leA =0, obtém-se

a(t) oC tS(lim) .

Para w = -1, que corresponde ao caso com constante cosmolégica, ou seja, A # 0,
tem-se
A A
a(t) oc e V3l

Solugdes particulares que caracterizam expansdo de um universo desacelerado ou acelerado
sdo representados, respectivamente, por w > —% ew< —%. Nocasodea =-1,a solugdo é do
tipo estaciondria pois a o t, resultando em 4 > 0 e i = 0. Agora, de (6.5) tem-se uma relagao

entre a densidade de energia e o fator de escala
E o a—3(1+w) ]

Deste modo, verifica-se que o contetido de radiacdo, w = % e & o a~*, decai mais rapidamente

do que a matéria, w =0e & a3

, uma vez que se considera a expansdo do universo.

Em um universo realista, o comportamento do fator de escala deverd sempre mudar
com o tempo. Assim, atribuindo o paradigma inflaciondrio e levando em conta resultados
do pardmetro de desaceleragdo, g = —f;'—g,l o modelo mais realista atribuido ao universo terad
um comportamento inflaciondrio inicial e final, de maneira ha existir um comportamento

ndo-inflaciondrio entre estes dois estdgios (ver [1-3]).

Diagrama do Espaco de Fase

Caracterizando o contetido material deste modelo por radiagdo e matéria (tipo poeira),

ou seja, @ = % e w = 0, respectivamente, e considerando as densidades de energia destas

! Estes resultados sdo obtidos através de medigdes de supernovas tipo Ia.
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quantidades representadas por &, (matéria) e &, (radiagdo), as equagdes de movimento (6.3),
(6.4) e (6.5) ficam

3H2-A = &,+6&,, (6.6a)
—2H-3H>+ A = % , (6.6b)
&E +3HE, = 0, (6.6¢)
En+4HE, = 0. (6.6d)

Da equagdo (6.6a) obtém-se a equagdo de vinculo
1=0Q,+Q,+Q,, 6.7)

_ & _ & _ _A
sendon—#,Qr—gﬁeQA—@

(6.7) observa-se que existem duas quantidades independentes, isto permite escolher dois

, 0s parametros adimensionais de densidade. De

parametros para construgdo do diagrama de fase. Escolhendo €, e €3, como tais parametros,
as solugdes do sistema (6.6), em qualquer instante ¢, corresponderdo ao plano (€2, ;).

Sabendo que as densidade de energia sdo positivas definidas, os parametros de matéria
e radiagdo admitem as condigdes 0 < 0, <1e 0 < Q, < 1. Para que a equagido de vinculo
(6.7) seja satisfeita o parametro adimensional de densidade para A deve assumir o valor
Qp < 1. Assim, a equagdo de vinculo juntamente com as desigualdades mencionadas
reduzem o plano (Q,,, () ao tridngulo

A={Qum QN0 +Q,<1N0<Q,<1N0<Q, <1}, (6.8)

de modo que, cada solugdo do sistema (6.6) corresponderdo as trajetérias contidas neste
triangulo.

O sistema dindmico é formado pelas equagdes que fornecem a evolugdo temporal de
Qy, e Q,. Desta maneira, a derivada no tempo do parametro da matéria serd

dQ, _ 1 (8m ~ 2H8m) 69)

it 3H\H ~H2

O objetivo é obter equagdes em termos somente das grandezas adimensionais, logo, utili-
zando as equagdes (6.6b), (6.6d) e (6.7), assim como as quantidades atribuidas aos parametros
adimensionais, a (6.9) torna-se

1dQ
Ed—t’” = 0Q,(3Q,, +4Q, - 3). (6.10)

Notando que

dlna = gdt — Hdt, 6.11)
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. . . dQd,, .
introduz-se uma nova varidvel temporal N = Ina, de maneira que N = (). Assim, a

equagao (6.10) fica

Q) = Qu(3Q +4Q, - 3) . (6.12)

z

A relacdo para de Q)] é obtida da mesma forma feita para encontrar 2;,. Entdo
Q; = Q,(3Q, +4Q, - 4), (6.13)

desta maneira, as equagdes (6.12) e (6.13) formam o sistema dindmico do modelo. As traje-
térias que representardo as solugdes deste sistema estardo contidas no interior do tridangulo
(6.8).

Os pontos criticos sdo obtidos fazendo €;, = 0 e Q) = 0, no par (Q,, €,), que
resultard em O = (0, 0), R = (0, 1) e M = (1, 0). Destes pontos percebe-se que em R a
radiacdo predomina e hd auséncia de matéria, enquanto que em M héd predominantemente
matéria. A partir da equagdo (6.7), verifica-se que as constante cosmoldgica é predominante
em O. A natureza de cada ponto é fornecida a partir dos autovalores obtidos da matriz
jacobiana do sistema dindmico, avaliada em cada ponto. Desta maneira, verifica-se que
existem dois autovalores negativos para O, isto significa dizer que ele é do tipo estavel,
portanto, todas as trajetdrias serdo atraidas para este ponto critico. O ponto M possui
um autovalor negativo e outro positivo, assim, ele é do tipo ponto de sela. Algumas
trajetérias sdo atraidas por M mas logo sdo repelidas, movendo-se a O. Por fim, R possui
dois autovalores positivos, caracterizando-o como um ponto instdvel, portanto, todas as
trajetérias sdo repelidas dele. A figura (6.1) fornece o diagrama do espago de fase deste
modelo. Nele podera ser visto com clareza as caracteristicas mencionas acima. No contexto
cosmoloégico este diagrama fornece algumas interpretagdes importantes. Considera-se um
universo espacialmente plano preenchido por matéria e radiagdo, e por uma constante
cosmolégica A. Em tempos primordiais, este universo é dominado por radiagdo, em seguida
ele passa por um periodo onde a matéria (tipo poeira) é dominante. Eventualmente ele
evoluird para um estado onde A domina. Este resultado estd de acordo com a expectativa
de um bom modelo cosmoldgico [1-3]. No caso de A assumir um valor consideravelmente
grande a matéria nunca predominar4, isto leva a uma transigao direta entre a era da radiagao

para a da constante cosmoldgica.



6. ANALISE QUALITATIVA DE MODELOS COSMOLOGICOS 39

6.2

1.0 Rl

0.6

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.1. Diagrama do Espaco de Fase do modelo cosmolégico com matéria tipo
poeira, radiagdo e constante cosmoldgica.

Modelo Cosmolégico com Campo Escalar Candnico mais

Potencial

Acdo e Equacdes de Movimento

O préximo caso a ser analisado é do acoplamento minimo entre a gravitagdo e um

campo escalar candnico auto-interagente (ver [55]), mencionada no capitulo 4 e tem a forma

5= f (%R - %V“qbqub - V(qb)) Vozd'x,

esta agdo fornece as equagdes de movimento (4.7a) e (4.9),

1 ()
Ry = 5Rgw = Ty,

ViV, = V(9).

Sendo T‘(f,) o tensor momento energia do campo escalar candnico dado por (4.8),

¢) 1
Tﬁ = VupVip — Eguvv%vp(? -V -

Dada métrica (4.17) obtém-se as seguintes equag¢des de Friedmann

3H? = &9, (6.14)
—-2H - 3H? p@ (6.15)
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A densidade de energia & e a pressao p'*) sio dadas por
gD = %‘PZ +V(9), (6.16)
@ = %qu “V(¢). (6.17)
A equagdo diferencia de ¢, (4.9), assume a forma
¢ +3Hp=-V". (6.18)

Solucdes das Equagdes de Movimento

Assumindo a equacdo de estado de fluido barotrépico p = p(E), em particular (2.59),
da forma

P9 = wE® |

com w = constante, e considerando a solugdo (6.6) para o fator de escala a(t), obtém-se os
seguintes resultados para ¢(t) e V(¢)

2

N S 6.19

¢(t) T nt (6.19)
2(1 - w) _

V() = ﬁ exp {F\B(1 + w)p). (6.20)

Estas solugdes descrevem um universo sempre inflaciondrio, @ < —3%, ou sempre
nao-inflaciondrio, w > —%. O diagrama do espago de fase atribuido pelas equagdes de
movimento tem por objetivo explorar todas as riquezas deste sistema, verificando se sdo
possiveis modelos realistas, como descritos anteriormente. Este diagrama serd construido
dentro da esfera de Poincaré, uma vez que, sdo especificadas as regides de positividade do

potencial e de regimes inflaciondrios.

O Diagrama do Espaco de Fase

Primeiramente, precisa-se definir novas varidveis

X = (p , (6.21a)
y=H. (6.21b)

Considera-se também que V(¢) = Vpef?, sendo g = F+/3(1 + w). Manipulando algebrica-
mente as equagdes de Friedmann, (6.14) e (6.15), e (6.18), tem-se
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X o= §x2—3xy—3ﬁy2, (6.22)
vy o= —%xz. (6.23)

O potencial V(¢) esta sujeito a seguinte condi¢do de positividade
21,
V(¢p) =3y~ - x> 0. (6.24)

A andlise de pontos criticos é realizada a partir de x = 0 e 7 = 0. O tinico ponto critico obtido
no plano xy é (x, y) = (0,0). A jacobiana deste ponto é dada por

J(0,0) = [O 0) , (6.25)
00

que, a partir da equagdo de autovalor, verifica-se que ela fornece autovalores nulos. Isto sig-

nifica que este ponto critico é do tipo degenerado e corresponderd ao espago de Minkowski.

O préximo passo é obter os raios invariantes deste sistema, que dividirdo as regides

de regime inflaciondrio. Estes raios sdo caracterizados pela equacdo x = Ay. Substituindo-a

em (6.22) e (6.23), em seguida subtrair estes resultados, obtém-se a relagdo
(A2-6)A+p) =0, (6.26)
esta equagdo possui as seguintes raizes

M o= £V6, (6.27a)
A = -B. (6.27b)

As equagdes (6.27a) e (6.27b) indicando que existe trés raios invariantes para g # + V6. Dois
destes raios invariantes sdo independentes do valor de 8, enquanto que o terceiro depende
deste valor e, consequentemente, de w. Este terceiro raio invariante corresponde a primeira
equacgao de Friedmann (6.14).

Identificando os raios x = -y, x = V6y e x = — 6y, respectivamente como [XY],
[AA’] e [CC], e inserindo estes valores em (6.23), as equagdes que descrevem a evolugdo do
sistema ao longo de cada raio poderao ser determinadas. Assim,

2
= —73/2 , (6.28a)

v o= -3y (6.28b)
A solugdo referente a (6.28b) serd do tipo a « 3, que remete a um regime de campo escalar

livre. Neste caso, o pardmetro de equacao de estado é dado por w = 1 (matéria rigida).
Nota-se que, dependendo do valor de 8, [XY] corresponderd aos raios [AA’] e [CC’]. Ja
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(6.28a) possui solugdo da forma a o tﬁ, com w < —3% para um regime inflaciondrio, e
w < —% para um regime nao inflaciondrio.

O regime de inflagdo pode ser identificado fazendo i > 0, ou seja, H + H? > 0. Assim,
7+ y? > 0. Devido a (6.23), isto implica que a regido de inflagdo ¢ descrita por y? — $x2 > 0.
Esta regido contem o eixo y.

A andlise completa estd sujeita a determinar os pontos criticos no infinito. Para isso,
o plano (x,y) é projetado na esfera de Poincaré (ver apéndice A), uma vez que, deve-se
introduzir novas varidveis, z, u e v, de modo que x = f ey = ZZ—’ Estas variaveis estao sujeitas

a seguinte condicdo
W+t +22=1. (6.29)
Da derivada de (6.29)

5o MU ) (6.30)

e das equagdes (6.22) e (6.23), tem-se

2
| [(‘%uz —3uv — 3502) z] z- (3ﬁv3 + 3uv? — '[? - u;) v
u = , (6.31)

T T 2
(3503 + 3uv? — ﬁT - u—)u - (u Z)z

2 2
o = - . (6.32)

A equacdo para z é obtida substituindo (6.31) e (6.32) em (6.30)

2
(%ZZ)U - ('8% —3uv — 3[30) u
z= . . (6.33)

Chamando a = (%), b=z (ﬁ%z = 3uv — 3502) ec= (3[303 + 3uv? — ﬁ”;v - ”73), e definindo um

novo parametro temporal 7 a partir de (6.33), o sistema resultante é dado por?

u = bz-co, (6.34a)
v = cu-—az, (6.34b)
Z = av-bu. (6.34¢)

Os pontos criticos sdo obtidos no planoz = 0e com u” = 0, " = 0 e z’ = 0. Para que estas

20 método da esfera de Poincaré sempre admite este sistema nesta forma [56].
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igualdades sejam satisfeitas tem-se a = b = ¢ = 0, resultando

_”? +32 = 0, (6.35a)
u+pv = 0. (6.35b)

A equagdo de vinculo (6.29) fica
w+o? = 1. (6.36)

Relacionando (6.35a) e (6.35b) com (6.36), 0s pontos criticos no infinito sdo

A(u,v,z) = ( ;, g,o , A(u,v,2) = (— \/g,—g,O) , (6.37a)

C(u,v,z) = (\/g, —g,o , C'(u,v,2) = ( - \/g, g,O) , (6.37b)

X(u,v,z) = (— , ! ,01 , Y(u,v,z2) = ( P ,— ! ,0) . (6.37¢)
V1+p2 (1+p2 VI+p2 \1+p2

A natureza de cada ponto é fornecida através da aplicagdo das respectivas matrizes jacobianas
naequacao de autovalor. Os pontos A(u, v, z) e A’(u, v, z) possuem, respectivamente, natureza
repulsora e atratora. O ponto C(u,v,z) é do tipo atrator, enquanto que o ponto C'(u,v,z)
possui natureza repulsora. A natureza dos pontos X(u,v,z) e Y(u,v,z) dependera do valor
dadoa 3, ou seja, ao valor atribuido a w. Estas caracteristicas podem ser vistas nos diagramas
6.3, 6.2 e 6.4. Os diagramas de fase contém seis regides separadas por trés raios invariantes,
trés delas sao obtidas inversdo temporal, t — —t. A regido que viola a positividade do
potencial encontra-se no interior da regido dos raios com A = + V6 ([AA'] e [CC’]). Nesta
regido a varidvel x nunca poderd ser nula, uma vez que, neste caso, a varidvel y torna-se
imagindria. Cada diagrama é apresentado para determinado valor atribuido ao parametro de
equagao de estado. Vale mencionar que com mudancas de §, — V6 para V6, o raio invariante
[XY] move-se a partir de [CC’] para [AA’]. Quando w = 1, [XY] coincide com um dos outros
dois. Quando w = -1, [XY] coincide com o eixo y. As regides de regime inflaciondrio sdo
identificadas no diagrama por uma regido em azul. Os raios|[AA’ e [CC’], que representam
as solugdes de campo escalar livre, estdo localizados na regido nado inflacionéria.

A figura 6.2 representa o diagrama de fase para o caso de -1 < @ < 1. Nota-se que
o raio invariante [XY] encontra-se no regime nao inflaciondrio. Ha dois tipos de trajetérias
fisicamente interessantes para este caso. As que ligam o ponto critico A(u,v,z) a origem,
aproximando-se assintoticamente ao raio [XY], comecam com um comportamento de campo
escalar livre e depois coincidem com as correspondentes solugdes de fluido ideal, na regido
nao inflaciondria. Existem também curvas que ligam o ponto C’(u, v, z) a origem, comegando
com um comportamento de campo escalar livre, evoluem para um regime inflacionério e

depois coincidem assintoticamente a solugdes de fluido ideal ndo inflaciondrio.
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Figura 6.2. Diagrama de espago de fase para o caso —3 < w < 1. Nesta regido as solucoes

do tipo fluido ideal sdo nédo inflaciondrias.

Em 6.3 verifica-se o diagrama de fase para o caso de -1 < w < —%. Neste diagrama o
raio invariante [XY] encontra-se na regido inflaciondrio. Existem curvas que ligam o ponto
A(u,v,z) a origem que permanecem sempre no regime ndo inflaciondrio, ha outras que
comec¢am com um comportamento de campo escalar livre e depois tendem assintoticamente
a solugdes de fluido ideal na regido inflaciondria. Percebe-se que todas as trajetérias que
ligam o ponto C’(u, v, z) a origem possuem um comportamento inicial de campo escalar livre

e depois tendem a solugdes de fluido ideal no regime inflacionario.
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Figura 6.3. Diagrama de espaco de fase para o caso —1 < @ < —3. Nesta regido as

solugdes do tipo fluido ideal sdo inflaciondrias.

A figura 6.4 apresenta trajetorias referentes a w = —1. Verifica-se que todo eixo u = 0
torna-se singular e corresponde a solugado particular de Sitter com diferentes valores para o
parametro de Hubble, H = 2. Todas as solugdes fisicas aceitdveis vdo ou vem de um ponto

deste eixo singular.

Figura 6.4. Diagrama para w = —1. O eixo de u = 0 torna-se singular e as solugdes
correspondentes sdo do tipo de Sitter com diferentes valores do fator de Hubble.



6. ANALISE QUALITATIVA DE MODELOS COSMOLOGICOS 46

De acordo com cada diagrama de fase nota-se que para qualquer valor fornecido
ao parametro de equacdo de estado, w, o raio invariante [XY], correspondente a primeira

equagdo de Friedmann, é atrator de solugdes para H positivo e repulsor para H negativo.

6.3 Modelo Cosmolégico com Campo Escalar tipo K-esséncia

Acdo e Equacdes de Movimento

Agora, analisa-se o caso de acoplamento minimo entre a gravitagdo e o campo escalar

tipo K-esséncia, com f(¢, X) = aX" e potencial nulo. A densidade de Lagrangiana é
1
.£ = ER +aX".

A equagdes de movimento resultantes sdo

1
Ruw = SR8y an X" VoV, +aX'gu

Ve (Xn—l Va(P)

0.

Considerando o espacgo-tempo cosmolégico dado por (4.17), estas equagdes de tornam-se

o
3H? = a(2n—1)(7) , (6.38)

o
—2H -3H?> = a(%) , (6.39)
@2n-1)¢p+3H) = 0. (6.40)

com densidade de energia e pressdo dadas por

o1
R = a(Zn—l)(%) ,

P(K) = a(%)n.

Soluc¢oes das Equac¢des de Movimento

Como comentado anteriormente, as equagdes de ER e p(K) mostram que este modelo
possui equacao de estado de fluido barotrépico

P = g |

A relagdo entre o parametro de equagdo de estado e n é dada por (5.21)

o= 1
T oan-1
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A menos que n # 1, as solugdes obtidas para estas equagdes sdo

2n—1

2n—1 cn—1
1\ 6 [ Ban?2 \ o wa
a(t) = (5) (Zn—l) T (6.41)
1
V2n [ 3an? \¥'
o(t) n—1(2n—1) t (6.42)

O Diagrama do Espaco de Fase

A andlise no espago de fase é feita usando n = 2, que correspondea w = % Para demais
valores de 7, a andlise ndo é apresentada explicitamente, mas segue de forma anédloga. As
coordenadas do espago de fase adotadas sdo

x = ¢?, (6.43a)
y = H (6.43b)
O sistema dinamico é encontrado a partir das equagdes (6.39) e (6.40), resultando
x = -2xy, (6.44)
X2 3y?
) = ——= == 4
o= - (6.45)
sujeitas a equagdo de vinculo
X
=+ 6.46
y=2+3 (6.46)

Esta é a primeira equagdo de Friedmann (6.38). O tnico ponto critico no plano xy é (x, y) =
(0,0). Sua jacobiana possui termos nulos. Ao aplica-la na equacao de autovalor verifica-se
que este ponto é degenerado e corresponde ao espaco de Minkowski.

Os raios invariantes sdo obtidos ao substituir x = Ay em (6.44) e (6.45). Subtraindo
os resultados fornecerd A = +2, isto correspondera a primeira equagdo de Friedmann (6.46).
Este vinculo representa os tinicos raios invariantes do diagrama.

J4 se sabe que o regime de inflagdo é determinado pela inequacdo y + y*> > 0. Desta
maneira, da equagio (6.45) tem-se que 4y* + x?> < 0. No entanto, diagrama de fase para o
caso de w = 1 ndo fornecerd uma regido de regime inflaciondrio.

Novamente, utiliza-se o0 método da esfera de Poincaré para obter os pontos criticos
no infinito. Admite-se a transformacdo x = % e y = 2. As varidveis da esfera estdo sujeitas
a equagio de vinculo u? + v? + z> = 1. Da derivada desta equacio de vinculo e de (6.44) e
(6.45), encontra-se

u' = bz-co, (6.47a)
v = cu-—az, (6.47b)
Z = av-bu. (6.47¢)
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3 2 . , ~ N
Sendoa = §u2 + %zvz, b= -2uvzec= -’ + . A derivada é dada em relacdo ao parametro

temporal 7. A equagdo de vinculo (6.46) fica

V= o, (6.48)

N =

Os pontos no infinto sdo obtidos no planoz = 0ecomu’ = 0,v" = 0 ez’ = 0. Estas igualdades
sdo satisfeitas quandoa = b = ¢ = 0, assim

u==+20v. (6.49)

De (6.49) juntamente com u? + v = 1, obtém-se os seguintes pontos criticos

B(u,v,z) = (2?, ?,0) , B'(u,v,z)= (—2?, —?,0) , (6.50a)
D(u,v,z) = (2?,—?,0) , D'(u,v,z) = (—2?, g,O) . (6.50b)

A natureza de cada ponto é fornecida através da aplicagdo das respectivas matrizes jacobianas
na equagao de autovalor. Os pontos B e B’ possuem, respectivamente, natureza repulsora e
atratora. O ponto D é do tipo atrator, enquanto que o ponto D’ possui natureza repulsora.

Estas caracteristicas sdo verificadas no diagrama 6.5.

1.0~

-0.5-

Figura 6.5. Diagrama de fase paran = 2 (0 = 1). As fun¢des em laranja e vermelho
representam equacado de vinculo (6.46).

A figura 6.6 mostra o diagrama de fase do modelo de fluido ideal para o caso de
w = %.3 Nota-se que as trajetérias do diagrama de fase do modelo de K-esséncia proposto

SDiferente do caso estudado anteriormente (radiacdo, matéria e constante cosmoldgica) este diagrama é
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assemelham-se aos de fluido ideal. Nos dois graficos existem curvas que satisfazem a
equagdo de vinculo (primeira equacdo de Friedmann) durante todo o tempo. No diagrama
de K-esséncia ha pontos criticos pertencentes a equacdo de vinculo que atraem e originam
solucdes em u negativo, diferente do diagrama de fluido que possui suas fun¢des somente
em u positivo. No entanto, pode-se contornar esta situagéo por simples troca de coordenadas
do espago de fase do modelo, isto é, trocar u o ¢? por u o ¢*. Desta maneira, utiliza-se como
coordenada do diagrama a densidade de energia de K-esséncia, ou seja, 0 mesmo tipo de

coordenada utilizada no diagrama de fluido.

Figura 6.6. Diagrama de um fluido ideal com w = % As fungdes em vermelho e laranja
representam a equagdo de vinculo do sistema, primeira equagdo de Friedmann.

obtido somente para o caso de radiacdo, além disso, sua projecéo é feita na esfera de Poincaré. O procedimento
para obter esta esfera é semelhante ao usado nos outros modelos. Neste caso, as varidveis admitidas sdox = Ee
y=H.



Capitulo 7

Conclusao

Modelos de fluidos ideais sdo comumente utilizados para descrever o contetido mate-
rial do universo. Neste sentido, é importante compreender a dindmica que rege este fluido.
Neste trabalho foi feita uma revisdo sobre a hidrodinamica de fluidos, especificamente, flui-
dos ideias. Foram obtidas as equagdo que fornecem o estado de movimento do fluido, no
regime de baixas e altas velocidades, sem e com interagdo gravitacional. Verificou-se que,
com condigdes necessarias, os modelos de campos escalar candnico e de K-esséncia, mini-
mamente acoplado, mimetizam o fluido ideal. Utilizou-se técnicas de sistemas dinamicos
para analisar qualitativamente estes comportamentos de campo escalar como fluido ideal.

No segundo capitulo mostrou-se os aspectos gerais do movimento do fluido. Foi
obtido, em regime ndo relativistico, a equacdo que determina a conservacdo de massa no
interior do volume do sistema, assim como a equagdo que mostra o comportamento dindmico
neste volume, equacdo de Euler. Verificou-se que a forma mais simples de descrever o
movimento adiabético do fluido ideal é através do movimento isentrépico (a entropia é
constante em todo o volume do fluido). Analisou-se também a condi¢do de equilibrio
gravitacional que o fluido se encontra. Estas equac¢des do estado de movimento do fluido
foram obtidas no regime relativistico, com e sem interagao gravitacional. Ainda, foi obtida a
expressdo referente a velocidade de propagacdo da onda no fluido. Por fim, determinou-se
a equagdo de estado correspondem ao fluido do tipo barotrépico.

No capitulo 3 mostrou-se que o principio variacional referente ao modelo de fluido
ideal pode ser generalizado de forma a incluir as equa¢des de movimento referente a este
fluido. A densidade de Lagrangiana geral foi obtida introduzindo duas novas equagdes
de vinculo, satisfeitas pelas do fluido. Essas equagdes sdo a conservacdo da identidade de
particula e a conservagdo de entropia por unidade de particula. A introdugdo da primeira
equacao faz com que o modelo descreva movimento irrotacional como rotacional. A segunda
equacdo elimina a exigéncia de movimentos isentrépicas. Verificou-se que sdo obtidas as
mesmas equagdes de movimento do fluido para o caso de uma agdo generalizada.

A correspondéncia entre um campo escalar candnico minimamente acoplado, mais

potencial, e um fluido ideal foi obtida no quarto capitulo. Verificou-se que a densidade de
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Lagrangiana de um fluido eficaz de campo escalar candnico mimetiza, através de determi-
nadas condic¢oes, um fluido ideal. Mostrou-se que ao admitir o caso de isentropia ao modelo
de campo escalar candnico é possivel obter a velocidade de perturbacdo no fluido eficaz,
que assume valor igual a velocidade da luz. Ao final, definiu-se outros tipos de campos que
possuem natureza diferente do campo usual, além de ter sido feita uma analise da dinamica
de campo fantasma num espago-tempo cosmoldgico, mostrando que este campo viola a
condigdo de positividade de densidade de energia do modelo, admitindo também que o
pardmetro da equacado de estado assuma valor de w < —1.

No capitulo 5 foi feita a correspondéncia entre um campo escalar tipo K-esséncia mini-
mamente acoplado e um fluido ideal. Neste caso, verificou-se também que a densidade de
Lagrangiana, inicialmente com f(¢, X) arbitraria, de um fluido eficaz deste modelo de campo
mimetiza, através de determinadas condi¢des, um fluido ideal. Novamente, admitindo o
caso de isentropia € possivel obter uma equagdo que descreve a velocidade de perturbagao
no fluido eficaz de K-esséncia. Em seguida, considerou-se um caso particular para fungao
f(¢, X), representado pelo mondmio X". Admitindo isentropia, a velocidade de perturbacao
obtida é dada por vy < c (regido de n > 1), este resultado difere do resultado corres-
pondente ao fluido efetivo de campo escalar can6nico, pois neste caso a velocidade vyt €
igual a velocidade da luz. Para o caso de potencial nulo nota-se uma relagdo direta entre o
pardmetro de equagdo de estado do fluido barotrépico e n. Nesse caso, e considerando o
espago-tempo cosmoldgico, foi verificado que este modelo de campo escalar tipo K-esséncia
viola a condigéo de positividade de energia na regido de w < —1 (0 < n < 1), correspondente
a assinatura de fluido fantasma. Na ultima se¢do do capitulo 5 foi utilizado o método de
sistemas dindmicos para analisar os modelos de fluido, campo canénico mais potencial e
campo tipo K-esséncia com potencial nulo. Restringiu-se o modelo de fluido para o caso
de radiagdo, matéria tipo poeira e constante cosmolédgica. Observou-se que o universo com
radiagdo originava solugdes, o de poeira atua como um ponto de cela (atraia e repelia solu-
¢des) e o com constante cosmolégica atraia todas as solugdes do modelo. O diagrama fase
do modelo de campo escalar candnico mais potencial foi construido a partir do método da
esfera de Poincaré. Notou-se que este diagrama apresenta riqueza em detalhes pra descrever
o diferentes comportamentos das solugdes tipo fluido ideal nos regimes inflaciondrio e ndo
inflacionario. Foram obtidos diagramas de espaco de fase para o modelo de K-esséncia uti-
lizando o método da esfera de Poincaré. Admitiu-se para andlise somente o valor de w = %
(radiagdo) e observou-se que o modelo de K-esséncia reproduz semelhantemente um fluido
ideal.

O método de sistemas dindmicos constitui uma relevante ferramenta para desvendar
aspectos das solucdes de uma teoria, ainda que as solucdes explicitas da mesma nado sejam
conhecidas. Assim, ela é em principio de grande valor para explorar teorias (ou setores de-
las) cuja dinamica cosmolégica de fundo é significantemente complexa, como em particular
é o caso da agdo de Horndeski [57,58], de gravitagdo massiva e bigravidade [59, 60] e de
RGGR ("Renormalization Group extended General Relativity") [61,62]. As duas primeiras

tém atraido significativo interesse atualmente, a primeira por ser o caso mais geral de uma
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teoria escalar tensorial cujas equagdes de campo sdo no méximo da segunda ordem. E a
segunda por ser uma (tentativa) teoria de descrever duas particulas de spin dois que intera-
gem diretamente, e isto é ndo trivial, devido a vinculos tedricos que impossibilitam diversos
tipos de acoplamentos. Por fim, a terceira é uma proposta mais recente, motivada por as-
pectos de teoria de campos em espagos curvos e algumas abordagens de gravitagdo quantica
("asymptotic safety” em particular [63]), e que pode ser descrita por um campo tensorial
(uma métrica) e um ou mais campos escalares, mas ndo faz parte das teorias escalares-
tensoriais usuais, como explicado em [62]. Por fim, cabe ressaltar que essas trés abordagens
de extensdes de relatividade geral podem em principio terem impacto em diversos contex-
tos cosmoldgicos, com énfase para o setor cosmolégico que ndo é diretamente observado:

energia escura, matéria escura e inflagao.



Apéndice A
Método da Esfera de Poincaré

O método da esfera de Poincaré é uma ferramenta muito eficaz para obter pontos
criticos localizados no infinito em diagramas de espago fase do sistema fisico estudado.
Neste apéndice é feito apenas um esbogo deste método, para estudé-lo sistematicamente

ver [56]. Assim, considera-se o sistema
x=Xxy) e y=Y(x,y), (A1)

que representa os sistemas dindmicos do capitulo 6. O segundo membro desta equagdo sao
polinémios, a coeficiente real. Considera-se também um sistema do eixo cartesiano ortogonal
uvz e o planoxy emz = 1. Os planos u, v e xy possuem o mesmo eixo, de modo que, a origem
de xy estd localizadaem u = 0, v = 0 e z = 1. Admite-se também uma superficie esférica
de X do espago uvz com centro na origem O = (0,0,0) e raio unitdrio. Esta esfera admite a

equacao (6.29)
W +22=1.

O equador da esfera situa-se no plano z = 0 que divide a superficie em dois hemisférios, ¥
e X, cujos pontos sdo caracterizados, respectivamente, porz > 0 e z < 0.

Seja P = (x,y,1) um ponto do plano xy e P1 = (u1,v1,21), P2 = (uz,v2,22) pontos da
reta OP que cortam, respectivamente, X1 e L. As coordenadas se relacionam na forma

u _ - 2.2, .2 . 2 .2, 1\/?
T =57=z(= 1,2),eui +v; +z; = 1. Agora, ao definir R = (x,y +1) ,com R > 0,
resultaréemulzﬁ,vlzI—z,zl:%,uzz—%,vzz—l—y{,zzz—%exz%’f,y:%(izl,Z).E

1

dito que os pontos P; e P; sdo a imagem do ponto P, respectivamente, em Z; e Xp. Desta

maneira,
u v
x=—, y=—e w+v*+z"=1. (A.2)
z z
Com esta representagdo uma curva y do plano xy tem por imagem duas curvas, y1 e )2,

simétricas em relacdo ao centro de £. Os pontos no infinito no plano xy tem sua imagem na
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linha do equador da superficie esférica X.
Agora, supdem-se que o sistema (A.1) os termos X(x,y) e Y(x, y) sdo polindmios de
graus p e q respectivamente, com um ndmero real 7 maior entre p e g. Estes polindmios

possuem coeficientes reais, sem divisores reais comuns. Desta forma, de (A.2), obtém-se

Os polindmios P e Q sdo homogéneos nas varidveis u, v e z, e possuem graus p e g, respec-
tivamente. Desta forma, dada equagdo (A.1) tem-se —Y(x, y)dx + X(x, y)dy = 0. E de (A.2)
dx = (zdu—udz)z"% e dy = (z dv - v dz)z=3. Assim, tendo em conta (A.3), obtém-se

—2" P Qu, v, 2)du + 2" P(u, v, z)dv + [uz"PQu,v,z) — vZ"IP(u,v,z)]dz=0. (A4)

A partir daqui coloca-se:

1. Parap<g=n

a=-2TP1Qw,v,z), b=zPu,v,z) e c=uz"PQu,v,z)-vP,v,z).

2. Parag<p=mn

a=-zQWu,v,z), b=2""""Pu,v,z) e c=uQu,v,z)—0vzFPu,v,z).

3. Parap=qg=neu Qu,v,z) —v P(u,v,z)ndo divisivel por z

a=-zQu,v,z), b=zPu,v,z) e c=uQu,vz)—vPuuyz).

4. Parap=g=neu Q(u,v,z)—v P(u,v,z) divisivel por z

a=-Qu,v,z), b=Pu,v,z) e c= 27 u Q,v,z) —v P(u,v,2)] .

A equacao (A.4) deve-se associar
udu+vdvo+zdz=0. (A.5)
O sistema constituido de (A.4) e (A.5) admite a solugdo z = 0. Nos casos 1., 2. e 3. a equagdo
adu+bdv+cdz=0 (A.6)

coincide com (A.4), enquanto que no caso 4. deve-se multiplicar por z para ter esta coinci-

déncia.
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Desta maneira, das equagdes (A.5) e (A.6) é obtido o seguinte sistema

b ¢
vz

a b
u v

du : do : dz= c (A7)

Z U

que, introduzindo um parametro 7, obtém-se o sistema (6.34)

du
%—bz—cv,
@—cu—az
dr !
dz
E—av—bu.

Os coeficientes a, b e ¢ dos modelos cosmolégicos de campo escalar minimamente

acoplado mais potencial e o de campo escalar tipo K-esséncia sdo obtidos a partir do item 3.
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